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Resumen

En esta tesis estudiamos la turbulencia, le dedicamos las primeras partes a la
revision de los fundamentos de la teoria de la turbulencia, sus dificultades y
cuales son los problemas con ésta. Luego introducimos las herramientas que
utilizamos para estudiarla: la teoria de la informacion, para finalmente proceder
a aplicarlas. Para esto empleamos datos de simulaciones numéricas directas y
planteamos la metodologia usada para el analisis de la entropia, informacién mutua
y complejidad, las cuales son determinadas en su forma continua utilizando los
estimadores de Kozachenko-Leonenko (entropia) y Kraskov (informacion mutua).
Para validar la metodologia y herramientas utilizadas comparamos la entropia
en flujos homogeneos isétropos a diferentes nimeros de Reynolds (Rey = 433,
Rey = 648 y Re, = 1300) con resultados reportados anteriormente en la literatura.
También observamos que la entropia de las grandes escalas S(uy- ) se satura luego
del rango inercial, proponemos que esto puede ser una medida de los efectos
intermitentes y desviaciones de la teoria K41. La parte central del estudio es el
analisis de la transiciéon a la turbulencia en una capa limite, nuestros resultados
muestran como la informacion mutua entre las escalas del sistema (caracterizadas
por las diferencias de velocidad) alcanza un méaximo antes de la transicion a la
turbulencia seguido de una disminuciéon durante la transicion, esto es acompanado
de un aumento de la entropia (interpretada como una medida del desorden del
sistema). Finalmente estudiamos los perfiles verticales de estas cantidades en un
flujo de canal turbulento (Re, = 5200), donde observamos que la complejidad
tiene un comportamiento logaritmico en la log-law region y la entropia disminuye

luego de alcanzar un méximo en la buffer layer.

Keywords — Turbulencia, Transicién a la turbulencia, Complejidad, Teorfa de la

informacion, Capa limite
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Abstract

In this thesis we studied hydrodynamic turbulence, the first chapters are dedicated
to a review of the theory of turbulence, its difficulties and what is the 'problem
of turbulence’. Then we introduce information theory, which is used to study
turbulence. In order to achieve this, we used data from direct numerical simulations
and proposed a methodology used to study mutual information and entropy, which
are defined in their continuous form using the Kozachenko-Leonenko estimator
(entropy) and the Kraskov estimator (mutual information). In order to validate the
tools and methodology used, we compared the entropy of three direct numerical
simulations of forced isotropic turbulence at different Reynolds numbers (Rey =
433, Rey = 648 y Re, = 1300) with results that have previously been indicated
in the literature. We also observe a saturation in the entropy of the large scales
S(ug>) during the inertial range, we propose that this could be a measure of
intermittency and deviations from K41 theory. The main body of the study is the
analysis of the transition to turbulence in a boundary layer. Our results show that
the mutual information among the system scales (characterized by the differences
in velocity /speed) reaches a maximum before the transition to turbulence, followed
by a decrease during the transition, while at the same time there is an increase in
entropy (interpreted as a measure of disorder). Finally, we studied the vertical
profiles of these quantities in a turbulent channel flow (Re, = 5200), where we
were able to see that the complexity has a logarithmic behavior in the log-law

region and the entropy is reduced after reaching a maximum in the buffer layer.

Keywords — Turbulence, Information theory, Transition to turbulence,

Complexity, Boundary layer
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Capitulo 1

Introduccion

Grandes fisicos se han interesado por el estudio de la turbulencia desde los tiempos
de Osborne Reynolds [112], aunque las primeras observaciones de la turbulencia
se pueden rastrear tan atras como a la época de Da Vinci, quien en sus dibujos
capturo las caracteristicas de un flujo turbulento con un detalle impresionante
para la época [13]. Lev Landau le dedica un capitulo de su sexto tomo en fisica
teorica |7%], también propuso un escenario de transicion a la turbulencia y es
famosa la critica que le hizo a la teoria de Kolmogorov |51|. Chandrasekhar dicto
un curso sobre turbulencia (recientemente las notas de este han sido llevadas
a un libro [30]). Kenneth Wilson menciona la turbulencia como ejemplo de un
problema con una gran extensiéon de escalas espaciales en sus articulos sobre
renormalizacion |12, 113] y Feynman utiliza la turbulencia en sus lecturas como
ejemplo de la gran cantidad de fenémenos que puede esconder un sistema tan
simple como las ecuaciones de Navier-Stokes [17]. El premio Nobel de fisica en
2021 fue otorgado a 3 cientificos por sus aportes al ’entendimiento de sistemas
fisicos complejos’, en particular a Syukuro Manabe y Klaus Hasselman por sus
aportes al estudio del cambio climatico (la turbulencia es una parte central en el
estudio de la atmosfera), mientras que Parisi también ha estudiado la turbulencia

hidrodinamica, es famoso su aporte junto a Frisch sobre modelos multifractales

[104].

JPor qué es tan interesante el estudio de la turbulencia? Puede que existan

algunas respuestas relativamente simples a esto. Primero, es un fenémeno que



observamos dia a dia en casi todos los aspectos de nuestra vida: al mezclar el
azicar en nuestra taza de café agitamos el fluido para mezclarla, constantemente
observamos estructuras turbulentas gigantes: las nubes [115]. En nuestro dia a
dia podemos observar flujos turbulentos: la estela tras un barco en movimiento,
como observamos en la figura 1.0.1b). También se observan flujos turbulentos
en jets de fluidos expulsados desde alguna cavidad, como en la figura 1.0.1a),
donde se muestra la transiciéon del jet desde laminar a turbulento. Juega un
rol vital en los aviones, la aerodindmica de los vehiculos y hasta en muchos
de los deportes que vemos constantemente [55]. Desde el punto de vista de la
ingenieria es fundamental comprenderla: todas las industrias poseen canerias
por las que pasan flujos turbulentos y con la urgente necesidad que cambiar
nuestras fuentes de energia se ha vuelto més importante comprender el efecto
de la turbulencia en la industria de la energia edlica [105]. Nos queda claro
entonces que razones practicas no faltan. Desde un punto de vista tedrico la
turbulencia ha sido histéricamente un problema complicado: la mayoria de los
modelos son fenomenolégicos y se posee poca comprension de las estructuras que
conforman distintos flujos turbulentos, de la universalidad de algunas de sus
caracteristicas 51| y de como podemos extraer informacion sobre el fen6meno

desde las ecuaciones de Navier-Stokes.
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a)

Figura 1.0.1: Fotografias de flujos turbulentos obtenidas del libro An Album of
Fluid Motion [135]. a) Transicién laminar turbulenta en un jet de agua. b) Estela
turbulenta tras un barco. ¢) Capa de mezcla turbulenta.

1.1. Que es turbulencia?

Lo maés bésico para comenzar a estudiar un fenémeno es definirlo. En el caso de

la turbulencia la podemos definir segtn las siguientes caracteristicas |133],

= Aparente desorden espacial y temporal: este es un ingrediente fundamental.
Al observar un flujo turbulento este parece desordenado, sin embargo
formalmente esto es solo aparente dado que las ecuaciones de N-S son
deterministas y no necesitan de un forzamiento aleatorio para exhibir estados

cabticos.

» Sensibilidad a las condiciones iniciales: si consideramos dos configuraciones

iniciales de un sistema turbulento, tales que estdn muy cerca en el espacio
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de fase, la evolucion del sistema en ambos casos serd muy diferente. Esta es
una caracteristica de los llamados sistemas 'cadticos’ y es lo que motiva el

estudio de la turbulencia en el contexto de los sistemas dinamicos.

= Gran numero de grados de libertad: los flujos turbulentos son extendidos
en un gran rango de escalas (esto puede ser observado en la figura 1.0.1 c),
consisten de muchos modos (en el espacio de Fourier) que interaccionan

fuertemente entre si .

Junto a estas caracteristicas se puede agregar que son sistemas fuertemente
difusivos ?, tridimensionales y disipativos. La turbulencia descrita por Tsinober
corresponde a la turbulencia hidrodindmica, sin embargo a estos puntos les
falta una caracteristica fundamental: en los sistemas turbulentos (incluso no
hidrodinamicos) se producen cascadas de las cantidades conservadas (en las
ecuaciones no disipativas) entre las distintas escalas. Por ejemplo, en turbulencia
hidrodinamica (homogénea e is6tropa) se produce una cascada de energia: es
inyectada en las escalas méas grandes del sistema y fluye hasta las escalas mas
pequenas, donde finalmente la energia es disipada. Otros autores como Zakharov
y Falkovich [152, 26] proponen una definicién menos restrictiva: la turbulencia es
el estado de sistemas disipativos no-lineales con muchos grados de libertad muy
lejos del equilibrio (béasicamente el estado cadtico de sistemas extendidos en el
espacio). Esta relajacion de la definicion es la que permite introducir el concepto
de turbulencia débil (utilizada como sinénimo de onda débil por Zakharov),
la cual consiste de sistemas donde la no-linealidad es débil y por lo tanto se
puede tratar el sistema de forma perturbativa. Otro aspecto importante de la
turbulencia es que sus distribuciones de probabilidad no son gaussianas, incluso
cuando la fuerza excitante es gaussiana esta caracteristica se pierde en la cascada
turbulenta [51, 2]. Es importante mencionar que las teorias estadisticas no son las
linicas que existen para describir el fenémeno de la turbulencia, hay dos enfoques

principales [152]. El primero es estadistico, basado en la teoria de Kolmogorov

1'Un sistema continuo tiene un niimero infinito de grados de libertad, sin embargo la viscosidad
impone un viscous cutoff kmaz ~ 1/7K, la razon entre éste y la escala mas grande del sistema se
considera como una medida de los grados de libertad de un flujo turbulento [51] (L/ng) ~ Re/%.
En el espacio de Fourier las no-linealidad de las ecuaciones de Navier-Stokes impone interacciones
triddicas entre los modos.

2Los flujos turbulentos son eficientes en mezclar escalares pasivos, para considerar este efecto en
el transporte se introduce el concepto de difusion turbulenta [114, 19]. Mas recientemente se ha
observado el fenomeno de estocasticidad espontdnea: sin importar la separacion inicial de dos
particulas en un flujo turbulento, se separan en un tiempo finito [129, |
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3y el segundo estructural, basado en la generacién de estructuras que poseen
forma universal. Méas recientemente, el aumento del poder computacional ha
permitido la exploracion del espacio de estado de sistemas turbulentos, lo que
ha llevado al descubrimiento de orbitas periodicas [37], esto asociado al segundo
enfoque mencionado anteriormente. También se han desarrollado sistemas simples
de ecuaciones diferenciales acopladas conocidos como shell models los cuales
buscan capturar las principales caracteristicas de la turbulencia de la forma maés

simplificada posible [15].

1.2. Estado del arte: turbulencia e informaciéon

La fenomenologia de lo que llamamos el estado turbulento completamente
desarrollado (en sistemas hidrodinamicos) es como sigue: existe una separacion
entre las escalas en que la energia ingresa al sistema (escala integral) y la escala
en la cual esta es disipada (escala de Kolmogorov), existiendo un rango intermedio
llamado rango inercial en el cual hay una transferencia de energia constante
(en el caso estacionario) desde las escalas integrales hacia las escalas disipativas,
esto es conocido como la cascada turbulenta (esta imagen de la turbulencia
fue originalmente propuesta por Richardson [35]). La teoria fue posteriormente
desarrollada por Kolmogorov [71] (conocida como teoria K41): se asume que,
debido a la separacion de escalas, ni el forzamiento ni la disipacién afectan las
cantidades en el rango inercial, por lo que solo son funciones de la transferencia
de energia y la escala r que estamos observando. Para caracterizar las escalas se
utilizan las diferencias de velocidad longitudinales a una distancia r, los momentos
de estas diferencias son conocidos como funciones de estructura F,(r). La teoria
K41 predice que, dada una distancia r en el rango inercial, las funciones de

estructura poseen exponentes &, = p/3,

Ey(r) = ([(0(& +7) = 7(&)) - 1) ~ (er)"? (1.2.1)

donde los brackets (-) representan un promedio de ensamble. Sin embargo, se
ha observado que esta teoria no es correcta, debido a que supone que no hay

intermitencia en el rango inercial. Originalmente se creia que la intermitencia

3Actualmente se han desarrollado teorias fenomenologicas que explican las desviaciones de la
teorfa de Kolmogorov, estas son conocidas como teorias multifractales [15]
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solo afectaba el rango disipativo, sin embargo diversos experimentos [51] han
mostrado que existen desviaciones de la teoria K41. Esto implica escalamiento
anémalo (rompimiento de la simetria de escala de las funciones de densidad de
probabilidad) en el rango inercial debido a que la intermitencia se extiende a
éste. Recientemente, se ha observado que las desviaciones de la teoria K41 se
saturan incluso para la funcion de estructura de segundo orden [(5], mostrando
evidencia de que la desviacion de la teoria de Kolmogorov para el segundo
momento no es solo un fenémeno de bajo ntimero de Reynolds. El tinico resultado
que es exacto para los exponentes de las funciones de estructura es para la de
tercer orden, con &3 = 1. Este exponente es obtenido resolviendo la ecuacion
de Karman-Howarth [73]| solo suponiendo disipacién andémala (la disipacion se
mantiene finita en el limite Re — o) en turbulencia homogenea is6tropa. Para el
fenémeno de escalamiento anémalo y las desviaciones de K41 se han propuesto
distintos modelos. Los mas exitosos han sido los modelos multifractales |91, 17],
los cuales suponen que la disipaciéon de energia esta concentrada en una region
R(h) del espacio, donde h es la singularidad de la region y puede variar en ella (si
toda esta region esté caracterizada por un solo exponente A entonces el modelo
es monofractal). En experimentos recientes [(7] se ha observado que el modelo
mas cercano a los resultados numéricos es el de She y Leveque |12/1]. Todos estos
modelos son fenomenolégicos: se obtienen a partir de una imagen del proceso de
cascada ! [71] y no a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes. No se han podido
obtener soluciones exactas para los momentos de orden distinto a p = 3 a partir

de estas ecuaciones.

Otro aspecto importante y ampliamente estudiado es la transicion a la turbulencia.
Landau y Hopf [23] propusieron que en el estado turbulento las cantidades del
flujo son descritas por funciones quasi-periddicas y la cantidad de frecuencias
asociadas a estas funciones crece con el nimero de Reynolds, es decir, el flujo
en el espacio de fase esta limitado a un toroide de dimensién alta. Sin embargo
maés tarde Ruelle y Takens || 16] proponen que este no es el caso para un sistema

disipativo y a medida que aumenta el nimero de Reynolds el espacio de fase

4Fsta 'imagen’ del fenémeno de cascada es como sigue: existen estructuras grandes, estas se
rompen en estructuras mas y mas pequenas de forma secuencial en el rango inercial, hasta
llegar a la escala de Kolmogorov. En las escalas més pequenas las fuerzas inerciales son del
orden de las fuerzas viscosas y las estructuras se disipan.
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forma un atractor de dimension alta pero finita. Es en este segundo contexto que
se han aplicado conceptos de la teoria de la informacion. En los sistemas cadticos
el espacio de fase posee caracteristicas fractales, particularmente la medida es
fractal (o multifractal si no es homogénea), por lo que posee una dimension
no-entera, de hecho un atractor extrano puede ser caracterizado por una infinidad
de dimensiones [01] D,. Particularmente, la llamada dimension de informacion
(asociada a la medida fractal del atractor) nos indica la informaciéon ganada al

realizar una medicion aislada del sistema a un cierto nivel de precision [16].

Recientemente, se ha observado que la transicion a la turbulencia en tuberias
pertenece a la misma clase de universalidad que la percolacion directa. Estudiando
el tiempo de vida medio y el tiempo medio que demoran en dividirse los puntos
turbulentos en el flujo se ha definido el nimero de Reynolds critico como aquel en
que ambos tiempos son iguales (es decir, a partir de este Re es mas probable que
un punto turbulento se divida y genere més zonas turbulentas a que se produzca
relaminarizacion), dando un valor de Re. = 2040 £ 10 [(]. Otro flujo candnico
donde se ha estudiado la transicion es la capa limite. Antes de la transicion el
flujo es inestable a las perturbaciones, las condiciones de estabilidad son descritas
por la ecuacion de Orr-Sommerfeld [12]. De interés para nuestro estudio es el
escenario de transicion propuesto por Baines 7], quien plantea que la transicion
se debe a la interaccion entre dos modos parciales (soluciones de la ecuacion de
Orr-Sommerfeld) del flujo. El primero es llamado modo viscoso, cuyo efecto es
fuerte en la zona cercana a la pared, y el segundo es un modo inviscido °, que es

despreciable cerca de la pared pero importante en la zona exterior de la capa limite.

Todos los aspectos mencionados anteriormente nos apuntan a una direcciéon: la
turbulencia es un fenémeno de alta complejidad, donde se puede observar la
formacion de estructuras coherentes y también dinamica aparentemente aleatoria
[56, |. Esto nos lleva a preguntarnos como podemos caracterizar la complejidad
de flujos turbulentos. Si bien esta es una pregunta que se ha hecho muchas veces,
no es trivial definir una medida de complejidad (de hecho una pregunta valida es

si existe ‘una’ medida de complejidad [60]). Bennet [12]| propuso la ‘profundidad

5Es llamado inviscido debido a que es una solucién a la ecuacién de Orr-Sommerfeld con
viscosidad cero (la ecuacion inviscida de Orr-Sommerfeld también es conocida como ecuacion
de Rayleigh).
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logica’, sin embargo no es una medida calculable para efectos practicos, por lo que
una medida més adecuada en nuestro contexto puede ser la informaciéon mutua
[13]. Otra medida de complejidad fue propuesta por Grassberger, llamada la
EMC (Effective Measure Complexity), que es definida como la minima cantidad
de informacion total en cualquier tiempo necesaria para una prediccion optima
[79], ¥ ha sido llamada de diferentes maneras por otros autores, como informacion

predictiva o exceso de entropia [31].

Nuestro trabajo estd enfocado en aplicar herramientas de la teoria de la
informacion para caracterizar la complejidad, aleatoriedad y las correlaciones
(estas ultimas medidas como la informacién mutua) de varios flujos turbulentos. En
turbulencia se han utilizado distintas herramientas de la teorfa de la informacién,
Cerbus [27] trata el campo de velocidades como un mensaje discreto, a partir
de esto estudia la densidad de entropia y concluye que esta disminuye con el
numero de Reynolds debido a un aumento de correlacion en los grados de libertad
participantes de la cascada de energia. En esta misma linea [125] ha estudiado
la unpredictability y el exceso de entropia en el flujo turbulento producido tras
un cilindro. También se ha usado la divergencia de Kullback-Leibler o entropia
relativa, la cual se ha interpretado como una medida de la intermitencia [55].
Esta también se ha aplicado al estudio de la auto-similitud (self-similarity) y
distancia de la gaussianidad en capas limites [131]. Anteriormente se ha usado
la diferencia de entropia como una medida de la ’complicaciéon’ (sin embargo es
importante notar que no es una medida de complejidad, sino que de desorden) de
un flujo turbulento [10] y también se han caracterizado sistemas turbulentos en
términos de la informacion mutua [63]. En esta tltima aplicaciéon no se estudio
un sistema hidrodinédmico, sino que un modelo de turbulencia quimica. Un
estudio de particular interés es el de Shavit y Falkovich [122], quienes investigan
la informaciéon mutua entre escalas en un modelo de turbulencia débil (wave
turbulence). Observan que la direccion en que crece la cascada en sistemas
turbulentos esta determinada por la informaciéon mutua entre sus modos, dado que
esta indica el crecimiento de las correlaciones en el sistema. Mencionan también
que la informaciéon mutua es una medida de cuanta informacion esta ‘codificada’
en las correlaciones del sistema, por lo que es de esperar que la informacién mutua

esté relacionada con la complejidad del sistema. Estas herramientas también
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han sido utilizadas en el area de la materia activa |37, 31|. Se ha observado,
por ejemplo, que la informacién mutua sirve como indicador de la transicion de
fase en el modelo de Vicsek [110] (un comportamiento similar se ha observado
en el modelo de Ising [I11]). Mas recientemente parece haber un aumento
del interés en la aplicacion de la teoria de la informacion a flujos turbulentos,
Lozano-Duran y Arranz [37] proponen un marco general para la aplicacion de
cantidades como entropia y flujo de informaciéon a sistemas dinamicos. Luego
aplican estos conceptos al estudio de la causalidad en la cascada turbulenta y
proponen aplicaciones a la modelaciéon y el control de flujos turbulentos. También
es interesante el estudio de Tanogami y Akari [127] donde investigan una cantidad
similar a una de las que proponemos (informacién mutua entre las velocidades
filtradas en el espacio de Fourier) y también analizan el learning rate en la
cascada turbulenta: sus resultados sugieren que las estructuras més grandes de la
cascada destruyen la informacion sobre las pequenas, mientras que las estructuras
pequenas ’aprenden’ o reciben un flujo positivo de informacion de las grandes. Un
punto importante a notar es que el trabajo de Tanogami y Akari fue aplicado a
un shell model y no a simulaciones numeéricas directas de flujos turbulentos, por

lo que esta pendiente confirmar de forma numérica o experimental sus resultados.

1.3. Estudio y objetivos

Comenzamos por describir las motivaciones que nos llevan a realizar esta
investigacion, si bien la mayoria es una descripcion de trabajo que se busca
realizar en el futuro, esperamos que este sea un primer paso en las direcciones
que planteamos a continuaciéon. La aplicacién mas natural de la teoria de
la informacion a la turbulencia es al estudio de la pérdida de gaussianidad
en la cascada turbulenta. Es sabido que aunque las escalas mas grandes son
(aproximadamente) gaussianas, esta propiedad se pierde en las escalas maés
pequenas. Un importante estudio en esta direccion es el de Granero-Belinchon
[75], en su investigacion propone la divergencia de Kullback-Leibler entre una
distribucién gaussiana y la distribucién real a cierta escala como una medida de
la intermitencia. Mas recientemente, se ha observado que en ciertos modelos de
turbulencia existe una invariancia de escala ’escondida’ en los multiplicadores de

Kolmogorov [123]. En su investigacion Shavit propone que esta invariancia se
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debe a una 'no-localidad extrema’ en las interacciones. Podemos aplicar la teoria
de la informacion para estudiar estas interacciones?. Como ya mencionamos
anteriormente, Tanogami propone un flujo de informacién positivo desde las
grandes escalas hacia las pequenas, pero ademas se cree que las estadisticas del
rango inercial y las escalas pequenas son universales, es decir, deben ’olvidar’ la
informacion sobre el forzamiento a gran escala. Existe una relacion entre esto
y lo propuesto por Tanogami [127]? Puede la teoria de la informacion decirnos
algo sobre la universalidad del rango inercial? Finalmente, donde parece mas
natural aplicar estas herramientas es en el area de la turbulencia activa, donde
las interacciones entre los individuos puede ser efectivamente comunicaciéon. Se
han observado similitudes entre la turbulencia activa y la hidrodindmica [21]. Si
existe una transferencia de informacion entre estructuras de diferentes escalas
en turbulencia hidrodinamica, puede ocurrir lo mismo en turbulencia activa?
Es decir, puede ser que la transferencia de informacion sea entre estructuras
mas que a un nivel individual, y ademés tenga una direcciéon bien definida? Otra
pregunta que nos surge es qué ocurre con el intercambio de informacion durante

la transicién a la turbulencia activa.

Presentadas nuestras motivaciones para el estudio de la turbulencia y la teoria de
la informacion, nos enfocamos en lo que buscamos estudiar con nuestro trabajo.
Vamos a aplicar la teoria de la informaciéon a flujos turbulentos. Comenzamos
por el analisis de la distribucion de entropia en tres flujos turbulentos canénicos:
turbulencia homogénea e isétropa, capa limite transicional y flujo de canal. La
entropia es interpretada como una medida de la aleatoriedad del flujo. Algunas
preguntas que surgen son: como se comporta la entropia en las diferentes escalas?
Como se comporta la entropia en la transicién a la turbulencia? Si bien es de
esperar que aumente debido a que la aleatoriedad es una de las caracteristicas mas
mencionadas del estado turbulento. La entropia es una medida de la informacion
contenida en el flujo, sin embargo la informacién también esté contenida en las
correlaciones, las cuales varian entre las escalas del problema. Para estudiar esto
altimo es que analizamos la informaciéon mutua entre las escalas del sistema
(definidas en el espacio de Fourier y en términos de las diferencias de velocidades),
especificamente nos preguntamos lo siguiente: como varfa la informacién mutua a

través de las escalas del sistema? Cudl es el cambio relativo de ésta informacién en
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los diferentes estados (laminar, transicional y turbulento) del sistema? Existe una
diferencia notable entre las diferentes escalas? Finalmente, queremos determinar
la EMC' o informaciéon predictiva.- Esto nos sirve para estudiar la complejidad
del sistema, y debido a la nociéon que se tiene de complejidad (debiera alcanzar
un maximo entre el estado ordenado y el caotico [60]) esperamos encontrar un
maximo en la zona de transiciéon. Luego comparamos estos resultados con la
informaciéon mutua entre escalas y analizamos si esta ultima sirve como una

medida de complejidad en flujos turbulentos. Los objetivos de nuestro estudio son,

» Plantear el uso de las herramientas de la teoria de la informacion (entropia,
informaciéon mutua y complejidad) y proponer una metodologia para el

analisis de flujos turbulentos.

= Validar nuestra metodologia y herramientas usadas comparando con
resultados reportados por Granero-Belinchon [55] en flujos homogéneos

iso6tropos.

= Analizar la universalidad de la pequena escala segin los resultados obtenidos

para la informacién mutua en flujos homogéneos isétropos.

= Estudiar el comportamiento de la entropia, informaciéon mutua y complejidad
en la transicion a la turbulencia con la metodologia propuesta. Interpretar
los resultados y comparar con estudios anteriores (en particular estudio de

Langton sobre la transicién en la dinamica de autématas celulares [79]).

= Obtener perfiles verticales de cantidades estudiadas en un flujo de canal y
analizar los resultados en el contexto de teorias actuales sobre generacion de

estructuras turbulentas en capas limite.

= Proponer aplicaciones futuras en la linea de la vision propuesta y los

resultados obtenidos.
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Capitulo 2
Ecuaciones de Navier-Stokes

La evolucion temporal de los fluidos viscosos esta descrita (en la mayoria de los

escenarios) por las ecuaciones de Navier-Stokes,

i N = 272
0T+ (¥ VIS —Vp BEV'Y (2.0.1)
No linealidad Disipacién

Se puede notar que poseen un término no lineal, el cual esta asociado al transporte
advectivo del momentum (es decir, transporte en la direccién del campo de
velocidad ©). Los otros términos corresponden a la presion (p) y la disipacion
generada por el efecto de la viscosidad del fuido v. Durante este trabajo solo
consideramos fluidos incompresibles, es decir, no tomamos en cuenta variaciones

de densidad. Esto impone la siguiente condicion en el campo de velocidades,

V-7=0 (2.0.2)

En términos practicos, esto se puede considerar como una buena aproximacion
cuando la escala de velocidad del fluido es menor a 0.3Ma, donde Ma es el

namero de Mach [107].

Antes de continuar es importante mencionar que existen otras ecuaciones que
pueden describir la dindmica de los fluidos en distintos escenarios. El sistema
de Navier-Stokes 2.0.1 se puede obtiene a partir de la ecuaciéon de Boltzmann

realizando una expansion de Chapman-Enskog en el nimero de Knudsen Kn = ¢/L
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[11]. Este nimero adimensional es una relacion entre el mean-free path del gas £y
una escala macroscopica caracteristica del problema L (por ejemplo, el tamano
del recipiente que contiene el fluido). Cuando consideramos solo los términos de
orden 0 obtenemos las ecuaciones de Euler (que no contienen el término viscoso).
Si consideramos hasta el primer orden en Kn obtendremos las ecuaciones de
Navier-Stokes. En ocasiones, donde Kn ~ 1, es necesario considerar los términos
cuadraticos. Las ecuaciones que surgen en este caso son conocidas como ecuaciones
de Burnett, y si consideramos los términos de orden 3, ecuaciones de super-Burnett.
Las diferentes situaciones son resumidas en el diagrama mostrado en la figura
2.0.1.

Ecuacién de Boltzmann

v

Expansiéon de Chapman-Enskog

v

Kn' Kn' Kn’
Ecuaciones Ecuaciones Ecuaciones
de Euler de Navier-Stokes de Burnett

Figura 2.0.1: Distintas ecuaciones obtenidas a partir de la expansion de Chapman-
Enskog de la ecuacion de Boltzmann.

2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en forma

solenoidal

Es instructivo expresar las ecuaciones de Navier-Stokes solo en términos del
campo de velocidad. Si tomamos la divergencia de las ecuaciones 2.0.1, y teniendo
en cuenta la condiciéon de incompresibilidad, obtenemos la siguiente ecuacion

diferencial para la presion,

Si consideramos un fluido en un contenedor o un volumen en el cual existe alguna

pared se impone la condiciéon de borde de 'no-deslizamiento’: el campo de velocidad
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se debe anular en la pared ',

w(@) =0, T€S (2.1.2)

donde S es la union de las superficies en que existen paredes. Con estas condiciones
presentes podemos expresar las ecuaciones de Navier-Stokes en términos del campo
de velocidad y las funciones de Green G' (més detalles de la derivacion se pueden

encontrar en el Apéndice A). Esta forma es conocida como ’solenoidal’ [1] 2,

~ A

(0 — V) vi(Z, ) = Mimp (0 (2, )0, (2, 1)) — Lim (uin (7, 1)). (2.1.3)

Los operadores M y L estan dados por,

~

1 . .
s
En estas expresiones S representa el contorno del volumen que contiene el fluido

(sujeto a la condiciéon de borde de no-deslizamiento) y n, un vector normal a esta

superficie. El operador D esta dado por,

Dmo—%m—%m/emwmﬁ (2.1.6)

14

Donde V es el volumen que contiene el fluido.

2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes en espacio de

Fourier

También es importante expresar las ecuaciones de Navier-Stokes en el espacio
de Fourier. Existen dos razones principales que explican la importancia de

esta proyeccion. La primera es una teorica: es sabido que la turbulencia es un

IEn el caso de las ecuaciones de Euler solo se impone una condicién de no-penetracion en la pared
(se anula la componente normal de la velocidad). La presencia de viscosidad hace necesario
introducir una condicién extra de no-deslizamiento (se anula la componente tangencial).

2Son llamadas asi dado que las soluciones al sistema pertenecen al subespacio de campos
vectoriales solenoidales (con divergencia cero).
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fenémeno de escalas. Descomponer el campo de velocidades en modos de Fourier
nos permite estudiar las diferentes escalas de forma directa (estan dadas por la
magnitud del nimero de onda l;) La segunda es una razoén practica: los métodos
més eficientes para realizar simulaciones numéricas directas son espectrales o
pseudo-espectrales [97], por lo que es necesario comprender las ecuaciones en el

espacio de Fourier para aplicarlos.

Comenzamos por considerar un fluido que llena todo el espacio, entonces la

transformada de Fourier (espacial) y su inversa estan dadas por,

vi(k,t) = /Ui(f, t)e_“z'fdf (2.2.1)

vy (T, 1) = / vi(k, t)e™ T dk (2.2.2)

Si consideramos un cubo de volumen L3, con L finito entonces la integral [ dk
es reemplazada por (27“)3 > z- En la tabla 2.2.1 se muestran los resultados para
ambos casos término a término y las ecuaciones que describen los coeficientes
de Fourier de la velocidad v, j; = v; (t, /;) La derivacion de estas ecuaciones es

detallada en el Apéndice B.

Término L finito 7 = oo
v305vi ik Y —i [k [ v 0,7 dpe™dk
0; iy ik k';ﬁm Zﬁvn,ﬁvmﬁ_ﬁ@ﬂ'f kaz ky;ﬁlzm fvn,ﬁfvm’é_ﬁdﬁeg'fd/g
v0;0;p —vy r k:2vi7,;;eik'f —v /{2%’?6%.5(1%

Ecuacion L finito
(O + Vk‘Q) U f = —ik, qu_q*:;? Un,pUm,q
Ecuacién L — oo
(00 + vK?) vy = —ikin P [ | V0 0@+ K — P)dqdp

Cuadro 2.2.1: Términos y ecuaciones de Navier-Stokes en espacio de Fourier en
el caso de un fluido llenando el espacio (L — 00) y un fluido en una caja finita
de volumen L3. En el caso de L finito se omiten las constantes dependientes del
volumen del fluido.

Ahora debemos hacer varios comentarios sobre las ecuaciones mostradas en la
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tabla 2.2.1. Primero notemos la presencia del término FP;,,, este es un operador de

proyeccion,

_ Kibm

Pim = 6zm L2

(2.2.3)

notamos que al operar sobre un vector v; obtenemos Pt = ¢ — (¢ - k)k donde k es
el vector unitario en la direccion de k. Por lo tanto P;,, proyecta un vector sobre

el plano perpendicular a k.

El siguiente punto es con respecto a las condiciones que debe satisfacer la velocidad
en el espacio de Fourier. Primero recordemos que estamos estudiando flujos

incompresibles, por lo tanto satisfacen d;v; = 0,

ov; = 0; | v, R E IR — g kv, ﬁeilg'fdlg =0 2.2.4
ik ek

Por lo que llegamos a la condicion k;v, z = 0 o k- Uy = 0, es decir, la transformada
de Fourier de la velocidad es perpendicular al vector k. Ademés sabemos que la
velocidad toma valores reales, por lo tanto v;(Z,t) = v} (Z, t) donde (-)* representa

el conjugado de un nimero complejo. Por lo tanto,

1\?3 o
vl = (%) /vielk'xdf (2.2.5)

y notamos que se satisface,

—v - (2.2.6)

Un altimo comentario sobre las ecuaciones es respecto al término de la derecha (que
proviene de la no-linealidad y la presion). Vemos que la suma o la integral es sobre
triadas de ntimeros de onda k = P+ ¢. Existen muchas discusiones importantes
sobre el rol de estas interacciones triddicas en la turbulencia [75, 90, 3, |, el

cual discutiremos en otra seccién.
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2.3. Numero de Reynolds y ecuaciones en forma

adimensional

Otra forma de expresar las ecuaciones de Navier-Stokes es en forma adimensional.
Consideremos el sistema 2.0.1 e introduzcamos escalas de velocidad (U) y longitud
(L) caracteristicas de un flujo, como se muestra en la figura 2.3.2. Si escribimos las

distintas cantidades de la ecuacién 2.0.1 en funcién de estas escalas obtenemos,

O
7=U7 V= Zv’ O = %a; p = pU%, (2.3.1)

donde las cantidades con primas corresponden a las versiones adimensionales.

Reemplazando esto en la ecuacion 2.0.1 obtenemos,

— — ]_
o + (T - V' = -V'p + R—V’QU’. (2.3.2)
€

La importancia de esta versiéon de las ecuaciones de Navier-Stokes es que solo

dependen de un parametro adimensional, conocido como el nimero de Reynolds,

Re = == (2.3.3)
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93] op ojuewIny

<

Figura 2.3.1: Ejemplos de flujos a) laminar, b) transicional y c) turbulento. Los
campos de velocidad mostrados corresponden a la simulacion numérica directa de
una capa limite transicional, obtenida desde la base de datos JHTDB.

La importancia de esta cantidad en la dinamica de los fluidos fue descubierta
originalmente por Osborne Reynolds [111]. En su investigacion de 1895 Reynolds
buscaba descubrir las razones tras el cambio en el tipo de movimiento de los
fluidos, desde un estado 'ordenado’ (conocido como flujo laminar) a un estado
"desordenado’ conocido como flujo turbulento. En sus investigaciones en flujos de
tuberias Reynolds descubrié que esta transicion en la dinamica estaba dictada
por el parametro que actualmente conocemos como ntimero de Reynolds Re. En

la figura 2.3.1 se muestran los tres escenarios que pueden ocurrir en un flujo:

= En el estado laminar, donde Re toma valores bajos, la dinamica es dominada

por el término viscoso. Esto es mostrado en la figura 2.3.1a)

= A medida que aumenta el nimero de Reynolds comienzan a aparecer zonas
conocidas como 'puntos turbulentos’ o "puffs turbulentos’ [(}], caracterizados

por la aparicién de estructuras de pequena escala, como se observa en la
figura 2.3.1b).

= Cuando el nimero de Reynolds pasa un valor critico, la dindmica es dominada
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por el término no-lineal de la ecuacion 2.0.1 y el flujo es caracterizado por
una gran extension de escalas activas en el espacio de Fourier. Este estado

corresponde a la figura 2.3.1¢).

Flujo medio

Longitud
caracteristica

U

L

Figura 2.3.2: Esquema de escalas caracteristicas en un flujo, U representa una
escala de velocidad, en este caso corresponde a la velocidad media del flujo no
perturbado. L es la escala de longitud, en la figura corresponde al didmetro del
cilindro.

2.4. Ecuacion de vorticidad

Para comenzar el estudio de la turbulencia hidrodinamica primero debemos saber
cuales son las cantidades importantes y cual es su rol en la dindmica del flujo. Las
conocidas ecuaciones de Navier-Stokes corresponden al balance de momentum,
pero el campo de velocidades no es el tinico importante y también nos revelaran
mucha informacién sobre la dindmica de los flujos turbulentos cantidades como la
vorticidad, helicidad, enstrofia o energia (las tltimas 3 son cantidades conservadas
por las ecuaciones de Euler, es decir, en ausencia de viscosidad). A continuacion
presentamos la ecuaciéon de evoluciéon de la vorticidad, a partir de la cual se

definen la enstrofia y la helicidad.

La vorticidad es una medida de la rotacionalidad del flujo. Es definida como,
G=Vx¥ (2.4.1)

De inmediato podemos notar un aspecto importante sobre la vorticidad, su relacion
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con la velocidad es no-local, dado que de la ley de Biot-Savart tenemos,

17:/c3>< LT d (2.4.2)

Es logico pensar que ésta es una cantidad vital en el estudio de la turbulencia,
pues al pensar en un flujo turbulento lo primero que se nos viene a la mente es
una imagen de distintos tipos de remolinos de diferentes tamarfios interactuando

entre si. La ecuacién que describe la evolucion temporal de la vorticidad es,

0@+ (it - V)& = (& - V)i + vV (2.4.3)

Detalles sobre su derivacion se pueden encontrar en el Apéndice C. Los aspectos

mas importantes de ésta son:

» La vorticidad también es transportada por adveccion (segundo término del

lado izquierdo).

» Contiene un término asociado al estiramiento de vortices (primer término al
lado derecho).

El segundo punto es importante dado que algunos autores han propuesto que este
término es el principal responsable de la emergencia de pequenas escalas en flujos
turbulentos |77]. Esto es atin un debate abierto y se han propuestos otras razones
para la ocurrencia de la cascada en el espacio fisico, como la auto-amplificacion
del tensor de deformaciones [(7, 25]. Otro punto importante es que el término
correspondiente al estiramiento de vortices es cero en flujos bidimensionales, esto

genera una diferencia fundamental entre flujos turbulentos en 2 y 3 dimensiones.

Con la ecuaciéon de vorticidad tenemos la evolucion temporal de las dos principales
cantidades de un flujo turbulento. A partir de estas se pueden formar las tres

invariantes de las ecuaciones de Euler,
» Energa: £ =3 [u?dV
= Helicidad: He = %fﬁ wdV
» Enstroffa: Q = 3 [w?dV

Cuando un flujo es turbulento estas invariantes fluyen a través de las escalas
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en el espacio de Fourier con una direccién bien definida, este fenémeno es el
que se conoce como 'cascada turbulenta’ [20], y pueden ser directas o inversas,

dependiente de la direccion del flujo.

2.5. Simetrias de las ecuaciones de Navier-Stokes

a)l b

Figura 2.5.1: Esquema de flujo en torno a un cilindro para distintos niimeros de
Reynolds. a) Re ~ 1, b) Re ~ 10, ¢) Re ~ 10? y d) Re ~ 10*

Las ecuaciones de Navier-Stokes poseen un conjunto de simetrias que se muestran

de forma esquematica en la figura 2.5.1,
= invariancia bajo reflexiones respecto al eje vertical
» invariancia bajo traslaciones respecto al eje horizontal
= invariancia bajo traslaciones en el eje perpendicular a la figura
= invariancia bajo traslaciones temporales

La invariancia bajo reflexiones con respecto al eje vertical se puede observar

en el caso a), sin embargo, ésta no es una simetria de las ecuaciones y solo
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es aproximada para valores de Re muy bajos * [71]. En el caso de reflexiones
horizontales, tanto a) como b) presentan ésta simetria, la cual se rompe a medida
que aumentamos el nimero de Reynolds. Cuando llegamos al caso ¢) también
ocurre un cambio en la invariancia bajo traslaciones temporales, que en los casos
a) y b) es continua, mientras que en c) pasa a ser discreta. Finalmente en el caso
d) (luego de la transicion turbulenta) no existe ninguna simetria. Sin embargo,
para numeros de Reynolds altos las simetrias son recuperadas en un sentido

estadistico, por esto es tan importante una descripcion estadistica de la turbulencia.

En términos formales, dada una transformacion g actuando sobre una solucién
U(t,T), entonces, como indica Frisch [71] las ecuaciones de Navier-Stokes poseen
las siguientes simetrias conocidas (considerando que las solucionamos en una caja

periddica de tamano caracteristico L),

» Traslaciones espaciales, g, : ¢, 7,0 — t,7 + p, U

— —

Traslaciones temporales, ¢, : t,7,0 — t + 7,7,0

— —
—

Transformaciones de Galileo, gy : t, 7,0 =t + 7,7+ Ut, v+ U

Paridad, gp : t, 7,0 — t, —7, —¥

Rotaciones, §g : t,7,7 — t, RF, RT

Escalamiento gg : ¢, 7,7 — A7 A7, M\

Es importante mencionar que la simetria bajo rotaciones se mantiene solo si
L — oo (cuando consideramos el fluido en un cubo con condiciones de borde
periddicas, claramente esta simetria no existe en la figura 2.5.1 *). En cuanto a la
simetria de escalamiento, en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes solo es
valida si h = —1 para viscosidad finita. Para viscosidad cero (o cuando ésta tiende
a cero) se permite un rango de valores de h, como mencionaremos mas adelante,
este exponente esto es crucial para realizar una conexién entre las ecuaciones
de Euler y las ecuaciones de Navier-Stokes, y es un tema central en las teorias

fenomenologicas que se han desarrollado para explicar la turbulencia desde un

3En este estado el término no-lineal es despreciable y el flujo es conocido como ’flujo de Stokes’
o creeping flow.

4Aunque puede existir en un sentido estadistico en la estela turbulenta del flujo lejos de la pared
del cilindro cuando Re — oo
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punto de vista estadistico.



24 Capitulo 3. Estadistica

Capitulo 3

Estadistica

La turbulencia ha sido ampliamente estudiada desde un punto de vista estadistico
[9%]. Es natural preguntarse jpor qué necesitamos una descripcion estadistica de la
turbulencia, o de sistemas fisicos deterministas en general?. La respuesta consiste

de dos partes, que en su combinacién hacen necesaria una descripcion estadistica.

= La primera es que a la hora de estudiar un sistema fisico no tenemos una
certidumbre total sobre las condiciones iniciales/de borde, esto naturalmente
introducira incertidumbre a los resultados medidos y provocaré diferencias

a la hora de compararlos con resultados teéricos.

= Existen sistemas llamados cadticos que tienen una gran sensibilidad a las
condiciones iniciales, es decir, un pequeno cambio en estas generard una
gran diferencia en los resultados. Un punto importante de estos sistemas es

que poseen una 'medida’ (de probabilidad) invariante.

La combinacion de estos dos puntos hace conveniente y ttil una descripcion

estadistica del problema |98, 30].

3.1. Medida y probabilidad

Ahora que de alguna forma se justifica el 'por qué’ necesitamos la estadistica,
debemos desarrollar las herramientas que utiliza. Primero nos preguntamos, qué
es una probabilidad? Una probabilidad es una medida. Esto se entiende mejor al

pensar en eventos o procesos estocasticos (es decir, no deterministas). Supongamos
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que tenemos la serie de tiempo de una variable aleatoria u, como se muestra en la

figura 3.1.1.

u A
I
R > ¢/
i 1

Figura 3.1.1: Probabilidad como la medida de un conjunto.

Ahora realizamos la siguiente pregunta: si seleccionamos n instantes de tiempo al
azar, cuantas veces el valor de u sera menor a cierto valor v? En este sentido la
probabilidad es una medida, dado que se puede identificar con la razén entre la
cantidad de veces que se cumple la condicion y el total de veces que ocurre algo,
en el caso continuo (como en la figura 3.1.1) es la razon entre los intervalos que
cumplen la condiciéon y el tamano total. Si normalizamos el eje = segtn el tiempo
total de la serie, entonces podemos caracterizar la probabilidad como el tamano

(la medida) de los subconjuntos de [0, 1] que cumplen cierta condicion,

Pri{u<ov} =p{zju <v} (3.1.1)

Donde p es llamada una medida, que intuitivamente es una forma de identificar el

conjunto con un tamaiio '. En el ejemplo de la figura,

Priu<v}=104+I (3.1.2)

!Para mas informacién sobre teoria de la medida y probabilidad se pueden consultar los textos
de Lumley [38] o Lasota [30], por ahora no adentraremos mas en estos aspectos mateméticos
sin embargo algunos resultados como el teorema de Radon-Nikodym son importantes para el
estudio de sistemas dindmicos



26 3.1. Medida y probabilidad

Esta definicién de probabilidad es simplemente una generalizacion del caso discreto,

donde la probabilidad de que ocurra un evento entre N seré,

n(u <)

Pri{iu<ov} = N

(3.1.3)

Ahora podemos introducir una 'funciéon’ que nos describa la probabilidad,

F(v) = Pr{u<v}=p{zlu<wv} (3.1.4)

la cual es conocida como funcién de probabilidad acumulada. Podemos identificar

de inmediato sus propiedades:

» Debe ser monétona creciente, dado que si tenemos F(vy) = Pri{u<wv}y
F(vy) = Pr{u < vy} con vy > vy, es claro que F(vg) > F(v1). El intervalo
asociado a la segunda probabilidad es al menos tan grande como el asociado

a la primera.

» La probabilidad F(v) cuando v — —oo debe ser 0. Esto es valido para
cantidades fisicas, pero pueden tomar un valor infinito en un conjunto de
medida 0 sin afectar ésta propiedad (en el conjunto [0, 1] un subconjunto de

medida 0 es por ejemplo el de los nimeros racionales).
» La probabilidad F(v) cuando v — oo debe ser 1.

» Dado que F(v) es mondtona creciente y es 0 cuando v — —oo, entonces
F(v) > 0. Esta es una propiedad de la medida u, pero también es intuitivo

que no puede existir una probabilidad negativa.

Ahora consideremos el caso en que queremos determinar la probabilidad Pr{v; <

u < v},

Pri{v; <u<wv} =p{n <u<vy} = p{u <wve}—pfu<wv} =F(vg) — F(vy)
(3.1.5)
Donde se utiliza la propiedad de la medida de probabilidad (que estd normalizada
a 1 dado que la probabilidad total es 1) u(A — B) = u(A) — u(B) [20]. A partir
de esto también nos podemos preguntar cual es la probabilidad de encontrar el
valor de la variable u en un intervalo infinitesimal [v, v + dv], la respuesta a esto

estd dada por la funcion de densidad p(v) (cuya existencia esté garantizada bajo
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ciertas condiciones por el teorema de Radon-Nikodym). Con esta funcién podemos
expresar la probabilidad de un subconjunto A del espacio de muestra (espacio v

que consiste de todos los posibles valores de una realizacion u del sistema),

Pr{A} =v{A} = /Ap(v)u(dv) (3.1.6)

Donde v es otra medida construida a partir de la medida p. Generalmente p
se puede tomar como la medida de Lebesgue (que coincide con la nocién usual
de volumen en R"). La funcién p(v) también se conoce como la derivada de

Radon-Nikodym y se escribe como,

dv

7= p(v) (3.1.7)

O en términos de la funcién de probabilidad acumulada F(v),

_dF

=— (3.1.8)

p(v)
Para que p(v) sea una densidad de probabilidad debe cumplir ciertas propiedades,
teniendo en cuenta que la probabilidad de encontrar u entre dos valores esta dada

por,
Pri{v, <u<wvy} = / p(v)dv. (3.1.9)

Entonces podemos identificar las siguientes propiedades,
» La funcion debe ser positiva, p(v) > 0

= Debe estar normalizada, es decir, la probabilidad total debe ser 1,

[ p(v)dv =1, por lo tanto limy_ p(v) = lim,_,_o p(v) =0

Para comprender mejor los conceptos observemos la imagen 3.1.2. En la figura a)
se muestra una serie de tiempo estocéstica (ruido blanco gaussiano), la linea roja
representa el valor u = 0. En el gréafico b) se muestra la funcion de probabilidad
acumulada asociada a esta serie de tiempo, F'(v). El punto marcado en rojo
corresponde a la probabilidad Pr{u < 0}. Vemos como la funcién de probabilidad
cumple las condiciones descritas anteriormente (es 0 para valores bajos y 1 para
valores altos). En la figura c¢) observamos la densidad de probabilidad asociada.

Al calcularla directamente como la derivada obtenemos una distribucién 'ruidosa’



28 3.2. Momentos

(lo que se ve en rojo), pero al graficar en negro la distribucion generadora (p(v) =
1 _e3lh) inci
T273=C ) observamos que ambas coinciden.

a) 30 (
\
5 | I I | I | ! I |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
1 T T T T \I T T
b) S o5 i
) Ky > Pr{u<v =0}
0 | | | | | | |
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
v
0.5 T T
c) &
) QU
0 Il Il
-5 4 4 5

Figura 3.1.2: a) Serie de tiempo generada de forma aleatoria (ruido blanco
gausiano). b) Distribucion de probabilidad acumulada de la serie de tiempo. c)
Funcion de densidad de probabilidad de la serie (rojo) y distribuciéon gaussiana
(negro) con el mismo valor medio y desviacion estandar de la serie.

3.2. Momentos

A partir de la funcién de densidad de probabilidad podemos derivar diferentes
cantidades de interés para la descripcion estadistica de un sistema. Dada una
funcion de la variable aleatoria V', f(V'), su valor esperado o valor medio esta

dado por,
E{f(U)} = (f(U)) = / FOV)p(V)av (3.2.1)

En la expresion anterior se muestran las dos notaciones mas utilizadas para los
valores medios, F{-} y (-). De particular interés son los momentos de la variable.

El momento de orden n se define como,

my, = (U") = /_OO V7p(V)dV (3.2.2)

[e.e]
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En la tabla 3.2.1 se muestran los nombres de algunos momentos mas utilizados.

El momento de primer orden, conocido como el valor medio, est4 dado por,

my = (U) = /00 Vp(V)dV (3.2.3)

—00

Y la variable aleatoria u se dice centrada (también llamada la fluctuacion) si
su valor medio es nulo. Dada una variable aleatoria U, esta se puede centrar

restandole su valor medio y definiendo u = U — (U), dado que

(u) = (U - (U)) = /_oo (V= (U)p(V)dV = ({U) = (U) =0 (3.2.4)

[e.9]

El segundo momento de la variable centrada u es conocido como la varianza y

generalmente se identifica con o2,

s (viie= /_OO u?p(V)dV (3.2.5)

La raiz de la varianza es llamada desviacién estandar, o = v/ o2. Esta cantidad se

puede escribir en funcién del segundo y primer momento,

i /Uzp(V)dV (3.2.6)
= /(v —(U))?p(V)dV (3.2.7)
= (U?) —2(U)* + (U)? (3.2.8)
= (U?) — (U)? (3.2.9)
=my —m3 (3.2.10)

Los momentos en cierto sentido nos sirven para caracterizar la funcién de densidad
p. Los impares nos entregan informacion sobre la simetria de la densidad (para
densidades simétricas, estos momentos son cero). Los momentos pares son un
indicador de las 'colas de probabilidad’, es decir, sobre la ocurrencia de eventos
extremos. También es importante mencionar que se suelen adimensionalizar

los momentos segun la desviacion estandar, estos son llamados momentos
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estandarizados,

mp
y=— 3.2.11
Tt = — ( )

Momento Nombre

my Valor medio
Mo Varianza
ms Skewness
my Kurtosis

Cuadro 3.2.1: Nombres usuales asociados a los momentos estadisticos de orden
bajo.

Como ejemplo, la distribucion gaussiana (también llamada distribuciéon normal)
se escribe en términos del primer momento y la desviacion estandar,
1 1(V=my\?2

()

a

N(ml,a) =

3.2.12
oV 2T ( >

Todos los momentos impares de ésta distribucion, ms,.1, son 0. Esta es una

caracteristica que proviene de la simetria de la distribucion.

3.3. Estadistica de varias variables

Para describir el campo de velocidades de un fluido como una variable aleatoria,
debemos entregar informaciéon sobre 3 variables, una por cada componente de
la velocidad. En el caso méas general de n variables, la funciéon de distribucion

acumulada esta dada por,
F(Vi, .., V) = Pr{U, < V,,..U, < V,} (3.3.1)

Esta funcion posee las siguientes propiedades,

w limy, oo FViy ooy Vi, oo Vi) = F(Vi, o, Vi1, Vit -, Vi) es decir, la
funcion se independiza de la variable V,,, cuando V,, — 0o, y cuando todas

las variables tienden a infinito, la probabilidad es uno.

v limy, oo F(V4, ooy Vin,y oo, Vi) = 0, la funcién tiende a cero cuando alguna de

las variables tiende a —oo.
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En analogia con lo realizado anteriormente, se define la densidad de probabilidad

multivariable (también llamada conjunta) como,

871
01...0,

p(Vi, o Vi) = F(Vi,.., V) (3.3.2)

Las propiedades de ésta son,

» p(Vi, s Vi1, Vit o Vo) = [ p(Viy ooy Vi, o, Vi )dV,,, a partir de ésta
propiedad podemos obtener la densidad de una dimension: p(V;) =
[ [ p(Vh,y o, Vi )dVa...d V.

w [ p(Vh, .., Vi)dV...dV,, = 1, es decir, la funcion deben estar normalizada.

Las funciones de densidad de una dimension obtenidas a partir de p(V1, ..., V) son
llamadas marginales. También se definen las funciones de densidad condicional
como aquellas que nos indican la probabilidad de (Vi,...,V,,) tal que las
otras variables aleatorias tomen los valores (V11 = Upni1, ..., Vi, = U,). El
teorema de Bayes nos dice que ésta probabilidad condicional, denotada como
oV, s Vi lVisr = Uppsa, oy Vi = U,,) estéa dada por,

p(Vi, ..., Vi)
p(vm+17 ) vn)

PV, ooy Vil Vs ooy V) = (3.3.3)

Claramente la funcién de probabilidad condicional esta normalizada, dado que,

p(VA, ...
/ / Vi, oo, Vi Vit ooy Vi )dVA...d Vi, _/ / L )dv1 AV,
’m-i—la' ) n

(3.3.4)
p(Vm-i-la >Vn)
Vet Vi) (3:3.5)
—1 (3.3.6)

Ahora supongamos una distribucion de 2 variables, (V;,V4), estas variables se

dicen independientes si se cumple,

p(Vi[Va) = p(V1) (3.3.7)
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esto significa que saber el valor de V5, = U, no nos dice nada sobre la distribucion

de Vj. Del teorema de Bayes tenemos,

p(V1, Va)

p(Vi|V2) = o)

— p(V1) (3.3.8)
Por lo que llegamos a la siguiente conclusion: si dos variables aleatorias son
independientes su funciéon de distribucion conjunta estéd dada por el producto de

sus marginales,

p(V1,V2) = p(V1)p(V2) (3.3.9)

También podemos calcular los momentos de multiples variables, estos estan dados

por,

(W :/.../(V1—<U1>)ml...(Vn—(Un>)m"p(V1,...,Vn)dvl...dvn (3.3.10)

El momento de la forma (u;...u,) es conocido como correlacion la matriz
)
que contiene todas las combinaciones de estos momentos es llamada matriz de

correlacion. En el caso bidimensional sus componentes son,

(i) = / / (Vi — UV = U))p(Vi, Va)dVadVs  (3.3.11)

Considerando que cuando las variables son independientes podemos descomponer
la densidad como el producto de las marginales, de 3.3.11 es simple ver que en este
caso la matriz de correlacion es diagonal ({(ujuy) = 0). Este termino normalizado

por el segundo momento es llamado el coeficiente de correlacion,

(urug)

() (u3)

En general, cuando tenemos una matriz de correlacion de més dimensiones, los

diferentes términos no-diagonales son los coeficientes de correlacion p;;, i # j.

3.4. Procesos aleatorios

Hasta ahora hemos descrito el caso de variables aleatorias que no dependen del
tiempo, que ocurre si tenemos una serie de tiempo aleatoria? En este caso la

variable U = U (t) toma un valor aleatorio en cada instante de tiempo y la funcion
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de probabilidad acumulada también depende del tiempo,
F(V;t)=Pr{U(t) <V} (3.4.1)

Notemos que no es la variable en el espacio de muestra (V') la que depende del
tiempo, es U. De la misma forma la funciéon de densidad también dependera del
tiempo,

p(Vit) =0y F(V;t) (3.4.2)

Estas funciones no son suficientes para describir completamente un proceso
aleatorio, recordemos que podemos interpretar la probabilidad como una medida de
los eventos que satisfacen una cierta condicion. Teniendo esto en cuenta podemos
observar que es posible reordenar los datos y esto no cambiara la cantidad de
eventos que satisfacen la condicion, por lo tanto no cambiara la probabilidad. Un

ejemplo de esto es mostrado en la figura 3.4.1.

Uk Uk

> >
¢ ¢

Figura 3.4.1: Variable aleatoria medida en diferentes tiempos, podemos ver que
en la derecha se reordenan los datos pero la probabilidad no cambia.

Entonces una pregunta natural es como capturar la estructura temporal de un
proceso aleatorio. Para esto necesitamos una funciéon de probabilidad de multiples
tiempos, en un caso ideal tendriamos la funciéon de densidad en infinitos puntos.
Para ver esto pensemos en la expansion en series de Taylor de la velocidad, la
cual nos describe el comportamiento de la variable en una vecindad del punto,
en ese caso necesitamos informacion sobre las derivadas de la variable U(t), la
derivada de primer orden esta dada por,
dU (t)

! _ — ’
Uty = =g = iy

U(t+h)—=U(t)

(3.4.3)
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Esto nos dice que para determinar la derivada de primer orden necesitamos
considerar la densidad en dos puntos temporales, p(Vi,t; Vs, t + h). Para una
descripcion completa del proceso necesitamos conocer la densidad en un continuo
de puntos. Esta informacién estd conocida en el conocido como ’funcional

caracteristico’ [55].

Ahora consideremos el caso menos general de un proceso estacionario. Se dice que
el proceso es estacionario si su funcién de densidad es invariante bajo translaciones

temporales,
p(Vi,tr + T Vo, to + T .5 Vit +T) = p(Vi, 115 Va, tos s Vi 1) (3.4.4)

Es claro que la estacionariedad estadistica no implica que el proceso en si sea
estacionario (de hecho no lo son, si asi fuese seria trivial). Ahora podemos definir

la autocovarianza como,

R(r) = (u(t)ult + 7)) (3.4.5)

Notemos que solo depende la diferencia temporal, debido a la estacionariedad del

proceso. Ademas se define la funciéon de autocorrelacién como,
r(7T) = —— " (3.4.6)

Una de las propiedades de un proceso estacionario es que su funcién de
autocorrelacion tiene simetria de paridad, esto se puede ver realizando el cambio
t'=t+7, R(t) = (u(t’ — T)u(t')) = R(—7).

En la figura 3.4.2 se observa un ejemplo, en la parte superior (a) se muestra la
serie de tiempo de la velocidad de una simulacién numérica directa en una capa
limite turbulenta (estéa verificada la estacionariedad estadistica). Los datos son
obtenidos de la base de datos de la Universidad Johns Hopkins “ [33, 52|. En la
figura 3.4.2b) se muestra la funciéon de autocorrelacion en funcion de la variable 7

(distancia temporal, también llamada lag).

2Esta base de datos es constantemente actualizada con diferentes simulaciones, se puede acceder
a ella desde: http://turbulence.pha.jhu.edu
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Figura 3.4.2: a) Serie de tiempo de flujo turbulento obtenida a partir de
simulacion numérica directa de capa limite turbulenta. b) Autocorrelacion de la
serie de tiempo mostrada.

También podemos definir una escala temporal asociada a la autocorrelaciéon 7,
(o]
T, = / pe(T)dT (3.4.7)
0

En la serie de tiempo mostrada en la figura 3.4.2 7. = 6.73 [seg].

Si la variable aleatoria u(t) es el campo de velocidad de un flujo, es claro que la
funcion de correlacién esta asociada a la energfa cinética E = (u?) = R(0), por lo
tanto el espectro de frecuencias de la variable u(t) estd dado por la transformada
de Fourier de R(7),

)= /0 e R () dr (3.4.8)
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Y la funcién de correlaciéon se relacion con el espectro mediante,

R(1) = /00 E(w)e™Tdw (3.4.9)

o0

Un punto importante es que, si el proceso es estacionario, tenemos,

R(r) = R(~7) (3.4.10)

Por 1o tanto,
R(7) =2 /OOO E(w)e™ dw (3.4.11)
_ /0 " B)e dw = R(—7) (3.4.12)

Es decir, debido a la paridad solo conservamos los términos que contienen coseno

y las transformaciones se reducen a,

R(s) =2 /000 E(w)cos(wT)dw (3.4.13)
E(w) = % /0 " cos(wr)B(r)dr (3.4.14)

Podemos ver que cuando 7 = 0 tenemos,

R(0) = (u2(t)) = 2 /0 " Blw)dw (3.4.15)

Podemos ver que la integral entre [w,,w;] de F(w) corresponde a la contribucion

de los modos entre esas frecuencias a la varianza (u*(t)).

3.5. Campos aleatorios

Podemos generalizar atiin més las variables aleatorias y considerar que dependen
del espacio, en este caso es llamada un campo aleatorio. Si tenemos en cuenta un
campo de velocidad U (Z,t) su funcion de probabilidad acumulada estara dada
por,

F(V;Z,t) = Pr{Ui(Z,t) < V;} (3.5.1)
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Y la funcién de densidad de probabilidad,

_OPF(V;7,t)

Vidt)= —— 3.5.2
p(V: 7, 1) IV OVV, (3.52)
La cual en el caso més general puede depender de N puntos espaciotemporales,
p(‘?(l);f(l),t(l); o V(N);f(N),t(N)). En este caso el primer momento esta dado
por,

(U(z,1)) = / / / ZVp(V;f,t)dV (3.5.3)

En general, éste valor medio puede depender del tiempo y el espacio. Asi como
un proceso aleatorio puede ser estacionario (lo que impone ciertas simetrias
en la funcion de densidad), los campos aleatorios pueden ser estacionarios,
homogéneos e isoétropos. La propiedad de homogeneidad significa que la funcion
de densidad es invariante bajo traslaciones, es decir (para la densidad de un
punto), p(‘?; Tt) = p(V; t). De la misma forma, el campo se dice isétropo cuando

la densidad es invariante bajo rotaciones.

En forma similar al caso de los procesos aleatorios, donde necesitamos estadisticas
de multiples tiempos para analizar la estructura temporal del proceso, ahora se
requieren estadisticas de varios puntos para el estudio de la estructura espacial
(o espaciotemporal, en el caso mas general). El caso mas simple es la funcion de

correlacion de dos puntos y un tiempo,

R(F,Z,t) = (u(T, t)u( + 7,1)) (3.5.4)

O en el caso que la variable tenga miltiples componentes, tenemos un tensor de
correlacion,

Notemos que en el caso de un campo homogéneo la funciéon solo depende de 7,
y si es isotropo solo existe dependencia del modulo, r. Teniendo en cuenta que
R(0,7,t) = (u*(%,t)) entonces la distancia de correlaciéon (también llamada escala

integral) esta dada por (suponiendo que el campo es homogéneo),
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L(t) = R((l),t) /0 TR (3.5.6)

Notemos que en el caso més general, cuando la velocidad tiene miltiples
componentes, tenemos varias distancias de correlacion L;;(t). También podemos
estudiar el espectro de la correlacion R;;(7,t). En el caso homogéneo se define el

tensor espectral como,

7 1 g - -
<1>Z~j<k,t):w/o TR (7 ) dF (3.5.7)
cuya inversa es,
Rij(7,t) =/ ®, ;(k, t)edk (3.5.8)
0
Notemos que cuando 7 = 0 entonces Ry;(0,t) = (uy(Z,t)u;(7,t)) *. Todas

las herramientas presentadas a lo largo de éste capitulo serdn necesarias para
comprender la teoria estadistica de la turbulencia presentada en los siguientes

capitulos.

3Si estudiamos un flujo turbulento, u; corresponde a la componente de la fluctuacion de la
velocidad y la diagonal de R;;(0,t) es la energia cinética turbulenta. En este contexto el tensor
Rij((i t) es también llamado tensor de esfuerzos de Reynolds
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Capitulo 4
Estadistica y Turbulencia

A continuaciéon aplicaremos las herramientas estadisticas introducidas
anteriormente a flujos turbulentos. Comenzamos por descomponer el campo

de velocidad en un valor medio y fluctuaciones fluctuaciones,
= (d) +u (4.0.1)

En el estudio de sistemas complejos usualmente se asocian las fluctuaciones a
efectos microscdpicos (en el sentido de que son los efectos de las estructuras més
pequenas del sistema) y el promedio a efectos macroscdpicos [100]. El promedio
considerado es un 'promedio de ensamble’, es decir, consideramos que se realiza

un experimento similar /N veces y luego se promedia sobre todas las realizaciones,

(v) = lim —Zv“ (4.0.2)

N—oo N

Este promedio satisface las siguientes propiedades (también llamadas condiciones

de Reynolds, debido a que introdujo la descomposicién entre el campo medio y

las fluctuaciones en su publicacion de 1895 |1 12, 98]),
L
— lim — (4) — — (4) —
(vu) = Jlim 55 (o) = Jim 5 Z“ +11§3>0sz +(0)

=1 i=1

(4.0.3)
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N N
1
(av) = ]\}1_13;0 — Zav() = a]\}i_lgo N ZU(Z) = a(v) (4.0.4)
i=1 i=1
N 1 X
0) = Jim 53500 =0, lim 3300 =00 (409
i=1 i=1

((v}u) = (V) {u) (4.0.6)

Es importante notar que la velocidad media atin puede ser dependiente del tiempo
y el espacio, dado que es un promedio sobre un ensamble de experimentos. Como
fue mostrado en el capitulo anterior esto se puede escribir en términos de la

densidad de probabilidad como,

(w(@, 1)) = / wp(v: 7. 1) du (4.0.7)

Es importante hacer algunos comentarios sobre como calcular los promedios
en situaciones practicas. Primero, debido al costo computacional de realizar
simulaciones numéricas directas de flujos turbulentos, no es posible realizar un
promedio de ensamble a partir de estas. En general, solo tenemos acceso a una

realizacion del flujo. Segundo, no existe una forma tnica de promediar '

, aunque
como hemos mencionado, estamos interesados en promedios que cumplen con las
condiciones de Reynolds. El problema es que, en general, los promedios tipicos
espaciales y temporales no cumplen con estas condiciones al considerar intervalos
finitos de espacio/tiempo, sin embargo si las cumplen de forma aproximada [95].
Durante nuestra investigacion asumimos que el promedio de ensamble puede
. . . . 9 . .
ser intercambiado por por promedios espaciales/temporales * siempre que exista

simetria en la direccién que se promedia °.

!Para una discusién sobre otros tipos de promedios se pueden consultar las investigaciones de
Germano [54, 53]

2Esta propiedad es conocida como ’ergodicidad’. Existe evidencia numérica de ergodicidad en
flujos turbulentos [52].

3Mas detalles sobre como promediar en la teoria estadistica de la turbulencia se pueden consultar
el capitulo 2 del libro de Monin y Yaglom [93].
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4.1. Funciones de correlacion

En el capitulo anterior se introdujo la correlacién de dos puntos,
Rz](fa /y_: t17t2) = <U’Z(f7 tl)uj(?ja t2)> (411)

Esta funciéon se puede expresar convenientemente en términos del punto medio,

R = ¥ y ]a diferencia entre ambos puntos ¥ = ¢ — & (lo mismo puede realizarse
2

para las coordenadas temporales en términos del tiempo medio 1"y la diferencia

temporal 7),
Rl]<f7 Zja tlatQ) = RZ](éa Fa T7 7—) (412)

Una ventaja de expresar la correlacion en términos de estas variables es que, en
el caso de turbulencia homogénea y estacionaria, la funciéon solo dependera de la

diferencia de tiempo 7 y la diferencia de posicion 7 por lo tanto se tiene,
Ry (7, 7) = (wi(@, (T + 7t + 7)) (4.1.3)

Dado que estas funciones dependen de la posicion y el tiempo, una pregunta
fundamental es: { A qué distancia (y tiempo) las senales pierden su correlacion?
Estas escalas son llamadas escalas integrales, de tiempo y espacio, como fueron
definidas anteriormente. Si se reescribe la correlacion en términos del coeficiente

de correlacion (que ahora denotaremos por @);;),

Rij(Z, 4, t1,ta) = Qi (T, ¥, ta, t2)\/<?1i2(f, t1)>\/<U]2(ZJ> t2)) (4.1.4)
El coeficiente debe satisfacer las siguientes condiciones,

Qij —0 si t; —ty — 00 (416)

Es decir, a grandes distancias (temporales o espaciales) las velocidades pierden
su correlacion. Pensemos ahora en el caso de un flujo homogéneo y estacionario,

donde las cantidades solo dependen de 7y 7. En este caso, con 7= 0, se define la
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escala de tiempo integral como,

Tra5 = /Oo Qi(T)dr (4.1.7)
0

Notemos que si el flujo es is6tropo las 3 escalas diagonales son iguales. También

definimos una escala integral espacial (fijando 7 = 0) como,

Ly () = /OOO Qij (r)dr (4.1.8)

Esta escala depende, en general, tanto de las componentes que se comparen como
de la direccion, en el caso is6tropo pierde su dependencia de la direccion y, al
igual que en el caso de la escala integral temporal, las componentes diagonales

son iguales.

a) b)
R A v(x) v(x+r)
RTJ' T T
i) r
R, | vx) N g(x+r}
ii) r
R, v(x) T U(j(—l—r)
> iii) r -
< L, > '

Figura 4.1.1: a) Esquema de escala integral (izquierda). b) componentes del
tensor de correlacion (derecha). Notemos que se separan las componentes en 1)
longitudinales , ii) transversales y iii) cruzadas.

En la figura 4.1.1 se muestra como se clasifican las componentes del tensor de
correlacion segin las componentes del vector de velocidad (relativas al vector de

posicion).
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4.2. Simetrias y tensor de correlacion.

Ahora estudiaremos como se puede simplificar el tensor de correlaciéon al considerar
las simetrias del sistema. En la siguiente discusiéon asumimos un flujo turbulento
homogéneo, isétropo y estacionario. Recordemos que la funciéon de correlacion

contiene informacion sobre la energia cinética del sistema,

1 1

Donde el tensor esta evaluado en 7= 0 dado que solo depende de la diferencia
de los puntos. Para el caso isdétropo debe haber invariancia bajo rotaciones y

reflexiones. La primera implica las siguientes propiedades del tensor de correlacion

[ ]7
(uy) = (u3) = (ug) = (u?) (4.2.2)

Mientras que de la simetria bajo reflexiones se tiene,
(urug) = (usus) = (uguz) =0 (4.2.3)

Entonces se puede escribir la energia (4.2.1) como,

1

B = JRa(0) = 5 ((ud) + (1) + (1)) = > u?) (1.2.4)

N | —

Notemos ademas que para el tensor de correlacion se tiene,

Ahora considerando el caso isotropo (y homogéneo) pero de dos puntos, este se

puede escribir como |78, 91],

Donde n es un vector unitario en la direcciéon de 7. Ahora, es méas tutil expresar las
expresiones en términos de las componentes transversales y longitudinales (como

son definidas en la figura 4.1.1). Los coeficientes de correlacion longitudinal f(r)
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y transversal g(r) son definidos tales que,
(W) f(r) = (ur(@)ur (@ + 1) (u®)g(r) = (ur(D)ur(7 + 7)) (4.2.7)

Para relacionar estas componentes con los coeficientes A(r) y B(r) consideremos
(sin perder generalidad) que 7 esta sobre un eje coordenado, en este caso x.

Entonces tendremos que la componente Ry, esta dada por,
Ry = A(r) + B(r) (4.2.8)

Pero ademas sabemos que esta coincide con las componentes longitudinales de la

velocidad,
A(r) + B(r) = (u®) f(r) (4.2.9)

De la misma forma, si consideramos Rss, los vectores unitarios tienen componente

cero en esta direccién, que corresponde a la transversal por lo que tenemos,
Roy = B(r) = (u?)g(r) (4.2.10)
Esto nos permite escribir el tensor de correlacién como,

Ry = () g(r)di; + (@) (f(r) — g(r))mim, (4.2.11)

Ahora, recordemos que el tensor de correlacion en su forma més general esta dado
por,
Rij(F) = (ui(Z)u; (7)) (4.2.12)

Entonces si derivamos con respecto a z; tenemos,

donde se aplica la condicién de incompresibilidad. Ahora podemos usar esto para
relacionar las funciones f y g, derivando el tensor de correlacién con respecto a r;

(considerando que n; = r;/r),

OiRiy = (W), [9(r)d; + (f(r) — g(r) 52| = 0 (4:2.14)

r2

Es ttil tener en cuenta al siguiente relacion para la derivada de r con respecto a
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la componente r;,
oir™ = nr" 2 (4.2.15)
Para la segunda parte tenemos,
T 75 T
o[ = 9 F] = "F0f — )+ (F - 90 (U (4.2.16)
i 0 (rr _
— (= Dor G+ (¢ - ) |25 o)
(4.2.17)
. 1 TiTj T‘jaﬂ”i + T’iaﬂ’j <—2T1)
— (1= (f - ) [P O
(4.2.18)
(riri)r; 3r; + 104 ri(rir;)
:(f/_g/) TSJ_I_(f_g) Jr2 J_21T4
(4.2.19)
, RSty 4r; rir?
= (f —g)7+(f—g) Pl e (4.2.20)
riw (f 59
= (' =g+ g (2r) (4.2.21)
r (f—9)
— (f/ I)7J + 27"] r2 (4222)
Mientras que para la otra parte de la derivada del tensor se tiene,
g/
9i(90i;) = g'r~tridy = =1 (4.2.23)
r
Reemplazando llegamos a,
OiR;; = <v2>% g+ (f —g)+2Y =9 . D _g (4.2.24)
Entonces para que esto se cumpla en general,
— r
g’+(f’—g’)+2—(frg) =0 = g=3f+f (4.2.25)

Y reemplazando podemos expresar todo el tensor de correlacién de dos puntos en

términos de la funcion f(r),

Rij(r) = (u*) | F(r)d; + %f’m (8- T;M

(4.2.26)

|
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Es importante notar que la funcién f también se puede denotar por f5 () para
remarcar que corresponde a la funcién asociada al tensor de correlaciéon de segundo
orden. Siguiendo un procedimiento similar se puede obtener la siguiente relacion

para el tensor de correlacion de tercer orden en términos de su funciéon longitudinal

f37L(7n) [ ) ]7

f3,L(7’)
2

(4.2.27)

Estas relaciones seran tutiles en el préximo capitulo para derivar uno de los pocos

fs,L(T’)
r

2
1
Rij,k<7') = —%& { } ninjnk + 4_7’8T [fg,L(T)] [nldjk + njézk] —

resultados exactos que se tiene en turbulencia.

Otra cantidad central en la teoria estadistica de la turbulencia es la llamada

funcién de estructura. La funcion de estructura de orden n es definida como,
Sn(7) = (@ + ) — v(Z)]") (4.2.28)
En particular, para el caso homogéneo e isétropo se tiene,
Sn(r) = (Ju(r) = v(0)]") (4.2.29)

La funciéon de estructura de segundo orden se relacion con el coeficiente de

correlacion longitudinal, fo 1 (r),

So(r) = 2(v*)(1 — for(r)) (4.2.30)

4.3. Funciones de correlacion en espacio de Fourier

Consideremos la correlacion de dos puntos (sin asumir simetrias),

Rij (7, 9) = (ui(, t)v; (5, 1)) (4.3.1)

Entonces su transformada de Fourier esta dada por,

1 — N\ —Gk T —iTT = ]
<ui7,;uj7q~> = V//(uz(x)uj(y))e b e =0T 7 dy (4.3.2)
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Se puede escribir § = ¥ + 7,

1

//( (@)uj (T4 7))e™ i(R2) o =0 () g3 g (4.3.3)
——// wy(F)u (T + 7))e” O o (4.3.4)

—_

Ahora consideremos el caso homogéneo, el valor de la funciéon en ¥ o en ¥ = 0

debe ser igual. Reemplazando en la integral (u;(Z)u;(Z + 7)) por (u;(0)u; (7)),

1 L
L[ e o 6005z = L[ [ @ee 0-oesaie

(4.3.5)

Observamos que la tnica dependencia en ¥ es sobre el exponencial, y utilizando
la siguiente propiedad,

/e_i(k_Q)xdx = g (4.3.6)

La cual proviene de la orto-normalidad de las funciones, integrando en ' llegamos

a,

1 o .
_// u; (0 uj (7))e z(k+®x —zq?“d"d?“—(SE qv/<ui(0)uj(f)>e—2q.rdf (4.3.7)

Y entonces la transformada de Fourier de la funcién de correlacion estara dada

por,
(u, puiq) = 0p _:Rij(k, @) = Rij(k, —k) = Rij(k) = (u, ju, ) (4.3.8)

Es decir, la homogeneidad se traduce en el espacio de Fourier en la de-correlacion

de los modos excepto si la suma vectorial es 0.

Ahora estudiamos la energia en el espacio de Fourier, cuya informacion esté
contenida en el tensor de correlacion. Recordemos que E = R;(7 = 0), por lo
tanto,

1 o oo
E = SRii(0) = / Rii(k)e" "dk|r—g (4.3.9)

Reemplazando llegamos a,
E— _/Rii(lé’)d/%' (4.3.10)
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Por lo tanto la informacion espectral de la energia (es decir cuanta energia lleva
cada ntimero de onda k) esta contenida en R;; (k). Notemos que en el caso isétropo
esta energia solo depende del modulo k, por lo que podemos realizar la integral

sobre una superficie esférica de radio k,

/ Ri(F)dF = / BRdi= [ o(k)dk (4.3.11)
k=0
El espectro de energia ¢(k) = 3 f R;i(k dS es la contribucion de energia promedio

de los modos con ntimero de onda k (dado que se integra sobre una esfera de radio
k). De forma méas general podemos aprovechar la simetria bajo rotaciones para
escribir el tensor en términos de una funciéon ¢(k) (siguiendo un procedimiento
similar al utilizado en las secciones anteriores para el tensor de correlacion en el

espacio real). El resultado es,

Ri;(k) = q(k) (@j — kk?) (4.3.12)

Entonces la energfa espectral estéd dada por E(k) = R;(k) = ¢(k). Podemos

relacionar esto al espectro de energia ¢(k) notando que,

— / %E(l{:)ds = 2rk*E (k) = 2mk*q(k) (4.3.13)

Por lo tanto en el caso is6tropo podemos escribir el tensor de correlacion en el

espacio de Fourier solo en términos del espectro de energia,

¢ (k) kik;
Rij - 471‘]{‘2 51']' - k‘2] (4314)

Un comentario importante sobre el espectro de energia ¢(k) es que al expandir la
cantidad en series cerca de k = 0, el primer término que aparece es de orden 4

debido a la condicion de incompresibilidad [Y],

o(k) = Ck* + O(k®) (4.3.15)
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4.4. Fuerzas externas

Para estudiar la turbulencia y evitar que decaiga debido al efecto de la viscosidad,
es necesario considerar una fuerza agitadora. Lo usual en el estudio estadistico
de la turbulencia es agregar una fuerza estocastica f (E, t), la cual debe cumplir
también con las condiciones de isotropia, homogeneidad y debe tener divergencia
nula (de esta forma no afecta la ecuaciéon para la presion). Otra caracteristica
usual es que la fuerza sea gaussiana. Ademas se puede seleccionar de tal forma
que no tenga correlacion temporal (esto es también llamado ruido blanco), en

términos de la funciéon de correlacion esta condiciéon se expresa como,

—

(filk, 1) (R, ) = Py(R)F (k)3 (k + k)3t — t') (4.4.1)

Donde la condiciéon de ruido blanco se impone mediante la funciéon delta de Dirac
d(t —t'). Ademas se aplico el hecho de que la senal es homogénea e is6tropa, por

eso el factor ¢ (/; + K ) v el operador de proyeccion P;;, como explica McComb [92].

4.5. Balance de energia

En el anélisis de los flujos turbulentos podemos realizar tres tipos de balances, el
balance global, el local y un tercer balance que llamaremos 'parcial’. El segundo es
particularmente ttil dado que nos permite analizar como se transfiere la energia

entre las distintas escalas. El balance global es simplemente,
OE = —(ey + (W) (4.5.1)

Donde (€) representa la energia disipada por la viscosidad, cuya expresion es [92],
v 2

ij

En el caso is6tropo se puede simplificar a,

(&) =20 {(0:05)") (4.5.3)
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Mientras que W es el trabajo realizado por la fuerza externa,
W = (f-@) (4.5.4)

Nuevamente aprovecharemos el tensor de correlacion de un punto (por esto es
tan util definir las correlaciones, contienen informacion sobre diversas cantidades
necesarias en el analisis de la turbulencia) para poder expresar la disipacion.

Recordemos que,
Ri;(F) = / Rij (k)™ Td>k (4.5.5)
Entonces vemos que para las derivadas de la velocidad se tiene la siguiente relacion

[ ]7
(D) (F = 0) = / Ko Rij (k) d° (4.5.6)

Por lo tanto podemos obtener una expresiéon en términos de la correlacion

reemplazando en la ecuacion 4.5.3 m =n e i = j,

(e) = / 2vk” Ry (k)dk (4.5.7)
y esto se puede expresar en términos de la energia espectral,

(€) = / vk E(k)dk (4.5.8)

Un aspecto ttil del balance general es que el término no-lineal no introduce
energia al sistema, sin embargo como veremos en el balance local si cumple un rol

importante en la distribuciéon de energia entre las escalas.

4.6. Balance parcial de energia

Ahora analizaremos el balance de energia utilizando el enfoque de Frisch [51].
Para esto usamos el operador de filtro paso bajo pk07<, el cual posee las siguientes

propiedades,

= P,.< conmuta con los operadores diferenciales V y V2

~

» Es autoadjunto <ff’g) = ((Pf)g)
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Las funciones ademés se pueden descomponer como @ = i + i~ . Denotamos a
la velocidad filtrada como,
P]C07<u — uk07< (461)

Donde kj indica el nimero de onda en el cual se filtra la funcién. Este operador
es 1util debido a que la turbulencia es un fenémeno que se entiende en un gran
rango de escalas. Las grandes estructuras corresponden a valores pequenos de k,

dado que k ~ 1/r y las pequenias estructuras corresponden a valores ‘grandes’ de k.

Para comprender mejor la aplicacion del filtro es ttil observar la figura 4.6.1. En el
grafico superior, 4.6.1a), se muestra una senal sin filtrar, que puede corresponder a
una componente de la velocidad medida en un segmento del espacio. Al aplicar el
filtro paso bajo ]5;60,< solo conservaremos las grandes estructuras (4.6.1b) mientras
que ignoramos la contribuciéon de todas las estructuras tales que k£ > kg, es decir,
las estructuras mas pequenas. Estas estructuras pequenias se muestran en la figura
4.6.1c). En la figura 4.6.2 se muestra la aplicacion de estos filtros al campo de

velocidad de un flujo turbulento homogéneo-isdtropo (Rey = 1300).
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O
- @3 -
P

b) wu U —]

e

x

Figura 4.6.1: Esquema de velocidad filtrada en espacio de Fourier. a) Campo
de velocidad completo. b) Campo de velocidad filtrado con filtro paso-bajo.
¢) Campo de velocidad filtrado con filtro paso-alto. En la derecha se muestra
esquematicamente la imagen usual de la turbulencia como un campo de vortices
de distintas escalas.

Ahora consideremos las ecuaciones de NS,
i+ (4-V)i=—=Vp+vVu+ f (4.6.2)
p

Si aplicamos el filtro paso bajo tendremos,

—

— ~ — — — — 1 — — r
alfuk?(),< +Pk0,< (uk0,< + uk0,>) : V] (uk‘o,< +uk0,>) - _;vpk0,< +Vv2uko,< +fk0,<
(4.6.3)

Partiendo de ésta ecuacion podemos llegar al siguiente balance de energia (los

detalles de la derivacion se pueden encontrar en el Apéndice D),
8tEkO + Hko = —QI/QkO + Wko (464)

Donde todas las cantidades son acumuladas desde k£ = 0 hasta kj, observamos
que aparecen las contribuciones de la disipaciéon y el forzamiento. Pero ademas

tenemos el término I, que corresponde al flujo de energia a través del cascaron
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esférico de radio ko,
Uy = (Uky,< - [ﬁko,< ﬁ] Ukg,>) + (Uko,< - [ﬁko,> ﬁ] Uixy,> ) (4.6.5)

Este flujo proviene del término no-lineal y su rol es transportar la energia a través
de las escalas. La ventaja de esta formulaciéon es su generalidad, dado que en su

derivaciéon no se asume homogeneidad o isotropia.

Algunos puntos importantes sobre la ecuaciéon A4.1: al considerar un valor de kg
muy grande (mayor al correspondiente a las escalas més pequenas del problema)
la transferencia IIj, debe anularse. Esto dado que, como veremos mas adelante
y como podemos ver a partir de la misma ecuacién, en el caso estacionario
My, = —2vQ%, + Wy, sin embargo cuando ky — oo estamos efectivamente
considerando todo el sistema por lo que (remarcando que estamos considerando el

estado estacionario) la energia que ingresa debe ser igual a la disipada.
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Figura 4.6.2: Ejemplos de un campo de velocidad filtrado en el espacio de
Fourier. El caso de la figuera corresponde a una simulacion de turbulencia forzada
homogenea e isétropa a un numero de Reynolds Rey, = 1300. a) Campo de
velocidad sin filtrar. b) Campo de velocidad filtrado correspondiente a las ’grandes
escalas’ uy, <. ¢) Campo de velocidad filtrado correspondiente a las 'pequenas
escalas’, ug, ~. En los tres casos el nimero de onda de los filtros es kL = 271.
En las figuras superiores se muestran isosuperficies del campo de (el modulo de)
velocidad, en las figuras inferiores se muestran planos de corte en el eje y — 2.

4.7. Balance local

El balance mostrado en la seccién anterior A4.1 corresponde, como mencionamos,
a la energia transferida desde una esfera en el espacio de Fourier de radio k¢ hacia
todos los otros modos con k > ky. Ahora nos preguntamos, jcuél es el balance de
energia de un modo k en particular? La respuesta a esto estd dada por la siguiente

ecuacion [107, 2]

OBy = —T(k) — 2vK*Ey, + F(k) (4.7.1)

Donde Ej, es la energia del modo con numero de onda k, F'(k) es la contribucion
de energia proveniente la fuerza a ese modo y T'(k) es la transferencia no-lineal de
energia (el término con la viscosidad es la disipacion). El término T'(k) esta dado

por,
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T(ky= > > uPy(k)gmtimgtg (4.7.2)

E<k<k+Ak pri=Fk

Lo interesante es que vemos como vuelven a aparecer las interacciones triadicas
que ya observamos al derivar la ecuacién de NS en el espacio de Fourier 2.2.1. Una
consecuencia importante de estas interacciones es que existe un balance detallado
de energia entre ellas: supongamos que tenemos un flujo con tres modos activos
tales que k+ P+ ¢ =0, denotando a las transformadas de Fourier de la velocidad
asociadas a cada componente por uz = a(t), uyp = b(t) y ug = c(t) entonces se

cumple la siguiente relacion,

% (a(t)a™(t) + b(t)b"(t) + c(t)c*(t)) =0 (4.7.3)
Es decir, la energia es conservada en las triadas de modos. Este es un aspecto
fundamental de las ecuaciones de Navier-Stokes y ha sido ampliamente estudiado,
se ha observado que estas interacciones pueden ser no locales a pesar de que el
intercambio de energia es principalmente local en el espacio de Fourier |75, ;3
Para finalizar este capitulo mostramos en la figura 4.7.1 una representacion

esquematica de los tres balances de energia que hemos presentado.
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dk T(k)

Sistema

Figura 4.7.1: Esquema de balances de energia. a) Balance global: consideramos
la energia que ingresa y sale del sistema completo, provenientes del forzamiento
W y la disipacion €. b) Balance parcial: descomponemos el sistema en partes
caracterizadas por un nimero de onda kj. El sistema se separa en dos, la velocidad
compuesta de todos los modos bajo kg y todos los modos sobre este valor, el flujo
desde la primera parte del sistema hacia la segunda esta dado por la transferencia
Ix,. ¢) Balance local: consideramos cada namero de onda k de forma separada y
estudiamos las contribuciones a la energia de este modo en particular. La cantidad
T'(k) corresponde a las contribuciones de los otros modos a la energia del modo k.
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Capitulo 5

Teoria de Kolmogorov y la Cascada

de Energia

Como hemos mencionado varias veces durante los capitulos anteriores, la
turbulencia es un fenémeno extendido en un gran rango de escalas. Pero aparte
de su extension posee otra caracteristica muy particular de los flujos turbulentos:
existen flujos de energia con direccion bien definida, desde las grandes escalas
hacia las pequenas. Esto es lo que se conoce como la ’cascada de energia’. Fue
Richardson quién originalmente propuso la 'imagen’ de una cascada turbulenta
(en un famoso poema [l 13]): existen grandes estructuras que se rompen en
estructuras méas y mas pequenas hasta que son disipadas por el efecto de la
viscosidad. Durante este capitulo vamos a estudiar los fenémenos de cascada e

introduciremos la teoria de la turbulencia desarrollada por Kolmogorov.

5.1. Fen6émenos de cascada

El aspecto més fundamental y caracteristico de la turbulencia es la conocida como
cascada de energia. Se sabe que la energia es una invariante de las ecuaciones
de Euler. En la presencia de viscosidad la energia es disipada y se necesita
un mecanismo de inyeccion de energia para mantener la turbulencia (como
hemos mencionado anteriormente generalmente es un forzamiento estocastico
blanco en el tiempo para turbulencia homogénea e isotropa). Se observa que

al mantener la turbulencia mediante este forzamiento la energia es disipada
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de una manera particular: la mayor parte de la disipacién ocurre en escalas
muy pequenas, comparadas con la escala en que la energia es inyectada. Mas
aun, se ha observado que el flujo de energia en el limite de Reynolds infinito y
turbulencia estacionaria (estado que es conocido como turbulencia completamente
desarrollada) es constante en un rango intermedio de escalas, conocido como

rango inercial.

Un punto importante es que este fenémeno, si bien fue descubierto en el contexto
de la turbulencia, hoy se observa en muchos sistemas no-lineales: en turbulencia de
onda (también llamada turbulencia débil) [20, 99], en turbulencia bidimensional,
turbulencia ’cuantica’ (quantum vortex turbulence) [110] y se ha observado en
otras invariantes de las ecuaciones de Euler como la helicidad o la enstrofia |2].
Estos fenémenos de cascada se pueden dividir en dos tipos ': cascadas directas
y cascadas inversas, en las primeras el flujo de la cantidad conservada (en las
ecuaciones sin viscosidad) va desde las grandes escalas hacia las pequefias, mientras
que en el segundo caso es al revés, el flujo va desde las escalas de inyecciéon hacia
las més grandes. Consideremos un sistema en que la energia es inyectada en una
escala kj y disipada en otra escala kg, la fenomenologia de una cascada directa es

como sigue (en la figura 5.1.1 se muestra una representacion grafica):

= Primero la energia es inyectada en la escala k; por algin mecanismo de

forzamiento del sistema W (figura 5.1.1 a)).

= Luego la energia fluye a través de un rango de escalas intermedias a una

razon II; constante (figura 5.1.1 ¢))

Y

= Finalmente la energia es disipada a una escala k; que estd 'muy alejada

(k; < kq) de la escala de inyeccion (figura 5.1.1 b)).

Notemos que en la descripcion anterior implicitamente estamos asumiendo ciertas
caracteristicas muy importantes del sistema. Primero, que la energia es inyectada
de manera local solo en escalas grandes del sistema, segundo que la disipacion
actia de manera similar pero en escalas mucho mas pequenas del sistema, y tercero
que existe una separacion de escalas lo suficientemente grande como para que
exista un rango intermedio donde el flujo de energia es constante y no actta ni

el forzamiento ni la disipacion. Es importante mencionar que ésta fenomenologia

TA grandes rasgos, existen casos particulares que pueden no entrar en estas categorias.
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es en un sentido estadistico, no existe un flujo constante de energia de forma

instantanea °.

a) b)
W A e A
>
k
k, k ’ k
c) d)
I, 4 (k) &
>
k[ kd k k[ kd k

Figura 5.1.1: Esquema de fenomenos de cascadas. a) Distribucion de la inyeccion
de energia en espacio de Fourier. b) Distribucion de la disipacion de energia. c)
Flujo de energia (correspondiente al término encontrado en el balance parcial
A4.1). d) Transferencia de energia en cada modo (ver ecuacion 4.7.1).

5.2. Teoria K41 de Kolmogorov

En 1941 Kolmogorov presentd uno de los resultados més famosos e importantes
hasta la fecha en el estudio de la turbulencia, a esta teoria se le conoce como "K41’

[71]. Los principales supuestos de la teoria son los siguientes,

» En escalas suficientemente pequenas (r < L, donde L es la escala integral)

2Existen fluctuaciones temporales en la transferencia de energia y en cierto instante de tiempo
pueden existir flujos inversos, pero estos son extremadamente poco probables [136] y en promedio
los flujos se comportan como en la figura 5.1.1
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la turbulencia presenta isotropia y homogeneidad local. Estas poseen una

escala caracteristicas 7.

» En escalas pequenas r < L las caracteristicas dinamicas que describen el

flujo solo pueden depender de la disipacion de energia, (¢), y la viscosidad v.

» Existe un rango de escalas r (llamada rango inercial) la cual esta lo
suficientemente lejos de la pequena escala de disipacion ni y la integral L
(n < r < L). En éste rango las caracteristicas del flujo solo dependen de la

disipacion (€) y existe invariancia de escala.

En ésta teoria Kolmogorov se refiere al estado de turbulencia completamente
desarrollada, es decir, la existencia del rango inercial en esta teoria se estudia en el
limite Re — oo o v — 0 ®. Los anterior es importante dado que debemos recordar
que esta teoria es una teoria de la cascada turbulenta. El rango inercial es la zona
de flujo constante que presentamos en la seccién anterior y su longitud depende
del niimero de Reynolds. Al estudiar el limite Re — oo estamos extendiendo
infinitamente este rango inercial. Sin embargo esto parece contradictorio con el
hecho de que ambos limites Re — oo y v — 0 son los mismos: la intuicién nos
dice que en la ausencia de viscosidad no debe existir un rango inercial, dado
que la presencia de un flujo de energia desde las grandes hacia las pequenas
escalas es producto de la disipacion. Esto dltimo, como veremos mas adelante, es
conocido como disipaciéon anémala y es otro de los problemas que ha presentado
la turbulencia: en el limite de v — 0 las ecuaciones de Navier-Stokes parecen no
converger a las ecuaciones de Euler. Fue Onsager quién propuso una conexion entre
las ecuaciones de Navier-Stokes y las de Euler: las soluciones de las ecuaciones
de Navier-Stokes en el limite de v — 0 corresponderian a soluciones débiles
de las ecuaciones de Euler que no conservan la energia. Esta es conocida como
conjetura de Onsager, * fue recientemente demostrada [(] y la conexion entre
ambas ecuaciones es un area de estudio en el presente [10]. Se ha observado que al
truncar las ecuaciones de Euler en el espacio de Fourier las escalas méas pequenas
comienzan a desarrollar una equiparticion de energia, mientras que las mas grandes
presentan un escalamiento similar al de Kolmogorov. El flujo de energia entre

ambos regimenes de escalamiento se puede considerar como una disipacion si

3Tomar el limite Re — oo es equivalente a v — oo [71].

4Especificamente Onsager propuso que las soluciones débiles de las ecuaciones de Euler solo
pueden exhibir disipaciéon de energia si tiene un exponente de Holder h < 1/3, esta es la
conocida como Conjetura de Onsager [10]]
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filtramos de alguna manera las escalas que presentan equiparticion [32].

L
Forzamiento

E</<>A_> @ @@
©

Rango inercial

(€)

@ N

cC—

Disipacion

(e), v

>
k

Figura 5.2.1: Esquema de la cascada de energia en la teorfa K41. En la figura se
muestra como la energia es inyectada en las escalas integrales L y fluye hacia las
escalas mas pequenas, donde finalmente es disipada en ng. La imagen clésica de
este proceso es que los vortices grandes se dividen en vortices méas pequenos hasta
que estas estructuras son disipadas en las escalas més pequenas, conocidas como
escalas disipativas.

En la figura 5.2.1 se muestra de forma esquematica el espectro de energia F(k) y
la cascada que se produce desde las escalas grandes L hacia las escalas pequenas 7).
También se muestra un esquema de las funciones de estructura. Segin lo propuesto

por Richardson [29] éstas solo contendran informacion sobre escalas menores al
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circulo del radio 7. A partir de las hipotesis de Kolmogorov podemos decir que en
las escalas pequenas solo existird una dependencia de v y (€). Las dimensiones de
éstas cantidades son,

(] = L*T3  [v]=L*T! (5.2.1)

Donde L representa unidades de longitud y 7" unidades de tiempo. A partir de

esto podemos formar una escala de longitud asociada al rango disipativo,

(&)™) = L**T " L*"T~*" = L'T" (5.2.2)

De esto obtenemos las ecuaciones,

2n—2m=1 n+3m=0 (5.2.3)

Cuyas soluciones son n = 3/4 y m = —1/4, por lo que obtenemos la escala de

disipacion (también conocida como escala de Kolmogorov),
1/3/4 23 It

Antes de continuar notemos que podemos escribir la disipaciéon en términos de

5

cantidades integrales ° como ¢ ~ u3 /L [107]. En ésta expresion donde uz, es una

escala de velocidad integral. Al reemplazar esto en la expresion de nx obtenemos,

U3\ /4 34 )
_ /4
Nk ~ (—) = L (5.2.5)
up/L (u3)

Dividiendo por L tenemos la razéon entre la escala de Kolmogorov y la escala

integral,
Nk 1/3/4 B 1
L <u?i/4L3/4> ~ Re3/4

(5.2.6)

Es decir, L/ng ~ Re**. La importancia de este resultado es la siguiente:
imaginemos que debemos simular un flujo turbulento resolviendo las ecuaciones

de Navier-Stokes de manera directa. Si utilizamos elementos de tamafio Ax = n,

5Esto se puede realizar dado que consideramos un estado estacionario: la disipacién es igual al
flujo de energia en el rango inercial e igual a la energia inyectada al sistema por el forzamiento
en las escalas integrales.
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la razon entre la escala mas grande y el tamano del elemento necesario para
resolver todas las escalas es L/ng. Si realizamos la simulacion de turbulencia
homogénea e isoétropa en una caja de longitud L, con condiciones de borde
periédicas, vamos a necesitar (L/nx)® ~ Re?* elementos. Para un ntimero de
Reynolds moderado Re = 5000 necesitariamos del orden de 200 millones de
elementos. Esta es la razon por la cual realizar simulaciones numéricas directas es
tan caro computacionalmente: existe una gran diferencia entre las escalas grandes

y las mas pequenas de la turbulencia.

Habiendo estudiado las escalas disipativas, ahora centramos nuestra atenciéon en
las funciones de estructura. Las unidades de la funcién de estructura de segundo

orden son,

[Sy] = L?T 2 (5.2.7)

Sabemos que en el rango inercial esta solo depende de r y (e) (por la hipotesis de

existencia del rango inercial), por lo tanto del anéalisis dimensional tenemos,
T PN LT (5.2.8)
De lo cual se obtienen las ecuaciones,
2m+n=2 —3m=-2 (5.2.9)

Cuyas soluciones son, m = 2/3 y n = 2/3, por lo que en el rango inercial la funcion

de estructura tendra la forma,
Sy = C{e)?/3r?/3 (5.2.10)

En general, en la teoria K41 las funciones de estructura de orden n tienen la

forma,

Sa(r) = Cy ({3 (5.2.11)

Es interesante volver a la conjetura de Onsager descrita anteriormente ahora

que conocemos la teoria de Kolmogorov. Notemos que los exponentes n/3 = hn
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corresponden al exponente de Holder del campo de velocidad,

(7 +7) — 4(7) < or’ (5.2.12)

Segin la conjetura de Onsager, para la funcién de estructura de orden n, el
méximo valor que puede tomar el exponente es n/3 para que exista disipacion
andémala y soluciones disipativas de Euler [15, 11]. Desde este punto de vista la
teoria de Kolmogorov corresponderia al caso limite, por lo surge la pregunta: es la
teoria de Kolmogorov exacta en el limite Re — co? Como veremos méas adelante
existen desviaciones de la teoria K41 y los resultados que se han obtenido hasta

ahora indican que estas desviaciones no son un efecto de Re finito.

Es necesario remarcar que es importante la localidad del intercambio de energia
en el rango inercial. Usualmente para argumentar la localidad de las interacciones
se separa la interaccion de las estructuras de orden ~ r (en el rango inercial)
en dos tipos [71], el primero es un arrastre debido a las estructuras grandes (en
ingles sweeping) y el segundo es una interaccion que produce distorsion de las
estructuras debido al esfuerzo de corte. La primera interaccion (de arrastre) debido
a escalas L > r no deberia cambiar la estructura ni el contenido de energia del
rango inercial ~ r, ademas si el arrastre es uniforme, no produce variaciones en las
estructuras finas debido a la invariancia bajo transformaciones de Galileo de las
ecuaciones de Navier-Stokes (el efecto es similar a ver la estructura pequena desde
un marco de referencia moviéndose a velocidad constante). La segunda interaccion
descrita es debido al esfuerzo de corte (gradientes de velocidad), éste es del orden

[ ]7

Sy~ o o (e)V/3p72/3 (5.2.13)
r

Se dice que las estructuras de escalas L > r no generan una distorsion considerable
debido a que el esfuerzo de corte es pequeno en escalas grandes. Las escalas
pequenas (n < r) tampoco tienen un efecto porque la correlacion entre ambas
escalas es baja. Estos argumentos usualmente son invocados para decir que la
mayor parte de las contribuciones al flujo de energia en una escala ~ r vienen de
las escalas cercanas y las interacciones en el rango inercial son locales. Notemos
que es muy importante para la teoria la localidad en el rango inercial: estamos

asumiendo que en este rango de escalas solo existe dependencia en la escala r
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y el flujo de energia €, es decir, el sistema olvida toda la informacioén sobre la
inyeccion de energia. Si existieran interacciones no locales entonces ya no seria
valida la hipotesis de Kolmogorov y existiria una dependencia en el forzamiento
de gran escala L incluso dentro del rango inercial. Bajo este punto de vista la

teoria de Kolmogorov nos describe un rango inercial con estadisticas universales.

Un punto importante es que la cascada de energia es un fenémeno en el espacio
de Fourier, pero no se debe tener la imagen en el espacio real de una estructura
grande rompiéndose en otras mas pequenas, como explican Sagaut y Tsinober
[117, | en el espacio fisico se debe reemplazar la imagen de cascada por una
de generacion de gradientes de velocidad. Una mejor imagen de como realmente
ocurren los procesos y la generacion de pequenas escalas en la turbulencia puede
ser obtenida observando experimentos modernos (numéricos o experimentales),
éstos generalmente estan enfocados en la colision de tubos de vortices para analizar
como a partir de ésto nacen estructuras pequenas [l 15, |. Los mecanismos
de generacion de escalas en el espacio real son un campo de investigacion activo
actualmente y el debate sobre si existe solo un mecanismo (como el estiramiento
de vortices) o una combinacién de efectos (como la auto-amplificacion del tensor

de deformaciones) sigue abierto.

5.3. Ecuacion de Karman-Howarth

Hasta ahora hemos descrito parte de la teoria estadistica de la turbulencia. Como
hemos visto los puntos centrales de ésta son las funciones de correlacion (o de
estructura), por lo que necesitamos una ecuacion que describa su evolucion

temporal.

En el caso de turbulencia isétropa la evolucién de las funciones de estructura

longitudinales de segundo orden esta dada por la ecuacion de Karman-Howarth,

atRLL(T‘, t) = <8T + é) (RLL,L(T, t) —+ ZV&«RLLO‘, If)) (531)

Donde las funciones longitudinales estan dadas por,
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Ris = (u(D)uy(T+ 7))  Rppp = (up(@)?u, (7 + 7)) (5.3.2)

En estas funciones u, se refiere a la proyeccion longitudinal de la velocidad.

Notemos el acoplamiento de la funcién de estructura de segundo orden con la
de tercer orden. Este tipo de acoplamiento ocurre para todos los momentos
estadisticos del campo de velocidad y es conocido como el 'problema de cierre’ de

las ecuaciones de Navier-Stokes.

5.4. Ley de 4/5 de Kolmogorov

La ley de 4/5 de Kolmogorov es uno de los pocos resultados analiticos exactos
que se pueden obtener a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes. Para poder
obtenerla debemos expresar la ecuaciéon de Karman-Howarth en términos de las

funciones de estructura,

Sa(r) = ([ur(r) = un(0)]) (5.4.1)
= (uy(r)) — 2w (0)u, (7)) + (u7(0)) (5.4.2)
= 2(u;(0) — 2(u, (0)u, (r) (5.4.3)
= 2(Rr(0) — Rrr(r)) (5.4.4)

Donde se us6 la homogeneidad del campo. Para la funcion de estructura de tercer

orden,

S:(r) = (fur(r) = u () (5.4.5)
— (u(r) = 3u2(r)u, (0) + 32 (0)uy (r) — u(0)) (5.4.6)
— 3(u2(0)ur (r) — w2(r)u, (0)) (5.4.7)
— 6RLL (5.4.8)

Suponiendo las hipotesis de Kolmogorov, cuando Re — oo existe un rango inercial,
si estudiamos solo la pequena escala consideramos r < L. En este limite la funcion

de estructura solo depende de la disipacién y la viscosidad y su derivada temporal
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es cero (consideramos un flujo estacionario). Con estas suposiciones en cuenta,
8t53 = 2(915RLL(O, t) — 28tRLL(7", t) =0 (549)

Para el primer término, sabemos que la correlacion esta relacionada con la energia
.. 2 .
cinética por Rprq4) = %&(%) = —%e. Para la derivada temporal de Ry (r,t)

aplicamos la ecuacion de Karman-Howarth y llegamos a,
2 4
—=€ = (8,, + —) (RLL’L(’F, t) + QI/a,«RLL(T, t)) (5410)
r

Reemplazando Ry 1 = %53(7“) y 0,8y = —20,Rrp,

2 4 1
—ge = (87» + ;) (653(7”) — I/arSQ(?", t)) (5411)
Esta ecuaciéon se puede reescribir como,
1 4 4 4 4
gar(r S3) = 2v0, (7“ 87«52) — gr € (5.4.12)
Integrando sobre r llegamos a,

1 4
§T453 = 2ur*9, S, — 1—57“56 (5.4.13)

Y tenemos la siguiente expresion para la funcion de estructura de tercer orden,
4
Sg = 61/52 - 567’ (5414)

Ahora consideramos un punto crucial en la teoria de la turbulencia: el limite
Re — o0 es equivalente a ¥ — 0. Si la disipacion de energia permanece finita
entonces llegamos a,

4
Sy = —er (5.4.15)

Esta es la famosa ’ley de 4/5” de Kolmogorov y el hecho de que la disipacion se
mantenga finita cuando v — 0 es conocido como disipaciéon anémala: la simetria
temporal se mantiene rota incluso en el limite en que la causa del rompimiento de

la simetria (la viscosidad) tiende a 0.
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5.5. Escalamiento anémalo

A pesar del éxito de la teoria de Kolmogorov, se sabe que ésta no es correcta. Los
exponentes de las funciones de estructura no aumentan como n/3 paran > 3. Se ha
observado experimentalmente que debe haber una dependencia de las funciones de

estructura en las grandes escalas L para tener en cuenta los exponentes anémalos

201,

Cal)
T) (5.5.1)

Sul1) ~ Gl (=
Donde (,(n) representa el exponente andémalo. Como explica Eyink [11], esto
significa que la informacién sobre las grandes escalas no es perdida en el proceso
de cascada. Esto se debe al fenomeno de la intermitencia, que corresponde a
peaks extremos (negativos o positivos) en diferentes cantidades incluso dentro del
rango inercial. Esto genera la no-gaussianidad de las funciones distribuciones de
probabilidad, dado que en las pequenas escalas existe una probabilidad mayor

(respecto a una distribucion gaussiana) de ocurrencia de eventos extremos.

Si bien es claro que la teoria de Kolmogorov no es gaussiana “, tampoco es
intermitente. Podemos ver esto al comparar la siguiente cantidad (conocida como

flatness o kurtosis),

S4<T) _ g
SQ(T)2 022

K = (5.5.2)

Vemos que ésta medida de intermitencia es constante en el rango inercial segtn la
teorfa K41, sin embargo lo que se ha observado experimentalmente es K ~ =09
[2], por lo que la intermitencia crece sin limite cuando r — 0 incluso en el rango
inercial. Ademas, dado que en el limite Re — oo aumenta la extension del rango
inercial también aumentan los efectos intermitentes dentro de éste. En la figura
5.5.1 se muestra un ejemplo de una cantidad intermitente (una componente del
gradiente de velocidad), se ve que el campo esté caracterizado por grandes regiones

de baja actividad y pequenas zonas de eventos extremos.

SE] tercer momento debe ser distinto de cero para que exista un flujo de energfa a través de las
escalas, las distribuciones gaussianas tienen todos sus momentos impares nulos
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Figura 5.5.1: a) Distribucion espacial de la componente del gradiente de velocidad
O1uy. b) Acercamiento de la distribucion. Los datos corresponden a una simulacion
numérica directa de un flujo homogéneo-isétropo con Rey = 613. Datos obtenidos
desde la base de datos JHTDB.

Ademas de los efectos en la kurtosis, se ha observa que a medida que aumentamos
el orden n del momento de las funciones de estructura las desviaciones de la teoria
K41 son cada vez méas grandes: los exponentes siguen una no lineal del orden n,
mientras que la teoria K41 predice una recta con pendiente h = 1/3. Esto es lo que
se observa en la figura 5.5.2, algunos autores han propuesto que estos resultados
se deben a efectos de Reynolds finito [105] pero la evidencia experimental actual
muestra que incluso para la funcion de estructura de segundo orden el valor del
exponente se satura en un valor menor al predicho por la teoria de Kolmogorov
[65].
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Figura 5.5.2: Exponentes de las funciones de estructura en funciéon del orden
del momento considerado. Estos datos son obtenidos a partir de simulaciones
numéricas directas por Iyer et al. [65].
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Capitulo 6

Estabilidad Hidrodinamica

6.1. Ecuacion de Orr-Sommerfeld

Uno de los aspectos mas importantes en el estudio de los flujos turbulentos es
la transicion laminar-turbulenta. Como se transforma un flujo laminar a uno
turbulento? Y no es una pregunta trivial, pues aun mas enigmético es el hecho de
que, al agregar los efectos viscosos un flujo que de otra manera seria estable, se
vuelve inestable (contrario a la intuicion, dado que uno pensaria que al agregar el
efecto de las viscosidad, esta funcionaria como un tipo amortiguamiento y por lo
tanto haria el flujo mas estable). A continuacion presentaremos los aspectos més
bésicos de la teoria de estabilidad hidrodin&dmica, existen diversos libros donde se
puede consultar la teoria mas a fondo [31, , 30, |. Para comenzar a estudiar
éste aspecto primero debemos derivar una ecuaciéon para las perturbaciones.
Consideremos un flujo paralelo (puede ser un flujo de corte como un canal) tal

que @ = U + @, entonces las ecuaciones de Navier-Stokes son,

Ui + uy + [0;(U; + )] (U; + u) = =0ip + 9;0;(U; + uj) (6.1.1)



72 6.1. Ecuaciéon de Orr-Sommerfeld

\
>/

>

X

Figura 6.1.1: Perfil de velocidad en un canal laminar, observamos que la velocidad
solo tiene componente en x y gradiente en y.

Dado que consideramos un flujo paralelo, podemos orientar convenientemente el
flujo medio U = U(y)i de tal forma que tenga solo componente en z (como es
mostrado en la figura), ademés también agregamos una perturbacion a la presion
p = P+ p/. Ahora haremos referencia al teorema de Squire [1275], segtn el cual
(como explica Criminale [31]) para cada perturbacion tridimensional corresponde
una bidimensional méas inestable. Por esto basta con analizar un flujo 2D (esto es
solo vélido en el andlisis de estabilidad lineal). Por lo tanto para la ecuacion de la

componente x (considerando u, = U + 4/, u, = v) tenemos,
1
U+ 0+ (U~4u") 0, (U~+u")+v'0yu" = —;&(P—i—p’)+1/(62—|—8§)(U+u') (6.1.2)

Ahora, dado que consideramos perturbaciones pequenas, descartarmos los términos
de segundo orden en las perturbaciones. Ademas, el flujo base se considera

estacionario, por lo que se anula su derivada temporal,
1
o' + Udu’ = —;81(P + ') + (0 4 0 + vEiU. (6.1.3)
Para la componente y tenemos la siguiente ecuacion,
/ / / / ! 1 / 2 2\, ./
o'+ (U + )00 + 0'o,0" = —;%(P + ) +v(9; + 95 (6.1.4)

También sabemos que el flujo base es una solucion a las ecuaciones de Navier-Stokes,

por lo tanto satisface las siguientes relaciones,

1 1
v)?—=0p=0 —=-0,P=0 6.1.5
Yy pP py ( )
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Y también debe ser incompresible,
V-U=0= V-7 =04 +3v =0 (6.1.6)

Luego tenemos el siguiente sistema de ecuaciones para la evoluciéon temporal de

las perturbaciones lineales sobre el flujo base,

1
o' + Udyu' = - L0+ (02 + O (6.1.7)
1
o' + U0 = - 0+ (02 4+ O (6.1.8)
Ot + 0v" =0 (6.1.9)

Es posible desacoplar las ecuaciones para v'. Primero derivamos la ecuacion de v/

con respecto a v,
0o + 0y (Udu') + 0y(v'0,U) = —%(%&cp’ + v0,(07 + o))’ (6.1.10)
Ahora derivamos la ecuacién de v’ con respecto a z,
0,0,v" + 0,(UI ") = —%&ﬁy + v0,(9% + 8;)1/ (6.1.11)

Si restamos ambas ecuaciones observamos que (debido a que las derivadas parciales

conmutan) se anulan los términos de la presion, por lo que llegamos a,

O (Oyu’ — 0p') 4 0,(Udst') — 0, (U,0") + 0, (v'0,U) = v(02 + 92)(d,u — 9,v")
(6.1.12)

Manipulando los siguientes términos,

0,(Ud,') — 0,(UD,') + 0,('0,U) (6.1.13)
=0,U8,u' + Ud,0,u' + 8,0/ 0,U + v'0;U — 0,Ud,0" — Uz (6.1.14)
=0,U(0,u" + 0v") + U0, (Oyu’ — 0,0") + v’@jU — 0, U0, (6.1.15)

( )

=U8,(0yu’ — 0,0') + 0, U’ 6.1.16

Donde en la tercera linea se uso el hecho de que 0,U(y) =0y 0,u' 4+ d,v" = 0.
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Luego llegamos a la siguiente ecuacion,
O (Oyu — 0v") + Uy (Oyu — 9,0") 4+ 0;UV = (02 + 9;)(Oyu’ — 8,v")  (6.1.17)
Ahora derivamos con respecto a x,

0y (0,0pu" — O20") + Uy (9,0,u" — 020") + 0;U00" = v(07 + 0;)(0,0,u' — 920)
(6.1.18)

Usando la condiciéon de incompresibilidad reemplazamos 0,1 = —0,v’,

(020 + O20") + U, (050" + 020") — 0;U 00" = (92 + 02) (050" + 920') (6.1.19)
Finalmente llegamos a la ecuacion,
(0 + U8,)(0; + 02 + 02Ut = (02 + 0) (02 + O (6.1.20)
O en términos de operadores,
(0, +U0)* — 3§U8xv' — vt (6.1.21)

Donde * = (97 +92)(92 4 02) es el llamado operador biarmoénico. La ecuacion 6.1.21
es conocida como ecuacion de Orr-Sommerfeld. Mas conocida es su formulacion
en términos de la funcién de flujo. Para obtener esta ultima forma consideremos

las siguientes relaciones,

u =0 v =-0 (6.1.22)

Luego, reemplazando en la ecuacion 6.1.17,
8t((’9§¢ + %) + U&C(éﬁw + 0%) — 8§U0xw =v(0® + 85)(851& + 0%)) (6.1.23)
y llegamos a la ecuacion de Orr-Sommerfled para la funciéon de flujo,
(0, + U0y)*Y — 02U 01p = vy (6.1.24)

El estudio mas usual de esta ecuacion se basa en suponer soluciones

monocromaticas de la forma,

) = (y)e = (6.1.25)
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En esta solucion 5 = 3, + i/3; es un nimero complejo, por lo tanto es el que dicta
la estabilidad temporal de la perturbacion (la parte real es la frecuencia del modo).
Cuando f; > 0 el flujo base sera inestable, si ; < 0 el flujo base es estable (en el

tiempo). Es usual introducir la velocidad de fase,

c= b ¢ +ic; (6.1.26)
«

Las componentes de la velocidad para este tipo de soluciones son,

U = b = 0y’ TP = 9, = —iagel @ (6.1.27)

Luego tenemos,

Oap = B2 e’ P) (6.1.28)
Pep = —aPgetlos—hY (6.1.29)

Por lo tanto para el Laplaciano tenemos,

V2 = (0] — a?)gelter=Al (6.1.30)

Luego el primer término de la ecuacion de Orr-Sommerfeld 6.1.24 tendré la forma,

(0, +UD,)* = (—iB +iUa)V* (6.1.31)
= (—iB +iUa) (0} — o®)pe' " =h1 (6.1.32)
= ia(U — ¢) (92 — a?)ge'er=Al (6.1.33)

Para el segundo término,

2 ; 2 (o —
U, = iU e’ ™= (6.1.34)
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Y para el término de la derecha,

vV = (07 + 20207 + 02)1 (6.1.35)
= v(atp — 202020 + 9 ¢)e’ > (6.1.36)

Finalmente llegamos a la siguiente ecuacion para los modos monocromaticos de la

ecuacion de Orr-Sommerfeld,

a(U —¢)(0] — o®)p+ adoU¢ = —iv(a' — 2670, + 0,))¢ (6.1.37)

En el caso inviscido es conocida como ecuaciéon de Rayleigh,
(U —=¢)(02—a®)p—02U¢ =0 (6.1.38)

6.2. Estabilidad en flujos paralelos y ondas de
Tollmien-Schlichting

Usualmente la estabilidad de los flujos se describe en términos de las ’curvas
de estabilidad neutral’. Estas son las curvas para las cuales ¢ = 0, es decir, es
la frontera entre las soluciones estables e inestables en el plano Re — . Fueron
Tollmien [130] y Schlichting [119] quienes desarrollaron la teoria de estabilidad
para el conocido perfil de velocidad de Blasius de una capa limite, éste es un perfil
de velocidad que no posee un punto de inflexién y es una soluciéon a la siguiente

ecuacion diferencial,

de dzf
2—= — =0 6.2.1
ayi a2 (6:21)

donde y, representa una distancia adimensional, y; = y g—g La velocidad U,
es la velocidad del flujo libre y el perfil de velocidad estéa dado por U = Uyyy.
Las condiciones de borde para la ecuacion diferencial son f(0) = f/(0) =0y
f'(00) = 1. Notemos que esto significa que lejos de la pared (y; — o0) el perfil de
velocidad toma la velocidad del flujo libre, mientras que en la pared (y; = 0) se

cumple la condicién de no-deslizamiento.

No existen soluciones analiticas para la ecuaciéon de Blasius, por lo que los
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resultados que se poseen son numéricos. En la figura 6.2.1 se muestra la curva

neutral para el perfil de Blasius reportada por Schlichting.

A
0.8

(@)

. Neutral
=0

0.6 103x G

a Unstable . 15

2

0.2+
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1000 2000 3000 4000 5000
Re

A

Figura 6.2.1: Estabilidad de perfil de Blasius reportado por Schlichting [120].

Para comprender la informacién entregada por ésta curva recordemos el significado
de cada una de las variables. Segtn lo explicado en la secciéon anterior el flujo
es inestable cuando ¢, (C la figura 6.2.1) es mayor a 0. Por lo tanto la curva
neutral separa las soluciones estables de las inestables, para la ecuacion de Orr-
Sommerfeld. También se observa que existe un minimo ntmero de Reynolds
para el cual existen soluciones inestables (= 700). Sin embargo recordemos que
éstas soluciones inestables representan perturbaciones infinitesimales: se necesita
que estas perturbaciones (ondas de Tollmien-Schlichting) se desarrollen antes de
transicionar a la turbulencia. Es por esto que se diferencia entre el Reynolds critico
y el Reynolds minimo para el cual el flujo es inestable (también denotado por Re;nqg
o 'Reynolds de indiferencia’, [120]). Por sobre el Re;,q cualquier perturbacion
con un namero de onda « dentro de la regiéon inestable se amplificara hasta
eventualmente convertirse en puntos turbulentos y finalmente llegar a un flujo
completamente turbulento. El proceso de desarrollo de las ondas de Tollmien-
Schlichting es méas complicado dado que involucra interacciones no lineales y
requiere aproximaciones de mayor orden [3/]|. Sin embargo podemos mencionar
que existen dos tipos principales de transiciones, las conocidas como de 'tipo K’ y

'tipo H’, segun el tipo de interaccion [1 15, 70, 62].
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Capitulo 7
Teoria de la Informacion

Las fundaciones de la teoria matematica de la informacion fueron establecidas por
Claude Shannon en 1948 [121]. Desde entonces la teoria de la informacion se ha
expandido a otras areas y actualmente es aplicada en diversos campos de estudio
(teoria de la computacion, fisica [0(], estadistica, entre otros). Como ésta no es
una introduccién a la teoria, en éste capitulo presentaremos algunos conceptos

utiles para los fines de nuestro estudio.

7.1. Medidas de informacion

La informacién proviene de la probabilidad, pensemos en la ocurrencia de cierto

evento, tenemos dos casos opuestos:

= Si sabemos que el evento ocurrird con total certeza, es decir p = 1, entonces
no ganamos informacion con dicho evento, pues sabiamos de antemano que

iba a ocurrir y podriamos haber analizado sus efectos antes de que ocurriera.

= Si un evento tiene una probabilidad p = 0 de ocurrir tampoco nos entrega

informacion. Sabemos que nunca ocurrira.

Esto puede ser cuantificado por una funcion h(p) [I1], tal que cumpla estas
condiciones. Si tenemos un grupo de posibles eventos con probabilidades p;
(que satisfacen la condicion de normalizacion) entones la informacion media

que obtenemos de esta secuencia es (h(p)), es decir (en el caso discreto),
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I'=(h(p)) = Zpih(pi) (7.1.1)

O en el caso continuo,

1= (h(p)) = / o(V)h(p)dV (7.1.2)

Y la entropia esta dada por S = —I. La definicién més conocida de informacion

es h(p) =log(p). A partir de ésta se puede escribir la entropia de Shannon ([121]),

S = —/p(V) log(p(V))dV (7.1.3)

Donde la base del logaritmo define las unidades de medida (si es un logaritmo
natural se llaman nats, cuando la base es 2 son llamados bits). La entropia de
Shannon 7.1.3 es la tnica que cumple con los llamados axiomas de Khinchin.
Estos deben ser satisfechos para considerar una cierta funciéon como una medida
de informacion [0%] (el Gnico axioma que se relaja para extender la definicion de

entropia es el cuarto),
» La informacién I solo depende de la probabilidad de los eventos.
» La distribucién uniforme minimiza la informacion (o maximiza la entropia).

= Un evento con probabilidad 0 no nos entrega informacion, I(py, ..., pn) =
I(p1, ...y Pn, 0).

= Una medida de informacion debe satisfacer la siguiente condiciéon cuando

consideramos dos sistemas que pueden interactuar, I(p(i,7)) = I(p(i)) +
> p()1(p(il5))-
El dltimo axioma representa que la informacion debe ser independiente de como es
recolectada. Es importante notar que cuando los dos sistemas son independientes

entonces p(i,j) = p(i)p(j) y el axioma se reduce a I(p(i,7)) = I(p(i)) + I(p(3))-
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7.2. Entropia de Shannon, entropia relativa e

informaciéon mutua

Ahora nos enfocaremos en la medida del tipo 7.1.3. Un ejemplo muy simple de
calculo de la entropia es el caso de una moneda (no cargada). Sabemos que hay
dos estados accesibles: cara y sello, cada uno con probabilidad 1/2. La entropia

de este sistema es, .
S=— log(ﬁ) = log(2) (7.2.1)

si el logaritmo es en base 2, la entropia es 1[bit]. Un punto importante sobre la
medida de informacion h(p) = —plog(p) es su concavidad en [0, 1]. Debido a esta
propiedad existe un méaximo absoluto en [0, 1]. Esto se puede ver analiticamente

derivando la funcion S(p),

1
Op, S = —log(p;) =1 = 8,8 = —— <0 (7.2.2)

Di

La desigualdad es debido a que la probabilidad p; es siempre positiva, por lo tanto
la segunda derivada de S es siempre negativa. Para ver la forma de la entropia S(p)
en un sistema con dos estados accesibles (con probabilidades p y 1 — p) notemos
que,

S(p) = —plog(p) — (1 —p)log(1l —p) (7.2.3)

El grafico de esta funcion se muestra en la figura 7.2.1. Como podemos ver,
tenemos el resultado esperado. La entropia es méxima para p = 0.5 (la distribucion

uniforme) es méaxima e igual a 1[bit] o =~ 0.7[nats].
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Figura 7.2.1: Grafico de S(p) para un sistema de dos estados. El eje vertical
esté en [nats].

Una interpretacion de la entropia es la siguiente: S(V') es el nimero medio de
preguntas binarias' necesarias para poder determinar el valor de la variable. Por
ejemplo en el caso del lanzamiento de una moneda el valor de la entropia es 1[bit],
debido a que podemos preguntar 'Es cara?’; si la respuesta es no, sabremos que es
sello. Si la respuesta es si, sabemos que es cara, por lo tanto con una pregunta

basta para conocer el estado del sistema.

Otro punto importante es que la entropia no depende directamente de los valores
que toma la variable aleatoria V', sino que depende solo de su distribucion (es un
funcional de la funcion de densidad), y como vimos anteriormente corresponde al
valor medio de la medida de informacion. De igual forma que para las densidades

de probabilidad definimos las densidades conjuntas y condicionales, podemos

'En el caso de que la base del logaritmo no sea 2, ya no son preguntas binarias, por esto la
entropia es una funcién decreciente en la base.
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definir la entropia conjunta y condicional. La primera estéd dada por,

SVi Vo, Vo) = =Y 03 ) p(Va, Va, o Vi) log(p(Va, Vo, o, Vi) (7.2.4)

Vi Vn

Donde la suma es sobre los valores de las variables aleatorias. La generalizacion al

caso continuo es simplemente,

S(Vi,Vay s Vi) = —/ / / p(Vi, Va, .., Vi) log(p(Va, Va, ..., Vi) dVidVs...dV,

R (7.2.5)
Vemos que es simplemente una generalizacién a varias variables, se reemplaza la
funcion de densidad por la funcién conjunta y se integra sobre todo el espacio de

muestra. Para la entropia conjunta se tiene,

1
SViy o, VilVist, s Vi) = (lo 7.2.6
(W, VelVora ) <g<p(v1, VilVorr, ,vn>)> (7.2.6)
= _ZZ Zp<‘/la‘/27 7Vn) IOg(p(‘/la 7‘/:9“/;-%17 7Vn))
Vi Vo Vn
(7.2.7)

En el caso continuo,

5<v1,...,v;|vs+1,...,vn):/ / (Vi oo V) Log (Vi oo V| Verns ooy V) dVidVi. .V
Vl n
(7.2.8)

Notemos que esta segin esta definicion de entropia condicional

S(Vi, .oy Vi|Viit, ..., Vi) depende de las n variables®

Una relaciéon importante entre ambas entropias se obtiene notando que,

log [p(V1)] + log [p(Va|V1)] = log [p(Vi)p(Va|V3)] (7.2.9)
1 p(Vi, Va)
= log [p(Vl)—p(Vl) ] (7.2.10)
= log [p(V1, V2)] (7.2.11)

2Por ejemplo en el caso de dos variables, es distinto S(V1|V2) que S(V1|Va = vg), la segunda solo
depende de la variable V1, mientras que S(V1|Vz) seria el valor medio de ésta sobre todos los
valores de va, S(Vi[V2) = [i, p(v2)S(V1|Va = va)dvs.
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Donde en la segunda linea se ocupa el teorema de Bayes. Por lo tanto tenemos,

log [p(V1)] + log [p(Va|V1)] = log [p(V1, V2)] (7.2.12)

Promediando estas cantidades en ambos lados llegamos a,
S(Vi, Vo) = S(Vi) + S(V4|Vh) (7.2.13)

Esta propiedad es a veces llamada regla de la cadena de la entropia. Una

consecuencia importante se obtiene de la siguiente desigualdad,
S(V2[V1) < 5(V2) (7.2.14)

Por lo tanto S(Vi,V,) < S(Vi) + S(V2). La igualdad solo se cumple cuando
las variables son independientes y la densidad se puede descomponer como un
producto. Esto nos dice que las interacciones de un sistema compuesto por varias

componentes solo pueden reducir la entropia conjunta del sistema.

Ahora vamos a introducir el concepto de entropia relativa, a veces también es
llamada distancia de Kullback-Leibler. Este nombre no es muy adecuado dado
que no cumple todas las propiedades de una distancia (no es simétrica en sus
argumentos) por lo que un nombre méas adecuado es divergencia de Kulback-Leibler

3. La definicién de la entropia relativa es,

b Vl)} (7.2.15)

D(p,p') = p(Vi)log LIEVI)

Notemos que la entropia relativa es entre distribuciones, no entre variables
aleatorias. Basicamente es una medida de que tan equivocados estamos al asumir
una distribuciéon ¢ cuando la distribucién real es p. En el caso continuo se define

como,

p(V1)
p'(V1)

Dlpa) = | (Vi) o 2 avi = fog | 20 (7.2.16)

P (V1)

A partir de la divergencia de Kullback-Leibler podemos definir la informacion

3Hay una punto de vista de la teoria de la informacién desde la geometria diferencial, aunque
no profundizaremos en esto aqui, se puede investigar mas sobre esto en el libro de Amari [4].
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mutua, este es uno de los conceptos més importantes para nuestra investigacion.
Primero vamos a introducir su definiciéon: dadas dos variables aleatorias Vi y Vs,

la informacion mutua entre ambas, I(V;, V3) esta dada por,

p(Vi, Vo Vi, Va
104, ) = EEQW“QM[QH@J_®4§%E%b (7:2.17)

En el caso continuo,

(Vi Vi)
V V V V 1 aVidV; 7.2.18
bV /V/V L Ve Og{ Vp(y | Vidve - (72.18)

Notemos que es la divergencia de Kullback-Leibler entre la distribucién conjunta
p(V1,V,) y la distribucion del sistema si sus componentes no interactuaran,
p(V1)p(V3). Por esto la informaciéon mutua es una medida de la informacion
contenida en las interacciones del sistema (algunos autores la llaman ’correlacion
total’): es cero cuando las componentes del sistema no interactian y su densidad de
probabilidad conjunta se puede descomponer como un producto de las marginales.

Una propiedad ttil de la informacion mutua es la siguiente, consideremos el

logaritmo,
p(Vi,Vo) 1
h>bmmﬂ—mmmwww%wm+mwmb (7.2.19)
— (Vi) + S(Va) — S(Vi, Vi) (7.2.20)
— 5(Va) — S(ValVA) (7.2.21)
— S(Vi) — S(Vi|Vh) (7.2.22)

Donde las ultimas dos lineas se obtienen a partir de la regla de la cadena para
la entropia. Podemos ver claramente que la informacién mutua es simétrica en
sus argumentos, 1(V;, V) = I(V,, V1), ademaés se observa que I(V;,V)) = S(V}).
Una forma usual de comprender la relaciéon entre las cantidades introducidas es el

diagrama mostrado en la figura 7.2.2.
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SV, V)

Figura 7.2.2: Diagrama de entropias e informaciéon mutua. La informacion
mutua es la informacién ’en comin’ de los sistemas. Cada sistema posee una cierta
cantidad de informacién, cuantificada por su entropia. La entropia del sistema
conjunto Vi — V5 es la entropia conjunta.

7.3. Complejidad y teoria de la informacién.

Que es la complejidad? Esta es definitivamente una pregunta dificil de responder.
Cuando consideramos que un objeto es complejo? Intuitivamente, por ejemplo,
dirfamos que un ser vivo es mas complejo que una roca, pero como comparamos
la complejidad de ambos?.

Estas preguntas se han hecho muchas veces en distintas areas de la ciencia, esto
ha generado una gran variedad de definiciones de complejidad, aunque la mayoria

parece tener ciertos elementos o responder ciertas preguntas en comin [35]:
= Que tan dificil es describir un objeto?
= Que tan dificil es generar un objeto?
= Cual es el nivel de organizaciéon de un objeto?

En el primer caso, podemos pensar nuevamente en el ejemplo de la roca y un
ser vivo. Es claro que necesitamos mas detalles para describir un ser vivo que a
una estructura solida inerte. Ahora podemos plantear un punto importante solo a
partir del lenguaje usado en la formulacion de la pregunta pasada: un ser vivo,

una roca, a que nos referimos cuando hacemos referencia a ambos? Claramente
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decimos que existen caracteristicas comunes de todas las rocas y de todos los seres
vivos que nos hacen percibirlos como tal, es decir estamos pensando en la dificultad
para describir el ensamble de todos los objetos similares, como el ensamble de
todas las rocas con ciertas caracteristicas. Sin embargo también existen diferencias
de complejidad entre los individuos de un ensamble, pero desde un punto de vista
fisico es mas conveniente seguir el ejemplo de la mecanica estadistica y pensar
en ensambles de objetos. Como lo plantea Grassberger [60]: no decimos que un
objeto es complejo, sino que pertenece a una clase o ensamble de objetos, y es esto
iltimo a lo que asociamos una complejidad. Volviendo a la pregunta, podemos dar
un contra-ejemplo de un sistema dificil de describir pero que no considerariamos

complejo. Observemos las dos secuencias,

101101101101101101... (7.3.1)
10011011100010000... (7.3.2)

La primera puede ser facilmente descrita, dado que es un ciclo (101), sin embargo
la segunda no parece tener un patrén claro. De hecho no lo tiene, dado que fue
generada de forma aleatoria (a partir de una distribucién uniforme). Entonces los

objetos aleatorios son dificiles de describir pero no son complejos.

La segunda pregunta puede que sea méas adecuada para una definicion de
complejidad es, jque tan dificil es construir un objeto?. Considerando las
secuencias binarias anteriores, en este caso dirfamos que ambas (tanto la ciclica
como la aleatoria) son de baja complejidad. Pensemos en la siguiente situacion:
nos piden escribir una secuencia binaria con la regla ciclica y otra aleatoria de 20
simbolos, en ninguno de los dos casos tenemos que pensar mucho y es rapido de
hacer (claramente estamos describiendo todo de manera informal y poco precisa,
més adelante formalizaremos los conceptos). Un ejemplo comun es el de cadenas
de ADN que codifican la informacion los organismos vivos [95, 60]. Aunque
depende de lo que definamos por ’crear’, si consideramos esto como los millones
de anos desde el origen de la vida hasta los tiempos actuales entonces diriamos

que las secuencias de ADN (bajo esta definicién) son muy complejas.

Finalmente nos preguntamos por el nivel de organizacion, esto puede verse de
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varias formas: Una jerarquia, por ejemplo un gobierno, tiene un alto nivel de
organizacion. En general, los sistemas compuestos de muchas escalas tienen
una alta organizacion siempre que existe algtin tipo de interaccion entre las
distintas partes del sistema, es decir, también debe existir una correlacion entre
las componentes. Y este es un punto importante, las partes de un sistema que no
cumplen ninguna funcién, aportan a la complejidad? Bajo nuestra intuicién, no

deberian.

A partir de la discusion anterior podemos llegar a algunas conclusiones generales,
como por ejemplo que un sistema complejo no es uno completamente ordenado
pero tampoco es uno totalmente aleatorio. Es comtn ver en las publicaciones de
complejidad imagenes como la figura 7.3.1 [59, 60, 137] comparando tres patrones:
uno completamente ordenado, uno 'complejo’ y uno generado por ruido blanco.

En este caso el patron central corresponde al generado por un flujo turbulento.

i R
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Figura 7.3.1: Tres patrones con distintas complejidades: a la izquierda se puede
ver uno completamente aleatorio (ruido blanco gaussiano). La imagen central
corresponde al campo de velocidad en una simulacién turbulenta. El patron de
la derecha es simplemente uno de dos colores donde cada pixel tiene sus cuatro
vecinos directos del otro color.

Bajo nuestra concepcion de complejidad, tanto el patréon de la derecha como el
de la izquierda son de baja complejidad mientras que el flujo turbulento es el
que llamariamos 'més complejo’. Existe mucho debate sobre si realmente existe
una medida ’correcta’ de complejidad o si es una cantidad subjetiva [60] sin
embargo hay algunas caracteristicas que son comunes a los sistemas complejos, a

continuaciéon planteamos algunas (propuestas por Grassberger [60]),

= Los sistemas complejos estdn en medio del orden y la aleatoriedad.
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» Involucran jerarquias, por ejemplo el concepto de cascada en flujos

turbulentos.

= Existen estructuras de distinto nivel, esto esté asociado con el concepto de
coarse graining. También se puede hacer una analogia con los lenguajes de
programacion de alto nivel o de bajo nivel. Basicamente en los niveles
altos observamos comportamientos distintos al comportamiento de las
componentes individuales (bajo nivel) del sistema, por ejemplo una neurona
(bajo nivel) por si sola no tiene el mismo comportamiento que el cerebro

(alto nivel).
» Existen correlaciones fuertes entre las distintas partes del sistema.

= Existen correlaciones entre el sistema y su ambiente: este es un punto
importante que no hemos mencionado, la complejidad depende del contexto.
Por ejemplo, seria tan compleja una cadena de ADN si no existe el mecanismo
para decodificarla y generar un organismo? Las interacciones con el ambiente

aumentan la complejidad.

Como veremos el desarrollo de las medidas de complejidad ha sido en el contexto
de las teorias de la computacion e informacion. De hecho una de las personas que
comenzob con el estudio de la complejidad, preguntandose sobre la inteligencia y las
estructuras naturales, fue Alan Turing [12]. Y este parece un contexto adecuado:
pensemos en un sistema vivo, éste puede guardar informacion (en su ADN), es
capaz de decodificar esa informacion para llevar a cabo acciones que construyen
el organismo y es capaz de transmitir esa informacion (por ejemplo, mediante
reproduccion). A continuacion presentaremos algunas definiciones de medidas de
complejidad existentes, comenzamos por la medida de Solmonoff-Kolmogorov-
Chaitin.

Complejidad de Solomonoftf-Kolmogorov-Chaitin: Como su nombre lo
indica, fue propuesta por Kolmogorov |[72], Chaitin [2%] y Solomonoff [109] como
una medida de la complejidad de un objeto. Por objeto consideramos, por ejemplo,
una secuencia S. La complejidad es definida como la longitud del programa
mds corto, S*, capaz de generar S. Para sistemas fisicos con auto-organizacion
ésta medida, K, se puede relacionar con la densidad de entropia h, por lo que
ultimamente es una medida de aleatoriedad. También se puede pensar como la

compresibilidad de una secuencia (en general, la complejidad K no es calculable,
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pero puede ser aproximada como el tamano de la secuencia comprimida en muchos
casos [29]): si hay correlaciones entre sus componentes entonces la secuencia
se podra comprimir y se reducird su tamano, mientras que si es generada al
azar no habran correlaciones, por lo que no se podra comprimir y la descripcion
més corta es la secuencia misma. Un ejemplo simple es el mostrado en la figura
7.3.2, observamos una secuencia aleatoria (izquierda) y otra que es un ciclo (10)
(derecha). Luego comprimimos ambas secuencias con el algoritmo Deflate [102],

vemos que la secuencia aleatoria comprimida es mas grande (74 [bits]) que la
ordenada (28 [bits]).
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Figura 7.3.2: Ejemplo de compresion de dos secuencias binarias, la secuencia de
la izquierda fue generada de forma aleatoria, la de la derecha es un ciclo (10).

Complejidad computacional: Puede ser espacial (memoria requerida) o
temporal (tiempo de CPU requerido) [00]. Se define la dificultad asintética de
resolver un problema, en funcion del tamano de sus datos de entrada [153, 12].
Por ejemplo, dada una entrada N, si el tiempo que toma a un algoritmo resolver
el problema es de orden O(N®), con a > 1, entonces se dice que el problema
es de tiempo polinomial. Hay un problema muy famoso asociado a las clases
de complejidad computacional, conocido como P wvs NP. Muy bésicamente
explicado: Py NP se refieren a las clases de complejidad de tiempo polinomial
y non-deterministic polynomial time, respectivamente. El segundo tipo de
problema se refiere a aquellos cuyas soluciones pueden ser verificadas en tiempo
polinomial pero no necesariamente calculadas en tiempo polinomial (por ejemplo
resolver un juego de Sudoku [119], el modelo de Ising [¢] o el problema del
plegamiento de proteinas [19]). Son en realidad P y NP la misma clase? Esta es

la pregunta del problema P vs NP, si fuera real muchos problemas que creemos
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complejos tendrian soluciones mucho mas simples, sin embargo el consenso es

que muy probablemente P es diferente de N P 18] (aunque no ha sido demostrado).

Profundidad légica: En inglés Logical Depth, introducida por Charles Bennett
[12], quien propone una ley de ’crecimiento lento’ [13] para la complejidad: es
méas probable que un objeto aumente su complejidad ‘lentamente’ que de manera
'rapida’. Es por esto que Bennett define la profundidad logica (LD) como el
tiempo necesario para generar un objeto a partir de un programa, aunque este
programa no puede ser cualquiera, debe ser la descripciéon mas corta del objeto.
En palabras de Bennett [I/]: La causa (origen) mas probable de un mensaje
(secuencia, objeto) se identifica con su descripcion algoritmica minima (es decir,
con una secuencia que produce el objeto cuya longitud es la complejidad de
Kolmogorov) y su LD o contenido de trabajo matemdtico es el tiempo que toma
recrear el mensaje a partir de esta descripcion minima. La definiciéon anterior
proviene de la llamada 'navaja de Occam’ (Occam’s Razor): la explicacion
mas simple es usualmente la méas probable, debido a este principio la LD es
considerada en términos de la descripcién mas corta del problema (notar la
diferencia con la complejidad computacional, donde se considera el programa maés
rdpido, no el més corto). Un gran problema de la profundidad logica es que es una
herramienta teorica, pero no puede ser calculada [12, (0], aunque de la misma
manera que asociamos la complejidad de Kolmogorov a la compresion, se puede

considerar como una estimacion el tiempo de descompresion de una secuencia [95].

EMC: La Effective Measure Complexity fue propuesta como una medida de
complejidad por Grassberger [59, (0], el principal cambio de vision es que esta
formulada completamente dentro de la teoria de la informacién de Shannon. Esto

tiene dos ventajas [00]:
= Es posible calcularla, a diferencia de otras mediadas como la LD.

= Al adoptar un punto de vista estadistico no nos referimos a la complejidad
de patrones/objetos en especifico, sino que a la complejidad del ensamble o

familia de objetos con ciertas caracteristicas.

Hay ciertas restricciones sobre las secuencias que pueden ser analizadas con la

EMC: Deben ser estacionarias y se asume ergodicidad [59]. Para definir la EMC
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seguimos el camino de Grassberger en su articulo de 1986, primero consideramos
un conjunto de simbolos, el cual llamaremos un alfabeto (por ejemplo el conjunto
0,1 es un alfabeto de 2 simbolos). Ahora, junto a este alfabeto consideramos
ciertas reglas a las cuales llamaremos la gramatica del lenguaje, este ltimo siendo
el conjunto de todas las posibles secuencias generadas por simbolos pertenecientes
al alfabeto sujetos a las reglas de la gramética. Una gramatica para los llamados
lenguajes regulares (los lenguajes son categorizados de forma jerarquica, ésta es
conocida como la jerarquia de Chomsky) se puede representar por un grafico

(lamado autémata finito) como el que vemos en la figura 7.3.3.

1

Figura 7.3.3: Automatas que definen dos graméticas, en el caso de la izquierda
tenemos un autémata con partes transientes. El autémata de la derecha es
estacionario y esta equipado con una medida de probabilidad, la gramatica de la
derecha contiene todas las secuencias tales que luego de aparecer un 0 siempre
aparece un 1.

En los autématas de la figura el nodo con un circulo representa el punto de partida,
es por esto que el de la izquierda produce secuencias transientes: una vez se sale
de la zona de inicio no puede volver (las flechas indican la direccion en que se debe
avanzar cada vez que se selecciona un camino). El automata de la derecha es el
mismo de la izquierda sin la parte transiente. Ademaés le adjuntamos una medida
de probabilidad, a partir del punto de inicio tenemos una probabilidad p de ir
al nodo b y probabilidad 1 — p de que el siguiente simbolo sea un 1 y volvamos

de inmediato al nodo a. Para ejemplificar el funcionamiento de estos autématas
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consideremos dos secuencias:

100110101000101110 (7.3.3)
101110101010101110 (7.3.4)

La primera no pudo haber sido generada por nuestro autémata dado que hay
partes en la secuencia donde aparece un 0 pero luego no aparece un 1, mientras que
si miramos la figura 7.3.3 vemos que luego de cada 0 debe venir un 1. La segunda
secuencia si fue generada por el autéomata de la figura. Un punto importante es
que varios autématas pueden describir una misma gramatica, Wolfram [11| define
la complejidad de un lenguaje como log(n), donde n es el nimero de nodos del
autoémata mas pequeno que describe su gramética. Si equipamos al autoémata
con una medida de probabilidad se puede definir otra medida conocida como la
complejidad de conjunto (Set Complexity, SC) que es analoga a la entropia de

Shannon,

SC = — Zpi log(p;) (7.3.5)

donde la suma es sobre todos los nodos “. Volviendo al autémata de la derecha en
la figura 7.3.3 notamos que las probabilidades mostradas no son las de los nodos,
sino que la probabilidad de tomar cada camino cuando estamos en un nodo. Para
obtener las probabilidades de los nodos consideremos lo siguiente: pasamos N
veces por el punto inicial, esto quiere decir que (con N lo suficientemente grande)
Np veces iremos al nodo b (anadiremos un 0 a la secuencia), y luego del nodo b
volveremos al nodo a (dado que después de un 0 debe venir un 1), mientras que de
las N veces N(1 — p) tomaremos el otro camino (anadiremos un 1 a la secuencia)
y volveremos al nodo a de inmediato. Por lo tanto estaremos Np veces en el nodo

by (1 —p)N + Np en el nodo a, luego las probabilidades de cada nodo son,

(1—p)N+Np 1 P

_ g, = 7.3.6
1-pN+Np+Np 1+p 7 Pa =977 (7:36)

pa:(

Por lo tanto la SC' esta dada por,

4Una de las ventajas de ésta definicion es que, mientras log(n) solo tiene valores finitos para
automatas finitos, la SC puede ser finita para gramaticas descritas por autématas con un
infinito nimero de nodos
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SC = —p, log(pa) — pylog(ps) = log(1 + p) — pi

. log(p) (7.3.7)

Grassberger [79] describe la SC' como la minima cantidad de informaciéon (en
promedio) sobre el pasado de una secuencia para verificar si su futuro estara
correcto. Por ejemplo consideremos una secuencia ...s; 9S;_15;Si+1..., entonces
SC' es la minima informacién sobre ...s;_5s;_15; necesaria para verificar que el
simbolo s;.1 producira una secuencia ...s;_25;_15;5;.1 permitida por la gramaética.
Notemos que en cierto sentido es una medida local, dado que la tnica informacion
que tenemos sobre el pasado es nuestra posicion actual en el grafico [59], es por
esto también que nos debemos restringir a casos estacionarios. Si la secuencia
tuviera partes transientes entonces la SC' no describiria la informaciéon media
necesaria para predecir el siguiente simbolo en cualquier posiciéon de la secuencia.
Ahora consideremos otro problema, no buscamos verificar si la secuencia obtenida
de agregar un simbolo extra estd correcta o incorrecta, sino que buscamos
la informacién necesaria sobre el pasado para realizar una prediccion dptima
del la probabilidad p(s;;1|siSi—1...) del siguiente simbolo. Es claro que ahora
necesitaremos al menos verificar si las secuencia formada es correcta, pero para
predecir de forma 6ptima necesitamos (en general) mas que esa informacion.
Esta medida es llamada la TMC' (True Measure Complezity), sin embargo no es
facilmente calculable, por esta razén Grassberger introduce la EMC' como un
limite inferior de la TMC'.
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Figura 7.3.4: Esquema de contenido de informaciéon y densidad de entropia de
una secuencia estacionaria.

Primero, es necesario introducir algunos conceptos relacionados con la entropia
de Shannon, mostrados de forma esquematica en la figura 7.3.4. Consideramos
una secuencia que inicia en un cierto valor s; (recordemos que el valor de ¢ no
es importante dado que asumimos secuencias estacionarias), consideremos dos
subsecuencias: la primera llega hasta s;. y_1 y la segunda hasta s;, n de longitud
N y N +1, respectivamente. Las entropias de bloque Hy y Hy_1 son el contenido
de informacién de cada secuencia, mientras que la densidad de entropia hy es
la informacién que nos aporta agregar un simbolo extra s;.y a la secuencia.
Grassberger define la EMC como la minima cantidad de informacion total en

cualquier tiempo para una prediccion optima,

EMC =) Nohy (7.3.8)
N
Donde dhy = hy_1 — hy. Y esta cantidad es menor que la TMC, TMC > EMC.

Puede ser reescrita como [00)],

EMC = i(hN —h) (7.3.9)

N=0
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A modo de ejemplo consideremos nuevamente la figura 7.3.1, en la tabla 7.3.1
detallamos los valores para distintas variables. Vamos a estudiarlas una a una,
primero consideramos la entropia (tanto esta como la EMC' estan calculadas
utilizando estimadores continuos utilizando el toolbox JIDT [31], estos son
presentados en la siguiente seccion). Vemos que (tal y como esperamos de su
definicion) la entropia toma su valor méximo para el ruido blanco, mientras que el
flujo turbulento esta en medio de el patréon ordenado y el ruido blanco. La razéon por
la que el patron ordenado toma un valor —oco es que en realidad pertenece a la clase
de patrones con distribuciones de probabilidad discreta P = $0(z)+ 36(z —1) y la
entropia continua de distribuciones discretas tiende a —oo. La segunda cantidad
estudiada son los bits de compresion (utilizando el algoritmo Deflate que usamos
en un ejemplo anterior). Vemos que nuevamente nos entrega informaciéon similar a
la entropia: el patron mas 'desordenado’ es el que tiene mayor valor, mientras que
el mas ordenado es el que tiene menos bits. Esto nos indica que es una medida de
orden/desorden y no de complejidad. El tiempo de descompresion (que en cierta
forma se puede asociar a la logical depth) si nos entrega un valor que esperariamos
de una medida de complejidad, asignando el mayor valor al flujo turbulento, sin
embargo vemos que es muy cercano al ruido blanco y de todos modos no es
exactamente la LD. Mientras que la EMC nos da valores que esperariamos de
una medida de complejidad: el caso turbulento tiene un valor claramente mayor

al patron desordenado y al completamente ordenado.

- Ruido blanco Turbulencia Patrén ordenado

Entropia [nats] 1.53 0.197 —00
Bits compresion [bits] 1.29 x 10% 1.27 x 108 2.7 x 103
Tiempo descompresion [s] 1.02 1.05 0.378
EMC 0.693 3.14 0

Cuadro 7.3.1: Comparacion de distintas medidas descritas anteriormente para
los 3 casos mostrados en la figura 7.3.1.

7.4. Estimadores continuos de entropia e

informaciéon mutua.

Es distinto estimar cantidades continuas como la entropia diferencial (que no es

una generalizacion directa de su version discreta, como si lo es la informacion
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mutua o la divergencia de Kullback-Lleibler [33]). La entropia (diferencial) de

Shannon esta dada por,

S = —/p(x) log p(z)dx (7.4.1)
Esta cantidad puede tomar valores negativos y no es invariante bajo cambios de
coordenadas [33]. Otra de las cantidades que estudiamos es la informacién mutua,
I(X,Y) = //p(x,y) log {M} dxdy (7.4.2)

p()p(y)

Estas cantidades ya fueron descritas en secciones anteriores. Sin embargo un tema
central es como estimarlas, existe una extensa literatura sobre esto, a continuaciéon

describimos algunos de los estimadores més conocidos y los utilizados en el trabajo.

El estimador de entropia mas simple en el que podemos pensar es simplemente

calcular las cantidades desde un histograma, como se muestra en la figura 7.4.1.

p A

e

>

Figura 7.4.1: Estimar la entropia desde un histograma de los datos es el método
més simple, también se conoce como Mazimum-likelihood estimator.

Como todos los estimadores tiene una varianza y un bias, es decir, en promedio es
menor o mayor que el resultado real. En el caso de este estimador el promedio es
menor que el valor real de la entropia, como solucién ha esto se han propuesto
correcciones. La mas utilizada es la de Miller y Madow [103],

M—1

Sc = szn+ T

N (7.4.3)
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Donde H.y Hy;, corresponden a las entropia corregida (segun Miller y Madow) y
la estimada a partir del histograma, respectivamente. La correccion depende de
M, el nimero de bins utilizados y N, la cantidad de datos. En la tabla 7.4.1 se
detallan algunos de los estimadores mas conocidos. En nuestro trabajo usamos el

estimador de Kozachenko-Leonenko (de ahora en adelante lo llamaremos KL) [7].

Estimador Expresion
MLE (Maz-likelihood) S =—> pjlogp;
Digamma S = B(N) = (1) + ¥hy > log(zis)

Kozachenko-Leonenko S = ¢(N) — ¢(k) +logcq + 4 > log(e;)

Cuadro 7.4.1: Estimadores de entropia méas utilizados. El estimador digamma (¢
es la funcion digamma) y el de Kozachenko-Leonenko son estimadores continuos.

Detalles sobre la derivacion de la aproximacion de KL pueden ser encontrados en
la literatura |40, 70]. Para nuestros propoésitos solo explicaremos que significan los

términos en la ecuacion,

Sk =vY(N) — (k) +logcq + % Z log(€;) (7.4.4)

El punto crucial en este estimador es ver a la entropia como un valor medio del

logaritmo de la densidad, H = —(log p(x)). Entonces la podemos aproximar como,

p(zi)

S~ %ilog ( ! ) (7.4.5)

Por lo tanto se cambia el problema de estimar directamente la entropia a estimar
los valores de la densidad p(x;). Para esto el método considera los 'k vecinos més
cercanos’ (k-nn) de un punto x; segin alguna distancia (usualmente se utiliza
la norma infinito o la euclideana). La probabilidad de que haya un punto a una
distancia €/2 de x; y al mismo tiempo k — 1 puntos a una distancia menor es
pr(€)de (ver figura 7.4.2).
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k-nn

Figura 7.4.2: Esquema de como determinar k-esimo vecino mas cercano. En este
caso k = 4.

A partir de la probabilidad py(e) se puede calcular la 'masa de probabilidad’ P;(e)
(es decir, la probabilidad integrada sobre una regién del espacio) de una esfera
de radio €/2 centrada en un punto z;. Esta probabilidad esta relacionada con
la densidad si asumimos que la ultima esté distribuida uniformemente sobre la

esfera,

Pi(€) = cac®p(;) (7.4.6)

donde ¢, es el volumen de una esfera d-dimensional unitaria (depende de la norma

utilizada). Finalmente se puede escribir la aproximacion de la densidad p(x;) como,

log p(z;) = (k) —n — d{loge) — log ¢y (7.4.7)

Donde (loge) es el promedio sobre la densidad pi(€), por lo que finalmente,

promediando log p(x;) sobre todos los datos llegamos a la expresion 7.4.4.

La ventaja del estimador KL es que puede ser aplicado en dimensiones mas
altas, esto permite calcular la informaciéon mutua a partir de una metodologia
similar. Esto es lo que hicieron Kraskov, Stégbauer y Grassberger con su estimador

de informacién mutua (que de ahora en adelante llamaremos estimador KSG).
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Consideremos ahora un espacio de 2 variables aleatorias (X,Y") con puntos (z;, y;).
Estos propusieron dos métodos basados en k-nn al igual que el estimador de

entropia KL. La norma utilizada es la norma infinito,

d(zi, zj) = max {x; — x;,y; — y; } (7.4.8)

basado en esta norma se define como €(i)/2 la distancia entre el punto estudiado
y su k-esimo vecino mas cercano, esto es mostrado en la figura 7.4.3 a). Una vez
definida esta distancia (notar que, usando la notacion de la figura, € = maz {e,, €, })
contamos los puntos n,, n, cuyas coordenadas z; e y;, respectivamente, estan a

una distancia menor que €/2 de x; e y; (lo cual también es mostrado en la figura
7.4.3 a).

a) b)
[ ] [}
[ ([ ] | J
;- | ol A
&, .zz. \‘nyizl P ‘ &,

*- n, =4 4 i Y

[ ] | L

[ ] [ ]
81. \ & X

Figura 7.4.3: Esquema de algoritmos KSG. En la figura a) vemos el primer
algoritmo para k& = 3. En la figura b) se muestra esqueméaticamente el
funcionamiento del segundo algoritmo, en este caso también k = 3.

Finalmente, notando que estas cantidades fluctiian con 7, por lo tanto se pueden

promediar, la aproximacion de la informacién mutua es,

I(X,Y)=y(N)+ k) — (W(ng + 1) +(n, + 1)) (7.4.9)

este es el "primer’ algoritmo KSG. En el segundo se sigue un procedimiento similar
pero el conteo de n, y n, es distinto. Para cada uno se cuentan las coordenadas
tales que x; — x; < €,/2 y €,/2, respectivamente, como se muestra en la figura

7.4.3. Es decir, la diferencia es que en el primer algoritmo se utiliza una malla
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cuadrada y en el segundo una malla rectangular. En este ultimo caso la informacion

mutua esté dada por,

[(X,Y) ~ (k) + B(N) — % (e + 1) + b(ny + 1) (7.4.10)
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Capitulo 8

Analisis de Flujos Turbulentos

8.1. Metodologia aplicada a flujos turbulentos

Al aplicar las herramientas presentadas en las secciones anteriores al anélisis de
flujos turbulentos debemos establecer qué cantidades queremos estudiar, como
hemos visto, los flujos turbulentos se caracterizan por extenderse a través de un
rango de escalas, por lo que es logico analizar una cantidad que nos permita
diferenciar entre las distintas escalas. Es por esto que estudiamos las diferencias
de velocidad a un cierta distancia du, = u(z +r) —u(z) o diferencias de velocidad
temporales du, = u(t + 7) — u(t), dependiendo del caso. En general, el campo
de velocidades instantaneo depende de la posiciéon y el tiempo, sin embargo,
dependiendo de las simetrias del flujo sus momentos estadisticos pueden perder
éstas dependencias (aunque si estudiamos estadisticas de mas de un punto si
existe una dependencia en las diferencias temporales y de posicion, como vimos
en capitulos anteriores). La entropia (diferencial) de las diferencias de velocidad

longitudinales es,

S(ou,) = —/p(éur)logp(éur)dém (8.1.1)

mientras que dadas dos distancias r; y rs (o tiempos, si estudiamos diferencias

temporales), la informacion mutua entre estas diferencias de velocidad es,

p(Our,, duy,)
p(6ur, ) p(duy,)

I(0uy,, ou,,) = /p(éurl,(SurQ)log dou,, dou,, (8.1.2)
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También estudiaremos el comportamiento de la informacién mutua en el espacio
de Fourier. Para esto consideramos la velocidad filtrada en dos conjuntos disjuntos

(en el espacio de Fourier), u,,

YUy,

donde

Up< (x) = /Ow w(w)e “dw  uys (7) = /000 u(w)e™ ™ dw (8.1.3)

por lo tanto u, . representara las escalas ’lentas’ y u,~ las escalas 'rapidas’. Para
el calculo de estas cantidades utilizaremos el toolboz JIDT [31]. Un esquema de
la informacién mutua entre escalas es mostrado en la figura 8.1.1. donde n y
m representan las distintas escalas. Para una escala dada, podemos calcular su

informaciéon mutua con todas las escalas sobra y bajo esa escala.

| mm

Figura 8.1.1: Esquema de anélisis de informacion mutua entre escalas.

Otra cantidad que deseamos estudiar es la complejidad, para esto se han propuesto
diferentes medidas. En este caso estudiaremos una generalizaciéon continua de la
EMC propuesta por Grassberger (presentada en el capitulo anterior) [59], esta
también es conocida como informacion predictiva o exceso de entropia [17]. Segin
su implementacion en el toolbox JIDT (Java Information Dynamics Toolkit) [4/]

estd dada en términos de la informacién mutua por,

Co(x) = 1(x 2™ (8.1.4)
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Donde 2% = {Zn i1, Tnoms s Tn }y T = {2011, Tnio, o, Tnym - El valor de k
es conocido como la embedding dimension [120], ademas notemos que si el proceso
es estacionario entonces la ecuaciéon 8.1.4 es independiente de n. Vemos que la
cantidad C' es basicamente la informaciéon que contiene el pasado sobre el futuro
(en una ventana de tamano m), es de esperar que sea creciente y se sature luego
de un valor m,,,, o diverja [17]. Para determinar la minima embedding dimension
necesaria en una serie de tiempo se han propuesto diferentes métodos como el
de singular value decomposition |93] o false nearest neighbors [1]. En este caso

usamos el método de Cao [21].

Todas las cantidades las calcularemos en su forma continua y estaran medidas
en nats (es decir, se utiliza el logaritmo natural). Para la informacién mutua y la
complejidad C' utilizaremos el estimador de Kraskov-Stogbauer-Grassberger (KSG)
[70], para la entropia el estimador de Kozachenko [7]. Ambos son estimadores
nearest neighbour, el valor de k (cantidad de vecinos cercanos considerados por el

algoritmo) utilizado es 4, como se ha usado anteriormente [53].

8.2. Entropia en teoria K41

Antes de proceder al anélisis de los resultados numéricos consideremos la teoria
K41, segtun esta la similaridad estadistica en el rango inercial implica la siguiente

relacion,

p(Susr) = (Erl)l o ( (Gf)“l /3) (8.2.1)

Esto puede ser modelado como un proceso monofractal con exponente de Holder

h =1/3. En general un proceso monofractal satisface la siguiente relacion [55],

(o) = (%) o (%) 0] (522

Donde p,, representa la distribucion en una escala ry. Si calculamos la entropia

de este proceso obtenemos,
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60 == [ (%) o | (%)t (%) o | (%2) 0] | 0 (5.2
= ()" fon [ o] [ () ] 5 624
_ (%)h / Dre [(%)hau] log [p {(%)h(suH do,u (8.2.5)

(8.2.6)

: . : . . h
Para la primera integral realizamos un cambio de variables z = (770) 0,u lo cual
elimina el factor (’”70) en frente y aplicando la condiciéon de normalizacion de la

funcion de densidad llegamos al siguiente resultado,

o) = ~tiog () = ()" [ {(%2) deuf 0z o | (%) 6] a5
(8.2.7)
— hlog (%‘)) + S (8.2.8)

Donde Sy es la entropia de la distribucién de probabilidad en una escala 5. Una
hipotesis aproximada podria ser una distribuciéon gaussiana de la velocidad en las
grandes escalas (que es cercano a lo observado experimentalmente). Sin embargo,
mas que el valor exacto de la entropia lo importante es el valor de la pendiente,
dado que es lo que compararemos con los resultados numeéricos, en el caso de la
teoria K41 tenemos un exponente h = 1/3 y por lo tanto la pendiente logaritmica

en el rango inercial (si la teorfa fuera correcta) deberfa ser esa.
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8.3. Datos utilizados

Los datos utilizados son obtenidos de la base de datos de la John Hopkins
University, JHUTDB (John Hopkins University Turbulence Database) [33]. Todos
los flujos que estudiamos son (estadisticamente) estacionarios. En la tabla 8.3.1
se detallan los principales parametros de cada simulacion y en la figura 8.3.1
se muestran snapshots y caracteristicas de cada flujo. En cuanto a la cantidad
de datos, para las simulaciones HIT [150, | se usan secuencias espaciales
orientadas en el eje x cuya longitud es el tamano N, de cada simulacion (ver
tabla 8.3.1). Para cada secuencia se determinan las cantidades estudiadas y luego
se promedian. El nimero de secuencias es 2'7, 10 x 2!2 y 6 x 23 para los casos
HIT1, HIT2 y HIT3, respectivamente.

Datos  Re N, x N, x N, Azt Ayt AzT

HIT1 433 1024x1024x1024 2.191 2.191 2.191
HIT2 611 4096x4096x4096 1.108 1.108 1.108
HIT3 1300 8192x8192x8192 1.539 1.539 1.539
TBL - 4097x257x2049  11.9 0.124 4.07
CF 5200 1024x1536x7680 12.7 0.498 6.4

Cuadro 8.3.1: Datos de las distintas simulaciones. HIT: Turbulencia homogénea
- is6tropa, TBL: Capa limite transicional, CF: Flujo de canal. Para cada una de
las simulaciones se especifica el nimero de Reynolds (Re), la discretizacion del
dominio (N, x N, x N,), y las escalas resueltas de forma adimensional. Respecto
al nimero de Reynolds, no se especifica para la simulacion TBL dado que este
varia en el dominio, en los casos HIT corresponde a Re) (basado en la escala
de Taylor) y para el caso CF es Re, (basado en las escalas viscosas). Ademaés
notamos que las escalas adimensionales senaladas corresponden a unidades de
pared, en el caso de los flujos con paredes (TBL y CF). En los casos HIT las
escalas se adimensionalizan dividiéndolas por la longitud de Kolmogorov 7.
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Figura 8.3.1: Esquema de los 3 flujos que se estudian. El color rojo indica una
condicion de borde periddica, el color plomo indica las zonas donde hay paredes
(no-slip boundary condition). a) Flujo HIT, esquema del dominio computacional a
la izquierda, snapshots del flujo en la derecha y dimensiones del dominio. b) Flujo
de canal, la flecha indica la direcciéon del flujo, en la parte superior se muestra el
dominio (dos paredes, arriba y abajo), en la figura inferior se muestran snapshots
del flujo. ¢) Capa limite transicional, en la parte superior se muestra el dominio,
en el cuadro rojo se muestra la geometria del inicio de la placa. La figura inferior
izquierda es un corte transversal, donde se puede apreciar la capa limite (zona
cercana a la pared) y en la figura inferior derecha se muestran snapshots 3D del
flujo.

La siguiente simulacion estudiada corresponde a una capa limite transicional (TBL,
c) en figura 8.3.1). Estudiamos series de tiempo, cada una consiste de 4701 datos

con una separacion temporal At = 0.25L/U,, (lo suficientemente pequena para
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que la simulacion sea considerada bien resuelta [41]). Se estudian 4 distancias de la
pared (dentro de la capa limite) detalladas en la figura 8.3.2 y el rango estudiado
en el eje x corresponde a x € [30.2185,653.21] L, sin embargo no analizamos todos
los puntos resueltos, consideramos 73 puntos con una separacion Az, = 3.705L
(equivalente a 25 puntos en la resolucion de la simulacion), y para cada una de las
posiciones consideramos 400 puntos en el eje z. Las cantidades son determinadas

para cada serie de tiempo y promediadas sobre z.

a)

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Figura 8.3.2: a) Distribucién espacial de la componente z de la velocidad media,
(U). La linea negra indica el espesor de la capa limite, considerado como la
posicion vertical donde la velocidad alcanza un 99 % de la velocidad del flujo
externo U,,. El interior del contorno rojo es la region donde (V) < 0, esto es
un indicador de la zona transicional. b) Acercamiento de la zona estudiada, las
lineas horizontales segmentadas representan las alturas en las que se analiza el
flujo, La primera no es mostrada dado que corresponde al primer punto de la
simulacion, en orden ascendente las alturas son y/L = 0.00360 (primera altura de
la simulacion), y/L = 0.00746 (linea segmentada roja), y/L = 0.348 y y/L = 0.620
(lineas segmentadas negras).

El dltimo caso estudiado es un flujo de canal (CF en tabla 8.3.1, b en figura
8.3.1). Estudiamos secuencias espaciales de 4096 puntos orientados en el eje x
(direccion del flujo), las cantidades son calculadas para cada una de estas y luego
promediadas sobre 2'2? secuencias en la direccion z del flujo. En la direccién normal
a la pared estudiamos los 270 puntos de la simulaciéon méas cercanos a la pared,

correspondiente a un rango y* € [0.0711, 835.55].

Las tres simulaciones HIT son realizadas con los mismos métodos numéricos,
distintos son los flujos en que existen paredes. A continuacion entregamos detalles

sobre métodos utilizados en las simulaciones.
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8.4.

» Simulacion HIT: en los tres casos se utiliza un método pseudo-espectral

junto al método Runge-Kutta de segundo orden para la integraciéon temporal
[150]. El forzamiento es tal que la energia de los nimeros de onda k < 2 se

mantiene constante [10].

Simulacion TBL: en este caso se utiliza el método de Euler implicito para
integrar la presion, el método de Adam-Bashforth explicito para el término
no-lineal y el método implicito de Crank-Nicholson para el término viscoso
[2]. La turbulencia es forzada por el flujo libre, el cual posee una intensidad

turbulenta de 3% en la entrada del dominio.

Simulacién CF: debido a las simetrias del problema se utiliza un método
pseudo-espectral en la direccion transversal y en la direccién normal se utiliza
el B-Spline collocation method. Para la integracion temporal se utiliza un
método de Runge-Kutta de tercer orden. En este caso se mantiene un flujo

medio en la direcciéon principal aplicando un gradiente de presion uniforme.

Resultados

Comenzamos presentado los resultados de las simulaciones HIT, en la figura

8.4.1 se muestran las distribuciones de entropia en funciéon de la escala espacial.

representada por las diferencias de velocidad a una distancia r (en el grafico

normalizada por la escala integral L asociada a cada caso). Se observa un

comportamiento de la forma S = Cglog(r/L) 4 b en el rango inercial (que en el

grafico se ve lineal, notar que la escala r/L es logaritmica), y una disminucion de

la entropia en el rango disipativo. Este comportamiento de la entropia esté acorde

con resultados obtenidos anteriormente a partir de datos experimentales [55].
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Figura 8.4.1: Entropia de Shannon de las diferencias de velocidad a distancia
r/L para los 3 casos detallados en la figura. La linea punteada negra corresponde
a la prediccion de la teorfa de Kolmogorov, S ~ $log(r/L) [55] .

En la figura 8.4.2 se observa la informacién mutua entre la velocidad u y las
diferencias de velocidad du,, la cual podemos considerar como una medida de
correlacion entre las escalas integrales del sistema y la escala r. Otra vez observamos
una disminuciéon logaritmica en el rango inercial, hasta alcanzar valores cercanos a
0 en escalas del orden de la escala de Kolmogorov. Las pendientes (aproximaciones
logaritmicas en el rango inercial) son mostradas en la tabla 8.4.1 para la entropia,

la informaciéon mutua y la entropia en el espacio de Fourier.
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Figura 8.4.2: Informaciéon mitua entre la velocidad (representando las grandes

escalas) y las diferencias de velocidad a la distancia /L. La recta punteada negra
corresponde a I ~ 0.245log(r/L).

En la figura 8.4.3 se muestran las distribuciones de entropia en el espacio de
Fourier, en este caso se determinan para dos velocidades filtradas (por sobre y por
bajo un cierto niimero de onda k). Notamos que en el caso de la entropia de las
escalas grandes se alcanza rapidamente un valor constante, mientras que en el caso
de las escalas pequenas esta disminuye de forma lineal en el rango inercial (lineal
vs el logaritmo de k) y luego disminuye méas rapidamente en la zona disipativa,
nuevamente el comportamiento esta bien marcado entre las diferentes escalas.
Ademés, se observa claramente como se extiende el rango inercial con el aumento

del niimero de Reynolds.
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Figura 8.4.3: Entropia de Shannon en el espacio de Fourier. a) Entropia de escalas
‘grandes’ (velocidad filtrada wug-). b) Entropia de escalas ’grandes’ (velocidad
filtrada wuy~). La linea segmentada negra en la imagen b) corresponde a una
pendiente de —0.45 (notar que el eje k esta en escala logaritmica).

En la figura 8.4.4 se muestra la distribucién de informaciéon mutua entre las escalas
filtradas en el espacio de Fourier. El comportamiento es claramente distinto del
observado en la figura 8.4.2 (no se observa el comportamiento lineal de forma tan
marcada), es interesante notar que no se observa de forma marcada como en las
otras figuras el rango inercial. Sin embargo, nuevamente vemos valores mayores

para la simulacion de Rey = 611 en comparacion a la de Rey = 1300.
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Figura 8.4.4: Informacién mutua entre la componente de la velocidad w filtrada
a una escala k, up. y up~. Casos HIT.

- Rey =433 Rey =611 Rey = 1300

S 0.342 0.343 0.361
I(u,6u,)  0.239 0.246 0.235
S(ups ) —0.444  —0.462 —0.451

Cuadro 8.4.1: Pendientes de las aproximaciones S ~ Cglog(r/L) y I ~
Crlog(r/L) en el rango inercial. Los valores mostrados en la tabla corresponden a
OS y C I-

Luego de estudiar el caso HIT centramos nuestro interés en la simulacién TBL.
En este caso estudiamos las estadisticas temporales, por lo que las diferencias de
velocidad son tomadas en el tiempo du,, = u(t + n7) — u(t) donde 7 es el tiempo
minimo de la simulacién.

La entropia diferencial en la direccion del flujo es mostrada en la figura 8.4.5,
vemos un claro aumento de la entropia durante la zona transicional para todas
las distancias de la pared estudiadas, de la misma forma se ve un aumento de la

entropia a medida que nos alejamos de la pared.
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Figura 8.4.5: Distribucion de entropia del campo de velocidad en la direccion
del flujo para el caso TBL. Las lineas punteadas marcan el inicio y final de la zona
de transicion. El resultado es presentado para distintas distancias de la pared
detalladas en la figura.

El siguiente resultado corresponde a la informacion mutua entre las escalas
pequenas del flujo (figura 8.4.6), estas son representadas por las diferencias de
velocidad duy = u(t +7) —u(t) y dus = u(t + 27) — u(t). Observamos un aumento
de la informaciéon mutua hasta alcanzar un peak cerca de la transicion. Durante

la transicion disminuye hasta alcanzar un minimo al inicio de la zona turbulenta.
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Figura 8.4.6: Distribucion de informacion mutua (du,, du,,) a lo largo del eje
entre las pequenas escalas n = 1 y m = 2. Las curvas corresponden a distintas
distancias de la pared detalladas en la figura. Caso TBL.

Si consideramos la informacién mutua como una medida de correlacién una
pregunta logica es como se compara con la correlacion lineal. Esto es lo mostrado
en la figura 8.4.7 para una distancia de la pared fija y/L = 0.348. Las curvas
muestran la informacion mutua (izquierda) entre la velocidad u y la diferencia de
velocidad a distintas escalas temporales n7. La correlacion entre la velocidad y
las escalas es mostrada en la derecha, notemos que no esta normalizada por las
desviaciones estandar. También se muestran en las figuras las distribuciones de
informacion mutua y correlacion en el plano x — n (posicion vs escala n7). Vemos
como la informaciéon mutua alcanza un maximo antes de la transicion, mientras
que la correlacion (entre las mismas cantidades) también alcanza un méximo, pero

es antes de la zona turbulenta.
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Figura 8.4.7: a) Informaciéon mutua entre la componente principal del flujo u
y las diferencias de velocidad a diferentes escalas, du,. En la esquina superior se
muestra la distribucion en el plano 2 — n. b) Correlacion entra la velocidad en la
direccion del flujo u y las diferencias de velocidad, du,. En la esquina superior
se muestra la distribuciéon en el plano x — n. En ambos casos estudiamos una
distancia fija desde la pared y/L = 0.348.

En la figura 8.4.8 se muestra la informacién mutua completamente resuelta, con
esto queremos decir que la determinamos para todas las diferencias de velocidad en
un rango n,m € [1,500]. Los puntos para los cuales se determiné corresponden a
las diferentes zonas del flujo (debido al costo computacional solo la determinamos
en 4 puntos): primero en la zona laminar, el segundo punto corresponde a la zona
donde observamos que la informacion mutua I(u, duyg) era maxima (ver figura
8.4.7), el tercero es dentro de la zona de transicion y finalmente el dltimo punto
es en la zona de flujo completamente turbulento. Podemos ver (como ya vimos en
resultados anteriores) un aumento en la informacion mutua entre las escalas, sin
embargo este aumento es principalmente para las escalas grandes del flujo, esto es
seguido de una disminucién de la informaciéon mutua durante la transiciéon y en la
zona turbulenta vemos el pequeno un rapido decaimiento, el cual es similar en

todo el rango de escalas).
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Figura 8.4.8: Informacion mutua entre todas las escalas en el rango m, n € [1, 500].
a) Zona laminar. b) Comienzo de zona transicional. ¢) Zona transicional. d) Zona
turbulenta. En todos los casos estudiamos una distancia fija desde la pared
y/L = 0.348.

Otra forma de estudiar las diferentes escalas del flujo es realizando un filtro en el
espacio de Fourier. En la figura 8.4.9 se muestra la informaciéon mutua entre la
velocidad filtrada a una frecuencia w (filtrada segin ecuacion 8.1.3). De forma
similar a los analisis anteriores vemos que se alcanza un maximo en la zona cercana
al comienzo de la transicion, donde las escalas lentas (bajo w) poseen una mayor
informaciéon mutua en comparacion a la zona turbulenta y la laminar. Ademas
observamos que en la zona turbulenta se alcanza un minimo, donde los valores

son menores incluso que en la zona laminar.
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Figura 8.4.9: Informacion mutua para el caso TBL en el espacio de Fourier.
a) Informacion mutua como una funcion de la posicion z/L y la frecuencia w.
b) Informacién mutua como una funciéon de la frecuencia para las posiciones

indicadas.

Ahora estudiamos la complejidad C' definida segtn la ecuacion 8.1.4. Como se

ve en la figura 8.4.10, la complejidad alcanza un maximo en la zona cercana al

comienzo de la transiciéon, y su comportamiento es similar al de la informaciéon

mutua entre las escalas sin embargo su variacion entre las diferentes distancias de

la pared es menor, al comparar la zona turbulenta en distintas distancias de la

pared.
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Figura 8.4.10: Medida de complejidad en el eje x a distintas distancias de la
pared. La embedding dimension es m = 12, obtenida a partire del anélisis de Cao.

Para comprender mejor el comportamiento con la distancia de la pared en la zona

turbulenta analizamos el flujo de canal (CF en tabla 8.3.1), este es completamente

turbulento y sus cantidades dependen solo de la distancia de la pared. Como

observamos en la figura 8.4.11, la entropia alcanza un maximo en y* = 10, mientras

que la informacion mutua y C' alcanzan un maximo en y* = 3, seguido de un

minimo en y* & 80 para la informacién mutua y y* = 40 para la complejidad. Las

distintas capas mostradas en la figura fueron identificadas a partir del perfil de

velocidad de la simulacion: viscous sublayer y* € [0.1, 5], buffer layer y+ € [5, 200]

y la log-law region corresponde a valores de y™ mayores a 200 (hasta y* ~ 830).
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Figura 8.4.11: Perfiles verticales de las cantidades estudiadas. a) Entropia del
campo de velocidad. b) Informacién mutua, el perfil mostrado corresponde a
r = 400Az". ¢) Complejidad, la Embedding dimension utilizada en el caso de
la complejidad es de m = 15, obtenida a partir del analisis de Cao. El grafico
se divide en tres capas, éstas se identifican segin el perfil de velocidad de la
simulacion [42].



120 Capitulo 9. Analisis de Resultados

Capitulo 9

Analisis de Resultados

9.1. Analisis de resultados

Comenzamos por el estudio de los casos HIT, nuestros resultados para la entropia
(figura 8.4.1) coinciden con estudios previos por Granero-Belinchén [58]. La
entropia en el rango inercial estd caracterizada por una regiéon logaritmica
(S = Cglog(r/L) + b). Las pendientes obtenidas en nuestros resultados son
mostradas en la tabla 8.4.1. Se observan pequenas desviaciones del resultado
esperado por la teoria de Kolmorogov [55], @ = p = 1/3. En la tabla 8.4.1
también se muestran los resultados para la informacion mutua de la figura 8.4.2.
Observamos nuevamente un comportamiento logaritmico en el rango inercial, sin
embargo a diferencia de la entropia, notamos una disminucién de la informacion
mutua entre Rey = 611 y Re, = 1300. También se observa que la informaciéon
mutua disminuye a través de las escalas, es decir, se pierde informacion sobre
la gran escala del flujo. Esto es esperable debido a que existe una separacion
de escalas, sin embargo la pregunta es si las escalas mas pequenas del sistema
siguen conteniendo informacion sobre las escalas grandes. Para intentar responder
esta pregunta es més tutil estudiar la figura 8.4.4 dado que analizamos conjuntos
disjuntos en el espacio de Fourier, y al observarla parece que luego de alcanzado
el rango disipativo la informacién mutua se estabiliza en un valor cercano a
cero. Consideramos instructivo tener una discusion sobre la universalidad de las
pequenas escalas en vista de estos resultados. Para esto debemos tener en cuenta
que la universalidad se produce debido a que a medida que avanzamos hacia

las escalas mas pequenas, el sistema olvida informaciéon sobre las caracteristicas
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del forzamiento a gran escala. La investigacion de Tanogami y Araki [127]
pareciera, a primera vista, ser contradictoria con la universalidad debido a que
el learning rate exhibe una cascada de informacion directa: como puede haber
un flujo de informaciéon hacia las escalas pequenas y al mismo tiempo existir
universalidad? Segin Ryo Araki (comunicaciéon personal) no son fenémenos
contradictorios, explicando que esta transmision de informaciéon puede traducirse
en la pequena escala en fenémenos que han sido observados en flujos turbulentos
como la sincronizacion cadtica [77]. Creemos que para que se cumpla lo anterior
es necesaria una componente extra: la transmision de informacion debe ser local.
Si la transmision de informacion es local entonces las escalas pequenas pueden
contener informaciéon sobre las escalas mas grandes, pero solo sobre las escalas
adyacentes. Por esto consideramos importante realizar més estudios en esta
direccién e investigar la localidad de la transmision de informacién en la cascada
turbulenta, poniendo especial énfasis en las interacciones triddicas, que pueden

ser una fuente de no-localidad.

En la figura 8.4.3 descomponemos el sistema en el espacio de Fourier y calculamos
las respectivas entropias. Notamos dos comportamientos interesantes: primero, en
8.4.3 b) vemos como la entropia de las escalas pequenas disminuye en el rango
inercial con una forma S(ux~) ~ clog(k) y luego disminuye mas rapido en las
escalas disipativas. Esto apunta nuevamente en la misma direcciéon de la figura
8.4.1: las escalas mas pequenas son las mas ’organizadas’ del sistema y por lo
tanto las mas predecibles a la hora de modelarlas. Otro resultado interesante en
la figura 8.4.3 a) corresponde a cuénto le toma alcanzar un valor constante a
la entropia a medida que le agregamos escalas méas y mas pequenas al sistema.
Para poder ver de mejor forma esto graficamos los datos de la entropia de una
manera distinta en la figura 9.1.1. Lo interesante de éste resultado es lo siguiente:
al aumentar las escalas del sistema (agregandole escalas més pequenas) la entropia
aumentar su valor y el grafico de la figura 9.1.1 se acerca a cero, sin embargo
este valor se satura en las escalas mas pequenas pero luego del rango inercial. Es
decir, agregar escalas al sistema aumenta su informacion (incertidumbre) pero solo
hasta cierto valor, las escalas del rango inercial también aumentan la informacion
del sistema. Este comportamiento es similar a la medida de intermitencia basada

en la divergencia de Kullback-Leibler propuesta por Granero-Belinchon [78], sin
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embargo su interpretacion es distinta (la medida de granero Belinchon corresponde
a una distancia de la gaussianidad que se acerca a cero en las escalas mas grandes)
y no debemos recurrir a una cantidad externa al sistema para medir estos efectos,

sin embargo también parece ser un indicador de la intermitencia del rango inercial.

. —8— Re, = 433
i —f— Re, = 611
i —f— Re, = 1300

Figura 9.1.1: Diferencia entre el valor maximo de la entropia S(ug<) y su
distribucion.

Luego de estudiar el caso HIT nos preguntamos como varian estas cantidades en la
transicion, comenzando por la entropia mostrada en la figura 8.4.5. Notamos que
independiente de la distancia de la pared, se produce un aumento de la entropia
en la zona de transicion (region entre las lineas segmentadas negras en la figura),
este resultado es de esperar si consideramos a la entropia como una medida del
desorden del sistema |00, 16]. Tiene sentido que cerca de la pared sea menor:
debido a la condicién de borde esperamos que las escalas mas pequenas del sistema,
donde la mayor parte de la disipaciéon ocurre, estén cerca de la pared y de la

misma forma que en el caso HIT vemos que estan asociadas a una entropia menor.

En la figura 8.4.6 estudiamos la informacién mutua entre las diferencias de

velocidad temporales. Notamos el siguiente comportamiento: en todas las distancias
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de la pared se alcanza un méaximo cerca de la zona de transiciéon. Este
comportamiento de la informacién mutua ha sido observado en otros sistemas como
el modelo de Ising o el de Vikseck [111, 110]. Este es un comportamiento similar
al observado en autématas celulares en el estudio de Langton 'Computation at the
edge of chaos’ [79]. Existen algunas similitudes y diferencias con el comportamiento

observado por Langton:

= En los autéomatas se observa que la informaciéon mutua alcanza un maximo
para valores intermedios de la entropfa. En la capa limite transicional la
informacion mutua méaxima es alcanzada al comienzo dela zona de transicion,

donde la entropia alcanza un minimo, al observar las figuras 8.4.5 y 8.4.6.

= De forma similar a los autéomatas celulares, observamos que la aparicion de
puntos turbulentos disminuye la informaciéon mutua y aumenta la entropia
durante la transicion a la turbulencia. En el trabajo de Langton esto
corresponde a la aparicion de transientes muy largos cerca y luego de

la transicion.

También estudiamos la informaciéon mutua entre las escalas en el espacio de
Fourier, esto se muestra en la figura 8.4.9. Nuevamente observamos un méaximo en
la informacién mutua cercano al inicio de la zona de transicion, estos resultados
son obtenidos para una distancia de la pared y/L = 0.348 y confirman lo
observado en la figura 8.4.6. Otro aspecto interesante de estos resultados es que el
aumento en la informaciéon mutua durante la transicion se produce principalmente
en las escalas grandes o ’lentas’ del sistema. Este comportamiento se puede
observar en més detalle en la figura 8.4.8, donde se muestra la informaciéon mutua
entre todas las escalas para ciertos puntos caracteristicos. Vemos que entre la zona
laminar y la zona transicional se produce un aumento de la informacién mutua
entre las escalas: existe un mayor contenido de informacioén en las correlaciones
del sistema antes de la transicion, sin embargo este aumento es principalmente en
las escalas més grandes. La zona de transicion (8.4.8c) estd caracterizada por una
disminucién de la informacién mutua con el aumento de la fraccién turbulenta
del sistema, hasta alcanzar la zona completamente turbulenta (8.4.8d). Vemos
que el flujo completamente turbulento posee una informaciéon mutua que decae
mas rapido que en la zona laminar, esto es un indicador de la localidad de las
interacciones en la zona turbulenta. Ademas, notamos como esta disminucién de

la informacién mutua es similar en todas las escalas, comportamiento diferente
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al que se observa en la zona transicional (como mencionamos en ese caso el
aumento es principalmente en las escalas grandes). Esto se puede interpretar
en el contexto propuesto por Shavit y Falkovich [122]: la direccion en que
aumenta la informacién mutua es un indicador de la direccién en que crecen
las interacciones del sistema y finalmente del desarrollo de la cascada. En la
capa limite transicional observamos un aumento de la informacién mutua en
las grandes escalas. Esto puede indicar que las interacciones que producen la
transicion son entre estructuras de gran escala, esto no es en contradiccion con
la transicion en explicada por las interaccion de las ondas de Tollmien-Slichting
[31]. En términos de la teoria de estabilidad hidrodinamica, la zona que podemos
analizar en la capa limite turbulenta corresponde a la zona donde se amplifican las
perturbaciones. Podemos notar que esta zona de amplificacion esta caracterizada
por un aumento de la informaciéon mutua, mientras que la entropia del sistema
permanece aproximadamente constante hasta el inicio de la zona de transicion.
Un trabajo pendiente es investigar la informacién mutua entre modos especificos
durante la transicion y ver se relaciona esto con las inestabilidades que generan la

transicion (modos inestables mostrados en la figura 6.2.1).

Hemos estudiado la entropia y la informaciéon mutua, ambas cantidades han
sido propuestas en algin momento como medidas de complejidad |13, 60]. Como
hemos explicado en capitulos anteriores, la entropia es una medida del desorden
del sistema y la informaciéon mutua es una medida de la correlacion, aunque es de
esperar que esta ultima este asociada con la complejidad. De hecho la medida
de complejidad que utilizamos (ecuaciéon 8.1.4) esta basada en la informacion
mutua. En la figura 8.4.10 se muestra la distribucién de esta cantidad. Esperamos
que alcance un maximo en la transicion: la complejidad deberia alcanzar un
méaximo entre el estado ordenado y el desordenado [12] (tal como ocurre con la
EMC en el punto de Feigenbaum [59]). Esto es justamente lo que observamos,
si bien el resultado es muy parecido al de la informaciéon mutua entre escalas.
Notamos que el comportamiento de la complejidad C' es similar en todas las
distancias de la pared estudiadas en el caso de la capa limite (a diferencia del
resultado obtenido en la figura 8.4.6). Para estudiar mejor el comportamiento
de estas cantidades en un flujo completamente turbulento las aplicamos a la

simulacion de un flujo de canal. Los resultados son mostrados en la figura 8.4.11.
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Se observa que los perfiles estan caracterizado por una serie de minimos y
maximos, que en el caso de la complejidad y la informaciéon mutua son alcanzados
en aproximadamente las mismas distancias de la pared. La figura esta dividida
en tres regiones segin el comportamiento del perfil de velocidad, en particular
notamos que el primer maximo para las tres cantidades es alcanzado cerca del fin
de la zona linear del perfil de velocidad (viscous sublayer), también vemos que el

la complejidad muestra un comportamiento logaritmico en la log-law region de la
forma C'(y™) = 0.6191og(y™) — 0.891.

Es interesante comparar los resultados de la medida de complejidad con los
obtenidos por Tao y Wu [128]. En su investigacion notan que la disminucion de
la complejidad esta asociada a una disminucién de los esfuerzos de Reynolds
en un flujo turbulento tras un cilindro. Un comportamiento distinto es el que
ocurre en la capa limite transicional y el flujo de canal: en ambos casos el valor
absoluto del esfuerzo de Reynolds aumenta con la complejidad. En el caso del
flujo de canal en la zona logaritmica esto puede estar asociado a la presencia
de estructuras conocidas como detached eddies: vortices de una escala que

alcanza la pared, segin la dettached eddie hypothesis propuesta por Townsend [131].

Finalmente, algunos comentarios extra sobre el enfoque hacia el futuro de nuestro
trabajo y las dudas que siguen presentes segin los resultados y analisis anteriores.
Es sabido que en el espacio de Fourier la no-linealidad de las ecuaciones de Navier-
Stokes se traduce en interacciones entre triadas de modos [75]. Estas interacciones
han sido ampliamente estudiadas y se ha observado que la transferencia de energia
es principalmente local en el rango inercial, sin embargo existen interacciones
de largo rango [3, 22]. Por lo tanto, si pensamos el problema en términos de la
teoria de la informacion nos surgen dos preguntas. Primero, como se comporta
la informaciéon mutua de dos modos y 3 modos entre las triadas, dependiendo
del rango en que se encuentra cada uno de los modos?. La segunda pregunta
es como aumenta la informacién mutua entre triadas de modos en la transicion
a la turbulencia (o en turbulencia en decaimiento). Esto ha sido estudiado en
modelos de turbulencia de onda [122] pero no en turbulencia hidrodindmica, y
si bien nuestros resultados indican interacciones locales en la informaciéon mutua

entre escalas atin queda la pregunta si las interacciones no-locales entre las triadas
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tienen algin efecto en la informacién mutua. Podemos plantear otra pregunta
sobre la transicion a la turbulencia a partir de la figura 8.4.9. Notamos que la
informaciéon mutua es entre la velocidad filtrada en el espacio de frecuencias pero
no corresponde a la informaciéon mutua entre modos individuales, sino que es
entre todos los modos por sobre y bajo una frecuencia dada. Baines [7] propuso
una vision acerca de la transicion laminar turbulenta basada en la formaciéon de
ondas de Tollmien Schlichting a partir de la interaccién mutua entre dos modos
lineales que en si mismos representan dos idealizaciones opuestas del sistema (modo
viscoso y modo inviscido). Los resultados reportados en el presente trabajo motivan
indagar acerca de la existencia de comunicacién mutua entre los modos propuestos
por Baines [7]| y si es posible identificar esta interacciéon mediante cantidades
provenientes de la teorfa de la informacion. Otro trabajo pendiente es el estudio
de la transicion a la turbulencia en sistemas HIT forzados. Recientemente se ha
propuesto [117] y observado [69] que ciertas caracteristicas de la turbulencia como
la no-gaussianidad de los gradientes de velocidad pueden aparecer en Reynolds tan
bajos como Rey ~ 10, antes del desarrollo de un rango inercial. Esto es observado
en el aumento de los momentos de los gradientes de velocidad. Dado que lo que en
el fondo cambia es la funciéon de densidad de probabilidad, esto hace la transicion
a la turbulencia en flujos HIT un escenario idéneo para la aplicacion de la teoria
de la informacion y la descripcion de la desviacion de estadisticas gaussianas en

términos de las herramientas mencionadas en este estudio.

9.2. Conclusiones

En esta tesis analizamos flujos turbulentos aplicando tres cantidades provenientes
de la teoria de la informacién: entropia, informaciéon mutua y complejidad
(basada en la informacién mutua, ecuacion 8.1.4). Proponemos una metodologia
para el estudio de los flujos turbulentos utilizando las herramientas de la teoria
de la informacién mencionadas. Esta metodologia es aplicada a simulaciones
numéricas directas obtenidas de la base de datos de la Johns Hopkins University,
JHTDB. Verificamos los métodos y herramientas utilizados comparando nuestros
resultados para la distribucién de entropia entre escalas en flujos homogéneos
isotropos con los reportados previamente por Granero-Belinchon [58]. Observamos
un comportamiento similar en el rango inercial de la S = Cslog(r/L) + b.

Ademas identificamos que la entropia S(ux<) se satura luego del rango inercial.
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Proponemos que esta puede ser una medida de la intermitencia similar a la
propuesta por Granero-Belinchon [58] pero con una interpretacion diferente: la
informacion que aportan las escalas pequenas del sistema se satura. Si no existiera
intermitencia esta saturacion ocurriria antes del rango inercial, sin embargo, esto
altimo es una hipotesis no demostrada y requiere més estudios. Otro resultado que
consideramos central es el de la informaciéon mutua: observamos una disminucion
en la informacién mutua entre las escalas hasta que se hace practicamente cero
en el rango disipativo. Una pregunta que surge a partir de estos resultados es
como se puede relacionar esto con la universalidad del rango inercial y si la
universalidad esta relacionada con la localidad o no-localidad de la cascada de

informacion propuesta por Tanogami [127].

Los principales resultados de nuestra investigacion son los obtenidos para la capa
limite transicional: observamos comportamientos marcados en la informacion
mutua entre las escalas del sistema (la complejidad sigue el mismo patrén de
la informacién mutua). Primero, en la zona previa a la transicion, se produce
un aumento ente la informacién mutua entre las escalas del sistema (la entropia
del flujo en esta zona es aproximadamente constante). Luego, la informacion
mutua alcanza un maximo que es seguido de una disminucién (la entropia
aumenta en este rango) debido al aumento de la fraccion turbulenta del flujo. Este
comportamiento es similar al observado por Langton [79] en la transicion de la
dinamica de automatas celulares, sin embargo existen diferencias fundamentales:
en la transicién turbulenta la entropia es minima cuando la informaciéon mutua es
maxima.

Luego de la transicion la informaciéon mutua alcanza un minimo en la zona
turbulenta, donde vemos que su distribuciéon entre las escalas exhibe un
comportamiento asociado a interacciones locales del sistema.

Finalmente, para estudiar el comportamiento de estas cantidades con la distancia
de la pared analizamos el flujo de canal turbulento (Re, = 5200), vemos un
comportamiento logaritmico del perfil de complejidad en la log-law region de la
forma C'(y™) = 0.6191og(y*) — 0.891, asociado a una disminucion de la entropia
del campo de velocidades y aumento de la informaciéon mutua. Los resultados
obtenidos para la complejidad en ambos casos son diferentes a los reportados

por Tao y Wu [128]: en nuestros resultados la complejidad disminuye cuando
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aumentan los esfuerzos de Reynolds. Asociamos esto a la existencia de distintos

tipos de estructuras en flujos limitados por paredes como attached eddies.
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Al. Ecuaciones de Navier-Stokes en forma

Solenoidal

Lo primero que buscamos es expresar las ecuaciones de N-S solo en términos de la
velocidad. Para esto primero recordamos que en el caso de un fluido incompresible

tenemos,

—

V.-i=0

Entonces, tomando la divergencia de la ecuacion 2.0.1 para el lado izquierdo
tenemos (ahora trabajamos en notacion indicial, donde indices repetidos implican

una suma),

0; [Ovv; + (v;0;)v;] = 00,0;v; + 0; [(v;0;)v5]
= 0;(v;0;)v; + 0(v;0;)(0;v;)
= (00;)(05v:) + v;0,0;v;
— (003)(Dy01) + 0030500,
= (0iv;)(0;v;)

Donde se utiliza la condicién de incompresibilidad para anular los términos, entre
la tercera y cuarta linea se usa la conmutatividad de las derivadas parciales. Ahora

consideremos el término 0;0;(v;v;), si lo desarrollamos tenemos,

00 (vivj) = 0; [(05vi)v; + vi(95v;)]
= 01 (vjajvi)
= &-vjajvi + ’Ujajaﬂ)i
= (0iv;)(0;vi)

Por lo tanto, al tomar la divergencia de la ecuaciéon de N-S el lado izquierdo se
puede escribir como,

& [8{01‘ + (vjaj)vi] = 81;0]»(111»1)]')

En el lado derecho se anula el término asociado a la disipacién por la

conmutatividad de las derivadas parciales. Entonces llegamos a la siguiente
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ecuacion para la presion en términos de la velocidad,

Ahora introduciremos el concepto de funcion de Green, éstas son funciones G(Z, ")

tales que, dado un operador diferencial Lz cumplen la relacion,

Esta ecuacion se resuelve sujeta a las mismas condiciones de borde del problema

que queremos solucionar, el cual esta dado por,
Lzp = [(Z)

Entonces, la solucién estaré dada por,

Es simple ver que, de hecho, ésta solucion satisface la ecuaciéon original.

Simplemente operamos el operador Lz en ambos lados,

Ly= Ly < / Gz, ) f(f’)d.f’)

Donde entre la tercera y cuarta linea utilizamos la definicién de funcién de Green
y entre la cuarta y quinta linea utilizamos la propiedad principal de la funcion

Delta de Dirac.

En este caso, se utiliza la siguiente condiciéon de borde para las ecuaciones de N-S

[ ]7

Uz(f)ZO si €S

Donde S es el contorno del volumen en el cual solucionamos las ecuaciones. Por lo
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tanto, al considerar las ecuaciones sobre este contorno, se anulan los términos 0,v;
(debido a que la condicion de borde es vélida para cualquier tiempo t) y (v;0;),

entonces quedamos con,

1
; P = uﬁjajvi (A12>

Donde el término del Laplaciano no se anula, dado que las derivadas de la velocidad
no necesariamente se anulan. Ahora podemos expresar ésta condiciéon en términos

de las derivadas normales a la superficie,
0% = npynp0,0
n m!tnUnUm

Si tomamos el producto escalar de la condicion A1.2 con la normal n; se tiene,

1
; np = Vniﬁjajvi (A].g)

Y si ahora tomamos el producto punto 2 veces con n;, considerando que n;n; =1

dado que es un vector unitario,

1
; D = vni(n;0;)(n;0; s

Entonces podemos escribir la condicion de borde en términos de derivadas normales

a S como,

1
—Onpp = nﬂ/aivz‘

Y para la funcion de Green,
0,G(Z,7)=0 s €S
Y la soluciéon para la presion se puede expresar entonces como,

P(Z) = p@ié?j/ G(Z, 2" )v (v, (2")dZ + Vp/ G(Z, ;02 (7' dx’
\%4 S

Notar que la primera integral es sobre el volumen, mientras que la segunda sobre

la superficie S (éste término proviene de la condicion de borde). Si ahora definimos
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los siguientes operadores,

Dun?) = byun(5) — D / G(7, 7)(-)dT

mn = V8 / _), nn82 )df’

Ahora, si definimos el operador anl(-) como,

~

W) = =3 [ D () + Do)

Finalmente podemos escribir las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma

solenoidal,

(0 — V) 0i(Z, 1) = Mign (0 (2, )0, (7,1)) — Lim (um (7, 1)) (A1.4)
A2. Ecuaciones de Navier-Stokes en espacio de

Fourier

A continuacién presentamos una derivacion de las ecuaciones de Navier-Stokes en
el espacio de Fourier. Comenzamos por el primer término (omitimos las constantes

provenientes de la transformada), d,v;,

o, = 8t/1)i,keik'xdk = /&gvi,keik'xdlﬂ

El segundo término es el no-lineal, v;0;v;. Notemos que gracias a la condicién de
incompresibilidad lo podemos escribir como v;0;v; = 0;(v;v;). Reemplazando las

transformadas de Fourier,

0j(vjv;) = @-/vj’qeiq“dq/U¢7peip'””dp

= aj//Uj,qei(ﬁp)'%i,pdpdq

ahora debemos realizar el cambio k = q + p,
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a]’//Uj,qei(q+p).xvi,pdpdq: aj//’l}jkpvl-’pdpeik“dk
= i/kj/vj,k_pvi,pdpeik'xdk

Vemos entonces como las interacciones triddicas provienen del término no lineal.

Ahora centramos nuestra atencion al término de la presion,

Oip = 0; / pre’Cdk = i / kipre'™*dk

Ahora, recordando la ecuaciéon para la presion Al.1 (e ignorando la densidad

constante),

Notamos que nuevamente tenemos un término cuadratico al lado derecho (ya

obtuvimos una expresion para esto anteriormente),

OmOn (U uy,) = —/kmkn/vm,kpvn,pdpeik'”‘“dk

Luego obtenemos,

_amamp - /k2pkelkmdk} = _/k‘mk”/vm,k—pvn,pdpeikmdk

De lo cual obtenemos la expresion para py,

kmkn
Pr = T2 U, k—pUn, pdP

y para el término de la ecuacion,

—0ip = —i/kipkem'xdk = Z-/ki?/vm,k—pvnpdpelk Tdk

Con la misma restriccion sobre los nimeros de onda, k = p + ¢. El ultimo término
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corresponde al viscoso, v0;0;u;, es simple ver que

Vﬁjﬁjui = —V/k’Q’UZ‘,kGik.xdk'

reemplazando todos los términos en la ecuaciéon llegamos a,

/atvi7k€lk'mdk+i/kj/Uj,k_pvi7pdpelk'xd]€ :i/ki%/vm,k—pvmpdpelk.mdk

—v / k2vi7ke’k'“”dk
Por lo que la evolucion de los coeficientes de Fourier v; ;, obedece la ecuacion,

[

Ov; 1 + ik / Vj f—plipdp = 7,1@7 /vmk_pvn,pdp — vk*u;

Podemos manipular la ecuacién para obtener una forma mas simplificada,

. kmkn .
(@ + I/kQ) Vig = 2]@-7 /vm,k_pvmpdp — ik; /Ujﬁk_pvi,pdp

Ahora trabajamos un poco més el lado derecho,

Zk@'?/vm,kpvn,pdp_ij/Ujvkpvivpdp

kmkn,
=—1 (km(sin/vm,k—pvn,pdp - kz? /’Um,k‘—pvn,pdp)

k;k,,
= — Z/fm <5m — ?) /'Um,kpvn,pdp

= - ikain/Um,k—pvn,pdp

y obtenemos la forma usualmente encontrada en la literatura [107, 91] en términos

del operador de proyeccion Py,

(at + VkQ) Uik = _kapzn /'Um,k—pvmpdp
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A3. Ecuacion de vorticidad

Comenzamos por las ecuaciones de Navier-Stokes (en notacion indicial),

1
at’l}i + (vj(?j)v@- = —; WP + 1/8]-8]-112-

Ahora consideremos el gradiente de velocidad, el cual estd dado por J;v;. Esta

cantidad puede ser descompuesto en una parte simétrica y una antisimétrica,

1 1
aﬂ}j = 5 (aﬂ}j -+ @Ui) -+ 5 (@vj — (‘3jvi)

vV vV
Simétrica antisimétrica

Esta descomposicion es importante dado que separa la parte simétrica conocida

como tensor de deformaciones,
1
Sij = 5 (8in -+ ajvi) (A31>

Mientras que la parte antisimétrica esté relacionada con la vorticidad. Notemos
que W;; = % (Ojv; — 0;v;), multiplicando esto por el simbolo de Levi-Civita €,

(recordemos que V X ¥ <= ¢;;,0;05) se tiene,

1
€ijWik = 2 (€ijx0jvr — €ijrOKV;)
= 5 (Eijkaﬂ]k + eikj(‘?kvj)

Donde en la segunda linea se utiliza la propiedad de antisimetria del simbolo
de Levi-Civita. Ahora nos centramos en obtener la ecuaciéon de evolucion para
la parte antisimétrica del tensor de gradiente de velocidades, consideremos la

ecuacion de Navier-Stokes y operemos 0},
1
@-&wi + @(vk@k)vi = —;@@p + 6’j6’k8kvi

Ahora consideremos la transpuesta de ésta ecuacion (permutando los indices 4,7).
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Restando ambas tenemos,
1 1
8j8tvi—82-6tvj+8j(vk8k)vi—8i(vk8k)vj = —;@-@p—k;&@p%—u@ﬁﬁwi—y&-@k@kvj

De inmediato podemos ver que el término asociado a la presion se cancela (dado

que las derivadas parciales conmutan). Tenemos entonces,
Oy [8]-1}1- — aﬂ}j] —+ 8j(vk8k)v,- — d»(vkﬁk)vj = l/ajakﬁkvi — l/aiakakvj (A32)

Para la parte derecha de la ecuacion,

uajaké?kvi — V@iﬁkakvj = V@kﬁk (83-111- — 81'1}]‘) = 21/(9]49]{{/‘/]Z

De la misma forma para la parte temporal,
(9t [iji — 0¢vj] = 2815”/]1
Y para la parte no-lineal,

@(v;ﬁk)vi = @-vkakvi Pk vkﬁj@kvi
= @-v;ﬁkvi + vkﬁk(‘?jvi

Luego tenemos,

@-(vkak)vi — &(vkak)vj = @v,ﬁwi + Ukakaj?}i — (%Ukak'l}j — vkak&-vj
= (vkﬁk)(ﬁjvi — @-vj) + 8jvk8kvi - &vk@kvj
= 2UkakVVﬂ + @-vk@kvi — &-vkakvj

Vemos que la segunda parte de este término involucra el tensor de gradiente de

velocidades A;; = 0;v;,
8jvk6kvi — aivkﬁkvj = A]kAkz - AzkAkj

Abandonando la notacién indicial temporalmente y descomponiendo el gradiente
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en partes antisimétrica y simétrica,

AA—A'A" = (S+W)(S+W) = (S"+ WH(S"+ W)
= (SH+W)S+W)—(S—-W)(S—-W)
=S+ SWHWS+W?— (5% - SW — WS+ W?)
= 2(SW + WS)

Este resultado es muy importante dado que genera un acoplamiento entre la
parte simétrica del tensor con la parte antisimétrica, ademas notamos que este
acoplamiento proviene de la no-linealidad de las ecuaciones. Reemplazando estos
resultados llegamos a la ecuacién para la parte antisimétrica del gradiente de

velocidades,

O Wi + 0 Wi + (SjeWii + Wi Ski) = v0x0 Wi
Por lo tanto tenemos,

atVVij + UkakWij-F = —(Sikaj + W@kSk]) + u@kakW,-j (A3.3)

Multiplicando A3.3 por €,,;; podemos obtener la siguiente ecuaciéon para la

vorticidad,
@+ (- V)& = (& - V)i + vV

A4. Balance parcial de energia
Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes,
i+ (u-V)i=—=Vp+vViu+f
p

Si aplicamos el filtro paso bajo definido en el capitulo 4 tenemos,

—

— - — — — — 1 = — g
Oy, < + Pry < [(uko,< + Upy,> ) - V] (Upg, < + gy >) = —;Vpko,< +Vv2uko,< + fro,<
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Al tomar el producto escalar con iy, « y promediar tenemos,

<ﬁko,< : atﬁk07<> + <ﬁko,< : pko,< (ﬁko,< + ﬁk0,>) ' V] (ﬁk0,< + ﬁko,>)>

1 . B B B .
= —;(uk0,< cVDko<) + Vi <+ Vg <) + (lkg < * fro<)

Para el primer término tenemos,

1
— — —9
Ukg,< - Opligy,< = O <§“ko,<

Para el segundo término podemos aplicar la propiedad autoadjunta del operador

y ademas es claro que Py, -k, « = Uk, <, por lo tanto,
<u1€0,< ’ Pk07< [(uk07< + uk0,>) ’ V] (uk07< + uk0,>>>

= (Pry,< Uko,< * [(ﬁkzo,< + Uky,> ) - V] (g, < + Upy,>))

- <Uk0,< ' [(ﬁko,< + ﬁko,>) j v:| (ﬁk0,< + ﬁko,>)>

y este producto se puede expandir como,

<ﬁk0,< : [(Eko,< + ﬁko,>) : v] (ﬂ:ko,< + ﬁko,>)>
- <ﬁko,< ' |:ﬁk0,< ' 6] z_[ko,<> + <ﬁko,< ' |:ﬁk0,< : 6] ﬁko,>>
+ (g, < - [ﬁkzo,> 6} Uiy, <) + (Ukg,< - [ﬁkzo,> 6} Uky,> )

Ahora, para simplificar la notacién denotamos las componentes de i, « como f;

y las de iy, ~ como g;, entonces tenemos para el primer término,

(fi1;0;fi) = O(fifi 1)) — {f:0;(fi[;))
= —([if;0; 1) — {fifi0; f;)
= —(fifi0;f:)
Por lo tanto llegamos a 2(f; f;0;fi) =0 = (f;f;0;f;) = 0. En la segunda linea

se utiliza la propiedad del promedio para funciones periodicas (9;f) =0 ([71]) y

en la tercera linea se utiliza la condicién de incompresibilidad. Lo mismo se puede
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realizar para el tercer término y llegamos a,
<ﬁk0,<' (ﬁk0,< + ﬁko,>) ) 6 (ﬁko,<+ﬁko,>)> = <ﬁko,<' [ﬁko,< ) ﬁ] Z_L'Ic(>,>>"‘<ﬁko,<' |:ﬁko,> ) 6} ﬁk0,>>
Otras propiedades ttiles son,

((0:f)g) = —(foig) (@ V@) = —((V x 1) - (V x @))

Donde la segunda identidad es solo valida en el caso incompresible. De estas
tenemos que, para el término de la presion (donde nuevamente f; representa las

componentes de la velocidad filtrada),

(fi0iDko,<) = —(Pro,<0ifi) =0

Donde en la ultima igualdad se utiliza la condicion de incompresibilidad. Para el

término que acompana la viscosidad se tiene,
V<uk0,< Y uko,<> — _V<°Jko,<>

Donde se utiliz6 una de las propiedades mencionadas anteriormente. Luego de

esto, podemos escribir la ecuaciéon de balance como,
atEkO + Hko = _2VQI€0 + Wko (A41)

Donde todas las cantidades son acumuladas desde k = 0 hasta kj, observamos
que tenemos términos que corresponden a la disipacion y al trabajo realizado por
la fuerza externa, tal como en el balance global, pero ahora ademés tenemos el

término Iy,

gy = (Ugy, < - [ﬁkzo,< ﬁ] Ukg,>) + (Ug,< - [ﬁkzo,> ﬁ} Uky,> )

A5. Ecuacion de Karman-Howarth

Con el fin de obtener ésta ecuacion consideremos la velocidad en dos puntos Ty
y = T + 7. Denotando las componentes de la velocidad en estos puntos por v; y

v}, respectivamente (y las derivadas por 0; y 9/), y multiplicando la ecuacion de
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Navier-Stokes por v,
1
V;04v; 4 VjUROpv; = —;v;&-p + v OOk

Ahora tomamos el promedio de la expresion anterior y la sumamos con la ecuacioén

para las variables en &’ multiplicadas por v;,

1 1
(V5 0pvi) +(v; 0405+ (Vjor Opvi) +(vv, 04 V) = —;<v;-8ip>—;<v¢0§p>+y<v;8k8kvi)+V(v,~8,’€8,’§v;>
Esto se puede reescribir como,

[ J/
~\~
1

1
Oy (viv) 4+ (VkOpviv}) + (VO v5v;) = —;((v;@-p)+(vi8§-p))+y((8k8kviv;->+(8,;8,’611;1)1-))

Ahora, consideremos el término 7,

(vkakviv;> = Op{vpviv)) — (vw}@kvm

= 8k<vkvm;)

Donde se utiliza la condiciéon de incompresibilidad. Lo mismo ocurre para el otro

término denotado por [ y reescribimos la ecuaciéon como,

/ / / AN, ]' / / / A /
Oy (viv}) + 0 (vrviv;) +0, (v viv;) = - ((v;0ip)+(v:0p) )1 (On Ok (v;v}) +0, 01, (vjvi))

El siguiente paso es aplicar las condiciones de isotropia y homogeneidad. Por la
isotropia las correlaciones de la presion se anulan |92, 5|. Ahora, observamos que
solo nos quedan correlaciones de 2 puntos, y para el caso homogéneo sabemos que
éstas solo dependen de la distancia entre los puntos. Por lo tanto podemos hacer

el reemplazo (0;,0.) — (—0,,, 0y,). Entonces tenemos,

Iy (vivy) + O, (v v5v5) — Oy (V) = 2000y, (Vjvy)
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O utilizando la notaciéon de los tensores de correlacion,

O Rij + Or, Ri ji — Op, Rt j = 2v0,,0,, Rj (A5.1)
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