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generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4. Gravedad en 4D con simetŕıas AdSL4 21
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4.5. Lagrangiano para gravedad con simetŕıas AdSL4 . . . . . . . . . . . . . . 27
4.6. Ecuaciones de campo para la extensión AdSL4 . . . . . . . . . . . . . . 28

5. Gravedad en 4D con simetŕıas AdSL5 32
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Resumen

Construiremos gravedades cuadri-dimensionales a partir de las simetŕıas de Poincaré
generalizadas AdSLn y Bn con n = 4, 5, 6. En el capitulo 1 se presentarán los elementos
matemáticos básicos necesarios para el desarrollo de esta tesis. En el capitulo 2 se presentará
el mecanismo de construcción de las álgebras de Poincaré generalizadas y álgebras AdS-
Lorentz, mediante el procedimiento de S-expansión y contracción generalizada de Inonu
Wigner. En el capitulo 3 se presentará el formalismo para construir una teoŕıa de la gravedad
como teoŕıa de gauge, en particular, relatividad general como una teoŕıa de gauge del álgebra
de Poincaré y del álgebra de Maxwell como extensión de la anterior. En los caṕıtulos 4,
5, y 6 se presentará la construcción de acciones gravitacionales que involucran simetŕıas
AdS-Lorentz. Finalmente en el capitulo 7 se estudiarán las acciones obtenidas por medio
de contracciones de Inonu-Wigner que generalizan la gravedad de Einstein. En el apéndice
A se presenta una breve descripción de las álgebras AdS, Poincaré y Lorentz, en el apéndice
B se presenta una introducción al calculo de las identidades de Bianchi, en el apéndice C
se muestra la contribución de cada conmutador para las transformaciones de los campos A
y F y finalmente en apéndice D se presenta brevemente el procedimiento de expansión de
álgebras.





Introducción

Las teoŕıas de gauge han sido ampliamente estudiadas y de variadas formas. Estas teoŕıas
tienen su origen en la teoŕıa electromagnética de James Clerk Maxwell. En 1918 Herman
Weyl propone la idea de invariancia de gauge, Weyl conjeturo que si el efecto de un campo
gravitacional puede ser descrito por una conexión, la cual da la orientación relativa de los
sistemas de referencia locales, entonces podŕıa ser posible que otras interacciones existen-
tes en la naturaleza sean descritas por conexiones similares. A lo largo de los años se han
construido teoŕıas de la gravedad invariantes de gauge con grupos de simetŕıas de Poincaré,
AdS, AdS-Lorentz, y simetŕıas de Poincaré generalizadas (álgebras B), las cuales han sido
construidas a partir de formas Chern-Simons, y/o términos Wess-Zumino-Witten, etc. La
gran mayoŕıa de estas construcciones han sido llevadas a cabo en dimensiones impares,
con algunas excepciones (términos Wess-Zumino-Witten, gravedades Born Infeld). Las im-
plicaciones de la existencia de espacios-tiempo con simetŕıas dadas tanto por álgebras de
Poincaré generalizadas como por álgebras de AdS generalizadas, fueron estudiadas, en el
caso de las dimensiones impares, en las referencias [17] [18], [10], y en las dimensiones pares,
en el contexto de WZW en las Referencias [20], [21], [22], [23], [24]. Las consecuencias de
considerar un espacio-tiempo con simetŕıas de Maxwell en la descripción del campo gravita-
torio han sido estudiadas, en el contexto de gravedad de Chern-Simons, en las Referencias
[11], [16],[19], y en el contexto de la gravedad cuadridimensional, en las Referencias [1],
[2], donde se amplió el marco geométrico estándar de la gravedad de Einstein mediante una
teoŕıa de gauge del álgebra de Maxwell que condujo a un término cosmológico generalizado
que incluye una contribución de los seis campos de cuadri-vectores kab

µ que introducen un
nuevo conjunto de curvaturas denotadas por F ab

µ además de las conocidas torsión T a y la
curvatura de Lorentz Rab que permiten construir generalizaciones de la acción de Einstein.

Sumado a esto el estudio de los grupos y álgebras de Lie ha tenido innumerables aplica-
ciones tanto en la f́ısica Newtoniana como en la f́ısica moderna. La razón principal del éxito
de la teoŕıa de grupos en f́ısica es que captura de forma elegante el concepto de simetŕıa.
Establecido en el teorema de Noether, las leyes de conservación de un sistema f́ısico están
directamente relacionados con el grupo de simetŕıa que posee dicho sistema. Esto conduce
a importantes propiedades de los sistemas f́ısicos que subyacen en el álgebra de simetŕıa
de la acción. Las álgebras de Lie son una herramienta esencial tanto en teoŕıa cuántica de
campos como en la teoŕıa general de la relatividad. Además se han desarrollado mecanismos
que permiten obtener relaciones no triviales entre distintas álgebras de Lie, es decir, estos
mecanismos nos permiten obtener nuevas álgebras que no son isomorfas a la original. Entre
estos mecanismos tenemos las contracciones, deformaciones y las extensiones de álgebras.
Un ejemplo de esto es la relación entre el álgebra de Poincaré y el álgebra (A)dS, las cuales
tienen igual dimensión pero poseen propiedades distintas y están relacionadas mediante una
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contracción de Inonu-Wigner [5] [6] , mecanismo que sera utilizado en el capitulo 7. Otro
ejemplo es el álgebra de Maxwell [3], [4] que puede obtenerse a partir del álgebra (A)dS
utilizando el procedimiento de expansión del álgebra de Lie desarrollado en las Referencias
[6], [7], [8], [9]. Este procedimiento permite obtener dos familias de álgebras, que se co-
nocen como álgebras de Poincaré generalizadas (también llamadas álgebras Bn, donde el
álgebra de Maxwell corresponde al caso particular conocido como álgebra B4 ) y álgebras
AdS generalizadas (también llamadas álgebras AdSLn) [11], [12], [13].

Haciendo uso del mecanismos estudiado en [1] construiremos acciones invariantes para
gravedad en 4 dimensiones, que resultan en extensiones de la gravedad de Einstein. Ya
que la geometŕıa del espacio-tiempo basada en álgebras de Poincaré generalizadas B y
AdS-Lorentz implican nuevos campos gauge y, por tanto, nuevas curvaturas tensoriales,
podemos construir nuevas acciones gravitacionales que conducen a modificaciones de la
gravedad estándar, objetivo principal de esta tesis. Obtener una comprensión del campo
gravitatorio a partir de la construcción directa de acciones invariantes de 4-dimensiones
tanto bajo las álgebras de Poincaré generalizadas como bajo las álgebras de AdSLn es
interesante problema abierto y se espera que los resultados obtenidos en esta tesis nos
permitan abordar temas como cosmoloǵıa y agujeros negros, y obtener correspondientes
generalizaciones.
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Caṕıtulo 1

Preliminares matemáticos

El uso del lenguaje de las formas diferenciales es indispensable para el desarrollo de
esta tesis, por lo que en este capitulo se recordara brevemente propiedades y convenciones.
Puede ser encontrada en la literatura, diversos textos con un desarrollo mas acabado de los
conceptos presentados como en [31], [33].

Se define una p-forma o forma diferencial de grado p, función multilineal totalmente
antisimétrica, definida para un espacio de dimensión n, como

α =
1

p!
αµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (1.1)

donde ∧ denota el producto cuña, el cual es un producto antisimétrico que satisface lo
siguiente

Sean α y β una p-forma y q-forma respectivamente, el producto exterior entre ambos
objetos estará dado por

α ∧ β = (−1)pq β ∧ α. (1.2)

La derivada exterior d es una operación que aumenta el grado de la forma en uno, es decir
d : T p(P ) → T p+1(P ) y satisface la regla de Leibnitz graduada

d (α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)p α ∧ β, (1.3)

y satisface el lema de Poincaré

d (dα) = 0. (1.4)

Estas propiedades se asumen conocidas y el uso del śımbolo ∧ para el producto entre formas
se omite por razones de comodidad, ya que todo producto, salvo que se indique lo contrario,
será antisimétrico.

1.1. Formalismo de Cartan: Vielbein y conexión de

espin

El formalismo de Cartan enfatiza la noción de localidad e independencia entre la estruc-
tura métrica y af́ın del espaciotiempo, manteniendo la idea de una cantidad invariante bajo
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transformaciones locales de Lorentz. Se puede definir un espacio tangente TP (M) en cada
punto de una variedad d-dimensional. Considerando el sistema coordenado xλ definimos
una base coordenada para TP (M) como

∂µ = ∂µ (P ) , (1.5)

base que en general no es ortonomal, puesto que

∂µ · ∂ν = gµν . (1.6)

Considerando que para cada punto P siempre puede escogerse un conjunto de vectores
base {ea} ortonormales, tal que

ea · eb = e µ
a e

ν
b gµν = ηab, (1.7)

donde ηab = diag(−1,+1,+1,+1) es la métrica de Minkwoski. Esto permite establecer en
el espacio tangente una base ortonormal que denotaremos por {ea} y su dual por {ea}. Las
bases coordenadas y ortonormales se relacionan por medio de

∂µ = eaµea ⇐⇒ ea = eµa∂µ, (1.8)

dxµ = eµae
a ⇐⇒ ea = eaµdx

µ. (1.9)

Donde

{ea} denotará una base ortonormal de vectores.

{ea} denotará una base ortonormal de 1-formas.

{ωa
b} denotará la 1-forma conexión en una base ortonormal.

{T a} denotará la 2-forma torsión en una base ortonormal.

{Ra
b} denotará la 2-forma curvatura en una base ortonormal.

1.2. Bases ortonormales

Podemos introducir un campo de vectores bases unitarios y ortogonales, los cuales
satisfacen

ea · eb = ηab =

{
±1 , si a = b,
0 , si a ̸= b.

(1.10)

En el caso de la teoŕıa de la relatividad general bajo una transformación de coordenadas

Las bases cambian como ēa(x) = Λa
b(x)e

b(x).

La 1-forma conexión cambia como ω̄ = ΛωΛ−1 − dΛΛ−1.

La 2-forma curvatura cambia como tensor R̄ = ΛRΛ−1.
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Sabemos que en una base arbitraria es válida la ecuación dgµν = Ωµν + Ωνµ. En una base
ortonormal se tiene que

gµν ≡ ηab ; Ωµν ≡ ωab, (1.11)

de modo que en una base ortonormal siempre se cumplirá

dηab = ωab + ωba = 0. (1.12)

entonces ωab = −ωba. Esto significa que en 4-dimensiones ω ∈ SO(3, 1). Es decir es un
elemento del álgebra de Lie del grupo de Lorentz. Esto significa a su vez que para campos
vierbein ea, la ecuación ēa = Λa

be
b es una transformación de Lorentz dependiente de la

posición, por lo tanto podemos escribir

ēa(x) = Λa
b(x)e

b(x), Λa
b(x) ∈ SO(3, 1), (1.13)

ω̄a
b(x) = Λa

c(x)ω
c
d(x)Λ

−1 d
b − dΛa

c(x)Λ
−1 c

b(x). (1.14)

De la segunda ecuación vemos que para algún punto x0 siempre es posible elegir un Λ(x)
de manera tal que se cumpla que ω̄(x0) = 0. Esto significa que

ω̄(x0) = Λ(x0)ω(x0)Λ
−1(x0)− dΛ(x0)Λ

−1(x0) = 0. (1.15)

Luego tenemos

Λ(x0)ω(x0)Λ
−1 = dΛ(x0)Λ

−1(x0). (1.16)

Multiplicando por Λ−1(x0)Λ(x0) fácilmente se obtiene

ω(x0) = Λ−1(x0)dΛ(x0). (1.17)

Si ωa
b(x0) = 0, y si la conexión es nula en un punto, entonces ea(x) describe un sistema

inercial en x0. Esto significa que en el punto x0 , la derivada covariante exterior D coincide
con la derivada exterior d.

Teorema 1.2.1 La métrica g = ηabe
aeb es invariante bajo la transformación ē = Λa

be
b

donde ηcd = η̄abΛ
a
cΛ

b
d. Por analoǵıa con las transformaciones de gauge de la electro-

dinámica y de las teoŕıas de Yang-Mills, las transformaciones de Lorentz ē = Λa
be

b son
llamadas transformaciones de gauge.

La teoŕıa general de la relatividad es invariante bajo estas transformaciones por lo que se
dice que la relatividad general es una muy particular teoŕıa de gauge no abeliana. El campo
vierbein puede ser considerado como el potencial del campo gravitacional debido a que
variaciones de ea inducen variaciones en la métrica.

En una base ortonormal tenemos que

(a) dηab = ωab + ωba, donde dηab = 0.

(b) T a = dea + ωa
b ∧ eb.

(c) Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

d.
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1.3. Notación y convenciones

Para comenzar el estudio de acciones invariantes establecemos las bases sobre las cuales
trabajaremos, entonces vamos a definir la variedad M espaciotemporal, de dimensión d con
signatura Lorentziana. La notación para los ı́ndices es la siguiente

Índices de una base coordenada en variedad M (µ, ν, . . .).

Índices del espacio tangente (a, b, c, . . .).

Es conveniente escribir la relatividad general en términos de un vierbein eaµ y una conexión
de esṕın ωab

µ. La variedad M tiene su espacio tangente en un punto P , TP (M) y su
dual T ∗

P (M) con grupo de estructura SO(D − 1, 1). En esta tesis vamos a trabajar en
d = 4. TP (M) y T ∗

P (M) tienen la misma topoloǵıa. Esto quiere decir que el vierbein
corresponde a un isomorfismo entre estos dos espacios. El isomorfismo eaµ y la conexión de
esṕın ωab

µ pueden ser consideradas como variables dinámicas de la relatividad general. En
lo que respecta a constantes y letras se establece lo siguiente

Śımbolo Descripción
M Variedad diferenciable d-dimensional

TP (M) Espacio tangente en cada punto de M
xµ Sistema de coordenadas arbitrario de la variedad M.
dxµ Vector base del espacio tangente a M.
λ Constante cosmológica estándar [λ] = M2.
κ Constante de gravitación de Einstein [κ] = M−2.
l Parámetro con unidades de distancia.

Λ = 1
l2

Constante de dimensión [Λ] = M2,
µ Constante definida como λ

Λ
.

A = AA
µTAdx

µ Campos de gauge.
F Curvatura general.

D = d+ ω Derivada covariante de Lorentz.
{ea} Base ortonormal de vectores.
{ea} Base ortonormal de 1-formas.
ωa

b 1-forma conexión en una base ortonormal.
ηab Métrica de Minkowsky
T a Usual 2-forma torsión en una base ortonormal.
Ra

b Usual 2-forma curvatura en una base ortonormal.
S Semigrupo.
λα Elemento de un semigrupo.

g Álgebra de Lie.
K ρ

α1···αn
n-selector.

Cuadro 1.1: Tabla de śımbolos
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Caṕıtulo 2

Álgebras de Poincaré generalizadas
y álgebras AdS-Lorentz

2.1. Introducción

El procedimiento de expansión de álgebras de Lie v́ıa semigrupos, o S-expansión, con-
siste en la generación de nuevas álgebras de Lie a partir de una original. Esto se logra
multiplicando los generadores de un álgebra con elementos de un semigrupo abeliano, obte-
niendo nuevos generadores, los cuales dan lugar a una nueva álgebra de Lie con un número
de generadores mayor al del álgebra original. Una expansión es, en general, un proceso de
cambio de dimensión de un álgebra, es decir, es una forma de obtener nuevas álgebras de
dimensiones cada vez más altas a partir de una dada. Una motivación f́ısica para aumentar
la dimensión de las álgebras de Lie es que aumentar el número de generadores de un álge-
bra es una forma no trivial de ampliar las simetŕıas del espaciotiempo Ejemplos de esto se
pueden encontrar en [1], [2], [14], [15].

La primera noción de expansión de álgebras surge en el año 2003 en el trabajo de
Hatsuda y sakaguchi [6], los trabajos de De Azcarraga, Izquierdo, Picón y Varela [7] y
luego en 2006 Izaurieta, Rodriguez y Salgado proponen la generalización de método que
conocemos como S-expansión. En el apéndice D se presentan algunos de los principales
aspectos del procedimiento. Las álgebras de Poincaré generalizadas son estudiadas con mas
detalle en [8], [9] y [11]. Algunas conclusiones de importancia son discutidos a continuación.

El álgebra generalizada de Poincaré Bn puede obtenerse a partir del álgebra de anti-
de-Sitter y del semigrupo S2n−1

E = {λ0, · · ·, λ2n} , cuya ley de multiplicación viene dada
por

λαλβ = λα+β cuando α + β ≤ 2n, (2.1)

y

λαλβ = λ2n cuando α + β > 2n, (2.2)

donde λ2n corresponde al elemento cero del semigrupo. Los generadores de Bn denotados

por
(
Pa, Jab, Z

(i)
ab , Z

(i)
a

)
satisfacen las siguientes relaciones de conmutación
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[Pa, Pb] = Z
(i)
ab , [Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb,

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac,[
Jab, Z

(i)
c

]
= ηbcZ

(i)
a − ηacZ

(i)
b ,[

Z
(i)
ab , Pc

]
= ηbcZ

(i)
a − ηacZ

(i)
b ,[

Z
(i)
ab , Z

(j)
c

]
= ηbcZ

(i+j)
a − ηacZ

(i+j)
b ,[

Jab, Z
(i)
cd

]
= ηbcZ

(i)
ad + ηadZ

(i)
bc − ηacZ

(i)
bd − ηbdZ

(i)
ac ,[

Z
(i)
ab , Z

(j)
cd

]
= ηbcZ

(i+j)
ad + ηadZ

(i+j)
bc − ηacZ

(i+j)
bd − ηbdZ

(i+j)
ac ,[

Pa, Z
(i)
b

]
= Z

(i+1)
ab ,[

Z(i)
a , Z

(j)
b

]
= Z

(i+j+1)
ab , (2.3)

donde, J̃ab y P̃a son los generadores del álgebra de anti-de-Sitter y Jab = λ0 ⊗ J̃ab, Z
(i)
ab =

λ2i ⊗ J̃ab, Pa = λ1 ⊗ P̃a y Z
(i)
a = λ2i+1 ⊗ P̃a, con i, j = 0, 1, · · ·, n − 1. A partir de las

relaciones de conmutación (2.3) vemos que el conjunto BI
n =

(
Pa, Z

(i)
ab , Z

(i)
a

)
satisface las

condiciones

[
BI

n,B
I
n

]
⊂ BI

n,
[
so(3, 1),BI

n

]
⊂ BI

n, (2.4)

es decir, BI
n es un ideal del álgebra de Poincaré generalizada Bn cuyos generadores son(

Pa, Z
(i)
ab , Z

(i)
a

)
. Esto significa que el álgebra de Poincaré generalizada Bn es la suma

semidirecta del álgebra de Lorentz so(3, 1) y el ideal BI
n, esto es

Bn = so(3, 1) ⊎BI
n. (2.5)

A partir de (2.3) también es posible ver que para i = 0, n = 1 tenemos el álgebra de
Poincaré que en esta nomenclatura llamaremos B1, también llamado B3; para i = 1,
n = 2 tenemos el álgebra de Maxwell que en esta nomenclatura llamaremos B2, también
llamado B4; para i = 2, n = 3 tenemos el álgebra, B3, también llamada B5; para i = 3,
n = 4 tenemos el álgebraB4 (también llamadaB6), etc. Por otro lado, las álgebras AdSLn,

pueden obtenerse a partir del álgebra de anti-de-Sitter y el semigrupo S
(N)
M = {λα}Nα=0 cuya

ley de multiplicación viene dada por

λαλβ = λα+β donde α + β ≤ N, (2.6)

y

λαλβ = λα+β−2[(N+1)/2] α + β > N, (2.7)
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donde [x] es la parte entera de x. Notamos que para N impar el semigrupo S
(N)
M coincide

con el grupo ćıclico ZN+1 de (N + 1) elementos. Puede ser de interés mencionar para las
álgebras AdSLn con n = 3, 4, 5, 6 se encuentra que en los casos n = 3 y 5 no pueden
ser expresados como una suma semidirecta del álgebra de Lorentz y un ideal, mientras que
para los casos n = 4 y 6 es directo ver que pueden ser escritos como suma semidirecta del
álgebra de Lorentz y un ideal .

A partir del método de la S-expansión podemos obtener entonces las llamadas álgebras
de Poincaré generalizadas y álgebras AdS Lorentz, las cuales utilizaremos para construir
nuestra teoŕıa de la gravedad.

2.2. Álgebras AdSL4, AdSL5 y AdSL6

A continuación se presentarán definiciones de las álgebras de interés para esta tesis

Definición 2.2.1 (Álgebra AdSL4) El álgebra AdSL4 se obtiene al aplicar el método

de S-expansión al álgebra de Lie AdS usando como semigrupo S
(2)
M = {λ0, λ1, λ2} dotado

de la regla de multiplicación λαλβ = λα+β, si α + β ⩽ 2, y λαλβ = λα+β−2 si α + β > 2.
Esta álgebra satisface las siguientes reglas de conmutación

[Pa, Pb] = Zab, (2.8a)

[Zab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (2.8b)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (2.8c)

[Zab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.8d)

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac, (2.8e)

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac. (2.8f)

Definición 2.2.2 (Álgebra AdSL5) Aplicando el método de la S-expansión al álge-

bra de Lie AdS usando como semigrupo S
(3)
M = Z4 = {λ0, λ1, λ2, λ3} dotado de la regla

de multiplicación λαλβ = λα+β, si α + β ⩽ 3, y λαλβ = λα+β−3 si α + β > 3 después
de extraer la subálgebra resonante, se encuentra que los generadores del álgebra AdSL5,
satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac, (2.9a)

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.9b)

[Zab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.9c)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (2.9d)

[Jab, Zc] = ηbcZa − ηacZb, (2.9e)

[Zab, Pc] = ηbcZa − ηacZb, (2.9f)

[Zab, Zc] = ηbcPa − ηacPb, [Pa, Pb] = Zab, (2.9g)

[Za, Pb] = Jab, [Za, Zb] = Zab, [Za, Pb] = Jab. (2.9h)
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Definición 2.2.3 (Álgebra AdSL6) Al aplicar el método de S-expansión de álgebras

de Lie al álgebra AdS usando como semigrupo S
(4)
M = {λ0, λ1, λ2, λ3, λ4} dotado de la regla

de multiplicación λαλβ = λα+β, si α + β ⩽ 4, y λαλβ = λα+β−4 si α + β > 4 y después
de extraer una subálgebra resonante, se encuentra el álgebra AdSL6, cuyos generadores
satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac, (2.10a)

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.10b)[
Jab, Ẑcd

]
= ηbcẐad + ηadẐbc − ηacẐbd − ηbdẐac, (2.10c)

[Zab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.10d)[
Zab, Ẑcd

]
= ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.10e)[

Ẑab, Ẑcd

]
= ηbcẐad + ηadẐbc − ηacẐbd − ηbdẐac, (2.10f)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, [Jab, Zc] = ηbcZa − ηacZb, (2.10g)

[Zab, Pc] = ηbcZa − ηacZb, [Zab, Zc] = ηbcPa − ηacPb, (2.10h)[
Ẑab, Pc

]
= ηbcPa − ηacPb,

[
Ẑab, Zc

]
= ηbcZa − ηacZb, (2.10i)

[Pa, Pb] = Zab, [Pa, Zb] = Ẑab, [Za, Zb] = Zab. (2.10j)

2.3. Álgebras B4, B5 y B6

Definición 2.3.1 (Álgebra B4) Esta álgebra llamada normalmente álgebra de Max-
well puede ser obtenida del álgebra AdSL4 a través de una contracción de Inönü-Wigner.
De hecho, reescalando Pa → ξPa, Zab → ξ2Zab en (2.8) y tomando el limite ξ → ∞
obtenemos el álgebra de Maxwell.

[Pa, Pb] = ΛZab, (2.11a)

[Pa, Zbc] = 0, (2.11b)

[Zab, Zcd] = 0, (2.11c)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (2.11d)

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb, (2.11e)

[Jab, Zcd] = ηcbZad − ηcaZbd + ηdbZca − ηdaZcb. (2.11f)

Definición 2.3.2 (Álgebra B5) Esta álgebra puede ser obtenida a partir del álgebra
AdSL5 reescalando Pa → ξPa, Zab → ξ2Zab, Za → ξ3Za en la ecuación (2.9) y luego
tomando el limite ξ → ∞. Esta álgebra satisface las siguientes reglas de conmutación
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[Jab, Jcd] =ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb, (2.12a)

[Jab, Zcd] =ηcbZad − ηcaZbd + ηdbZca − ηdaZcb, (2.12b)

[Jab, Pc] =ηbcPa − ηacPb, (2.12c)

[Jab, Zc] =ηbcZa − ηacZb, (2.12d)

[Zab, Pc] =ηbcZa − ηacZb, (2.12e)

[Pa, Pb] =Zab, [Zab, Zc] = 0, (2.12f)

[Zab, Zcd] =0, [Pa, Zb] = 0, [Za, Zb] = 0. (2.12g)

Definición 2.3.3 (Álgebra B6) El álgebra B6 puede ser obtenida a partir del álgebra
AdSL6 a través de una contracción de Inonu-Wigner generalizada. Utilizando el reesca-
lamiento Pa → ξPa, Za → ξ3Za, Zab → ξ2Zab, Ẑab → ξ4Ẑab en la ecuación (2.10) y
tomando el limite ξ → ∞ obtenemos

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac, (2.13a)

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (2.13b)[
Jab, Ẑcd

]
= ηbcẐad + ηadẐbc − ηacẐbd − ηbdẐac, (2.13c)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (2.13d)

[Jab, Zc] = ηbcZa − ηacZb, (2.13e)

[Zab, Zcd] = ηbcẐad + ηadẐbc − ηacẐbd − ηbdẐac, (2.13f)

[Zab, Pc] = ηbcZa − ηacZb, (2.13g)

[Pa, Pc] = Zab, [Pa, Zb] = Ẑab, (2.13h)[
Zab, Ẑcd

]
= 0, [Zab, Zc] = 0,

[
Ẑab, Ẑcd

]
= 0, (2.13i)[

Ẑab, Pc

]
= 0,

[
Ẑab, Zc

]
= 0, [Za, Zc] = 0. (2.13j)
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Caṕıtulo 3

Relatividad general con formas
diferenciales

”El Espacio actúa sobre la Materia, indicándole como moverse...
a su vez, la Materia reacciona contra el espacio indicándole como curvarse”

John Archibald Wheeler.

3.1. Gravedad como teoŕıa de gauge

El formalismo estándar de las teoŕıas de gauge puede ser expresado en el lenguaje de
las formas exteriores. Para ello vamos a utilizar las definiciones usuales de grupo de Lie,
álgebra de Lie
Sea G un grupo de Lie cuyos generadores TA satisfacen el álgebra

[TA, TB] = CC
ABTC , (3.1)

donde CC
AB son las constantes de estructura, y las letras mayúsculas denotan ı́ndices en

la variedad del grupo. El formalismo estándar de las teoŕıas de gauge puede ser expresado
en el lenguaje de las formas exteriores. Para formular una teoŕıa de gauge con grupo de
simetŕıa G, se introduce en correspondencia con cada generador, los campos compensantes
AA

µ . Los potenciales de gauge son definidos como las 1-formas

A = AATA, AA = AA
µdx

µ, A = AA
µTAdx

µ. (3.2)

La derivada exterior covariante de gauge D es definida como

D = dxµDµ, (3.3)

donde

D = d+ A. (3.4)
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La 2-forma curvatura es dada por

F = dA+ A ∧ A, (3.5)

y dado que F = FATA y A = AATA, podemos escribir

FATA =

[
dAA +

1

2
ABACC A

BC

]
TA. (3.6)

Por lo tanto

FA = dAA +
1

2
C A

BCA
BAC . (3.7)

F también puede ser escrito como

F = dA+
1

2
[A,A] . (3.8)

El conjunto de ecuaciones F ab = 0 y dF ab = 0 son equivalentes a las ecuaciones de
Maurer-Cartan y las identidades de Jacobi del álgebra de Lie del grupo G respectivamente.

3.2. Formas de Maurer-Cartan Valuadas en el álge-

bra de Poincaré

El grupo de simetŕıas en relatividad general es el grupo de Poincaré ISO(3, 1). Los
generadores vienen dados por TA = (Pa, Jab), donde Pa es el generador de las traslaciones
y Jab el generador de las rotaciones de Lorentz (Jab = −Jba). Los ı́ndices A,B, . . . corren
sobre {a, (ab)} y los correspondientes campos de gauge son la 1-forma vielbein ea y la
1-forma conexión de spin ωab = −ωba aśı tenemos

AA =

{
ea,

1

2
ωab

}
, (3.9)

donde

ea = eaµdx
µ, (3.10)

ωab = ωab
µdx

µ. (3.11)

Escribiendo F = FATA = T aPa +
1
2
RabJab, podemos identificar las intensidades de campo

correspondientes a las traslaciones de Poincaré y a las rotaciones de Lorentz T a y Rab

respectivamente. Aśı tenemos que

a) La curvatura valuada en el álgebra de Lorentz es la intensidad de campo de la conexión
de esṕın.
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b) La curvatura valuada vectorialmente conocida como torsión es la intensidad de campo
del Vielbein.

Los generadores del grupo de Poincaré satisfacen la siguiente álgebra de Lie

[Pa, Pb] = 0, (3.12a)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (3.12b)

[Jab, Jcd] = ηadJbc + ηbcJad − ηacJbd − ηbdJac. (3.12c)

Ahora vamos a valuar el álgebra en la curvatura

La única contribución a T a viene de (3.12b)

[Jab, Pc] = C d
ab,cPd, (3.13)

donde C d
ab,c = ηbcδ

d
a − ηacδ

d
b .

La única contribución a Rab viene de (3.12c)

[Jab, Jcd] = C ik
ab,cd Jik, (3.14)

donde C ik
ab,cd = ηadδ

ik
bc + ηbcδ

ik
ad − ηacδ

ik
bd − ηbdδ

ik
ac.

Puesto que FA = dAA + 1
2
C A

BCA
BAC donde AA =

{
Aa, Aab

}
=

{
ea, 1

2
ωab

}
, y

FA =

{
T a,

1

2
Rab

}
, (3.15)

Estas funciones C d
ab,c y C ik

ab,cd corresponden a las constantes de estructura1. Al evaluar las
contribuciones de (3.12b) y (3.12c) obtenemos respectivamente

T a = dea + ωa
ce

c, (3.16)

Rab = dωab + ωa
cω

cd. (3.17)

Llamadas ecuaciones de estructura2. Podemos notar lo siguiente

Torsión: Corresponde a la intensidad de campo relacionada a las traslaciones.

Curvatura: Corresponde a la intensidad de campo relacionada a rotaciones de Lorentz.

Las ecuaciones (3.16) y (3.17) fueron obtenidas como consecuencia directa de las relaciones
de conmutación del álgebra de Lie del grupo de Poincaré ISO(3, 1). El formalismo muestra
expĺıcitamente, la estrecha relación entre la estructura geométrica de la variedad y el álgebra
del grupo de simetŕıas fundamental.

1Son constantes porque están escritas en términos de η y δ
2Describen la estructura geométrica de la variedad
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Trasformación de los campos de gauge

La forma en que transforman los campos AA depende de como sea exponenciado el
grupo de invariancia, esto significa, que Si G es un grupo cuyos elementos U son dados por
U = e−ϵ = e−ϵATA , donde ϵ es el parámetro del grupo, entonces

A transforma bajo el grupo de transformaciones como

A −→ A′ = UAU−1 + UdU−1. (3.18)

De igual forma, para la curvatura, tenemos que bajo el grupo de transformaciones F
cambia como tensor

F −→ F′ = UFU−1, (3.19)

expandiendo en serie y tomando solo términos a primer orden tenemos

U = e−ϵ = 1− ϵ. (3.20)

U−1 = eϵ = 1 + ϵ. (3.21)

Donde obtenemos que las transformaciones están dadas por

δA = dϵ+ [A, ϵ] , (3.22)

δF = [F, ϵ] . (3.23)

El parámetro de la transformación puede ser escrito como

ϵ = ϵATA, (3.24)

= ϵaPa +
1

2
ϵabJab, (3.25)

ϵ ≡ ρaPa +
1

2
kabJab. (3.26)

Entonces utilizando las ecuaciones anteriores tenemos que

δea = dρa + ωa
bρ

b − kacec, (3.27)

δωab = dkab + ωackb
c − ωcdka

c. (3.28)

Por lo tanto tenemos que los campos ea y ωab cambian de la siguiente forma

Bajo traslaciones

δea = dρa + ωa
bρ

b = Dρa, (3.29)

δωab = 0. (3.30)

Bajo rotaciones de Lorentz

δea = ka
ce

c, (3.31)

δωab = dkab + ωackb
c − ωcdka

c = Dkab. (3.32)
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3.3. Formas de Maurer-Cartan evaluadas en el álge-

bra de Maxwell

El álgebra de Maxwell es el resultado de agrandar o añadir nuevas simetŕıas al álgebra
de Poincaré, incorporamos seis nuevos generadores abelianos tensoriales que tienen la par-
ticularidad de hacer que los cuadrimomentum no sean conmutativos. Esta álgebra satisface
las siguientes reglas de conmutación

[Pa, Pb] = Zab, (3.33)

[Pa, Zbc] = 0, (3.34)

[Zab, Zcd] = 0, (3.35)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (3.36)

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb, (3.37)

[Jab, Zcd] = ηcbZad − ηcaZbd + ηdbZca − ηdaZcb. (3.38)

Introducimos el conjunto de formas de Maurer-Cartan valuadas en el álgebra de Maxwell

A = AATA,

=
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab, (3.39)

donde a, b = 0, 1, 2, 3 son los ı́ndices del espacio tangente que suben y bajan con la métrica
de Minkowski. Los campos de gauge asociados están definidos por un campo de 1-formas

ea = eaµdx
µ, ωab = ωab

µ dxµ, kab = kab
µ dxµ.

Los generadores del álgebra satisfacen las relaciones de conmutación. Luego, la curvatura
genérica de lo campos de gauge asociados es dado por

F = dA+
1

2
[A,A] . (3.40)

Sustituyendo (3.39) en (3.40) obtenemos

F = dA+
1

2
[A,A] , (3.41)

=
1

l
deaPa +

1

2
dωabJab +

1

2
dkabZab

+
1

2l2
eaec [Pa, Pc] +

1

4l
ωabec [Jab, Pc] +

1

4l
kabec [Zab, Pc]

1

4l
eaωcd [Pa, Jcd] +

1

8
ωabωcd [Jab, Jcd] +

1

8
kabωcd [Zab, Jcd]

+
1

4l
eakcd [Pa, Zcd] +

1

8
ωabkcd [Jab, Zcd] , (3.42)
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utilizando las relaciones de conmutación obtenemos que la 2-forma de curvatura es dada
por

F =
1

l
T aPa +

1

2
RabJab +

1

2

(
Dkab +

1

l2
eaeb

)
Zab, (3.43)

donde

T a = dea + ωa
ce

c, (3.44)

Rab = dωab + ωa
eω

eb, (3.45)

F ab = dkab + ω[a
ek

e|b] +
1

l2
eaeb = Dkab +

1

l2
eaeb. (3.46)

Identidades de Bianchi

Las identidades de Bianchi se pueden obtener fácilmente puesto que

DF = dF+ [A,F] , (3.47)

tenemos que usando las ecuaciones (3.40) y (3.39) obtenemos las siguientes tres expresiones

DT a = dT a + ωa
cT

c = Racec,

DRab = dRab + ωa
eR

eb + ωb
eR

ea = 0,

DF ab = R[a|ck b]
c +

1

l2
T [a e b]. (3.48)

Transformaciones de los campos de gauge

Ahora vamos a obtener las transformaciones de los campos de gauge. Bajo transforma-
ciones locales de gauge con el parámetro ϵ(x)

ϵ(x) = ϵ(x)ATA,

=
1

l
ρaPa +

1

2
πabJab +

1

2
ξabZab, (3.49)

el campo de gauge A transforma como

δA = dϵ+ [A, ϵ] , (3.50)

de donde es directo ver que

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b], (3.51)

δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c, (3.52)

δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] +
1

l2
e[aρb]. (3.53)
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Transformaciones de las intensidades de campo

Bajo las transformaciones (3.49) las intensidades de campo transforman como

δF = [F, ϵ] , (3.54)

de modo que

δRab = R[a
cπ

c|b], (3.55)

δT a = πa
cT c +Ra

cρ
c, (3.56)

δF ab = F [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] +
1

l2
T [aρb]. (3.57)

3.4. Acción de Einstein-Hilbert

La acción de Einstein-Hilbert-Cartan es dada por

S =

∫
M

εabcde
aebRcd. (3.58)

El cual puede ser escrito como

S =

∫
M

εabcd
(
eaµdx

µ
) (

ebνdx
ν
)
Rcd, (3.59)

donde Rcd = 1
2
dxσdxρRcd

σρ, es decir

S =
1

2

∫
M

εabcddx
µdxνdxσdxρeaµe

b
νR

cd
σρ, (3.60)

de modo que

S =
1

2

∫
M

εabcdε
µνσρeaµ ∧ ebν ∧Rcd

σρ. (3.61)

La expresión e∧e∧R es una 4-forma sobre M con valores en T ∗
P ⊗T ∗

P ⊗∧2T ∗
P . La métrica

ηab sobre T ∗
P (M), junto con el isomorfismo eaµ entre TP (M) y T ∗

P (M) da una métrica
gµν = eaµe

b
νηab sobre TP (M). Esta es la misma métrica ordinaria sobre la variedad M. La

conexión ω, que tiene grupo de estructura SO(d− 1, 1), es métrica compatible.



3.5. Extensión de Maxwell para gravedad de Einstein con término cosmológico
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Invariancia de la acción de Einstein-Hilbert

En 4D la acción de Einstein-Hilbert es invariante ”on-shell”. En el contexto de Car-
tan la acción de E-H, por construcción, es invariante bajo transformaciones generales de
coordenadas y bajo transformaciones locales de Lorentz. Sin embargo no es invariante bajo
traslaciones locales de Poincaré, es decir bajo transformaciones del tipo.

δea = dρa + ωa
bρ

b, (3.62)

δω = 0. (3.63)

3.5. Extensión de Maxwell para gravedad de Eins-

tein con término cosmológico generalizado

Siguiendo el método de la referencia [1] vamos a construir una acción que contenga la
acción de Einstein-Hilbert y el término cosmológico usual utilizando 4-formas invariantes.

L1 =
1

2
εabcdR

abRcd, (3.64)

L2 = εabcdR
abF cd, (3.65)

L3 =
1

2
εabcdF

abF cd, (3.66)

L4 =
1

2
RabRab, (3.67)

L5 = RabFab, (3.68)

L6 =
1

2
F abFab. (3.69)

A partir de ellos podemos construir la acción de Einstein-Hilbert y el término cosmológico
usual. Multiplicando L2 por − 1

2κΛ

− 1

2κΛ
L2 = − 1

2κΛ
εabcdR

abF cd, (3.70)

= − 1

2κΛ
εabcdR

abDkcd − 1

2κ
εabcdR

abeced. (3.71)

Integrando por partes el término εabcdR
abDkcd y usando la identidad de Bianchi DRab = 0,

es fácil ver que

− 1

2κΛ
L2 ≈ − 1

2κ
εabcdR

abeced. (3.72)

Consideremos ahora L3. Recordamos que el término cosmológico estándar es dado por la
4-forma



3.5. Extensión de Maxwell para gravedad de Einstein con término cosmológico
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Lcosm =
λ

4κ
εabcde

aebeced, (3.73)

tenemos

λ

2κΛ2
L3 =

λ

4κΛ2
εabcdF

ab ∧ F cd, (3.74)

=
λ

4κΛ2
εabcd

{
DkabDkcd + ΛDkabeced + ΛeaebDkcd + Λ2eaebeced

}
, (3.75)

=
λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd +

λ

2κΛ
εabcdDkabeced +

λ

4κ
εabcde

aebeced. (3.76)

Finalmente, se propone la siguiente 4-forma lagrangeana para la gravedad de Maxwell

L =
µ

2κλ
(−L2 + µL3) , (3.77)

donde µ ≡ λ
Λ
que puede ser escrito en la forma

LMaxwell = LE−H + Lcosm +
µ

2κ
εabcdDkabeced +

µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd, (3.78)

donde

LE−H = − 1

2κ
εabcdR

abeced, (3.79)

Lcosm =
λ

4κ
εabcde

aebeced. (3.80)

Ecuaciones de campo

Ahora vamos a obtener las ecuaciones del movimiento.

Variamos respecto de ωab (δωL)

δωabLMaxwell = δLE−H +
µ

2κ
δ
(
εabcdDkabeced

)
+

µ2

4κλ
δ
(
εabcdDkabDkcd

)
, (3.81)

= d

(
− 1

2κ
εabcdδω

abeced
)
− 1

κ
εabcdδω

abDeced

+
µ

κ
εabcdδω

a
fk

fbeced +
µ2

2κλ
εabcdδ

a
ek

ebDkca, (3.82)

= [L]ωab δω
ab. (3.83)
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luego tenemos

δωLMaxwell = δωab

{
−1

κ
εabcd

[
Deced − µ2

2λ
kc

e

(
Dkce +

λ

µ
eced

)]}
, (3.84)

= δωab

{
−1

κ
εabcd

[
Deced − µ2

2λ
kc

eF
ce

]}
, (3.85)

donde

[L]ωab = δωab

{
−1

κ
εabcd

[
Deced − µ2

2λ
kc

eF
ce

]}
= 0. (3.86)

Esta ecuación pude ser escrita finalmente como

T [aeb] +
µ2

λ
F [a

c k
c|b] = 0. (3.87)

Esta ecuación se utilizará como la ecuación algebraica que determina la conexión de
espin en función del vielbein y los nuevos campos de gauge, ωab

µ = ωab
µ(e, k).

Variación respecto de ea

δeLMaxwell = δLE−H + δLcosm +
µ

2κ
δ
(
εabcdDkabeced

)
, (3.88)

= −1

κ
εabcdR

abecδed +
λ

κ
εabcdδe

aebeced,

+
µ

κ
εabcdDkabecδec, (3.89)

= [L]ea δe
a, (3.90)

donde

[L]ea = −1

κ
εabcd

{
Rabec − µF abec

}
, (3.91)

= −1

κ
εabcde

d
{
Rab − λeaec − µDkab

}
= 0. (3.92)

Variación respecto de kab

δkabLMaxwell =
µ

2κ
δ
(
εabcdDkabeced

)
+

µ2

4κλ
δ
(
εabcdDkabDkcd

)
, (3.93)

= d

(
µ

2κ
εabcdδk

abeced +
µ2

4κλ
εabcdδk

abDkcd

)
+

µ

κ
εabcdδk

abDeced +
µ2

4κλ
εabcdδk

abDDkcd, (3.94)

= [L]kab δk
ab, (3.95)
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donde

[L]kab =
µ

κ
εabcd

[
Deced +

µ

4λ
DDkcd

]
, (3.96)

=
µ

κ
εabcd

[
T ced +

µ

λ
Rc

ek
ed
]
= 0, (3.97)

esta ecuación puede ser escrita alternativamente como

T [aeb] +
µ

λ
R[a

ek
e|b] = 0. (3.98)

Una solución especial de la ecuación

εabcde
b
{
Rcd − λeced − µDkcd

}
= 0, (3.99)

es dada por

Rab = µDkab + λeaeb = µF ab. (3.100)

Si esta ecuación es válida, después de utilizar las identidades de BianchiDRab = 0, podemos
escribir

T [aeb] +
µ2

λ
F [a

e k
e|b] = 0. (3.101)

Esto significa que el conjunto de ecuaciones del movimiento

T [aeb] +
µ2

λ
F [a

e k
e|b] = 0, (3.102)

εabcde
b
{
Rcd − λeced − µDkcd

}
= 0, (3.103)

T [aeb] +
µ

λ
R[a

ek
e|b] = 0, (3.104)

se satisfacen si las conexiones de Lorentz y gauge están relacionadas por

Rab = µDkab + λeaeb = µF ab. (3.105)
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Caṕıtulo 4

Gravedad en 4D con simetŕıas
AdSL4

4.1. Ecuaciones de estructura

Consideremos el potencial de gauge evaluado en el álgebra AdSL4

A = AATA,

=
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab, (4.1)

donde a, b = 0, 1, 2, 3, son los ı́ndices del espacio tangente que suben y bajan con la métrica
de Minkowski donde

ea = eaµdx
µ, ωab = ωab

µ dxµ, kab = kab
µ dxµ.

Usando las relaciones de conmutación del álgebra (2.8) tenemos que la 2-forma de curvatura
es dada por

F = dA+
1

2
[A,A] . (4.2)

Sustituyendo (4.1) en (4.2) obtenemos

F =
1

l
deaPa +

1

2
dωabJab +

1

2
dkabZab

+
1

2l2
eaec [Pa, Pc] +

1

4l
ωabec [Jab, Pc] +

1

4l
kabec [Zab, Pc]

1

4l
eaωcd [Pa, Jcd] +

1

8
ωabωcd [Jab, Jcd] +

1

8
kabωcd [Zab, Jcd]

+
1

4l
eakcd [Pa, Zcd] +

1

8
ωabkcd [Jab, Zcd] +

1

8
kabkcd [Zab, Zcd] . (4.3)

Utilizando las relaciones de conmutación y con un poco de álgebra obtenemos
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F =
1

l
deaPa +

1

2
dωabJab +

1

2
dkabZab

+
1

2l2
eaecZab +

1

2l
ωa

ce
cPa +

1

2l
ka

ce
cPa

+
1

2l
ωa

ce
cPa +

1

2
ω[a

cω
c|b]Jab +

1

2
ω[a

ck
c|b]Zab

+
1

2l
ka

ce
cPa +

1

2
ω[a

ck
c|b]Zab +

1

2
k[a

ck
c|b]Zab. (4.4)

De la ecuación (4.4) vemos que los términos con Pa

1

l
deaPa +

1

2l
ωa

ce
cPa +

1

2l
ka

ce
cPa +

1

2l
ωa

ce
cPa +

1

2l
ka

ce
cPa (4.5)

=
1

l
(dea + ωa

ce
c + ka

ce
c)Pa, (4.6)

=
1

l
(Dea + ka

ce
c)Pa, (4.7)

=
1

l
(T a + ka

ce
c)Pa. (4.8)

Donde tenemos que T a = T a + ka
ce

c, y T a = dea + ωa
ce

c es la torsión usual. Aqúı
notamos que el término ka

be
b proviene del conmutador [Pa, Zcd], el cual, para el

álgebra de Maxwell es cero. Luego, de la ecuación (4.4) vemos que,

los términos con Jab conducen a

1

2
dωabJab +

1

2
ωa

cω
cbJab =

1

2

(
dωab + ωa

cω
cb
)
Jab, (4.9)

=
1

2
RabJab, (4.10)

donde Rab = dωab + ωa
cω

cb.

Ahora tomamos los términos con Zab

1

2
dkabZab +

1

2l2
eaecZab +

1

4
ω[a

ck
c|b]Zab +

1

4
ω[a

ck
c|b]Zab +

1

2
k[a

ck
c|b]Zab, (4.11)

=
1

2

(
dkab + ω[a

ck
c|b] + k[a

ck
c|b] +

1

l2
eaec

)
Zab, (4.12)

=
1

2
F abZab, (4.13)

donde F ab = Dkab + k
[a
ckc|b] + 1

l2
eaeb corresponde a la 2-forma curvatura asociada

a los campos de gauge kab para el álgebra AdSL4. El término k
[a
ckc|b] proviene del

conmutador [Zab, Zcd], el cual es cero para el álgebra de Maxwell.
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Luego, la curvatura dada por

F =
1

l
T aPa +

1

2
RabJab +

1

2
F abZab, (4.14)

donde

T a = T a + ka
ce

c, (4.15)

Rab = dωab + ωa
eω

eb, (4.16)

F ab = dkab + ω[a
ek

e|b] + k[a
ck

c|b] +
1

l2
eaeb,

= Dkab + k[a
ck

c|b] +
1

l2
eaeb. (4.17)

4.2. Identidades de Bianchi

A continuación vamos a obtener las identidades de Bianchi (Apéndice B), las cuales se
obtendrán de la forma usual utilizando la expresión

DF = dF+ [A,F] . (4.18)

Sustituyendo las ecuaciones (4.1) y (4.14) en (4.18) tenemos

DF =
1

2
DRabJab +

1

l
DT aPa +

1

2
DF abZab, (4.19)

donde

dT a + ωa
bT b + ka

bT b = Ra
be

b + F a
be

b, (4.20)

DRab = 0, (4.21)

DF ab + k[a
cF

c|b] +R[a
ck

c|b] +
1

l2
e[aT b] = 0. (4.22)

4.3. Transformaciones de los campos de gauge

Bajo transformaciones locales de gauge con parámetro ϵ(x)

ϵ(x) = ϵ(x)ATA,

=
1

l
ρaPa +

1

2
πabJab +

1

2
ξabZab, (4.23)

tenemos

δA = dϵ+ [A, ϵ] . (4.24)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.1), (4.23) en (4.24) tenemos

δA = d

(
1

2
πabJab +

1

l
ρaPa +

1

2
ξabZab

)
+

[
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab,

1

2
πcdJcd +

1

l
ρcPc +

1

2
ξcdZcd

]
, (4.25)

=
1

2
dπabJab +

1

l
dρaPa +

1

2
dξabZab

+
1

4
ωabπcd [Jab, Jcd] +

1

2l
eaπcd [Pa, Jcd] +

1

4
kabπcd [Zab, Jcd]

+
1

2l
ωabρc [Jab, Pc] +

1

l2
eaρc [Pa, Pc] +

1

2l
kabρc [Zab, Pc]

+
1

4
ωabξcd [Jab, Zcd] +

1

2l
eaξcd [Pa, Zcd] +

1

4
kabξcd [Zab, Zcd] , (4.26)

Por otro lado

δA =
1

2
δωabJab +

1

l
δeaPa +

1

2
δkabZab, (4.27)

nuevamente utilizando las relaciones de conmutación y un poco de álgebra obtenemos los
siguientes resultados (ver apéndice C para el detalle de la contribución de cada conmutador)

Agrupando términos con Jab

1

2
dπabJab +

1

2
ω[a

cπ
c|b]Jab =

1

2

(
dπab + ω[a

cπ
c|b]) Jab, (4.28)

tenemos

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b]. (4.29)

Agrupando términos con Pa

1

l
dρaPa +

1

l
πa

ce
cPa +

1

l
ωa

cρ
cPa +

1

l
ka

cρ
cPa +

1

l
ξace

cPa,

=
1

l
(dρa + πa

ce
c + ωa

cρ
c + ka

cρ
c + ξace

c)Pa. (4.30)

Encontramos

δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c + ka
cρ

c + ξace
c. (4.31)

Notemos que los términos ka
cρ

c y ξace
c vienen de [Zab, Pc] y [Pa, Zcd] respectivamente,

que para el álgebra de Maxwell son cero. El término πa
ce

c viene de [Pa, Jcd], y ωa
cρ

c

viene de [Jab, Pc]
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Agrupando términos con Zab

1

2
dξabZab +

1

2
k[a

cπ
c|b]Zab +

1

2
ω[a

cξ
c|b]Zab

+
1

l2
eaρbZab +

1

2
k[a

cξ
c|b]Zab,

=
1

2

(
dξab + k[a

cπ
c|b] + ω[a

cξ
c|b] + k[a

cξ
c|b] +

2

l2
eaρb

)
Zab, (4.32)

tenemos

δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] + k[a
cξ

c|b] +
1

l2
e[aρb]. (4.33)

Notemos que el término k
[a
cξc|b] viene de [Zab, Zcd] que para el álgebra de Maxwell

es cero. El término k
[a
cπc|b] viene de [Zab, Jcd], ω

[a
cξc|b] viene de [Jab, Zcd], y

1
l2
e[aρb]

viene de [Pa, Pb].

En resumen, las transformaciones de los campos de gauge vienen dadas por

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b], (4.34)

δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c + ka
cρ

c + ξace
c, (4.35)

δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] + k[a
cξ

c|b] +
1

l2
e[aρb]. (4.36)

4.4. Transformación de las intensidades de campo

F

Puesto que

δF = [F, ϵ] , (4.37)

tenemos

δF =

[
1

2
RabJab +

1

l
T aPa +

1

2
F abZab,

1

2
πcdJcd +

1

l
ρcPc +

1

2
ξcdZcd

]
, (4.38)

=
1

4
Rabπcd [Jab, Jcd] +

1

2l
T aπcd [Pa, Jcd] +

1

4
F abπcd [Zab, Jcd]

+
1

2l
Rabρc [Jab, Pc] +

1

l2
T aρc [Pa, Pc] +

1

2l
F abρc [Zab, Pc]

+
1

4
Rabξcd [Jab, Zcd] +

1

2l
T aξcd [Pa, Zcd] +

1

4
F abξcd [Zab, Zcd] . (4.39)
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Por otro lado

δF =
1

2
δRabJab +

1

l
δT aPa +

1

2
δF abZab. (4.40)

Desarrollamos y agrupando términos, tenemos

Para Jab

1

2
δRabJab =

1

2
R[a

cπ
c|b]Jab, (4.41)

tenemos

δRab = R[a
cπ

c|b]. (4.42)

Para Pa

1

l
πa

cT cPa +
1

l
Ra

cρ
cPa +

1

l
F a

cρ
cPa +

1

l
ξacT cPa,

=
1

l
(πa

cT c +Ra
cρ

c + F a
cρ

c + ξacT c)Pa, (4.43)

de modo que

δT a = πa
cT c +Ra

cρ
c + F a

cρ
c + ξacT c. (4.44)

Notemos que los términos F a
cρ

c y ξacT c vienen de [Zab, Pc] y [Pa, Zcd] respectivamen-
te, que para el álgebra de Maxwell son cero. El término πa

cT c viene de [Pa, Jcd], y
Ra

cρ
c viene de [Jab, Pc]

Para Zab

1

2
F [a

cπ
c|b]Zab +

1

2
R[a

cξ
c|b]Zab +

1

l2
T aρbZab +

1

2
F [a

cξ
c|b]Zab,

=
1

2

(
F [a

cπ
c|b] +R[a

cξ
c|b] + F [a

cξ
c|b] +

2

l2
T aρb,

)
Zab, (4.45)

de manera que

δF ab = F [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] + F [a
cξ

c|b] +
1

l2
T [aρb]. (4.46)

Notemos que el término F
[a
cξc|b] viene de [Zab, Zcd] que para el álgebra de Maxwell

es cero. El término F
[a
cπc|b] viene de [Zab, Jcd], R

[a
cξc|b] viene de [Jab, Zcd], y

1
l2
T [aρb]

viene de [Pa, Pb].
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En resumen tenemos que las transformaciones de las intensidades de campo vienen dadas
por

δRab = R[a
cπ

c|b], (4.47)

δT a = πa
cT c +Ra

cρ
c + F a

cρ
c + ξacT c, (4.48)

δF ab = F [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] + F [a
cξ

c|b] +
1

l2
T [aρb]. (4.49)

4.5. Lagrangiano para gravedad con simetŕıas AdSL4

Para construir un lagrangiano que contenga la acción de Einstein-Hilbert, un termino
cosmológico y términos que dependan de los nuevos campos kab, utilizamos el mecanismo
usado en [1], donde consideramos las siguientes 4-formas invariantes

L1 = εabcdR
abF cd, (4.50)

L2 =
1

2
εabcdF

abF cd, (4.51)

con lo cual el lagrangiano estará dado por

L =
µ

2κΛ
(−L1 + µL2) . (4.52)

Introducimos µ = λ
Λ
, donde λ corresponde a la constante cosmológica estándar, y Λ = 1

l2
,

la constante de gravitación de Einstein convencional es denotada por κ. Estudiaremos la
forma de L1 multiplicando por −1

2κΛ
y utilizando las correspondientes ecuaciones para Rab y

F̃ ab

− 1

2κΛ
L1 = − 1

2κΛ
εabcdR

abF cd, (4.53)

= − 1

2κΛ
εabcdR

abDkcd − 1

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d] − 1

2κ
εabcdR

abeced. (4.54)

Integrando por partes, utilizando la identidad DRab = 0, vemos fácilmente que el término
εabcdR

abDkcd corresponde a un término de borde. De manera que el lagrangiano de Einstein
Hilbert LE−H más un término que depende de Rab y de los campos kab es dado por

− 1

2κΛ
L1 ≈ − 1

2κ
εabcdR

abeced − 1

2κΛ
εabcdR

abk[a
ck

c|b], (4.55)

≈ LE−H − 1

2κΛ
εabcdR

abk[a
ck

c|b]. (4.56)

Ahora consideramos L2, la cual nos proporciona el término cosmológico. De la curvatura F ab

observamos que L2 incluye el término cosmológico estándar más cinco términos adicionales
que dependen de kab. Multiplicando L2 por λ

2κΛ2 , obtenemos
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λ

2κΛ2
L2 =

λ

4κΛ2
εabcdF

abF cd, (4.57)

=
λ

4κΛ2
εabcd

{
DkabDkcd + 2Dkabk[c

ek
e|d] + 2Λ2Dkabeced + k[a

ck
c|b]k[c

ek
e|d]

+2Λ2k[a
ek

e|b]eced + Λ4eaebeced
}
, (4.58)

aśı tenemos que

λ

2κΛ2
L2 = Lcosm +

λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd +

λ

2κΛ2
εabcdDkabk[c

ek
e|d]

+
µ

2κ
εabcdDkabeced +

λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d] +
µ

2k
k[a

ek
e|b]eced, (4.59)

con

Lcosm =
λ

4κ
εabcde

aebeced. (4.60)

Finalmente utilizando (4.52) el lagrangiano que buscamos y que llamaremos LAdSL4 es dado
por

LAdSL4 = − 1

2κΛ
L1 +

λ

2κΛ2
L2, (4.61)

LAdSL4 = LE−H + Lcosm − 1

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d] +
λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd

+
λ

2κΛ2
εabcdDkabk[c

ek
e|d] +

µ

2κ
εabcdDkabeced +

λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d]

+
µ

2κ
εabcdk

[a
ek

e|b]eced, (4.62)

4.6. Ecuaciones de campo para la extensión AdSL4

Vamos a continuar de la forma usual, utilizando el principio de acción, para obtener las
ecuaciones de campo para la extensión AdSL4 de la gravedad de Einstein .

La variación de (4.62) con respecto de ea es

δeaLAdSL4 = δeaLE−H + δeaLcosm + δea
( µ

2κ
εabcdDkabeced

)
+ δea

(
λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd

)
− δea

( µ

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d]
)

+ δea

(
λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d]
)
+ δea

( µ

2κ
εabcdk

a
ek

ebeced
)
. (4.63)
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Utilizando las propiedades del operador δe obtenemos lo siguiente

δeaLAdSL4 = −1

κ
εabcdR

abecδed +
λ

κ
εabcde

aebecδed +
µ

κ
εabcdDkabecδed +

µ

κ
εabcdk

[a
ek

e|b]ecδed,

=
1

κ
εabcd

(
−Rabec + λeaebec + µDkabec + µk[a

ek
e|b]ec

)
δed, (4.64)

=
1

κ
εabcd

(
µ
(
Dkab + Λeaeb + k[a

ek
e|b]ec

)
ec −Rabec

)
δec, (4.65)

donde
δeaLAdSL4 = [L]ea δe

d, (4.66)

y dado que δeaLAdSL4 = 0 tenemos

µ
(
Dkab + Λeaeb + k[a

ek
e|b]ec

)
ec −Rabec = 0, (4.67)

µF abec −Rabec = 0, (4.68)

es decir

µF abec = Rabec. (4.69)

La variación de (4.62) con respecto de ωab nos conduce a

δωabLAdSL4 = δωabLE−H + δωabLcosm + δωab

( µ

2κ
εabcdDkabeced

)
+ δωab

(
λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd

)
− δωab

( µ

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d]
)

+ δωab

(
λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d]
)
+ δωab

( µ

2κ
εabcdk

a
ek

ebeced
)

+ δωab

(
λ

2κΛ2
εabcdDkabk[c

ek
e|d]

)
. (4.70)

Es decir

δωabLAdSL4 = − 1

2κ
d
(
εabcdδω

abeced
)
− 1

κ
εabcdDeaebδωcd − µ

κ
εabcdδω

aekb
ee

ced

− λ

2κΛ2
εabcdδω

aekb
eDkcd + d

(
− µ

2κΛ
εabcdδω

abk[c
ek

e|d]
)

− µ

κΛ
εabcdδω

abk[c
eDke|d] +

λ

κΛ2
εabcdδω

a
fk

fbk[c
ek

e|d]. (4.71)

Las derivadas exteriores no proporcionan información a las ecuaciones de movimiento, en-
tonces
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δωabLAdSL4 = −1

κ
εabcdDeaebδωcd − µ

κ
εabcdδω

aekb
ee

ced − λ

κΛ2
εabcdδω

aekb
eDkcd

+
λ

κΛ2
εabcdδω

a
fk

fbk[c
ek

e|d], (4.72)

=
1

κ
εabcd

(
−Deaebδωcd − µδωaekb

ee
ced − λ

Λ2
δωaekb

eDkcd +
λ

Λ2
δωa

fk
fbk[c

ek
e|d]

)
,

(4.73)

= δωab

{
−1

κ
εabcd

[
Deced − µ

Λ
kc

e

(
Dked + k

[e
fk

f |d] + Λeced
)]}

, (4.74)

donde

δωabLAdSL4 = δωab [L]ωab , (4.75)

y dado que δωabLAdSL4 = 0 tenemos

1

κ
εabcd

(
T ced − µ

Λ
kc

eF
ce
)
= 0, (4.76)

o bien

T [aeb] +
µ

Λ
F [a

ck
c|b] = 0. (4.77)

La variación de (4.62) con respecto de kab conduce a

δkabLAdSL4 = δkabLE−H + δkabLcosm + δkab
( µ

2κ
εabcdDkabeced

)
+ δkab

(
λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd

)
− δkab

( µ

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d]
)

+ δkab

(
λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d]
)
+ δkab

( µ

2κ
εabcdk

a
ek

ebeced
)

+ δkab

(
λ

2κΛ2
εabcdDkabk[c

ek
e|d]

)
, (4.78)

es decir

δkabLAdSL4 = −µ

κ
εabcdδk

abDeced − µ

2κΛ
εabcdDDkabδkcd

− 2µ

κΛ
εabcdR

abkc
eδk

ed +
2µ

κΛ
εabcdk

[a
fk

f |b]kc
eδk

ed

+
2µ

κ
εabcdk

a
eδk

ebeced +
2µ

κΛ
εabcdDkabkc

eδk
ed, (4.79)

=
1

κ
εabcdδk

ab

(
T ced − 3

2

µ

Λ
Rcekd

e −
2µ

Λ
kc

eF̃
ed

)
, (4.80)



4.6. Ecuaciones de campo para la extensión AdSL4 31

donde
δkabLAdSL4 = δkab [L]kab , (4.81)

y dado que δkabLAdSL4 = 0 tenemos

1

κ
εabcd

(
T ced − 3

2

µ

Λ
Rcekd

e −
2µ

Λ
kc

eF
ed

)
= 0. (4.82)

En resumen las ecuaciones del movimiento vienen dadas por

µF abec = Rabec, (4.83a)

T [aeb] +
µ2

λ
F [a

ck
c|b] = 0, (4.83b)

1

κ
εabcd

(
T ced − 3

2

µ

Λ
Rcekd

e −
2µ

Λ
kc

eF
ed

)
= 0. (4.83c)
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Caṕıtulo 5

Gravedad en 4D con simetŕıas
AdSL5

5.1. Ecuaciones de estructura

Consideremos el potencial de gauge evaluado en el álgebra AdSL5

A = AATA,

=
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa, (5.1)

donde a, b = 0, 1, 2, 3, son los ı́ndices de espacio tangente que suben y bajan con la métrica
de Minkowski, donde

ea = eaµdx
µ, ωab = ωab

µ dxµ, kab = kab
µ dxµ, ha = ha

µdx
µ.

Usando las relaciones de conmutación del álgebra (2.9) tenemos que la 2-forma curvatura
es dada por

F = dA+
1

2
[A,A] . (5.2)

Sustituyendo la ecuación (5.1) en (5.2) obtenemos

F =
1

2
dωabJab +

1

2
dkabZab +

1

l
deaPa +

1

l
dhaZa

+
1

8
ωabωcd [Jab, Jcd] +

1

4
kabωcd [Zab, Jcd] +

1

8
kabkcd [Zab, Zcd] +

1

2l
ωabec [Jab, Pc]

+
1

2l
kabec [Zab, Pc] +

1

2l2
eaec [Pa, Pc] +

1

2l
ωabhc [Jab, Zc] +

1

2l
kabhc [Zab, Zc]

+
1

l2
eahc [Pa, Zc] +

1

2l2
hahc [Za, Zc] . (5.3)

Utilizando las relaciones de conmutación y con un poco de álgebra obtenemos
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Para términos con Pa

1

l
T aPa =

1

l
deaPa −

1

l
eaωc

aPc −
1

l
hakc

aPc, (5.4)

=
1

l
(dea + ωa

ce
c + ka

ch
c)Pa, (5.5)

=
1

l
(Dea + ka

ch
c)Pa, (5.6)

tenemos

T̃ a = T a + ka
ch

c. (5.7)

Donde T̃ a corresponde a la 2-forma torsión, y T a la torsión usual. El término ka
ch

c

viene del conmutador [Zab, Zc].

Para términos con Jab

1

2
RabJab =

1

2
dωabJab +

1

4
ω[a

cω
c|bJab +

1

4
k[a

ck
c|bJab +

1

l2
eahbJab, (5.8)

=
1

2

(
dωab +

1

2
ω[a

cω
c|b] +

1

2
k[a

ck
c|b] +

2

l2
eahb

)
Jab, (5.9)

tenemos

Rab = dωab + ωa
cω

cb + ka
ck

cb +
2

l2
eahb, (5.10)

= Rab + ka
ck

cb +
2

l2
eahb. (5.11)

Donde el término ka
ck

cb viene del conmutador [Zab, Zcd] y el término eahb viene de
[Pa, Zb].

Agrupamos términos con Zab

1

2
dkabZab +

1

2
ω[a

ck
c|b]Zab +

1

2l2
eaebZab +

1

2l2
hahbZab,

=
1

2

(
dkab + ω[a

ck
c|b] +

1

l2
eaeb +

1

l2
hahb

)
Zab. (5.12)

Podemos definir F̃ ab como la intensidad de campo asociada al campo de 1-formas
kab para AdSL5, entonces

F̃ ab = dkab + ω[a
ck

c|b] +
1

l2
eaeb +

1

l2
hahb, (5.13)

= Dkab +
1

l2
eaeb +

1

l2
hahb, (5.14)

donde el término hahb viene de [Za, Zb].
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Agrupamos términos con Za

1

l
HaZa =

1

l
dhaZa +

1

l
ωc

ah
aZc +

1

l
ka
ce

cZa, (5.15)

=
1

l
(Dha + ka

ce
c)Za, (5.16)

tenemos

Ha = Dha + ka
ce

c. (5.17)

Donde el término ka
ce

c viene del conmutador [Zab, Pc].

La curvatura F es dada por

F =
1

2
RabJab +

1

l
T̃ aPa +

1

2
F̃ abZab +

1

l
HaZa, (5.18)

con

Rab = dωab + ωa
cω

cb + ka
ck

cb +
2

l2
eahb,

= Rab + ka
ck

cb +
2

l2
eahb, (5.19)

T̃ a = Dea + ka
bh

b,

= T a + ka
bh

b, (5.20)

F̃ ab = Dkab +
1

l2
hahb +

1

l2
eaeb, (5.21)

Ha = Dha + ka
be

b. (5.22)

5.2. Identidades de Bianchi

A continuación vamos a obtener las identidades de Bianchi para las 2-formas de curva-
tura. Para esto vamos a utilizamos la expresión

DF = dF+ [A,F] . (5.23)

Sustituyendo las expresiones (5.1) y (5.18) en (5.23) tenemos

DF =
1

2
DRabJab +

1

l
DT̃ aPa +

1

2
DF̃ abZab +

1

l
DHaZa, (5.24)

donde
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DRab + k[a
cF̃

c|b] +
1

l2
h[aT̃ b] +

1

l2
e[aHb] = 0, (5.25)

DT̃ a +Ra
be

b + F̃ a
bh

b + ka
bH

b = 0, (5.26)

DF̃ ab +R[a
ck

c|b] +
1

l2
e[aT̃ b] +

1

l2
h[aHb] = 0, (5.27)

DHa +Ra
bh

b + ka
bT̃ b + F̃ a

be
b = 0. (5.28)

5.3. Transformaciones de los campos A

Bajo transformaciones locales de gauge con el parámetro ϵ = ϵ(x)

ϵ(x) = ϵ(x)ATA,

=
1

2
πabJab +

1

l
ρaPa +

1

2
ξabZab +

1

l
σaZa, (5.29)

tenemos

δϵA = dϵ+ [A, ϵ] . (5.30)

Sustituyendo (5.1) y (5.29) en (5.30) tenemos

δϵA = d

(
1

2
πabJab +

1

l
ρaPa +

1

2
ξabZab +

1

l
σaZa

)
+

[
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa,

1

2
πcdJcd +

1

l
ρcPc +

1

2
ξcdZcd +

1

l
σcZc

]
,

=
1

2
dπabJab +

1

l
dρaPa +

1

2
dξabZab +

1

l
dσaZa

+
1

4
ωabπcd [Jab, Jcd] +

1

2l
eaπcd [Pa, Jcd] +

1

4
kabπcd [Zab, Jcd] +

1

2l
haπcd [Za, Jcd]

+
1

2l
ωabρc [Jab, Pc] +

1

l2
eaρc [Pa, Pc] +

1

2l
kabρc [Zab, Pc] +

1

l2
haρc [Za, Pc]

+
1

4
ωabξcd [Jab, Zcd] +

1

2l
eaξcd [Pa, Zcd] +

1

4
kabξcd [Zab, Zcd] +

1

2l
haξcd [Za, Zcd]

+
1

2l
ωabσc [Jab, Zc] +

1

l2
eaσc [Pa, Zc] +

1

2l
kabσc [Zab, Zc] +

1

l2
haσc [Za, Zc] . (5.31)

Por otro lado

δA =
1

2
δωabJab +

1

l
δeaPa +

1

2
δkabZab +

1

l
δhaZa. (5.32)

Nuevamente utilizando las relaciones de conmutación y un poco de álgebra obtenemos
los siguientes resultados
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Para términos con Jab

1

2
dπabJab +

1

2
ω[a

cπ
c|b]Jab +

1

2
k[a

cξ
c|b]Jab +

1

l2
eaσbJab +

1

l2
haρbJab,

=
1

2

(
dπab + ω[a

cπ
c|b] + k[a

cξ
c|b] +

2

l2
eaσb +

2

l2
haρb

)
Jab, (5.33)

tenemos

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b] + k[a
cξ

c|b] +
1

l2
e[aσb] +

1

l2
h[aρb]. (5.34)

Notemos que el término k
[a
cξc|b] viene del conmutador [Zab, Zcd] que para el álgebra

B5 es cero, el término 1
l2
e[aσb] viene del conmutador [Pa, Zb] que para el álgebra B5

es cero y el término 1
l2
h[aρb] viene del conmutador [Za, Pb] que para el álgebra B5 es

cero.

Para términos con Pa

1

l
dρaPa +

1

l
πa

ce
cPa +

1

l
ωa

cρ
cPa +

1

l
ξach

cPa +
1

l
ka

cσ
cPa,

=
1

l
(dρa + πa

ce
c + ωa

cρ
c + ξach

c + ka
cσ

c)Pa, (5.35)

tenemos

δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c + ξach
c + ka

cσ
c. (5.36)

Notemos que el término πa
ce

c viene del conmutador [Pa, Jcd], el término ωa
cρ

c viene
del conmutador [Jab, Pc], el término ξach

c viene del conmutador [Za, Zcd] que para
el álgebra B5 es cero, y el término ka

cσ
c viene del conmutador [Zab, Zc] que para el

álgebra B5 es cero.

Para términos con Zab

1

2
dξabZab +

1

2
k[a

cπ
c|b]Zab +

1

2
ω[a

cξ
c|b]Zab +

1

l2
eaρbZab +

1

l2
haσbZab

=
1

2

(
dξab + k[a

cπ
c|b] + ω[a

cξ
c|b] +

2

l2
eaρb +

2

l2
haσb

)
Zab, (5.37)

tenemos
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δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] +
2

l2
eaρb +

2

l2
haσb. (5.38)

Notemos que el término k
[a
cπc|b] viene del conmutador [Zab, Jcd], el término ω

[a
cξc|b]

viene del conmutador [Jab, Zcd], el término 2
l2
eaρb viene del conmutador [Pa, Pb], y

finalmente el término 2
l2
haσb viene del conmutador [Za, Zb] que para el álgebra B5

es cero.

Para términos con Za

1

l
dσaZa +

1

l
hcπa

cZa +
1

l
ka

cρ
cZa +

1

l
ξace

cZa +
1

l
ωa

cσ
cZa

=
1

l
(dσa + hcπa

c + ka
cρ

c + ξace
c + ωa

cσ
c)Za, (5.39)

tenemos

δha = dσa + hcπa
c + ka

cρ
c + ξace

c + ωa
cσ

c. (5.40)

Notemos que el término hcπa
c viene del conmutador [Za, Jcd], el término ka

cρ
c viene

del conmutador [Zab, Pc], el término ξace
c viene del conmutador [Pa, Zcd], y finalmente

el término ωa
cσ

c viene del conmutador [Jab, Zc].

En resumen, las transformaciones de los campos de gauge están dados por

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b] + k[a
cξ

c|b] +
1

l2
e[aσb] +

1

l2
h[aρb], (5.41)

δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c + ξach
c + ka

cσ
c, (5.42)

δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] +
1

l2
e[aρb] +

1

l2
h[aσb], (5.43)

δha = dσa + hcπa
c + ka

cρ
c + ξace

c + ωa
cσ

c. (5.44)

5.4. Transformación de las intensidades de campo

F

Puesto que

δF = [F, ϵ] , (5.45)

luego sustituyendo (5.18), y (5.29) en (5.45) tenemos
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δF =

[
1

2
RabJab +

1

l
T̃ aPa +

1

2
F̃ abZab +

1

l
HaZa ,

1

2
πcdJcd +

1

l
ρcPc +

1

2
ξcdZcd +

1

l
σcZc

]
, (5.46)

=
1

4
Rabπcd [Jab, Jcd] +

1

2l
T̃ aπcd [Pa, Jcd] +

1

4
F̃ abπcd [Zab, Jcd] +

1

2l
Haπcd [Za, Jcd]

+
1

2l
Rabρc [Jab, Pc] +

1

l2
T̃ aρc [Pa, Pc] +

1

2l
F̃ abρc [Zab, Pc] +

1

l2
Haρc [Za, Pc]

+
1

4
Rabξcd [Jab, Zcd] +

1

2l
T̃ aξcd [Pa, Zcd] +

1

4
F̃ abξcd [Zab, Zcd] +

1

2l
Haξcd [Za, Zcd]

+
1

2l
Rabσc [Jab, Zc] +

1

l2
T̃ aσc [Pa, Zc] +

1

2l
F̃ abσc [Zab, Zc] +

1

l2
Haσc [Za, Zc] . (5.47)

por otro lado

δF =
1

2
δRabJab +

1

l
δT̃ aPa +

1

2
δF̃abZab +

1

l
δHaZa. (5.48)

Desarrollando y agrupando términos tenemos

Para Jab

1

2
R[a

cπ
c|b]Jab +

1

2
F̃ [a

cξ
c|b]Jab +

1

l2
HaρbJab +

1

l2
T̃ aσbJab, (5.49)

tenemos

δRab = R[a
cπ

c|b] + F̃ [a
cξ

c|b] +
1

l2
H [aρb] +

1

l2
T̃ [aσb]. (5.50)

Notemos que el término R[a
cπc|b] viene del conmutador [Jab, Jcd], el término F̃

[a
cξc|b]

viene del conmutador [Zab, Zcd] que para el álgebra B5 es cero, el término 1
l2
H [aρb]

viene del conmutador [Za, Pb] que para el álgebra B5 es cero, y finalmente el término
1
l2
T̃ [aσb] viene del conmutador [Pa, Zb] que para el álgebra B5 es cero.

Para Pa

1

l
πa

cT̃ cPa +
1

l
Ra

cρ
cPa +

1

l
ξacH

cPa +
1

l
F̃ a

cσ
cPa,

=
1

l

(
πa

cT̃ c +Ra
cρ

c + ξacH
c + F̃ a

cσ
c
)
Pa, (5.51)

tenemos
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δT̃ a = πa
cT̃ c +Ra

cρ
c + ξacH

c + F̃ a
cσ

c. (5.52)

Notemos que el término πa
cT̃ c viene del conmutador [Pa, Jcd], el término Ra

cρ
c viene

del conmutador [Jab, Pc], el término ξacH
c viene del conmutador [Za, Zab], y final-

mente el término F̃ a
cσ

c viene del conmutador [Zab, Zc].

Para términos con Zab

1

2
F̃ [a

cπ
c|b]Zab +

1

2
R[a

cξ
c|b]Zab +

1

l2
T̃ aρbZab +

1

l2
HaσbZab,

=
1

2

(
F̃ [a

cπ
c|b] +R[a

cξ
c|b] +

2

l2
T̃ aρb +

2

l2
Haσb

)
Zab, (5.53)

tenemos

δF̃ ab = F̃ [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] +
1

l2
T̃ [aρb] +

1

l2
H [aσb]. (5.54)

Notemos que el término F̃
[a
cπc|b] viene del conmutador [Zab, Jcd], el término R[a

cξc|b]

viene del conmutador [Jab, Zcd], el término 1
l2
T̃ [aρb] viene del conmutador [Pa, Pb], y

finalmente el término 1
l2
H [aσb] viene del conmutador [Za, Zb] que para el álgebra B5

es cero.

Para términos con Za

1

l
Hcπa

cZa +
1

l
F̃ a

cρ
cZa +

1

l
ξacT̃ cZa +

1

l
Ra

cσ
cZa,

=
1

l

(
Hcπa

c + F̃ a
cρ

c + ξacT̃ c +Ra
cσ

c
)
Za, (5.55)

tenemos

δHa = Hcπa
c + F̃ a

cρ
c + ξacT̃ c +Ra

cσ
c. (5.56)

Notemos que el término Hcπa
c viene del conmutador [Za, Jcd], el término F̃ a

cρ
c viene

del conmutador [Zab, Pc], el término ξacT̃ c viene del conmutador [Pa, Zcd], el término
Ra

cσ
c viene del conmutador [Jab, Zc].

En resumen, las transformaciones de las intensidades de campo están dadas por

δRab = R[a
cπ

c|b] + F̃ [a
cξ

c|b] +
1

l2
H [aρb] +

1

l2
T̃ [aσb], (5.57)

δT̃ a = πa
cT̃ c +Ra

cρ
c + ξacH

c + F̃ a
cσ

c, (5.58)

δF̃ ab = F̃ [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] +
1

l2
T̃ [aρb] +

1

l2
H [aσb], (5.59)

δHa = Hcπa
c + F̃ a

cρ
c + ξacT̃ c +Ra

cσ
c. (5.60)
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5.5. Lagrangiano para gravedad con simetŕıas AdSL5

Para construir un lagrangiano que contenga la acción de Einstein-Hilbert, un termino
cosmológico y términos que dependan de los nuevos campos kab, ha, utilizamos el meca-
nismo usado en [1], donde consideramos las siguientes 4-formas invariantes

L1 = εabcdRabF̃ cd, (5.61)

L2 =
1

2
εabcdF̃

abF̃ cd, (5.62)

con lo cual el lagrangiano estará dado por

L =
µ

2κλ
(−L1 + µL2) . (5.63)

Introducimos, µ = λ
Λ
, donde λ corresponde a la constante cosmológica estándar, y Λ = 1

l2
,

la constante de gravitación de Einstein convencional es denotada por κ. Estudiaremos la
forma de L1 multiplicando por −µ

2κλ
y utilizando las correspondientes ecuaciones para Rab y

F̃ ab

− µ

2κλ
L1 = − µ

2κλ
εabcdRabF̃ cd. (5.64)

Integrando por partes, utilizando la identidad DRab = 0, vemos fácilmente que el término
εabcdR

abDkcd corresponde a un término de borde. De manera que el lagrangiano de Einstein
Hilbert LE−H más un término que depende de Rab y de los campos kab, y ha es dado por

− µ

2κλ
L1 = LE−H − 1

2κ
εabcdR

abhchd +
µ

2κλ
εabcdk

a
ek

ebDkcd − 1

2κ
εabcdk

a
ek

ebeced,

− 1

2κ
εabcdk

a
ek

ebhchd − 1

κ
εabcde

ahbDkcd − Λ

κ
εabcde

ahbeced,

− Λ

κ
εabcde

ahbhchd. (5.65)

Consideramos L2, el cual nos proporciona el término cosmológico. De la curvatura F̃ ab

vemos que L2 incluye el término cosmológico estándar mas términos que dependen de kab

y ha. Multiplicamos L2 por µ2

2κλ

µ2

2κλ
L2 =

µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

λ

2κΛ
εabcdDkabeced +

λ

2κΛ
εabcdDkabhchd

+
λ

2κ
εabcde

aebhchd +
λ

4κ
εabcdh

ahbhchd +
λ

4κ
εabcde

aebeced. (5.66)

Finalmente utilizando (5.63) el lagrangiano que buscamos y que llamaremos LAdSL5 es dado
por
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LAdSL5 = LE−H + Lcosm − 1

2κ
εabcdR

abhchd − µ

2κλ
εabcdk

a
ek

ebDkcd − 1

2κ
εabcdk

a
ek

ebeced

− 1

2κ
εabcdk

a
ek

ebhchd − 1

κ
εabcde

ahbDkcd − Λ

κ
εabcde

ahbeced − Λ

κ
εabcde

ahbhchd

+
µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

λ

2κΛ
εabcdDkabeced +

λ

2κΛ
εabcdDkabhchd +

λ

2κ
εabcde

aebhchd

+
λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (5.67)

5.6. Ecuaciones de campo para la extensión AdSL5

Utilizando el principio de acción, vamos a obtener las ecuaciones de campo para la
extensión AdSL5 de la gravedad de Einstein
La variación de (5.67) con respecto a ea es

δeLAdSL5 = δeLE−H + δeLcosm − 1

2κ
δe
(
εabcdk

a
ek

ebeced
)
− 1

κ
δe
(
εabcde

ahbDkcd
)

− Λ

κ
δe
(
εabcde

ahbeced
)
− Λ

κ
δe
(
εabcde

ahbhchd
)
+

λ

2κΛ
δe
(
εabcdDkabeced

)
+

λ

2κ
δe
(
εabcde

aebhchd
)
. (5.68)

Utilizando las propiedades del operador δϵ obtenemos lo siguiente

δeLAdSL5 =
1

κ
εabcd

{
−
(
Rab + ka

ek
eb + 2Λeahb

)
ec − Λeahbec + λeaebec

−Dkabhc − Λhahbhc + µDkabec + λeahbhc
}
δed, (5.69)

=
1

κ
εabcd

{
−Rabec −

(
Dkab + Λeaeb + Λhahb

)
hc

+µ
(
Dkab + Λhahb + Λeaeb

)
ec
}
δed, (5.70)

=
1

κ
εabcd

{
−Rabec − F̃ abhc + µF̃ abec

}
δed, (5.71)

donde

δeLAdSL5 = [LAdSL5 ]ea δe
d, (5.72)

y dado que δeLAdSL5 = 0 tenemos

[LAdSL5 ]ea =
1

κ
εabcd

{
−Rabec − F̃ abhc + µF̃ abec

}
. (5.73)
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La variación de (5.67) con respecto a ha nos conduce a

δhLAdSL5 = − 1

2κ
δh

(
εabcdR

abhchd
)
− 1

2κ
δh

(
εabcdk

a
ek

ebhchd
)
− 1

κ
δh

(
εabcde

ahbDkcd
)

− Λ

κ
δh

(
εabcde

ahbeced
)
− Λ

κ
δh

(
εabcde

ahbhchd
)
+

λ

2κΛ
δh

(
εabcdDkabhchd

)
+

λ

2κ
δh

(
εabcde

aebhchd
)
+

λ

4κ
δh

(
εabcdh

ahbhchd
)
. (5.74)

Utilizando las propiedades del operador δh obtenemos lo siguiente

δhLAdSL5 =
1

κ
εabcd

{
−
(
Rab + ka

ek
eb + 2Λeahb

)
hc −

(
Dkab + Λeaeb + Λhahb

)
ec

+µ
(
Dkab + Λeaeb + Λhahb

)
hc
}
δhd, (5.75)

=
1

κ
εabcd

(
−Rabhc − F̃ abec + µF̃ abhc

)
δhd, (5.76)

luego

δhLAdSL5 = [LAdSL5 ]ha δh
d, (5.77)

y dado que δhLAdSL5 = 0 tenemos

[LAdSL5 ]ha =
1

κ
εabcd

(
−Rabhc − F̃ abec + µF̃ abhc

)
. (5.78)

La variación de (5.67) con respecto a ωab es dada por

δωLAdSL5 = δωLE−H − 1

2κ
δω

(
εabcdR

abhchd
)
− µ

2κλ
δω

(
εabcdk

a
ek

ebDkcd
)

−1

κ
δω

(
εabcdh

aebDkcd
)
+

µ2

4κλ
δω

(
εabcdDkabDkcd

)
+

λ

2κΛ
δω

(
εabcdDkabeced

)
+

λ

2κΛ
δω

(
εabcdDkabhchd

)
. (5.79)

Utilizando las propiedades del operador δω obtenemos lo siguiente

δωLAdSL5
=

1

κ
εabcdδω

ab

(
−Deced −Dhchd − µ

λ
kc

ek
e
fk

fd − 2kc
ee

ehd − µ2

λ
kc

eDked

−λ

Λ
kc

ee
eed − λ

Λ
kc

eh
ehd

)
, (5.80)

=
1

κ
εabcdδω

ab

{
−Deced −Dhchd − µ2

λ
kc

e

(
Dked + Λeeed + Λhehd

)
−µ

λ
kc

ek
e
fk

fd − 2kc
ee

ehd
}
, (5.81)

=
1

κ
εabcdδω

ab

{
−Deced −Dhchd − µ2

λ
kc

eF̃
ed − µ

λ
kc

e

(
ke

fk
fd + 2Λeehd

)}
,

(5.82)
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donde

δωLAdSL5 = δωab [LAdSL5 ]ωab , (5.83)

y dado que δωLAdSL5 = 0 tenemos

[LAdSL5 ]ωab =
1

κ
εabcd

{
−T ced −Dhchd − µ2

λ
kc

eF̃
ed − µ

λ
kc

e

(
ke

fk
fd + 2Λeehd

)}
,

(5.84)

donde

εabcdk
c
e

(
ke

fk
fd + 2eehd

)
= εabcdk

c
e

(
Red −Red

)
, (5.85)

sustituyendo tenemos

[LAdSL5 ]ωab =
1

κ
εabcd

(
−T ced −Dhchd − µ

λ
kc

e

(
Red −Red

)
− µ2

λ
kc

eF̃
ed

)
, (5.86)

=
1

κ
εabcd

(
−T ced −Dhchd − µ

λ
kc

eRed +
µ

λ
kc

eR
ed − µ2

λ
kc

eF̃
ed

)
. (5.87)

La variación de (5.67) con respecto a kab es dada por

δkLAdSL5 = − µ

2κλ
δk

(
εabcdk

a
ek

ebDkcd
)
− 1

2κ
δk

(
εabcdk

a
ek

ebeced
)
− 1

2κ
δk

(
εabcdk

a
ek

ebhchd
)

− 1

κ
δk

(
εabcdh

aebDkcd
)
+

µ2

4κλ
δk

(
εabcdDkabDkcd

)
+

λ

2κΛ
δk

(
εabcdDKabeced

)
+

λ

2κΛ
δk

(
εabcdDkabhchd

)
. (5.88)

Utilizando las propiedades del operador δk obtenemos lo siguiente

δkLAdSL5 =
1

κ
εabcd

(
2µ

λ
δkabkc

eDked + δkabkc
ee

eed + δkabkc
eh

ehd +Dhaebδkcd

−haDebδkcd +
µ2

2λ
DDkabδkcd + µδkabDeced + µδkabDhchd

)
, (5.89)

=
1

κ
εabcdδk

ab

(
2µ

λ
kc

eDked + kc
ee

eed + kc
eh

ehd +Dhced

−Dechd + µDeced + µDhchd − µ2

2λ
Rc

ek
ed

)
, (5.90)

donde
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δkLAdSL5 = [LAdSL5 ]δkab δk
ab, (5.91)

y dado que [LAdSL5 ]δkab = 0 tenemos

[LAdSL5 ]δkab =
1

κ
εabcd

(
µ

λ
kc

eF̃
ed +

µ

λ
kc

eDked − µ2

2λ
Rc

ek
ed

−Dhced −Dechd + µDeced + µDhchd
)
, (5.92)

=
1

κ
εabcd

(
µ

λ
kc

eF̃
ed +

µ

λ
kc

eDked − µ2

2λ
kc

eR
ed

+Dhc
(
µhd − ed

)
+Dec

(
µed − hd

))
. (5.93)

En resumen, las ecuaciones de campo están dadas por

1

κ
εabcd

(
−F̃ abhc + µF̃ abec −Rabec

)
= 0,

(5.94)

1

κ
εabcd

(
−Rabhc − F̃ abec + µF̃ abhc

)
= 0,

(5.95)

1

κ
εabcd

(
−T ced −Dhchd +

µ

λ
kc

eRed − µ

λ
kc

eR
ed − µ2

λ
kc

eF̃
ed

)
= 0,

(5.96)

1

κ
εabcd

(
µ

λ
kc

eF̃
ed +

µ

λ
kc

eDked − µ2

2λ
kc

eR
ed +Dhc

(
µhd − ed

)
+ T c

(
µed − hd

))
= 0.

(5.97)
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Caṕıtulo 6

Gravedad en 4D con simetŕıas
AdSL6

6.1. Ecuaciones de estructura

Consideremos el potencial de gauge evaluadas en el álgebra AdSL6

A = AATA,

=
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa +

1

2
qabẐab, (6.1)

donde a, b = 0, 1, 2, 3 son los ı́ndices de espacio tangente que suben y bajan con la
métrica de Minkowski ηab. Donde

ea = eaµdx
µ, ωab = ωab

µ dxµ, kab = kab
µ dxµ, ha = ha

µdx
µ, qab = qabµ dxµ.

Usando las relaciones de conmutación del álgebra (2.10) tenemos que la 2-forma cur-
vatura es dada por

F = dA+
1

2
[A,A] . (6.2)

Sustituyendo (6.1) en (6.2) obtenemos

F = d

(
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa +

1

2
qabẐab

)
+

1

2

[
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa +

1

2
qabẐab ,

1

2
ωcdJcd +

1

l
ecPc +

1

2
kcdZcd +

1

l
hcZc +

1

2
qcdẐcd

]
. (6.3)

Obtenemos
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F =
1

2
dωabJab +

1

l
deaPa +

1

2
dkabZab +

1

l
dhaZa +

1

2
dqabẐab

+
1

8
ωabωcd [Jab, Jcd] +

1

4l
eaωcd [Pa, Jcd] +

1

8
kabωcd [Zab, Jcd] +

1

8
qabωcd

[
Ẑab, Jcd

]
+

1

4l
haωcd [Za, Jcd] +

1

4l
ωabec [Jab, Pc] +

1

2l2
eaec [Pa, Pc] +

1

4l
kabec [Zab, Pc]

1

4l
qabec

[
Ẑab, Pc

]
+

1

2l2
haec [Za, Pc] +

1

8
ωabkcd [Jab, Zcd] +

1

4l
eakcd [Pa, Zcd]

1

8
kabkcd [Zab, Zcd] +

1

8
qabkcd

[
Ẑab, Zcd

]
+

1

4l
hakcd [Za, Zcd] +

1

8
ωabqcd

[
Jab, Ẑcd

]
+

1

4l
eaqcd

[
Pa, Ẑcd

]
+

1

8
kabqcd

[
Zab, Ẑcd

]
+

1

8
qabqcd

[
Ẑab, Ẑcd

]
+

1

4l
haqcd

[
Za, Ẑcd

]
+

1

4l
ωabhc [Jab, Zc] +

1

2l2
eahc [Pa, Zc] +

1

4l
kabhc [Zab, Zc] +

1

4l
qabhc

[
Ẑab, Zc

]
+

1

2l2
hahc [Za, Zc] . (6.4)

Utilizando las relaciones de conmutación y agrupando términos obtenemos

Para términos con Pa

1

l
deaPa −

1

l
ebωa

bPa +
1

l
qabe

bPa +
1

4l
ka

bh
bPa, (6.5)

=
1

l

(
dea + ωa

be
b + qabe

b + ka
bh

b
)
Pa, (6.6)

=
1

l

(
Dea + qabe

b + ka
bh

b
)
Pa, (6.7)

=
1

l

(
T a + qabe

b + ka
bh

b
)
Pa, (6.8)

tenemos

T̄ a = T a + qabe
b + ka

bh
b. (6.9)

Donde el término qabe
b viene de

[
Ẑab, Pc

]
y el término ka

bh
b viene de [Zab, Zc].

Para términos con Jab

1

2
dωabJab −

1

8
ωabωd

bJad +
1

8
ωabωc

aJbc +
1

8
ωabωd

aJbd −
1

8
ωabωc

bJac, (6.10)

=
1

2
dωabJab +

1

4
ωabωc

aJbc +
1

4
ωabωd

aJbd, (6.11)

=
1

2
dωabJab +

1

2
ωabωc

aJbc, (6.12)

=
1

2

(
dωab + ωcaωb

c

)
Jab, (6.13)
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tenemos

Rab = dωab + ωa
cω

cb. (6.14)

Para términos con Zab

1

2
dkabZab +

1

4
ω[a

ck
c|b]Zab +

1

4
ω[a

ck
c|b]Zab +

1

4
q[ack

c|b]Zab +
1

4
ω[a

ck
c|b]Zab

+
1

2l2
eaebZab +

1

2l2
hahbZab,

=
1

2

(
dkab + ω[a

ck
c|b] + q[ack

c|b] +
1

l2
eaeb +

1

l2
hahb

)
Zab, (6.15)

tenemos

F̄ ab = dkab + ω[a
ck

c|b] + q[ack
c|b] +

1

l2
eaeb +

1

l2
hahb, (6.16)

= Dkab + q[ack
c|b] +

1

l2
eaeb +

1

l2
hahb. (6.17)

Donde el término q
[a
ckc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Zcd

]
y el término hahb viene de

[Za, Zb].

Para términos con Ẑab

1

2
dqabẐab +

1

4
ω[a

cq
c|b]Ẑab +

1

4
ω[a

cq
c|b]Ẑab +

1

4
k[a

ck
c|b]Ẑab

+
1

4
q[acq

c|b]Ẑab +
1

2l2
haebẐab +

1

2l2
eahbẐab, (6.18)

=
1

2

(
dqab + ω[a

cq
c|b] + ka

ck
cb + qacq

cb +
2

l2
eahb

)
Ẑab, (6.19)

=
1

2

(
dqab + ω[a

cq
c|b] + ka

ck
cb + qacq

cb +
1

l2
e[ahb]

)
Ẑab, (6.20)

tenemos

Qab = dqab + ω[a
cq

c|b] + ka
ck

cb + qacq
cb +

1

l2
e[ahb], (6.21)

= Dqab + ka
ck

cb + qacq
cb +

1

l2
e[ahb]. (6.22)

Donde el término ka
ck

cb viene de [Zab, Zcd], el término qacq
cb de

[
Ẑab, Ẑcd

]
y el

término eahb de [Pa, Zb].
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Para términos con Za

1

l
dhaZa −

1

4l
haωc

aZc +
1

4l
haω d

a Zd +
1

4l
ka

ce
cZa −

1

4l
k b
c e

cZb +
1

4l
ka

ce
cZa

− 1

4l
k b
c e

cZb −
1

4l
eakc

aZc +
1

4l
eak d

a Zd −
1

4l
haqcaZc +

1

4l
haq d

a Zd −
1

4l
hcωa

cZa

+
1

4l
hcω b

c Zb +
1

4l
qach

cZa −
1

4l
q b
c h

cZb,

=
1

l
dhaZa −

1

l
hcωa

cZa −
1

l
ecka

cZa −
1

l
hcqacZa, (6.23)

=
1

l
(dha + ωa

ch
c + ka

ce
c + qach

c)Za, (6.24)

tenemos

H̄a = dha + ωa
ch

c + ka
ce

c + qach
c, (6.25)

= Dha + ka
ce

c + qach
c. (6.26)

Donde el término ka
ce

c viene de [Zab, Pc] y el término qach
c de

[
Ẑab, Zc

]
.

la curvatura es dada por

F =
1

2
RabJab +

1

l
T̄ aPa +

1

2
F̄ abZab +

1

l
H̄aZa +

1

2
QabẐab. (6.27)

Donde

T̄ a = T a + qabe
b + ka

bh
b, (6.28)

Rab = dωab + ωa
cω

cb, (6.29)

F̄ ab = dkab + ω[a
ck

c|b] + q[ack
c|b] +

1

l2
eaeb +

1

l2
hahb,

= Dkab + q[ack
c|b] +

1

l2
eaeb +

1

l2
hahb, (6.30)

Qab = dqab + ω[a
cq

c|b] + ka
ck

cb + qacq
cb +

1

l2
haeb +

1

l2
eahb,

= Dqab + ka
ck

cb + qacq
cb +

1

l2
haeb +

1

l2
eahb, (6.31)

H̄a = Dha + ka
ce

c + qach
c. (6.32)
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6.2. Identidades de Bianchi

A continuación vamos a calcular las identidades de Bianchi de las 2-formas de curvatura.
Para esto vamos a utilizar las siguiente expresión

DF = dF+ [A,F] . (6.33)

Sustituyendo (6.1) y (6.27) en (6.33) obtenemos

DF =
1

2
DRabJab +

1

l
DT̄ aPa +

1

2
DF̄ abZab +

1

l
DH̄aZa +

1

2
DQabẐab. (6.34)

Donde

DRab = 0, (6.35)

DT̄ a +Ra
be

b + qabT̄ b + F̄ a
bh

b +Qa
be

b + ka
cH̄

c = 0, (6.36)

DF̄ ab + k[a
cR

c|b] + q[acF̄
c|b] + k[a

cQ
c|b] +

2

l2
eaT̄ b +

2

l2
haH̄b = 0, (6.37)

DH̄a +Ra
bh

b + ka
bT̄ b + F̄ a

be
b + qabH̄

b +Qa
bh

b = 0, (6.38)

DQab + qacR
c|b] + ka

cF̄
c|b] + qacQ

c|b] +
2

l2
haT̄ b +

2

l2
eaH̄b = 0. (6.39)

6.3. Trasformación de los campos de gauge

Bajo transformaciones locales de gauge con el parámetro ϵ = ϵ(x)

ϵ(x) = ϵ(x)ATA,

=
1

2
πabJab +

1

l
ρaPa +

1

2
ξabZab +

1

l
σaZa +

1

2
χabẐab, (6.40)

tenemos

δA = dϵ+ [A, ϵ] . (6.41)

Sustituyendo (6.1) y (6.40) en (6.41) tenemos
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δA =
1

2
dπabJab +

1

l
dρaPa +

1

2
dξabZab +

1

l
dσaZa +

1

2
dχabẐab

+
1

4
ωabπcd [Jab, Jcd] +

1

2l
eaπcd [Pa, Jcd] +

1

4
kabπcd [Zab, Jcd] +

1

2l
haπcd [Za, Jcd]

+
1

4
qabπcd

[
Ẑab, Jcd

]
+

1

2l
ωabρc [Jab, Pc] +

1

l2
eaec [Pa, Pc] +

1

2l
kabρc [Zab, Pc]

1

l2
haρc [Za, Pc] +

1

2l
qabρc

[
Ẑab, Pc

]
+

1

4
ωabξcd [Jab, Zcd] +

1

2l
eaξcd [Pa, Zcd]

+
1

4
kabξcd [Zab, Zcd] +

1

2l
haξcd [Za, Zcd] +

1

4
qabξcd

[
Ẑab, Zcd

]
+

1

2l
ωabσc [Jab, Zc]

+
1

l2
eaσc [Pa, Zc] +

1

2l
kabσc [Zab, Zc] +

1

l2
haσc [Za, Zc] +

1

2l
qabσc

[
Ẑab, Zc

]
+

1

4
ωabχcd

[
Jab, Ẑcd

]
+

1

2l
eaχcd

[
Pa, Ẑcd

]
+

1

4
kabχcd

[
Zab, Ẑcd

]
+

1

2l
haχcd

[
Za, Ẑcd

]
+

1

4
qabχcd

[
Ẑab, Ẑcd

]
. (6.42)

Por otro lado

δA =
1

2
δωabJab +

1

l
δeaPa +

1

2
δkabZab +

1

l
δhaZa +

1

2
δqabẐab. (6.43)

Utilizando las relaciones de conmutación y un poco de álgebra obtenemos lo siguiente

Para términos con Jab

1

2
dπabJab +

1

2
ω[a

cπ
c|b]Jab =

1

2

(
dπab + ω[a

cπ
c|b]) Jab, (6.44)

tenemos

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b]. (6.45)

Para términos con Pa

1

l
dρaPa +

1

l
πa

ce
cPa +

1

l
ωa

cρ
cPa +

1

l
qacρ

cPa

+
1

l
ξach

cPa +
1

l
ka

cσ
cPa +

1

l
χa

ce
cPa,

=
1

l
(dρa + πa

ce
c + ωa

cρ
c + qacρ

c + ξach
c + ka

cσ
c + χa

ce
c)Pa, (6.46)

tenemos
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δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c + qacρ
c + ξach

c + ka
cσ

c + χa
ce

c. (6.47)

Notemos que el término πa
ce

c viene del conmutador [Pa, Jcd], el término ωa
cρ

c viene

del conmutador [Jab, Pc], el término qacρ
c viene del conmutador

[
Ẑab, Pc

]
que para

el álgebra B6 es cero, el término ξach
c viene del conmutador [Za, Zcd] que para el

álgebra B6 es cero, el término ka
cσ

c viene del conmutador [Zab, Zc], y por ultimo el

término χa
ce

c viene del conmutador
[
Pa, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero.

Para términos con Zab

1

2
dξabZab +

1

2
k[a

cπ
c|b]Zab +

1

2
ω[a

cξ
c|b]Zab +

1

2
q[acξ

c|b]Zab

+
1

2
k[a

cχ
c|b]Zab +

1

l2
eaρbZab +

1

l2
haσbZab,

=
1

2

(
dξab + k[a

cπ
c|b] + ω[a

cξ
c|b] + q[acξ

c|b] + k[a
cχ

c|b]

+
2

l2
eaρb +

2

l2
haσb

)
Zab, (6.48)

tenemos

δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] + q[acξ
c|b] + k[a

cχ
c|b] +

2

l2
eaρb +

2

l2
haσb. (6.49)

Notemos que el término k
[a
cπc|b] viene del conmutador [Zab, Jcd], el término ω

[a
cξc|b]

viene del conmutador [Jab, Zcd], el término q
[a
cξc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Zcd

]
,

el término k
[a
cχc|b] viene del conmutador

[
Zab, Ẑcd

]
, el término 2

l2
eaρb viene del con-

mutador [Pa, Pb], y finalmente el término 2
l2
haσb viene del conmutador [Za, Zb] que

para el álgebra B6 es cero.

Para términos con Za

1

l
dσaZa +

1

l
hcπa

cZa +
1

l
ka

cρ
cZa +

1

l
ξace

cZa

+
1

l
ωa

cσ
cZa +

1

l
qacσ

cZa +
1

l
χa

ch
cZa,

=
1

l
(dσa + hcπa

c + ka
cρ

c + ξace
c + ωa

cσ
c + qacσ

c + χa
ch

c)Za, (6.50)

tenemos
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δha = dσa + hcπa
c + ka

cρ
c + ξace

c + ωa
cσ

c + qacσ
c + χa

ch
c. (6.51)

Notemos que el término hcπa
c viene del conmutador [Za, Jcd], el término ka

cρ
c viene

del conmutador [Zab, Pc], el término ξace
c viene del conmutador [Pa, Zcd], el término

ωa
cσ

c viene del conmutador [Jab, Zc], el término qacσ
c viene del conmutador

[
Ẑab, Zc

]
que para el álgebra B6 es cero, y por ultimo el término χa

ch
c viene del conmutador[

Ẑab, Zc

]
que para el álgebra B6 es cero.

Para términos con Ẑab

1

2
dχabẐab +

1

2
q[acπ

c|b]Ẑab +
1

2
k[a

cξ
c|b]Ẑab +

1

2
ω[a

cχ
c|b]Ẑab

+
1

2
q[acχ

c|b]Ẑab +
1

l2
haρbẐab +

1

l2
eaσbẐab,

=
1

2

(
dχab + q[acπ

c|b] + k[a
cξ

c|b] + ω[a
cχ

c|b] + q[acχ
c|b]

+
2

l2
haρb +

2

l2
eaσb

)
Ẑab, (6.52)

tenemos

δqab = dχab + q[acπ
c|b] + k[a

cξ
c|b] + ω[a

cχ
c|b] + q[acχ

c|b] +
2

l2
haρb +

2

l2
eaσb. (6.53)

Notemos que el término q
[a
cπc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Jcd

]
, el término k

[a
cξc|b]

viene del conmutador
[
Zab, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero, el término ω

[a
cχc|b]

viene del conmutador
[
Jab, Ẑcd

]
, el término q

[a
cχc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero, el término 2

l2
haρb viene del conmutador [Za, Pb], el

término 2
l2
eaσb viene del conmutador [Pa, Zb].

En resumen, las transformaciones de los campos de gauge están dados por

δωab = dπab + ω[a
cπ

c|b], (6.54)

δea = dρa + πa
ce

c + ωa
cρ

c + qacρ
c + ξach

c + ka
cσ

c + χa
ce

c, (6.55)

δkab = dξab + k[a
cπ

c|b] + ω[a
cξ

c|b] + q[acξ
c|b] + k[a

cχ
c|b] +

1

l2
e[aρb] +

1

l2
h[aσb], (6.56)

δha = dσa + hcπa
c + ka

cρ
c + ξace

c + ωa
cσ

c + qacσ
c + χa

ch
c, (6.57)

δqab = dχab + q[acπ
c|b] + k[a

cξ
c|b] + ω[a

cχ
c|b] + q[acχ

c|b] +
1

l2
h[aρb] +

1

l2
e[aσb]. (6.58)
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6.4. Transformación de las intensidades de campo

F

Puesto que

δϵF = [F, ϵ] . (6.59)

Sustituyendo (6.27) y (6.40) en (6.59) tenemos

δF =

[
1

2
RabJab +

1

l
T̄ aPa +

1

2
F̄ abZab +

1

l
H̄aZa +

1

2
QabẐab ,

1

2
πcdJcd +

1

l
ρcPc +

1

2
ξcdZcd +

1

l
σcZc +

1

2
χcdẐcd

]
, (6.60)

δF =
1

4
Rabπcd [Jab, Jcd] +

1

2l
T̄ aπcd [Pa, Jcd] +

1

4
F̄ abπcd [Zab, Jcd] +

1

2l
H̄aπcd [Za, Jcd]

+
1

4
Qabπcd

[
Ẑab, Jcd

]
+

1

2l
Rabρc [Jab, Pc] +

1

l2
T̄ aρc [Pa, Pc] +

1

2l
F̄ abρc [Zab, Pc]

+
1

l2
H̄aρc [Za, Pc] +

1

2l
Qabρc

[
Ẑab, Pc

]
+

1

4
Rabξcd [Jab, Zcd] +

1

2l
T̄ aξcd [Pa, Zcd]

+
1

4
F̄ abξcd [Zab, Zcd] +

1

2l
H̄aξcd [Za, Zcd] +

1

4
Qabξcd

[
Ẑab, Zcd

]
+

1

2l
Rabσc [Jab, Zc]

+
1

l2
T̄ aσc [Pa, Zc] +

1

2l
F̄ abσc [Zab, Zc] +

1

l2
H̄aσc [Za, Zc] +

1

2l
Qabσc

[
Ẑab, Zc

]
+

1

4
Rabχcd

[
Jab, Ẑcd

]
+

1

2l
T̄ aχcd

[
Pa, Ẑcd

]
+

1

4
F̄ abχcd

[
Zab, Ẑcd

]
+

1

2l
H̄aχcd

[
Za, Ẑcd

]
+

1

4
Qabχcd

[
Ẑab, Ẑcd

]
. (6.61)

Por otro lado

δF =
1

2
δRabJab +

1

l
δT̄ aPa +

1

2
δF̄ abZab +

1

l
δH̄aZa +

1

2
δQabẐab. (6.62)

Desarrollando y agrupando cada término tenemos

Para términos con Jab

1

2
δRabJab =

1

2
R[a

cπ
c|b]Jab, (6.63)

tenemos

δRab = R[a
cπ

c|b]. (6.64)
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Para términos con Pa

1

l
πa

cT̄ cPa +
1

l
Ra

cρ
cPa +

1

l
Qa

cρ
cPa +

1

l
ξacH̄

cPa +
1

l
F̄ a

cσ
cPa +

1

l
χa

cT̄ cPa,

=
1

l

(
πa

cT̄ c +Ra
cρ

c +Qa
cρ

c + ξacH̄
c + F̄ a

cσ
c + χa

cT̄ c
)
Pa, (6.65)

tenemos

δT̄ a = πa
cT̄ c +Ra

cρ
c +Qa

cρ
c + ξacH̄

c + F̄ a
cσ

c + χa
cT̄ c. (6.66)

Notemos que el término πa
cT̄ c viene del conmutador [Pa, Jcd], el término Ra

cρ
c viene

del conmutador [Jab, Pc], el término Qa
cρ

c viene del conmutador
[
Ẑab, Pc

]
que para

el álgebra B6 es cero, el término ξacH̄
c viene del conmutador [Za, Zcd] que para

el álgebra B6 es cero, el término F̄ a
cσ

c viene del conmutador [Zab, Zc] que para el

álgebra B6 es cero, y por ultimo el término χa
cT̄ c viene del conmutador

[
Pa, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero.

Para términos con Zab

1

2
F̄ [a

cπ
c|b]Zab +

1

2
R[a

cξ
c|b]Zab +

1

2
Q[a

cξ
c|b]Zab +

1

2
F̄ [a

cχ
c|b]Zab +

1

l2
T̄ aρbZab +

1

l2
H̄aσbZab,

=
1

2

(
F̄ [a

cπ
c|b] +R[a

cξ
c|b] +Q[a

cξ
c|b] + F̄ [a

cχ
c|b] +

2

l2
T̄ aρb +

2

l2
H̄aσb

)
Zab, (6.67)

tenemos

δF̄ ab = F̄ [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] + Q̄[a
cξ

c|b] + F̄ [a
cχ

c|b] +
2

l2
T̄ aρb +

2

l2
H̄aσb. (6.68)

Notemos que el término F̄
[a
cπc|b] viene del conmutador [Zab, Jcd], el término R

[a
cξc|b]

viene del conmutador [Jab, Zcd], el término Q̄
[a
cξc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Zcd

]
que para el álgebra B6 es cero, el término F̄

[a
cχc|b] viene del conmutador

[
Zab, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero, el término 2

l2
T̄ aρb viene del conmutador [Pa, Pb], y

por ultimo el término 2
l2
H̄aσb viene del conmutador [Za, Zb] que para el álgebra B6

es cero.

Para términos con Za

1

l
H̄cπa

cZa +
1

l
F̄ a

cρ
cZa +

1

l
ξacT̄ cZa +

1

l
Ra

cσ
cZa +

1

l
Qa

cσ
cZa +

1

l
χa

cH̄
cZa,

=
1

l

(
H̄cπa

c + F̄ a
cρ

c + ξacT̄ c +Ra
cσ

c +Qa
cσ

c + χa
cH̄

c
)
Za, (6.69)
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tenemos

δH̄a = H̄cπa
c + F̄ a

cρ
c + ξacT̄ c +Ra

cσ
c +Qa

cσ
c + χa

cH̄
c. (6.70)

Notemos que el término H̄cπa
c viene del conmutador [Za, Jcd], el término F̄ a

cρ
c viene

del conmutador [Zab, Pc], el término ξacT̄ c viene del conmutador [Pa, Zcd], el término

Ra
cσ

c viene del conmutador [Jab, Zc], el término Qa
cσ

c viene del conmutador
[
Ẑab, Zc

]
que para el álgebra B6 es cero, y por ultimo el término χa

cH̄
c viene del conmutador[

Za, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero.

Para términos con Ẑab

1

2
Q[a

cπ
c|b]Ẑab +

1

2
F̄ [a

cξ
c|b]Ẑab +

1

2
R[a

cχ
c|b]Ẑab

+
1

2
Q[a

cχ
c|b]Ẑab +

1

l2
H̄aρbẐab +

1

l2
T̄ aσbẐab,

=
1

2

(
Q[a

cπ
c|b] + F̄ [a

cξ
c|b] +R[a

cχ
c|b] +Q[a

cχ
c|b] +

2

l2
H̄aρb +

2

l2
T̄ aσb

)
Ẑab, (6.71)

tenemos

δQab = Q[a
cπ

c|b] + F̄ [a
cξ

c|b] +R[a
cχ

c|b] +Q[a
cχ

c|b] +
2

l2
H̄aρb +

2

l2
T̄ aσb. (6.72)

Notamos que el término Q
[a
cπc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Jcd

]
, el término F̄

[a
cξc|b]

viene del conmutador [Zab, Zcd], el término R
[a
cχc|b] viene del conmutador

[
Jab, Ẑcd

]
,

el término Q
[a
cχc|b] viene del conmutador

[
Ẑab, Ẑcd

]
que para el álgebra B6 es cero, el

término 2
l2
H̄aρb viene del conmutador [Za, Pb], y finalmente el término 2

l2
T̄ aσb viene

del conmutador [Pa, Zb].

En resumen, las transformaciones de las intensidades de campo están dadas por

δRab = R[a
cπ

c|b], (6.73)

δT̄ a = πa
cT̄ c +Ra

cρ
c +Qa

cρ
c + ξacH̄

c + F̄ a
cσ

c + χa
cT̄ c, (6.74)

δF̄ ab = F̄ [a
cπ

c|b] +R[a
cξ

c|b] +Q[a
cξ

c|b] + F̄ [a
cχ

c|b] +
1

l2
T̄ [aρb] +

1

l2
H̄ [aσb], (6.75)

δH̄a = H̄cπa
c + F̄ a

cρ
c + ξacT̄ c +Ra

cσ
c +Qa

cσ
c + χa

cH̄
c, (6.76)

δQab = Q[a
cπ

c|b] + F̄ [a
cξ

c|b] +R[a
cχ

c|b] +Q[a
cχ

c|b] +
1

l2
H̄ [aρb] +

1

l2
T̄ [aσb]. (6.77)
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6.5. Lagrangiano para gravedad en 4D con simetŕıas

AdSL6

Para construir un lagrangiano que contenga la acción de Einstein-Hilbert, un término
cosmológico y términos que dependan de los nuevos campos kab, ha, y qab utilizamos el
mecanismo usado en [1], donde consideramos las siguientes 4-formas invariantes

L1 = εabcdR
abF̄ cd, (6.78)

L2 =
1

2
εabcdF̄

abF̄ cd. (6.79)

Con lo cual el lagrangiano estará dado por

L =
µ

2κΛ
(−L1 + µL2) . (6.80)

Introducimos µ = λ
Λ
, donde λ corresponde a la constante cosmológica estándar, y Λ = 1

l2
,

la constante de gravitación de Einstein convencional es denotada por κ. Estudiaremos la
forma de L1 multiplicando por −1

2κΛ
y utilizando las correspondientes ecuaciones para Rab y

F̄ ab

− 1

2κΛ
L1 = − 1

2κΛ
εabcdR

abF̄ cd,

= − 1

2κΛ
εabcdR

abDkcd − 1

2κΛ
εabcdR

abq[cek
e|d] − 1

2κ
εabcdR

abeced +
1

2κ
εabcdR

abhchd.

(6.81)

Integrando por partes, utilizando la identidad DRab = 0, vemos fácilmente que el término
εabcdR

abDkcd corresponde a un término de borde. De manera que el lagrangiano de Einstein
Hilbert LE−H más un término que depende de Rab y de los campos kab, ha, y qab es dado
por

− 1

2κΛ
L1 = LE−H − 1

2κ
εabcdR

abhchd − 1

2κΛ
εabcdR

abq[cek
e|d]. (6.82)

Consideramos L2, el cual nos proporciona el término cosmológico. De la curvatura F̄ ab

vemos que L2 incluye el término cosmológico estándar mas términos que dependen de kab,
ha, y qab. Multiplicamos L2 por µ2

2κλ

λ

2κΛ2
L2 = Lcosm +

λ

4κΛ2
εabcd

{
DkabDkcd + 2Dkabq[cek

e|d] + 2ΛDkabeced

+ 2ΛDkabhchd + 2Λq[aek
e|b]eced + 2Λq[aek

e|b]hchd + 2Λ2eaebhchd

+q[aek
e|b]q[cek

e|d] + Λ2hahbhchd
}
. (6.83)

Finalmente utilizando (6.80) el lagrangiano que buscamos y que llamaremos LAdSL6 es dado
por
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LAdSL6 = LE−H + Lcosm − 1

2κ
εabcdR

abhchd − 1

2κΛ
εabcdR

abq[cek
e|d]

+
µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

µ2

2κλ
εabcdDkabq[cek

e|d]

+
µ

2κ
εabcdDkabeced +

µ

2κ
εabcdDkabhchd

+
µ

2κ
εabcdq

[a
ek

e|b]eced +
µ

2κ
εabcdq

[a
ek

e|b]hchd

+
λ

2κ
εabcde

aebhchd +
λ

4κΛ2
q[aek

e|b]q[cek
e|d] +

λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (6.84)

6.6. Ecuaciones de campo para la extensión AdSL6

Vamos a continuar de la forma usual, utilizando el principio de acción, para obtener las
ecuaciones de campo para la extensión AdSL4 de la gravedad de Einstein . La variación de
(6.84) con respecto a ea es dado por

δeaLAdSL6 = δeaLE−H + δeaLcosm + µ
2κ
δea

(
εabcdDkabeced

)
− µ

2κ
δea

(
εabcdq

[a
eke|b]eced

)
+ λ

2κ
δea

(
εabcde

aebhchd
)
. (6.85)

Utilizando las propiedades del operador δe obtenemos lo siguiente

δeLAdSL6 = −1

κ
εabcdR

abecδed +
λ

κ
εabcde

aebecδed +
µ

κ
εabcdDkabeeδed

+
λ

κ
εabcde

ahbhcδed +
µ

κ
εabcdq

[a
ek

e|b]ecδed, (6.86)

donde

δeLAdSL5 = [LAdSL6 ]ea δe
d, (6.87)

y dado que δeLAdSL6 = 0 tenemos

[L]ea =
1

κ
εabcd

(
−Rabec + λeaebec + µDkabec + λeahbhc + µq[aek

e|b]ec
)
, (6.88)

=
1

κ
εabcd

(
µ
(
Dkab + q[aek

e|b] + Λhahb + Λeaeb
)
ec −Rabec

)
, (6.89)

=
1

κ
εabcd

(
µF̄ abec −Rabec

)
, (6.90)

µF̄ ab = Rab. (6.91)

La variación de (6.84) con respecto a ha nos conduce a
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δhLAdSL6 = − 1

2κ
δ
(
εabcdR

abhchd
)
+

µ

2κ
δ
(
εabcdDkabhchd

)
+

µ

2κ
δ
(
εabcdq

[a
ek

e|b]hchd
)

+
λ

2κ
δ
(
εabcde

aebhchd
)
+

λ

4κ
δ
(
εabcdh

ahbhchd
)
. (6.92)

Utilizando las propiedades del operador δh obtenemos lo siguiente

δhaLAdSL6 = −1

κ
εabcdR

abhcδhd +
µ

κ
εabcdDkabhcδhd +

µ

κ
εabcdq

[a
ek

e|b]hcδhd

+
λ

κ
εabcde

aebhcδhd +
λ

κ
εabcdh

ahbhcδhd, (6.93)

donde

δhLAdSL6 = [LAdSL6 ]ha δh
d, (6.94)

y dado que δhLAdSL6 = 0 tenemos

[L]ha =
1

κ
εabcd

(
−Rabhc + µ

{
Dkabhc + q[aek

e|b]hc + Λeaebhc + Λhahbhc
})

, (6.95)

=
1

κ
εabcd

(
−Rabhc + µ

{
Dkab + q[aek

e|b] + Λeaeb + Λhahb
}
hc
)
, (6.96)

=
1

κ
εabcd

(
−Rabhc + µF̄ abhc

)
, (6.97)

aśı obtenemos

µF̄ ab = Rab. (6.98)

La variación de (6.84) con respecto a ωab nos conduce a

δωLAdSL6 = δLE−H − 1

2κ
δ
(
εabcdR

abhchd
)
− 1

2κΛ
δ
(
εabcdR

abq[aek
e|b])

+
µ2

4κλ
δ
(
εabcdDkabDkcd

)
+

µ2

2κλ
δ
(
εabcdDkabq[aek

e|b])+ µ

2κ
δ
(
εabcdDkabeced

)
+

µ

2κ
δ
(
εabcdDkabhchd

)
. (6.99)

Utilizando las propiedades del operador δω obtenemos lo siguiente

δωLAdSL6 = −1

κ
εabcdDecedδωab − 1

κ
εabcdDhchdδωab +

1

κΛ
εabcdδω

abDqcek
ed

− 1

κΛ
εabcdδω

abqceDked − µ2

κλ
δωabkc

eDked − µ2

κλ
εabcdδω

abkc
fq

[f
ek

e|d]

− µ

κ
εabcdδω

abkc
ee

eed − µ

κ
εabcdδω

abkc
eh

ehd, (6.100)
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reagrupando los términos tenemos

δωLAdSL6 =
1

κ
εabcd

{
−µ2

λ
kc

e

[
Dked + qefk

f |d] + Λeeed + Λhehd
]
+

1

Λ
D

(
q[cek

e|d])
−Deced −Dhchd

}
δωab, (6.101)

=
1

κ
εabcd

{
−µ2

λ
kc

eF̄
ab +

1

Λ
D

(
q[cek

e|d])− T ced −Dhchd

}
δωab, (6.102)

donde

δωLAdSL6 = [LAdSL6 ]ωab δω
ab, (6.103)

y dado que δωLAdSL6 = 0 tenemos

µ2

λ
kc

eF̄
ab − 1

Λ
D

(
q[cek

e|d])+ T ced +Dhchd = 0. (6.104)

La variación de (6.84) con respecto a ka es dado por

δkLAdSL6 =
µ

2κ
εabcdδ

(
Dkabeced

)
+

µ2

4κλ
εabcdδ

(
DkabDkcd

)
+

µ2

2κλ
εabcdδ

(
Dkabq[cek

e|b])
+

µ

2κ
εabcdδ

(
Dkabhchd

)
+

µ

2κ
εabcdδ

(
q[aek

e|b]eced
)
+

µ

2κ
εabcdδ

(
q[aek

e|b]hchd
)

+
λ

4κΛ2
εabcdδ

(
q[aek

e|b]q
[c
fk

f |d]
)
. (6.105)

Utilizando las propiedades del operador δk obtenemos lo siguiente

δkLAdSL6 =
1

κ
εabcd

(
µT ced + µDhchd +

µ2

2λ
Rc

ek
ed +

µ2

λ
Dqcek

ed +
µ2

λ
qceF̃

ed − µ2

λ
qceDked

)
δkab,

(6.106)

donde

δkLAdSL6 = [LAdSL6 ]kab δk
ab, (6.107)

y dado que δkLAdSL6 = 0 tenemos

1

κ
εabcd

(
µT ced + µDhchd +

µ2

2λ
Rc

ek
ed +

µ2

λ
qceF̃

ed +
µ2

λ
D

(
qcek

ed
))

= 0. (6.108)

La variación de (6.84) con respecto a qab es dado por
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δqLAdSL6 = − 1

2κλ
εabcdδ

(
Rabq[cek

e|d])+ λ

2κΛ2
εabcdδ

(
Dkabq[cek

e|d]) ,
+

λ

4κλ2
εabcdδ

(
q
[a
fk

f |b]q[cek
e|d]

)
+

λ

2κλ
εabcdδ

(
q
[a
fk

f |b]eced
)
,

+
λ

2κλ
εabcdδ

(
q
[a
fk

f |b]hchd
)
. (6.109)

Utilizando las propiedades del operador δq obtenemos lo siguiente

δqLAdSL6 =
1

κ
εabcd

{
kc

eR
ed − µ2

λ
kc

e

[
Dked + q

[e
fk

f |d] + Λeeed + Λhehd
]}

δqab, (6.110)

=
1

κ
εabcd

{
kc

eR
ed − µ2

λ
kc

eF̄
ed

}
δqab, (6.111)

=
1

κ
εabcdk

ce

{
Red − µ2

λ
F̄ ed

}
δqab, (6.112)

donde

δqLAdSL6 = [LAdSL6 ]qab δq
ab, (6.113)

y dado que δqLAdSL6 = 0 tenemos

kc
eR

ed − µ2

λ
kc

eF̄
ed = 0. (6.114)

En resumen, las ecuaciones de campo están dadas por

µF̄ ab = Rab, (6.115)

µ2

λ
kc

eF̄
ab − 1

Λ
D

(
q[cek

e|d])+ T ced +Dhchd = 0, (6.116)

1

κ
εabcd

(
µT ced + µDhchd +

µ2

2λ
Rc

ek
ed +

µ2

λ
qceF̄

ed +
µ2

λ
D

(
qcek

ed
))

= 0, (6.117)

kc
eR

ed − µ2

λ
kc

eF̄
ed = 0. (6.118)
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Caṕıtulo 7

Extensión B4,5,6 de la gravedad a
partir de contracción Inonu-Wigner

En 1951 E. I. Segal introdujo la noción de contracción de álgebras de Lie, si dos teoŕıas
f́ısicas tales como la teoŕıa especial de la relatividad y la mecánica Newtoniana están relacio-
nados por un proceso ĺımite, entonces los correspondientes grupos de invariancia asociados,
grupo de Poincaré y grupo de Galileo respectivamente, también debeŕıan estar relacionados
por algún proceso ĺımite. Esta idea fue estudiada por Inonu y Wigner en 1953, quienes
introdujeron la llamada contracción de Inonu-Wigner, y posteriormente en 1991 Evelin
Weimar-Woods introdujo la definición de las contracciones generalizadas de Inonu-Wigner,
demostrando que cualquier contracción es equivalente a una contracción generalizada de
Inonu-Wigner.

7.1. Contracción de Inonu Wigner para acciones

para la gravedad con simetŕıas AdS-Lorentz

En este capitulo vamos a obtener las contracciones de Inonu-Wigner de las acciones
para gravedad en 4D obtenidas en los caṕıtulos anteriores. Recordamos que la acción para
gravedad con constante cosmológica generalizada en el contexto de las simetŕıas de Maxwell
es dada por

LMaxwell = LE−H + Lcosm +
µ

2κ
εabcdDkabeced +

µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd, (7.1)

donde los campos de 1-formas kab son los campos de gauge asociados a los generadores
Zab, κ es la constante de gravitación, λ es la constante cosmológica y Λ = 1

l2
un parámetro

con unidades de longitud [Λ] = [ 1
L2 ]. Las curvaturas R

ab y F ab son las usuales vistas en el
capitulo 3 y los términos LE−H y Lcosm están dados por

LE−H = − 1

2κ
εabcdR

abeced, (7.2)

Lcosm =
λ

4κ
εabcde

aebeced. (7.3)
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Queremos obtener los lagrangianos correspondientes a las extensiones B4, B5 y B6 para
esto utilizaremos el mecanismo conocido como contracción generalizada de Inonu-Wigner.
Reescalamos los campos ea, kab, ha, y qab usando diferentes potencias de un parámetro
que llamaremos ξ en vez de reescalar solo los generadores correspondientes a cada álgebra
como se realiza usualmente.

7.2. Contracción del lagrangiano con simetŕıas AdSL4

Para obtener el álgebra de Maxwell a partir de AdSL4 realizamos una contracción de
Inonu-Wigner a través del reescalamiento Pa → ξPa, Zab → ξ2Zab y considerando el limite
ξ → ∞. De forma equivalente podemos realizar el reescalamiento sobre los campos ea y
kab directamente en un lagrangiano como sigue

ea −→ ξ−1ea kab −→ ξ−2kab, (7.4)

Pa −→ ξPa, Zab −→ ξ2Zab. (7.5)

Consideramos la acción LAdSL4

LAdSL4 = LE−H + Lcosm − 1

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d] +
λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd

+
λ

2κΛ2
εabcdDkabk[c

ek
e|d] +

µ

2κ
εabcdDkabeced +

λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d]

+
µ

2κ
εabcdk

[a
ek

e|b]eced. (7.6)

Sustituyendo (7.4) y (7.5) y tomando el limite ξ → ∞ obtenemos

LB4 = LMaxwell, (7.7)

= LE−H + Lcosm +
µ

2κ
εabcdDkabeced +

λ

4κΛ2
εabcdDkabDkcd. (7.8)

Es decir, al realizar una contracción sobre los campos de gauge obtenemos la acción para el
álgebra de Maxwell. La contracción de IW en el sentido de Weimar-Woods conduce desde el
lagrangiano AdSL4 al lagrangiano de Maxwell. Notemos que el lagrangiano LAdSL4 difiere
del lagrangiano LB4 por cuatro términos que dependen de los campos ea, kab y Rab, Dkab

− 1

2κΛ
εabcdR

abk[c
ek

e|d],
λ

2κΛ2
εabcdDkabk[c

ek
e|d],

λ

4κΛ2
εabcdk

[a
fk

f |b]k[c
ek

e|d],
µ

2κ
εabcdk

[a
ek

e|b]eced.

(7.9)
Estos son parte de la contribución de los conmutadores [Jab, Jcd], [Pa, PB], y [Zab, Zcd].
Para obtener las ecuaciones de campo podemos contraer las ecuaciones (4.83) usando el
mismo procedimiento, y podemos ver sin mucho trabajo que las ecuaciones serán idénticas
a las obtenidas para LMaxwell
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Rab = µDkab + λeaeb = µF ab, (7.10)

T [aeb] +
µ2

λ
F [a

e k
e|b] = 0, (7.11)

εabcde
b
{
Rcd − λeced − µDkcd

}
= 0, (7.12)

7.3. Contracción del lagrangiano con simetŕıas AdSL5

Realizamos el reescalamiento sobre los campos ea, ha y kab y los generadores del álgebra,
donde

ea −→ ξ−1ea, kab −→ ξ−2kab, ha −→ ξ−3ha, (7.13)

Pa −→ ξPa, Zab −→ ξ2Zab, Za −→ ξ3Za. (7.14)

Consideramos el lagrangiano LAdSL5

LAdSL5 = LE−H + Lcosm − 1

2κ
εabcdR

abhchd − µ

2κλ
εabcdk

a
ek

ebDkcd − 1

2κ
εabcdk

a
ek

ebeced

− 1

2κ
εabcdk

a
ek

ebhchd − 1

κ
εabcdh

aebDkcd − Λ

κ
εabcdh

aebeced − Λ

κ
εabcde

ahbhchd

+
µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

λ

2κΛ
εabcdDkabeced +

λ

2κΛ
εabcdDkabhchd +

λ

2κ
εabcde

aebhchd

+
λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (7.15)

Sustituyendo (7.4) y (7.5) en (5.67) y tomando el limite ξ → ∞ tenemos que la contracción
de IW de la acción AdSL5 en el sentido de Weimar-Woods nos lleva a

LB5 = LE−H + Lcosm − 1

2κ
εabcdR

abhchd

− 1

κ
εabcdh

aebDkcd − Λ

κ
εabcdh

aebeced − Λ

κ
εabcde

ahbhchd

+
µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

λ

2κΛ
εabcdDkabeced +

λ

2κΛ
εabcdDkabhchd

+
λ

2κ
εabcde

aebhchd +
λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (7.16)

La contracción de IW en el sentido de Weimar-Woods conduce desde el lagrangiano AdSL5

al lagrangiano que llamaremos LB5 . Notemos que el lagrangiano LAdSL5 difiere del lagran-
giano LB5 por siete términos que dependen de los campos ea, kab, ha y Rab, Dkab
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− µ

2κλ
εabcdR

abhchd, − µ

κλ
εabcdDkabechd, −1

κ
εabcde

ahbeced,

− µ

κλ
εabcde

ahbhchd,
µ2

2κλ
εabcdDkabhchd,

µ2

4κλ
εabcdh

ahbhchd,

µ

2κ
εabcde

aebhchd. (7.17)

Estos son parte de la contribución de los conmutadores [Jab, Jcd], [Za, Pb], y [Za, Zb]. A
partir del mismo mecanismo podemos obtener las ecuaciones de campo. Podemos obtener
fácilmente lo siguiente

1

κ
εabcd

{
−Rabec − 2Λeahbec − F̃ abhc + µF̃ abec

}
δed = 0, (7.18)

1

κ
εabcd

(
−Rabhc − 2Λeahbhc − F̃ abec + µF̃ abhc

)
= 0, (7.19)

1

κ
εabcd

{
−T ced −Dhchd − µ2

λ
kc

eF̃
ed − 2Λ2kc

ee
ehd

}
= 0, (7.20)

1

κ
εabcd

(
Dhc

(
µhd − ed

)
+Dec

(
µed − hd

)
− µ2

2λ
Rc

ek
ed

)
= 0. (7.21)

7.4. Contracción acción con simetŕıas AdSL6

Realizamos el reescalamiento sobre los campos ea, ha, kab, y qab y los generadores del
álgebra, donde

ea −→ ξ−1ea, ha −→ ξ−3ha, kab −→ ξ−2kab, qab −→ ξ−4qab, (7.22)

Pa −→ ξPa, Zab −→ ξ2Zab, Za −→ ξ3Za, Ẑ −→ ξ4Ẑab. (7.23)

Consideramos el lagrangiano LAdSL6

LAdSL6 = LE−H + Lcosm − 1

2κ
εabcdR

abhchd − 1

2κΛ
εabcdR

abq[cek
e|d]

+
µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

µ2

2κλ
εabcdDkabq[cek

e|d]

+
µ

2κ
εabcdDkabeced +

µ

2κ
εabcdDkabhchd

+
µ

2κ
εabcdq

[a
ek

e|b]eced +
µ

2κ
εabcdq

[a
ek

e|b]hchd

+
λ

2κ
εabcde

aebhchd +
λ

4κΛ2
q[aek

e|b]q[cek
e|d] +

λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (7.24)
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Sustituyendo (7.22) y (7.23) en (6.84) y tomando el limite ξ → ∞ tenemos que la
contracción de IW de la acción AdSL6 en el sentido de Weismar-Woods nos lleva a

LB6 = LE−H + Lcosm +
µ2

4κλ
εabcdDkabDkcd +

µ

2κ
εabcdDkabeced

− 1

2κ
εabcdR

abhchd +
µ

2κ
εabcdDkabhchd +

λ

2κ
εabcde

aebhchd

+
λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (7.25)

La contracción de IW en el sentido de Weimar-Woods conduce desde el lagrangiano AdSL6

al lagrangiano que llamaremos LB6 . Notemos que el lagrangiano LAdSL6 difiere del lagran-
giano LB6 por cuatro términos que dependen de los campos ea, kab, ha y Rab, Dkab

− 1

2κ
εabcdR

abhchd,
µ

2κ
εabcdDkabhchd,

λ

2κ
εabcde

aebhchd,

λ

4κ
εabcdh

ahbhchd. (7.26)

Estos son parte de la contribución de los conmutadores [Jab, Jcd], [Zab, Zcd], [Pa, Pb]. Las
ecuaciones de campo para este lagrangiano, que pueden obtenerse aplicando el principio
variacional a (7.25) o aplicando una contracción de Inonu-Wigner directamente a las ecua-
ciones de campo para el lagrangiano LAdSL6 . Estas son

1

κ
εabcd

{
−Rabec + λeaebec + µDkabec + λeahbhc

}
= 0, (7.27)

1

κ
εabcd

{
−Rabhc + µDkabhc + λeaebhc + λhahbhc

}
= 0, (7.28)

1

κ
εabcd

{
−µ2

λ
kc

e

[
Dked + Λeeed + Λhehd

]
−Deced −Dhchd

}
= 0, (7.29)

1

κ
εabcd

{
µT ced + µDhchd +

µ2

2λ
Rc

ek
ed +

µ2

λ
qce

(
Dked + Λeeed + Λhehd

)}
= 0, (7.30)

1

κ
εabcd

{
kc

eR
ed − µ2

λ
kc

e

[
Λeeed + Λhehd

]}
= 0. (7.31)



Conclusiones

Hemos considerado teoŕıas de gauge locales basados en álgebras AdSL4, AdSL5,
AdSL6 con vierbein, conexión de espin y seis campos de gauge geométricos no abelia-
nos adicionales kab

µ para el primer caso, diez para el segundo caso kab
µ, h

a
µ y catorce para

el tercer caso kab
µ, h

a
µ, q

ab
µ

La geometŕıa del espacio-tiempo basada en las álgebras mencionadas implica nuevos
tensores de curvatura que permiten construir nuevas acciones gravitatorias que conducen a
modificaciones de la gravedad de Einstein.

Hemos construido las 2-formas de curvatura de las álgebras AdSL4, AdSL5, y AdSL6

que nos permiten construir gravedades cuatridimensionales que generalizan la gravedad de
Einstein Hilbert. A partir de estas acciones gravitacionales encontramos que la extensión de
Maxwell, aśı como la extensión B5, y B6 de la gravedad de Einstein pueden obtenerse uti-
lizando el método de contracción de Inonu-Wigner, mecanismo que nos permite establecer
una relación entre las correspondientes teoŕıas.

Las ecuaciones de campo (4.83) nos permiten expresar la conexión de esṕın en función
del vierbein ea y de los nuevos campos gauge no abelianos kab

µ . Esto nos permitiŕıa obtener
una formulación de segundo orden para la gravedad AdSL4, con campos independientes
ea y kab

µ . De forma similar, a partir de las ecuaciones (5.6) podŕıa ser posible expresar la
conexión de esṕın como una función de los campos ea, kab

µ y ha
µ y obtener una formulación

de segundo orden para la gravedad AdSL5, con campos independientes ea, kab
µ y ha

µ. De
igual forma con las ecuaciones de campo (6.115). En el capitulo 7 no solo obtenemos las
extensiones B4,5,6 para la gravedad de Einstein sino que también obtenemos las ecuaciones
de campo, las cuales nos permitirán obtener una formulación de segundo orden para la
gravedad. Estos resultados pueden ser aplicados en una amplia variedad de tópicos entre
los cuales son de interés la cosmoloǵıa y agujeros negros.
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Apéndice A

Álgebras (A)dS, Poincaré y Lorentz

Álgebras (A)ds

El álgebra de De sitter o dS en d dimensiones es denotada por so(d− 2, 1) y el álgebra
Anti-De sitter o AdS en d dimensiones es denotada por so(d − 1, 2). Tanto la dimensión
del álgebra dS, como de AdS es

dim (so(d− 2, 1)) = dim (so(d− 1, 2)) =
d(d+ 1)

2
, (A.1)

es decir, poseen la misma cantidad de generadores. Satisfacen los siguientes conmutadores

[Jab, Jcd] = ηadJbc + ηbcJad − ηacJbd − ηbdJac, (A.2)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (A.3)

[Pa, Pb] = − 1

l2
σJab. (A.4)

cuando σ = +1 decimos que esta es álgebra de De Sitter, y cuando σ = −1 decimos
que esta es el álgebra de Anti-De Sitter. Es importante notar que ambas álgebras son semi-
simples, igual que todos los grupos SO. Aqúı es usual tomar el limite cuando l −→ ∞. Este
procedimiento llamado contracción de Inonu-Wigner nos entrega el álgebra de Poincaré en
d dimensiones iso(3, 1)

Álgebra de Poincaré

En el caso del espacio de Minkowski el álgebra del grupo de isometŕıas es dada por
iso(d − 1, 1) conocida como el álgebra de Poincaré. En d = 4 el álgebra de Poincaré o
iso(3, 1) es dada por las siguientes relaciones de conmutación

[Jab, Jcd] = ηadJbc + ηbcJad − ηacJbd − ηbdJac, (A.5)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (A.6)

[Pa, Pb] = 0. (A.7)
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notamos que su dimensión es dada por

dim (iso(d− 1, 1)) =
d(d+ 1)

2
, (A.8)

y es igual a la dimensión de las álgebras (A)dS, pero a diferencia de estas, el álgebra de
Poincaré no es semisimple, los generadores Pa constituyen la base de un ideal abeliano.
Para d = 4 tenemos que dim (iso(3, 1)) = 10.

Álgebra de Lorentz

El álgebra de Lorentz en d dimensiones so(d − 1, 1) corresponde a una subálgebra del
álgebra de Poincaré donde el número de generadores es dado por

dim (so(d− 1, 1)) =
d(d− 1)

2
, (A.9)

y es generado por Jab y en d = 4 tenemos so(3, 1) con dim (so(3, 1)) = 6.
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Apéndice B

Identidades de Bianchi

Primera identidad de Bianchi

La primera ecuación de estructura es dada por la derivada covariante del Vielbein

T a = Dea = dea + ωa
be

b. (B.1)

La primera identidad de Bianchi es obtenida aplicando la derivada exterior sobre la torsión

dT a = dDea = ddea + d
(
ωa

be
b
)
, (B.2)

= d (ωa
b) e

b − ωa
b(de

b) (B.3)

Puesto que Ra
b = dωa

b + ωa
cω

c
d tenemos que dωa

b = Ra
b − ωaωc

d. Entonces

dT a = (Ra
b − ωa

cω
c
d) e

b − ωa
b(T

b − ωb
ce

c), (B.4)

= Ra
be

b − ωa
cω

c
de

b − ωa
bT

b − ωa
bω

b
ce

c, (B.5)

= Ra
be

b − ωa
bT

b. (B.6)

De modo que

dT a + ωa
bT

b = Ra
be

b, (B.7)

DT a = Ra
be

b. (B.8)

Segunda identidad de Bianchi

La segunda identidad se obtiene aplicando la derivada exterior al tensor de curvatura

dRa
b = d (dωa

b) + d (ωa
cω

c
d) , (B.9)

= d (ωa
cω

c
d) , (B.10)

= (dωa
c)ω

c
d + ωa

c (dω
c
d) , (B.11)

=
(
Ra

c − ωa
dω

d
b

)
ωc

d + ωa
c

(
Rcb − ωc

dω
db
)
, (B.12)

= Ra
cω

c
d − ωa

dω
d
bω

c
d −Rcbωa

c + ωc
dω

dbωa
c, (B.13)

= Ra
cω

c
d − ωa

cR
cb, (B.14)
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luego
dRa

b + ωa
cR

cb −Ra
cω

c
d = 0, (B.15)

es decir
DRab = 0. (B.16)

Teorema B.0.1 (Teorema de Dragon) La segunda identidad de Bianchi puede ser
obtenida a partir de la primera identidad de Bianchi

Definición B.0.1 (Derivada covariante) Sea A una 1-forma evaluada en un álgebra
de Lie g y sea F una F -forma también evaluada en la misma álgebra de Lie, es decir
A = AaTa, F = F aTa. Se define la derivada covariante de F como

DF = dF + [A,F ] , (B.17)

donde

DF = d (F aTa) +
[
AaTa, F

bTb

]
, (B.18)

= dF aTa + AaF b [Ta, Tb] , (B.19)

= dF aTa + AaF bC f
ab Tf . (B.20)

Notación B.0.1 La derivada covariante esta definida como

D = d+ [A, ] , (B.21)

y corresponde a la derivada covariante completa del grupo de gauge la cual cumple con las
identidades de Bianchi para el grupo completo, DF = 0. Pero hay otra derivada covariante
que aparece en los cálculos que es puramente de Lorentz

D = d+ [ω, ] , (B.22)

y ambos operadores no son equivalentes. Esta segunda derivada solo cumple con las identi-
dades de Bianchi para la curvatura de Lorentz, pero no para el álgebra completa, es decir,
DRab = 0 y DF ̸= 0.
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Apéndice C

Calculo de transformaciones

A continuación se muestra la contribución de cada conmutador a las transformaciones
de los campos de gauge e intensidades de campo, calculo que se obtiene al utilizar las
relaciones de conmutación de las respectivas álgebras

Contribuciones del álgebra AdSL4

Contribuciones C.0.1 (Transformaciones de los campos de gauge)

1

4
ωabπcd [Jab, Jcd] =

1

2
ω[a

cπ
c|b]Jab, (C.1)

1

2l
eaπcd [Pa, Jcd] =

1

l
πa

ce
aPc, (C.2)

1

4
kabπcd [Zab, Jcd] =

1

2
k[a

cπ
c|b]Zab, (C.3)

1

2l
ωabρc [Jab, Pc] =

1

l
ωa

cρ
cPa, (C.4)

1

l2
eaρc [Pa, Pc] =

1

l2
eaρcZac, (C.5)

1

2l
kabρc [Zab, Pc] =

1

l
ka

cρ
cPa, (C.6)

1

4
ωabξcd [Jab, Zcd] =

1

2
ω[a

cξ
c|b]Zab, (C.7)

1

2l
eaξcd [Pa, Zcd] =

1

l
ξace

cPa, (C.8)

1

4
kabξcd [Zab, Zcd] =

1

2
k[a

cξ
c|b]Zab. (C.9)
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Contribuciones C.0.2 (Transformaciones de las intensidades de campos)

1

4
Rabπcd [Jab, Jcd] =

1

2
R[a

cπ
c|b]Jab, (C.10)

1

2l
T aπcd [Pa, Jcd] =

1

l
πa

cT aPc, (C.11)

1

4
F abπcd [Zab, Jcd] =

1

2
F [a

cπ
c|b]Zab, (C.12)

1

2l
Rabρc [Jab, Pc] =

1

l
Ra

cρ
cPa, (C.13)

1

l2
T aρc [Pa, Pc] =

1

l2
T aρcZac, (C.14)

1

2l
F abρc [Zab, Pc] =

1

l
F a

cρ
cPa, (C.15)

1

4
Rabξcd [Jab, Zcd] =

1

2
R[a

cξ
c|b]Zab, (C.16)

1

2l
T aξcd [Pa, Zcd] =

1

l
ξacT cPa, (C.17)

1

4
F abξcd [Zab, Zcd] =

1

2
F [a

cξ
c|b]Zab. (C.18)

Contribuciones del álgebra AdSL5

Contribuciones C.0.3 (Transformaciones de los campos de gauge)

1

4
ωabπcd [Jab, Jcd] =

1

2
ω[a

cπ
c|b]Jab, (C.19)

1

2l
eaπcd [Pa, Jcd] =

1

l
πa

ce
aPc, (C.20)

1

4
kabπcd [Zab, Jcd] =

1

2
k[a

cπ
c|b]Zab, (C.21)

1

2l
haπcd [Za, Jcd] =

1

l
hcπa

cZa, (C.22)

1

2l
ωabρc [Jab, Pc] =

1

l
ωa

cρ
cPa, (C.23)

1

l2
eaρc [Pa, Pc] =

1

l2
eaecZac, (C.24)

1

2l
kabρc [Zab, Pc] =

1

l
ka

cρ
cZa, (C.25)

1

l2
haρc [Za, Pc] =

1

l2
haρcJac, (C.26)

1

4
ωabξcd [Jab, Zcd] =

1

2
ω[a

cξ
c|b]Zab, (C.27)

1

2l
eaξcd [Pa, Zcd] =

1

l
ξace

cZa, (C.28)

1

4
kabξcd [Zab, Zcd] =

1

2
k[a

cξ
c|b]Jab, (C.29)
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1

2l
haξcd [Za, Zcd] =

1

l
ξach

cPa, (C.30)

1

2l
ωabσc [Jab, Zc] =

1

l
ωa

cσ
cZa, (C.31)

1

l2
eaσc [Pa, Zc] =

1

l2
eaσcJac, (C.32)

1

2l
kabσc [Zab, Zc] =

1

l
ka

cσ
cPa, (C.33)

1

l2
haσc [Za, Zc] =

1

l2
haσcZac. (C.34)

Contribuciones C.0.4 (Transformaciones de las intensidades de campo)

1

4
Rabπcd [Jab, Jcd] =

1

2
R[a

cπ
c|b]Jab, (C.35)

1

2l
T̃ aπcd [Pa, Jcd] =

1

l
πa

cT̃ aPc, (C.36)

1

4
F̃ abπcd [Zab, Jcd] =

1

2
F̃ [a

cπ
c|b]Zab, (C.37)

1

2l
Haπcd [Za, Jcd] =

1

l
Hcπa

cZa, (C.38)

1

2l
Rabρc [Jab, Pc] =

1

l
Ra

cρ
cPa, (C.39)

1

l2
T̃ aρc [Pa, Pc] =

1

l2
T̃ aρcZac, (C.40)

1

2l
F̃ abρc [Zab, Pc] =

1

l
F̃ a

cρ
cZa, (C.41)

1

l2
Haρc [Za, Pc] =

1

l2
HaρcJac, (C.42)

1

4
Rabξcd [Jab, Zcd] =

1

2
R[a

cξ
c|b]Zab, (C.43)

1

2l
T̃ aξcd [Pa, Zcd] =

1

l
ξacT̃ cZa, (C.44)

1

4
F̃ abξcd [Zab, Zcd] =

1

2
F̃ [a

cξ
c|b]Jab, (C.45)

1

2l
Haξcd [Za, Zcd] =

1

l
ξacH

cPa, (C.46)

1

2l
Rabσc [Jab, Zc] =

1

l
Ra

cσ
cZa, (C.47)

1

l2
T̃ aσc [Pa, Zc] =

1

l2
T̃ aσcJac, (C.48)

1

2l
F̃ abσc [Zab, Zc] =

1

l
F̃ a

cσ
cPa, (C.49)

1

l2
Haσc [Za, Zc] =

1

l2
HaσcZac. (C.50)



74

Contribuciones del álgebra AdSL6

Contribuciones C.0.5 (Transformaciones de los campos de gauge)

1

4
ωabπcd [Jab, Jcd] =

1

2
ω[a

cπ
c|b]Jab, (C.51)

1

2l
eaπcd [Pa, Jcd] =

1

l
πa

ce
aPc, (C.52)

1

4
kabπcd [Zab, Jcd] =

1

2
k[a

cπ
c|b]Zab, (C.53)

1

2l
haπcd [Za, Jcd] =

1

l
hcπa

cZa, (C.54)

1

4
qabπcd

[
Ẑab, Jcd

]
=

1

2
q[acπ

c|b]Ẑab, (C.55)

1

2l
ωabρc [Jab, Pc] =

1

l
ωa

cρ
cPa, (C.56)

1

l2
eaρc [Pa, Pc] =

1

l2
eaρcZac, (C.57)

1

2l
kabρc [Zab, Pc] =

1

l
ka

cρ
cZa, (C.58)

1

l2
haρc [Za, Pc] =

1

l2
haρcẐac, (C.59)

1

2l
qabρc

[
Ẑab, Pc

]
=

1

l
qacρ

cPa, (C.60)

1

4
ωabξcd [Jab, Zcd] =

1

2
ω[a

cξ
c|b]Zab, (C.61)

1

2l
eaξcd [Pa, Zcd] =

1

l
ξace

cZa, (C.62)

1

4
kabξcd [Zab, Zcd] =

1

2
k[a

cξ
c|b]Ẑab, (C.63)

1

2l
haξcd [Za, Zcd] =

1

l
ξach

cPa, (C.64)

1

4
qabξcd

[
Ẑab, Zcd

]
=

1

2
q[acξ

c|b]Zab, (C.65)

1

2l
ωabσc [Jab, Zc] =

1

l
ωa

cσ
cZa, (C.66)

1

l2
eaσc [Pa, Zc] =

1

l2
eaσcẐac, (C.67)

1

2l
kabσc [Zab, Zc] =

1

l
ka

cσ
cPa, (C.68)

1

l2
haσc [Za, Zc] =

1

l2
haσcZac, (C.69)
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1

2l
qabσc

[
Ẑab, Zc

]
=

1

l
qacσ

cZa, (C.70)

1

4l
ωabχcd

[
Jab, Ẑcd

]
=

1

2
ω[a

cχ
c|b]Ẑab, (C.71)

1

2l
eaχcd

[
Pa, Ẑcd

]
=

1

l
χa

ce
cPa, (C.72)

1

4
kabχcd

[
Zab, Ẑcd

]
=

1

2
k[a

cχ
c|b]Zab, (C.73)

1

2l
haχcd

[
Za, Ẑcd

]
=

1

l
χa

ch
cZa, (C.74)

1

4
qabχcd

[
Ẑab, Ẑcd

]
=

1

2
q[acχ

c|b]Ẑab. (C.75)

Contribuciones C.0.6 (Transformaciones de las intensidades de campo)

1

4
Rabπcd [Jab, Jcd] =

1

2
R[a

cπ
c|b]Jab, (C.76)

1

2l
T̄ aπcd [Pa, Jcd] =

1

l
πa

cT̄ aPc, (C.77)

1

4
F̄ abπcd [Zab, Jcd] =

1

2
F̄ [a

cπ
c|b]Zab, (C.78)

1

2l
H̄aπcd [Za, Jcd] =

1

l
H̄cπa

cZa, (C.79)

1

4
Qabπcd

[
Ẑab, Jcd

]
=

1

2
Q[a

cπ
c|b]Ẑab, (C.80)

1

2l
Rabρc [Jab, Pc] =

1

l
Ra

cρ
cPa, (C.81)

1

l2
T̄ aρc [Pa, Pc] =

1

l2
T̄ aρcZac, (C.82)

1

2l
F̄ abρc [Zab, Pc] =

1

l
F̄ a

cρ
cZa, (C.83)

1

l2
H̄aρc [Za, Pc] =

1

l2
H̄aρcẐac, (C.84)

1

2l
Qabρc

[
Ẑab, Pc

]
=

1

l
Qa

cρ
cPa, (C.85)

1

4
Rabξcd [Jab, Zcd] =

1

2
R[a

cξ
c|b]Zab, (C.86)

1

2l
T̄ aξcd [Pa, Zcd] =

1

l
ξacT̄ cZa, (C.87)

1

4
F̄ abξcd [Zab, Zcd] =

1

2
F̄ [a

cξ
c|b]Ẑab, (C.88)
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1

2l
H̄aξcd [Za, Zcd] =

1

l
ξacH̄

cPa, (C.89)

1

4
Qabξcd

[
Ẑab, Zcd

]
=

1

2
Q[a

cξ
c|b]Zab, (C.90)

1

2l
Rabσc [Jab, Zc] =

1

l
Ra

cσ
cZa, (C.91)

1

l2
T̄ aσc [Pa, Zc] =

1

l2
T̄ aσcẐac, (C.92)

1

2l
F̄ abσc [Zab, Zc] =

1

l
F̄ a

cσ
cPa, (C.93)

1

l2
H̄aσc [Za, Zc] =

1

l2
H̄aσcZac, (C.94)

1

2l
Qabσc

[
Ẑab, Zc

]
=

1

l
Qa

cσ
cZa, (C.95)

1

4l
Rabχcd

[
Jab, Ẑcd

]
=

1

2
R[a

cχ
c|b]Ẑab, (C.96)

1

2l
T̄ aχcd

[
Pa, Ẑcd

]
=

1

l
χa

cT̄ cPa, (C.97)

1

4
F̄ abχcd

[
Zab, Ẑcd

]
=

1

2
F̄ [a

cχ
c|b]Zab, (C.98)

1

2l
H̄aχcd

[
Za, Ẑcd

]
=

1

l
χa

cH̄
cZa, (C.99)

1

4
Qabχcd

[
Ẑab, Ẑcd

]
=

1

2
Q[a

cχ
c|b]Ẑab. (C.100)
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Apéndice D

Procedimiento de expansión de
álgebras

Definiciones previas

Vamos a revisar algunas definiciones de conceptos importantes que se utilizaran a lo
largo de esta tesis,

Definición D.0.1 (n-selector) Sean λα1 , . . . , λαn ∈ S, donde S = {λα} un semi-
grupo finito y discreto, cuyo producto viene dado por

λα1 · λα2 · · ·λαn = λγ(α1,...,αn)

entonces, se define el n-selector K ρ
α1···αn

como

K ρ
α1···αn

=

{
1, cuando ρ = γ(α1, . . . , αn).
0, en otro caso.

De esta definición vemos que el n-selector codifica toda la información contenida en la
tabla de multiplicación del semigrupo. Además, siempre es posible escribir un n-selector en
términos de 2-selectores1. Una importante propiedad de los selectores puede ser encontrada
haciendo uso de la propiedad asociativa del semigrupo. En efecto, la ley asociativa es
expresada como (λαλβ)λγ = λα (λβλγ) de donde vemos que

K ρ
αβ K

σ
ργ = K σ

αρ K
ρ

ργ . (D.1)

De forma análoga a la definición de 2-selector se define el 3-selector

λαλβλγ = K σ
αβγ λσ. (D.2)

De (D.1) y (D.2) tenemos

K σ
αβγ = K ρ

αβ K σ
ργ = K σ

αρ K ρ
βγ (D.3)

1El hecho que el semigrupo sea abeliano implica K γ
αβ = K γ

βα
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de estos resultados podemos ver que los 2-selectores pueden proporcionar una representación
matricial para el semigrupo, en forma análoga a como las constantes de estructura de un
álgebra de Lie proporcionan la representación adjunta. En efecto, definiendo

[λα]
ρ

γ = K ρ
αγ, (D.4)

tenemos

[λα]
σ

µ [λβ]
ν

σ = K σ
αβ [λσ]

ν
µ =

[
λγ(αβ)

] ν

µ
, (D.5)

Por inducción podemos probar que

K σ
α1...αn−1

K ρ
σαn

= K ρ
α1σ

K σ
α2...αn

= K σ
α1...αn

. (D.6)

Esto significa que es posible expresar un n-selector en términos de 2-selector.

Definición D.0.2 (Álgebra de Lie) Sea g un espacio vectorial finito dimensional so-
bre un campo K. Si el grupo del espacio vectorial es extendido a un anillo, donde la
operación multiplicativa del anillo es dada por x ⋄ y −→ [x, y] (operación antisimétrica),
entonces g es un álgebra de Lie. Sean M y N subconjuntos del álgebra de Lie g. Denota-
remos por [M,N ] al conjunto de la forma [x, y] donde x ∈ M e y ∈ N . Si M y N son
sub-espacios lineales de un álgebra g, entonces son validas las siguientes relaciones

[M1 +M2, N ] ⊂ [M1, N ] + [M2, N ] . (D.7)

[M,N ] = − [N,M ] . (D.8)

[g, [M,N ]] ⊂ [M, [N, g]] + [N, [g,M ]] . (D.9)

Definición D.0.3 (Sub-álgebra) Un sub-espacio N del álgebra g es una sub-álgebra
si

[N,N ] ⊂ N (D.10)

Definición D.0.4 (Ideal) Un sub-espacio N del álgebra es un ideal si

[g, N ] ⊂ N (D.11)

Esto significa que un ideal es una sub-álgebra.

Definición D.0.5 (Centro de un álgebra) Un ideal N que satisface la condición
[g, N ] = 0 es llamado centro de g. dado que [N,N ] = 0 se tiene que un centro es siempre
conmutativo.

Expansión v́ıa el mecanismo de semigrupos

El método de expansión de álgebras de Lie es un procedimiento para obtener nuevas
álgebras de Lie a partir de una dada. La idea es generalizar en una manera natural el pro-
cedimiento de contracción de Inonu-Wigner, donde en lugar de multiplicar los generadores
por un parámetro numérico, dichos generadores sean multiplicados por elementos de un
semigrupo abeliano.
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S-expansión

Teorema D.0.1 Sea S = {λα} un semigrupo abeliano, sea K γ
αβ un 2-selector y sea g

un álgebra de Lie de base {TA} y constantes de estructura C C
AB. Un elemento de la base del

espacio producto directo S ⊗ g será denotado por T(A,α) = λαTA. Si se define el producto
algebraico en el espacio S ⊗ g como[

T(A,α), T(B,β)

]
= λαλβ [TA, TB] (D.12)

Entonces S ⊗ g será un álgebra de Lie cuyas constantes de estructura vienen dadas por

C
(C,γ)

(A,α)(B,β) = K γ
αβC

C
AB . (D.13)

Demostración D.0.1 De la ley de multiplicación del semigrupo

λαλβ = λρ(α,β), (D.14)

tenemos

[
T(A,α), T(B,β)

]
= λαλβ [TA, TB] , (D.15)

= λρ(α,β) [TA, TB] , (D.16)

= λρ(α,β)C
C

AB TC , (D.17)

= C C
AB

(
λρ(α,β)TC

)
, (D.18)

= C C
AB T(C,ρ(α,β)). (D.19)

De la definición de 2-selector

K γ
αβ =

{
1, cuando γ = ρ(α, β).
0, en otro caso.

tenemos [
T(A,α), T(B,β)

]
= C C

AB T(C,ρ(α,β)) = C C
ABK γ

αβ T(C,γ). (D.20)

De manera que

[
T(A,α), T(B,β)

]
= K γ

αβ C
C

AB T(C,γ), (D.21)[
T(A,α), T(B,β)

]
= C

(C,γ)
(A,α)(B,β)T(C,γ). (D.22)

Lo cual prueba que el álgebra S ⊗ g se cierra.

Debemos notar que debido a que S es abeliano se tiene que las constantes de estructura
C

(C,γ)
(A,α)(B,β) heredan la simetŕıa de C C

AB . En efecto

C
(C,γ)

(A,α)(B,β) = −C
(C,γ)

(B,β)(A,α) . (D.23)
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Usando el hecho que C C
AB satisface la identidad de Jacobi es posible probar que C

(C,γ)
(A,α)(B,β)

satisfacen la identidad de Jacobi

C
(C,γ)

(A,α)(B,β) C
(E,ε)

(C,γ)(D,δ) +C
(C,γ)

(D,δ)(A,α) C
(E,ε)

(C,γ)(B,β) +C
(C,γ)

(B,β)(D,δ) C
(E,ε)

(C,γ)(A,α) = 0.

(D.24)
Esto prueba que S⊗g es un álgebra de Lie. Este teorema induce a la siguiente definición.

Definición D.0.6 (Álgebra S-expandida de g) Si S es un semigrupo abeliano y si
g es un álgebra de Lie, entonces el álgebra de Lie definida como h = S ⊗ g es llamada
”álgebra expandida de g” o ”álgebra S-expandida de g”.

En general, para obtener un álgebra a partir de otra, tal como en el caso de la contracción
de Inonu-Wigner, es usual multiplicar los generadores por un cierto parámetro y después
llevar a cabo un proceso como el de tomar un limite. La S-expansión puede ser vista como
la generalización natural de esta idea donde en lugar de multiplicar los generadores por
un parámetro numérico, los generadores se multiplican con elementos de un semigrupo
abeliano. Un álgebra S-expandida puede ser entendida como una copia del álgebra original
g para cada elemento del semigrupo. Para poder encontrar estructuras mas complejas
debemos obtener álgebras mas pequeñas a partir del álgebra S-expandida, es decir sub-
álgebras y álgebras reducidas.
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Grupo SO(D-1,1) y tensores invariantes

El grupo SO(D − 1, 1) tiene dos tensores invariantes, la métrica de Minkowsky, ηab, y
el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico, εa1a2···aD . Estos tensores están definidos
por la estructura algebraica del grupo de Lorentz y por lo tanto, son los mismos en cada
espacio tangente. Consecuentemente, éstos deben ser también constantes covariantemente,

dηab = Dηab = 0, (D.25)

dεa1a2···aD = Dεa1a2···aD = 0, (D.26)

donde

Dηab = dηab − ωc
bηac − ωc

aηcb, (D.27)

esto implica que la conexión de espin satisface las siguientes identidades

ηacω
c
b = −ηcbω

c
a, (D.28)

εb1a2···aDω
b1
a1
+ εa1b2···aDω

b2
a2
+ . . .+ εa1a2···bDω

bD
aD

= 0. (D.29)

La ecuación (D.28) restringe a la conexión de espin a ser antisimétrica en sus ı́ndices de
Lorentz, ωab = −ωba.

Tensores invariantes para álgebras S-expandidas

Un problema de carácter f́ısico y matemático es hallar todos los tensores invariantes para
una cierta álgebra. Un procedimiento estándar que nos permite obtener un tensor invariante
es hacer uso de la traza de alguna representación matricial de los generadores del álgebra.
Sin embargo, este método tiene limitaciones para el caso de álgebras 0S-reducidas. Por otro
lado, una de las ventajas del método de S-expansión es que éste nos proporciona un tensor
invariante para el álgebra S-expandida G = S× g en términos de un tensor invariante para
g

Teorema D.0.2 Sea S un semigrupo abeliano, g un álgebra de Lie de base {TA}, y sea
⟨T(A1,α1) . . . T(An,αn)⟩ un tensor invariante para g. Entonces, la expresión

⟨T(A1,α1) · · ·T(An,αn)⟩ = αγK
γ

α1...αn
⟨TA1, · · ·TAn⟩ (D.30)

donde αγ son constantes arbitrarias y K γ
α1...αn

es el n-selector para S, corresponde a un
tensor invariante para el álgebra S-expandida G = S × g.

Por otro lado, dado un tensor invariante para el álgebra, sus componentes valuadas en
una subálgebra son por si mismas un tensor invariante para la subálgebra. Para el caso
de subálgebras resonantes, y siempre que todos los αγ sean distintos de cero, el tensor
invariante para la subálgebra resonante nunca se anula. De hecho, dada una partición
resonante S =

⋃
p∈I Sp y denotando la base de Vp como

{
Tαp

}
, las componentes GR-

valuadas de (D.30) son dadas por
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⟨T(αp1,αp1) · · ·T(αpn,αpn)⟩ = αγK
γ

αp1...αpn
⟨Tαp1, · · ·Tαpn⟩ , con λαp ∈ Sp (D.31)

Estas componentes forman parte del un tensor invariante para la subálgebra resonante
GR =

⊕
p∈I Sp × Vp.

Como se menciono anteriormente un álgebra 0S-reducida no es una subálgebra, por
lo tanto, las componentes valuadas en el álgebra 0S-reducida de las expresiones (D.30)
o (D.31),no conducen a un tensor invariante. El siguiente teorema, nos proporciona una
solución entregándonos una expresión general para un tensor invariante para un álgebra
0S-reducida.

Teorema D.0.3 Sea S un semigrupo abeliano con elementos no nulos λi, con i =
0, . . . , N y λN+1 = 0s. Sea g un álgebra de Lie de base {TA}, y sea ⟨TAa · · ·TAn⟩ un tensor
invariante para g. Entonces la expresión

⟨T(A1,i1) · · ·T(An,in)⟩ = αjK
j

i1...in
⟨TA1,···TAn

⟩ , (D.32)

donde αj son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el álgebra
0S-reducida obtenida desde G = S × g.

Para la 0S-reducción de una subálgebra resonante, obtenemos que

⟨T(αp1,ip1) · · ·T(αpn,ipn)⟩ = αjK
j

ip1...ipn
⟨Tip1, · · ·Tipn⟩ , con λip ∈ Sp (D.33)

es un tensor invariante para el álgebra 0S-reducida de GR =
⊕

p∈I Sp × Vp.
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