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Introduccion.

En esta tesis trabajaremos el espacio de Banach libre de operadores lineales
continuos, sobre el espacio de Hilbert ultramétrico E,, que son compactos y admiten
adjunta. Denotaremos a este espacio por Cy(E,) := Lo(E,) NC(E,) , donde Ly(E,) es
el espacio de operadores lineales continuos sobre E, que admiten adjunta y C(E,) es
el espacio de operadores compactos sobre F,,,.

Si consideramos el espacio E,, con la familia w = (w;)je; de manera que w; = 1k ,
Vj € I, entonces podemos encontrar una caracterizacion para los elementos de Ly (F,,)

y para los elementos de Cy(E,,), de la siguiente forma
(D). u € Lo(Ew) & Vy € By, lim fi,(uler), y) = 0
(ii). ue Cy(Ey,) & hgll |u(e;)|l =0

J

Ademas, con estos resultados se puede definir un producto interno en Cy(E,) el cual
es simétrico, no-degenerado e induce la norma de operadores. Los resultados anteriores
son generalizaciones directas del trabajo realizado por Aguayo y Nova en [I].

La tesis estd estructurada de la siguiente forma: En el capitulo 1 se presentan los
conceptos preliminares basicos para el posterior desarrollo de este trabajo. Se presentan
las nociones de campos valuados ultramétricos, espacios normados ultramétricos, en
particular ejemplos como el espacio ¢o(I, K, ) y [®°(I, K, ) que seran importantes en
capitulos posteriores, también un concepto de ortogonalidad valido en cualquier espacio
normado y la definicién de producto tensorial que entrelazaremos de forma directa con
el espacio de los operadores compactos.

En el capitulo 2 se introduce la nociéon de conjunto compactoide, la cual coincide con

il



INTRODUCCION.

la definicion de precompacidad cuando K es localmente compacto, para luego definir
el concepto de operador compacto en el contexto no-arquimediano. Se muestra que los
operadores compactos corresponden a los operadores secuencialmente compactos(que
son el limite, en el sentido de la norma, de operadores de rango finito). Se muestra
ademés que el espacio de los operadores compactos C'(E, F') es isomorfo al producto
tensorial E'®F.

En el capitulo 3 se introduce la definicién de un espacio de Banach Libre. Se muestra que
todo operador lineal continuo entre espacios de Banach Libres se puede representar como
una tnica suma puntualmente convergente y ademéas lo podemos identificar mediante
una matriz infinita. Se muestra una caracterizacion para operadores compactos entre
espacios de Banach Libres, se define el espacio E, con sus principales caracteristicas
para luego definir los espacios Lo(E,) y Co(E,). Se definen los subespacios cerrados E,
y E,, de EJ, los cuales coinciden y se muestra que E,, es isomorfo a E,.

En el capitulo 4 se introduce la definicion de un producto interno no-arquimediano. Se
muestran caracterizaciones para los elementos de Ly(E,) v Co(E,) cuando la familia
w = (wj)jer es tal que w; = 1g, Vj € I. Se define un producto interno en Cy(E,,) de la

forma F,(u,v) = Z fw(u(e;), v(e;)) cuando el campo residual de K es formalmente real
jel
y donde f,, es un producto interno en E, definido por f,(z,y) = ijyj. Se muestra
jel
que el producto interno en Cy(E,) es simétrico, no-degenerado y ademds induce la

norma de operadores. Se finaliza mostrando que E,, es isomorfo a un subespacio cerrado

de O()(Ew)

iv



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos algunos conceptos basicos utilizados de forma
permanente en el transcurso de la tesis. Todo lo expuesto aqui se puede complementar

y extender con la lectura adicional de [2], |3], 8], [10], [12], [L5].

1.1. Campos Ultramétricos

Sea K un campo. Una aplicacion | - | : K — Ry es valuacion sobre K si satisface las

siguientes condiciones:

). |[z| =0z =0k

(i). |zy| = [lly] , Vo,y €K

(iil). |z +y| < |z|+ |y|, Vr,y € K
Llamaremos campo valuado al par (K, |- |).

Observacion 1.1.1. Una valuacion sobre un campo K induce una métrica de la forma
siguiente
d(z,y) =|r—y| VryeK
Diremos que el campo valuado (K, |- |) es completo, si es completo respecto a la

meétrica inducida por la valuacion.



1.1. Campos Ultramétricos

Ejemplo 1.1.2. Para un campo K , la aplicacion definida por

0 sex=0
1 siz#0

x| =

resulta ser una valuacion y se denomina valuacion trivial.

Observacion 1.1.3. Si consideramos la unidad 1x del campo valuado (K, |-]), entonces
se tiene |1g| = |1k - 1g| = |1k| - |1x| = [1x|?, por lo tanto |1x| = 1. Ademds, para X € K

se tiene que [N\ = |\|7L.

Definiciéon 1.1.4. Sea (K,|-|) un campo valuado. Diremos que la valuacion es no-
arquimediana y (K, | - |) se dird un campo valuado no-arquimediano, si | - | satisface la

stquiente desigualdad:
|+ Al < max{|ul, [A[}  Vu,AeK

La desigualdad anterior es conocida como desigualdad triangular fuerte e implica la

desigualdad triangular usual expuesta en el item (iii) de la definiciéon de valuacion.

Observacion 1.1.5. La bola unitaria cerrada es el conjunto Bx == {\ € K: |\ < 1}
el cual es un anillo con unidad, en efecto, para p,\ € Bk se tiene que |\ + p| <
max{|Al, |u|} <1, porlo tanto \+p € Bg. También notemos que | —\| = | —1k|- || =
IA| <1, de esta forma —\ € By y luego By es un grupo para la adicion. Por otro lado,
para pi, A € By se tiene |-\ = |p|- |\ < 1 por tanto -\ € Bx . Pero \™' ¢ By pues
A7 =M > L

La bola unitaria abierta es el conjunto By = {\ € K: |A\| < 1} que es un ideal mazimal

del anillo Bxk.

Ejemplo 1.1.6. Cada nimero primo p determina una valuacidn no-arquimediana | - |,

sobre Q definida por:

p9 siq#0

0 stqg=20

|Q|p =




1.1. Campos Ultramétricos

donde r(q) es el mimero positivo mds grande tal que p™9 divide a q.

La valuacion | - |, recibe el nombre de valuacion p-ddica.

Observacion 1.1.7. El campo (Q, |- |,) no es completo. La completacion de (Q,]-|,),
que denotaremos por Q,, se denomina el campo de los nimeros p-ddicos. Q, no es
algebraicamente cerrado y el menor cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a Q,,
conocido como gl, tiene dimension infinita como espacio vectorial sobre Q, (el campo
de los nimeros complejos C es una extension de R de dimension 2 como espacio vectorial
sobre R, ademds es un cuerpo algebraicamente cerrado y completo). Resulta que le no
es completo con respecto a |- |,. La completacion de le es algebraicamente cerrada y

se conoce como €Y, ¢ C,,.

Para un estudio mas completo y acabado del campo de los ntimeros p-adicos, véase
por ejemplo [21, [8], [3], [12]
En nuestro trabajo consideraremos un campo valuado no-arquimediano (K| - |)

arbitrario.
Teorema 1.1.8. Sea (K| -|) un campo valuado. Las siguientes son equivalentes:
(i). La valuacion es no-arquimediana.
(i7). In-1g| <1,VneN,
(iii). Sip, A€ Ky |u| < |\, entonces |\ — p| = |Al.
Demostracion. ver [15], pagina 2. O

Corolario 1.1.9. Sea K un campo valuado no-arquimediano completo respecto a la

métrica inducida por la valuacion y sea (,)nen una sucesion a valores en K.

1. Sea x # 0. Si lim x,, = x, entonces existe un N € N de manera que Yn > N |

n—o0
|| = |z].
[o.¢]
2. 5t lim z,, = 0, entonces an es convergente en K.
n—oo 1
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Demostracion.

1. Supongamos que lim z,, = x con x # 0. Para ¢ = |z| , existe N. € N de manera
n—0o0

que
VneN:n>N, = |z, —z| <e=|z|
= [zn| = [(2n — 2) + 2] = [2]

lo que muestra la proposicion.
2. Supongamos que lim z, = 0. Para ¢ > 0 dado, existe N. € N tal que
n—oo
VneN:n>N, = |z,| <e.

n
Sea S,, = 5 x) . Mostraremos que la sucesion de sumas parciales (S, )nen €s una

k=1
sucesion de Cauchy, en efecto, notemos que

n

> n

k=m+1

VnmeN:n>m>N. =[S, — S| =

— < 3
= [8n — S| < mdx {lzil}

— |5, — S| < e

luego, de la completitud de K |, se sigue la convergencia de (S, )nen , es decir,

g x converge en K.
k=1

]

Observacion 1.1.10. Fl conjunto |K*| := {|u| : p € K*}, donde K* = K\ {0k}, es un
subgrupo del grupo multiplicativo de los reales positivos y es llamado grupo de valores
de K.

Tenemos dos posibilidades para |K*|:

(i). 1 no es punto de acumulacion de |K*|. Entonces |K*| = {d* : k € Z}, para algin
d > 1. Ast |K*| es un subconjunto discreto de RY. En este caso la valuacion de
K es llamada discreta. En particular si d = 1, entonces se trata de la valuacion

trivial.




1.2. Espacios Normados Ultramétricos

(7). 1 es punto de acumulacion de |K*|. Entonces |K*| es un subconjunto denso de

R?.. En este caso la valuacion es llamada densa.

Definicién 1.1.11. Si consideramos la relacion de equivalencia ~ en By definida por
)\1N)\2<:>)\1—/\2€Bﬂg

entonces definimos el campo residual de K como el anillo cociente By / ~.

1.2. Espacios Normados Ultramétricos

Desde ahora, salvo especificaciones, consideraremos a (K, |- |) un campo valuado
no-arquimediano completo respecto a la métrica inducida por la valuacién, el cual
denotaremos simplemente por K . Ademas, supondremos que la valuaciéon no es la

trivial.

Definicién 1.2.1. Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una aplicacion

||| : E = RS es una norma no-arquimediana si satisface las siguientes condiciones
(i). |z|| =0 2=0

(ii). |[Az|| = |Al]|z|| VieK, Vx e E

(i) |lz +yll < méax{[l«, [lyl[} ~ Vz,yek

Si podemos definir una norma no-arquimediana sobre un K-espacio vectorial
E, entonces diremos que el par (E,|| - ||) es un K-espacio vectorial normado no-

arquimediano.

Observaciéon 1.2.2. St FE es un espacio vectorial sobre K, entonces diremos

simplemente que E es un K-espacio vectorial.

Observacion 1.2.3. Si (E, || - ||) es un K-espacio vectorial normado no-arquimediano,

entonces la norma || - || induce una métrica definida por
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Diremos que un K-espacio wvectorial normado mno-arquimediano es Banach, si es

completo respecto a la métrica inducida por la norma.

A partir de ahora, para simplificar la escritura, nos referiremos a un K-espacio vec-
torial normado no-arquimediano simplemente por un K-espacio vectorial normado o un

espacio normado.

Definiciéon 1.2.4. St E es un K-espacio vectorial normado y se consideran dos normas
|- 1l1 v |l - || sobre él, entonces éstas se dirdn equivalentes si existen constantes a y [
positivas tales que

allzlly < [[zfl: < Bllzl,  VzeE

Observacion 1.2.5. Si dos normas son equivalentes, entonces ellas inducen la misma

topologia

Definicién 1.2.6. Sea E un espacio normado e I un conjunto arbitrario. Diremos que
una familia (z;);er de elementos de E es sumable, con suma v € E, si Ve > 0, eziste
un conjunto finito Jy C I tal que para cada subconjunto finito J C I, con Jo C J C [

se tiene

x—ij <e¢

jed
Definicion 1.2.7. Sea I un conjunto arbitrario. Diremos que una familia (53;);cr C R
converge a cero si, y solamente si, Ve > 0, existe un subconjunto J. C I finito, de

manera que 3; < e, Vi € J¢. En este caso escribiremos 11'151 B; = 0.
ic

Proposicién 1.2.8. Sea E un espacio normado y sea (z;);er una familia de elementos

de E.

1. 8i(xj)jer es sumable, con suma v € E, entonces existe un conjunto numerable J

tal que x; =0, V5 € J¢, y

2 w=2

jel jeJ




1.2. Espacios Normados Ultramétricos

2. Si E es un espacio de Banach, entonces (x;);er es sumable si, y solamente si,

limz; =0
jeI

Demostracion.

1. Supongamos que (z;);es es sumable, con suma x € E. Para ¢ > 0 dado, existe un

conjunto finito H C I tal que VW C I finitocon H C W C I

E $j—l’

JEW

<€

Si consideramos cualquier otro conjunto finito de indices V' tal que VN H = (),

entonces se tiene

2T

jeV

=2 w2

JEVUH JEH

Z) ()

gméx{ Z - ij—:c

JEVUH jeH
< e

Y

}

1
Ahora, para ¢ = —, donde n € N, existen conjuntos finitos de indices H,, C [ tales

1
que si V es un conjunto finito de indices con V N H,, = (), entonces ij < —.
jev "
Consideremos el conjunto numerable J := U H, y algin indice 7 € I tal que
n=1
1
{7} N J = 0. Luego, {j} N H, =0, Vn € N. Por lo tanto ||z;|| < — , ¥n € N.

n
Y entonces se sigue que z; = 0.
, 1 .
2. Supongamos que Im} x; = 0. Notemos que para ¢ = —, donde n € N, existen
MS n

conjuntos finitos de indices H,, C I tales que ||z;|| <€, Vj € H.

Sea J := U H,. Sij € J¢ entonces se sigue que 7 € H:, Vn € N. Es decir,

n=1

1
|zl < — Vn e N
n
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por lo tanto x; = 0 para j € J°.

Asi, existe un conjunto numerable, digamos J := {ji, jo, ...} de manera que z; = 0

para j € J¢,y entonces lim z;, = 0. Luego, de forma analoga al item 2 del
1—00
Corolario [1.1.9, se sigue que Z x; es sumable y por lo tanto Z x; es sumable.
jeJ jel
m

Ejemplo 1.2.9. Sea I un conjunto arbitrario y o = (0 )ier C RY.

1. El espacio (I, K,a) := {a = (a;)ic; € K' : ||alla = suplaga; < +oo} es
iel
un espacio de Banach sobre K (con respecto a la norma || - ||o). En efecto, sea

(a(n))n>1 una sucesion de cauchy en 1*°(1,K, «), es decir, Ve > 0, In. € N tal
que

Vn,m € N:n,m > n. = |la(n) —a(m)|o < e
Ast, |aj(n) —a;(m)|a; <e,Vn,m >n., Vj €1, porlo tanto, (a;(n)),>1 es una

sucesion de cauchy en K |, y entonces converge. Digamos nll_)Holo aj(n) =a; ,Vj€l.

Luego, Ve > 0, existe un N. € N tal que
VneN:n> N. = |a; —aj(n)|a; <e Vjel.

Defintmos entonces

a:l =K
Jj—a; = lim a;(n)

n—oo

Si escogemos N = max{n., N.}, entonces se sigue que
|a; — a;(m)|a; < méx{la; —a;(N)|ey, |a;(N) —a;(m)|a;}  Vjel
<e€ VYm > N,Vjel
En particular se tiene
|ajle; < méx{|a; — a;(N)|ey, a;(N)|ey} — Vjiel

< méx{e, |a(N)]a} Vjel
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luego se sigue que ||a|l, = sup |a;|a; < +o0.
jel
Por otro lado, ||a — a(m)||o = supla; — a;(m)|a; < e, Vm > n.. Y entonces
jel

lim fla —a(m)lla = 0.

§ St a;, =1, Vi € I, uno tiene el espacio de funciones acotadas, es decir,
1°°(1,K) = {a = (a;)ic; €K' : ||a]|oc = 8;161? la;| < +o00}.

§ 81T =Nya, =1, Vi € I, entonces estamos en presencia del espacio de
sucesiones de elementos de K y que son acotadas. Denotamos a (N, K, «)

simplemente por [*°,

2. El conjunto co(I,K, ) := {a = (a;)er € K : lil’er? la;|a; = 0} con la norma || - ||«
es un subespacio cerrado de [*°(I, K, «) , por lo tanto co(I,K, a) es un espacio de
Banach. En efecto, sea a = nh_)rglo a(n), donde a(n) € co(I,K, a), ¥Yn € N. Para
e > 0 dado, existe n. € N tal que

VneN:n>n.=lla—a(n)|. <e
—> sup |a; — a;(n)|a; < ¢
jel
luego Vj € I, ¥n > n. se tiene que |a; — aj(n)|a; < . Ademds, para cada n € N,
existe un congunto finito I(n). C I de manera que |a;(n)|o; < e, Vj € I(n)e.
Luego, se tiene
|ajla; < max{la;(ne) — a;)]ay, a;(ne)|a;}
< méx{e, |aj(n:)|a;} Viel
<e Vi€ I(n:):

por lo tanto se sigue que a € co(I, K, a).

§ 8t a; =1, Vi € I, uno tiene el espacio de familias que convergen a cero,
es decir, co(1,K) := {a = (a;)ier € K : lirgl|ai| = 0} provisto de la norma
1€
lalloc = sup |as].
iel
§ 851 =Nya, =1, Vi € I, entonces estamos en presencia del espacio de
sucesiones de elementos de K que convergen a 0. Denotamos a co(N, K, «)

simplemente por c.
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3. El espacio K" := K x ... x K(n veces) con la norma ||(A1, ..., \n)|| = 1I£1§i<x || es
<j<n

un espacio de Banach.

Observacion 1.2.10. Para un K-espacio vectorial normado E |, la bola unitaria cerrada

es el conjunto

Bg:={z e E:|z| <1}

y la bola unitaria abierta es el conjunto
By ={zx e E:|z| <1}
se define también el conjunto ||E|| = {||z| : x € E}.

Observacion 1.2.11. En general se tiene que ||E|| € |K|. Basta considerar la norma

sobre K definida por
lualls = luls

donde s € (0,00) \ |K|.
Se puede mostrar que en las condiciones anteriores, el conjunto {p € K: ||ulls = 1} es

vacio.

Definicién 1.2.12. Sea E un K-espacio vectorial normado y X C FE. Se define el

subespacio generado de X por [X| = {Z ajz; oy € K oy € X 5. Denotaremos al
j=1
espacio [{x}] simplemente por [x] ¢ Kz, donde z € E.

De forma anéloga al caso clasico, si (E,| - ||g) v (F,] - ||r) son dos K-espacios

vectoriales normados, entonces una aplicacion f : EF — F' es continua si existe una

constante ¢ > 0 tal que

I f(@)]lr < cllz|e Ve e E

Diremos también que dos K-espacios vectoriales normados F y F' son linealmente
homeomorfos si existe un homeomorfismo lineal entre ellos. Por otro lado, diremos que
E y F son isomorfos como espacios normados o linealmente isométricos, si existe una

isometria lineal entre ellos, es decir, si existe una aplicaciéon lineal T : £ — F que

10



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

satisface: Vo € E |, | T(x)||r = ||z||g . En este caso escribiremos E ~ F.

Denotaremos por L(E, F') a la coleccion de todas las aplicaciones lineales continuas
de E en F. Ademas, denotaremos por L(F) al conjunto L(E, E) y por E’ al conjunto
L(E,K).

Bajo las operaciones de adicion y producto por escalar de funciones, el espacio L(E, F')

LS ()]

es un espacio normado, con la norma de operadores || f|| = sup Tl
x7#0 xr

Observacion 1.2.13. Se puede mostrar que ||f|lo = sup || f(z)| también define una
=<1

norma sobre L(E,F) y que en general || - || # || - |lo , por ejemplo, si consideramos

F = Qg3 provisto de la valuacion 3-ddica y E = Q3 con la norma ||q||~ = 2|q| , entonces

para el operador identidad I : E — F se tiene que |I|| =% y [ I]o = 3.

Sin embargo || - || v || - ||o son equivalentes, en efecto, si T = sup || , entonces se tiene
[Al<1

1
I fllo < Il < ;||f||0 Si |K*| es denso en R, entonces se tiene la igualdad.

Observacion 1.2.14. De forma andloga al caso cldsico, considerando E y W dos K-
espacios vectoriales normados, si W es un espacio de Banach, entonces L(E, W) es
un espacio de Banach. En particular E' es un espacio de Banach con la norma de

operadores.

Teorema 1.2.15. (Aplicacion Abierta) Sean E y F espacios de Banach. Si T €
L(E,F) es sobreyectiva, entonces la imagen por T de cualquier abierto de E es un

abierto de F.

Demostracion. Analogamente al caso arquimediano, las mismas técnicas son utilizadas
para la demostracion de este teorema. Mas detalles pueden encontrarse en [15], pagina

64.

Se puede definir de manera natural la aplicaciéon lineal
7:F —K

f=2(f) = fz)

11
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la cual es continua con ||z]| < ||z|| .

Por otro lado, la aplicacion Jg : E — E” definida por Jg(z) = T, es lineal y ademas
| Je(x)|| = ||Z|| < ||z|| , por lo tanto es continua con ||Jg|| < 1.

Al contrario que en el caso clésico, la aplicacién Jg no es una isometria. Para ciertos K
se puede construir un espacio de Banach infinito dimensional E' de manera que E' = {0}

y por lo tanto E” = {0} (ver [15], corolario 4.3 , pagina 100).

Definicién 1.2.16. Diremos que un espacio normado E es pseudorefliexivo si la
aplicacion Jg es una isometria. Si en adicion Jg es sobreyectiva, se dird que E es

reflexivo.

1.3. Ortogonalidad

En esta secciéon introduciremos un concepto de ortogonalidad valido en todo espa-
cio normado. Consideraremos (K, |- |) un campo valuado no-arquimediano completo
respecto a la métrica inducida por la valuacién y (E, || - ||) un K-espacio vectorial nor-
mado no-arquimediano, es decir, la norma satisface la desigualdad triangular fuerte.

En este tipo de espacios se cumple la siguiente afirmacion: Si ||z|| # ||y||, entonces

[+ yl| = méx{]f]], [ly[|}-

Teorema 1.3.1. (Principio de Van Rooij) Sean t €)0,1], x e y elementos de un

espacio normado. Si ||z +y|| > t||z||, entonces ||z 4+ y| > t||y]|.

Demostracion. Es claro cuando ||z|| > |ly||. Supongamos |z| < |ly||, entonces por

principio del triangulo isosceles, ||z + y|| = ||yl > t]y]|- O

Definiciéon 1.3.2. Sean x,y € E, donde E es un K-espacio vectorial normado. Diremos

que x es ortogonal a y si
le+Ayll = [l vAeK

Denotaremos por x L y.

12



1.3. Ortogonalidad

Teorema 1.3.3. (Simetria) Sean x,y € E, donde E es un espacio normado. Entonces

x Ly sty solamente si, para todo A\, u € K,
|1y + Azl = max{[[ Az, || nyll} (1.3.1)

Demostracion. Como E es un espacio normado, de la desigualdad triangular fuerte se
tiene que ||py + Azl < max{||Az||, ||uy| }. Supongamos que z L y y A # 0 . Notemos
que

iy + Azl = [Alllz + A" pyll > [Alllz]l = [[Az]

luego por Principio de Van Rooij, se sigue que ||uy + Az|| > |jpy|| v asi se tiene la
igualdad ||y + Az| = max{||Az|, [[uy] }-
Reciprocamente, si se cumple ([1.3.1]), entonces tomando A = 1 se sigue la ortogonalidad

entre dos elementos de F. O

El concepto de ortogonalidad es generalizado de la siguiente manera:
Sea x1, Za, ..., T, una sucesion finita de elementos de un espacio normado E. Diremos
que esta sucesion es ortogonal si

leazs + ... + amam|| = lglgfn{ﬂaixiﬂ}

para todo aq, ..., a,, € K.

Si la sucesion es infinita, se sigue que

o0
E ;T
i=1

Para todo aq, as, ... € K tales que lim a;z; = 0.
1—00

= méx{ ozl }

Definiciéon 1.3.4. Sea E un K-espacio vectorial normado y Fy, Es C E. Diremos que
E1 y Es son ortogonales st x 1Ly , Vo € Ey, Yy € Ey. Si este es el caso, escribiremos

E, L Ey

Definicién 1.3.5. Sea E un K-espacio vectorial normado y D1, Dy dos subespacios
de E. Diremos que Dy es un complemento de Dy 6 que Dy es complementado, si
DiNDy ={0} y E = D1+ D,. Si ademds Dy 1. D, diremos que Dy es un complemento

ortogonal de Dy ¢ que Dy es ortocomplementado.
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Definicién 1.3.6. Sea E un K-espacio vectorial normado. Diremos que un operador
P € L(FE) es una proyeccion si P> = P. Si en adicion se tiene que ker(P) L P(FE),

entonces diremos que P es una ortoproyeccion.
Proposicién 1.3.7.
1. Si P es una proyeccion, entonces el operador (Id— P) es también una proyeccion.
2. Si P # 0 es una proyeccion, entonces E = ker(P) + P(FE) y ademds ||P|| > 1.
3. St P#0y P #Id, entonces |P|| = ||Id — P]||.
4. Si P es una ortoproyeccion, entonces || P|| = 1.

Demostracion. Mostraremos el item 4. Supongamos que P es una ortoproyeccion, es
decir, ker(P) L P(E). Por el item 2. basta mostrar que ||P|| < 1. Sea z = u + v con
u € ker(P) y v € P(E). Notemos que

1P _ ol méxgfol, lull} _ flut+ofl _ fl=ll _
[/ I ] [/ —Ed

luego [|P|| < 1. O

Definiciéon 1.3.8. Sea t un numero real, 0 <t < 1. Una sucesion finita x1,Ta, ..., T,

de elementos de E se dice t-ortogonal, si

m
E (0 73%;
i=1

> ¢ e
= tlrggﬁ{ﬂamﬂ}

para todo aq, ..., o, € K.

Si la sucesion r1xs, ..., €s infinita, se dice t-ortogonal si

[ee]
E ;5
i=1

para todo oy, as, ... € K tales que lim ayx; = 0.
71— 00

> tmdx{ oz}
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1.3. Ortogonalidad

Definicién 1.3.9. Sean E un espacio vectorial normado y t €]0,1]. Una sucesion

T, %2, ... € E es una base t-ortogonal si {xq1,xs,...} es t-ortogonal y todo x € E tiene

o0
una erpansion r = E Nz, es decir, lim \x; =0, donde \; € K. La base {xy,xs, ...}
n—oo
i=1
es ortogonal sit = 1, ortonormal si en adicion, ||z;|| = 1 para todo i € N.
oo

St x1,x9,... € E es una base t-ortogonal, entonces para x = Z Nz € E se tiene
j=1

m
|z = lim || E XNzl >t im méax || A\z;]| = t max || A\
m—o0 - m—o0 1<i<m €N
(2

o
luego, la expansion de x es unica, en efecto, si también x = Z w;x; para ciertos p; € K,
j=1
entonces 0 = Z()\j — ()T , asi que tmég( |(A; — )zl = 0 y por lo tanto \; = p;
VIS
j=1

para todo 7.

Lema 1.3.10. Sea F' un subespacio lineal cerrado de un espacio vectorial normado E

yseaa€ E\F.
i. la] + F es cerrado. Si F' es completo, también lo es [a] + F.

ii. Para todot € R con 0 < t < 1, existe un e € E tal que [a] + F = [e] + F y
dist(e, F) > t|le||. Para cada tal e, se tiene |ae + z|| > t méx{||cel|, |||}, con
aceKyxekF.

Con m € K tal que 0 < || < 1, podemos elegir e tal que |m| < |le|| < 1.

Demostracion. Sea r := dist(a, F'), r > 0. Existe un 2z € F tal que |ja — z|| < ¢t!r.
Llamando eg = a — z, entonces claramente [a] + F' = [eg] + F' y ademas, t||eg]| < r =
dist(eg + z, F') = dist(eo, F).

Si e es cualquier elemento no nulo de E tal que t|je|| < dist(e, F), entonces para todo
a €Ky x e F setiene |ae + z|| > dist(ae, F) > t||ae|| y luego por principio de Van
Rooij se sigue que |lae + z|| > t max{||ael|, ||z] }.

Se define la aplicacion:
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1.3. Ortogonalidad

v: Ko F — la| + F

(,z) +— @la,x)=ae+x

donde K& F es el espacio K x F' con la norma ||(A, z)|| = max{|A], ||z| r}.

La aplicaion ¢ es un homeomorfismo lineal de K @ F sobre [a] + F. Luego, si F es

completo, entonces se sigue que [a] + F' es métricamente completo y cerrado en E. La

ultima parte de (i7) es trivial ya que nuestro e tiene un multiplo escalar cuya norma

esta entre |m| y 1.

]

Definiciéon 1.3.11. Diremos que un espacio de Banach E es de tipo contable si existe

un subcongunto contable {x1,xs,...} C E de manera que E = [{x, 2z, ...}].

Teorema 1.3.12. Sea E un espacio de tipo contable infinito dimensional.

1.

g,

Para toda sucesion ty,ts, ..., de elementos del intervalo real 0, 1], E tiene una base

{e; 1 i € N} tal que
[ ZaieiH > max{t;||aze| i =1,...,m}
i=1
para todo m € N y ay, ..., o, € K.

Para todo t €]0,1], E contiene una sucesion t-ortogonal que forma una base para

E. E es linealmente homeomorfo a cy.

Para todo t €]0,1] existe una funcion s : N —|0,1[ y una biyeccion lineal

S :co(N:s) — E tal que t||z|| < ||Sz|| < ||z| para todo x € cy(N : s).
E es pseudoreflexivo.

Sea D cualquier subespacio lineal cerrado de E. Entonces ambos D y E/D son
de tipo contable. D es complementado. Para todo € > 0 existe una proyeccion de

E sobre D de norma menor o igual a 1 + €.

Sea D un subespacio lineal de E, sea f € D" ye > 0. Entonces f puede extenderse
a una T € B con |[FI| < (1+ 2)|If|
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Demostracion.

1.

Sea m € K tal que 0 < |r| < 1. Podemos asumir que la sucesion (t;);en en |0, 1]
es estrictamente creciente. Como E es de tipo contable, podemos escoger una
sucesion {0} = FEy C Ey C Ey C ... de subespacios lineales de E de manera que
cada E, tiene dimension n y UE, = E.

Por el Lema [1.3.10] podemos escoger un e, € E,, con |7| < |le,|| <1 tal que

n

laen + 2| = - méx{[laea], ||z}

n+1
con « € Ky x e F, 1. Se sigue inductivamente que para todo ay, ..., a,, € K,

t;

tn+1

|ase|| - i < m} (1.3.2)

m
1D aieil] > méx{
=1

como t, 41 < 1 se sigue la desigualdad en (7). Queda por demostrar que {e; : i € N}

es una base. Sea s : N —]0, oo la funcion i — ||e;|| (i € N).
Podemos definir la aplicacion S : (N : s) — E |, por S(ay,as,...) = Zaiei,
=1

donde (aj,ag,...) € (N : s) . S esta bien definida pues lim [|ase;|| =
1—00

lim |a;]s(i) = 0 . Es lineal y ademas ||S]| < 1. Se sigue de (1.3.2) que
1—00

1)~ ]| =ty méx{||aze;|| = i < n} (1.3.3)

i=1
para todo n € Ny ay,...,a,, € K| asi que ||Sz|| > t1|z]| (x € co(N : s)). Por lo
tanto, S es un homeomorfismo lineal sobre su recorrido. Entonces, su recorrido es
cerrado en E. Pero éste contiene todos los e, y ademas UE,, = E, donde e, € E,,,

Vn € N, asi que S debe ser sobreyectivo y {e; : i € N} es una base para E.

Aplicando el resultado anterior a la sucesion t; = ti (¢ € N). Por 1) la
sucesion (e;);en es t-ortogonal. Como || < s(i) < 1 para todo i € N | ¢o(N : s)
Vv ¢p son idénticos como conjuntos y la aplicacion identidad entre ellos es un

homeomorfismo.

Nuevamente aplicando (i) a la sucesion t; = ti (i € N).
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iv. Debemos probar que la aplicacion natural J : £ — E” es una isometria, es decir,
que cualquiera sea el x € E |, ||J(z)|| = ||z||. Hemos visto con anterioridad que
|J(x)]| < ||z]| , por lo tanto falta ver que ||J(x)|| > ||z||. Sea a € E \ {0} y sea
t €]0, 1[. Para demostrar esta afirmacion basta construir una f € E’\ {0} tal que

|f(a)| > t]|f]l||la]]. De esta forma

17(a)][ = sup [J(a)(f)] _ sup | f(a)]

reengoy  IIf]l reengoy S]]

> tall

Ahora, como 0 < t < 1, se sigue que ||J(a)|| > ||a]|.

Sea s y S como en (iii). Existe un b = (1, fa,...) € co(N : s) tal que S(b) =ay
un ng € N tal que [|b]| = |Bn,|s(n0).

Sea f : E — K la funciéon que a cada x € E le asigna la coordenada ny de S~'z.

(o]
Se afirma que f € B’ , en efecto, seax € By S™'ax = Zaiei, entonces

P
| ()] = 5(10) ™ |awno|s(10) = s(n0) TS || < s(no) ™SI«
Luego || f]| < s(no)=1S=!|| < s(no)~'t=". Por otro lado:
| F(@)] = [Brol = 5(r0)|Bus|5(ro) ™" = s(n0) 10|
> 5(no) ~H{|Sb]| = s(no)~"[lal]
> ts(ng) ™'t |al]
>t fllflal

Lo que se queria mostrar.

v. Sean D un subespacio cerrado de E = [{e; : i € N}y W ={j € N:¢e; ¢ D}. Si

o0

x € E, entonces = E a;e; con lim aze; = 0, v luego

1—00
i=1
T = g aje; + E ;e
JEW JEW

como D es cerrado se sigue que Z aje; € Dy por lo tanto

JEW
r+ D= ZozjejJrD: Zaj(ejJrD)
jEW jEW
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Se concluye que E/D es de tipo contable con E/D = [{e; + D : j € W}].

Sean Q : E — E/D la aplicacion cociente, ¢ > 0y t = (1+¢)~2. Como E/D es de
tipo contable, por (ii) tiene una base t-ortogonal en F/D, digamos {b;4+D : i € N}.
Por definicion de la norma en el cociente y la sobreyectividad de (), para cada

1 € N escogemos a; € F tal que

2. ||b; + DI > t|ai|.
Notemos que para todon € Ny ay,...,qa, € K,

HZMZH <max{||a all} <t 1max{|ozz|||b + D} <t 2||Zozz bi + D)|

=1 =1

Sea x + D = Z)‘i(bi + D) € E/D , luego por (b) v la desigualdad anterior
i=1
podemos concluir que

1) Niasl| < 721 ) Xi(bi + D)
=1 =1

Podemos hacer entonces T': E/D — E definida por T'(z + D) Z Aia; . Esta
T es lineal y continua, ademés ||| <t 2 =1 +e.
Sea x + D = Z Ai(bi + D) € E/D, notemos que

1=1

ZA (b; + D)) Z)\al ZAiQ(ai):Z/\i(b,-+D)

Y por tanto se tiene que QT = Idg/p.

De lo anterior es facil ver que TQ? = T'Q, luego P := Id — T'() es una proyeccion
lineal continua y como ||T]| < 1+¢y ||Q| <1 se sigue que ||P|| < 1+ ¢. De las
identidades

RQP=Q-QTQ=Q —Idg/pQ =0 —-Q =0
Podemos inferir que P(F) esta contenido en el kernel de @, el cual es D. Pero

sobre D se tiene que ) = 0 y por lo tanto P = Id. Se concluye que P es una
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vi.

proyeccion de E sobre D de norma menor o igual a 1+ €.
En particular, P es una sobreyeccion lineal continua de &/ — D, asi D es de tipo

contable.

Podemos asumir que D es cerrado. Sea P como en (v) y haciendo f := fo P se

tiene lo pedido.

Teorema 1.3.13. Sea E un espacio normado n-dimensional (n € N).

0.

0.

E es linealmente homeomorfo a K"

E es un espacio de Banach. Todas las aplicaciones lineales E — K son continuas.

Todos los subespacios lineales de E son cerrados y complementados.

Para todo t €]0,1] existe una sucesion t-ortogonal ey, ...,e, en E que forma una

base para E.

Para todo t €]0,1] existen nimeros reales positivos si, ..., S, y una biyeccion lineal
T:Ks, @...0K,, = E tal que t||z|| < ||Tz|| < ||z||, para todo z € K, & ... B K, .
Donde K, = (K, |. s, » K — R definida por A — |\

si) Y - s, = Si|A| es una

norma no arquimediada.

v E es reflexivo

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la demostracion del

teorema anterior, tomando en cuenta que un espacio finito dimensional es en particular

un espacio de tipo contable. O

1.4.

Producto Tensorial

En esta seccion introduciremos el concepto de producto tensorial y presentaremos

algunas de sus propiedades fundamentales. Omitiremos las demostraciones de éstas
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debido a que pueden encontrarse desarrolladas completamente en [I5]. El objetivo
principal es a posteriori demostrar que existe una coneccion natural(Isometria lineal)
entre el espacio de los operadores compactos con el producto tensorial.

Sean D, E vy F espacios de Banach. Una aplicacion T': E x F' — D es bilineal si para
cualquier a € E'y b € F, las aplicaciones y — T'(a,y), (y € F) y x — T(z,b), (x € F)
son lineales. Una aplicacién bilineal T es continua si, y solamente si, existe un nimero
¢ >0 tal que ||T(x,y)|| < c|lz||y|l, Vo € E, Vy € F.

El espacio de todas las aplicaciones bilineales de E x F' en D forman un espacio de

Banach, denotado por Bil(E, F'; D), bajo la norma
[T == inf{c > 0: |T(z,y)|| < c|z|lllyll, V= € E,Vy € F}

Este espacio de Banach es canénicamente isométrico a los espacios L(E,L(F, D)) y

L(F,L(E,D)).

Definicion 1.4.1. Un par consistente de un espacio de Banach EQF y una aplicacion
bilineal (x,y) — r®y de E X F sobre EQF es un producto tensorial de E y F si se

tienen las siquientes propiedades:
(i) lz @yl < llzllyll, vz € E, Vy € F.

(ii) Para toda aplicacion bilineal continua S de E X F' en cualquier espacio de Banach
D, existe una tinica Sy € L(E®F, D) tal que ||Sg|| < ||S|| y tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

Ex F—2.D

o| A

EQF
Teorema 1.4.2. Sean E y F' espacios de Banach. Entonces E y F' tienen un producto
tensorial. Este es unico en el siquiente sentido: Si <E®F,@> y <EOF,®> son
productos tensoriales de E y F, existe una unica isometria lineal de EQF sobre EOF

tal que envia cada @y (x € E, y € F) en el correspondiente x ® y.

Demostracion. ver [15], pagina 124. O
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Teorema 1.4.3. Sean D, E y F espacios de Banach.
(1) @yl = lz|lyll, Vo € E, vy € F.

(i) [Sell = |IS|l, VS € Bil(E, F; D).

Luego, de manera natural se tienen las siguientes isometrias lineales
Bil(E,F; D) ~ L(EQF, D) ~ L(E, L(F, D)) ~ L(F, L(E, D))
En particular, para D = K se tiene

(EQF) ~ L(E,F') ~ L(F, E")

(iii) YT € L(E®F, D) se tiene

IT(z @yl
[yl

17l = sup{ zeE,ye P oyl £ o}

Demostracion. ver [15], pagina 126. O
Lema 1.4.4. Sean E y F' espacios de Banach.

(i) Sea 0 <t < 1. 8i 1,..., Ty €s una sucesion t-ortogonal en E y St Y1, ..., Ym €S
una sucesion de elementos de F', entonces x1 @ Y1, ..., Tn @ Yp €S UNG SUCESION,

t-ortogonal en EQF .

(ii) Sea 0 <t < 1. Todo elemento w € EQF puede escribirse como w = Z a; ® bj,
j=1
donde (a;)jen C E es una sucesion t-ortogonal y (b;)jen C F (lim ||a; ®b;]| = 0).
j—o00

Demostracion. ver [15], pagina 128. O

Corolario 1.4.5. Si E y F son espacios 