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RESUMEN

Los métodos sin malla son vistos como la proxima generacion de técnicas computacionales,
debido a su propiedad de prescindir del mallado inicial. Si bien el método sin malla de los puntos
finitos (MPF) ha demostrado excelentes resultados para aplicaciones en el campo de la ingenieria
estructural, la eficiencia de este método utilizando bases polinomiales incompletas y/o funciones

de pesos splines no se conoce en detalle.

El objetivo de esta investigacion fue analizar el método de los puntos finitos con una funcién de
peso spline cuartica y una base polinomial de quinto orden para la solucién de problemas de
flexion de placas delgadas. Los resultados numéricos a nivel de esfuerzos y deflexiones se

comparan con el MPF tradicional y con la solucion analitica disponible en la literatura.

La metodologia consistio en caracterizar tedrica y matematicamente el método de los puntos
finitos para resolver problemas de flexioén de placas delgadas, mediante una funcion de peso
spline y una base polinomial incompleta de quinto orden. A continuacion, se implemento
computacionalmente el método de los puntos finitos propuesto y el tradicional, a los que se les

realizd un estudio de convergencia con respecto a la solucién analitica.

Los resultados obtenidos permiten concluir que el método de los puntos finitos es confiable y
eficiente para la solucién de problemas de flexion de placas delgadas mediante la funcidn de peso
spline cuartica y la base polinomial de quinto orden analizada, puesto que se obtuvieron buenos
resultados con respecto a la solucién tedrica, incluso mejores que los obtenidos a través de la
formulacién tradicional del MPF.
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

1.1 Motivacioén

El desarrollo de métodos numéricos para la solucion de problemas fisicos definidos por
ecuaciones diferenciales ordinarias es de gran ayuda para ingenieros, pues permite abordar

aplicaciones ingenieriles de alta complejidad, que no podrian ser resueltas de forma analitica.

Dentro de los métodos numéricos mas conocidos y exitosos para resolver problemas de
ingenieria, se encuentra el método de los elementos finitos (MEF), el cual requiere de la
generacion de una malla inicial que discretice el dominio. En las Ultimas dos décadas diversos
autores han propuesto métodos numéricos alternativos al MEF, los cuales no requieren de la
generacion de una malla inicial, ni de conectividad nodal. Dichas técnicas numéricas se

denominan “métodos sin malla”.

En el caso particular del método sin malla de los puntos finitos (MPF), la aproximacion local se
obtiene mediante la técnica de minimos cuadrados moviles (MCM). Ademas, utiliza colocacion
puntual para obtener el sistema de ecuaciones discretas, es decir, solo se debe utilizar el conjunto
de ecuaciones diferenciales sin necesidad de usar una formulacion débil o realizar algin tipo

integracion sobre el dominio.

Este método tradicionalmente es abordado mediante el uso de la funcién exponencial de Gauss
como funcién de peso y bases polinomiales completas como funciones de aproximaciones. Sin
embargo, este tipo de funcién de peso requiere de la calibracion de sus parametros para cada tipo
de problema, una mala eleccion de estos puede afectar significativamente los resultados
numéricos (Atluri y Zhu, 1998). El presente trabajo propone utilizar una funcion de peso tipo
spline, puesto que sus constantes no deben ser calibradas (Liu y Gu, 2005) y utilizar una base
polinomial incompleta de quinto orden, puesto que a diferencia de una de cuarto orden completo,
ésta permite mantener la forma polindmica de las derivadas cuartas de las funciones de
aproximacion, lo cual disminuye el mal condicionamiento de las matrices, permitiendo evitar

problemas en su inversion.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Proponer una solucion aproximada para los campos de tensiones y desplazamientos en problemas

de placas delgadas, a partir de una formulacién de puntos finitos que considera una

aproximacion polinomial de quinto orden incompleto y funcion de ponderacién del tipo spline.

1.2.2  Objetivos especificos

+ Caracterizar tedrica y matematicamente la formulacion del MPF propuesta y la tradicional

para la solucién de problemas de flexion de placas delgadas.

* Implementar un algoritmo en MATLAB® que permita solucionar los casos de estudios de

problemas de flexién de placas delgadas mediante ambas formulaciones analizadas.

* Analizar el efecto en la precision y convergencia de la formulacién propuesta (funcién spline y
base de aproximacion de quinto orden incompleta) a nivel de esfuerzos y deflexiones de los casos

de prueba.

1.3 Hipotesis de trabajo

El uso de una base polinomial incompleta de quinto orden y de una funcion de peso spline

cuartica en la formulacion del MPF permite mejorar la aproximacion numérica en problemas de

flexion de placas delgadas.
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1.4 Metodologia de trabajo

En primer lugar, se realiza una revision del estado del arte de los MSM, para dar paso al estudio
de los principales conceptos del MPF aplicado a problemas de flexion de placas delgadas.
Posteriormente, se plantea una mejora de la formulacion tradicional mediante la utilizacion de
una base de aproximacion polinomial incompleta de quinto orden y una funcién de peso del tipo
spline cuartica para la obtencidn de la aproximacion de las deflexiones, lo cual se implementa en
un codigo MATLAB®, para obtener los esfuerzos y deflexiones en una placa delgada. Ademas,
se implementa la formulacién tradicional del MPF (aproximacion de cuarto orden completa y
funcion de peso exponencial de Gauss) con la finalidad de comparar ambas formulaciones. Una
vez concluido lo anterior, se realizan estudios de convergencia con los algoritmos desarrollados
para diferentes ejemplos numéricos, los cuales se compararon con respecto a la solucién analitica

a nivel de esfuerzos y deflexiones.

1.5 Principales resultados y conclusiones

Se propone una formulacion de puntos finitos que considera una aproximaciéon polinomial de
quinto orden incompleta y funcion de ponderacién del tipo spline, envés de la formulacién
tradicional (funcion exponencial de Gauss como funcion de peso y bases polinomiales
completas). La importancia de utilizar una funcién de peso del tipo spline es que no se requiere
de la calibracion de sus parametros para cada tipo de problema, puesto que sus constantes son
obtenidas de forma tedrica. Ademas, el utilizar una base polinomial incompleta de quinto orden,
permite mantener la forma polindmica de las derivadas cuartas de las funciones de aproximacion,
disminuyendo el mal condicionamiento de las funciones de forma, permitiendo de esta manera

evitar problemas en su inversion.

Se analizan diversos problemas de flexion de placas, utilizando la formulacion del MPF
tradicional y la propuesta en este trabajo para diferentes grillas de puntos, asi como también

diferentes condiciones de borde y geometria.
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Los resultados obtenidos permiten concluir que las modificaciones realizadas sobre la
formulacién base del MPF mejoran la respuesta numérica. Lo anterior, se debe a que la base
incompleta de quinto orden propuesta mantiene la forma polindbmica de las derivadas cuartas de
las funciones de forma. Ademas, la funcién de peso spline cuartica se ajusta de mejor manera al
problema de flexion de placas que una funcion de peso del tipo exponencial, dado que dicho
problema estd gobernado por una ecuacion diferencial de cuarto orden. Se observa que los
resultados méas exactos han sido obtenidos por el incremento del nimero de puntos, lo cual indica

la convergencia del método.

1.6 Organizacién de la Tesis

La tesis se estructura en siete capitulos. ElI Capitulo 2 describe la teoria de flexion de placas
delgadas. El Capitulo 3 presenta un estado del arte de los métodos sin mallas. En el Capitulo 4 se
aborda la formulacién matematica del método de los puntos finitos para resolver problemas de
flexion de placas delgadas mediante dos bases de aproximaciones y funciones de pesos. En el
Capitulo 5 se presenta la rutina implementada en MATLAB® que permite solucionar problemas
de flexidn de placas delgadas mediante las formulaciones del MPF analizadas en este trabajo. En
el Capitulo 6 se realiza un analisis de convergencia de una serie de ejemplos a través de la rutina
implementada. Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones obtenidas en la

investigacion, definiendo ademas, lineas futuras de investigacion.
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CAPITULO 2 TEORIA CLASICA DE PLACAS DE KIRCHHOFF

2.1 Introduccién

En este capitulo, se presenta un resumen de la teoria de placas de Kirchhoff y Love (1850).
Especificamente, se presenta una revision de los principales conceptos de la teoria de flexion de
placas delgadas, asi como también sus ecuaciones gobernantes con sus correspondientes

deducciones.

2.2 Teoria clasica de flexion de placas

Una placa se define como un sélido paralelepipedo, en el cual una de sus dimensiones (espesor h)
es mucho menor gue las dimensiones transversales del dominio (a y b), sobre el cual actian
cargas exteriores perpendiculares al plano medio de la placa, o bien momentos contenidos en

dicho plano (Figura 2.1).

ALY 1 i ~ ln

I = p b
XU

Plano medio

Figura 2.1 Placa plana a flexion

La teoria clasica de Kirchhoff y Love (1850) que corresponde a la de flexion de placas delgadas,
introduce las hipétesis que permiten simplificar el problema a dos dimensiones. A continuacion,

se presentan los principales supuestos de esta teoria.

-Las secciones rectas perpendiculares al plano medio de la placa permanecen rectas y

perpendiculares a dicho plano medio durante la deformacion de la placa,
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- El espesor de placa es pequefio comparado con sus otras dimensiones. El lado menor de la placa

es a lo menos diez veces mayor que el espesor h,

- Los puntos del plano medio s6lo se mueven verticalmente. Por lo que se tiene u=v=0,

-Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen el mismo desplazamiento

vertical y

- La tension normal o, es despreciable.

Como consecuencia de los supuestos planteados anteriormente, el giro que sufre una seccion
recta perpendicular al plano medio de la placa es igual a la pendiente de dicho plano medio
(Figura 2.2). Es decir, los giros de la seccidn recta se pueden considerar iguales a las derivadas
de la flecha “w” respecto a x e y. Por lo tanto, es posible considerar la flecha w(x,y) como Unica
incognita de desplazamiento.

Figura 2. 2 Deformaciones en el plano medio x-z e y-z de una placa
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2.3 Estado de desplazamientos

En la Figura 2.2, se observa que un punto situado en el plano medio de la placa, sélo tiene un
desplazamiento vertical w en la direccion z. No obstante, los puntos que estan fuera del plano
medio experimentan ademas desplazamientos laterales u, v en las direcciones X, y, que son
debidas al giro de la normal a la placa.

De esta forma, se deduce que los desplazamientos laterales corresponden a lo siguiente:

u=-z-0, y v=-z-0,, (2.1)

de acuerdo a las simplificaciones planteadas por Kirchhoff para pequefias deformaciones, los

giros de la seccion recta se pueden considerar iguales a las derivadas de la flecha (w) respecto a

x e y. De esta forma, los desplazamientos u, v de un punto cualquiera estan dados por:

u——z-%yv——z-@ 2.2
ax ay’ (')

2.4 Campo de deformaciones unitarias

Las deformaciones unitarias en un punto cualquiera de la placa corresponden a:

€ :8_u8 =@8 :@:O (2.3)
X aXl y ay! V4 az ) .
Yooy ox' oz ox Yt oz oy ’ '

Es necesario recalcar que las deformaciones de cortantes verticales (y,, Y v,,) son nulas, puesto

gue no contribuyen a la deformacion de la placa. Por otro lado, no es necesario considerar la

deformacion ¢, en el analisis, debido a que el trabajo de deformacion realizado por el producto
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o, -€, esnulo, ya que o, lo es. Luego, se puede reemplazar la Ecuacion 2.2 en las expresiones

de las deformaciones unitarias obteniendo lo siguiente:

2 2
6y = 2 Z‘QV,gf—z.‘Zy"zv, (2.5)
X
o*w
Txy = _2'2.6X8y, (2.6)

De esta manera, las deformaciones unitarias no nulas tienen una distribucion lineal que esta dada
por el siguiente vector:

_o"w
€y (9)2(2
£=q8y =2 —a—\;\/ =z-b, (2.7)
oy
Txy _2.82W
OXoy

donde b representa el vector de curvaturas de la superficie media.

2.5 Estado de tensiones

El estado de tensiones correspondiente al plano de placa esta dado por el vector o, mientras que

el vector T posee las tensiones cortantes perpendiculares a dicho plano:

T

- [Gx’cy’ Txy] ' (2.8)

1Q

= [sz'rszT’ (2.9)
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Como se trata de un estado de tension plana (c,=0) y de un material isotropo se puede relacionar

las tensiones con las deformaciones unitarias de la siguiente forma:

1v-E E 0 -e=D-g, (2.10)
donde D es la matriz constitutiva y ¢ el vector de deformaciones unitarias obtenidas en 2.7.

2.6 Esfuerzos internos

El vector de esfuerzos internos (fuerzas y momentos) se obtiene como la integral de las tensiones

a lo largo del espesor t de la placa.

Momentos flectores: Corresponden al momento estatico de las tensiones con respecto al plano

medio de la placa por unidad de ancho (Figura 2.3).

Momentos torsores: Corresponden al momento estatico de las tensiones cortantes situadas en el

plano de la placa, respecto al plano medio de la misma por unidad de ancho (Figura 2.4).

Luego, el vector de momentos se define de la siguiente manera:

M, % Oy %
My ¢= Iz- o, cdz= .|'z~c_sdz, (2.11)
M,y

t t
2 P
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Figura 2. 4 Momentos torsores de un elemento de placa

Esfuerzos cortantes: Corresponden a la resultante de las tensiones cortantes transversales a la
placa (Figura 2.5).

t
Ty 2
{ }dz = [tdz, (2.12)
sz t

Figura 2. 5 Esfuerzos cortantes de un elemento de placa
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2.7 Relacion fuerza deformacion

Reemplazando la expresion de o en la Ecuacion 2.11 se obtiene el siguiente vector:

o’w  o%w

2 +v 2

OX oy

o’w  o%w

) (=D vy vt (2.13)
X

o’w

oXoy

d-v)

Por otro lado, los esfuerzos cortantes se obtienen de la siguiente forma:

. . 83W+ o*w
2 T 2 0 3 0 2

Sl T P R L (2.14)
sz t [Tz t 83W 83W
2 2 B 2
oy Oyox

2.8 Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio de una placa se obtienen mediante el equilibrio estatico de un
elemento infinitesimal de placa sobre el que acttan los esfuerzos internos (fuerzas de corte y

momentos), asi como también una carga uniformemente distribuida q(x,y) (Figura 2.6).
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a
Qyz 3 ay

Figura 2. 6 Equilibrio de fuerzas de un elemento de placa

dy

Al realizar equilibrio de fuerzas en el eje z se obtiene:

F,=0=> Q dx |d —aQy dy [dx + qdxdy =0 2.15
— + + =
> 7 ox Yy . Yy gaxay =0, (2.15)

Si se simplifican los términos diferenciales se obtiene:

Qe Ry oo
a—x+ oy +q=0, (2.16)

Al realizar equilibrio de momentos de un elemento de placa (Figura 2.6), se obtiene:

oM oM oQ aQ dx dx
M, =0 X dx |dy + Y dy [dx — +—Xdx |dxdy —| —L dy |dx — +gdxdy — =0
M, :>( = Jy [ Y yj (Qx ax ] y (8y yJ 5 Haddy = (2.17)

oM oM aQ aQ dy dy
M =0= Ydy ldx +| —2Xdx |dy — +—2dy [dxdy —| —==dx [dy—=+gdxdy —==0 (2.1
o Bl Moy 0+ b (Lo ser Yo a1

Despreciando los términos de segundo orden se obtiene:
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oM oM
y Xy -Q, =0, (2.19)
oy OX
M oM,
a X + y _QX — O’ (220)
oX oy

Derivando 2.19 y 2.20 para X e y, respectivamente se obtiene:

2 2
O’M, 9*M,,  aQ,

+ -0, (2.21)
oy oyox oy
2 o*M

0 NZIX + v 0Qy =0, (2.22)
OX oxoy  oX

Las dos ecuaciones anteriores se reemplazan en la Ecuacion 2.16 obteniendo:

2 2
*M, 0°M,, 0°M, (2.23)

+2- + =—q,
ox? oxoy  oy? :

Sustituyendo los momentos en funcion de la flecha dados por la Ecuacion 2.14 se obtiene la

ecuacion diferencial que gobierna un problema de placas:

4 4 o*w 43
o'w o'w q E-t (2.24)

+2- + =——con D= ,
ox* ox2oy? oy’ D 12-(1-v?)

donde t es el espesor, E es el mddulo de elasticidad, y v corresponde al modulo de Poisson.
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2.9 Condiciones de contorno
Adicionalmente a la generacion de la ecuacion gobernante de un problema de flexién placas, es
necesario imponer las condiciones en los bordes. Las condiciones de contorno se diferencian de

acuerdo al tipo de apoyo.

a) Borde empotrado

oW
M _o yw=0, (2.25)
on

X
>

hi24 &

h2 AN
‘?

Figura 2. 7 Borde empotrado
b) Contorno apoyado
2 2 2.26

oS on
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Figura 2. 8 Borde apoyado

c) Borde libre

2 2 2 2
0 0 2w o
[C 3 +@-v731]=0 y Mn=|vS 1% Tioo, 2.27)
0s on 0s on

Zw

Figura 2. 9 Borde libre
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2.10 Conclusiones

Durante este capitulo se expusieron los principales conceptos de la teoria de flexion de placas
delgadas y se presentaron sus ecuaciones gobernantes. Las hipdtesis de la teoria de placas de
Kirchhoff plantean que el giro que sufre una seccion recta perpendicular al plano medio de la
placa es igual a la pendiente de dicho plano medio. Por lo que los giros se pueden considerar
iguales a las derivadas de la flecha respecto a x e y. Lo anterior, permite considerar la flecha
como unica incdgnita de desplazamiento. Ademas, los supuestos planteados permiten simplificar

el problema a dos dimensiones, tratindose como un problema de tension plana.
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CAPITULO 3 ANTECEDENTES DE LOS METODOS SIN MALLA
3.1 Introduccion

En este capitulo se expone el estado del arte de los MSM, el que comienza con la definicion y
principales caracteristicas de estas técnicas numéricas. Se describe los inicios y evolucion de los

métodos sin malla. Ademas, se presenta su categorizacion de acuerdo al tipo de formulacion.

3.2 Definicion

Un método sin malla (MSM) se define segin Liu (2010) como un método numeérico utilizado
para establecer un sistema a de ecuaciones de un problema que considera un dominio completo

sin el uso de una malla predefinida para el dominio de discretizacion.

La base de los MSM es la representacion del dominio de discretizacion mediante un conjunto
finito de nodos repartidos arbitrariamente tanto en sus contornos como en su dominio interior
(Figura 3.1). Este conjunto de puntos son denominados nodos de estado, los cuales no requieren
de la definicién de conectividad nodal para la obtencion de la aproximacion local de la funcion

incdgnita.
Grilla de nodos

........... S
i ¥ oa L [l 'X L

Figura 3.1 Discretizaciones del dominio MSM (Liu y Gu, 2005)
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3.3 Origen y evolucion de los métodos sin malla

Los primeros antecedentes de los métodos sin malla se remontan a los afios 70, mediante el
trabajo desarrollado por Lucy (1977) para modelar problemas de astrofisica a través del método
particulas suavizadas (MPS).Luego, Liszka y Orkisz (1980) propuso el método de las diferencias
finitas generalizadas (DFG), el cual utiliza una formulacion fuerte (no realiza integracién, utiliza
directamente las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema) y el método de los minimos

cuadrados moviles (MCM) para obtener la aproximacion de la funcién incégnita.

Nayroles et al. (1992) desarrollaron el método de los elementos difusos (MED), el cual utiliza
una formulacion debil (realiza integracion sobre las ecuaciones del problema) y el MCM para
obtener la aproximacion de la funcién incognita, siendo este método una generalizacion del
método de los elementos finitos (MEF). Belystchko et al. (1994) refinaron las caracteristicas del
MED vy desarrollaron el método de los elementos libres de Galerkin (MELG), el cual es el
método sin malla mas popular. Ademas, este método se basa en una formulacién débil que utiliza
el MCM para aproximar las funciones de formas y multiplicadores de Lagrange para imponer las

condiciones de borde.

Duarte y Oden (1996) desarrollaron el método de los elementos de particién de la unidad
(MEPU), el cual se basa en una formulacién débil y en considerar las funciones de forma

generadas mediante MCM como un caso particular de la particion de la unidad.

Por otro lado, se desarrollaron de manera continuada dos métodos basados en formulacion fuerte,
que corresponden a el método de los puntos finitos (MPF) y el método de las particulas de
reproduccion kernel (MPRK) que fueron desarrollados por Ofiate et al.(1996) y Liu et al.(1995),

respectivamente.

Atluri y Zhu (1998) propusieron el método sin malla local Petrov-Galerkin (MLPG), el cual
utiliza una formulacion débil a nivel local envés de una global. Ademas, Atluri y Zhu (2000)

desarrollaron el método de las ecuaciones integrales de borde locales (MEIBL), el cual permitia
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evaluar integrales de manera mas sencilla, debido a que éstas son evaluadas en circulos en 2D y
esferas en 3D.

Posteriormente, Wang y Liu (2002) propusieron el método de interpolacion puntual radial
(MIPR), que utiliza bases radiales envés de bases polinomiales, como lo hacen la mayoria de los
demés métodos. Lam et al. (2004) desarrollaron el método local Kriging (LK) que permitié

obtener a propiedad de Kronecker mediante una interpolacion basada en el método de kriging.

A continuacion, Wang et al. (2005) desarrollaron el método de los puntos minimos cuadrados
ponderados (MPMCP) para aplicarlo en problemas de mecéanica en dos dimensiones. Afshar y
Lashckarbolok (2008) desarrollaron el método de los minimos cuadrados discretos (MCD) para
resolver problemas de mecanica de fluidos. Posteriormente, se han desarrollado nuevos métodos,
los cuales consisten en variaciones sobre las funciones de aproximacion, como por ejemplo las
cuatro nuevas variantes que propusieron Abdollahifar et al. (2012) para el método Sin Malla
Local Petrov-Galerkin (MLPG), denominados MLPG1, MLPG2, MLPG5 y MLPG6. Finalmente,
Cao et al. (2014) desarrollaron el método de interpolacion puntual nodal-radial ponderado

(MIPNRP) para resolver problemas de mecénica de sélidos.

3.4 Métodos sin mallas en problemas de placas

Krysl y Belystchko (1995) desarrollaron por primera vez el método de los elementos libres de
Galerkin (MELG) para resolver problemas de placas delgadas. A continuacion, Gu y Liu (2001)
y Long y Alturi (2002) extendieron el método sin malla local Petrov-Galerkin para la solucién de
problemas de flexion de placas delgadas. Ademas, este método fue utilizado por Chen et al.
(2003) para analisis de placas compuestas por mas de un material. Posteriormente, Liu et al.
(2006) propusieron un método sin malla basado en funciones de interpolaciones radiales del tipo
Hermite para resolver problemas de placas de Kirchhoff. Ademas, Cui et al. (2011) realizaron
mejoras en dicho tipo de interpolacion para resolver el mismo problema de analisis de
estructuras. Por otro lado, Bui y Nguyen (2009) utilizaron interpolaciones basadas en kriging
movil, el cual a diferencia de la mayoria de los métodos sin malla posee la propiedad de delta de
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Kronecker. Luego, Bitaraf y Mohammadi (2010) utilizaron el método de los puntos finitos para
solucionar problemas de placas de grandes deformaciones. Finalmente, Oh et al. (2012) utilizaron
el método de las particulas para la modelacion de placas delgadas obteniendo resultados

satisfactorios para diferentes condiciones de borde y carga.

3.5 Categorias

Los métodos sin malla pueden ser clasificados en dos grandes categorias (Li y Liu ,2002):
Meétodos sin malla basados en formulacion fuerte y débil.

Meétodos sin malla basados en formulacion fuerte: Este tipo de método utiliza directamente las
ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema y las condiciones de borde sin realizar
ningun tipo de integracion. Para ello se utiliza la técnica de colocacion puntual para la obtencion
del sistema de ecuaciones. Dentro de este tipo de método se encuentran: MPF (Ofate et al.,
1996), DFG (Liszka, 1980), etc.

Métodos sin malla basados en formulacion débil: Este tipo de método transforma las
ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema a un conjunto de integrales mediante
diferentes técnicas dependiendo del método usado. La solucidn al sistema se realiza a través de la
obtencién de un conjunto de ecuaciones mediante integracién numérica, éste sistema puede ser
construido ya sea a nivel local como global. Dentro de este tipo de método se encuentran: MED
(Nayroles et al., 1992), MELG (Belystchko et al., 1994), MIPR (Wang y Liu ,2002), MLPG
(Atluri et al., 1998), MEPU (Duarte et al., 1996), etc.

3.6 Conclusiones

En este capitulo, se presentaron las caracteristicas, clasificacion, inicios y evolucion de los

métodos sin mallas.
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Estas técnicas numéricas comprenden una serie de métodos utilizados para resolver ecuaciones
diferenciales parciales con condiciones de contorno, a partir de distribuciones de nodos regulares
o irregulares. Este conjunto de nodos no requiere de la definicion de conectividad nodal para la

obtencion de la aproximacion de la funcion incognita.

Los métodos sin malla se clasifican en dos grandes categorias: métodos sin malla de formulacién
débil y fuerte. EI método de los puntos finitos se categoriza como un método sin malla de
formulacién fuerte, puesto que utiliza directamente las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
problema y las condiciones de borde para obtener el sistema de ecuaciones sin realizar ningun

tipo de integracion.

Una vez expuesto lo anterior, se procede a plantear en el siguiente capitulo las bases tedricas del

método analizado en esta investigacion que corresponde al método de los puntos finitos.
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CAPITULO 4 FORMULACION DEL MPF EN PROBLEMAS DE PLACAS

4.1 Introduccion

En este capitulo se describe la formulacion del método de puntos finitos (MPF) propuesta en este
trabajo (base de aproximacion de quinto orden incompleta y funciéon de peso spline) para la
aplicacion de problemas de flexion de placas delgadas. En primer lugar, se realiza un analisis del
estado del arte del MPF, para luego pasar a una descripcion de la formulacion matematica del
MPF. Los conceptos involucrados en este capitulo se sustentan en la teoria de los métodos sin
malla y en la teoria clasica de placas delgadas presentada en capitulos anteriores.

4.2 Historia del método de los puntos finitos

El método de los puntos finitos fue propuesto por Ofiate et al. (1996) para la solucion de
problemas de mecéanica de fluidos y transporte convectivo. A continuacion, Ofiate y ldelsohn
(1998) utilizaron el método para el analisis de transporte difusivo advectivo y Ofate et al.
(2000) lo aplicaron para problemas de flujo incompresible.

En el &mbito de la ingenieria estructural Ofiate et al. (2001) desarrollaron el método para resolver
problemas de elasticidad y Perazzo et al. (2004) para problemas de dindmica de sélidos. A
continuacidn, Bitaraf y Mohammadi (2005) utilizaron el MPF para resolver problemas de flexion
de placas para geometrias y condiciones de borde sencillas. Por otro lado, Bitaraf y Mohammadi
(2008) utilizaron el método para predecir el tiempo de inicio de la corrosion de estructuras de
hormigon armado. Posteriormente, Bitaraf y Mohammadi (2010) desarrollaron el método para
placas con grandes desplazamientos. A continuacion, Pérez et al. (2011) simularon el
comportamiento no-lineal de materiales utilizando el método sin malla de puntos finitos.
Finalmente, Peréz et al. (2012) desarrollaron una metodologia basada en un algoritmo genético,

que utiliza metaheuristicas poblacionales para la correccion de subdominios de interpolacion.



Capitulo 4: Formulacién del MPF en problemas de placas 27

4.3 Subdominios de discretizacion

El dominio del problema se discretiza mediante un conjunto finito de puntos, tanto en sus bordes
como el dominio interior. Es de vital importancia definirlos adecuadamente, puesto que el
método no obtiene méas informacion que la entregada en dichos nodos. A continuacién, sobre

cada uno de estos nodos se construye una nube de puntos o subdominio Q., tal como se aprecia

en figuras 4.1y 4.2, nube que puede adoptar distintas formas y tamafios. Sin embargo, la forma
mas simple consiste en construirlas como un dominio circular centrada en un punto denominado
nodo estrella, mientras que el resto de los puntos se denominan nodos vecinos (ver Figura 4.2).
De Figura 4.1, se aprecia que un mismo nodo puede ser estrella o vecino dependiendo de la nube

en que se encuentre.

Figura 4.1 Definicion de nubes de puntos

® Nodo estrella

® Nodos vecinos

Figura 4.2 Nube de puntos

El nimero de nodos que contiene cada nube de puntos debe ser al menos igual al nimero de

elementos de la base de aproximacion, en caso contrario, el sistema tendra infinitas soluciones.
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Las nubes de puntos son esenciales en los métodos sin mallas y existen diversas formas de
definirlas. No obstante, la forma mé&s sencilla de determinarlas es mediante la técnica de la
minima distancia, en la que los puntos estan contenido en un subdominio circular, el cual esta
centrado en el nodo estrella. El radio de la nube debe ser al menos de un tamafio que asegure la
inclusion de tantos puntos como elementos tenga la base polinomial que se elija. Otra forma de
construir los subdominios es exigiendo que contengan exactamente una cierta cantidad de nodos,
lo cual se efectua incluyendo los nodos mas cercanos hasta que la nube contenga la cantidad
deseada. Una tercera técnica de construccion de nubes de puntos corresponde a la triangulacion
de Delaunay, la cual permite obtener los mejores nodos cercanos de manera de obtener nubes
Optimas. Mas detalles de esta técnica se pueden encontrar en el trabajo que realizaron Lohner et
al.(2002).

4.4 Minimos Cuadrados Moviles

En el MPF la aproximacién local se obtiene mediante la técnica de los minimos cuadrados
moviles (MCM), la cual fue propuesta por Lancaster y Salkauskas (1981). No obstante, Nayroles
et al. (1992) fueron los primeros en utilizarlos como técnica de aproximacion en métodos sin

malla.

Considerese un subdominio Q; de interpolacion para la variable de estado w(x,y) (flecha) en un
conjuntos de n puntos cuyas coordenadas e Q;. El subindice “i”” indica el nodo en torno al cual se
realiza la aproximacion de la nube. La funcion incognita w(x,y) puede ser aproximada en el

subdominio Q; de la siguiente forma:

WO 2W6Y) = 3 py06y)-a (), @)

donde o (X,y) (k=1,2,...,m) son los coeficientes a determinar y p,(X,y) es la base de

interpolacion.
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Es comun utilizar bases polindmicas como base de aproximacion debido a su sencillez para
derivarlas. Las bases completas o convencionales de orden k para un caso bidimensional estan
definidas de acuerdo a la Ecuacion 4.2, para mas claridad de este concepto considérese el

triangulo de Pascal de la Figura 4.3:

PR =p" (% y) =[Lxy,xy,x%,y2,....x,y], (4.2)

Es necesario recalcar que la inclusion del término constante dentro de la base es obligatoria,
debido a que éste término es el que asegurara que las funciones de forma generadas mediante
MCM sean particiones de la unidad (Duarte et al., 1996).

/ 1--.1\ m=1
v X N

xy =6

kS 1."’
5 m=10
A x°y \

é‘ xly ’y: xy? ;.rn—15
F ‘

[ e ) I N MNn—"
.-"" x5 11}, )‘.:}_._ )‘._}PS l}_‘}r“ }‘: ;n 21

Figura 4.3 Triangulo de Pascal

Para el caso de un problema de flexion de placas, la base de aproximacién debe ser como minimo
de cuarto orden, dado que el problema estd gobernado por una ecuacion diferencial de cuarto

orden.

En la Ecuacion 4.3, se presenta la base completa de cuarto orden, utilizada por Bitaraf y
Mohammadi (2010) y Arcos (2014) para problemas de flexion de placas.

pT(R) =pT (% y) =[Lx, .. %2y, %3, x%y,xy 2, v3 x4 3y x2y? xy 8y 4], (4.3)
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Es necesario recalcar que para evitar el mal condicionamiento de las matrices que se requieren
invertir, es conveniente expresar la base polindmica de interpolacion en coordenadas
adimensionales y en forma local, es decir, centrada en el nodo estrella “i”” (Perazzo et al. 2006).

De esta manera, la base polinomial se expresa de la siguiente forma:

p' (X) =[1, Dx, Dy, DxDy, Dx?, Dy?, Dx°, Dx?Dy, DxDy?, Dy*, Dx*, Dx°Dy, Dx?Dy?,

DXDyS, Dy4] ' (44)
con
X — X Yi-VYi. _
Dx= (- 1y Dy:(d' 1% =(xy),
max max

donde X;j =(xj,yj)son las coordenadas del nodo estrella i, mientras que X;=(xj,y;)son las
coordenadas de un nodo j. Las distancias dX,,, ¥ dy .« corresponden a las componentes de la

distancia maxima d"® de cada subdominioQ;, es decir, la distancia entre el nodo estrella y

nodo vecino mas alejado de la nube.

Para mayor claridad de este concepto se presenta la siguiente Figura:

Figura 4.4 Subdominio de aproximacion

La funcion w(x,y) puede ser evaluada en los “n” puntos del subdominio Q; , obteniendo:
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_W(Xl)_ _W(Xl)_ _pl(xl) pz(xl) pm(xl)_ _Otl(X)_
W(Xz) W(Xg) pl(xg) pz(xg) pm(xg) 0‘2(?)

R ol . N (4.5)
Wz | (W) | [Py Py®y) by | o ()

donde w(X;) son desplazamientos incognitos, los cuales se aproximan por w(X;).

En el MPF, si el nimero de puntos en el subdominio Q; es mayor que el nimero de elementos
de la base interpolacién, la aproximacién no se puede ajustar a todos los valores de W(X;) .Este
problema puede ser resuelto determinando los valores de w(X;) que minimicen la suma de las

distancias al cuadrado o error en cada punto ponderado por una funcion de peso. Los coeficientes
incognitos a(x,y) son determinados mediante la técnica de los minimos cuadrados moviles. Para

ello, se minimiza el error cometido en el subdominio, el cual esta dado por:

e =|W(X)-w(x)|, (4.6)

donde “ || ”corresponde a la norma de funciones en el subdominio de aproximacion Q,.

Anélogamente el error se pude definir como el siguiente producto interior:

e=[<W(X)-W(R)W (X)W(E)-w(x)>, 4.7)
o 2

e=[loW ®)-(WE)-w(x)“da| (4.8)

donde W (X) es una funcion de ponderacion definida positiva.

La expresion anterior se puede transformar en una discreta. Para ello sélo se requiere de la

transformacion de la integral en una sumatoria:
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1/2
e= _ilvv(x )W) -wE)? | (4.9)
i=

La minimizacion del error se obtiene al minimizar el siguiente funcional:

e2=)= ﬁlwoz - WK, ) ~W(x;)?2, (4.10)
J:
I _%lwoz,-)-(p(x DT -a(X))-wx;)?, (4.11)
J:

La Ecuacion 4.11 puede ser reescrita en forma matricial como:

I=(W(X)—P(X)-a(X)) T - p(X) - (W(X) - P(R) - (X)), (4.12)

donde ¢(X) corresponde a la funcion de peso, la cual escrita en forma matricial se presenta

como:
W(X;) 0 0

o(X) = ? W(;XZ) . ? : (4.13)
0 0 - W(Xp)

Para la obtencidn de los coeficientes a se debe minimizar el funcional J, es decir, se debe igualar

a cero las derivadas parciales de J con respecto a los coeficientes o :

ol

a_o, (4.14)
n K )=p(X:)T - o(X:))2

o zvv(sz,-)~(w( LA Ly (4.15)

oo j=1 oa
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A _5 9 . AT . X AT —

< P 2 ) W(XJ)'(W(XJ' ) _p(xj) 'a(xj))'p(xj) =0, (4.16)

o J=1

& _%lW(x - W(R)) - p(R))T -o(X;)-pRYT =0 (4.17)
J:

& _%1W(s< P)-W(R;)-pR)T - _%1W<s< $)-P(Xj)-a(X)-p(j)T =0, (4.18)
= =

La ecuacidn anterior se puede reescribir de manera matricial como:

P(X)T - o(X)-w(X) = P(X)T - ¢(X)-P(X) - a(X) =0, (4.19)

Luego, a se obtiene como:

o(x) = [AR)] ™ [BER)] wX), (4.20)

siendo

A®)=P(X)T -¢(X)-P(X) , (4.21)

B(X)=P(X)T-0(X), (4.22)

De esta manera, a se puede expresar como:

A(X) - a(X) =B(X)-w(X), (4.23)

a(X) =[AR)]-BR)-w(x), (4.24)

Finalmente, si se sustituye la Ecuacion 4.24 en la Ecuacion 4.1 se obtiene la aproximacion de la

siguiente forma:
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W) =pX)T - [AR)] T BX)-w(x) , (4.25)
W(R) = $(X) - w(X), (4.26)

donde la funcién de forma ¢(X), la cual se define por:

0()=p(x) " [A™-B(X) | (4.27)
(I)(X) = [(I)]_(x)! (I)Z (X) 1T (I)n (X)] y (428)

La aproximacion w(X) se define para cada subdominio de interpolacion €; de acuerdo con la

Ecuacion 4.26. Por lo tanto, un punto I que pertenece a dos nubes €; y Q; respectivamente,
tiene asociadas diferentes funciones de forma dependiendo de la nube en que se encuentre, es

decir, ¢i' (X) # ¢}(X) (Perazzo et al. 2006). Las funciones de forma obtenidas mediante el MCM

deben cumplir con las siguientes propiedades (Liu y Gu, 2005):

1. La funcion de forma es la particion de la unidad, es decir:

n
,—1¢ =l WxeQ, (4.29)

2. La funcion de forma deben cumplir con reproductividad lineal, es decir:

j:l¢($<)$<j =X VXeQ, (4.30)

3. Ausencia de la propiedad de la funcion delta de Kronecker: La aproximacion obtenida
mediante MCM es una curva suavizada y no debe pasar a través de los valores nodales. Por lo

que, dicha aproximacién no debe satisfacer la propiedad delta de Kronecker, es decir:
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<MX)¢&1={1i=j
0i#j, (4.31)

4. Continuidad: La continuidad tanto en el dominio local como global debe ser asegurada cuando

se utiliza las propiedades de las funciones de peso.

Las matrices A y B se pueden expresar de manera discreta de la siguiente manera:

Nmziwmmanmmﬂ, (4.32)
i=

Por otro lado, la matriz B se define como:

B®=%wmmm» (4.33)
J:

4.5 Base polinomial propuesta
Este trabajo propone utilizar una base polinomial extendida, la cual consta de 17 términos y que

corresponde a un desarrollo incompleto de quinto orden dado por la Ecuacién 4.34. Para mejor

comprension de este concepto, considérese la Figura 4.4.

PT(R)=pT(x,y)=[L Xy, xy,x2,y2,x3,x2y,xy2,y3,x4,x3y,x2y2 xy3,y4 x4y,xy4], (4.34)
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x b
x< x}:r }:r‘
o3 2y xy? 3@
et 3y Pt xy3 3
ki ki
x5 xty P - x2y? xypt ] 35

Figura 4.5 Triangulo de Pascal de la base polinomial propuesta

La seleccion de estos términos de quinto orden no es al azar. Se debe a que permiten la
obtencion de las funciones de forma del subdominio Q; de puntos por inversion matricial de la
matriz A(X) (Anexo 4.1). Ademas, es necesario recalcar que la derivada cuarta de la base
polinomial completa esta dada solo por una constante (Ecuacién 4.35). En cambio, con la base
polinomial propuesta dichas derivadas quedan en funcion de las coordenadas x ey, tal como se
observa en las ecuaciones 4.36 y 4.37. Lo anterior, permite mantener la forma polindmica de las
derivadas de las funciones de forma, lo cual disminuye el mal condicionamiento de las matrices,

permitiendo evitar problemas en su inversion.

o'p o
0Py, (4.35)
ox" oy

4
6—':’:24.y+24, (4.36)
OX

4
%224.“24, (4.37)

Fisicamente con las ecuaciones 4.36 y 4.37 se logra aproximar de mejor forma la curva que
representa la funcién de aproximacion que la Ecuacién 4.35, puesto que al generar una
aproximacion de mayor orden la curva de minimos cuadrados pasa por un nimero mayor de

puntos. Como se menciono en el capitulo anterior es conveniente expresar la base polinomica en
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coordenadas adimensionales y en forma local, es decir, centrada en el nodo estrella. De esta

manera, la base polinomial propuesta se expresa de la siguiente forma:

pT (X) =[1, Dx, Dy, DxDy, Dx2,Dy?2, Dx3, Dx2Dy, DxDy2, Dy3, Dx4, Dx3Dy, Dx2Dy?,

DxDy?, Dy*, Dx“*Dy, DxDy*], (4.38)
con

Xi—Xj

), Dy=( Y

Dx = ( !
max dY max

). X=(xy),
donde X;j =(x;,yj)son las coordenadas del nodo estrella i, mientras que X;=(xj,y;)son las
coordenadas de un nodo j. Las distancias dx,,,, Y dy,.x corresponden a las componentes de la

distancia maxima d"® de cada subdominio€; , es decir, la distancia entre el nodo estrella y

nodo vecino més alejado de la nube.

Para mayor claridad de este concepto se presenta la siguiente Figura:

Figura 4.6 Subdominio de aproximacion
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4.6 Funcion de ponderacion

La eleccion de la funcidn de ponderacion es fundamental en los métodos sin malla, puesto que
provee ponderaciones a los nodos contenidos en el subdominio, con la finalidad de que los nodos
vecinos mas cercanos al nodo estrella tengan mas importancia en el valor de las variables de
estado, que la de otros nodos que se encuentren mas alejados. Para ello es habitual construir una
funcién de ponderacion que adopte valores maximos en el nodo estrella y se anule fuera del

subdominio Q;.Ademas, algunas de las propiedades del metodo de los minimos cuadrados

moviles (MCM) son inherentes a las propiedades de la funcion de ponderacion, destacando las
siguientes (Gu ,2005):

La funcion debe ser positiva, continua y diferenciable en el dominio de influencia.
W(X-Xj)>0,x;€Q;, (4.39)

La funcion debe ser cero fuera del subdominio de influencia.

W(X—Xj)=0,xje£§2i, (4.40)
El valor de w(X) est4 dado en su totalidad por sus vecinos cercanos incluido él mismo.

J WR-%,)dQ =1,

Q; (4.41)
La funcion debe ser mondtonamente decreciente en el punto de interés x.
W(X —Xj) , (4.42)

Cualquier funcion que satisfaga los requerimientos anteriormente descritos puede ser utilizada

como funcion de ponderacion en el MCM. Sin embargo, es deseable que adopten un valor
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maximo en el nodo estrella y sean simples de evaluar. Usualmente, los soportes de las funciones
de peso poseen formas simples, tales como circulos o rectdngulos para casos bidimensionales.
Dichos soportes deben contener a las nubes de puntos en su totalidad, es decir, deben asignar un
valor diferente de cero a cada uno de los nodos contenidos en una nube de puntos. Ademas, los
soportes no necesitan abarcan el domino completo, sino que s6lo deben contener los puntos que

se desean aproximar.

Es comun utilizar funciones exponenciales y funciones de la familia de los polinomios spline
como funciones de peso en los métodos sin malla, puesto que cumplen con las condiciones
anteriormente descritas. No obstante, la funcion de ponderacion utilizada en el MPF corresponde
a la funcion de Gauss normalizada (Ipinza et al. 2007), razon por la cual es interesante analizar
otros tipos de funciones de peso tales como los polinomios del tipo splines que son ampliamente
utilizados en otros métodos sin mallas. A continuacion, se define la funcion exponencial de

Gauss normalizada:

op(-(k,d/dps ) -em((k)"
Wx)= 1-exp(~(k, ) By (4.43)
0 d>d

max’

donde k_ es un parametro que le da la forma a la funcion exponencial de Gauss normalizada, d

es la distancia entre el nodo estrella y un punto vecino cualquiera en la nube, es decir,d = HX -X; H

La funcion de peso spline de cuarto orden (Krysl y Belytschko ,1995) esta dada por:

1-6s2 +8s3 -3s4 s<1
W(X)={ 0 <ol (4.44)



Capitulo 4: Formulacién del MPF en problemas de placas 40

X-%j|

en que s= , siendo dméx la distancia entre el nodo estrella y el nodo mas alejado del

max
interior del subdominio. En las siguientes figuras se presentan las funciones de pesos

anteriormente descritas.

Funcidén de Gauss normalizada

Figura 4.7 Funcion de Gauss normalizada

Funcidn spline cuartica

Figura 4.8 Funcidn spline cuértica
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Este trabajo utiliza una funcion de ponderacion de soporte circular correspondiente a la funcién
polinomial spline de cuarto orden, la cual fue propuesta por Krysl y Belytschko (1995) en el
método de los elementos libres de Galerkin (MELG). Se escoge dicha funcion, puesto que el
problema a solucionar es de cuarto orden y el error sera menor cuanto mas se asemeje el
polinomio de la solucién numérica al correspondiente de la solucidn analitica. Ademas, satisface

todos los requerimientos que debe tener una funcién de peso.

Es comun construir una funcién de ponderacion en base a polinomios spline mediante la

siguiente formulacion:

I .
b.s! <1
W(si) = Eo i W (4.45)

0 s. >1

donde I es el orden de la funcion spline, y b; son los coeficientes a ser determinados.

De esta forma, una funcion spline de cuarto orden puede ser escrita en forma general como:

b +b,s +b,s.?+bs>+b,s? s <1
W(Si)= oo 17 27 37 470 i ’ (4.46)

Si>1

La seleccion de los términos del polinomio spline de cuarto orden no es al azar, debiendo

satisfacer las siguientes condiciones (Liu y Gu, 2005).

- Valor unitario en el nodo estrella donde s; =0,

W, =1, (4.47)
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Condicién de soporte compacto, es decir, la primera y segunda derivada de la funcion de peso
son nulas en los bordes del soporte del dominio donde s; =1. Lo anterior, se puede expresar de la

siguiente manera:

W, =0, (4.48)
W g (4.49)
0 |

oW

—| =0, (4.50)
0s sj=1

-Condicidn de simetria, es decir, la primera derivada de la funcion de peso es cero en el centro

del soporte del subdominio donde s; = 0.Lo anterior, esta dado por la siguiente expresion.

oW

= =0,
5 o (4.51)

Utilizando las ecuaciones 4.47, 4.48, 4.49, 450 y 4.51, se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones:

b, =1, (4.52)
b, =0, (4.53)
b, +b, +b, +b;+b, =0, (4.54)
b, +2b, +3b; +4b, =0, (4.55)
2b, +6b; +12b, =0, (4.56)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes coeficientes:
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Luego, se sustituyen estos coeficientes en la Ecuacion 4.46 y se obtiene la funcion spline cuarta
de la Ecuacion 4.44.

Es necesario recalcar que si los nodos se ubican en la frontera del soporte de la funcion de peso se
les asignan ponderaciones cero. Lo anterior, genera matrices A (Ecuacion 4.21) que contienen
ceros en algun elemento de su diagonal, lo cual genera una matriz singular. Con la finalidad de
evitar este problema es recomendable utilizar un soporte que posea un tamafio de 1.3 veces
mayor a la nube de puntos (Bitaraf y Mohammadi, 2010), de manera que todos los puntos de la
nube adopten valores diferentes de cero. Dado que se simplifican los pardmetros a calcular en la
funcién de ponderacion es posible ajustar el soporte a un tamafio de 1.2 veces el tamafio de la
nube, lo cual se demuestran en los resultados del Anexo 4.2.Se denomina alfa al coeficiente que

relaciona el tamafio del soporte con el de la nube.

4.7 Derivabilidad de la matriz A

Es necesario recalcar que las aproximaciones estan compuestas por la inversa de la matriz A, por
lo que se presenta la dificultad de derivar esta matriz. No obstante, Riquelme (2003) logrd
plantear una expresion mas simple como la que se muestra en la Ecuacion 4.58, en la cual no es

necesario derivar la inversa de A(X).

AR
OX

—facort PO far, (4.59)

La Ecuacion 4.58 se puede demostrar, si se deriva la ecuacion 4.21 con respecto a X:

AAR)] la®)] _[BR)]
AR FAR) = W), (4.59)

de la Ecuacién 4.59 obteniendo:

Luego, se despeja 8[c;(X)]
X
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ola(®)] _o[B(X)] AA®)]
A(X)- W(X -a(X) ,
(X) P P~ w(X) - x a(R) (4.60)
a(®)] a1t ABR] o on a1 AR]
=|A : : —A . : 4.61
~~ AR w®) - [AR]T D a) (4.61)
Reemplazando la expresion 4.22 en la Ecuacion 4.61 se obtiene:
ofa(x o[B(x L AR _
4B _ a2 LBOL gy a1t “ 0 [aw 80wz, (4.62
OX OX OX
Derivando la Ecuacion 4.22 se obtiene:
[a(x)] 1 3B AR
=[A®] 2 w®) +—— B(X) - w(R), (4.63)
oX OX
Finalmente, si se compara las ecuaciones 4.62 y 4.63 se obtiene lo siguiente:
G[A(X)]_l 1 6[A(7()] 1
- A JA (4.64)
= ARI T EAR)
Las derivadas de las funciones de forma estan dadas por:
0 (%) _ (0P ig. Tadg T
= A B+p A "B-p GB], (4.65)
OX OX
g 4’(5) [a p Alp_ P g, 0P A1 g 0TGB—p Ga B_ (4.66)
ox ox° ox ox OX  ox
3 3. T 2. T 2. T 2
0 ¢(3$<):[a p3 Ag_3° > 6B+27 a A LB g g o' (B P A 10°8
ox ox ox X X px ox  OX
2T T T 2
.0 i A 20P g p?P A1 B g P 0B 55 0B B+pTA‘1a—+p
OX OX oxX  OX OX ox?
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0°B
- | 4.67
~ (4.67)
4 4. T 3. T 3. T
0 ‘1’(Z<):[a P Alg_4? P cB+37 P A‘laﬁ—sap HB- 118'0268'3 68'D A 5725
ox ox ox ox oX  px? I

T 2 3-T
40P g 40P B 0P (OB D pa0B 0P pap 3P gL,
oX oX  OX oX oX° OX OX ox®
T 3
40P B 00 A-laBJra'O2 HB+p"JB-p HaB—pTJ@—e,a'OZGaES P - 108
X ox ax . x ox x " Tax axE Xt x| ox
op' .0°B . ,0°B ..0°B
+p'KB-——G +p'H -p'G : 4.68
P ox  ox* P ox? P ax3] (4.68)

donde G, H, J y K estan definidas por:

2 3 4
‘16AA‘1 H= AlaAA’l,J:AlaAAly K= AlaAA , (4.69)
OX ox? ox® o*x

G=A

De lo anterior, se observa la dificultad en la obtencion de las derivadas de las aproximaciones,
puesto que estan compuestas por una gran cantidad de matrices. Sin embargo, como el tensor de
deformaciones solo contiene términos de primer orden y ademas las derivadas de segundo orden

y superior de A(X) son despreciables, las derivadas de las funciones de forma se expresan como

sigue:

o¢(X) _ 6|OT(>~<). 4

P =[ A™B], (4.70)
24(%) [ap <x) A°B], @1
ox?

a¢(§<') =[6pT (f)-A-lB] : (4.72)
OX

8¢(§) = [aIOT (f) -A™B], (4.73)
OX X
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4.8 Obtencion de ecuaciones de la discretizacion

Para la obtencion de las ecuaciones se considera un problema de contorno (Figura 4.9),
gobernando por una ecuacién diferencial de cuarto orden sobre un dominio Q Yy sus respectivas

condiciones de borde sobre I'". La solucién esta dada por w(X)vX e QuUT (Ofate et al., 2001),

se representa de la siguiente forma:

Ew®)]-f(x)=0 enQ,
Gw(X)]-s(x)=0 enT, y (4.74)
W($<)—WIO =0 en I,

donde I'=T} UL,y E representa el operador diferencial, el cual define las condiciones de

equilibrio interno. G las condiciones de equilibrio en la superficie, w(X) es la funcion incdgnita,
f(X) y s(X) representan fuerzas externas o fuentes actuando sobre el dominio Q y sobre el

contorno I . Finalmente, w representa las condiciones de desplazamientos prescritos en un

problema de placas.

i o) ™
; \ e atw
At 3w L= V—7— =0,
Fw= [3—3-_{2_")?”:{' t \ o dn J
£ 7

LS

Figura 4.9 Representacion de un problema de flexion de placas
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Para resolver el sistema de ecuaciones mediante el MPF no se requiere definir subdominios de
integracién, ya que se utiliza un esquema de colocacion puntual (Perazzo et al. ,2004). Esta

técnica consiste en reemplazar la funcion incognita w(X) por la aproximacion w(X),

obteniendo lo siguiente:

Ew®)]-f(x)=0 enQ,
Gw(X)]-s(X)=0 enT,, (4.75)
W($<)—WIO =0 en I, .

En donde la funcion w(X) se aproxima de acuerdo a la Ecuacion 4.26, lo cual conduce a un

sistema de ecuaciones que poseen solucion Unica y que esta dado por la siguiente expresion:
K-wh=f, (4.76)

donde w" es el vector incognitas (deflexiones) , K es la matriz de rigidez y f es el vector de

contribuciones externas.

4.9 Conclusiones

En este capitulo, se ha realizado una descripcion de la formulacién del MPF propuesta en este
trabajo y la tradicional para la resolucién de problemas de flexion de placas. Se describieron las
principales etapas del método tales como la generacion de subdominios de discretizacion, la
aproximacion mediante la técnica de los minimos cuadrados moviles, las bases de polinomiales y
funciones de pesos utilizadas, la derivabilidad de la aproximacion y resolucion del sistema de

ecuaciones.

En el método de los puntos finitos (MPF), la aproximacién local se obtiene mediante la técnica
de minimos cuadrados mdviles. Ademas, utiliza colocacion puntual para obtener el sistema de
ecuaciones discretas, es decir, solo se debe utilizar el conjunto de ecuaciones diferenciales sin

necesidad de realizar alglin tipo de integracion sobre el dominio.
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Habitualmente el método de los puntos finitos es analizado mediante el uso de la funcién
exponencial de Gauss normalizada como funcion de peso y bases polinomiales completas como
funciones de aproximaciones. No obstante, este tipo de funcidon de ponderacion requiere de la
calibracion de sus parametros para cada tipo de problema, por lo que una mala eleccion de estos
puede perjudicar la calidad de la respuesta numérica. Alternativamente, se propuso utilizar una
funcion de peso tipo spline, puesto que sus constantes no deben ser calibradas y utilizar una base
polinomial incompleta de quinto orden que permite aproximar de mejor forma la curva que
representa la funcién de aproximacion que una base de cuarto orden completo, puesto que al
generar una aproximacion de mayor orden la curva de minimos cuadrados pasa por un ndmero

mayor de puntos.

Finalmente, los conceptos y ecuaciones aqui presentadas son esenciales en la implementacion de

las rutinas que se presentan en el proximo capitulo.
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CAPITULO5 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

5.1 Introduccién

En este capitulo se describe la implementacion computacional en ambiente Matlab®, la cual se
basa en los conceptos teoricos presentados en el capitulo anterior. Se comienza dando a conocer el
diagrama de flujo del programa, explicando a grandes rasgos las etapas principales. Lo anterior,

incluye la etapa de preproceso y post-proceso realizada en GiD (CIMNE, 2011).

5.2 Diagrama de flujo

A continuacion se presenta el diagrama de flujo que resume las etapas generales del programa

implementado.

/ Pre-proceso (GID) /

Lectura de datos en |
MATTAB

(Generacion de

del MPF
propuesta

L 4 y

Base polnomal de Base polinomial de
quinito orden incompleta cuarto orden completa
Funcion spline cuartica | Funecion exponencial de Gauss

Calculo de

aproximaciones (MWL)

Ensamblaje de
sistema de ecuaciones

Obtencion de
deflexiones v esfuerzos
Visualizacion de
graficos

Figura 5.1 Diagrama de flujo
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5.3 Modelacién

5.3.1 Generacién de coordenadas

La primera etapa se realiza en el software GiD (CIMNE, 2011), la cual consiste en introducir las
coordenadas de los veértices de la placa. Para ello se selecciona la opcion “utilidades-

herramientas-ventana de coordenadas” e introducir las coordenadas (Figura 5.2).

Coordinates window £2

C. Systerm: Cartesian -
Local axes: Global -
< 0.00000

w2

= 0.00000

Create new point:  JAsk -

[ Lpply ] [ Close ]

Figura 5.2 Ingreso de coordenadas en GiD (CIMNE, 2011)

5.3.2 Generacion de geometria y superficie

La generacion de los bordes de la placa se realiza al seleccionar la opcion “geometria-crear —linea

recta” y luego se selecciona graficamente los pares de puntos donde se traza la linea (Figura 5.3).

a1k
gle
§

P SN W | G <

[

Figura 5.3 Geometria de la placa en GiD (CIMNE, 2011)

La generacion de la superficie dentro del contorno se realiza al seleccionar la opcion “geometria-

crear-superficie-por contorno”. Luego, se seleccionan las lineas que forman el contorno
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obteniendo una superficie como la que se presenta en la Figura 5.4, en la cual las lineas de color

magenta representan la superficie creada.

Figura 5.4 Generacion de superficies en GiD (CIMNE, 2011)

5.3.3 Generacion de geometria y superficie

La generacion de la grilla de puntos se realiza al seleccionar el elemento a usar mediante la
opcion ““discretizacion estructurada—superficie-asignar numero de celdas”. A continuacion,
aparece una ventana (Figura 5.5.), en la cual se ingresa el nimero de divisiones por cada linea de

contorno, generando una gilla (Figura 5.6).

Enter value window =)
e Enter number of cells to assign to
lines
El
Assign Close

Figura 5.5 Ingreso del nimero de divisiones en GiD (CIMNE, 2011)

Figura 5.6 Generacion de grilla en GiD (CIMNE, 2011)
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5.3.4 Condiciones de borde

Las condiciones de bordes se realizan al seleccionar las lineas de borde e introducir el valor de

los desplazamientos asociados a cada uno de los nodos prescritos tal como se muestra en la Figura
5.7.

Conditions =]

= ) =x

Line-Constraints - By |
» flag

® displ. 0.0
¥ flag
» displ. 0.0
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Figura 5.7 Asignacion de condiciones de borde en GiD (CIMNE, 2011)

5.3.5 Propiedades del material

Las propiedades del material (coeficiente de Poisson, densidad, espesor y modulo de elasticidad)

se asignan a las areas que definen el dominio de la placa mediante el ingreso de los datos en la
tabla de la Figura 5.8.
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Figura 5.8 Asignacion de material en GiD (CIMNE,2011)
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5.3.6 Cargas

A continuacion, se utiliza una interfaz implementada dentro del software GiD (CIMNE,2011)
conocida como MAT-fem (CIMNE,2005), la cual tiene como principal ventaja que permite
generar un archivo.m de datos, el cual puede ser leido facilmente en la rutina de puntos finitos
implementada en Matlab. En esta interfaz se asigna el valor de las cargas uniformemente

distribuidas como se muestra en la Figura 5.9.

Uniform Loads =
Uniform Load - ==
ot

Wertical-Pressure: 100

“ Assign | Entities Draww gnassignl

Figura 5.9 Asignacion de cargas en MAT-fem (CIMNE, 2005)

5.3.7 Proceso

Se implemento la rutina principal.m que considera todo lo involucrado con la etapa de proceso, la
cual contiene y ejecuta todas las demas rutinas. A continuacién, se describen las principales

etapas:

1. En primer lugar, se leen los datos de entrada de un archivo.m, el cual fue creado a partir del
preprocesador grafico anteriormente descrito. A continuacién, se escoge la formulacion a utilizar,
es decir, el MPF tradicional formulacion tradicional (aproximacion de cuarto orden completa y
funcién de peso exponencial de Gauss) o la formulacion propuesta (aproximacion de quinto

orden incompleta y funcion de peso spline).

2. Luego, se generan las nubes de puntos circulares en torno de cada uno de los nodos estrellas y

nodos vecinos, mediante la funcion findsort.m
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3. A continuacidn, se obtienen las matrices A 'y B tal como se muestra en el Capitulo 4, y de esta
manera se logra obtener las funciones de formas y sus respectivas derivadas. Para el caso de la
formulacién del MPF propuesta, se utiliza una funcion de peso spline cuartica (Ecuacion 4.44) y
una base polinomial de quinto orden incompleta (Ecuacion 4.34) , mientras que para la
formulacién tradicional del MPF se utiliza la funcion de peso exponencial de Gauss y una base
polinomial de cuarto orden completa.

4. Se generan las matrices de nodos de frontera y del dominio interior, en donde por cada punto
de colocacién se genera una ecuacion, conformada por el valor de la variable de estado del nodo
estrella.

5. Se obtiene el vector de fuerzas nodales de cada nube considerando las cargas a las que esta
sometida la placa. Al igual que en el caso de las matrices de rigidez, el célculo del vector de
fuerzas se hace en forma separada para los nodos del dominio interior y los de frontera.

6. Se desarrolla el proceso de ensamblaje de las matrices de rigidez y de los vectores de fuerzas

nodales.

7. Se resuelve la Ecuacion 4.76 de equilibrio global, donde w" es el vector de deflexiones

incognitas, K es la matriz de rigidez global y f es el vector de contribuciones externas.

8. Se calculan los esfuerzos en los puntos de colocacion por medio de las expresiones obtenidas

en las ecuaciones 2.15 y 2.16, utilizando las deflexiones obtenidas en la etapa anterior.

5.3.8 Post-proceso

Luego de terminada la ejecucion del programa de puntos finitos, se puede visualizar la
distribucion de esfuerzos en MATLAB® o regresar a GiD (CIMNE, 2011). Para ello se debe
abrir el fichero generado que contiene la extensidn archivo.res. Una vez abierto el archivo a

analizar, se debe seleccionar del menu “ver resultados- contorno rellenado” ¢ simplemente
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seleccionando el icono que se muestra en la Figura 5.10, en el cual se puede escoger la
distribucion de esfuerzos a visualizar. Finalmente, al presionar la distribucion de esfuerzos
aparece en pantalla un puntero. Al indicar con la flecha del mouse en un punto dado de la placa

se despliega la informacidn relativa a los esfuerzos que contiene a dicho nodo.

\\‘ Displacements ¥ |
% J Moment o M
Reactions oMy
\\‘ Rotation b My 1
| »

é;; Shear b |Moment|
5

Figura 5.10 Visualizacién de resultados en GiD (CIMNE, 2011)

5.4 Conclusiones

En este capitulo se han presentado las principales rutinas involucradas en la aplicacion del MPF a
problemas de flexién de placas delgadas. Por otra parte, se describi6 su organizacion y modo de

funcionamiento.

El software de preproceso GiD es una interfaz adecuada para la preparacion de los datos del
problema y discretizacion de grillas de nodos, que tiene como principal ventaja la generacién de
archivos de datos que pueden ser leidos facilmente en la rutina de puntos finitos implementada en
Matlab®. Dicha rutina permite elegir entre la formulacién propuesta y la tradicional para resolver

problemas de flexion de placas delgadas.

Las rutinas aqui descritas sirven de herramienta para estudiar el comportamiento del método

desarrollado frente a problemas de flexién de placas delgadas en el capitulo siguiente.
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CAPITULO 6 RESULTADOS
6.1 Introduccion

En el presente capitulo se analizan una serie de ejemplos con la finalidad de validar el
funcionamiento del programa descrito en el capitulo anterior. Para ello se comparan los esfuerzos
obtenidos mediante la formulacién del MPF propuesta en este trabajo para problemas de flexion
de placas, dichos resultados son comparados con los obtenidos de la solucion analitica, asi como
también con la formulacion tradicional del MPF. Ademas, se aplica la formulacion propuesta en

una placa con un orificio empotrada en uno de sus lados.

6.2 Ejemplo 1

La Figura 6.1 representa una placa cuadrada de lado Ly=Lx=5m, la cual se analiza con dos

bordes empotrados y dos simplemente apoyados. Los datos del problema son:

t=0im, p=03 E=2x10° (%) gq=—100a-sin™ K" y L L —5m,
m2 5 m2 X y
donde p es el coeficiente de poisson, E el modulo de elasticidad, t el espesor, g el valor de la

carga uniformemente repartida y Lx=Ly son las longitudes de la placa en ambas direcciones.

y A q = —100(1 - sin())
X z
-‘)I
_q.ﬂf..r..rf.f..r —_ -
i i
I I
i '
i i
5m
I I
] 1 Ly
i i
i I
] '
i i
] I
i I - x
L] L“ L]

Figura 6.1 Placa cuadrada empotrada en dos borde y simplemente apoyada en dos
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En la Figura 6.2, se presentan dos grillas de 250 y 953 puntos utilizadas en la modelacién

mediante el MPF. Es necesario recalcar que por cada nodo existe un grado de libertad.
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Figura 6.2 Grillas de 250 y 953 puntos

En las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 se muestran una comparacion del error porcentual con respecto a la
solucion analitica de las formulaciones de MPF analizadas en este trabajo para la convergencia
de deflexiones y esfuerzos de diferentes grados de libertad. Ademas, en la Figura 6.6 se presenta
la distribucion de esfuerzos 953 puntos.

Comparacion deflexién en el centro
5
4.5
4 .
3.5 -
g 3
5 2.5 - -
o M tradicional
w2 -
1.5 propuesta
1 -
0.5 —
0 - |
250 392 617 953
Grados de libertad

Figura 6.3 Comparacion deflexion en el centro
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Figura 6.4 Comparacion My méximo en el borde empotrado

Error (%)

2.50

0.00

Comparacion Mx en el centro de borde empotrado

) m tradicional
propuesta
250 392 617

953
Grados de libertad

Figura 6.5 Comparacion Mx en el borde empotrado
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Mx-kgf. mim My-kgf. mim
5 — 5 | —
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Figura 6.6 Distribucién de momentos flectores con 953 nodos

A continuacién, se presenta el tiempo computacional para los diferentes grados de libertad
mediante ambas formulaciones analizadas.

Comparacion tiempo computacional
25
20
D
z 15 L
O
o . .
g. 10 _ mtradicional
-& propuesta
5 I -
LN N
250 392 617 953
Grados de libertad

Figura 6.7 Tiempo computacional

De los resultados se observa que el error porcentual de la formulacion tradicional para la
convergencia de la deflexion en el centro disminuye en promedio en un 38,91 % al utilizar la
formulacién propuesta, mientras que el error porcentual de la formulacion tradicional para la

convergencia del momento flector en x e y en el borde empotrado disminuye en un 42,73% y un
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41,1 % respectivamente. El tiempo computacional para los grados de libertad analizados
aumentan en promedio en un 7,46%.
6.3 Ejemplo 2

La Figura 6.8 representa una placa cuadrada de lado Ly=Lx=5m, la cual se analiza con un borde

libre y los restantes simplemente apoyados. Los datos del problema son:

t=01m, pn=03, E:180000(kif2), q:-so%y Lx = Ly =5m,
cm m

donde p es el coeficiente de poisson, E el mdédulo de elasticidad, t el espesor, q el valor de la

carga uniformemente repartida y Lx=Ly son las longitudes de la placa en ambas direcciones.

-
-

- ..

C R LR

> X

borde libre

Figura 6.8 Placa cuadrada con un borde libre y tres simplemente apoyados

En la Figura 6.9, se presentan dos grillas de 248 y 617 puntos utilizadas en la modelacion
mediante el MPF.
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Figura 6.9 Grillas de 248 y 617 puntos

En las figuras 6.10, 6.11 y 6.12 se muestran una comparacion del error porcentual con respecto a
la solucidn analitica mediante ambas formulaciones analizadas del MPF para la convergencia de
deflexiones y esfuerzos de diferentes grados de libertad. Ademas, en la Figura 6.13 se presenta la

distribucion de esfuerzos para la discretizacion de 833 puntos.

Comparacién deflexion maxima borde libre

1.8

14 -
1.2 4

0.8 -

M tradicional

0.6 1 propuesta
0.4 -
A ERENE
0 .
248 476 617 833

Grados de libertad

Error(%)
[EEY

Figura 6.10 Convergencia de deflexion maxima en el punto central del borde libre
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Figura 6.11 Comparacioén Mx en el centro
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Figura 6.12 Comparacion Mx méximo en el punto central del borde libre
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Figura 6.13 Distribucion de momento flector en x para 833 puntos

N W = M

A continuacion, se presenta el tiempo computacional para los diferentes grados de libertad

mediante ambas formulaciones analizadas.

Comparacion tiempo computacional

16
14
~ 12 |
2
D 10 —
o
O 8 4 |
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= 4 B propuesta
TR B
O .
248 476 617 833
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Figura 6.14 Tiempo computacional

De los resultados se observa que el error porcentual de la formulacion tradicional para la
convergencia de la deflexién en el borde libre disminuye en promedio en un 58,24% al utilizar la
formulacién propuesta, mientras que el error porcentual de la formulacién tradicional para la

convergencia del momento flector en x en el borde libre y en el centro disminuye en un 55,3% y
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un 44,6 % respectivamente. El tiempo computacional para los grados de libertad analizados

aumentan en promedio en un 6,2%.

6.4 Ejemplo 3

Como tercer ejemplo se analiza una placa circular empotrada en todo su contorno, de radio R=3m
(Figura 6.15). Ademas, se analiza s6lo un cuarto de la placa debido a la simetria del problema.

Los datos del problema son los siguientes:

t=01m, p=03, E=180000(k;’f2), qz—sogy R =3m,
cm m

donde p es el coeficiente de poisson, E el mdodulo de elasticidad, t el espesor, q el valor de la

carga uniformemente repartida R es el radio de la placa.

Figura 6.15 Placa circular con bordes empotrados

En la Figura 6.16, se presentan dos grillas de 450 y 596 puntos utilizadas en la modelacion
mediante el MPF.
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Figura 6.16 Grillas de 450 y 596 puntos

En las figuras 6.17, 6.18 y 6.19 se muestran una comparacion de las formulaciones analizadas
para la convergencia de deflexiones y esfuerzos de diferentes grados de libertad. Ademas, en la
Figura 6.20 se presenta la distribucion de esfuerzos para la discretizacion de 1007 puntos.

Comparacion deflexion en el centro
1.8
1.6 -
1.4 -
1.2

0.8 - M tradicional
0.6 1 propuesta
0.4 - I
0.2 -
0 - H
260 450 596 750

1007

Error(%)
[EEY

Grados de libertad

Figura 6.17 Convergencia de deflexion al centro
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Comparacién Momento radial en el centro
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Figura 6.18 Comparacién momento radial en el centro placa circular

Comparacion de Momento en el empotramiento
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W 0.60 -
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0.00 - .
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Figura 6.19 Convergencia momento maximo en el empotramiento de placa circular
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Figura 6.20 Distribucion de momentos flectores para placa circular empotrada

A continuacion, se presenta el tiempo computacional para los diferentes grados de libertad

mediante ambas formulaciones analizadas.

Comparacién tiempo computacional
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I B propuesta
mm B ]
260 450 596 750

1007

w
o

N
u

N
o

=
o

Tiempo CPU (s)
(=Y
(0]

(52}

Grados de libertad

Figura 6.21 Tiempo computacional

De los resultados se observa que el error porcentual de la formulacion tradicional para la
convergencia de la deflexion en el centro disminuye en promedio en un 53,7 % al utilizar la
formulacién propuesta, mientras que el error porcentual de la formulacién tradicional para la

convergencia del momento radial en el centro y en el empotramiento disminuyen en un 52,4% vy
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un 47,9 % respectivamente. El tiempo computacional para los grados de libertad analizados
aumentan en promedio en un 8,1%.
6.5 Ejemplo 4

A continuacion, se presenta un ejemplo de aplicacién numérica de una placa con un orificio

empotrado en uno de sus lados (ver Figura 6.22). Los datos del problema son:

t=01m, p=015 E =230000 (kifz), q=-150 % ,
cm m

donde p es el coeficiente de poisson, E el médulo de elasticidad, t el espesor, q el valor de la

carga uniformemente repartida y a es la longitud de la placa en ambas direcciones.

Punto B

1.5m

1.5m

Figura 6.22 Placa con orificio empotrada en uno de sus lados

En la Figura 6.23, se presentan dos grillas de 372 y 927 puntos utilizadas en la modelacion
mediante el MPF.
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Figura 6.23 Grillas de 372 y 927 puntos

En las figuras 6.24 y 6.25 se muestran una comparacion de las formulaciones analizadas para la
convergencia de esfuerzos y deflexiones para diferentes grados de libertad. Ademas, en la Figura

6.26 se presenta la distribucion de esfuerzos para la discretizacion de 927 puntos.

Comparacion My en punto B
7.00

6.00

5.00 -

4.00 -

3.00 - M tradicional
2.00 - 2 propuesta
1'00 | T
0.00 -

372 503 614 927

Grados de libertad

Error (%)

Figura 6.24 Comparacion My en el punto B
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Comparacion deflexion en punto A
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Figura 6.25 Comparacion deflexion en el punto A

M-k ggf. miéfm Pl v~k ggf. mfm

5 )
.ﬂ,l 1000 4'

. = 1100
3 3
2 1500 A ) - qa
1' 1’

-100
O a 0
0 1 2 3 a 1 2 3

Figura 6.26 Distribucién de momentos flectores con 927 nodos

A continuacion, se presenta el tiempo computacional para los diferentes grados de libertad

mediante ambas formulaciones analizadas.
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Figura 6.27 Tiempo computacional

De los resultados se observa que el error porcentual de la formulacion tradicional para la
convergencia de la deflexion en el punto A disminuye en promedio en un 51,2 % al utilizar la
formulacion propuesta, mientras que el error porcentual de la formulacion tradicional para la
convergencia My en el punto B disminuye en un 41,38 %. El tiempo computacional para los

grados de libertad analizados aumentan en promedio en un 9,1%.

6.6 Conclusiones

A lo largo de este capitulo se analizaron diferentes problemas de flexion de placas delgadas, con
la finalidad de demostrar que las modificaciones realizadas en este trabajo al MPF permiten

obtener una solucion numérica de mejor calidad que de forma tradicional.

Los resultados muestran que los mayores errores se producen en el ejemplo de la placa en
voladizo con un orificio en uno de sus lados, lo cual se debe a que en dicho problema se imponen
ecuaciones diferenciales de tercer orden en los bordes libres, en cambio en los demas ejemplos se
imponen ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden. Dichas ecuaciones diferenciales

son en funcidn de las deflexiones, por lo que si se presentan errores en las deflexiones, estos se
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incrementan en las ecuaciones de mayor orden (bordes libres). Ademas, dicha placa posee
geometria mas compleja, en la cual se deben imponer ecuaciones en ocho bordes diferentes, lo
cual conlleva mayor error con respecto a la solucion analitica, asi como también mayor tiempo

computacional.

Los resultados obtenidos fueron lo suficientemente satisfactorios como para validar el codigo
implementado, puesto que se logrd converger a la solucion analitica en todos los ejemplos

analizados.

Para los casos de estudio se observa que el error porcentual de la formulacion tradicional con
respecto a la solucién analitica de la deflexion disminuye en promedio en un 50,6 % al utilizar la
formulaciéon propuesta, mientras que el error porcentual de la formulacion tradicional con
respecto a la solucién analitica de los esfuerzos disminuyen en promedio en un 46,5%. Por otro
lado, los tiempos computacionales de los casos de estudios aumentaron en promedio en un 7,7%
con la formulacién. EI aumento del tiempo computacional con la formulacion propuesta es
bastante menor en comparacion con el aumento de la exactitud numérica, por lo que se logra una

mejora numérica con la formulacion desarrollada.
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CAPITULO 7 CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Los resultados muestran que el uso de una base polinomial incompleta de quinto orden y de una
funcién de peso spline cuartica en la formulacién del MPF permite mejorar la calidad de la
respuesta numeérica en problemas de flexién de placas delgadas con respecto a la formulacién
tradicional, por lo que se valida la hipotesis planteada.

Se desarrolla e implementa numéricamente un método sin malla basado en el método de los
puntos finitos (MPF) para la resolucion de problemas de flexién de placas delgadas, utilizando
tanto la metodologia tradicional del MPF como la implementada en éste trabajo.

La relevancia del presente trabajo radica en que se demuestra la conveniencia utilizar una funcion
de peso del tipo spline envés de una de Gauss, puesto que no se requiere de la calibracion de sus
pardmetros para cada tipo de problema, ya que sus constantes son obtenidas de forma tedrica. Lo
anterior, junto con la utilizacion de una base polinomial incompleta de quinto orden conllevan
mejoras en la respuesta numérica a nivel de esfuerzos y deflexiones. Dado que se simplifican los
pardmetros a calcular en la funcién de ponderacion es posible ajustar el soporte de la funcion de

peso a un tamafio de 1.2 veces el tamafio de la nube, lo cual se demuestra numéricamente.

Para la obtencién de las deflexiones y esfuerzos se utilizé la teoria clasica de Kirchhoff y Love.
Dicha teoria considera que el giro que sufre una seccién recta perpendicular al plano medio de la
placa es igual a la pendiente de dicho plano, por lo que los giros se pueden aproximar por las
derivadas de la deflexion. Lo anterior, permite considerar la deflexion como Unica incognita de
desplazamiento. Ademas, los supuestos planteados permiten simplificar el problema a dos

dimensiones, puesto que se trata de un problema de tension plana.

Distintos problemas de flexion de placas delgadas se analizaron mediante la comparacion de la
solucion numérica con respecto a las soluciones analiticas, utilizando la formulacion tradicional
del MPF (aproximacion de cuarto orden completa y funcion de peso exponencial de Gauss) Yy la

propuesta en éste trabajo.
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Para ello se realizé un analisis de convergencia de las deflexiones y esfuerzos obtenidos mediante
ambas formulaciones analizadas con respecto a la solucion teérica. De los resultados se concluyd
que la utilizacion de una base polinomial incompleta de quinto orden y de una funcion de peso
spline cuartica en el MPF presentan mejores resultados numéricos para problemas de flexion de
placas que una formulacion basada en una funcién de peso exponencial de Gauss y una base

polinomial completa de cuarto orden.

Lo anterior, se debe a que la base incompleta de quinta orden propuesta permite mantener la
forma polindémica de las derivadas cuartas de las funciones de forma. Por otro lado, la funcion de
peso spline cuértica se ajusta de mejor manera al problema de flexion de placas que una funcién
de peso exponencial, puesto que dicho problema esta gobernado por una ecuacion diferencial de

cuarto orden.

Los peores resultados fueron obtenidos en la placa con un orificio empotrada en uno de sus lados,
lo cual se debe a que en dicho problema posee seis bordes libres en los que se deben imponer
ecuaciones diferenciales que son funcion de las deflexiones al cubo, en cambio en los bordes
empotrados o simplemente apoyados se imponen ecuaciones diferenciales de primer y segundo
orden, respectivamente. De lo anterior, se deduce que si se presentan errores en las deflexiones,
estos se incrementan en mayor medida en los bordes libres que en los empotrados y simplemente

apoyados.

Se observo que el MPF requiere de un reducido nimero de puntos para obtener una exactitud
razonable de la respuesta, puesto que para mas de 300 grados de libertad se obtuvo un error

inferior al 5 % para los casos de estudios.

Se observé que en una placa circular uniformemente cargada existe simetria polar; en cambio, en

una placa cuadrada la simetria es con respecto a ambos ejes.

El MPF se presenta como un método numérico que destaca por su sencillez en la etapa de
preproceso de la modelacion, puesto que es capaz de obtener aproximaciones sin ser necesaria la

construccion de una malla, ni realizar integracion alguna. Los buenos resultados obtenidos,
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incluso con densidades bajas de puntos lo transforman en un método eficiente para la solucion de
problemas de flexion de placas delgadas.

El desarrollo de futuras investigaciones estara orientado a estudiar la formulacion propuesta en
problemas de mayor complejidad tales como pandeo de placas y flexion de placas de grandes

desplazamientos.
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ANEXO 4.1: INVERTIBILIDAD DE MATRIZ A

La matriz de momento o A esta dada por la siguiente expresion:
AX)=P"T -W(x)-P (A4.1)

La matriz A es invertible si y solo si su determinante es distinto de cero, puesto que la inversa de
una matriz satisface la siguiente igualdad:

Alo i-adj (A), (A4.2)

donde \A\ es el determinante de A y adj(A) es la matriz de adjuntos de A.

De acuerdo a las propiedades de los determinantes se obtiene lo siguiente:
PT.W-P=(PT-W)-P=|(PT-W)-]P|= PT|- WP (A.4.3)

La matriz de la funcién de peso es diagonal, por lo que su determinante se obtiene como la
multiplicacién de los elementos de la diagonal. Ademas, ninglin nodo se ubica en la frontera del
soporte de la funcion de peso, por lo que estos se les asignan ponderaciones diferentes de cero.
De lo anterior, se deduce que el determinante de la matriz W (funcién de peso) es diferente de

cero.

Por otro lado, la matriz P correspondiente a la base polinomial de quinto orden propuesta en este

trabajo esta dada por:
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Ly v X12 v 3’12 Xf X12y1 X13’12 yf Xf Xfyl X12y12 X1y13 y14 x14y1 lef

Lx vy, Xg X% yg Xg ngz Xzyg yg Xg ngz Xzzyg X2y23 yz4 x24y2 Xzyg
Lxy Y Xg X33 yg Xg ngs X3y§ yg Xg ngs styg Xsys3 y34 X34y3 Xsyg

X Xi XYy yzzl Xi xiy4 X4yz21 yi Xj xiy4 X42yz21 ’(43’43 y44 X44y4 X4yj
LX ¥ Xé X5¥s Vé Xg x§y5 x5y§ yg Xg ngs x52y§ x5y53 y54 X54V5 x5yg
RN Xé X6¥s szs Xg ngs X6y§ yg Xg nge Xezyé X6y63 y64 X64y6 Xsyg

Ly v X$ Y7 y§ Xg X§y7 X7y§ y? X;l X§y7 X72y§ X7y73 y74 X74y7 X7y§
LXg % Xg Xg¥s yé Xg ngs Xsyé yg Xg ngs styg X8y83 3’84 X84y8 Xsyg

oo | X Y XS Xo¥y Vé XS nge ngg yg Xg ngg ngyé ngg3 y94 X94V9 ngg

L X Yy X120 X10¥10 y120 Xfo X120y10 X10y120 yfo X Xfoylo X102y120 X10y103 3’104 X104y10 X yfo
L Xy Yy Xfl X% y121 Xfl X121V11 X11y121 yfl Xfl Xflyu Xllzyfl X11y113 y114 X1143’11 Xllyfl
Lxy Yy X122 Y1 y122 sz X122y12 X12y122 yf2 X szyu X122y122 "123’123 y124 X124V12 X yfz
L Xy Yy X123 X13¥13 y123 st Xf?:y13 X13y123 yfs iy styls X132y123 X13y133 y134 X134y13 XlSyf3
L Xy Yy X124 X14¥1y y124 Xf4 X1243’14 X143’124 yf4 X xf4y14 x142y124 X143/143 3’144 X144y14 X yle
L X5 Vs X125 X15¥15 y125 Xf&s X125y15 X153’125 yfs X5 Xf5y15 X152y125 X15y153 y154 X1543’15 X5 yfs
L X Wi X126 *16Y16 y125 Xfe X126y16 X16y126 er X6 Xfeyls X162y126 X16y163 3’164 X164y16 X16 ny
Lxg Wy Xf7 XY y127 Xf7 X127y17 X17y127 yf7 Xf7 xf7y17 X172y127 X17y173 3’174 X1743’17 Xy yf7

(A.4.4)

El determinante de la matriz P se obtiene mediante el método del pivote. Para ello se utiliza una
propiedad que permite sumar a los elementos de una columna del determinante con los
correspondientes de otras paralelas multiplicados por un nimero o elemento, sin variar el valor

del determinante.

Basandose en esta propiedad, se realiza la siguiente operacién elemental sobre cada columna

Ci :Ci —(b-Cl), donde b es el primer elemento de la columna Ci . Esta operacion no afecta al

determinante, por lo que se obtiene lo siguiente:
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1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 44 LA 44
L% Yoo XX Yy =Xy Yo=Y oo Yoo KoY XY XYy Xoh
2 2 . 44 L4 44
Lxg=X Y3=¥ X=X X3¥3 =X Y=Yy o Y37Yp o Xg¥amKYp o Xg¥a Kol
. 2 2 44 LA 44
LXg=X Yy X Ky =% Yo=Y oo YooYy XY X XY Roh
2 2 2 2 I L4 44
L= Y5¥ %X Xe¥e =Xy Y5y oo =¥ XYY Xe¥sXpY
2 2 2 2 44 4 A 44
LXe=%  Ye=% %X KV =%y Y=Yy oo Yoo¥r  XeVeX  XgVgXo¥)
. 22 44 LA 44
Lx=X VY %X Y7 =% Y=Y oo VoV KV XY XY XoY)
. 2 2 44 L4 44
L= Yg¥ %X Kg¥g = XY Yg=¥p oo VoY Kg Ve XY Xg¥gXy)
) 2 2 2 2 44 44 44
Pl= 1 X=X Yg=¥ XX Xg¥g = Xp¥y Yo=Yy o Y9=h1 Xg Yo =X¥y  Xg¥g~Xo¥y)
2 2 72 44 1 4 I
L X=X Yo% X=X oY =* Yo=Y oo Yo% Ko Vo ¥ Xigdag Xh)
2 2 72 44 L4 T
VX=X Y=Y XX Kyp=*% Y% o VoY VX X))
2 2 72 44 44 44
VX=X Y X% X¥pp =% Y= = o V=¥ X VXY XY XoY)
. 72 44 L4 44
LoXg=% Vg% X=X KXy YgtYpo o V3=V XYY Xz X))
2 2 7 2 44 L4 44
LoXy=% Y X% Kb =% Y=Y o ViooY, X VN X Xo)
22 : I I L4 Lo
LoXg=% Yig=¥p XX Xgg X Yty oo V=Y X XY X X))
2 2 2 2 44 LA b4
LoXgg=% Vg XX XXy YtVp o VigoYr X Vg X Xag¥sXW)
2 2 o 44 LA 44
LoXg=% Y=Y X=X Vg Xy Yy Yo XX XY X))

(A.4.5)

Calculando el determinante, se elimina la primera fila de ceros y la primera columna de unos,

reduciendo a un determinante de orden menor (matriz 16x16):
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2 2 2 2 44 44 44
=X Yo Xk XY= Ky YooY e YooV XYk XYy XY
2 2 ) 4 4 44 44
X=X Y3=¥p  XgmXp o KKy Yamyp oo 3791 K¥amXYp o XY =KoY
2 2 2 2 44 L4 44
Kpg=X Yo=Y X=X XY= XYy VYo e Yo=Y K Ya XY XY XN
2 2 ) 44 LA 44
X=X Yo=Y Xo=X XYoo XY o Yoy oo Yo=¥1  Xs¥sXYp X¥s KoY
2 2 2 2 44 44 44
Ke=X Yo=Y X=X Xe¥e= Xy Ygm¥p oo Voo X Ve X XeYgXoW)
/) 2 2 44 L4 44
=% Vi~ ¥e Ko Xp o XXy Yy o Y770 XX X))
2 2 2 2 4 4 " 44
X=X Yo=Y X=X KV =Xy Yg=¥p o Yo=Y Xg Ve XY XgVg X))
/) /) 44 44 44
p|- Xg=X Yo=Y1 X=X KoY =Xy Yo=Yy oo You¥i XV XYy Xg¥gXp¥p)
2 2 ) 44 4 4 4o
7% Yo XX KoY %Yy YV o Yo X Yo 5 Kaoio XN
22 22 44 L4 44
K% Y% X K =X Yy o o Yu Y XY X Kb tiaN
/) 2 2 44 LA 44
=% YN XX Kbp=%X% Yph oo Yo=Y X KoY XN
2 2 /) 44 4 A 44
Kg=% Y3=¥1 XpmX KV RYp o Ygthp oo Y37 KV XY Xz RN
/) 2 2 44 LA 4o
X=X Y% *uX K= Y o oo Y=Y XX XY XN
/) - 9 44 44 44
X5=% Yis=¥1 X=X Xg¥s XYy YgYpooe Y57 % K5 17X Xg¥is XN
2 0 ) 44 L4 Lo
Ko=% VeV KigmX XgViemXY V¥ oo Ve KigYig X XeYie XN
2 2 /) 44 L4 4
X=X Y=V X=X Kg¥poXY YV ooe YoV XY XY XY Eoh
(A.4.6)

Por otro lado, si los elementos de una columna se le suman o restan los correspondientes a otra
columna paralela multiplicados por un nimero el determinante no varia, dicha propiedad se

presenta a continuacion:

a a

ajptady, a1 A3 @gp 45 43 12 %2 93

Ay T0By, 8y Az =@y Apy Ang— Ay Ay, 8y =Bj-0-0=|B (A.4.T)

d3)t0d3, d3y d33 @33 d3y dz3 @z dz dg;
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Aplicando esta propiedad al determinante de P se obtiene:

Pl=

Luego, se repite el procedimiento continuamente hasta obtener la siguiente matriz de 2x2.

pI-

4

X16Y16
4

X17Y17

) X2
Y3 X3
Y4 Xi
Y5 Xg
Yo Xé
Y7 X

Yg X3
Yg Xg

Y10 be
Y Xfl
Y12 sz
Y13 st
Y14 Xf4
Yis XfS
Y16 Xf%
Y17 Xf?

4
X16Y16| 4
=X
4 16
X17Y17

2
XY, Y
2
X3¥3 Y3
2
XYg Yy
2
Xs¥s  Yg
2
Xe¥6 Ve
2
¥ Y
2
Xg¥g Vg
2
Xo¥g Yo

2
X10¥10 Y10
2
X1¥n  Yu
2
XY Yo
2
X13¥13 Y13
2
Xia¥ue Y
2
Xi5¥15 Y15
2
X16Y16 Y16

2
XiYir Yz

4 4 4
Y16 " X17¥17 —*16Y16 " *17Y17

Simplificando términos se llega a:

X24y2
x34y3

X44y4
X543’5
X64y6
x74y7
X84y8
x94y9
X1o4y10
X114y11
X124y12
X134y13
X144y14
X154y15
X164y16

4
X17 Y17

Xzyg
x3y§
x4yj
x5yg
Xsyg
x7y§
Xsyg
ngg
Xloyfb
Xllyfl
X12yf2
Xlsyfé
x14yf4
x15yf5
XlefG

4
X17Y17

(A 4.8)

(A.4.9)
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P|= X35 — Y36 # 0 (A.4.10)

Como solo existe un nodo estrella ningtn nodo puede tener una distancia nula al nodo central en

la direccidn x e y simultaneamente, por lo que el determinante P es diferente de cero.

Por otro lado, el determinante de la matriz P' es diferente de cero, puesto que se utiliza la
siguiente propiedad del determinante.

Pl=[P| (A4.11)
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ANEXO 4.2: INFLUENCIA DEL PARAMETRO ALFA EN SOPORTES

Influencia del pardmetro alfa
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Figura A.4.2. 1 Parametro alfa ejemplo 1

Influencia del pardmetro alfa
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Figura A.4.2.2 Parametro alfa ejemplo 2



Anexo 4.2

Influencia del parametro alfa
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Figura A.4.2.3 Parametro alfa ejemplo 3

Influencia del pardmetro alfa
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Figura A.4.2.4 Parametro alfa ejemplo 4



