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Resumen

A lo largo de esta tesis construiremos un lagrangeano Chern-Simons en cuatro
dimensiones para el dlgebra de Maxwell.
Analizamos las teorias de gauge de Yang-Mills y las formas de Chern-Simons. Esta
ultima nos permite describir teorias gravitacionales cuasi-invariante de gauge, sin
embargo solo pueden ser construidas en dimensiones impares. También construi-
remos las formas de transgresion y veremos su uso como lagrangeanos.
Savvidy generaliza las teorias de gauge de Yang-Mills introduciendo campos ten-
soriales y curvaturas de rangos mas altos. En este contexto es posible construir
(2n 4 3)—formas las cuales son analogos a las formas Chern-Pontryagin las cuales
pueden ser escritas como la derivada exterior de una (2n+2)—forma andlogo a una
forma de Chern-Simons. Esta (2n + 2)—forma depende de la 1-forma campo de
gauge y de la 2-forma campo de gauge presentada en la teoria de gauge extendida.
Generalizamos este resultado utilizando el teorema de Chern-Weil generalizado,
lo que nos permite construir formas de transgresién en (2n + 2)— dimensiones.
Utilizando las dlgebras diferenciales libres podemos construir p-formas como mul-
tiplicacién de 1-formas campos de gauge. Construimos la 2-forma campo de gauge
como combinacién de campos de gauge del dlgebra de Maxwell y obtenemos la

4-forma de Chern-Simons, la cudl contiene el lagrangeano de Einstein-Hilbert.

VII






Capitulo 1

Introduccion

El modelo mas aceptado para describir la interaccion gravitacional es la teoria
de la Relatividad General (RG). La teoria RG resulta estar en excelente acuerdo
con las observaciones y desde su formulacion predijo fenémenos que aun no eran
conocidos por la gente de la época conduciendo una revolucién en la fisica.

A pesar de que la teoria RG describe apropiadamente mucha de la fenomenologia
gravitacional, no ha podido ser cuantizada. Una de las razones del porqué esta
teoria se resistiria a ser cuantizada es debido a que hasta ahora no ha podido
ser formulada como teoria de gauge. La dificultad radica en que en Relatividad
General la métrica es un campo dindmico mientras que en las usuales teorias de
Yang-Mills la métrica involucrada es la métrica de Minkowski. Una forma de poder
construir una teoria de gravedad como teoria de gauge es construyendo acciones
basadas en formas de Chern-Simons.

Las acciones para gravedad Chern-Simons son acciones para una teoria cuasi-
invariante de gauge (es invariante modulo termino de borde) bajo uno de los gru-
pos espacio temporales (Poincaré, grupos de (A)dS). En las formas Chern-Simons
se consideran como campos fundamental la 1-forma conexién A y la 2-forma cur-
vatura F' = dA + A% Las formas Chern-Simons existen solo en dimensiones im-
pares ya que estan definidos como dCy,—1 = (F"), donde (F™) es un invariante
topoldgico. La gravedad Chern-Simons en 2+1 dimensiones para el grupo AdS es
equivalente on-shell (imponiendo las ecuaciones de movimiento) a la Relatividad

General en tres dimensiones con constante cosmoldgica. Sin embargo al llevar a
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cabo una generalizacién a dimensiones mas altas no se obtiene Relatividad Gene-
ral en dimensiones mayores, sino que una teoria gravitacional altamente no lineal
en la curvatura. Otra forma de construir acciones invariantes de gauge para la
interaccion gravitacional es construir acciones basadas en las formas de transgre-
sién [11].

El problema mas complicado con intentar construir acciones para teorias gravita-
cionales basadas en formas Chern-Simons o formas de Transgresién es que ellas
son validas solo en dimensiones impares.

En Ref. [15] Savvidy generalizo las teorfas de Yang-Mills e introdujo los campos de
gauge extendidos Ay, ., los cuales son simétricos en los indices A y sin simetria
a priori entre A y u. Este campo extendido contiene al campo de Yang-Mills usual
A, y agrega nuevos campos cuando se considera s # 0.

Por otro lado en Ref. [18] fue encontrada en el contexto de los llamados campos
de gauge extendidos, una densidad topolégica en cinco dimensiones, invariante de
gauge y localmente exacta. Esta densidad permite encontrar una forma de “Chern-
Simons” en cuatro dimensiones. Antoniadis y Savvidy en Ref. [1] generalizaron la
densidad topologica cinco dimensional a mayores dimensiones y encontraron una
densidad topolégica en dimensiones impares dada por doy, o = tr(F"H), donde
F es la 2—forma curvatura usual y H = F,,, \dxtdx’da? es una 3-forma. F, uv ) €S
en principio un tensor antisimetrico en sus indices pr y sin simetria a priori con
A. La 2n 4 2—forma es una forma de “Chern-Simons” en dimensiones pares.

En el contexto de supergravedad (SUGRA) estdndar en once dimensiones, cono-
cida como supergravedad CJS [3], se tiene que para que los grados de libertad
bosoénicos y fermidnicos sean iguales es necesario introducir una 3—forma boséni-
ca A = A, adatdz’dz?. En esta SUGRA no es posible encontrar un algebra de
Lie donde e®, w® 1) y A sean interpretados como campos de gauge. Sin embargo
estos campos definen un algebra conocida como un algebra diferencial libre. En
ref. [3,12] fue encontrado que escribiendo la 3-forma A como una combinacién de

las 1-forma de gauge del algebra de D’Auria-Fre, es posible construir una super-
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gravedad once dimensional bajo el algebra de D’Auria-Fre.

En esta tesis es construida una accién 4-dimensional para la interaccion gravita-
cional basada en una forma Chern-Simons invariante bajo el dlgebra de Maxwell.
Esto es logrado utilizando la 4-forma analoga a una forma de Chern-Simons obte-
nida por Savvidy y Antoniadis en las refs |1, 18] y de un procedimiento desarrollado

por D’Auria en Ref. [3] y aplicada en [5, 12].



Capitulo 2

Teorias de Gauge y Gravitacion

Las teorias de gauge parecen ser el modelo adecuado para describir tres de las
cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza. La teoria electromagnética
es una teoria de gauge para el grupo U(1) donde el campo de gauge corresponde al
cuadripotencial (potencial electromagnético) A,,. La generalizacion de esta teorfa
abeliana al caso de simetrias no abelianas permitié la construir de las llamadas
teorias de gauge de Yang-Mills donde el campo de gauge es dado por el potencial
de Yang-Mills A, el cual es evaluado en alguna algebra de Lie arbitraria. El desa-
rrollo de las teorias de gauge no abelianas condujo a la construccién de una teoria,
conocida como teoria gran unificada, que en principio unifica tres de las cuatro
fuerzas fundamentales. Sin embargo la mas antigua interaccion fundamental, la
interaccién gravitacional, se ha resistido a ser parte de una teoria que unifique las
cuatro fuerzas fundamentales hasta ahora conocidas. La razon es que las teorias
de Yang-Mills son basadas en un espacio-tiempo background descrito por una
métrica constante, es decir sin dindmica, mientras que en la teoria que describe
la interaccién gravitacional, a saber Relatividad General la cual describe la inter-
accién gravitacional como un campo que se identifica con un espacio tiempo que
tiene dinamica, la cual es descrita por las ecuaciones de campo de Einstein.
Durante las ultimas décadas han sido construidas acciones invariantes de gauge
(modulo términos de borde) o en forma de Transgresion, las cuales son validas

solo en dimensiones impares.
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2.1. Teoria de Gauge de Yang-Mills

Consideremos la accién S para un campo escalar ¢, la cual nos entrega las
ecuaciones de movimiento. Si S es invariante bajo transformaciones del tipo ¢ —
@ = e ¢, con \ una constante, entonces diremos que S es globalmente invarian-
te y que el conjunto de transformaciones es una simetria global del sistema. Sin
embargo puesto que el campo ¢ esta definido en cada punto del espacio-tiempo,
entonces se tiene que la transformacion es la misma para cada punto del espacio,
lo cual entra en conflicto con la teoria especial de la relatividad y con el prin-
cipio de la causalidad de la simetria de gauge. Esto condujo a postular que las
transformaciones que dejen invariante la accién S sean del tipo ¢ — ¢/ = e *#) g,
donde ahora \ ahora esta definido en cada punto del espacio-tiempo. Este grupo
de transformaciones son conocidos como simetrias locales.

Estas transformaciones obliga a definir una nueva derivada para los términos
cinéticos de la teoria, los que seran ahora invariante bajo transformaciones lo-

cales. La nueva derivada, llamada derivada covariante es definida como
D=d+ A, (2.1)

donde A = A, dx" es una 1-forma. Esto tiene como consecuencia que la derivada
covariante del campo transforme de la misma forma que los campos (¢ — ¢’ =
UM ¢ = exp(—=A*(x)T,)¢p), es decir transforme como D¢ — (D) = U(N) D¢ =
e @) D¢, siempre que la 1-forma campo de gauge transforme como una conexion,

es decir transforme como
A— A =UAU+UdU™), (2.2)

donde U(A) = exp(—A*(z)T,), T, son los generadores del dlgebra de Lie y A* son

llamados parametros de gauge.
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A partir de la derivada covariante D es posible construir la 2-forma curvatura F,
DD¢ = (dA+ A%)¢ = Fo,

dada por
F =dA+ A* = F,,datdx”, (2.3)

la cual transforma como

F—F =UFU" (2.4)

Bajo una transformacién infinitesimal U = 1 + A el potencial de gauge y la cur-

vatura transforman como,

SA =d\+[A, N (2.5)
SF = [F,\]. (2.6)

El lagrangeano de Yang-Mills [21] es dado por,
Ly = (FxF), (2.7)

donde (---) es alguna forma multilineal invariante del algebra, conocida también
llamada traza simetrizada y donde * denota el dual de Hodge. Este lagrangeano
para el caso de grupo de simetria abeliana U(1) en cuatro dimensiones nos conduce
al lagrangeano de Maxwell L), = —%LF w ™, el cudl conduce a las ecuaciones de

Maxwell en el vacio.
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2.2. Teoria de la Relatividad General

La accion que conduce a las ecuaciones de campo de Einstein en 3+1 dimen-

siones es dada por la llamada acciéon de Einstein-Hilbert,

SEH:/ eabcdR“beced:/ d*zv/—gR, (2.8)
My My

donde R™ es la 2-forma curvatura de Riemann, e es el vielbein, g es el determi-
nante de la métrica y R es el escalar de Ricci.
Realizando la variacion de la accién escrita en formas diferenciales con respecto

% se obtienen las siguientes ecuaciones de

al vielbein e* y la conexion de spin w
campo,

5eSEH = eabcdRabec = O, 5wSEH = Eabch‘Ced = O, (29)

la primera ecuacién es la ecuaciéon de Einstein G, = 0 escrito en formas dife-
renciales la que se cumple siempre ya que estamos considerando la teoria sin un
lagrangeano de materia, mientras que la segunda ecuacion implica la nulidad de
la torsion.

La accién de Einstein-Hilbert es invariante bajo transformaciones generales de
coordenadas

ot — ot =t 4 (2.10)

Puesto que las transformaciones generales de coordenadas pueden ser identificadas
con traslaciones locales de Poincaré cuando la torsion es nula, podemos postular
que el grupo de simetria para Relatividad General es el grupo de Poincaré, (el
cuél contiene como subgrupo al grupo de Lorentz y al grupo de las traslaciones)

cuyos generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién

[Pm Pb] = 07
[Jaba Pc] = nbcpa - nacpln (211)

[Jab7 ch] - nchad + nadjbc - nachd - nbdjac-



CAPITULO 2. TEORIAS DE GAUGE Y GRAVITACION 9

Donde P, son los generadores de las traslaciones y .J,, son los generadores del
algebra de Lorentz. Esto significa que la 1-forma conexién evaluada en el algebra
de Poincaré es dada por

1
A =¢eP, + Ew“bJab. (2.12)

Puesto que

1
SA=D\=D ()\“Pa + §>\“”Jab) : (2.13)

se encuentra bajo traslaciones locales de Poincaré los campos vielbein y conexién

de spin transforman como
Supe® = DX, Spw™ = 0, (2.14)
mientras que bajo rotaciones locales de Lorentz,
6re” = X%l 6w = DA, (2.15)

Es directo probar que la accién de Einstein-Hilbert es invariante bajo rotaciones

de Lorentz. Sin embargo bajo traslaciones locales de Poincaré, transforma como

5thSEH = 2/ EabcdRachAd — / d(EabcdRabec)\d). (216)
My OMy

Esto significa que la accién de Einstein-Hilbert es (cuasi-)invariante sélo y sélo si

se impone la condicién de nulidad de la torsion.

2.3. Teorias de Chern-Simons

Las formas de Chern Simons pueden ser obtenidas a partir de invariantes

topoldgicos de la forma,

Pango = (F*), (2.17)
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el cudl es una 2n + 2—forma que satisface dPs, 12 = 0. De acuerdo con el lema de
Poincaré, podemos escribir Pa, 19 = dCs,.1 donde Cy, 1 es la llamada forma de
Chern-Simons. Es posible desmostar que la forma de Chern-Simons satisface la
condicion dgqygeCont1 = d€2, lo cudl nos garantiza que si consideramos a la forma
Chern-Simons Cb,, ;1 como un lagrangeano sobre una variedad 2n+ 1 dimensiones,

entonces la correspondiente accién S(A) es invariante de gauge,

5S(A) = /M SCons1 = /M 4. (2.18)
2n+1 2n

Las formas de Chern-Simons son “libres de background” e invariantes bajo trans-
formaciones generales de coordenada [11,22].
A partir de (2.17) es posible probar que la (2n + 1)—forma de Chern-Simons es
dada por, :

Cons1 = (n + 1) /0 dt(AF?), (2.19)

donde F, = tdA + t>A?. Si n = 1 se encuentra que (2.17) toma la forma
2,3
Py=d{ AdA+ §A (2.20)
y (2.19) viene dada por
2,3
S = AdA+ -A° ). (2.21)
My 3

Los lagrangeanos construidos a partir de formas Chern-Simons permiten construir
una teoria de gauge para la gravedad aunque esto es posible sélo en dimensiones
impares.

Lo mas cercano a una accion Chern-Simons para la gravedad en dimensiones
pares son las llamadas teorfas tipo Born-Infeld [22] la cual es obtenida eligiendo

de manera apropiada los coeficientes del lagrangeano de Lanczos.Lovelock [20].
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2.3.1. Accion Chern-Simons para el algebra AdS

Para describir gravedad Chern-Simons consideraremos el grupo (A)dS'. En

d-dimensiones, el algebra AdS es dada por

[Pm Pb] = Jaba
[Jab; Pc] - 77(7(:-Pb - nacpaa

[Jaln ch] = 7/]cbt]ad - 77cand + 7/Ideca - ndaJcb-
La 1-forma conexién de gauge evaluada en el algebra AdS toma la forma,

1 1
A= 7€apa -+ §w“bJab, (222)

donde e es interpretado como el vielbein y w® como la conexién de spin de la

variedad base. La 2-forma curvatura asociada es,

1 a 1 a 1 a
F = 7T Pa g 5 (R b =i l—2€ 6b> Jaba (223)
donde
R™ = dw® + w‘éwd’, (2.24)
T = de + wie", (2.25)

definen la curvatura de Riemann y la torsion respectivamente.
Un tensor invariante simétrico de rango n + 1 para el algebra AdS es dado por el
tensor de Levi-Civita

27’L

<‘]a1a2 tee Jazn—1a2nPa2n+1> = n—_i_lea1~~a2n+1' (2'26>

Kl caso de Poincaré puede ser obtenido por medio de una contraccién de Inonii-Wigner
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Por lo tanto, al considerar el dlgebra AdS y el tensor invariante de Levi-Civita en

la forma general de una accién Chern-Simons (2.19), se obtiene

L™ = heoreane kz_o 12<n—1k>+1 2(n —1k) +1 (Z) R BRI e,
(2.27)

expresion que coincide con el lagrangeano propuesto originalmente por Chamsed-

dine [0, 7]

En el limite [ — oo se obtiene el lagrangeano para gravedad Chern-Simons inva-

riante bajo el grupo de Poincaré,

L = keq, _ap,. R - - - 0201020 g02n41, (2.28)

2.4. 'Transgresiones

Un importante hecho que debemos destacar es el hecho que las formas Chern-
Simons estan definidos solo localmente. Para verificar esta afirmacion considere-

mos el llamado teorema de Chern-Weil:
Teorema 1 (Chern-Weil) Sea (F"™) un polinomio invariante. Entonces

1. (F"*Y es una forma cerrada, es decir d{(F"™) = 0.

2. 51t Ay y Ay son dos 1-forma conexiones de gauge de un fibrado basado en
una variedad M (2n+1)—dimensional, y si Fy y Fy son las correspondientes
2-formas curvaturas, entonces la diferencia (FI™) — (Foth) es una forma

exacta’.
Es decir

(FrHly — (Foth) = 7D (A Ay), (2.29)

donde
1
T (A, Ay) = (n+ 1) / it (OF) (2.30)
0

2La demostracién a este teorema puede ser encontrada en [11]
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es la llamada forma de transgresion y donde hemos definido,
@ = A]_ — AO, At = AU + t@, Ft = dAt + AtAt' (231)

Es directo probar [11] que la forma de transgresién puede ser expresado en térmi-

nos de formas de Chern-Simons para A; y Ay,
Tont1(A1, Ag) = Caong1(Aq) — Cons1(Ag) + dB, (2.32)

donde A; y Ay estdn valuados sobre la misma algebra de Lie.

2.4.1. Lagrangeanos a partir de formas de Transgresion

1. Los llamados lagrangeanos de Chern-Simons son formas de Chern-Simons

del polinomio invariante
(F™1) = dC*™ (A, F) (2.33)
y son definidos como

1
LZS = kC*" (A F) = k(n + 1) / (AFT)
0

=k(n+1) /1 dt(A(tdA + > A*)").

En la practica, formas de Chern-Simons son usadas como lagrangeanos basi-

camente debido a que

a) Formas de Chern-Simons conducen a teorias de gauge con una estruc-
tura de fibrado cuyo tinico campo dinamico es una 1-forma conexién

de gauge A.

b) Formas de Chern-Simons cambian, bajo una transformacién de gauge,

en una derivada total, es decir son invariante salvo un termino de borde.
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2. Bajo una transformaciéon de gauge de la forma,

A — A =U'AU - UL,
Ay — Ay =U"'AU - U taU.

14

El polinomio (F"*!) no cambia bajo transformaciones de gauge debido a que

es un invariante topolégico conocido como forma de Chern-Pontrjagin. Esto

significa que el lado derecho de la ecuacion para las formas de transgresion

AT (A, Ay) = (FYH) — (R

(2.34)

no cambian. Asi tenemos que bajo una transformacion de gauge se tiene,

S(AT?" (AL, Ap)) = §(FT™) — §(Fpt)y =0

de donde
d[57’2”+1(A1, Ay)] =0.

3. Haciendo Ay =0y A; = A en el teorema de Chern-Weyl se tiene,
dc2n+1 — <Fn+1>

de donde
§(dC*(A)) = §(F™!) = 0.

Asi tenemos que el teorema de Chern-Weil establece que,
d[oC* 1 (A)] =0,

lo cual significa que,

5P (A) = do,

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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para algin 2 invariante bajo transformaciones de gauge. Es un hecho cono-
cido que una conexién no puede ser globalmente cero a menos que el bundle
sea trivial. Este hecho y el resultado que las formas Chern-Simons pueden
ser obtenidas a partir de las formas Transgresién constituyen la razén del
porque las formas Chern-Simons pueden ser definidas sélo localmente.
Este hecho hace que la interpretacién de formas Chern-Simons como lagran-
geano para teorias de campo de gauge sea impreciso. Sin embargo este hecho
es solo un impasse debido a que es necesario integrarlas sobre todo M para
obtener la correspondiente accién.

En la practica, formas de Chern-Simons son usadas como lagrangeanos basi-

camente debido a que,

a) Formas Chern-Simons conducen a teorias de gauge con una estructura
de fibrado cuyo tinico campo dinamico es una 1-forma conexion de

gauge A.

b) Formas de Chern-Simons cambian, bajo una transformacién de gauge,

solo en una derivada total.

2.4.2. Formas de Transgresion como lagrangeano

Teniendo en cuenta que

1. Los lagrangeanos Chern-Simons son formas proporcionales a formas Chern-

Simons del tipo
1
C*" 1 (A,F) = (n+ 1)/ dt(AF}),
0

es decir,

LénSJrl — kc2n+1 (A, F)
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2. Las formas transgresion son dadas por
1
TED(AL, Ag) = (n+ 1)/ dt{(A, — Ag)F}).
0

Resulta natural postular la existencia de lagrangeanos basados en las formas trans-
gresiones T2"1(Ay, Ag) de forma andloga a la existencia de lagrangeanos Chern-
Simons.

Bajo esta premisa el lagrangeano de transgresion es de la forma,

L%n—i_l(Al, Ao) — k7-’2n+1 (Al, Ao)

A partir de este lagrangeano podemos construir una teoria de gauge sobre una

variedad orientable M (2n + 1)—dimensional descrita por medio de la accién

SEMU(AL Ag) _k/ T2 (AL, Ay),

—k’n—l—l//dt@F"

donde k es una constante. Esta ecuacion describe la dinamica de una teoria con
dos campos independientes: Las dos 1-formas conexiones Ay y Ay.
Estos campos aparecen en la accién con una simetria bien definida. En efecto, de

la accion vemos que
S/Zz—anrl (Ao, Al) - —S%nJrl(Al, Ao), (241)

lo cudl nos dice que el intercambio de conexiones no genera cambios en la teoria

clasica.



CAPITULO 2. TEORIAS DE GAUGE Y GRAVITACION 17

2.4.3. Ecuaciones de Campo

Consideremos ahora las ecuaciones de campo para el lagrangeano
1
LY ™AL Ag) = k(n + 1) / dt(OF}), (2.42)
0

donde ® = Ay — Ay, Ay = Ay +1O.

Bajo cambios infinitesimales,
A — A+ 5A1, AQ — AO + 5A0, (243)
tenemos que ® y A; varian como

00 = dA, — dA,,
d

A, =0Ag+1t6
5 it ()+ @:>dt

5At - 5@,
de manera que el lagrangeano La"t' (A}, Ag) varia como,

SSETL (AL, Ag) = k(n + 1)/

(SAST,FD) — (GAST,FD)) + / = (244)
M

oM
donde
1
== kn(n+ 1)/ dt(éAt@F?_1>, (2.45)
0

entonces las ecuaciones de campo vienen dadas por,

<F?Ta> =0,
<F8Ta> =0,

donde T,, a = 1,...dim(g) es una base para el dlgebra de Lie g.

Las condiciones de borde sobre se obtienen exigiendo la anulacién de = sobre M.

=0. (2.46)

oM

1
oy = / dt(SA,OF 1)
0
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Estos resultados nos dicen que la teoria consiste de dos teorias Chern Simons

independientes que describen una variedad M y que estan ligadas en el borde.



Capitulo 3

Teoria de Gauge extendido

Uno de los problemas fundamentales de la fisica es encontrar una teoria que
permita unificar la interaccién gravitacional con las interacciones electromagnéti-
cas y nucleares. Una posible solucién para encontrar una teoria unificada viene
de la teoria de cuerdas. Muchos modelos en teoria de cuerdas predicen una torre
infinita de particulas de espines arbitrarios altos. En particular, en el limite de
bajas energias de la teoria de cuerdas abiertas, los estados sin masas pueden ser
identificados con los quanta de Yang-Mills. Por esta razén podria ser de interés
saber si estos estados pueden aparecer en el espectro de una teoria cuantica de
campos lagrangeana
Esto motiva una generalizacién de la simetria de Yang-Mills que incluya campos
de gauge tensoriales no abelianos, la cual conduce a una generalizacién de la teoria
de campos que incluye en su descripcion campos de espin arbitrariamente altos.
La idea de extender los campos de gauge a tensores de rango mas alto fue usada en
Ref. [18] para construir invariantes topoldgicos en cinco dimensiones que condu-
cen a una densidad invariante de gauge independiente de la métrica, la cual es el
analogo cuadridimensional de la densidad Chern-Simons. Estos resultados fueron
generalizados en Refs. [1,2,10] al caso de mayores dimensiones, encontrando poli-
nomios en las formas curvaturas andlogos a las densidades de Chern-Pontryagin,
las cuales conducen a densidades invariantes de gauge analogas a las formas Chern-
Simons. En este capitulo extenderemos estos resultados de manera que permitan

la construccién de formas de Transgresion en dimensiones pares.

19
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3.1. Campos de Gauge extendidos

En ref. [15] la teoria de Yang-Mills fue generalizada introduciendo campos de

gauge tensoriales A, ,..,,definido como [10],

Az e) =D A% Tungns (3.1)
s=0

donde los indice A son completamente simétricos y no hay una simetria a priori
de p con A. Ty, ., son los generadores de un algebra de Lie llamada algebra de
Lie extendida. Es interesante notar que para el caso de s = 0 se tiene el campo
de gauge de Yang-Mills usual. Los generadores del algebra de Lie extendida estan
definidos sobre vectores conmutativos invariantes bajo traslaciones ey [17] tal que
Tyt = eM@... @eMT, y AiM es un tensor de rango s 4+ 1 [15]. Estos

generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion [17],
T)q...)\n T)\n+1--~)\s _ T}q...)\s 3.2
[ a L) ] =] f abct ¢ : ( : )

A partir del campo de gauge extendido (3.1) es posible construir el correspondiente

tensor de curvatura extendida, en la forma usual, [10]
Fu(z,e)=0,A, —0,A, + A, A (3.3)
A partir de esta definicion es posible encontrar “curvaturas” de rango mas alto,

F.=0,A,—-0A,+[A,A),
Fuu,)\ = auAu,/\ - 8VA,u,)\ + [A;m AV,)\] + [Au,)\; Au]

Los tensores de curvatura son antisimetricos en sus dos primeros indices

Fpu,kl...)\s - _FI//J)\L..)\S: S = 07 17 R (34>
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y completamente simétrico en los indices A. Entonces vemos que el tensor de
curvatura de rango dos es justamente el tensor presentado en las teorias de gauge
de Yang-Mills. El campo de gauge extendido y curvatura extendida transforman

de la misma forma que lo hacen en las teorias de gauge,

A= U(§)AU (&) + U(§)a.U(8), (3.5)
Frw = U(€)FuUH(E), (3.6)

con U(§) = exp(—£(x,e)). En esta teorfa no solo hay pardmetros escalares de

gauge, sino que existe una familia de parametros de la siguiente forma,

oo
E(me) =) M NT,, 4, (3.7)
s=0
los cuales son conocidos como pardametros de gauge extendidos [16] y los tensores

ga-2s gon llamados pardmetros tensoriales de gauge de rango s. A partir de las
versiones infinitesimales de las transformaciones infinitesimales de (3.5) y (3.6),

es posible encontrar la transformacion para los campos de gauge tensoriales,

5’4# = u£ + [A/u 5]7

5A,u,1/ = a,ugu + [Au,zu 5] + [A/u 51/]7 (38)
5Fp,u - [F;waf]u
6F,u1/,)\ == [F,uua €A] + [F,uzz,)\v 5]7 (39)

De donde vemos que el campo de gauge A, y la curvatura F),, transforman como
el campo de gauge y la curvatura de Yang-Mills respectivamente. No es dificil ver

que las transformaciones de gauge extendidas forman una estructura algebraica
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cerrada [11]. En efecto, para A, se encuentra,

[577’ 5€]Au = 577(55‘4#) - 55(577AM)
= 6#[7775] + [Ali’ [7775]]’

definiendo el pardmetro ¢ = [, £] podemos escribir,

[6777 5§]AM = aﬂg + [Alu C] = 5CA;L- (310)

Para el campo de gauge tensorial de segundo rango tenemos,

[577’ 5§]AMV = 577(56AW) - 65(5,7/1,“,)
= 0u([n, &) + [, 1) + [Ap, ([0, &) + [0, D] + [Awsr, [0, €]l

definiendo los parametros de gauge,

=&, ¢=Mmé&l+ .8, (3.11)
podemos escribir
[6777 55] = ugu [Aw Cl/] + [Aw/a a
= 0cAuw

Del mismo modo puede ser probado que este resultado es valido para todas las
transformaciones de gauge extendidas.

A partir de los campos de gauge extendidos y de sus correspondientes curvaturas
es posible construir generalizaciones del lagrangeano de Yang-Mills En efecto en

refs. [11-16], fue encontrado que

- S [UVAL A a Ta Aps A . A
Lo = E a; F By ni1 o E U Apze—idas (3.12)
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donde la suma ), corre sobre todas las permutaciones de p's y los coeficientes
numeéricos son,
s!

. L — 1
4T 2s — ) (3:13)

De (3.12) vemos que los primeros términos tienen la forma ,

L= i gsﬁs
s=1

1 vara 1 v\ a a 1 varpa
:_ZQIFMu F;W_QQ (ZLFM a8 uu,)\_ZF‘LL F;W,/\)\) -

de donde es directo ver que el termino de £, corresponde al lagrangeano de Yang-
Mills usual, mientras que el segundo termino £, corresponde al lagrangeano para
el campo de gauge A, . Es directo ver que cada lagrangeano £, en invariante
bajo las correspondientes transformaciones (3.9).

En lo que resta de este trabajo consideraremos los campos de gauge vectoriales y
tensoriales de segundo orden y por razones de simplicidad, usaremos el lenguaje
de formas diferenciales.

Se definen la 1-forma campo de gauge correspondiente al campo de gauge vectorial
A, como A = AJT,dx" y la 2-forma “campo de gauge” correspondiente al campo
de gauge tensorial A,, como B = Af T,dz"dz". Las correspondientes 2-forma
y 3-forma “curvaturas” vienen dadas por F = F,,dz*dx” y H = F| W,,\dx“dx”dx’\

respectivamente, donde
F=dA+A?’ H=DB=dB+[A B]. (3.14)
Es directo demostrar que F y H satisfacen las siguientes identidades de Bianchi,

DF =0, DH-+ [B,F]=0. (3.15)
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En efecto, para DF. Como F = dA + A A entonces,

dF = dAA — AdA
— (F— AA)A — A(F — AA)
—FA — AF — AAA + AAA

Por lo tanto,

dF + [A,F] = DF = 0.

Para DH + [B, F|. A partir de H = dB + [A, B] entonces,

dH = dAB — AdB — dBA — BdA

(F— AA)B — A(H — [A,B]) - (H - [A,B))A — B(F — AA)
— [F,B] - [A,H] - AAB + AAB — ABA + ABA — BAA + BAA,

de manera que

dH + [A,H| + [B,F] = DH + [B,F] = 0. (3.16)

Las variaciones infinitesimales de los campos de gauge (3.8) escrita en el lenguaje

de formas diferenciales serén,

5A = D¢, (3.17)
0B = D€1 + [B>£0]: (3~18)

donde &, = £"T, es una O-forma pardmetro de gauge y a §; = {;T,dz" es una
1-forma pardmetro de gauge [1]. Del mismo modo las variaciones infinitesimales

de las curvaturas (3.9) escrita en el lenguaje de formas diferenciales vienen dadas
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por,

0F = D(5A) = [F, &, (3.19)
SH = D(6B) + [6A, B]. (3.20)

3.2. Formas tipo Chern-Simons en dimensiones
pares

En ref. [18] fue encontrado un invariante topol6gico en un espacio-tiempo (4+1)
dimensional que puede ser construido a partir de una traza y de las 2-formas y

3-formas curvaturas generalizadas,
['= tr(FH). (3.21)

Este invariante 5-dimensional posee muchas de las propiedades del invariante to-

poldgico de Chern-Pontryagin 4-dimensional

P = (F?) = dc*™, (3.22)
donde
C*H = <AdA + §A3> (3.23)

es la llamada forma de Chern-Simons en tres dimensiones.

El invariante 5-dimensional I' es obviamente invariante bajo difeomorfismo y es
independiente de la métrica espacio-temporal.

En recientes articulos, refs. [1,2, 10], estos resultados fueron generalizados en al
caso de mayores dimensiones, encontrando que en (2n + 3)—dimensiones el citado
invariante viene dado por,

F2n+3 = tr(F”H), (324)
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el cudl es una forma cerrada en analogia al invariante de Chern-Pontryagin Ps, 10 =

(F"). En efecto,

dl9 43 = d tr(F"H) = tr(dFF" 'H + FdFF" *H + - - - + F*'dFH + F"dH)
= tr((dF + [A,F))F" '"H+ .- + F*'(dF + [A,F))H + F"(dH + [A, H))
= tr(DFF"'H +---F" 'DFH + F"DH)
= tr(F"DH) = tr(F"(DH + [B, H]))
= 0. (3.25)

Donde hemos hecho uso de la propiedad ciclica de la traza y de las identidades de
Bianchi. Esto significa que 'y, 3 son formas localmente cerradas y no son exactas
globalmente (ver [2, 10]), por lo cual, del lema de Poincaré sabemos que T'y, 3
puede ser escrita localmente como la derivada exterior de una 2n + 2—forma. Es
decir localmente se tiene,

F2n+3 = d02n+27 (326)

llamaremos a o9,,2 como la 2n 4+ 2—forma de Chern-Simons-Savvidy.

Para obtener oy, 2 seguiremos el procedimiento usual utilizado para encontrar
formas de Chern-Simons en dimensiones impares.

Puesto que,

0F = D(6A), H = D(5B) + [§A, B], (3.27)
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utilizando las identidades de Bianchi y las propiedades de la traza, tenemos que

la variacion de I'y, 3 es dada por,

lopys =0 tr(F"H) = tr(0F"H + F"0H)
= tr(0FF"'"H+ .-+ F" '0FH + F"fH)
= tr(D(JA)F" "H +--- + F" 'D(0A)H + F"D(6B) + F"[0A, B])
= tr (D(SAF" 'H) + SAF"'DH + --- + D(F"'6AH) + F""'0ADH
+F"D(6B) + F"[0A, B])
= tr (D(JAF" 'H+ -+ F"'SAH + F"/B)
—JAF"'[B,F] —--- —F"'5AB,F| — F"[B,6A])
=d tr(JAF" 'H+ --- + F""'0AH + F"0B).

Introduciendo una familia de parametros homotépicos t, 0 < t < 1, parametri-

zando los campos de gauge y las correspondientes curvaturas como,

A, =tA, F,=1(F + (1? —t)A% = tdA + t*A?,
B, =tB, H,=tH+ (t*—t)[A, H] = tdB + t*|A, B].

Se encuentra
§ tr(FyH,) = d tr(6AF}'H, + - - - + F"'§AH, + F}6By) (3.28)

donde 0 = (0/0t)ot. Asi tenemos que la 2n + 2—forma de Chern-Simons-Savvidy

viene dada por,

1
Oomsa(A,B) = / dt tr(AF 'H, +--- + F/"'AH, + F!'B). (3.29)
0
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Resultado andlogo a la usual forma de Chern-Simons (2.19) pero en dimensiones

pares. Entonces las accion de Chern-Simons-Savvidy sera,

1
S: —/ 092142, (330)
K2 Moant2 i
donde K es una constante dimensional [1, 18]. De (3.29) vemos que para n = 1 se
encuentra,
1
o4 = / dt tr(AH; + F,B) = tr(FB). (3.31)
0

Por lo tanto la accién Chern-Simons-Savvidy en cuatro dimensiones escrito con

formas diferenciales es dada por,

S(A,B)=K [ ti(FB). (3.32)
M4

Es directo probar que la accién (3.32) es invariante, modulo termino de borde,
bajo las transformaciones (3.17),(3.18). En efecto, de (3.18) y (3.19) sabemos que
O0F = [F, &) y 6B = D¢, + [B, &) por lo cudl,

58S =K | tr(0FB + FB)

M4
=K » tr([F, &|B + F(DE, + [B, &)
=K | tr(FDg, +[F,&]B + F[B, &)
M4
=K | tr(D(FE)) + tr([FB, &)
M4
=K | dt(Fg)
M4
=K tr(F&,). (3.33)
oM*

La accién 4-dimensional (3.32), que llamaremos accién de Chern-Simons-Savvidy,
es andloga a la accién de Chern-Simons en tres dimensiones dadas en (2.21). De
(3.32) se puede ver que si la curvatura se anula, accién también se anula, esto al

parecer solo ocurre cuando se consideran cuatro dimensiones.
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La accién 6-dimensional de Chern-Simons-Savvidy puede ser obtenida conside-

rando n = 2 en (3.29). En efecto si n = 2 en (3.29) se encuentra,
1 1
o6(A,B) = gt (QAFH + BF? - §(A3H +BA’F — A4B)) : (3.34)

De manera que si F = H = 0 en 0g vemos que g = 1/6 tr(A*B), término que
puede ser considerado andlogo al término A® de la forma Chern-Simons en cinco

dimensiones.

3.3. Transgresiones

Como hemos visto las formas de transgresion fueron introducidas en el contexto
del conocido teorema de Chern-Weil. En esta seccién introduciremos una forma de
transgresion en dimensiones pares. Al igual que en el caso de dimensiones impares,
es posible introducir la llamada forma de transgresion a partir del teorema de
Chern-Weil. Antes de enunciar el teorema de Chern-Weil generalizado es necesario

considerar,

1. Dos 1-forma conexién A y A valuadas sobre un 4lgebra de Lie,cuyas corres-

pondientes curvaturas son dadas por,

F =dA + A?
F=dA+A”

2. Dos 2-forma B y B también valuadas sobre el dlgebra de Lie y sus corres-

pondientes “curvaturas”,

H=dB + [A,B],
H=dB+|

>
E\
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De manera analoga al caso del teorema de Chern-Weil [11] definimos las diferen-
cias,

©@=A-A, ®=B-B, (3.35)

a partir de ellas definimos,
A;=A+tO, B;,=B+1td. (3.36)

Notemos que si t = 1 recobramos A y B, mientras que si t = 0 recobramos A y

B. Las correspondientes curvaturas vienen dadas por,

F, =dA, + A?, (3.37)
Ht ~ DtBt =3 dBt + [At, Bt] (338)

las cuales satisfacen las condiciones,

d
—F, = D,©
dtt ty

d
EHt = Dt@ 5= [@,Bt]

Teorema 2 (Chern-Weil Generalizado) Sea 'y, 3 = tr(F"H) un invariante

topologico en 2n + 3 dimensiones. Entonces:

1. T9uy3 es una forma cerrada, es decir dl's,, 3 = 0.

2. Sean A y A dos 1-forma conexiones de gauge y F y F sus correspondientes
2-formas curvaturas. Sean ademds B y B dos 2-formas conexiones de gauge
y H y H sus correspondientes 3-formas curvaturas. Entonces la diferencia

[onis — Tonis es una forma exacta.

Es decir

F2n+3 - I_‘2’rz—|—3 = tI’(FnH) - tr(FnI:I) = dT(2n+2) (Aa B7 Av B)7 (339>
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donde

1
T2 (A, B;A,B) = / dt tr (OF;'H, + F,OF;°H, + - -- + F} °OFH,
0
+F'OH, + F?<I>) .
sera llamada forma de transgresién generalizada.
Demostracion
1. Ver ecuacién (3.25)

2. Calculemos I, 15 — ['opp3. En efecto

F2n+3 — F2n+3 == tI‘(FnH) = tI‘(FnH)
od

1
d nl d .
= /O dt tr (aFtFt lHt S FtaFtFt 2Ht+

o d - L d
.-+ FV 2aFtFth + F} 1%Ftﬂt + F %Ht)

1
= / dt tr (D,©F;} 'H + F,D,©OF; "H,+
0

---+F}’D,0FH, + F*'D,0H, + F"D,® + F"[©,B,])

1 n
_ / dt tr (F?Dtcﬁ +FIO,B]+ > F;nlDt@FgmHt>
0 m=1

Integrando por partes, tenemos,

> w(F'DOF"'H,) = tr (D,(F;"'©F; "H,) + F;"'OF; "[F,,B))

m=1 m=1
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de manera que,

0

1 n
tr(F"H) — tr(F"H) = / dt tr (Dt (FZZ@ +y F;M@FgmHt>
m=1

m=1

+F7[©,B,] + Z F/'OF ™ [B,, Ft]> .

1
= / dt tr (D, (6F" 'H, + F,©F" "H,
0

+---+F’OF,H, + F"'OH,) + F;© + OF; '[F,, B]

+OF]'[F,,B] + F,OF"°[F,,B] + --- + F{"'O[F, B/])
Es posible demostrar ! que,

tr <F’;[@, B+ Y F/"'OF "B, Ft]> = tr (F}[©,B] + ©F"'[B;, F,]

m=1

+F,OF B, F] + FOF! *B,, F] +--- + F}°OF}[B,,F,]
+F}?OF,[B,,F,] + F;'OF[B,, F/])

= — tr ([B, OF}]).
Por lo tanto,

1 n
tr(F"H) — tr(B"H) = d / dt tr <F;@ +y FT‘IGF?‘mHt) .

0 m=1

Definiendo la (2n + 2)—forma de transgresién generalizada como,

1 n
TE+2)(A,B; A, B) = / dt tr <Ff¢+ZF§”‘1®Ff‘mHt>, (3.41)
0

m=1

1Sea M una M-forma valuada sobre el 4lgebra de Lie y N; una N;-forma también valuada
sobre el algebra de Lie. Entonces,

[M,Ny - Ny | = ) (= 1)MF NN NG [MNGING - N, (3.40)
i=1
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tenemos

F2n+3 — f2n+3 = dT(szrQ) (A, B, A, B) O (342)

Continuando con el procedimiento seguido para el caso de las usuales formas de
Chern-Simons, definimos la (2n + 2)—forma de Chern-Simons generalizada que

llamaremos (2n 4 2)—forma de Chern-Simons-Savvidy como,

O_2n+2 — T(2n+2) (A, B, 07 0)

1 n
— / dt tr (F?B +> FT‘lAF?‘mHt> ,
0

m=1

resultado que coincide plenamente con la expresién (3.29) encontrada por Savvidy
[1,2,10].
En esta tesis estamos interesados en el caso 4-dimensional, es decir cuando n = 1.

En este caso se tiene

Conss = % b (A (H | é[A,B])) + % r (B (F _ é[A,A])) L (3.43)

Puesto que el objetivo de esta tesis es construir una accion 4-dimensional para
la interaccién gravitacional basada en una forma Chern-Simons invariante bajo el
algebra de Maxwell, debemos estudiar ahora un procedimiento desarrollado por
D’Auria en Ref. [3] y aplicada en refs. [, 12], que permite expresar p—formas en

funcién de 1—formas.



Capitulo 4

Algebras diferenciales libres y
formas compuestas

Los métodos de la teoria de dlgebras de Lie son apropiados para el estudio
de las teoria de gauge. Sin embargo existen teorias tales como supergravedad en
dimensiones mayores que cinco o supercuerdas que contienen campos tensoriales,
los cuales no pueden ser identificados con el generador de un grupo de Lie.

Esta situacion conduce a la pregunta si el concepto de algebra de Lie puede ser
extendido de manera tal que pueda acomodar formas de grado mayor que uno.

La respuesta a la pregunta es si y la estructura més general que generaliza el
concepto de algebra de Lie es el concepto “dlgebra diferencial libre”. Esto per-
mite mostrar que la variedad de un grupo puede ser extendida al caso donde el
algebra de Lie es reemplazada por un “dlgebra diferencial libre”. Para introducir
el concepto de “algebra diferencial libre* se comienza con la formulacién dual de
un algebra de Lie dada por la ecuacién de Maurer-Cartan y luego es extendida al

caso de p—formas con p > 1.

4.1. Ecuacion de Maurer-Cartan

Si {w'}, 1 = 1,2,...,dim g*, es una base de 1-formas invariantes izquierdas
en T7(G), entonces la 2-forma dw'’ es también invariante izquierda.

Si dw' es una 2-forma invariante izquierda, entonces ella puede ser expandida en

34



CAPITULO 4. ALGEBRAS DIFERENCIALES LIBRES Y FORMAS COMPUESTAS35

la base 2-formas {w’ A w’}. En efecto,
dt = — 201 Aut
W= =5 O’ AW,

donde las funciones Cij , son constantes. Estas ecuaciones son conocida como ecua-
ciéon de Maurer-Cartan para 1-formas invariantes izquierdas.

Algebras de Lie: El algebra de Lie g, de campos vectoriales invariantes izquierdos
sobre G es llamada algebra de Lie del grupo G. Sea {T;}, i = 1,2,...dim g una

base de vectores invariantes, entonces el algebra de Lie g es

donde C;; ¥ son las llamadas constantes de estructura de g.

Teorema 3 Las ecuaciones de Maurer Cartan

. 1 . A
dw' = —EC”jkcu] Aw”,

son la formulacion dual del dlgebra de Lie
1. 1] = G T, (1.2)

De manera que la ecuacion de Maurer-Cartan es la usual algebra de Lie formulada
en términos de 1-formas, lo cual significa que el contenido de las ecuaciones de
Maurer-Cartan es completamente equivalente al de las ecuaciones [T;, T;] = C’ij’“T -
La identidad de Jacobi para las constantes de estructura puede ser obtenida a
partir de la condicién de integrabilidad d*> = 0 para las ecuaciones de Maurer-
Cartan. En efecto, dado que dw' = —1/2 C%,w’ A w" tenemos que tomando la
derivada exterior se encuentra,

d*w' = —EC”-kd(uﬂ A w") (4.3)

J
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de donde vemos que C',dw’ A w* = 0, por lo que
CjikC'lfnwl Aw™ AWk =0,

teniendo en cuenta la antisimetria de w! A w™ A w* podemos escribir,

CinCily =0, (4.4)

J m]:

la cudl es la identidad de Jacobi.

Las algebras diferenciales libres proporcionan una generalizacién de las ecuaciones
de Maurer-Cartan al caso de p—formas. Sin embargo una algebra diferencial libre
no es la version dual de una algebra de Lie. Por esta razon si se le quiere dar
una interpretacion de dlgebra de Lie a las p—formas que satisfacen las dlgebras
diferenciales libres, es necesario poder construir las p—formas como combinacién
de 1-formas que si satisfacen la ecuacion de Maurer-Cartan.

Considerar élgebras de Lie duales tiene dos ventajas: (i) ellas pueden ser exten-
didas de manera natural al caso de p-formas con p > 1. Esto conduce a una
extension del concepto de algebra (ii) ellas tratan con formas en lugar de vectores

tangentes.

4.2. Algebras Diferenciales Libres

El concepto de dlgebra diferencial libre (FDA por sus siglas en inglés) es la
mas amplia generalizacion posible del concepto de algebra de Lie. Para introducir
el concepto de “algebra diferencial libre” consideraremos la formulacién dual de
algebra de Lie dada por la ecuacion de Maurer-Cartan.

Sea M una variedad arbitraria y sea {©4®} un conjunto de formas exteriores
definidas sobre M, rotulados por el indice A y por el grado p el cudl puede ser
diferente para diferentes valores de A.

Si el conjunto {©4(®} forma una base, entonces ©4(®) puede ser expandida como
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una combinacién de los elementos de la base, lo cual conduce a escribir la “ecuacion

de Maurer-Cartan-generalizada” en la siguiente forma,

OB A A @) =, (4.5)

N
1
A(p) — AP
d@ + Z nCBl ) Bn pn
n=1
donde C’;(lp()m)m Bu(pn) SOI las llamadas constantes de estructura generalizadas y
donde N = ppax + 1, siendo puay €l grado maximo del conjunto {©4®)1,
La simetrfa de C“L 31 pl) Bu(pn) S inducida por la permutacion de las formas O en el
producto cuna. En realidad las constantes de estructura tienen la mismas simetria

que las que son inducidas por la permutacion de las formas © en el producto cuna.

Las constantes de estructura generalizada son distinta de cero sélo si

p1+"'+pn:pmax+]—-

Por consistencia se debe satisfacer d* = 0, lo que conduce a las siguientes condi-

ciones de integrabilidad,

20A0p) _ A(p) Bi(p1) Di(q1) A ... D (gm)
A" Z CBl(m) ‘Bn pn)CDl(ql)“'Dm(qm)@ HA NO !
n,m=1
A @QB22) A ... A @Bnlen) — (4.6)

esta condicién es andloga a las identidades de Jacobi de un algebra de Lie usual.
Notemos que el dlgebra de Lie ordinaria puede ser reobtenida cuando todas las

formas © tienen grado p = 1.

4.3. Formalismo de D’Auria-Fre

Hemos visto que la ecuaciéon de Maurer-Cartan dw’ = ——C’Z kw] AwF implica la

ecuacion [T}, T;] = C¥T}, y vice-versa. Del mismo modo la ecuacién ddw’ = 0 impli-

ca la identidad de Jacobi C C

im] = = 0y vice-versa. Estas dos maneras de describir
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un algebra de Lie son totalmente equivalentes, aunque la primera ([1;, Tj] = C;Tk)
es la mas usada en fisica. Sin embargo la segunda dw’ = —5C%w’ A w* es mas
apropiada para el estudio de teorias gravitacionales. Puesto que el objetivo en
el método de Maurer-Cartan es la construcciéon de una accién para potenciales
asociados a un grupo, entonces si partimos con las ecuaciones de Maurer-Cartan
se tiene que la transicion a los potenciales es llevada a cabo reemplazando las
1-formas w' que satisfacen dw® + %C’ijkwj A wk = 0 por un conjunto de 1-formas
A#(las cuales son potenciales de gauge asociados a un grupo) que no satisfacen la

ecuacion anterior, sino que la ecuacién,
1
dA? + iC,chBAC = F4 (4.7)

la cudl expresa la desviacién de las ecuaciones de Maurer-Cartan y define la lla-
mada curvatura de A4,

Consideremos de nuevo un algebra diferencial libre. Es posible extender todos
los concepto asociados al método de “variedad de grupo” al caso de las algebras

diferenciales libres.

Potenciales FDA

Un conjunto {©4®} que satisface,

N
1
A(p) g riat)) Bi(p1) Bn(pn) —
AP + 3 Ol Bap) O P A N O =0, (4.8)
n=1
es llamado un conjunto base invariante izquierdo. Un nuevo conjunto de formas
{II*®} que no satisface la ecuacién anterior es llamado un “conjunto suave”.
{IT4®)} puede ser visto como los potenciales de Yang-Mills del dlgebra diferencial
libre, en la misma forma como A# son los potenciales de Yang-Mills del grupo

ordinario el cual es descrito por las ecuaciones de Maurer-Cartan.
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Curvatura, Identidades de Bianchi y Derivadas Covariantes asociadas

a FDS

Dado el conjunto {[I4®}  se tiene que la desviacién de (4.8) son llamadas

curvaturas de los potenciales ITA®)

FAGTD — griA®) 4 Z c;;gf;m) By TP P A ATIPB) 20, (4.9)
los cuales son campos andlogos a los campos de gauge de las algebras de Lie,
agregando curvaturas a las ecuaciones de Maurer-Cartan generalizadas, donde los
campo 114" es un conjunto de p—formas de varios rangos.

La condicién (4.6), conocida como identidad de Jacobi, conduce a una identidad
diferencial sobre la curvatura conocida como identidad de Bianchi,

VAP — gpAG+D 4 Z cpn FBi+D) A T[B2(02) AL 180 0n) — ),
1

=1

.. Bn(pn)

Si HA®+) es un conjunto de (p + 1)—formas, entonces la combinacién,

A

VHAT = dHAY +Z C )y H T AT A ATIP ) (4.10)
es llamada “derivada covariante” adjunta de HA®*1_ Con esta definicién la iden-
tidad de Bianchi establece que la derivada covariante adjunta de la curvatura es

cero tal como sucede con los grupos de Lie.

4.4. Formas Compuestas

La pregunta ;Es un algebra diferencial libre reducible a un grupo ordinario?
Es de gran interés para los objetivos de esta tesis.
Esta pregunta aparece de manera natural cuando se intenta identificar la variedad

M sobre la cual las formas invariantes izquierda ©4®) o sus analogos IT4®) estdn
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definidas.

Puesto que hasta ahora la dimensién de M no ha sido fijada, se tiene que no se
sabe cuantos vectores tangentes independientes T, pueden ser proyectados sobre
ecuaciones de Maurer-Cartan generalizadas. Las preguntas naturales que aparecen

en este contexto son [3],

1. jExiste una variedad M de dimension minima d = dim M que admite las

formas ©4(®)?

2. ;Existe una base de T (M) compuesta de vectores tangentes invariantes iz-
quierdos que satisfacen [T}, Tj] = C’i?Tk, tales que el valor que toma ©4® a]
actuar sobre p vectores tangentes 7T, es una constante

Alp) 9

at...ap”

e4P(T, ..., T,) = ]lj
Si la respuesta a estas dos preguntas fuese “si”, entonces la variedad sera un
grupo de Lie ordinario y las ecuaciones de Maurer-Cartan generalizadas seran
exactamente las de un algebra de Lie.

La manera mas apropiada de responder esta pregunta es considerar la descripcion
dual del algebra de Lie, es decir en términos de 1-formas invariantes izquierdas.

El problema puede ser formalizado como sigue.

A partir de
AT, ..., T,) = L gaw)

Y ag.ap
p

podemos escribir

1

AP — =
p

KA®) JW AW AW,

ai1a2...a
A
donde K afﬁl_._% son constantes. Por otro lados tenemos,

1
dw® + §C%Cwb Aw® = 0.
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Las constantes K fl(ﬁl,_,ap y C4, deben satisfacer las siguientes condiciones [3],

1. La identidad de Jacobi sobre C'%,,
1
ddw® = —iC‘gcC’}gwf Aw? Aw® = 0. (4.11)

2. La equivalencia con las ecuaciones de Maurer-Cartan generalizadas

1
dOA®) = ZKAP) g A A w™)
p

ai...ap

A
= KW dw™ A Aw®

1
= 18, (3080 ) A

1
= = K40 C’%éwb/\wc/\w‘” A Aw,

2 a1as...ap

Por otro lado tenemos

N
1
Alp) — _ = HA(D) Bi(p1) Bn(pn)
doA® = -y~ = o) Batp O U A A BP0, (4.12)
n=1
donde ahora,
oBie) _ LB b b A B
n” bibs..b%, )
OB _ L peBate) oz oz 2
Dy bIb3---02, d
@Bn(pn) — iKBn(p”) wb? AN wbg VANEERWAN wbgn'
brbg by,

n

. . : : . A
Cualquier solucién de estas ecuaciones algebraicas en los coeficientes C'¢. y K al(Z)Q,,,ap

conduce a interpretar la algebra diferencial libre como un grupo y reduce la teoria

sobre una variedad FDA a una teoria sobre la variedad de un grupo ordinario.

Sin embargo lo que no se garantiza es que las soluciones de las ecuaciones (4.11)

y (4.12) sea tunica.



Capitulo 5

Formas de Chern-Simons-Savvidy
para el algebra de Maxwell ‘B4

Hemos visto que la accién de Chern-Simons-Savvidy en cuatro dimensiones es

dada por,

SC’hSS(Aa B) =K tl"(FB)
M4

_K M4%tr (A (H—%[A,B])JFB(F—é[A,A])) (5.1)

la cual es invariante bajo las transformaciones de gauge (3.17), (3.18), modulo
termino de borde. En este capitulo evaluaremos esta accién 4-dimensional en el

algebra de Maxwell B,.

5.1. Algebra de Maxwell

Las llamadas algebras de Maxwell fueron introducidas a principios de los se-
tentas en ref [1, 19] como dlgebras que codifican las simetrias de una particula
moviéndose en un campo electromagnético constante. Los generadores del dlgebra
son dados por {P,, Jup, Zap}, donde Z,, = —Z,, es un generador abeliano, que
en este contexto puede ser interpretado como el tensor electromagnético cons-
tante. Estos generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién, las

cuales coincides con las relaciones de conmutacion de la llamada algebra de B,

42



CAPITULO 5. FORMAS DE CHERN-SIMONS-SAVVIDY PARA 9B, 43

introducidas, en otro contexto , en Refs [9,13],

[Pm Pb] = Zab>
[Jab7 Pc] = nbcPa - nach;
[Jaba ch] - nchad + nadec - nacjbd - ndeacu (52)

[Jaln ch] = 77chcwl + nadec - nachd - 7/IbalZac-

Con el propdsito de obtener un lagrangeano Chern-Simons-Savvidy cuadridimen-
sional para el algebra de Maxwell comenzamos con las formas conexiones de gauge
A y B evaluadas sobre el algebra 8, y formas curvaturas asociadas.

Para la 1-forma conexién de gauge A tenemos,

1 1 1
A= 7eapa H §w“bJab " §k“bZab, (5.3)

donde e y w® son la 1-forma vielbein y la 1-forma conexién de spin respectiva-
mente. La 1-forma k% es un campo bosénico antisimétrico. La correspondiente

2-forma curvatura F = dA + $[A, A] es dada por,

1 1 1
F=_ TP+ 5RabJab + 5F@bza,,, (5.4)
donde,
T = de® + w%eb,
R® = dw™ + ww®, (5.5)

1
F = D,k + l—ze“eb.

Bajo una transformacion de gauge infinitesimal con pardametro de gauge A dado

por,
1 a 1 ab 1 ab
A= 7>\ P, + §>\ Jap + 4 Zab, (5.6)
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se encuentra las 2-formas curvaturas transforman como,

a 1 a 1
ST = Z—ZTbAb +

OZR® = RIA? — RO\,

RAN,

a a  Cl Ci a \ Cl ca 1 a a
S\F = R%p™® — RYp™ + FoN? — FON + (T AP — TP\,
donde hemos usado el conocido resultado 6, F = [F, A].
Las ecuaciones (5.5) corresponden a las ecuaciones (4.7) para el dlgebra de Max-

well. Por lo tanto si anulamos las curvaturas 7% = R = F = () se encuentra

de® + wie’ = 0, (5.7)
dw™ + Wwiw® = 0, (5.8)

1
D k® + —e%® = 0. (5.9)

l2

los cuales son las ecuaciones de Maurer-Cartan para el algebra de Maxwell.

5.2. 2-forma B para el algebra ‘5,

Para la 2-formas conexién de gauge B = B*T, tenemos,

1 1
B = B°P, + 5BabJab + 55“%,,, (5.10)

donde B?, B® 3% son 2-formas que debemos determinar. La correspondiente

3-forma curvatura H = DB = dB + [A, B] es dada por,

1 1
H=HP, + §H“bJab + Eaabzab
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donde,

1
H®* = D,B* — EB%eb, (5.11)

H® = D, B, (5.12)

1
—le"B — e*BY. (5.13)

Eab — Dwﬁab + ka(,:BCb + k_chac + l

Estas ecuaciones son andlogas a las ecuaciones (4.9), por lo que no representan
un algebra diferencial libre.

Hemos visto que es posible interpretar una FDA como un grupo de Lie y reducir
una teorfa sobre una variedad FDA a una teoria sobre la variedad de grupo de
Lie. Esto significa que un conjunto de p—formas que satisfacen una FDA pueden
ser expresadas como combinaciones de 1-forma que satisfacen las ecuaciones de
Maurer-Cartan. Estas combinaciones no son arbitrarias, sino que tienen que sa-
tisfacer las ecuaciones (4.11) y (4.12).

En nuestro caso esto significar expresar las componentes de la 2-forma B como
combinacién de las 1-forma {e?, w®, k%®} del dlgebra de Maxwell 9B,, de tal
manera que satisfaga el algebra diferencial libre obtenida al considerar H = 0.
Estos nos permitiré construir el lagrangeano de Chern-Simons-Savvidy en cuatro
dimensiones.

Para expresar las 2-formas B%, B, 3% como combinaciones de las 1-formas e®, w?, k%

postulamos lo siguiente siguiendo a las refs. [3,5],

a,
Bt = Dyach y 2pach 5.14
20 2l ( )
by b b b
B® = ﬁeaeb 20k + 314;%'31’ 24 Wi, (5.15)
ab Cl we cb a cb C4 4 b
BY = o€ aeb —|— 'k + k: 'k chw , (5.16)
donde aq,as,by,...,by,cq,...cq son constantes arbitrarias.

Con el objetivo de obtener el FDA que deben satisfacer los campos B%, B* y 3%

de manera que puedan ser escritos como combinacion de los campos {e?, w®, k%}
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calcularemos primero las 3-formas curvatura. Entonces evaluando lo campos en

las curvaturas dadas por (5.11), (5.12), (5.13) tenemos que estas son dadas por,

a a 1
H® = 2—}(R‘,§eb — WiT®) + 2—?(er” — kST — ﬁ(aQ + by)eee’ny (5.17)
1 b b
+ ﬂ(al — by)ww§e’ — iw%k%eb - 2—7k‘ékcbeb,
b b b
H = 25 (T — e T%) 4 (Rw™ — WeR™) + 5 (RUk™ — Wik (5.18)
adkcb 1 a,c, b b3 Fak?Cb kaFCb 1 a ckb ]'k_a c, b
FWeqw +l—2wcee —i—; P —Z—Qee c+l_2 e,
Eab — i Tzzeb _ eaTb + % Ral{?Cb _ waFCb + C_3 Fal{?Cb _ ]{?aFCb 5.19
2[2 2 Cc c 2 Cc c
1 1
+ %(R‘zwd’ — wR?) + 5(02 — 204)Weqw kP + 1—2(02 — 2a;)w’ee?
]' a _Cc 1 a C b2 a, .C a C
— ﬁ(&g — C3 — bl)e & kcb =4 ﬁ(ag —aEg— bl)kce €b + E(kcwdk’db + kbcwdkd )

Dado que el FDA se obtiene al considerar F = 0 y H = 0, las curvaturas (5.17),

(5.18) y (5.19) deben satisfacer,

1 a C 1 a C b2 al.c 3 aj.c
0= ﬂ(al — by )wiwse’ — ﬁ(G/Q + by )e%ece’ny — chkbeb — ﬂkckb@ﬂ
b 1 b
0= 32 <wcdwadk:d’ + l—Qw‘Zeceb> o 2—;2(k3i6€6b —e%e°k)),
0= 1(c — 2bg)w WAk 4 l(c —2a )waeced - i(a —c3—0b )e“eck’b
1

b
— (02 =y — b)ketel + 2 (RIS + Kk ),
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Por lo tanto para que se satisfaga el FDA las constantes a1, as,bq,...,bs,¢1,...,¢4

deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones,

a1 — by =0,
as +b; =0,
by = b3 =0,
co — 2by = 0,

Cy —2CL1 :O,

a2—03—6120,

el cual posee por soluciones,

a; — b4, a9 — —bl, Cy = 2&1, C3 = —2&2, bg = b3 =0. (520)

De manera que los campos que satisfacen la FDA vienen dados por,

a_ M 4 42 1a
B® = 2—lwbeb + 2—lkbeb, (5.21)
B = %w’éwd’ — ;—;e“eb, (5.22)
Bab _ 26—;26a€b + %w%kcb + %wbck,ac + %k’%]{?d) + %kbck,ac + %w(zwcb‘ (523)

De aqui resulta directo ver que existen cuatro constantes que son arbitrarias. Los
campos dados por (5.21), (5.22), (5.23) representan la solucién més general que se
puede construir a partir de los campo {e®,w®, k%}, por lo cudl cualquier eleccién
que escojamos para las constantes representaran una soluciéon para el algebra
diferencial libre.

Dado que ¢; es una constante, es posible escribirla como. ¢; = a; + v, donde 7 es

otra constante. Esto nos permite elegir ay = ¢4 = 7 = 0, lo cual conduce a una
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solucion dada por la siguiente combinacién de las 1-formas campos de gauge,
ai
B = g[A, Al (5.24)

Mientras que las 3-formas curvaturas son dadas por?,

a2

2l (erb - %Tb)’

H* = 2 (Rye! = wiT") +

Hab — %(R%wd’ —W%Rd}),

:ab_cl a b arb Ca a, cb _, apch ap.cb . agch

= _Q_ZQ(T e’ —e T)—i—E(Rcw WiR?) + a1 (RUE” — Wi EF?)
+ ay(Fk® — kK2 F),

las cuales satisfacen las identidades de Bianchi dada por (3.15).

5.3. Lagrangeano Chern-Simons-Savvidy en cua-
tro dimensiones

Sea la 1-forma campo de gauge A evaluado en el dlgebra B, escrita en la

forma,
A=w+a, (5.25)
donde
1 ab 1 a 1 ab
w = Ew Jop, a= 76 P, + §k Zab. (5.26)

haciendo uso de los tensores invariantes encontrados en ref. [13],

(JapJea) = aolPeapeds  (JapZed) = al€apeas (5.27)

IDe aquf resulta directo ver que al anular las curvaturas, se satisface idénticamente el FDA
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con o y ap constantes arbitrarias de dimension [longitud] ™2 se encuentra que la

4-forma Chern-Simons-Savvidy (5.1) serd de la forma,

1 1 1
04 = ZOéol2€abcdRabBcd + Z@2l2€abcdRabﬁcd + Z&QZZEabcdkabDwBCd (5.28)

1 1
+ gozngeadeB“bDwk‘Cd E()zQeadeB eCed — d tr(wB)
Introduciendo las ecuaciones (5.21), (5.22), (5.23) en (5.28), encontramos que el
lagrangeano Chern-Simons-Savvidy para el dlgebra de Maxwell toma la forma

1

04 — =

5

aq
+ g 0ol e Rk + gaQJ 2eapea R WK + gazlzeadeR“bkceked

1
boc.d 2 b d
—ag + ¢y )€qpea R e + g(aoal + cpa2) P €gpea R WS w®

a2 Qg
+ gaglzeabcd}%abkdgkw + §a2l26abcdkabDw (alwcew ed _ —eced>

2

(116a26abcd6 e® Dkt + 1—6a2l €abedWs @D,k + ﬂO{QEGdew webeced (5.29)
1

222 Qa€pege’e’eCe? — 16d [(—az0 + st €apeaw™ee?

+<CL10(0 + C4C‘é2)l2€abcdwabwc ed = G2a2l26abcd(wabkcek€d + wabkikce>

+a1a2l2€abcd( ab c ked 4+ wabwd kce)j| )

Donde podemos ver que si se cumple asc; # agas, entonces el lagrangeanos de
Chern-Simons-Savvidy para el algebra de Maxwell contiene el termino de Einstein-
Hilbert.

Una interesante solucién puede ser obtenida si consideramos a; = a, = 0. En este

caso los campos (5.21), (5.22), (5.23) toman la forma

B* =0,

€1 C4
Bab — _26(1617 + _wtzwcb
21 2
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Esto significa que el lagrangeano Chern-Simons-Savvidy para el algebra de Max-

well viene dada por,

1
04 = —9C1€apea R e + §C4a2l2eabcdR“wa€wed

8

1
ab_c _d 2 ab, ¢, ed
— 1_6d (clageabcdw e‘e” + cpalegpeqw™ Wi w ) .

Donde podemos ver que en el limite [ — 0 se obtiene el lagrangeano de Einstein-

Hilbert modulo termino de borde,

C1 C1
0y = —geapegReCe? — —and(€qpeqw™e’e?). (5.30)
8 16
Otro caso particularmente interesante es considerar a; = ¢; = ¢4 = 0, con lo que

los campos en (5.21),(5.22),(5.23) seran,

a a2 a
B = Zkbeb, (5.31)
a, a a
B = —2—;26 e, (5.32)
B = Kk + 2Rk (5.33)

y por lo tanto el lagrangeano de Chern-Simons-Savvidy (5.29) sera,

az ab _c _d az 2 aby.c 1.ed az 2 abi.d 1.ce
Oy4 = —ga()EabcdR ee’ + gagl GabcdR k)el{i + gagl EQdeR ]fek’

— %ageabcdk“bDw(eced) — %ageabcdeaebDwde — g—i%eabcde“ebeced (5.34)

1
— 1_6d (—agaoeabcdw“beced + agl20z26ab6d(w“bkziked + w“bk‘ikce)) ,

al considerar el campo k% = 0 obtenemos el siguiente lagrangeano,

az ab _c_d Qg Qg a b _c d 20 ab_c_d
d(€gpe . 5.39
8 24 [2 16 (Capeau™e"€") ( )
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Por otro lado el lagrangeano de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica en
cuatro dimensiones es dado por,
c3 A 5

ab _c _d a
EabcdR ee — €abed€ €

327G 4187

LW = e“e?, (5.36)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio y GG es la constante de gravitacion uni-
versal en cuatro dimensiones. Comparando este lagrangeano con (5.35) podemos

determinar las constantes

¢ 5 (5.37)
ay = — Qg = ——Qy. )
2 47TG060’ 2 2 0
Por lo tanto (5.34) ser4,
03 Rab c d 4+ 63 Z2 Rabkc k,ed + C3 12 Rabkdkce
oy = €abe e‘e €abe €abe
MDY e R 327G oAt e 64nG et e
3¢? " ? 3¢?
o abe a Dwk’Cd— acade_ ackabDw c, d
1287G < € 64 G2 € °C T Gang e (e"e)

c? boed S b d br.d
_ 647er (eabcdw“ e‘e” + 7€ab0d<wa kS kS 4+ w® kekce)) .



Capitulo 6

Conclusiones

Las teorias de gauge parecen ser la teoria que describen las fuerzas de la na-
turaleza, sin embargo la Teoria de la Relatividad General que es el modelo més
aceptado para describir la gravedad no ha podido ser formulada como teoria de
gauge. Un camino para poder desarrollar una teoria de gauge para la gravedad
son los lagrangeanos basados en las formas de Transgresion, los cuales estan for-
mulados sobre dos conexiones de gauge valuados sobre la misma algebra de Lie y
son invariantes de gauge. A partir de las formas de transgresion es posible obtener
formas de Chern-Simons al anular una de las conexiones de la transgresion. Sin
embargo las formas de Chern-Simons son invariantes de gauge modulo termino de
borde. A pesar de que las formas de transgresién y las formas de Chern-Simons
nos permiten construir teorias de gauge para describir la interaccién gravitacional,
estas solo pueden ser formuladas en dimensiones impares.

Por otro lado Savvidy generaliza la teoria de gauge de Yang-Mills introducien-
do tensores de gauge, que incluyen al vector de gauge de Yang-Mills e incluye
tensores de gauge de rango mas alto. Cada tensor posee una determinada trans-
formacion de gauge en términos de parametros tensoriales de gauge. A partir de
los campos de gauge tensoriales se construyen sus curvaturas asociadas, las cuales
son tensores de rango s+ 2 con s = 0, 1,.... Tanto los campos de gauge tensoria-
les como sus correspondientes curvaturas pueden ser englobadas en los llamados
campos de gauge extendidos y las curvaturas extendidas. Hemos mostrado que

el lagrangeano cuadratico en las curvaturas tensoriales incluye al lagrangeano de
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Yang-Mills. A partir de los campos de gauge tensoriales de rango uno y dos es-
critas en formas diferenciales, y sus correspondientes curvaturas, se encontré una
densidad topoldgica cinco dimensional, la cudl fue generalizada a 2n + 3 dimen-
siones y posee muchas de las propiedades de la densidad de Chern-Pontryagin. Se
puede escribir como la derivada exterior de una 2n + 2-forma andlogo a lo que
sucede con las formas de Chern-Simons, la 2n + 2—forma la cual llamamos forma
de Chern-Simons-Savvidy. Demostramos el teorema de Chern-Weil generalizado,
a partir del cual hemos podido construir una (2n + 2)—forma de transgresion, la
cudl, en forma andloga a lo que sucede en las formas de transgresién en dimensio-
nes impares, nos conduce a la 2n + 2-forma de Chern-Simons-Savvidy al anular
los campos A y B. En esta tesis nos centramos en la densidad topolégica en cin-
co dimensiones que se puede escribir como la derivada exterior de la 4-forma de
Chern-Simons-Savvidy, la cudl depende de la 1-forma campo de gauge A y de la
2-forma campo de gauge B.

En el contexto de SUGRA standar en once dimensiones, es necesaria una 3-forma
A la cual no se puede interpretar como campo de gauge. Sin embargo utilizando
las llamadas dlgebras diferenciales libre es posible escribir A como combinacién de
campos de gauge del dlgebra de D’Auria-Fre. Siguiendo esta idea, construimos la
2-forma B como combinacion de campos de gauge del algebra de Maxwell, lo que
nos permite encontrar la combinacién que deben satisfacer los campos de gauge
2-forma de tal manera que se pueda reducir sobre el dlgebra de Maxwell.

En esta tesis fue construida una accién 4-dimensional basada en una forma de
Chern-Simons-Savvidy para el algebra de Maxwell, de la cual los tensores inva-
riantes son conocidos. La 4-forma de Chern-Simons-Savvidy invariante para el
algebra de Maxwell encontrada contiene al término de Einstein-Hilbert con cons-

tante cosmologica.
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