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Profesor Gúıa: Dr. Luis Roa Oppliger.

Departamento de F́ısica.

Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
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2.5.1. Teleportación Cuántica Estándar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Resumen

El proceso de Teleportación Cuántica permite transferir un estado cuántico desconocido en-

tre dos sistemas espacialmente separados. En el caso de sistemas cuánticos de dos dimensionales

el proceso requiere de la generación de un estado maximalmente entrelazado de dos qubits, luego,

una medición conjunta sobre el qubit a teleportar y el qubit del par entrelazado, y finalmente el

env́ıo del resultado de la medición mediante un canal de comunicación clásica. Si se utiliza en

lugar de un estado maximalmente entrelazado uno parcialmente entrelazado entonces, el proceso

ahora será exitoso con una cierta probabilidad. llamando a este proceso Teleportación Cuántica

Probabilista.

Tenemos herramientas para comparar la información enviada por este proceso con la re-

cibida, este es el caso de la fidelidad, una ”medida de similitud”que será utilizada para la

comparación de los estados sean estos puros o mezcla.

En la presente tesis se aborda el estudio de la teleportación de un estado cuántico puro

desconocido a través de canales parcialmente entrelazados y más adelante un estado-X; además

con el uso de un protocolo de extracción de estados para mejorar mejorar la posibilidad de tener

un proceso de teleportación exitoso con el uso de un canal puro, y hacer posible teleportación

exitoso con el uso de un canal mezcla (estado-X).

ii



Introducción

La Mecánica Cuantifica posee como una de sus principales caracteŕısticas la de describir

fenómenos que no pueden ser descritos en el contexto de la Mecánica Clásica, uno de éstos es el

entrelazamiento cuántico, el cual ha sido profundamente estudiado debido a sus propiedades no

locales [1], ayudando al desarrollo de la computación cuántica, información cuántica, la cripto-

graf́ıa cuántica y el proceso de teleportación cuántica [2] objeto de estudio de este trabajo, entre

otros.

Los elementos necesarios para el desarrollo de este trabajo serán descritos en los 2 primeros

caṕıtulos, en el primero se revisarán conceptos fundamentales de mecánica cuántica, mediante

la definición del espacio de Hilbert, la descripción de los postulados que dan origen a la teoŕıa

y también operaciones lineales que actúan sobre un espacio de Hilbert.

En el segundo capitulo se abordará teoŕıa de la información cuántica, revisaremos el concep-

to de entrelazamiento, una clasificación de estados cuánticos, Además se introducirá el proceso

de teleportación cuántica estándar y su versión probabilista, finalmente el concepto de fidelidad

necesario para el análisis entre estados a teleportar y estados teleportados.

Los caṕıtulos 3 y 4 serán utilizados para el desarrollo del trabajo junto al uso de un protocolo

de extracción de estados y aśı mejorar los resultados obtenidos en el proceso de teleportación.





Parte I

Marco Teórico
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Caṕıtulo 1

Nociones de Mecánica Cuántica

Las leyes de la mecánica clásica fueron compiladas por Isaac Newton en 1686 en su famoso

libro Philosophiae Naturis Principia Mathematica. Durante más de 200 años fueron utilizadas

para la interpretación teórica de todos las observaciones conocidas por la f́ısica y la astronomı́a.

Sin embargo a finales del siglo XIX surgen una serie de fenómenos que no pod́ıan ser descritos

por la mecánica clásica de Newton, tales como el efecto fotoeléctrico, el decaimiento del electrón

orbitando el núcleo atómico, la llamada catástrofe ultravioleta y la radiación de cuerpo negro.

Debido a esto fue necesario el desarrollo de nuevas teoŕıas capaces de describir este tipo de

fenómenos, que da origen a principios del siglo XX, a la mecánica cuántica. El cambio radical

de las ideas f́ısicas del movimiento de la mecánica cuántica, exige una variación del formalismo

matemático respecto a su contra parte clásica.

La mecánica cuántica se diferencia de la versión clásica principalmente porque en la mecánica

cuántica no es posible conocer el estado de un sistema con total certeza solo tenemos una

probabilidad de obtener dicho valor.

1.1. Espacio de Hilbert

Necesitamos definir el espacio donde se realiza la descripción matemática de los sistemas

f́ısicos en estudio [3].

Definición 1. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial lineal finito- o infinito-dimensional

con producto escalar en C.

Los elementos del espacio vectorial son la representación para un sistema f́ısico . Notemos,

que en el contexto de la mecánica cuántica las cantidades f́ısicas que queremos medir correspon-

den a operadores que actuán sobre los vectores o elementos del espacio de Hilbert.

2



1.1. Espacio de Hilbert 3

1.1.1. Espacio de Hilbert Finito-dimensional

En dimensiones finitas, los vectores del espacio de Hilbert denotado por H y sus productos

escalares correspondientes, difieren del caso Euclideano estándar sólo por la elección de cantida-

des complejas C, en lugar de reales R. Esto significa que para los vectores a, b ε H:

a =

 a1

...

an

, b =

 b1

...

bn

, ai, bi ε C,

donde H representa el espacio de Hilbert n-dimensional.

El producto escalar se puede escribir como:

aibi = 〈a|b〉 =
(
a1, · · · , an

) b1
...

bn

 =

n∑
i=1

ai∗bi.

Ahora bien, cada vez que un covector 1 cuyas componentes ai = ai∗ son los complejos conju-

gados de las componentes del vector correspondiente, actúa sobre uno con componentes bi desde

el lado izquierdo, se obtiene un número complejo.

Luego es posible inferir la siguiente propiedad:

ab = (ba)∗. (1.1)

Se garantiza también, que la norma de un vector sea real positiva, es decir,

‖a‖ =
√
aa = (aia

i)1/2 =

(
n∑
i=1

ai∗ai

)
. (1.2)

Finalmente, los operadores que actuán sobre el espacio de Hilbert mapean un vector en

otro vector del espacio, o sea, son transformaciones lineales que pueden ser representados por

matrices:

a = Xb ⇔

 a1
...

an

 =

 X11 · · · X1n

...
. . .

...

Xn1 · · · Xnn


 b1

...

bn

 ⇔ ai = Xi
jb
i. (1.3)

1Un covector es un vector del espacio vectorial dual, que se denota por una fila en vez de una columna y por

ı́ndices inferiores (covariante) en lugar de superiores (contravariante).
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1.1.2. Espacio de Hilbert Infinito-dimensional

En dimensiones infinitas el espacio vectorial se generaliza a un espacio funcional, de funcio-

nes con valores complejos, que toman el rol de vectores de estado.

El producto interior se define como:

〈ψ|φ〉 :=

∫ ∞
−∞

d3xψ∗ (−→x )φ (−→x ) , (1.4)

donde, análogamente al caso finito dimensional, 〈ψ| es un covector (o funcional lineal) actuando

sobre el vector |φ〉.
El conjunto de todas las funciones cuadrado integrables ψ(x), sobre un cierto intervalo 2,

con:

b∫
a

|ψ (x)|2 dx <∞ (1.5)

constituye un espacio vectorial [4].

Luego, śı ψ y φ son cuadrado integrables y su producto interior existe (la integral (1.4)

converge a un número finito), la inecuación de Schwarz toma la forma:

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

ψ (x)∗ φ (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
√√√√√ b∫

a

|ψ (x)|2 dx
b∫
a

|φ (x)|2 dx. (1.6)

En particular,

〈φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉∗ . (1.7)

Adicionalmente, el producto interior de ψ con si misma,

‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉 =

∫
dx |ψ (x)|2 (1.8)

es real positivo, y sólo es cero cuando ψ(x) = 0.

Una función se dice normalizada si su producto interior con si misma es 1.

Dos funciones son ortogonales si su producto interior es 0.

2El restringirnos a un interbalo a, b no implica perdida de generalidad, ya que, podemos hacer tender estos

números a ±∞.
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Un set de funciones {ψn} son ortonormales si ellas son normalizadas y mutuamente orto-

gonales, es decir:

〈ψm|ψn〉 = δnm. (1.9)

Finalmente, un set o conjunto de funciones es completo si, cualquier otra función (en el

espacio de Hilbert) puede ser expresada como una combinación lineal de ellas,

ψ (x) =
∞∑
n=1

Cnψn (x) . (1.10)

Por lo tanto, el Espacio de Hilbert es un espacio de funciones completo con producto escalar

en C.

1.2. Postulados de la mecánica cuántica

La mecánica cuántica como una teoŕıa rigurosa posee un formalismo que permite describir

ciertos sistemas f́ısicos, entregando la base conceptual en la que estas leyes que la conforman.

De esta manera, la representación de un estado cuántico se obtiene directamente a partir de los

postulados de la teoŕıa. En efecto,

Postulado 1

Cada grado de libertad de un sistema f́ısico tiene asociado un espacio vectorial complejo

con producto interno. Este espacio vectorial es llamado espacio de estados o espacio de Hilbert.

Cuando el grado de libertad está aislado, su estado en un instante t es completamente descrito

por un vector normalizado |ψ (t)〉 al cual se le llama estado puro por ser un vector.

Postulado 2

La dinámica del estado |ψ (t)〉 es descrita por la ecuación de Schrödinger dependiente del

tiempo,

i~
∂

∂t
= Ĥ|ψ (t)〉 (1.11)

donde ~ es la contante de Planck, Ĥ es el operador hermı́tico llamado hamiltoniano del

sistema.

Postulado 3
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Una variable dinámica v de un grado de libertad es representada por un operador hermı́tico

V̂ . Cada operador hermı́tico tiene un conjunto de estados y valores propios.

V̂ |v〉 = v|v〉, caso continuo

V̂ |vn〉 = vn|vn〉 caso discreto

Si el grado de libertad está en el estado |ψ (t)〉 entonces al medir V̂ el estado del grado de

libertad se proyecta en forma completamente aleatoria a un estado propio de V̂ y la variable

dinámica tendrá el valor propio asociado al estado propio al cual se proyectó. Acá destacamos

la sutil diferencia entre el caso de un observable con espectro discreto o continuo:

Caso discreto: la probabilidad de que el grado de libertad, en un instante t, se proyecte

a un estado propio |vn〉, está dada por

pvn = |〈vn|ψ (t)〉|2

= 〈vn|ψ (t)〉 〈ψ (t) |vn〉
= 〈ψ (t) |vn〉 〈vn|ψ (t)〉
= Tr[(|vn〉 〈vn|) (|ψ (t)〉 〈ψ (t)|)]

Caso continuo: la probabilidad de que el grado de libertad en un instante t se proyecte

a un estado propio con valor propio entre v y v + dv está dada por ρ(v)dv donde ρ(v

representa la densidad de probabilidad de que el grado de libertad se proyecte al estado

propio |vn〉 del observable V̂ . La densidad de probabilidad está dada por:

ρ(v) = |〈v|ψ (t)〉|2

= 〈v|ψ (t)〉 〈ψ (t) |v〉
= 〈ψ (t) |v〉 〈v|ψ (t)〉
= Tr[(|v〉 〈v|) (|ψ (t)〉 〈ψ (t)|)]

Cabe destacar que es este postulado el que introduce el indeterminismo en la teoŕıa.

Postulado 4

Dos grados de libertad A y B se comportan como un grado de liberad cuyo espacio de

Hilbert está compuesto por el producto tensorial de los espacios de Hilbert de los subsistema A

y B.
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Cuando se conoce el estado puro |ψAB (t)〉 del sistema compuesto AB, entonces la probabi-

lidad de proyectar a un estado propio |vA〉 del observable V̂A en un proceso de medida realizado

sobre el subsistema A, es:

ρvA = Tr[(|vA〉 〈vA|) (|ψAB (t)〉 〈ψAB (t)|)]
= TρvArATrB[(|vA〉 〈vA|) (|ψAB (t)〉 〈ψAB (t)|)]
= TrA [|vA〉 〈vA|TrB (|ψAB (t)〉 〈ψAB (t)|)]
= TrA [|vA〉 〈vA| ρ̂A (t)]

De (anterior) y considerando el postulado 3 podemos ver que el estado efectivo del subsistema

A es descrito por el estado mezcla ,

ρ̂A (t) = TrB[|ψAB (t)〉 〈ψAB (t)|] (1.12)

Análogamente para el estado del subsistema B

ρ̂B (t) = TrA[|ψAB (t)〉 〈ψAB (t)|] (1.13)

Se le llama estado mezcla cuando no puede ser representado por un solo vector como en el

caso puro.

1.3. Operadores Lineales

Los operadores que actúan sobre un espacio de Hilbert transforman un estado en otro

perteneciente al mismo espacio, es decir:

|φ〉 = A|ψ〉. (1.14)

Por otro lado, del algebra lineal sabemos que un operador lineal entre espacios vectoriales

V y W es definido como un funcional A : V −→W ,

A

(∑
i

ai|ψ〉

)
=
∑
i

aiA (|ψ〉) . (1.15)

Ahora bien, supongamos que V , W y X son espacios vectoriales, A : V −→W y B : W −→
X son operadores lineales, luego a partir de esto es posible definir explicitamente la composición

de operadores, en particular, BA denota la composición de B con A, aśı, podemos actuar sobre

el espacio con una n-ésima composición de operadores.

Una relación complementaria que es extremadamente útil es presentada a continuación:
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I =
∑
j

|j〉〈j|, (1.16)

donde I es el operador identidad, es decir, I|ψ〉 = |ψ〉 para cualquier |ψ〉. La suma de la derecha

es sobre las diadas |j〉〈j| correspondiente a los elementos |j〉 de una base ortonormal.

Usando (1.16) se tiene que:

|ψ〉 =

∑
j

|j〉〈j|

 |ψ〉 =
∑
|j〉〈j|ψ〉 =

∑
j

〈j|ψ〉|j〉. (1.17)

Los operadores también pueden ser representados por matrices, en efecto, dado un operador

A y una base {βj} que no necesariamente es ortonormal, se le puede asociar una matriz cuadrada

A de números definidos por Ajk:

A|βk〉 =
∑
j

|βj〉Ajk =
∑
j

Ajk|βj〉. (1.18)

La matriz depende de la elección de la base, aśı como en el operador. En el caso de una base

ortonormal y utilizando (1.16) se tiene,

A|k〉 = IA|k〉 =

∑
j

|j〉〈j|

A|k〉 =
∑
j

|j〉〈j|A|k〉 =
∑
j

〈j|A|k〉|j〉, (1.19)

donde 〈j|A|k〉 es el producto interior de |j〉 con A|k〉 que es equivalente a Ajk en la expresión

(1.18). Aśı, 〈j|A|k〉 se conoce como un elemento de la matriz cuando se utiliza la notación de

Dirac.

Cuando A se refiere a un qubit, la forma habitual de escribir la matriz en la base estándar

(o computacional) es (nótese el orden de los elementos):(
〈0|A|0〉 〈1|A|0〉
〈1|A|0〉 〈1|A|1〉

)
.

Otra aplicación de (1.16), está en escribir el elemento de matriz del producto de dos opera-

dores en términos de los elementos matriciales individuales:

〈j|AB|k〉 = 〈j|AIB|k〉 =
∑
m

〈j|A|m〉〈m|B|k〉, (1.20)

usando sub́ındices la ecuación queda de la forma:

(AB)jk =
∑
m

AjmBmk. (1.21)
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Por otra parte, la traza Tr(A) de un operador A es la suma de los elementos diagonales de

esta matriz, es decir:

Tr(A) =
∑
j

〈j|A|j〉 =
∑
j

Ajj . (1.22)

Se puede demostrar que ésta traza es independiente de la base utilizada en la definición de

los elementos de la matriz, en particular, no se necesita usar una base ortonormal;
∑
j
Ajj puede

ser usada con los Ajj definidos en (1.18).

1.3.1. Operadores adjuntos y hermitianos

Los operadores usados es mecánica cuántica poseen propiedades importantes que estudiare-

mos en esta subsección.

Supongamos un operador A actuando sobre un espacio de Hilbert V , existe un operador

lineal único A† sobre V de tal manera que, para todos los vectores |ψ〉 y |φ〉 ∈ V ,

(|ψ〉, A|φ〉) =
(
A†|ψ〉, |φ〉

)
, (1.23)

este operador lineal es conocido como el adjunto o conjugado del operador A, además, (AB)† =

B†A†. Por convención, śı |φ〉 es un vector definimos |φ〉† ≡ 〈φ|, de lo que se desprende (A|φ〉)† =

〈φ|A†.
Se debe tener en consideración que la operación daga es antilineal, en la cual los escalares

se sustituyen por sus complejos conjugados.

Un operador normal A sobre el espacio de Hilbert es uno que conmuta con su adjunto, es

decir, AA† = A†A. Ellos tienen la propiedad de ser diagonalizados usando una base ortonormal,

de la forma:

A =
∑
j

αj |aj〉〈aj |, (1.24)

donde los vectores |aj〉 son autovectores de A y los αj son sus autovalores. Equivalentemente, la

matriz de A en esta base es diagonal,

〈aj |A|ak〉 = αjδjk. (1.25)

La ec. (1.24) se conoce comunmente como la forma espectral o resolución del operador A.

Ahora bien, un operador hemı́tico definido por la propiedad A = A† es también un operador

normal, siendo el análogo cuántico de un número real (en oposición a un complejo). Sus valores

propios αj son números reales.
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Los términos “hermitianos y auto-adjunto”son equivalentes para un espacio de Hilbert de

dimensión finita, que es el abordado en esta tesis, sin embargo, la distinción es importante para

espacios infinito-dimensionales.

También existe un operador llamado proyector o más formalmente, operador proyección

ortogonal, que satisface P 2 = P . Nótese que es un operador hermı́tico con autovalores 0 o 1, por

lo tanto, siempre hay una base (que depende, por supuesto, del proyector) en la que su matriz

es diagonal en el sentido de (1.25), con sólo 0 o 1 en la diagonal principal. Luego, una matriz

siempre representa un proyector.

Operadores Unitarios

En mecánica cuántica se utilizan operadores unitarios para cambiar de una base ortonormal

a otra, para representar simetŕıas como la de rotación y para describir algunos aspectos de la

dinámica o la evolución de un sistema cuántico.

Los denominados operadores unitarios U tienen la propiedad que:

U †U = I = UU †. (1.26)

Donde vemos que U conmuta con su adjunto, además es un operador normal y se puede

escribir en la forma (1.24). Entonces, de (1.26) se tiene la condición: todos los valores propios

de U son números complejos de magnitud 1, es decir, que se encuentran en la circunferencia

unitaria en el plano complejo.

En un espacio de Hilbert de dimension finita, con U mapeando el espacio sobre si mismo,

cada igualdad en (1.26) implica la otra, por lo que basta solo considerar una de ella, UU † = I,

para verificar si U es unitario.

1.3.2. Operadores de Pauli

Los operadores o matrices de Pauli son un conjunto de operadores hermı́ticos unitarios de

dimensión 23, definidos como

σx =

(
0 1

1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0

0 −1

)
(1.27)

que poseen valores propios (+1) y (−1), su determinante detσk es −1 con k = x, y, z y su

traza Tr(σk) es nula.

Satisfacen relaciones de conmutación y anticonmutación,

3grupo SU(2)



1.4. Estados Cuánticos y Operador Densidad 11

[σi, σj ] = 2i
3∑

k=1

εijkσk, (1.28)

Con εijk tensor antisimétrico en todos los ı́ndices,

{σi, σj} = 2δijI, (1.29)

de (1.28) y (1.29) se puede obtener:

σiσj = δijI + i
3∑

k=1

εijkσk. (1.30)

Si consideramos la base lógica |0〉 y |1〉 de σk con autovalores (+1) y (−1) la acción de los

operadores σ sobre los vectores de la base computadoriza es mostrada en la siguiente secuencia

de igualdades:

σx |0〉 = |1〉 (1.31a)

σx |1〉 = |0〉 (1.31b)

σy |0〉 = i |1〉 (1.31c)

σy |1〉 = −i |0〉 (1.31d)

σz |0〉 = + |0〉 (1.31e)

σz |1〉 = − |1〉 (1.31f)

donde σx hace un cambio de estado (bit flip), σy intercambia e introduce la fase ±i, y σz
introduce la fase ±1 (phase flip).

1.4. Estados Cuánticos y Operador Densidad

Hasta hora hemos considerado que el estado del sistema cuántico se describe por medio de

un estado puro |ψi〉 en un espacio de Hilbert. Por lo general es estado de un sistema cuántico no

es puro Sin embargo, se asume que el sistema se encuentra en uno de los estados normalizados

{|ψi〉}, con una cierta probabilidad pi respectivamente. Por lo tanto nuestro conocimiento del

sistema cuántico es descrito por un ensamble de estados puros, {|ψi〉, pi}. Si éste, esta compuesto

por un sólo un estado, entonces, el estado es puro. De otra manera, el estado es mixto, es decir,

una mezcla de estados puros.
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Para describir un estado mixto se usa un operador en vez de un vector de estado, denominado

operador o matriz densidad, denotado por ρ y tiene la siguiente forma:

ρ =
n∑
i

pi|ψ〉〈ψ|. (1.32)

Posee las siguientes propiedades

1. Condición de normalización

Tr(ρ̂) = 1, (1.33)

2. Es semidefinida positiva, para cualquier vector |φ〉 en el espacio de los estados.

〈φ|ρ̂|φ〉 ≥ 0, (1.34)

Cumpliendo esas condiciones, el operador densidad tiene una descomposición espectral de

la forma

ρ =
∑
j

λj |j〉〈j|, (1.35)

donde los vectores |j〉 son mutuamente ortogonales y los valores propios de rho, λj son reales

no negativos.

En general, para la traza de un operador densidad se cumple, Tr(ρ̂2 ≤ 1), la igualdad se tiene

solo para estados puros. Además el operador densidad es hermı́tico, sus elementos matriciales

fuera de la diagonal principal son llamados términos de coherencia, ρnm = 〈n|ρ|m〉, y los términos

diagonales ρnn = 〈n|ρ|n〉 son llamados poblaciones. Los términos de coherencia y poblaciones

satisfacen la desigualdad triangular,

〈n|ρ|n〉〈m|ρ|m〉 ≥ |〈n|ρ|m〉|2. (1.36)



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de la Información Cuántica

2.1. Qubit

El bit es un concepto fundamental de la computación clásica y de teoŕıa clásica de la infor-

mación. La Computación cuántica y teoŕıa cuántica de la información se basan en un concepto

análogo, el bit cuántico o qubit [5, 6].

El bit clásico tiene dos posibles estados a adoptar, 0 y 1, mientras que, el qubit, puede en-

contrarse no solo, en los estados base |0〉 y |1〉, sino también, en las superposiciones de ambos

[7],

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉 (2.1)

donde a y b son números complejos y |a|2 + |b|2 = 1 es decir esta normalizado a 1. La canti-

dad de información almacenable en un qubit es mayor que la del bit clásico por los coeficientes

complejos que pertenecen a un conjunto continuo e infinito.

Debido a |a|2 + |b|2 = 1 es posible reescribir (2.1) como

|ψ〉 = eiγ
(

cos
θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉
)

(2.2)

Como eiγ es un fase global y no produce efectos observables posemos ignorarla, el estado

quedan entonces de la forma:

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉 (2.3)

θ y φ definen un punto sobre una esfera como se muestra en la figura 2.1

13
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Figura 2.1: Representación de un qubit en la esfera de Bloch

Esta esfera, llamada esfera de Bloch, proporciona una a visualización para el estado de un

qubit. Aunque esta representación de la idea de que se puede almacenar infinita información

si realizamos una medición, el resultado será 0 con probabilidad |a|2 ó 1 con probabilidad |b|2,
obteniendo solo uno de los dos bits.

2.2. Entrelazamiento

Las correlaciones cuánticas son las que ponen de manifiesto “una teoŕıa de la información

basada en los principios cuánticos, ampĺıa y completa la teoŕıa clásica de la información, del

mismo modo que los números complejos ampĺıan y completan los reales” [8].

Son una propiedad de los sistemas cuánticos compuestos de dos o más part́ıculas 1. Dichas

correlaciones dan origen a un sin número de aplicaciones, tanto en información cuántica como en

computación cuántica, tales como: preparación remota de estados [9, 10, 11], codificación den-

sa [12], teleportación de estados cuánticos [2], swapping de entrelazamiento [13], y criptograf́ıa

cuántica [14].

1o una part́ıculas con más de un grado de libertad.
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La siguiente revisión del concepto entrelazamiento está basada en el trabajo realizado en [15].

En 1935 E. Schrödinger se refirió al entrelazamiento como “los rasgos caracteŕısticos de la

mecánica cuántica”[16]. En efecto, cuando dos sistemas espacialmente separados con estados bien

definidos entran en una interacción producto de fuerzas conocidas que actúan sobre ellos, luego

de un tiempo finito de influencia mutua, estos sistemas se separan de manera que, ya no pueden

ser descritos de la misma forma inicial dotando a cada uno de ellos con su propia representación

independiente. Esta es una las caracteŕıstica de la teoŕıa cuántica que genera un distanciamiento

notable de las lineas del pensamiento clásico. Como resulta natural, la interacción cambia los

sistemas, los conecta, los entrelaza.

Paralelamente, la interpretación de Copenhagen de la mecánica cuántica era fuertemente

criticada por A. Einstein, B. Podolsky y N. Rosen EPR [1]. En el trabajo, ellos cuestionan si

la mecánica cuántica puede ser considerada una teoŕıa completa de la realidad f́ısica, bajo su

propio paradigma realista. Considerando este contexto, plantean que en una teoŕıa completa

cada elemento de realidad f́ısica debe tener una contraparte en la teoŕıa, por lo cual, la mecánica

cuántica es sometida al siguiente criterio:

Sin perturbar de ningún modo un sistema se puede predecir con certeza, es decir, con pro-

babilidad unitaria el valor de una cantidad f́ısica, entonces existe un elemento de realidad f́ısica

asociado a dicha cantidad.

El argumento EPR señala que en teoŕıa cuántica, si los correspondientes operadores de dos

cantidades f́ısicas, A y B no conmutan, entonces el conocimiento preciso de una de las cantidades

excluye el conocimiento de la otra. Por lo tanto, se concluye que:

i) la descripción de realidad de la mecánica cuántica entregada por la función de onda no es

completa,

ii) ó cuando los correspondientes operadores de dos cantidades f́ısicas no conmutan no pueden

tener realidad simultáneamente.

En el mismo año N. Bohr [17] respondió a la cŕıtica realizada a la interpretación de Co-

penhagen de la teoŕıa. El argumento de Bohr es que hay una ambigüedad en la implicancia de

la expresión: “sin perturbar de ningún modo un sistema”. En mecánica cuántica es imposible

controlar con certeza, es decir, con probabilidad 1, la reacción del sistema ante el instrumento

de medida, lo cual es conocido como principio de incertidumbre o indeterminación.

“En 1952 D. Bohm introduce una nueva interpretación que pretend́ıa revolucionar la teoŕıa

en términos de variables “ocultas” [18]. Con las cuales en principio era posible determinar en

forma precisa el resultado de cada proceso individual de medida. Dice que, la teoŕıa puede ser

generalizada al considerar que las perturbaciones en el proceso de medida podŕıan ser eliminadas.
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Según esto es concebible que el principio de incertidumbre no sea válido” [15].

1964, resultó ser el año clave para esclarecer las interpretaciones de la mecánica cuántica,

fue propuesta una prueba experimental por J. Bell [19], para determinar si los argumentos de

EPR eran válidos. El resultado es conocido como la “desigualdad de Bell” (ver apéndice ??),

que es completamente general y no depende de una teoŕıa f́ısica en particular. Por medio de la

desigualdad de Bell fue posible demostrar que al considerar estados entrelazados no se satisface

la desigualdad, lo que está en acuerdo con las predicciones de la mecánica cuántica, con el

argumento de Bohr, y en contradicción con las ideas de la denominada paradoja EPR. Es el

requisito de localidad, o particularmente, que el resultado de una medición sobre un sistema

no sea afectado por operaciones sobre sistemas distantes con los cuales ha interactuado en el

pasado, el que crea la dificultad esencial. Por consiguiente, no existe una teoŕıa f́ısica sobre

variables ocultas que reproduzca todas las predicciones de la mecánica cuántica. Incluso hasta

la actualidad se desarrollan trabajos que ratifican el resultado entregado por J. Bell y eliminan

las posibles ambigüedades de su resultado [20].

2.3. Clasificación de estados cuánticos

Esta sección toma como base la descripción de estados cuánticos realizada en [21].

Consideremos un sistema cuántico compuesto de N subsistemas f́ısicamente distinguibles

A,B,C..., cuyo operador densidad es ρ̂A,B,C..., y el operador densidad del i-ésimo sistema se

obtiene al trazar parcialmente sobre todos los otros subsistemas.

2.3.1. Estado producto

Se dice que ρ̂A,B,C... es un estado producto si es posible escribirlo como el producto tensorial

de los respectivos operadores densidad, es decir:

ρA,B,C... = ρA ⊗ ρB ⊗ ρC ... (2.4)

Los estados producto no presentan correlaciones. Notemos que la mezcla de dos estados

producto pertenece al conjunto de los estados separables.

2.3.2. Estados separables

Aquellos estados compuestos de dos o más part́ıculas que no están entrelazados se les co-

nocen como estados sepables, y se caracterizan por satisfacer la desigualdad de Bell. Un estado

compuesto ρ̂A,B,C,..., por los subsistemas A,B,C, ..., es separable [22], si se puede escribir de la

forma:
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ρ̂A,B,C,... =
∑
i

piρ̂
i
A ⊗ ρ̂iB ⊗ ρ̂iC ..., (2.5)

donde ρ̂iA, ρ̂
i
B, ρ̂

i
C , ..., corresponden a los operadores densidad de los subsistemas A,B,C, ..., res-

pectivamente y
∑
i
pi = 1.

2.3.3. Estados entrelazados

Como contraparte a los estados separables que no presentan entrelazamiento, pero śı corre-

laciones clásicas, existen los llamados estados entrelazados o enredados.

Un estado bipartito en un espacio de Hilbert d dimensional está maximalmente entrelazado

si es posible escribirlo como:

|ψAB〉 =
1√
d

d−1∑
i=0

|i, i〉 (2.6)

o es unitariamente equivalente a (2.6).

Notemos que, un estado maximalmente entrelazado puede ser construido a partir de una

base separable, es decir, |j〉 ⊗ |k〉 con j, k = 0, ..., d − 1, que expande un espacio de Hilbert de

dos qubit,

|ψjk〉 =
1√
d

d−1∑
n=0

ei
2π
d
jn|n〉 ⊗ |n	 k〉, (2.7)

donde |n〉 ⊗ |n	 k〉 denota la diferencia n− k módulo d.

Luego, un estado cuántico se encuentra maximalmente entrelazado si es posible construir a

partir de él cualquier otro estado de la base usando operaciones locales y comunicación clási-

ca (LOCC). Sabiendo que una operación local es aquella que no actúa sobre dos sistemas 2

simultáneamente, sin embargo, cualesquiera otros operadores pueden ser formados a través de

operaciones unitarias actuando en el estado.

En particular, cuando la dimension es 2 son los llamados estados de Bell.

Estados de Bell

Un estado de Bell o también conocido como par EPR 3 [1], es un estado que representa

entrelazamiento máximo entre dos sistemas. Dichos estados de Bell forman una base ortogonal

2Para nuestros resultados esto se reduce sólo a un par de qubits.
3Eintein, Podolsky y Rosen.
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denominada base de Bell:

|φ±〉 =
1√
2

(|0〉|0〉 ± |1〉|1〉) , (2.8a)

|ψ±〉 =
1√
2

(|0〉|1〉 ± |1〉|0〉) . (2.8b)

2.3.4. Estado clásico

Un estado clásico tiene la particularidad de poseer solo correlaciones clásicas [23]. Se cons-

truye como una mezcla de estados puros no entrelazados, localmente ortogonales y es de la

forma:

ρ̂A,B,C,... =
∑
~k

p~k|~k〉〈~k|, (2.9)

donde los estados |~k〉 denotan un producto tensorial de N estados |~ki〉, los cuales definen una

base ortogonal en cada subsistema 4.

La mezcla de estados clásicos conduce en general a un estado separable, no obstante, cuando

dos estados son clásicos y poseen los mismos autovalores, entonces la mezcla de ellos sigue siendo

clásica.

Dado que las correlaciones cuánticas generalmente no son simétricas, es posible definir es-

tados semi-clásicos, los cuales son clásicos tan sólo en una de sus partes.

2.3.5. Estado X

Los estados tipo-X son en la actualidad de gran interés, no sólo porque existe una expresión

anaĺıtica para calcular su entrelazamiento, sino también, porque son en principio una generaliza-

ción de estados maximalmente entrelazados. Motivaciones para su estudio se derivan del hecho

que en general se encuentran en diferentes áreas, por ejemplo, mecanismos de decoherencia que

pueden tomar qubits en un estado-X [24, 25, 26], dos átomos de dos niveles en el modelo de

Tavis-Cummings pueden alcanzar una dinámica de estado-X [27], los estados de mı́nima y máxi-

ma discordia cuántica para un valor de entrelazamiento fijo son estados-X [28], en el campo de

la materia condensada del estado fundamental de dos sitios de simetŕıa-Z2 de una red también

está representado por un estado-X [29, 30, 31, 32].

En los siguientes párrafos, se tratan algunos de los aspectos más relevantes de los estados-X,

representando dos qubit a y b.

4Dicho de otra manera, los autoestados del operador densidad que describe un estado clásico son factorizados

y además localmente ortogonales
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En la base lógica {|0a〉|0b〉, |0a〉|1b〉, |1a〉|0b〉, |1a〉|1b〉} 5 el estado de dos qubits es dado por:

ρ̂AB ≡


ρ11 0 0 ρ14
0 ρ22 ρ23 0

0 ρ32 ρ33 0

ρ41 0 0 ρ44

 . (2.10)

Los elementos de la matriz 2.10 deben satisfacer la condición de
4∑
j=1

ρjj = 1 y la de positi-

vidad,

|ρ14| ≤
√
ρ11ρ44 y |ρ23| ≤

√
ρ22ρ33. (2.11)

En adelante consideraremos los elementos diagonales fijos, es decir, la distribución de pro-

babilidades permanece invariante, de manera que el análisis lo realizaremos en función de los

elementos fuera de la diagonal principal. Éstos muestran el grado de coherencia dentro de dos

subespacios ortogonales, por ejemplo, H00,11 expandido en la base {|0a〉|0b〉, |1a〉|1b〉}, y H01,10

expandido por {|0a〉|1b〉, |1a〉|0b〉}. En efecto, cuando ρ14 = 0 existe decoherencia absoluta en

el subespacio H00,11, mientras que para |ρ14| =
√
ρ11ρ44, ρ̂A,B es un estado puro en H00,11. El

elemento ρ23 tiene un significado similar en el subespacio H01,10. En consecuencia, los estados-X

(2.10), que dependen de los módulos |ρ14| y |ρ23|, van desde una superposición incoherente de

los cuatro estados lógicos factorizados a una superposición de dos estados puros parcialmente

entrelazados.

2.4. Cuantificación del entrelazamiento

En 1996 una buena cantidad de trabajos fueron dedicados a la búsqueda de medidas cuan-

titativas de entrelazamiento, en particular, para los estados mixtos de un sistema bipartito

[33, 34, 35]. Tal vez la más básica de estas medidas es el entrelazamiento de formación, que

abordaremos mas adelante, ésta tiene por objeto cuantificar los recursos necesarios para crear

un estado entrelazado dado [35].

Un posible criterio pudo haber sido la desigualdad de Bell, sin embargo, existen estados

parcialmente entrelazados que no satisfacen la desigualdad, por ejemplo, los estados de Werner

[22]. Luego, la desigualdad de Bell no puede ser utilizada como medida de entrelazamiento.

Una buena medida de entrelazamiento para estados puros |φAB〉 es la entroṕıa de von

Neumann, utilizando un operador densidad reducido, es decir, con la entroṕıa de una parte del

sistema. Aśı pues, se define la entroṕıa del entrelazamiento como:

5o también conocida como base computacional.
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E (|φ〉〈φ|) = S(TrA|φ〉〈φ|) = S(TrB|φ〉〈φ|), (2.12)

donde S es la entroṕıa de von Neumann S(ρ) = −Tr(ρ̂ log2 ρ̂) y TrA ó TrB, corresponden a las

respectivas trazas parciales sobre los subsistemas A y B.

Para estados mixtos no existe una única cuantificación del entrelazamiento, pero se sabe

que una posible medida de él debiese satisfacer las condiciones [36]:

i) Para un sistema bipartito E(ρ̂) debe ser un mapeo desde operadores densidad a números

reales positivos.

ii) Debe ser cero, si el estado es separable.

iii) La medida no debe en promedio aumentar bajo operaciones locales y comunicación clásica

(LOCC).

iv) Para estados puros la medida de entrelazamiento se debe reducir a la entroṕıa del entre-

lazamiento (2.12). Para estados maximalmente entrelazados como el de la ecuación (2.6)

la medida se reduce a log2 d.

Sin embargo, algunos autores [36, 37] exigen otras propiedades que debe cumplir E(ρ̂):

v) Continuidad: El entrelazamiento debe converger a cero; en el ĺımite cuando la distancia de

dos operadores densidad distintos tiende a cero, es decir, E(ρ̂)−E(σ̂)→ 0 para ‖ ρ̂− σ̂ ‖→
0.

vi) Aditividad: Un número n de copias idénticas del estado ρ̂ debe contener n veces el entre-

lazamiento de una copia, es decir, E(ρ̂⊗n) = nE(ρ̂).

vii) Subaditividad: El entrelazamiento del producto tensorial de dos estados ρ̂ y σ̂ no debeŕıa

ser mayor que la suma de los entrelazamientos de cada subsistema, es decir, E(ρ̂ ⊗ σ̂) ≤
E(ρ̂) + E(σ̂).

viii) Convexidad: La medida del entrelazamiento debeŕıa ser una función convexa, es decir,

E(λρ̂+ (1− λ)σ̂) ≤ λE(ρ̂) + (1− λ)E(σ̂) para 0 < λ < 1.

Desafortunadamente, existen medidas de entrelazamiento que implican extremizaciones dif́ıci-

les de manejar anaĺıticamente, el entrelazamiento de formación no es la excepción a esta regla.

Sin embargo, en el caso especial de dos sistemas cuánticos binarios, como el spin de una part́ıcula

ó la polarización de un fotón - sistemas que se denominan genéricamente “qubits” - una fórmula

expĺıcita para el entrelazamiento de formación fue probada, por ejemplo, para una clase especial

de matrices densidad [38]. En definitiva, Wootters generaliza y prueba la fórmula para los esta-

dos arbitrarios de dos qubits, la cual satisface las condiciones anteriores y generaliza la entroṕıa
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del entrelazamiento (2.12) para estados mixtos.

Aśı, si consideramos un sistema bipartito ρ̂AB, vemos que el entrelazamiento de formación

se puede expresar como el mı́nimo sobre todas las descomposiciones del ensamble de ρ̂AB,

Ef (ρ̂AB) = mı́n
∑
i

piE(ψi), (2.13)

es decir, la minimización es realizada sobre todos los ensambles {pi, ψi} tal que, ρ̂AB =
∑
i
pi|ψi〉〈ψi|.

La minimización de la expresión (2.13) en el caso de dos qubit fue la realizada por Wootters

[39].

Luego, el entrelazamiento de formación de un estado ρ̂AB de dos qubit se redujo a:

Ef (C) = h

(
1 +

√
1− C(ρ̂AB)2

2

)
, (2.14)

donde E(C) es monótonamente creciente y oscila entre 0 y 1, h es la entropÍa binaria h(x) =

−x log2 x− (1− x) log2(1− x), y C(ρ̂AB) es la llamada concurrencia,

C(ρ̂) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (2.15)

con λi los autovalores en orden decreciente de la matriz hermı́tica R ≡
√√

ρρ̂
√
ρ. De forma

alternativa, se puede decir que los λi son las ráıces cuadradas de los autovalores de la matriz

Antihermı́tica,

ρ̂AB = (σy ⊗ σy)ρ̂∗AB(σy ⊗ σy) (2.16)

Observemos que cada uno de los λi es un número real no negativo.

2.5. Teleportación Cuántica

La Teleportación Cuántica propuesta por Bennett et al [2] que consiste transmitir un estado

cuántico entre dos partes espacialmente separadas mediante la utilización de un canal cuántico,

usualmente éste consiste en un estado maximalmente entrelazado de dos qubits.

2.5.1. Teleportación Cuántica Estándar

En algún laboratorio se encuentra Alice y en otro, alejado de Alice, se encuentra Bob.

Interactuaron con anterioridad, obteniendo un estado maximalmente entrelazado que comparten.

Alice ahora quiere enviar a Bob un estado cuántico desconocido usando un canal clásico de

comunicación.
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Entonces para realizar este proceso conocido como teleportación cuántica Alice debe medir

sobre los estados que tiene en su laboratorio, la parte del par entrelazado y el estado desconocido

que desea enviar, con dicha medición mediante el uso del canal clásico comunica a Bob los resul-

tados y éste mediante el uso de Transformaciones Unitarias sobre su parte del par entrelazado,

recobrar el estado a teleportar.

Tenemos un estado desconocido

|ψ〉a = a|0〉a + |1〉a (2.17)

Para el envio exitoso de la información es necesario un estado maximalmente entrelazado

|Ψ〉AB =
1√
2
|00〉AB + |11〉AB (2.18)

El estado total esta dado por el producto tensorial de ambos estados, escribiendo este pro-

ducto de manera conveniente se obtiene

|ψa〉 ⊗ |ΨAB〉 =
1√
2

(a|0a0A〉|0B〉+ a|0a1A〉|1B〉+ b|1a0A〉|0B〉|+ b|1a1A〉|1B〉|) (2.19)

Haciendo un cambio de base sobre el estado del sistema completo, en particular la base de

estados maximalmente entrelazados de Bell, se obtiene

|ψa〉|ΨAB〉 =
1

2
[|Φ+

aA〉 (a|0B〉+ b|1B〉) + |Φ−aA〉 (a|0B〉 − b|1B〉)

+|Ψ+
aA〉 (b|0B〉+ a|1B〉) + |Ψ−aA〉 (b|0B〉 − a|1B〉)] (2.20)

Si Alice hace una medición de Bell sobre sus estados, y comunica a Bob el resultado usando el

canal clásico este podrá recuperar el estado teleportado por Alice mediante una transformación

unitaria que dependerá del resultado comunicado. Estas transformaciones son operadores de

Pauli( 1.3.2), asi el estado toma la forma

|ψa〉|ΨAB〉 =
1

2

[
|Φ+
aA〉|ψB〉+ |Φ−aA〉σz|ψB〉+ |Ψ+

aA〉σx|ψB〉+ |Ψ−aA〉σxσz|ψB〉
]

(2.21)

Si Alice obtiene como resultado de su medición el estado |Φ+
aA entonces Bob recobrará in-

mediatamente el estado original, con lo cual el proceso de teleportación habrá terminado, si en

cambio, obtiene como resultado de su medición alguno de los otros estados de Bell, entonces

Bob deberá realizar alguna transformación de Pauli para completar la teleportación.

De esta forma, se puede ver que es posible enviar información desconocida entre dos luga-

res espacialmente separados usando un canal clásico de comunicación y un par entrelazado de

part́ıculas producto de una interacción previa entre las particulas entrelazadas y luego separadas.
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2.5.2. Teleportación Cuántica Probabilista

Desde una perspectiva mas realista y de forma experimental es muy complejo tener un canal

maximalmente entrelazado (debido a imperfecciones en la fuente), es necesario entonces partir

de una situación posible como es el caso de un canal puro parcialmente entrelazado en lugar de

uno maximalmente entrelazado.

Tenemos un estado cuántico desconocido

|ψ〉a = a|0〉a + |1〉a (2.22)

Para el envió de la información es necesario un canal, en este caso un estado puro parcial-

mente entrelazado

|Ψ〉AB = α|00〉AB + β|11〉AB (2.23)

Este se encuentra normalizado, es decir, |α|2 + |β|2 = 1 y |α| < |β| denotando que α y

β son diferente de 1/
√

2 donde se recupera el canal maximalmente entrelazado y el calculo se

reduce a lo visto en teleportación cuántica estándar. Analogamente al caso anterior el estado

parcialmente entrelazado es compartido por Alice y Bob y el Estado total se puede describir

como el producto tensorial de |ψ〉a y |Ψ〉AB.

haciendo uso de (pendiente) y de forma analógica a la telportación estándar el estado total

toma la forma,

|ψa〉 ⊗ |ΨAB〉 =
1√
2

[|Φ+
aA〉 (aα|0B〉+ bβ|1B〉) + |Φ−aA〉 (aα|0B〉 − bβ|1B〉)

+|Ψ+
aA〉 (bβ|0B〉+ aα|1B〉) + |Ψ−aA〉 (bβ|0B〉 − aα|1B〉)] (2.24)

Podemos ver de la ecuación anterior que si Alice realiza una medición de Bell sobre sus

part́ıculas, entonces el sistema de Bob no se proyectara al estado a teleportar, en su lugar

tendremos estados con coeficientes proveniente del canal usado en el proceso.

2.6. Fidelidad

La fidelidad es una herramienta de la teoŕıa de probabilidad, que busca la comparación entre

distribuciones de probabilidad. Por ejemplo, dadas dos distribuciones px y qx sobre un conjunto

con ı́ndice x, la fidelidad de p y q se define como [5]

F (p, q) ≡
∑
x

√
pxqx (2.25)

En el caso cuántico, la fidelidad nace de la necesidad de cuantificar la cercańıa entre dos

estados al observar que tanta información se preserva en un proceso cuántico
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Fue Uhlmann [40] quien la definió originalmente esta medida para dos estados con matrices

densidad ρ1 y ρ2 como probabilidad de transición.

F (ρ, σ) ≡
(
Tr

√
ρ1/2σρ1/2

)2

(2.26)

Esta expresión cumple las siguientes propiedades:

0 ≤ F (ρ1, ρ2) ≤ 1 y F (ρ1, ρ2) = 1 si y solo si ρ1 = ρ2.

Es simétrica F (ρ1, ρ2) = F (ρ2, ρ1).

Si ρ1 = |ψ〉〈ψ| es puro, entonces tenemos

F (ρ1, ρ2) = 〈ψ|ρ2|ψ〉

Convexidad si ρ1, ρ2 ≥ 0, p1 + p2 entonces

F (ρ, p1ρ1 + p2ρ2) ≥ p1F (ρ, ρ1) + p2F (ρ, ρ2) (2.27)

F (ρ1, ρ2) ≥ Tr(ρ1ρ2) (2.28)

Multiplicatividad F (ρ1 ⊗ ρ2, ρ3 ⊗ ρ4) = F (ρ1, ρ3)F (ρ1, ρ3)

La fidelidad se preserva cuando actúan evoluciones unitarias sobre los estados para cual-

quier operador unitario.

F (ρ1, ρ2) = F (Uρ1U
†, ρ2U

†) (2.29)

Vale la pena señalar que en el caso de dos dimensiones es posible obtener fórmulas más

simples para F como lo obtenido por Jozsa [41]

F (rho1, ρ2) = Tr(ρ1ρ2) + 2(det ρ1 det ρ2)
1/2 (2.30)

2.6.1. Fidelidad Promedio

El desaf́ıo es transmitir un estado puro desconocido |ψ〉 con la mayor fidelidad posible. De-

bido a que generalmente el canal usado para el proceso de teleportación no es maximalmente

entrelazado el estado recibido es diferente al enviado. Por lo tanto, considerando total ignorancia

acerca el estado emitido |ψ〉 suponemos que se trata de cualquier estado del espacio de Hilbert,

cada un con una misma densidad de probabilidad ℘ = 1/2π

En consecuencia, la fidelidad media f dada por el promedio de F en todos los posibles

estados {|ψ〉}, se vuelve
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f =

∫
℘Fdψ (2.31)

=
1

2π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
〈ψ|ρ|ψ〉 |〈0|ψ〉| d |〈0|ψ〉| dθ1dθ2 (2.32)

donde los θi son las dos fases del estado |ψ〉 y |〈0|ψ〉| d |〈0|ψ〉| dθ1dθ2 es el elemento de volumen

del estado espacio definido por los tres parámetros (|〈0|ψ〉| , θ1, θ2) . Supongamos que un emisor

tiene un solo sistema y desea transferir un estado desconocido |ψ〉 a un receptor, teniendo sólo

la comunicación clásica entre ellos. El proceso más elemental que el receptor puede hacer es

medir un observable y enviar por medio de un bit clásico un 0 si el resultado es |0〉 o un 1 si es

|1〉, donde |0〉 y |1〉 son los estados propios de lo observable previamente acordado entre ellos.

De este modo, el receptor recibe el estado |0〉 con probabilidad |〈0|ψ〉|2 y |1〉 con probabilidad

|〈1|ψ〉|2, en lugar de |ψ〉. En este caso, la fidelidad media está dada por

f =

∫
℘〈ψ|

(
|〈0|ψ〉|2 |0〉〈0|+ |〈1|ψ〉|2 |1〉〈1|

)
|ψ〉dψ

=
1

2π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0

[
|〈0|ψ〉|4 +

(
1− |〈0|ψ〉|2

)2]
|〈0|ψ〉| d |〈0|ψ〉| dθ1dθ2

=
2

3
(2.33)

lo que significa que el valor 2/3 está garantizada por un proceso elemental de la transferencia

de la información. En consecuencia podemos decir que un proceso para la transferencia de

información no es elemental si su fidelidad media es superior a 2/3.
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26



Caṕıtulo 3

Redistribución de fidelidad

3.1. Redistribución de la fidelidad en un proceso con un canal

puro

Ahora abordaremos aspectos del protocolo de teleportación para estados puros, dejando

para el siguiente capitulo una generalización a estados mixtos, en particular, estados tipo-X.

Nos centraremos en el estudio de la fidelidad cuántica, cantidad da cuenta de la ”similitud”de

un par de estados.

Con el fin de introducir los elementos básicos y las operaciones revisamos el protocolo

teleportación con el canal cuántico puro |CAB〉 = α|0〉|0〉 + β|1〉|1〉 donde {|0〉, |1〉} son los

estados propios de σz operador de Pauli, |i〉|j〉 denota el producto tensorial del estado |i〉 del

sistema A y el estado |j〉 del sistema B. Dado que cualquiera de las fases en el canal puede ser

removido por una transformación unitaria local sin pérdida de generalidad, consideramos las

amplitudes α y β son números reales no negativos y α ≤ β. El canal |CAB〉 está normalizado,

es decir, α2 + β2 = 1

La teleportación cuántica probabilista, de un estado desconocido |ψ〉 del sistema de a, se

muestra en la siguiente identidad,

|ψ〉|CAB〉 =

√
p̄

2
|Φ+
aA〉|ψ̄〉+

√
p̄

2
|Φ−aA〉σz|ψ̄〉

+

√
p̈

2
|Ψ+

aA〉σx|ψ̈〉+

√
p̈

2
|Ψ−aA〉σxσz|ψ̈〉, (3.1)

donde |Φ±aA〉 y |Ψ±aA〉 son los estados de bell del sistema bipartito aA. De la ecuación (3.1)

Se entiende que al realizar de una medición proyectiva sobre los estados de Bell del sistema

aA, en el sistema B también se proyectan sobre las salidas |ψ̄〉 con probabilidad p̄/2, σz|ψ̄〉con

probabilidad p̄/2, σx|ψ̈〉 con probabilidad p̈/2, y σxσz|ψ̈〉 con probabilidad p̈/2, donde

27
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|ψ̄〉 =
1√
p̄

(α〈0|ψ〉|0〉+ β〈1|ψ〉|1〉) , (3.2)

p̄ = |α|2 |〈0|ψ〉|2 + |β|2 |〈1|ψ〉|2 ,

|ψ̈〉 =
1√
p̈

(β〈0|ψ〉|0〉+ α〈1|ψ〉|1〉) , (3.3)

p̈ = 1− p̄.

El receptor teniendo el sistema B y, recibiendo el resultado de la medición del sistema aA,

puede remover la transformación unitaria σz, σx o σxσz con el fin de recuperar los estados |ψ̄〉 o

|ψ̈〉. Vale la pena mencionar aqúı que si β = |β| eiθβ es complejo debemos introducir en (3.1), el

operador unitario e−i(θβ+π)/2ei(θβ+π)σz/2 en lugar de σz. Nótese que, cuando α = β , el canal se

vuelve un estado de Bell, los estados |ψ̄〉 y |ψ̈〉 se vuelven |ψ〉 que es el estado para ser teleportado

del sistema aA al sistema B. Por consiguiente, después remover de los operadores unitarios, el

receptor tiene dos posibles salidas, |ψ̄〉 con probabilidad p̄ o |ψ̈〉 con probabilidad p̈. En este caso,

la fidelidad promedio sobre las dos salidas, cada una con una probabilidad asociada es

f =

∫
℘

(
p̄
∣∣〈ψ|ψ̄〉∣∣2 + p̈

∣∣∣〈ψ|ψ̈〉∣∣∣2) dψ (3.4)

=
2

3
+
C

3
(3.5)

donde C = 2αβ es la concurrencia del canal |Φ+
AB〉. Adicionalmente, observamos que ambas

salidas, |ψ̄〉 y |ψ̈〉, tienen la misma fidelidad normalizada f̄ =
∫
℘p̄
∣∣〈ψ|ψ̄〉∣∣2 dψ/ ∫ ℘p̄dψ = f̈ =∫

℘p̈
∣∣∣〈ψ|ψ̈〉∣∣∣2 dψ/ ∫ ℘p̈dψ = f .

De las anteriores expresiones se interpreta lo siguiente:

Cuando el canal puro carece de entrelazamiento, es decir α = 0 o β = 0, entonces f toma

el valor mı́nimo 2/3

La fidelidad media es de 1 sólo para C = 1, lo que corresponde al caso de un canal

máximamente entrelazado.

Por lo tanto, nos encontramos con que la correlación de entrelazamiento contribuye única-

mente al tercio superior en la fidelidad promedio, los dos tercio inferiores están garantizados sin

ninguna correlación. En otras palabras para la teleportación con un canal de estado puro con

entrelazamiento diferente de cero, el proceso ya no es elemental.

3.1.1. Proceso de Extracción de Estado con un canal puro

Ahora, con el fin de redistribuir la fidelidad en cada uno de las salidas, |ψ̄〉 y |ψ̈〉, aplicamos

un proceso de extracción de estado (PEE). Este proceso tiene un qubit auxiliar b inicialmente
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en el estado |0〉, para cada salida es necesario aplicar una transformación unitaria diferente, es

decir para |ψ̄〉 se aplica ŪBb sobre el producto tensorial |ψ̄〉|0〉, donde ŪBb es

ŪBb = |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ Ub, (3.6)

Ub|0〉 =
α

β
|0〉 −

√
1− α2

β2
|1〉,

Ub|1〉 =

√
1− α2

β2
|0〉+

α

β
|1〉,

Aśı, tenemos que

ŪBb|ψ̄〉|0〉 =
α√
p̄
|ψ〉|0〉 −

√
β2 − α2

p̄
〈1|ψ〉|1〉|1〉 (3.7)

De la ecuación (3.7) nos damos cuenta de que el estado desconocido |ψ〉 se puede recuperar

mediante la proyección del sistema auxiliar b en el estado |0〉, de lo contrario el sistema B se

proyecta sobre el estado |1〉. La probabilidad condicional de extracción |ψ〉, para este caso, es

α2/p̄.

Si el resultado es |ψ̈〉 entonces, para la extracción |ψ〉 es necesario aplicar la transformación

unitaria ÜBb = σ
(B)
x ŪBbσ

(B)
x sobre el producto tensorial |ψ̈B〉|0〉. Aśı, en este caso tenemos,

ÜBb|ψ̈〉|0〉 =
α√
p̈
|ψ〉|0〉 −

√
β2 − α2

p̈
〈0|ψ〉|0〉|1〉 (3.8)

Una vez más el estado |ψ〉 se recupera mediante la proyección del sistema auxiliar b en el

estado |0〉, de lo contrario el sistemaB se proyecta sobre el estado |0〉. En este caso la probabilidad

condicional de extracción |ψ〉 es α2/p̈ . La probabilidad total de extracción de |ψ〉 es

pext = p̄
α2

p̄
+ p̈

α2

p̈

= 2α2

= 1−
√

1− C2 (3.9)

Ambas salidas contribuyen con la misma probabilidad α2 de lograr con éxito el proceso de

teleportación cuántica, es decir, un resultado que tiene fidelidad máxima igual a 1. Sin embargo,

cuando el PEE falla, hay dos resultados posibles, |1〉 o |0〉, que tienen fidelidad 1/2. Por otro

lado, la fidelidad promedio total, en este caso, viene dada por
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f =

∫
℘dψ

{
p̄

[
α2

p̄
|〈ψ|ψ〉|2 +

(
1− α2

p̄

)
|〈ψ|1〉|2

]
+ p̈

[
α2

p̈
|〈ψ|ψ〉|2 +

(
1− α2

p̈

)
|〈ψ|0〉|2

]}
,

= 1−
√

1− C2

3

A partir de estas expresiones que vemos lo siguiente:

Después de aplicar el PEE ambas salidas, |ψ̄〉 y |ψ̈〉, contribuyen con el mismo valor f/2

a la fidelidad promedio total; cada salida contribuye con un estado de fidelidad media 1

y otro con fidelidad media 1/2. Por lo tanto, el PEE distribuye la fidelidad promedio de

manera similar en el interior de cada una de las salidas.

La fidelidad media es de 1 sólo para C = 1, que corresponde al caso conocido de un canal

máximamente entrelazado (Estados de Bell).

La fidelidad media total f alcanza su valor mı́nimo 2/3 cuando C = 0, que corresponde a

un canal puro sin entrelazamiento [42]. Una vez más el entrelazamiento contribuye sólo a

la tercera superior en la fidelidad promedio del estado teleportado.

La fidelidad promedio total del proceso de teleportación con un PEE es menor que uno

donde no se utiliza PEE. Sin embargo, el proceso proceso de teleportación con PEE permite

la obtención de un estado de fidelidad 1 con probabilidad pext = 1−
√

1− C2.

Por lo tanto, el PEE redistribuye la fidelidad promedio total generando una salida con fideli-

dad promedio igual a 1 con probabilidad 2α2 al costo de generar también dos salidas con fidelidad

promedio 1/2, y la disminución de la fidelidad total promedio de (2 +C)/3 a 1−
√

1− C2/3.

La Figura (3.1) ilustra este efecto en la redistribución de la fidelidad media total.
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Figura 3.1: ĺınea continua: fidelidad promedio total sin PEE, ĺınea discontinua: fidelidad prome-

dio total con PEE, ĺınea discontinua y punteada: probabilidad de extracción exitosa en PEE,

ĺınea punteada: f = 2/3



Caṕıtulo 4

Redistribución de fidelidad para

estados X

Estados iniciales de Bell sometidos a mecanismos de decoherencia no markovianos evolucio-

nan a Estados-X estacionarios [43] esto sumado a a dificultad del uso de estados puros de forma

experimental da lugar a estudiar el proceso de teleportación con estados-X. Estudiemos ahora el

mismo protocolo con un estado-X como canal cuántico en lugar de un canal puro. Consideramos

que el sistema A y B están compartiendo el siguiente estado, un estado-X llena dos subespacios

ortogonales, espećıficamente H00,11 expandido sobre la base {|0〉|0〉, |1〉|1〉} y H01,10 expandido

sobre {|0〉|1〉, |1〉|0〉} la forma de X surge porque tiene coherencia cero entre los elementos de

esos dos subespacios. Por lo tanto, consideramos que el sistema A y B están compartiendo el

siguiente estado,

ρ̂AB = ρ11|00〉〈00|+ ρ14|00〉〈11|
+ρ22|01〉〈01|+ ρ23|01〉〈10|
+ρ32|10〉〈01|+ ρ33|10〉〈10|
+ρ41|11〉〈00|+ ρ44|11〉〈11|.

Los elementos no diagonales ρ14 y ρ23 números reales y positivos. Dado que el canal cuánti-

co considerado para el estado puro está en el subespacio H00,11 aqúı consideramos como el

subespacio principal es decir, el entrelazamiento de ˆρAB es dado por la concurrencia

C = máx {0, C14} ,

donde

C14 = 2 (ρ14 −
√
ρ22ρ33) .

32



CAPÍTULO 4. REDISTRIBUCIÓN DE FIDELIDAD PARA ESTADOS X 33

Se asume que C14 ≥ C23 = 2
(
ρ23 −

√
ρ11ρ44

)
y cuando ambas, C14 y C23, son menores que

cero entonces el canal carece de entrelazamiento y es separable. Si C14 > 0 entonces C = C14.

Mediante la aplicación del proceso de teleportación estándar, es decir, el sistema bipartito

aA se mide de una manera tal que se puede proyectar en uno de los cuatro estados de Bell{
|φ±aA〉, |ψ

±
aA〉
}

, entonces el sistema B también se proyecta sobre uno de los cuatro estados ρ̄±B
con probabilidad p̄/2 o ρ̈±B con probabilidad p̈/2, que se obtiene de

ρ̄±B =
〈φ±aA| (|ψa〉〈ψa| ⊗ ρ̂AB) |φ±aA〉
Tr〈φ±aA| (|ψa〉〈ψa| ⊗ ρ̂AB) |φ±aA〉

,

= σ(1∓1)/2z %̄Bσ
(1∓1)/2
z ,

ρ̈±B =
〈ψ±aA| (|ψa〉〈ψa| ⊗ ρ̂AB) |ψ±aA〉
Tr〈ψ±aA| (|ψa〉〈ψa| ⊗ ρ̂AB) |ψ±aA〉

,

= σ(1∓1)/2z σx%̈Bσxσ
(1∓1)/2
z ,

p̄ = (ρ11 + ρ22) |〈0|ψa〉|2 + (ρ33 + ρ44) |〈1|ψa〉|2 ,
p̈ = (ρ11 + ρ22) |〈1|ψa〉|2 + (ρ33 + ρ44) |〈0|ψa〉|2 ,

En la segunda etapa, una vez conocido el resultado de la medición se eliminan los unitarios,

por lo que el receptor puede tener con probabilidad p̄ el estado

%̄B =
1

p̄

[(
ρ11 |〈0|ψ〉|2 + ρ44 |〈1|ψ〉|2

)
|ψ̄〉〈ψ̄|

− (
√
ρ11ρ44 − ρ14) (〈0|ψ〉〈ψ|1〉|0〉〈1|+ 〈1|ψ〉〈ψ|0〉|1〉〈0|)

+ρ33 |〈1|ψ〉|2 |0〉〈0|+ ρ22 |〈0|ψ〉|2 |1〉〈1|
+ρ32〈1|ψ〉〈ψ|0〉|0〉〈1|+ ρ23〈0|ψ〉〈ψ|1〉|1〉〈0|] ,

y con probabilidad p̈ el estado

%̈B =
1

p̈

[(
ρ44 |〈0|ψ〉|2 + ρ11 |〈1|ψ〉|2

)
|ψ̈〉〈ψ̈|

− (
√
ρ11ρ44 − ρ14) (〈1|ψ〉〈ψ|0〉|1〉〈0|+ 〈0|ψ〉〈ψ|1〉|0〉〈1|)

+ρ22 |〈1|ψ〉|2 |0〉〈0|+ ρ23〈1|ψ〉〈ψ|0〉|0〉〈1|

+ρ32〈0|ψ〉〈ψ|1〉|1〉〈0|+ ρ33 |〈0|ψ〉|2 |1〉〈1|
]
,

donde se han definido los estados puros

|ψ̄〉 =

√
ρ11〈0|ψ〉|0〉+

√
ρ44〈1|ψ〉|1〉√

ρ11 |〈0|ψ〉|2 + ρ44 |〈1|ψ〉|2
,
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|ψ̈〉 =

√
ρ44〈0|ψ〉|0〉+

√
ρ11〈1|ψ〉|1〉√

ρ44 |〈0|ψ〉|2 + ρ11 |〈1|ψ〉|2
.

La fidelidad promedio de los estados de salida y en los todos los posibles estados desconocidos

|ψ〉 para ser teleportados, viene dada por

f =

∫
℘dψ (p̄〈ψ|%̄B|ψ〉+ p̈〈ψ|%̈B|ψ〉) ,

=
2

3
+

1

3
[2ρ14 − (ρ22 + ρ33)] ,

=
2

3
+
C14 −

(√
ρ22 −

√
ρ33
)2

3
,

Aśı, nos damos cuenta de que el entrelazamiento es necesario, pero no suficientes para obtener

una fidelidad promedio superior a 2/3. En concreto, nos encontramos con un valor umbral de la

concurrencia,

CX,th = (
√
ρ22 −

√
ρ33)

2 , (4.1)

con el fin sobrepasar la fidelidad mı́nima 2/3, es decir, el proceso es no elemental cuando,

C ≥ Cth. f y Cth no dependen de los elementos ρ23 y ρ23, pero si de los elementos diagonales

del el subespacio H01,10.

De esta expresión encontramos efectos interesantes:

La fidelidad promedio del protocolo de teleportación de un estado puro, se obtiene con

ρ11 = α2, ρ44 = β2, ρ14 = ρ41 = αβ, ρ22 = ρ33 = 0.

La probabilidad ρ22 + ρ33 en el subespacio H01,10 puede causar que la fidelidad mı́nima

sea mas que 2/3 cuando ρ22 + ρ33 > 2Reρ41. De esta forma hay una competencia entre la

coherencia por el aumento de f contra la probabilidad en H01,10 por la disminución de f .

Finalmente podemos ver que la fidelidad promedio disminuye a medida que un mecanismo

de decoherencia toma el término |ρ41| desde
√
ρ11ρ44 a 0.

4.0.1. Proceso de Extracción de Estado con Estado-X como canal

Ahora apliquemos el PEE descrito anteriormente para un canal puro , se debe sustituir

dentro de las transformaciones unitarias ŪBb y ÜBb el termino α/β por
√
ρ11/ρ44, donde se

asume ρ11 < ρ44.

Si la salida es %̄B entonces transformamos %̄B⊗|0〉〈0| mediante ŪBb. Después de aplicar ŪBb
el σz observable del sistema auxiliar b se mide en base {|0〉, |1〉}, por lo tanto se calcula sólo los

resultados %̄B,0b y %̄B,1b .
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Espećıficamente tenemos

%̄B,0b =
〈0b|ŪBb%̄B ⊗ |0〉〈0|Ū †Bb|0b〉
Tr〈0b|ŪBb%̄B ⊗ |0〉〈0|Ū †Bb|0b〉

,

=
ρ11
pp̄

[|ψ〉〈ψ|

−
(

1− ρ14√
ρ11ρ44

)
〈0|ψa〉〈ψa|1〉|0〉〈1|

−
(

1− ρ41√
ρ11ρ44

)
〈1|ψa〉〈ψa|0〉|1〉〈0|

+
ρ32√
ρ11ρ44

〈1|ψa〉〈ψa|0〉|0〉〈1|+
ρ23√
ρ11ρ44

〈0|ψa〉〈ψa|1〉|1〉〈0|

+
ρ33
ρ11
|〈1|ψa〉|2 |0〉〈0|+

ρ22
ρ44
|〈0|ψa〉|2 |1〉〈1|

]
,

con probabilidad condicional p

p =
1

p̄

(
ρ11 + ρ33 |〈1|ψa〉|2 +

ρ11ρ22
ρ44

|〈0|ψa〉|2
)
,

y

%̄B,1b =
〈1b|ŪBb%̄B ⊗ |0〉〈0|Ū †Bb|1b〉
Tr〈1b|ŪBb%̄B ⊗ |0〉〈0|Ū †Bb|1b〉

,

=
1

(1− p) p̄

[(
(ρ44 − ρ11) |〈1|ψa〉|2

)
+

(
ρ22 −

ρ22ρ11
ρ44

)
|〈0|ψa〉|2

]
|1〉〈1|,

= |1〉〈1|

con probabilidad condicional 1 − p. Del mismo modo, si el resultado es %̈B transformamos

%̈B ⊗ |0〉〈0| mediante el uso de ÜBb y por lo tanto se calcula sólo los dos resultados posibles, es

decir, %̈B,0b y %̈B,1b , esos estados son,
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%̈B,0b =
〈0b|ÜBb%̈B ⊗ |0〉〈0|Ü †Bb|0b〉
Tr〈0b|ÜBb%̈B ⊗ |0〉〈0|Ü †Bb|0b〉

,

=
1

qp̄
[ρ11|ψ〉〈ψ|

−ρ11
(

1− ρ41√
ρ11ρ44

)
〈0|ψa〉〈ψa|1〉|0〉〈1|

−ρ11
(

1− ρ14√
ρ11ρ44

)
〈1|ψa〉〈ψa|0〉|1〉〈0|

+

√
ρ11ρ23√
ρ44

〈1|ψa〉〈ψa|0〉|0〉〈1|+
√
ρ11ρ32√
ρ44

〈0|ψa〉〈ψa|1〉|1〉〈0|

+
ρ11ρ22
ρ44

|〈1|ψa〉|2 |0〉〈0|+ ρ33 |〈0|ψa〉|2 |1〉〈1|
]
,

con probabilidad condicional q

q =
1

p̈

(
ρ11 + ρ33 |〈0|ψa〉|2 +

ρ11
ρ44

ρ22 |〈1|ψa〉|2
)
,

y

%̈B,1b =
〈1b|ÜBb%̈B ⊗ |0〉〈0|Ü †Bb|1b〉
Tr〈1b|ÜBb%̈B ⊗ |0〉〈0|Ü †Bb|1b〉

,

=
1

p̈ (1− q)

[
(ρ44 − ρ11) |〈0|ψa〉|2

+

(
ρ22 −

ρ11ρ22
ρ44

)
|〈1|ψa〉|2

]
|0〉〈0|,

= |0〉〈0|

con probabilidad condicional 1 − q. Observamos que la extracción de las salidas %̄B,0b y %̈B,0b
son estados mixtos del estado deseado |ψ〉〈ψ| con otros términos provenientes del subespacio

H01,10 y la falta parcial de coherencia en el subespacio H00,11 Por lo tanto la probabilidad de

cuasi-extraer |ψ〉〈ψ| es

p∼ext = p̄p+ p̈q,

= 2ρ11 + ρ33 +
ρ11ρ22
ρ44

.

y la fidelidad promedio de este proceso está dada por
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fX−PEE =

∫
℘ [p̄ (p〈ψ|%̄B,0b |ψ〉+ (1− p) 〈ψ|1〉〈1|ψ〉)

+ p̈ (q〈ψ|%̈B,0b |ψ〉+ (1− q) 〈ψ|0〉〈0|ψ〉)] dψ,

=
2

3

[
1 + ρ14

√
ρ11
ρ44
− 1

2
(ρ22 + ρ33)

]
,

=
2

3
+

1

3

√
ρ11
ρ44

[
C14 − (

√
ρ22 −

√
ρ33)

2 − (ρ22 + ρ33)

(√
ρ44
ρ11
− 1

)]
.

Aqúı nos damos cuenta de que existe un valor umbral de la concurrencia CX−PEE,th, fX,PEE
es mayor que 2/3, cuando

CX−PEE,th = (
√
ρ22 −

√
ρ33)

2 + (ρ22 + ρ33)

(√
ρ44
ρ11
− 1

)
.

En otras palabras, el entrelazamiento es necesario pero no suficiente debido a que el proceso no

es elemental sólo cuando

C > CX−PEE,th.

Es evidente que el umbral CX−PEE,th es mayor que CX ,es decir, este procedimiento con PEE

exige más entrelazamiento con el fin de tener un resultado con fidelidad promedio normalizada

mayor que fX si ρ44 6= ρ11.

Vale la pena destacar que, en el caso de un Estado-X, con y sin PEE, el proceso de tele-

portación manifiesta caracteŕıstica cuántica para C mayor que los valores de umbral debido a la

decoherencia en el subespacio H00,11 y a la población del subespacio H01,10. Por lo tanto, lo que

estamos observando en este esquema es una competencia entre el entrelazamiento, que introduce

la caracteŕıstica cuántica y la decoherencia, que introducen clasicidad al canal cuántico.
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Conclusiones

Se ha realizado un análisis de la redistribución de la fidelidad medio en un protocolo de

teleportación Cuántica perteneciente al estudio de Teoŕıa de la Información Cuántica, para un

estado desconocido de un qubit. En particular, se utiliza proceso de extracción de estado para

llevar a cabo la redistribución de la fidelidad.

Para el caso puro

La fidelidad media solo es 1 para C = 1 correspondiente al canal maximalmente entrela-

zado.

fidelidad mı́nima alcanza un valor 2/3 cuando C = 0 correspondiente a un canal puro sin

entrelazamiento. lo que nos dice que la correlación de entrelazamiento contribuye solo con

la tercera parte superior en la fidelidad promedio del estado teleportado.

La fidelidad promedio total del proceso de teleportación con un PEE es menor que uno

donde no se utiliza PEE. Sin embargo, el proceso proceso de teleportación con PEE permite

la obtención de un estado de fidelidad 1 con probabilidad pext = 1 −
√

1− C2. Por lo

tanto, el PEE redistribuye la fidelidad promedio total generando una salida con fidelidad

promedio igual a 1 con probabilidad 2α2 al costo de generar también dos salidas con

fidelidad promedio 1/2, y la disminución de la fidelidad total promedio de (2 + C)/3

a 1−
√

1− C2/3.

Encontramos que los procesos de teleportación, con y sin PEE, sólo requieren entrelaza-

miento diferente de cero para ser no elemental, cuando el canal cuántico es puro. En este caso, el

PEE redistribuye la fidelidad promedio de tal manera que hay un resultado posible con fidelidad

1, que significa que la teleportación es exitosa.

Para el Estado X

La fidelidad promedio sin PEE no depende de los elementos no diagonales ρ23 y ρ32 pero

depende de la suma de sus diagonales, ρ22 + ρ33; f disminuye a medida que dicha

probabilidad aumenta. En otras palabras, la probabilidad dentro del subespacio H01,10

afecta la disminución de la fidelidad promedio, pero su grado de decoherencia no la afecta.
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Cuando el canal cuántico es un estado X, nos encontramos con que la teleportación no es

elemental si y sólo si la concurrencia del canal es mayor que algunos valores de umbral

particulares. En otras palabras, el entrelazamiento es necesario pero no suficiente. Aún más,

nos encontramos con que el valor umbral requerido es mayor para el proceso con PEE que

el uno sin PEE. Pensamos que CX−PEE,th > CX porque el proceso con PEE permite, con

probabilidad diferente de cero, un resultado con mayor fidelidad que la fidelidad promedio

del procedimiento sin PEE.

Finalmente podemos concluir que existe una competencia entre el entrelazamiento por in-

troducir rasgos cuánticos y la decoherencia por introducir clasicidad, cuando el canal cuántico

es un estado X.
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