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Resumen

En este trabajo se presenta el formalismo para encontrar cargas conservadas a partir de la sime-
tria de difeomorfismos en sistemas gravitacionales, tanto en la teorfa de Einstein-Cartan y en teorias
Métrico-Afines Generales. Se encuentra que el tratamiento “tradicional” que toma en cuenta solo las
variaciones debidas a los difeomorfismos, no produce cargas conservadas escalares bajo transforma-
ciones locales de Lorentz, por lo que se extiende el formalismo para incluir esta simetria, obteniendo
asf cargas de difeomorfismo invariantes bajo transformaciones locales de Lorentz. Se calcula también
el superpotencial asociado a la corriente de difeomorfismo para teorias Métrico-Afines Generales, el
que generaliza la construcciéon de Komar. Se estudian las corrientes inducidas por vectores de Killing
generalizados, importantes al considerar la geometrfa como background. Finalmente se estudia el
impacto de los campos no-dindmicos sobre la conservacion de la corriente y de las cargas, en ambas
teorias.



Abstract

In this thesis work, the formalism to construct conserved charges that arise from diffeomorphism
symmetry in gravitational systems, considering both Einstein-Cartan and the more general Metric-
Affine Gravity theories, is presented. We find that the “traditional” approach that takes into account
only the variations due to diffeomorphisms doesn’t produce scalar conserved charges under local
Lorentz transformations, therefore, the formalism is extended to include this symmetry, thus finding
invariant conserved charges under local Lorentz transformations that arise from diffeomorphism.
The superpotential associated with the diffeomorphism current is found, which generalizes the Ko-
mar construction. Currents induced by a generalized Killing vector field are also studied. Finally, the
effects that non-dynamical fields have over the current and charge is analyzed.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria cldsica de campos es la rama de la Fisica que describe el comportamiento de un sistema
en términos de campos, los que son mapeos que asignan un valor especifico a un punto del espacio-
tiempo, para representar cantidades que caracterizan el estado del sistema. El objetivo es describir la
dindmica a través de ecuaciones diferenciales. Los campos se interpretan fisicamente como objetos
extendidos sobre el espacio y el tiempo, interpretacién que abarca sistemas mecdnicos como el movi-
miento de una sdbana al viento o interacciones fundamentales en la naturaleza, como el electromag-
netismo. La teoria cldsica de campos tiene aplicaciones en diversos &mbitos de la Fisica y fundamenta
las bases de teorias de gran relevancia en el contexto actual, como la Teoria Cuantica de Campos, la
Fisica de Particulas o las generalizaciones de la Relatividad General. La herramienta principal de la
que hace uso esta teoria es el formalismo lagrangeano.

El formalismo lagrangeano permite caracterizar completamente un sistema fisico a partir de un
funcional llamado accién, un objeto abstracto representado por una integral en el que se encuentra
codificada toda la informacién, como son la dindmica y las interacciones entre los campos y con el
entorno. Ademds, nos permite describir la evolucién del sistema a través de un conjunto de ecuacio-
nes que se obtienen de un axioma inherentemente filosofico: el principio de minima accién o principio
de Hamilton, que establece que toda configuracién aceptable de los campos corresponde con un valor
minimo de la accién.

Por otra parte, uno de los resultados maés significativos y bellos de toda la Fisica, es el teorema
de Noether [1]. Este teorema establece una relacién entre las simetrias presentes en la accién y una
corriente que se define para cada sistema. Bajo ciertas condiciones, la corriente obtenida tiene diver-
gencia nula, lo que se conoce como una ley de conservacion. El estudio de dichas leyes tiene un objetivo
importantisimo: nos permite definir cantidades conservadas, es decir, que no evolucionan; las que son
medibles al momento de llevar la teorfa al laboratorio y hacer las observaciones correspondientes.

Podemos citar una numerosa cantidad de aplicaciones importantes del teorema de Noether. Por
ejemplo, en la mecénica clasica, la energia y el momentum angular son cantidades que describen la dina-
mica del sistema y que se obtienen a partir de las leyes de conservacién. Por ejemplo, si consideramos
un sistema en el que todas las fuerzas externas son conservativas (esto quiere decir que el trabajo
realizado por dichas fuerzas no depende del camino recorrido, o equivalentemente, que el trabajo
realizado a lo largo de un camino cerrado es nulo), la energia no cambia en el tiempo. Asi, uno puede
hacer predicciones de manera sencilla sobre el estado futuro del sistema, conociendo el estado inicial,
ya que la conservacién de la energia reduce los grados de libertad del sistema.

Un claro ejemplo de la conservacién de la energia se obtiene del oscilador arménico simple, en el
que se considera una masa m que se ubica en una posicién xpX de un sistema de referencia cartesiano
a la que se ha sujetado un resorte comprimido de constante k a lo largo del eje x con el otro extremo
fijo. La fuerza que acttia sobre la masa estd dada por

F = —k(x — x0)% = m#%, (1.1)

que define una ecuacién diferencial de segundo orden en x = x(t). Esta es una fuerza conservativa,



por lo que la energia
L 2.1
E = _-mx" + Zkx*, 12
> > (1.2)
es una cantidad conservada. Notemos nuevamente que ésta es una ecuacion diferencial para x(t), sin
embargo, esta vez es de primer orden, por lo que la introduccién de la cantidad conservada reduce la

dificultad del problema. Ambas ecuaciones admiten una solucién de la forma

x(t) = Acos (\/zt + 470) , (1.3)

donde la amplitud A y la fase ¢y se obtienen de las condiciones iniciales, que determinan también el
valor de la energia E.

Otro ejemplo importante de cantidades conservadas que surge de la mecénica de la particula es
una particula de masa m la que se encuentra sometida a una fuerza central. La fuerza que actda sobre

el cuerpo esta dada por
dv
F=-VV(r)= ——1%, 1.4
(=-S5t (14
donde r > 0 es la distancia entre el objeto y el centro de giro u origen y t el vector unitario que apunta
desde el origen a la masa. El momentum angular asociado a la particula que rota respecto del origen

estd dado por (utilizando coordenadas cilindricas para la descripcién)
L = mr?¢z, (1.5)

y es una constante, por lo que el movimiento tiene lugar en un plano. Asi, se elimina un grado de
libertad gracias a la conservacién del momentum angular, simplificando la resoluciéon y estudio del
problema.

Hasta este punto estd claro que existen cantidades conservadas para los sistemas mencionados,
las que facilitan la tarea de resolver las ecuaciones de movimiento de las particulas. Sin embargo, no
hemos hecho mencién de las simetrias presentes en cada problema propuesto. En el caso del oscilador
armonico simple, se tiene que la ecuacién de movimiento (1.1) es invariante ante reparametrizaciones
temporales. Por otra parte, en el caso de la fuerza central (1.4), ésta es la tinica fuerza que acttia sobre
la particula y es invariante bajo rotaciones, ya que depende tinicamente de la distancia . Vemos en-
tonces que la aparicién de la energia y del momentum angular como cantidades conservadas de los
respectivos movimientos no es casualidad, ya que ambas aparecen de una simetria del sistema. En
general de la mecdnica clasica se obtienen tres resultados de gran interés para el andlisis de cantida-
des conservadas: la invarianza del sistema bajo reparametrizaciones temporales tiene asociada la energia
como carga conservada, la invarianza bajo traslaciones espaciales da origen a la conservacién del mo-
mentum lineal y los sistemas invariantes bajo rotaciones tienen momentum angular constante. Estos im-
portantisimos resultados tiene aplicaciones que van més alld del &mbito pedagdgico en el estudio de
los problemas de invariantes, ya que son resultados generales aplicables a cualquier sistema, incluso
mas alla de la mecanica clasica.

Otro resultado del teorema de Noether, que puede considerarse uno de los mas notables y fisica-
mente importantes se obtiene al considerar la teoria electromagnética de Maxwell, la que viene dada
por las ecuaciones (en notacion relativista)

oy F*' = uojt, (1.6)
duFy\ + E)VFM, + 0\ Fuw =0, (1.7)

donde
Fuw = 9yAy — Ay (1.8)

es la intensidad de campo de Faraday, que contiene la informacién respecto del campo eléctrico y
magnético en el sistema; A el cuadripotencial electromagnético y j* la cuadricorriente. Bajo esta



definicién, la intensidad de campo es invariante bajo transformaciones de gauge, lo que quiere decir que
uno puede reemplazar el cuadripotencial A,

Ay — A=Ayt (1.9)

donde y es una funcién escalar, asi
FP’W = Fu. (1.10)

Esta es una simetria sobre las ecuaciones de campo, ya que esta transformacién mantiene inalterada la
dindmica descrita por las ecuaciones (1.6) y (1.7). Por otra parte, la accién de Maxwell-Faraday viene
descrita por

Spnt = — /d4x <1FVVFW +jHAV), (1.11)
M 4]10

donde M es el espacio de Minkowski 4-dimensional. Esta accién no pareciera ser invariante bajo la
transformacién de gauge, ya que al aplicarla la nueva accién se escribe

1 . . .
Sem = — /d4x [%FVVFW + " Ay +0u(j" x) — Xayﬂ‘}
M

Senp + / dhx [0,("%) — x9,7"], (1.12)
M

donde el término bajo la derivada total no contribuye a la dindmica del sistema, ya que es un término
de borde. Sin embargo, si se satisface
9t =0, (1.13)

la accién es invariante bajo transformaciones de gauge. La ecuacion (1.13) se conoce como ley de con-
servacion local de la carga y establece que la variacién de densidad de carga eléctrica en un punto se
compensa con el flujo de corriente eléctrica. Asf, la carga eléctrica

g = / &, (1.14)
Es

donde Ej es el espacio euclidiano tridimensional, es una cantidad conservada.

En general, la teoria de campos contribuye con la bisqueda de cargas y corrientes conservadas
de los sistemas, ya que definir las nociones de conceptos que se conocen de otras 4reas ayuda a la
completa descripcién de los fenémenos fisicos. Por ejemplo, un campo escalar acoplado al campo
electromagnético tiene su propia carga eléctrica, la que puede obtenerse a través de los métodos del
teorema de Noether. Lo mismo sucede para el campo de Dirac, etc. Asi, la teorfa de campos estd
intrinsecamente relacionada con el problema de los invariantes en Fisica.

Independientemente del desarrollo de la teoria de campos, en el afio 1915, Einstein publicé su
Teoria General de la Relatividad [2], en la que considera al espaciotiempo como una variedad, en la cual,
la métrica que la caracteriza es una variable dindmica, por lo que el campo gravitacional se interpreta
como la curvatura del espaciotiempo inducida por la dinamicidad de la métrica. Esta interpretacion
fue revolucionaria, ya que el concepto newtoniano de accién a distancia, en la que propagacién del
campo gravitacional se considera instantdnea a toda la extensién del espacio, se reemplazé por la idea
de que el campo gravitacional se propaga a una velocidad finita a lo largo del entramado espaciotem-
poral. Por otra parte, también eliminé la necesidad de definir el espacio absoluto, nocién que Newton
utiliz6 para definir a los observadores inerciales, que se encuentran en movimiento con velocidad
constante o en reposo respecto de este espacio absoluto. En cambio, Einstein propuso que todo obser-
vador en caida libre es un observador localmente inercial, lo que quiere decir que las leyes de la Fisica (el
electromagnetismo, la mecdanica clésica, etc.) toman su forma maés simple (sin efectos gravitatorios) en
una vecindad de este observador. La teoria de Einstein ha predecido efectos que no se encuentran en
su andlogo newtoniano, de los cuales muchos han sido confirmadas observacionalmente, por lo que
ha resistido la prueba del tiempo.



Sin embargo, las consideraciones de Einstein son bastante limitadas, ya que por simplicidad su
teorfa considera tinicamente a la métrica como el campo dindmico, por lo que el concepto de afinidad
dentro de la variedad queda determinado a partir de ésta. Esto significa que la interaccién de la
microestructura de la materia (propiedades como el espin cudntico) con el campo gravitacional, no
son considerados en la teorfa. Asi, es natural generalizar ésta, para independizar la afinidad de la
metricidad, dando lugar a teorias como la Teoria de Einstein-Cartan y la Gravedad Métrico-Afin, siendo
esta ultima, la mds general de todas, ya que hace un menor nimero de suposiciones respecto de la
naturaleza del espaciotiempo, lo que conlleva a aumentar la cantidad de grados de libertad.

En el contexto de las teorias gravitacionales, el estudio de las corrientes conservadas es de gran
relevancia, ya que conceptos tan familiares de la mecdnica newtoniana como la masa o el momen-
tum angular se pueden definir para una teorfa gravitacional a través de las “cargas” que surgen de
la simetrfa de difeomorfismo, esto es, de la invarianza de la accién bajo transformaciones genera-
les de coordenadas, lo que nos permite obtener una idea de las causas de la existencia del campo
gravitacional.

La literatura existente, respecto de las cargas conservadas en teorias gravitacionales es bastante
extensa. Podemos encontrar el primer estudio de las cargas que surgen de la invarianza bajo transfor-
maciones generales de coordenadas en una teoria gravitacional gracias a Komar [3,4], quien encontré
la carga de difeomorfismo para la teoria general de la relatividad. Estos trabajos son un importante
punto de referencia, ya que en casi toda la literatura se busca empalmar los resultados obtenidos con
los de Komar. Més adelante la discusién se extendi6é atin més en el trabajo de Iyer y Wald [5], quie-
nes sentaron las bases para encontrar cargas conservadas en teorias métricas generales, donde los
lagrangeanos gravitacionales pueden depender de 6rdenes arbitrarios de las derivadas de la métrica.
Dentro de la misma linea, Petrov y Lompay contruyeron identidades de Noether, leyes de conser-
vacion y superpotenciales para teorfas métricas [6] y teorfas métrico-torsionales [7, 8], buscando que
éstas fueran explicitamente covariantes. En los trabajos [9-12] se estudi6 el comportamiento de las
teorias invariantes de gauge locales, lo que tiene aplicaciones a Relatividad General y sus extensio-
nes. Por otra parte, Ferraris, Francaviglia y Raiteri desarrollaron un método para encontrar cantidades
conservadas a partir de las ecuaciones de campo del sistema en [13]. En los trabajos [14-17] se utilizan
directamente los métodos del teorema de Noether para calcular cargas conservadas de difeomorfis-
mo. Otras contribuciones importantes vienen dadas por Giachetta, Sardanashvily y Mielke [18,19],
quienes generalizaron el superpotencial de Komar para teorias métrico-afines. Son de especial im-
portancia para esta tesis los trabajos de Obukhov y Rubilar [20-24], que tratan sobre la invarianza
bajo transformaciones locales de Lorentz de las cargas que se obtienen de la simetrfa de difeomorfis-
mo en la teoria de Einstein-Cartan, y los trabajos de Obukhov y Puetzfeld [25,26], que establecen las
identidades de difeomorfismo para teorias métrico-afines generales.

En esta tesis se plantea el problema de las cargas de difeomorfismo invariantes en sistemas con
campos externos; lo que hace referencia a las propiedades de transformacién de la carga que surge
de los difeomorfismos, bajo distintos tipos de transformaciones de los campos, para las cuales se es-
tudian las modificaciones de su dindmica, inducidas por campos de fondo. En particular, es de gran
interés que las cantidades conservadas obtenidas sean escalares bajo las simetrias méas usuales que
presentes en teorias gravitacionales. En el Capitulo 2 se presenta el formalismo de Noether para la
construccién de corrientes en la teoria de Einstein-Cartan, escrito en el lenguaje de las formas dife-
renciales, que se aplica para encontrar la corriente de difeomorfismo y el respectivo superpotencial,
reproduciendo como caso particular los resultado de Obukhov y Rubilar en [20-24]. En el Capitu-
lo 3 se desarrolla nuevamente el formalismo de Noether, esta vez escrito en la base holénoma (a la
Palatini) para teorias Métrico-Afines Generales, donde, utilizando los resultados de Obukhov y Puetz-
feld [25,26], se calculan la corriente de difeomorfismo; el respectivo superpotencial, que se compara
con el obtenido en el capitulo anterior tomando las restricciones correspondientes; y se estudia la
conservacion de la corriente al asociarla a un vector de Killing generalizado, resultados que fueron pu-
blicados en [27]. En el Capitulo 4 se presentan las consecuencias que tienen los campos no dinamicos
sobre la conservacién de la corriente y de la carga. En el Capitulo 5 se exponen las conclusiones y
se discuten las consecuencias de los resultados obtenidos en esta tesis. En el Apéndice A se describe
la notacién y los convenios de respecto de la geometria que se utilizan a lo largo de la tesis y en el
Apéndice B se muestran resultados de la teoria clasica de campos sobre el espacio de Minkowski.
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Capitulo 2

Cargas Conservadas Invariantes en la
Teoria de Einstein-Cartan

2.1. El teorema de Noether en el lenguaje de formas diferenciales

Una de las herramientas mds importantes de la Fisica-Matematica es el teorema de Noether [1], el
que establece que una simetria continua de un sistema tiene asociada una corriente conservada.

A grandes rasgos, nuestro interés es estudiar el como ciertas transformaciones de simetria afectan
al comportamiento de sistemas que incluyen efectos gravitacionales y, naturalmente, las cargas con-
servadas que aparecen de éstas. Como punto de partida consideremos un sistema fisico descrito por
una accién definida mediante

S:= [ 2(®,d). 2.1)
/

Aqui, M es la variedad espacio-temporal d-dimensional y .Z es la d-forma densidad lagrangeana, que
depende de los campos ®* (los que se tratan como p 4-formas) y del primer orden de sus derivadas.
El indice A recorre el intervalo 1,..., N, con N la cantidad de campos independientes que describen
al sistema.

Una variacién infinitesimal de los campos induce una variacién de la densidad lagrangeana que
escribimos 5.5 5.

A A
0L =o0d A3¢A+5(d® )/\a(dq)A)' (2.2)

donde se induce el concepto de derivada parcial de la d-forma densidad lagrangeana con respecto
de una p-forma como la (d — p)-forma que acompafia a la respectiva variacién. Si consideramos la
definicién usual de derivada funcional, dada por

0L 0L 0L
—— = —— — (-D)PAd | ———~ 2.
sor ~apa Y (a(dcpA)> ‘ 23)
es posible reescribir la expresién (2.2) como
0L 0.7
08 =04 N — +d( 0PN ———— | 2.4
Nooa ™t ( a(dCDA)) @4)

Una transformacion de simetria es una aplicaciéon sobre los campos que no cambia la forma del
lagrangeano, salvo quizds por un término de borde. En particular, es nuestro interés estudiar las
transformaciones de simetria continuas sobre los sistemas fisicos, es decir, aquellas que dependen
de un pardmetro continuo. Este tipo de transformaciones se representan mediante la accién de un
elemento de un grupo de Lie sobre los campos. Si consideramos un grupo de Lie G, cuyos generadores
(); satisfacen el dlgebra

[, Q) = fi* (2.5)
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podemos definir los campos transformados de manera que
4(4,x) = (NN P (x), (2.6)

con A' = A'(x) una funciéon de punto que caracteriza a la transformacién. De esta forma podemos
escribir una variacion infinitesimal de los campos bajo los elementos del grupo G como

6D = e AT ()5 @5, (2.7)

donde ¢ es un parametro infinitesimal. Ahora bien, puede que bajo esta transformacion la accién sea
quasi-invariante, es decir, que cambia solamente por un término de borde; de manera que la variacién
del lagrangeano esta dada por

0% =edAg, (2.8)
lo que nos permite reescribir (2.4) como
; .7 ; 0L
TN PPN — —Ag ) = A () g DB A —. 2.
d</\( i)"B Aa(dqu) G) A () QTN 7 (2.9)

Aqui, definiremos la (d — 1)-forma de corriente como

‘ )
J(A) := AL (Q)Ap @B A a(d;iﬂ ~ Ag, (2.10)

de manera que la ecuacién (2.9) adopta la forma

0L

— )i A BN A

(2.11)

Hemos de introducir una diferenciacién debida a la naturaleza de los campos involucrados en el
sistema. Puede que existan campos fijos, que representen la interaccién del sistema con su entorno.
Llamamos a estos los campos externos o no-dindmicos y aparecen en la teoria como background, por lo
que éstos no necesitan extremizar la accién. Denotaremos a éstos por 1/)1 ,conelindice I =1,...,Ng
y Ng < N la cantidad de campos externos. De esta forma, al estudiar la dindmica del sistema, no
consideramos variaciones respecto de estos campos.

Ahora bien, también existen campos que estdn sujetos a evolucion, tal que la accién definida en
(2.1) sea extremada. Estos son conocidos como campos dindmicos y los denotaremos por ¢*, donde
« =1,...,Npy Np < N es la cantidad de campos dindmicos, que satisface Np + Ng = N. La
dindmica de éstos estd gobernada por las llamadas ecuaciones de campo

0L
oo
que se obtienen del principio de minima accién. Cuando los campos se encuentran en una configu-

racién tal que se satisfacen las ecuaciones de campo, se dice que estamos on-shell' y que ademds la
corriente satisface la ecuacién de balance

(2.12)

on i 8L
dJ(A) E AT (Q) ¢ A SoT (2.13)

Si consideramos ahora una subvariedad espacial (d — 1)-dimensional 2. de M, definimos la carga
como

QA] = / J(A). (2.14)
2

En el caso de que el lado derecho de la ecuacién (2.11) sea cero, la carga definida en (2.14) es una

1De aqui en adelante, denotaremos las igualdades que solo son vélidas cuando la configuracién de los campos satisface las

. . ’. on
ecuaciones de campo mediante el simbolo =.



Figura 2.1: Subvariedad Q) = [t1, 2] X X. Se ven representados las secciones en las que se divide el
borde.

carga conservada, en el sentido de que si consideramos una subvariedad de M dada por
Q= [tl, tz] X2, (215)

como la que se ve en la figura 2.1, podemos integrar
/d](/\) L f J(A) = 0. (2.16)
Q Q)

Ahora bien, el borde de esta variedad puede expresarse como la unién de 3 regiones
Q) = Zl U 22 UII, con Zl = {tl} X X, 22 = {tz} xY, Il:= (tl,tz) X 0%, (217)

de manera que (2.16) toma la forma
Jam=[1m+ [10+ [10) =0 @18)
Q P I I

Si suponemos que la corriente decae lo suficientemente rdpido en el borde de la seccién espacial %,
tenemos que la integral sobre la regién I1 del borde de la subvariedad se anula, asi,

[y == [1). 219)
P P

Esta ecuacién puede relacionarse con la cantidad definida en (2.14) de manera sencilla. Simplemente
recordamos la definicién de X1 y X, y consideramos que el signo negativo que aparece en (2.19) estd
relacionado con la orientacién relativa entre las variedades. De esta forma, es sencillo ver que

Q[)\”h = Q[/\th/ (2'20)

es decir, la carga no cambia a lo largo de la coordenada temporal. Es por este motivo que se le conoce
como carga conservada.

2.1.1. Invarianza de Lorentz del lagrangeano

En el contexto de la teorfa gravitacional de Einstein-Cartan, tenemos dos conceptos independien-
tes que definen la geometria de la variedad, y por ende también la interaccién gravitacional presente
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en el sistema. Estos pueden ser escritos en una base ortonormal, y quedan dados por las 1-formas de
la base del espacio cotangente en cada uno de los puntos de la variedad ¢” y la conexién de espin I'?,.
Bajo transformaciones locales de Lorentz, descritas por la matriz A%, (x) éstos transforman como

¥ =A%y T = A(ATH I — (ATYSdAY. (2.21)

Teniendo esto en cuenta, podemos separar la d-forma lagrangeana de un sistema gravitacional en
dos partes,
L=+ M, (2.22)

donde ¥ contiene exclusivamente a las interacciones gravitacionales y .# contiene los campos de
materia y energfa, ademaés del acople de éstos con el campo gravitacional.

Por el momento, nos centraremos en la parte gravitacional. Teniendo en cuenta que deseamos estu-
diar sistemas invariantes de Lorentz, el lagrangeano gravitacional méas general que podemos plantear
toma la forma

¥ =¥ (6%, T% R%), (2.23)

con R, la 2-forma de curvatura definida en (A.71) y T“ la 2-forma de torsién definida en (A.68). No
se incluye entre las dependencias de esta densidad lagrangiana la no-metricidad (A.66) ya que en
este capitulo se considerard tinicamente que este campo es nulo, ya que se presenta el formalismo de
cargas conservadas en la teoria de Einstein-Cartan; ni la conexién de espin de forma explicita, ya que
si lo hiciéramos no seria posible que ¥ sea un escalar de Lorentz, sin embargo, la conexién de espin
se manifiesta en el sistema a través de la curvatura y la torsion.

Si sometemos al lagrangeano gravitacional a una variacién infinitesimal arbitraria de sus campos,

obtenemos o v B 3y
0V = 00" A = + 6T" ~OR”
V4 A sgs +OT" Ao + 5 bAaRab’
pero por mayor comodidad definiremos las (d — 2)-formas de momentum de gauge traslacional y rota-
cional candnicas respectivamente como

(2.24)

V4 , 1y

577 y H,” = (2.25)

H,:=— V. hidm
a 2 0R%,’

ademas de las (d — 1)-formas de energia-momentum y de espin (la que nos serd util mas adelante) como

y  E?.= gl AHY, (2.26)
asi, podemos reescribir la variacién de la densidad lagrangiana de manera mds compacta:

8V = 89" NE; — 6T A H, — 6R%, A H,P. (2.27)

Sin embargo, es preferible seguir trabajando esta expresién para dejarla en funcién de las varia-

ciones de los campos y no de sus derivadas. Para esto basta calcular las variaciones de la torsién y de
la curvatura:

6T = D(68°) + 6T, A 8, (2.28a)
6R%, = D(oT%). (2.28b)

Asi, se tiene que la variacién de la densidad lagrangeana se reescribe como
5V = 50" NE, — [D((Sﬂ”) + 6T A ﬁb} A H, — D(5T%) A H,?, (2.29)

por lo que al hacer el viejo truco de completar las derivadas para deshacernos de las derivadas cova-
riantes de la variacién de los campos obtenemos:

5V = 60" NE+ T NC —d (519” A H, + 6T% A Hab) ) (2.30)
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donde hemos definido las derivadas funcionales con respecto a la base y a la conexién:

or
o

5V
b _ b b
C.! = E,Y —DH,! = ST (2.31)

& =E,—DH, =

Ahora bien, en el caso particular de que esta variacién sea debida a una transformacién de Lorentz
infinitesimal A%, = &} + &%}, con los pardmetros infinitesimales ¢,, = —¢,(x), los campos cambiaran
de acuerdo a

60" =¢"0"  y oI = —De%, (2.32)

entonces tendremos que la variacion de la densidad lagrangiana es
5V = "0 A, — Dey ACL —d (s“bﬂb A H, — De%) A Hab> ) (2.33)

por lo que si completamos las derivadas para eliminar las derivadas covariantes del pardmetro de
transformacion, se tiene que

5V = ¢, (195 AEat chb) —d [sﬂb (ﬂb A H, — DH,? + Cab)} . (2.34)

De aqui se ve por la antisimetria del pardmetro de la transformacién de Lorentz y por las expresiones
(2.25b), (2.26b) y la definicién (2.31b), que el término que estd agrupado bajo la derivada exterior
se anula idénticamente. Ademads, como suponemos que la densidad lagrangiana es un escalar bajo
transformaciones locales de Lorentz, el lado izquierdo de la ecuacion anterior también se anula. Por
lo tanto, como esto se satisface para todo pardmetro &%}, se ha de tener que

DCap + Oy A Eq =0, (2.35)

una identidad de Noether que surge de la simetria del sistema gravitacional bajo transformaciones de
Lorentz.

Es necesario estudiar también c6mo se comporta el lagrangeano de materia® del sistema. En éste
se encuentran contenidos los campos de materia, que pueden ser p-formas, en particular para los
campos mds conocidos, los espinores y campos escalares (fermiones y bosones respectivamente) son
0-formas y el campo electromagnético (también un bosén) una 1-forma escalar de Lorentz. Denotare-
mos a estos campos mediante el simbolo ‘f’A, donde el indice A es caracteristico de la representacién
del grupo de Lorentz correspondiente a cada objeto, por lo que su derivada covariante estd entonces
dada por D¥4 := d¥4 + T, A (s,”)43¥5 /2. Entonces, si consideramos que el lagrangeano de ma-
teria incluye también el acoplamiento con el campo gravitacional, el cual puede ser no minimal (para
no dejar fuera de este formalismo teorias donde existe este tipo de acoplamiento), podemos expresar
de la forma mds general

M= (Y, DYA, 9%, T, RY). (2.36)

Asi, tenemos que una variacién infinitesimal arbitraria de los campos involucrados en este lagran-
geano puede escribirse como:

oA (D‘If A) A oM oM o4 1 oM 237)

Sl =6¥AN —— +6 1A ST A Z6R", A .
A T2 a(D¥A) a6c © aTe T 2°% 0" 3R,
Podemos calcular la variacién de la derivada covariante de los campos de materia que aparece en
la ecuacién anterior

(S(D‘PA) - D((S‘PA) + %M”b A (s)A5¥E, (2.38)

2En general, entendemos por materia cualquier campo que contribuya a modificar la geometria del espacio-tiempo.



de manera que en conjunto con las ecuaciones (2.28) se obtiene que podemos reescribir (2.37) como

Sl = 5¥A N [a/// (—1)PAD (Mﬂ 59N [8///+D<a///)]

FIZ d(D¥4) 90 T
1 o.M ol 1_ (oM
a 1. b\A wB b oAt 1
T A [2@,) o S + 0 0 5 +2D<8Rah)]
o.M on 1 o.M
A a A 777 5T
+d<5‘f’ A SOFA + 807 A =+ 50T A aRab)' (2.39)

Ahora bien, podemos presentar algunas definiciones para simplificar esta expresion. Primero, de-
finiremos la corriente candnica de energin-momentum ¥, como

oM _ oM o4
Y, = 557 = 399 D (8T“> , (2.40a)
luego, definiremos la corriente candnica de espin como
164 _ 1 oA o.M oM oM
b._ 2 _ 1 byA B b _
Ty = 3077, = 2 (sa”)BY 3(D¥A) + A 3T 9 A o, +D<8R”b>} , (2.40b)
y finalmente, identificamos la derivada variacional de los campos de materia
0L oM oA oA
= = — (=1)PAD [ ——— |. 24
¥4 = gya = gya (1) <a(D1PA)> (2.40c)
Asi, podemos escribir
0L
S M = S¥A N W—Awﬂmzawr“bmf
o o# 1 oA
A a ST
+d<5‘1’ A 3(D¥A) + 00" A ora T ZJF b A E)R“b> (2.41)

Entonces, si consideramos que las variaciones de los campos son debidas a transformaciones de
Lorentz infinitesimales como las que usamos para el caso tinicamente gravitacional, tenemos que
60% = e, 0, oT%, = —De", y 6% = %, (s,")4 ¥ /2, entonces

1 0
oM = Eeub(sab)ABIf/B A ﬁ% i Subﬁb N2y — Deab A Tab

1 a byA_wB a b o4 1 a oA
+d<28 p(sa”) BY" A 3(D¥A) + &0 A P 2DS A 3R, (2.42)
Asf, al completar derivadas obtenemos finalmente que
1 0L
oM =€, (z(sub)AB‘PB A S9A + AT, + DTJ’)

1, A B O b\ O oM
“rd{zS b |:(Sa ) s¥° A a(D'f/A) + 207 A 377 21, +D 3R, , (2.43)

de donde reconocemos que el término que se encuentra bajo la derivada exterior se anula idéntica-
mente, ademéas de que por la antisimetria y arbitrariedad de la funcién de punto &” y ya que supo-
nemos que el lagrangeano de materia es invariante bajo transformaciones locales de Lorentz, se sigue
que se satisface

Dy + 8 Ay + %(sah)AB‘FB Nsgr =0, (2.44)
conocida como la identidad de Noether para el lagrangeano de materia.

A pesar de que consideramos una trasformacién de simetria del sistema, el lagrangeano no nos
otorgara corrientes conservadas a partir de las transformaciones de Lorentz, ya que como se vio an-
teriormente, los términos de borde que aparecen al hacer la variacién que corresponde a una trans-
formacion local de Lorentz se anulan idénticamente. En cambio, se obtienen las llamadas identidades
de Noether para el sistema.
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2.1.2. Invarianza bajo difeomorfismos

Un difeomormismo, en el contexto de la geometria diferencial, es una aplicacién que actda sobre
las coordenadas de un punto de la variedad, que ademas es invertible y diferenciable y cuya inver-
sa es también diferenciable. En general también se les conoce como transformaciones generales de
coordenadas y se pueden escribir como

H(P) —  w(P) = 2 (x(P)). (2.45)

En el régimen infinitesimal, en virtud del teorema de Taylor, pueden ser descritos como las coorde-
nadas originales que son desplazadas a lo largo de una direccién que es determinada por un campo
vectorial (P) = ¢"(x(P))dy,

H(P)  —  F(P) = x"(P) + et (x(P)). (2.46)

Aqui, £ es un pardmetro infinitesimal constante. También es posible interpretar esta transformacién
como el tomar el punto P de la variedad con coordenadas x# y trasladarlo a lo largo del campo ¢ al
punto P’ de coordenadas x# + eZH.

Se puede verificar facilmente que al aplicar un difeomorfismo infinitesimal en una variedad, la
variacion del lagrangeano se reduce a la identidad

0L 0.Z
(e = L@AN — +d (LD N —— ). 2.47
g ¢ SDA + ( ¢ a(d(DA)) (247)
donde el operador /¢ es la derivada de Lie en la direccion ¢ y se define para una p-forma arbitraria
w? como

lrw? = d(&Jw?) + ] dw?. (2.48)

Esto puede llevarnos a pensar que bajo estas transformaciones la variaciéon de los campos estd dada

por
6P4 = el 04, (2.49)

sin embargo, esto no es valido para la conexién de espin, puesto que si se considera la igualdad
0Ty, = eleT""} como verdadera, tenemos que al lado izquierdo de esta igualdad se tiene un objeto que
es un tensor de Lorentz y al lado derecho un objeto que no es covariante.

Ahora bien, como la densidad lagrangiana es una forma de rango maximal en la variedad, enton-
ces

l: 2 =d(¢]2), (2.50)

por lo que podemos escribir la corriente de difeomorfismos, obtenida a partir de (2.47) como

; 0.7
diff — _ A

JU(E) = C1L — £z D7 A 3(dDA) (2.51a)

0.7 0L 0L

= — ApN 22 ) (_1)Par|pA _9= ) _ Apn_9=%

|z d(@JCID /\a(dCDA)) (=1)PAg|® Ad(a(dd)/“)) ¢|ldo /\a(dCDA)' (2.51b)

Aprovechando el hecho que d?> = 0, podemos también definir una corriente efectiva de difeomor-
fismos Sy g
diff A A
4@ = 212 — (0Palof nd( ey ) el A ST 5
Aunque este formalismo es correcto, las corrientes que aparecen de esta simetria usando este tra-
tamiento no parecieran ser invariantes de Lorentz, ya que involucra a la derivada exterior de los
campos. Este problema serd comprobado a continuacién y ya ha sido resuelto en [20-24], trabajos que
seran analizados mds adelante.
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2.2. Cantidades conservadas gravitacionales no invariantes en sis-
temas cerrados
Para esta seccién consideraremos que la dimensién del espacio-tiempo es d = 4. Aplicando el

formalismo anterior al lagrangeano de Hilbert-Einstein escrito en la base no-holénoma y ortonormal del
espacio cotangente

1 871G
L = reabcdRab AN l9d, con K4 = L4, (2.53)
CKy c
se obtiene como corriente de difeomorfismo en el vacio
; 1
JHE) = o ane (GIR™ — €T) Nt N0+ 20" &, (2.54)

la que puede seguir siendo reducida utilizando la identidad Egl"“h — &|R% = d(&|T%) + T AE|T +
T, A &|T“. Entonces

Jdiff[z] = —ﬁemdd (g T8¢ A ﬁd) + T Cop + E] 0" &, (2.55)

por lo que la carga on-shell asociada esta dada por

~ 1
QU[E) & — ——eunea P EITO S, (256)
4cKy
ox
donde ¥ es una seccion tipo espacio.
Son mas conocidas las llamadas cargas de Komar [3], las que pueden ser escritas usando el len-
guaje coordenado (holénomo no-ortonormal) como

1
Qkl¢] = Aoy PV j{ |g|VHE dxt A dx, (2.57)
oz

y donde ademas los vectores ¢ son vectores de Killing de la geometria, definidos en (A.80).

Esta expresion nos entrega cargas dependientes de los vectores ¢ en espacios asintéticamente pla-
nos (lo que se obtiene a partir de las condiciones de borde que se imponen al estudiar las ecuaciones
de campo). Un ejemplo de esto se obtiene al estudiar la geometria de Kerr, la que en coordenadas de
Boyer-Lindquist [28] es dada por

) -
g=— (1252]\37) czdt®dt—W(cdt®d¢+d<p®cdt)+2dr®dr

— —

_ a2 2a’Mrsin?6\ .
donde las funciones E y A se definen como

2

E:=1>+ — cos’ 6, (2.59)
c
2GMr 42

A=7%— ot 3 (2.60)

Claramente, esta métrica tiene al menos dos vectores de Killing:
10 d
= - = —, 2.61
g1 3 Y ) (2.61)

d¢
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direcciones asociadas naturalmente a la conservacién de la energia y del momento angular. Al calcular
las cargas de Komar asociadas a cada uno se obtienen (salvo por una (in)conveniente eleccién de
unidades) )
Qx [iaat} = MTC y Qk [aaq)} = —Mca = —]. (2.62)

Noétese que acd aparecen dos factores de 1/2 y —1 respectivamente, multiplicando los valores que
uno podria esperar obtener de forma intuitiva. Muchos consideran que esto es un problema ya que
no existirfa un factor de normalizacién comtin para obtener las cargas “correctas”. Notemos ademads
que en esta integral no aparecen términos que pongan en duda la invarianza de Lorentz de la carga.

Este dltimo punto es evitable si consideramos un espacio Asintéticamente Localmente Anti-de
Sitter (ALAdS). Un lagrangeano apropiado® para este tipo de espacios queda dado por [15]

1 1 A 3
LaLads = oy ot (4R”b A NS+ LA 8" A8 A+ 87\1{“" A RCd) . (2.63)

Si calculamos directamente la carga asociada a la corriente de difeomorfismos para este lagran-
geano obtenemos

3 A
Qg & Thcr, Sabed ]{ g|re (RCd + 5196 A ﬂd) , (2.64)
%

la que no es un escalar bajo transformaciones locales de Lorentz. Uno puede ver esto directamente ya
que aparece el término ¢| T en el integrando.
Consideraremos ahora, a modo de ejemplo, la geometria Kerr-AdS que viene dada por

i \/g(cdt —aQsen®9dg), (2.65a)
o = \/%dr, (2.65b)
i Eow, (2.65¢)

/3

- é sen 0(—acdt + Q(rz + az)dq)), (2.65d)

—

donde hemos usado

A= (rP+a?)(1- é7’2 - 2G7Mr, fi=14+ é112 cos? 6, (2.65e)
3 c2 3
1 - 2, 2 2
s — E:= . 2.65f
1+ a2A/3’ r~ +a“cos” 0 (2.65f)

Podemos calcular las respectivas cargas dadas por los vectores definidos en (2.61) que también
son Killings de esta geometria:

Sin embargo, podemos probar (de hecho, es el objetivo de esta seccién) que esta cantidad no es un
invariante bajo transformaciones de Lorentz locales, lo que se debe a la presencia de la conexién en el
integrando. Consideremos la transformacién de Lorentz [21] dada por

90 := 9% cosh[x(x)] + 0! sinh[x(x)], 9" := ¢V senh[x(x)] + @' cosh[x(x)], (2.67)
0% = 6%, 07 =0, (2.68)

3En el sentido de que las condiciones de borde que surgen al estudiar este lagrangeano son consistentes con la forma
asintética que se pide a este espacio-tiempo.
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con x(x) = wortsenf (xy una constante que se incluye por razones de unidades). Si evaluamos nue-
vamente la carga proveniente del vector ¢; utilizando esta nueva tetrada, vemos que la carga toma

un valor s
10 61 0gQQGM
QMc? — — "7
Q{ at] Me K42 A

por lo que las cargas no son invariantes bajo transformaciones locales de Lorentz en este formalismo,
como era de esperarse de la ecuacion (2.64).

(2.69)

2.3. Cantidades conservadas gravitacionales invariantes en siste-
mas cerrados

El problema de la no-invarianza de Lorentz de las cargas ya descritas en el formalismo anterior,
surge del hecho de que la derivada de Lie no preserva la forma en que un objeto transforma bajo trans-
formaciones locales de Lorentz. Esto quiere decir que, por ejemplo, la derivada de Lie de un vector
bajo transformaciones locales de Lorentz no es un vector de Lorentz. Esto motiva el estudiar nueva-
mente el formalismo de Noether para cargas conservadas bajo difeomorfismo teniendo en cuenta esta
simetria adicional. Podemos partir nuestro estudio considerando solo el lagrangeano gravitacional,
para luego incorporar el estudio de la materia.

2.3.1. Ellagrangeano gravitacional
A partir de la ecuacién (2.47) podemos ver que para el lagrangeano gravitacional se tiene
0z = Le0" NEq — L:T" A Hy — £zR% A H,P, (2.70)

expresion que no pareciera ser covariante. Sin embargo, este no es el caso. Si consideramos una trans-
., .. a . .

formacién local de Lorentz finita ¢'* = A%,8, tenemos que las derivadas de Lie que aparecen en la

ecuacién anterior estdn dadas por

08" = (E]dA"p) 8° + A" Le0”, (2.71)
0T = (E]dA%) T" + A% (TP, (2.72)
(R = {E]d[A% (A1) ] R+ AT (AT bR, (2.73)

Entonces, podemos calcular rdpidamente la derivada de Lie del lagrangeano gravitacional al cual le
ha sido aplicado la transformacién

LV = bV + (A1), (jdA”)(ﬁb/\Eg—Tb/\HE)
— (AT anl e JdlAT (AT fRE A HS

— 0V + (AT, (jdA“)(19b/\Ee—TbAHEbec/\HeCJrRCe/\HCb)

(

— 0V + (A7) (E]dAS) (chuwaga). (2.74)

Ahora bien, reconocemos que el término (A~1)%. ((jj dAcP ) es antisimétrico en los dos indices libres,

por lo que el término que hiciera parecer que la ecuacién (2.74) es inconsistente, se anula idénticamen-
te, gracias a lo que se ha probado en (2.35). Notemos ademds que podemos sumar a esta ecuacién, un

término B%, (DChu + 9P A &,) , con una 0-forma B, antisimétrica en sus indices de Lorentz y que en

principio, depende del vector con respecto al cual se hace la transformacién de difeomorfismo y de
otros elementos de la geometria. Esto es equivalente a reemplazar en (2.70) la derivada de Lie por una
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derivada de Lie covariante, la que satisface las mismas propiedades que la derivada de Lie y se define
como .

Lew? = lrw? + EB“b(sab)A pw?, (2.75)
donde w* es una p-forma con indices de Lorentz y (sqp)p es el generador de Lorentz para la repre-
sentacién correspondiente. Ademads, es necesario que la funcién B%, transforme bajo transformaciones
locales de Lorentz como

B = A"(AT1),BY — (AT1)g]dA%, (2.76)
donde ¢ corresponde al vector con el respecto a cual se calcula la derivada de Lie covariante. Esto se
debe a que de la definicién de la derivada de Lie generalizada (2.75), podemos reordenar

Lew? = D(¢]w™) +¢|Dw? + %(B”b —&IT%) (s") " pe®, (2.77)

de manera que para asegurar la covarianza bajo transformaciones locales de Lorentz de esta defini-
cioén, es necesario que el tercer término del lado derecho transforme como un tensor de Lorentz. Asf,
la funcién B hereda ciertas propiedades de transformacion del término ¢ [T, que se ven claramente
en (2.76).

Podemos probar que el nuevo término que introdujimos en (2.75) no contribuye en (2.74). Tene-
mos que el segundo término que aparece en el lado derecho de (2.76) no contribuye a (2.74) por lo
que se ha explicado anteriormente. Por lo tanto, es necesario probar para la parte de la funcién B%,
que transforma como tensor de Lorentz* tampoco destruird la invarianza bajo difeomorfismos. Por
simplicidad, denotaremos este mediante B”,. Para proceder, recordaremos primeramente que para
los vectores contravariantes de Lorentz el respectivo generador estd dado por

1
(51" = 8187 — 8 (2.782)

y para un tensor de rango (%) el generador correspondiente es
1
(537 0e = 02 (878 — Sfguy) + 85 (078 — 018 - (2.78b)
Entonces, al introducir esto en la variacién de los campos, aparecen los nuevos términos
1. 1
EBz] |:(Si(]‘CV))ab (ﬁlb A Ellz _ b A H;) o (SE}))ahcdecd A Htlzb:|
= B" (0" NE, — T® AH, — RV, A H, + RS, A HY)
— B, (cha + A ga) —0, (2.79)

lo que prueba nuestra afirmacién anterior.
Existen una serie de elecciones de la funcién B?, que son de particular interés

Byatural .= 7Ty, (2.80a)
BRemann .— |, (2.80b)
BYM i= =@y = e[y ] (0. (2.80c)

Sin embargo, més alla de las elecciones particulares, podemos reescribir de manera completamen-
te valida la ecuacién (2.70) como

L7 =Lg0" AE, — LeT* A Hy — LeR% A H,. (2.81)

Ahora bien, puede parecer complicado calcular los valores de la derivada de Lie generalizada de la
torsién y de la curvatura ya que en éste aparecerd la derivada de Lie generalizada de la conexién de

4Primer término del lado derecho de (2.76).
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espin, campo que bien sabemos no transforma como tensor bajo transformaciones locales de Lorentz,
por lo tanto, no tenemos un generador de Lorentz para este objeto. Hemos de subsanar esta dificultad
definiendo la derivada de Lie generalizada de la conexién de espin como (esto se hace de manera que
las ecuaciones sean consistentes)

LgI’”b = E;;F“b - dBab - F“CBCb + I’CbB“b = D(é{J Fab — Bah) + gJRub. (282)

Gracias a esta definicién tenemos que [Lg, d] = 0 para todos los objetos geométricos definidos sobre
la variedad espacio-temporal.
Ahora bien, usando las definiciones de la torsién y de la curvatura, encontramos que

L:T* = D (Lgd") + LeI", A 67, (2.83a)
LzR%, = D (L¢I7,), (2.83b)
por lo que al reemplazar en la ecuacién (2.81) y completando derivadas, es inmediato obtener

Lot A €+ LT, A Cal — d(gJ ¥+ Lgd® A Hy +LeT% A Hab) —0, (2.84)

por lo que podemos definir una corriente de difeomorfismos invariante de Lorentz debida a los po-
tenciales gravitacionales como

JERV (&) == &Y + Led® A Hy + LeT% A Hy?, (2.85)
que satisface la ecuacién de conservacioén

A8 (&) = Le®" A Eq + LeT% A G (2.86)

2.3.2. Lagrangeano de materia

Para el caso del lagrangeano de materia, tenemos, andlogamente al caso gravitacional, que la in-
varianza de difeomorfismos implica

oM /A /4 o# 1 N/
_ A, T A e [ WL a n 7 - a e
gé/[ = &:f A S¥A +£€(Df ) A a( A) —i—fgﬂ VAN 39 +€§T A Vi + 2€§R A aRﬂb. (287)

Si se aplica una transformacion local de Lorentz sobre los campos, podemos ver que (2.87) trans-
forma como

letl" = Ledl + (A1) 0E A", (ﬁb A %ff + T A 3?/{ R A aazf Rl %)
d d
oM o
—1\C A B B
22 LDy : 2.
+ (A ) AngA B <1F A 59°C + A a(DIFC)) (2.88)

Ahora bien, como desconocemos la representacién del grupo de Lorentz que corresponde a cada cam-
po de materia que se introduce en el modelo, pareciera que no podemos avanzar méas en esta expre-
sién. Sin embargo, basta estudiar el caso de las transformaciones locales de Lorentz infinitesimales:
AAB = 5? + Eij(Si]')AB/Z,

oM o4 o.M oM
! _ a b b b _ ¢
Eg//l—ﬁg///-{—ﬁjdsb(ﬁAaﬂa-{—T AaTa+RCAaRaC Ra/\aRCb
+2(sa) B{IP A—BIFA+D‘P Aia(D‘FA)
= ledl + E|de®, (DT,P + 0" A X +1(s byA ¥\ 0L (2.89)
[ b a a 7 a B SYA )’ .
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de donde reconocemos del lado derecho, el término que aparece en (2.44), por lo que la ecuacién
(2.87) es invariante de Lorentz. Bajo el mismo razonamiento expuesto anteriormente, podemos reem-
plazar también las derivadas de Lie usuales, por las derivadas de Lie generalizadas, asi, tenemos una
expresion explicitamente covariante

on o oM o 1 o
— A A a a a
Lol = Lg¥™ A 50+ L (DY) A sopA) et A g HLeT A ST + 5 LeRY A o (290)
la que podemos reescribir como
0L
d(g].a#) = Le¥4 A sga T Le AT+ Ll p ATa
o.M o 1 0.
A a - a
+d (Lg'i’ A 3(D¥A) +Lgo" A o+ 2L§F b A aR”b) , (2.91)
por lo que podemos definir la corriente debida a la materia
oM o# 1 o
mat. — _ A ___ a a
] ((‘f) = gJ% LélF VAN a(DIPA) L§l9 N — oT" ZLCF b N —— E)R“ ’ (292)
que satisface
A [@] = Le¥A A 2L 4 Led® A By + LT 2.93
J [(ﬂ—g JYA—Fg /\ﬂ+§b/\Tg- (2.93)

Por lo tanto, la corriente conservada que aparece de los difeomorfismos para el lagrangeano total
estd dada por

J(&) = JE () + ™ (¢)

0.4 0.4 o4
_ a B a b . A
= CJ,,E,” =+ Lgﬂ A <Hg 78'1—'” ) + Lgr p N\ (Ha aRab> Lgllf A a(D‘f/A) , (294)
mientras que se satisface la ecuacién de balance
0L
dJ(2) = Le¥ A 5o +Let” A (€ +Za) + LT A (cab n rab) . (2.95)

2.3.3. Identidades de Noether correspondientes a difeomorfismos.

Aunque uno de los objetivos principales de esta tesis es obtener las corrientes y cargas conserva-
das correspondientes a difeomorfismos, es importante también estudiar distintas consecuencias que
aparecen de las distintas elecciones de derivadas de Lie generalizadas como las que hemos dado en
(2.80).

En particular, comenzaremos nuestro estudio utilizando la primera de las 3 elecciones, es decir,
utilizaremos la derivada de Lie generalizada

Lgw? = Lz + 28T (50" pe® = £]De? + D(EJe), (296)

para una p-forma arbitraria w*, con indices de Lorentz representados por A. Utilizando esta deriva-

da, encontramos que la ecuacién (2.81) toma la forma
d(E)7) = [E)T" +D(E}6")] A Ea — [€)(RY A 6°) + DET] A Hy ~ DERY) AL, 2.97)
que podemos reescribir al completar las derivadas como
E|T" A (E, — DH,) — &|R% A (ﬂb AH, + DHab) _ g (DEa +Rb, A Hb>

+d(é”Ea—@JT“/\HH—QR”b/\Hab—CJ“//) —0, (298)
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donde vemos que ésta tiene la forma ¢?A, + d(¢"B,) = 0, que es valida para todo campo vectorial
¢, en particular, podemos considerar el caso en que éste es un vector constante, de donde se obtiene
inmediatamente que A, + d(B,;) = 0. Ademads, esto implica que para cualquier vector ¢ se debe tener
d¢® A B, = 0, lo que se traduce en que B; = 0 y entonces, A; = 0. Para la ecuacién (2.98), obtenemos
las identidades

DE, = e, | TP A&, +ea| RSy ACE, (2.99)
Es=e.| TP ANHp+ e, |RSy AHL +e,] 7. (2.100)

Podemos hacer algo andlogo para el caso del lagrangeano de materia. Esta vez la ecuacién (2.90)
se convierte en

a(elar) = [DGe1¥*) + 10y A] & S+ { SR A s ay?] 4 D [elD ] 4 52

(D¥7)
T+ D] A g+ [ (R A 8 + DEIT] A 517 + SDEIRY) A S, (201

la que podemos reducir a la forma ¢* A, + d(¢"B,) = 0 completando las derivadas covariantes, por
lo que obtenemos

0L 0L
A b A
DY N — S9A + T ANZ+E Ry AT’ + (—1)PAE|Y AD(&IPA) - 2D,
oM N/ oA o4 1 oM
+d (gJ‘P /\—aw + Z|DY¥Y* A T2 +¢ 590 +Z|T*A 3T +2§JR b/\aR”b gj//) 3
(2.102)
de donde se sigue que se satisfacen las identidades
0L 0L
Dza_eajDIPAAwA+eaJT*’AZb+eaJRCb/\rcb+( )pAeJ‘PAAD<5YA> (2.103)
o/ oM o o# 1 oA
— _ A A — e - b - c
Yo=eq| M —e )Y /\alP eq.| DY /\a(wA> (aw) ea| T'N=—— 3TV zeaJR hAaRCb' (2.104)

Vemos que la identidad (2.104) es la forma explicita del tensor de energia-momentum de materia, que
reduce al caso de la relatividad especial (espacio-tiempo de Minkowski)

S v n (2105)

_ A
Yo=eq| M —es| TN FICRZ

2.3.4. Cotrrientes escritas como superpotenciales

Un superpotencial es una (d — 2)-forma H(A) tal que la (d — 1)-forma de corriente | que aparece
de la simetrfa de un sistema se puede escribir como | = dH, de manera que la carga conservada,
como se define en (2.14) queda dada por

- / H(A). (2.106)

De la forma en que surge el formalismo descrito anteriormente, no es posible escribir la corriente
de difeomorfismos en esta forma, sin embargo, podemos escribirla como la combinacién lineal de
las derivadas variacionales del lagrangeano con respecto a los campos y la derivada de una (d — 2)-
forma, que toma el rol de un superpotencial cuando estamos on-shell. Esto es posible gracias a que
podemos calcular de manera sencilla el valor de la derivada de Lie generalizada de la base del espacio
cotangente

Lg8" = DE* +¢|T" + (B, — &] 1) " (2107)
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y a las identidades (2.82), (2.100) y (2.104). Combinando éstas, encontramos que la corriente de difeo-
morfismos del lagrangeano gravitacional (2.85) queda dada por

JB (&) = E°Eq — &| T A Hy — &JR% A H®
+[DE" 4+ g T+ (B% — &JT%) 0] A Ho + [D(E]T% — B%) + & R%] A Hy!
= d[¢"H, + (EJT% — B Hot| + %€, + (E]T% — B)C", (2.108)

de manera que cuando la configuracién de los campos satisface las ecuaciones de campo en el vacio,
tenemos un superpotencial gravitacional

H8™(F) := &H, + (&|T%, — B%)H,", (2.109)

on

tal que J&' = dH&™Y-,

En el caso del que el sistema incluya campos de materia, podemos estudiar la corriente de materia
(2.92) para lograr una expresion de una forma similar. En este caso, recurrimos a la expresién (2.104)
para explicitar el término ¢ |.# . Obtenemos asi,

oM 8 //{ 20 oM 8///

mat. A A N
o 1 8./// ol
— a _ = a _ A
TN 577 = 28R A\ gpay — L A\ Sy
on 1 oM
_ a a a a b = a _ pa a
(D& +&]T" 4+ (B = £JT%) 8| A 5 = 5 [D(EIT — B'%) + IR A Soc
0L
=¥ A g + e+ (€T — BT
on 1 oM o
_dle Lixra, _ pa A, OA
d[g St + 3T =B s+ ¥ A s (2110)
por lo que podemos entonces definir
a/// Y4
mat. _ a - a y_ A
tal que
0.L
J™(8) = dH™ () + ¥ A o + 8T+ (T — BT (2111)
Definiendo el superpotencial total
H(§) == HE™(8) + H™(0), (2112)
es claro entonces que la corriente total asociada a los difeomorfismos queda dada por
A 0L a a a b b
J(§) = dH(@) + E1¥A A S + 8 (& + 2a) + (@17 - B%) (P +wt) . @113)

Si suponemos que todos los campos son dindmicos, esto es, que todas las derivadas variacionales del
lagrangeano con respecto a los campos se anulan, se sigue que

a (24 o _ pa 19.4 o.M
HGE) = ¢ (Ha— 57 )+ @t - 5 He? = 35 ) ~ €194 5

es un superpotencial que surge de la simetria de difeomorfismos, por lo que la carga conservada de
difeomorfismos invariante de Lorentz queda dada por

1 on a a 84
Q8101 f [ (Ho = Grp ) + @Iy =% (B = G500 ) —elvAn s 2] @ity
ox

(2.114)
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Tomando una eleccién de B, y un lagrangeano particular, podemos dar ejemplos de las cargas
conservadas. Por ejemplo, con el lagrangeano de Hilbert-Einstein (2.53) en la notacién simplificada
que hemos estado utilizando

1 1
E, = MeabcdRCb A l9d/ H; =0, Ew =0, Hyp = _meubcdﬁc A ﬁd/ (2.116)

por lo que la carga on-shell invariante de Lorentz (2.115) queda dada por

a0 2§ (e - ) <—461K4€ubcdl9c A ﬂd> . (2.117)

)

Si tomamos la eleccién de Yano para B?,, podemos ver que
EJT™ — Bob = |t — el g0 = —% ") (D" +¢T") — e'] (Dg" +¢)T%)] = —ep’l, (2118)

de manera que la carga on-shell toma la forma

. 1
Y[6] = Qi T Yano 6] & T et f e |DEP ¢ A 9. (2.119)
)

Podemos ademads traducir esta carga a la base inducida por las coordenadas x*, utilizando las matrices
de cambio de base h,* que satisfacen

dxt =ht9", 9" =hdxt, T, =h" I TV, + W )90", (2.120)

donde h“;, es la matriz de transformacion inversa. Asi, al introducir esto en (2.119) se obtiene
1
Y[g] = Tox; Ao 7{ \/L?I VHE dx™ A dx?, (2.121)
ox

la que se diferencia de carga Komar definida en (2.57) por un signo. Por lo que la carga presentada
anteriormente es invariante de bajo transformaciones locales de Lorentz, aunque en [3] esta carga se
derivé utilizando un procedimiento distinto y sin tener en cuenta esta simetria.

2.3.5. Cantidades conservadas para el agujero negro Kerr-AdS

Podemos también calcular las cantidades conservadas que aparecen para el lagrangeano (2.63),
con el objetivo de compararlas con aquellas obtenidas en la ecuacién (2.64). Para ser consistentes con
la notacién usada anteriormente, vemos que a partir del lagrangeano (2.63) se obtiene

1 A
E, = Sy abed (Rbc + ?917 A 190) A, (2.122a)
H, =0, (2.122b)
Ep =0, (2.122¢)
_ 3 cd A c d
H,, = iAck, €abed (R + 3 NG, (2.122d)

con las cantidades que surgen del lagrangeano de materia nulas (ya que este lagrangeano considera
solo efectos gravitacionales). Asi, vemos que la corriente conservada invariate de Lorentz, de acuerdo
con la ecuacién (2.113) esta dada por

3 A
Tatads(®) = = prmer Al emaa €107 = 89) (R 4 o 04 )| 4 280+ @0 - )G 2129
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De manera que la carga invariante de Lorentz on shell, para cualquier eleccién de derivada de Lie
generalizada, estd dada por

Qaradslé] = > 7{ {(gJ e — pob) (R”’ + %ﬁf A ﬂd)] . (2.124)
)

——€
4AcK, abed
)

Podemos hacer un anélisis mas detallado de lo que sucede con la ecuacién (2.124) a partir de las
distintas elecciones de (2.80). Notemos que la eleccién natural de derivada de Lie generalizada, es
decir, aquella dada por (2.80a) da inmediatamente una carga conservada nula, para cualquier vector
¢, lo que no nos da ninguna informacién sobre el sistema, ya que el valor de la carga es independiente
de la configuracién de éste. Por otra parte, la elecciéon de Riemann dada por (2.80b), rinde la carga
dada por

i 3 A
QArAde" (] = _Meubcd% [CJ K (RCd + 3190 A ﬁd)} , (2.125)
ox

con k% la 1-forma de contorsién. Notemos sin embargo que al desarrollar explicitamente la ecuacién
de campo C,;, = 0, se obtiene necesariamente que T* = k%, A 9 = 0, por lo que la carga conservada
que surge usando esta eleccion es también nula. Sin embargo, si utilizamos la eleccién de Yano (2.80c)
y la identidad (2.118) se obtiene

3 A
Aaas(C] = Ao, St j{ [eaJbe (Rc’j + 30N 19‘1)} . (2.126)
Iz

Si calculamos esta tiltima para el agujero negro Kerr-AdS dado anteriormente en (2.65), obtenemos
las mismas cargas que se obtienen en la ecuacién (2.66). Sin embargo, éstas no tienen el problema de
depender de la eleccién de tétrada que hagamos para la geometria.
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Capitulo 3

Cargas Conservadas Invariantes en
Teorias Métrico-Afines Generales

Las transformaciones locales de Lorentz nos permiten definir objetos sobre la variedad que trans-
formen de manera particular bajo esta simetria y no cambien bajo transformaciones generales de
coordenadas. Este es el caso, por ejemplo, de los espinores que se utilizan para describir el conocido
campo de Dirac.

Es posible también desarrollar el formalismo para construir cargas conservadas usando la base
holénoma en vez de la base ortonormal. La gran diferencia que surge al usar esta base, es que tinica-
mente se aprecia la simetria bajo transformaciones generales de coordenadas, ya que no esta presente
la simetria local de Lorentz. Sin embargo, la covarianza de las cantidades que aparecen al estudiar
las corrientes de esta forma estd asegurada de inmediato. Un desafio que podemos plantear es el
corroborar que se obtienen las mismas cargas conservadas al hacer uso de una base u otra.

Ademas, el escribir las cantidades en la base holénoma tiene como ventaja el hecho de que es
posible incluir de forma sencilla generalizaciones a la teorfa de Einstein-Cartan, utilizada en el capi-
tulo anterior. En particular, en este capitulo desarrollaremos el formalismo para espacios métrico-afines
generales, esto es, espacios que tienen curvatura (A.72), torsién (A.69) y no-metricidad (A.67).

Esto implica, por supuesto, que las derivadas covariantes no conmutan con la métrica. A modo de
ejemplo, podemos mencionar el caso de un vector contravariante ¢*, para el que se tiene

vygv = V;t(gw\g)\) 7é gvAv}t‘;A~ (3-1)

Un estudio minucioso de las propiedades de las variedades con no-metricidad y torsién no nula
puede encontrarse en [29]. En el apéndice A se encuentran las equivalencias entre cantidades geomé-
tricas definidas en ambas bases.

3.1. El teorema de Noether en la base holonoma

Nuevamente, consideramos un sistema descrito por una accién S definida mediante

5= / L(®,80) dx® Adx! A--- Adx@D = / L(D,9d) dx, (3.2)
M M

donde £ es una densidad escalar de peso 1y que conocemos como densidad lagrangeana, que depen-
de de los campos @ y sus derivadas parciales Iy @4, donde el indice A corresponde a la enumeracién
de los campos y varia de acuerdoa A = 1,..., N, con N el nimero de campos independientes invo-
lucrados en el sistema. No establecemos una dependencia explicita de la densidad lagrangeana con
respecto a las coordenadas, ya que toda esta informaciéon puede ser absorbida en un campo nuevo.
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Ahora bien, una variacién infinitesimal general de la accién se puede escribir como
55 = / [(62) ax+ £4(d')] . (3.3)
M

La densidad lagrangeana y las coordenadas tienen su propio comportamiento particular, podemos
entonces escribir

8(d?x) = 9, (dx*) dx, (3.4)
0L son L A
0L = = 70 a(ayqﬂ)‘s(a”q’ ). (3.5)

Sin embargo, la variacion del lagrangeano contiene informacion del cambio en la configuracion de los
campos que definen el estado del sistema y del efecto que tiene el cambio de coordenadas para la descrip-
cién del sistema. Una consecuencia inmediata es que a diferencia de la formulacién del formalismo
en formas diferenciales, no podemos conmutar inmediatamente la derivada de los campos con las
variaciones. Podemos, por otra parte, definir la variacién sustancial

5D 1= 0" — 539,07, (3.6)

que por definicién conmuta con la derivada parcial

5 (ayqﬁ) =2, (5q>A) \ 3.7)
para reescribir la ecuacién (3.5) como
0L - 4 oL - 4
(<)) — 0D M )
oL = (SCIDA(S + 9y (8(8V¢A)5 ) +6xHa, L, (3.8)

de manera que, al combinar los resultados, la variacién de la accién (3.3) se escribe

1L -4 L 4
55_/[5®A5q> +0, (Aa(ayqﬂ)‘sq) + 6x E)] (3.9)
M
donde 5L oL L
= 0L (9L 1
oA T apA O (a(aycpA)> (3.10)

es la derivada funcional estandar de la densidad lagrangeana con respecto al campo ®4.

Vemos que no es necesario que la transformacién hecha anteriormente sea una simetria sobre el
sistema para realizar este cdlculo. Podemos estar tratando con transformaciones para extremizar la
accion, sin embargo, nuestro interés radica en las simetrias continuas, por lo que podemos escribir
estas variaciones infinitesimales como

SN = eAi(()Ap®B,  oxt = eAl(Q)F xY, (3.11)

con (); los generadores correspondientes a cada representacion del dlgebra de Lie asociada a la trans-
formacioén, A! los parametros que definen a la transformacién y € un parametro infinitesimal constan-
te. Tenemos entonces que la ecuacién (3.9) puede reescribirse como

— oL i(0.)A . HB oL i(ONA, BB (O \H AV >:|
5s_e4 LS@AA(QI) OB 19, (a(auq)A)/\(Ql) O AQ)A L), (312)

de donde definimos una densidad de corriente, que es una densidad vectorial de peso 1

oL

i . B i

jP‘()Li) =
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la que en el caso de que la accién sea invariante bajo la transformacién, se tiene que se debe satisfacer
la ecuacion de balance %

AuTH (A = —W/\i(ﬂi)AgéB. (3.14)

Cuando en la descripcién del sistema utilizamos campos no-dindmicos, tenemos que on-shell se
debe satisfacer
on 55

AT (M) E —W/\i(ﬂi)lﬂlﬂ], (3.15)
la que eventualmente puede anularse, dependiendo del comportamiento de los campos no-dindmicos
en el sistema.

La carga en este formalismo se define mediante

Q:= / TH(AT) A, () dE, (3.16)
b

donde dX. es un elemento de la hipersuperficie X y 71, (X) un vector ortogonal a la hipersuperficie tipo
espacio ¥, que apunta en direccién futura®. Si definimos la sub-variedad Q) de la misma forma que en
(2.15) y si tenemos que el lado derecho de (3.15) se anula, podemos integrar sobre ésta

Jougrdix = [ 7" iu(00)d" 1
Q Q)
_ /ji‘ ﬁy(Zl)dZ—/jl‘ ﬁﬂ(zz)d2+/ﬂ 1, (IT) 44~ 1x
% 2 IT
— Q- Qo+ [ Tnd" Iy, (3.17)
I

por lo que, si ademads suponemos que el flujo sobre la hipersuperficie I'1 se anula en el infinito espacial,
vemos que
At 51,Q =0, (3.18)

lo que implica que la carga se conserva globalmente en la sub-variedad Q).

3.2. Identidades de Noether correspondientes a difeomorfismos

En los trabajos [25,26] Obukhov y Puetzfeld establecieron las identidades de difeomorfismo que
se obtienen de la invarianza general de coordenadas, es decir, las transformaciones de difeomorfismo.

Para esto, consideraron los cambios infinitesimales de las coordenadas espaciotemporales, que
afectan a las cantidades los campos de materia y geométricos como:

oxt = elt(x), (3.19)
g = €[—(0u8") gav — (3E") gl (3.20)
STV = € [—(0a8P) TV pp — (9GP ) TV ap + (8p8") TP ry — 029,8" ], (3.21)
S¥4 = —e(9,¢") (), ¥P. (3.22)

Aqui, € es un factor infinitesimal constante, # un campo vectorial que parametriza el difeomorfismo
local y (¢5),* son los generadores de las transformaciones generales de coordenadas. Estos tltimos,
satisfacen la relacién de conmutaciéon

(o) (0B)" = ()™ () = (05)p" &) — (5)u" 6. (3.23)

Esto quiere decir que 7 «(Z) es ademds un vector tipo tiempo.
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Ahora bien, podemos utilizar las leyes de transformacién dadas en (3.19) a (3.22) y la definicién
de la variacién sustancial (3.6) para obtener que la variacién de la accién (3.3) queda dada por

5S = —e / (6100 + (3,8") O + (249,8") O + (3,,3,8") O] dx, (3.24)
donde hemos definido
L 0L s L . oL
Oy = Sem NG + 5y Y + al"‘pra)‘r pr 1 Oy (a( ygm)a)‘gm)
aL aL
09,1 ——— ¥ -] .
oL oL aL aL
Q)F =2 = (AR 9 WA 8L+ 20, [ e
A 5o 8wt Sya (cB)A + a(ayw)aA SNL+20, a(aagW)gm
oL L A\ By, 9L o, oL ., L _,
+ 78(3;4&0(7) 9)8po + v <a(ay'lUA) (AT )+ Y., "oy + Trvyr iz ari., ey
oL oL oL oL
———0,I" —— 0,I" —— 0P — =———— 0, IH 2
+ a(ayl—‘pnr) A T(7'+ a(agl—‘pyqj) [ /\‘L’+ a(agrpry) ol A a(aar)\fp) ot TP, (3 6)
aL L aL
Q v [P — A V)IPB I—-T
! (9, ¥4) e ¥ ™ () ' 9(9(,I")0) "
+2 oL s g oL ™o, (3.27)

+ .
008 30T ) - T AT )

oL
a(a(prAW)) .

Ahora bien, si la accién es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas, tenemos
que el lado izquierdo de (3.24) es nulo; asf, el integrando del lado derecho de esta misma ecuacién
ha de anularse idénticamente, por lo que, debido a la independencia lineal del vector ¢# con sus
derivadas de orden superior, se ha de satisfacer que

Q10 = (3.28)

Q)\EO, Q)\V EO, Q)\‘MVEO, Q/\‘uvaO, (329)

las que se conocen como identidades de Noether para difeomorfismos.

3.3. Corriente de difeomorfismo

Es importante estudiar también el comportamiento de la corriente que surge a partir de los difeo-
morfismos en el formalismo de coordenadas, en particular, resulta interesante saber cémo se relaciona
éste con la corriente (2.51a) y con (2.113).

En este formalismo, podemos notar que la variacién sustancial de los campos geométricos y de
materia estd dada por

Oguv = _e(ayé/\) gw —€(0u") v — GCAa/\g;w (3.30)
STV = —€(028°) TV py — €(0,8F) TV pp + €(0p8") TP pyy — €008 — €2POpT" 1y, (3.31)
S¥A = —€(0,8") (cp)" VP — g0, 4. (3.32)
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Por su parte, podemos definir la derivada de Lie de los elementos sefialados:

EéngV = (a]/l‘:}\) Sw+ (avg/\) Suv + g/\aAgpu/
= 20 Vgt + g Vil = & (Quw + 2T ) (333)

Celay” = (008°) Top” + (0u8P) Tap” — (0p8") Tryf + 020, + &FO,T )"
= VAV, + V(T ol) + ERY pry (3.34)

0¥ = YA + (9,¢Y) (cp) /¥
=SV (YY) (o) ¥P + T g (045) 0 P (3.35)

Notamos que todas estas expresiones son covariantes bajo transformaciones generales de coordena-
das. Ademads, podemos relacionarlas con las variaciones sustanciales,

o8 = —€ L&y, (3.36)
51"”)\# = —€ Egr,\yv, (337)
S¥A = —e ¥4, (3.38)

por lo que la corriente (3.13) para los difeomorfismos puede escribirse como

oL oL oL
F=gHL — (¢ — — (LT ) e — (0P .
Tr=eL—( 5gAP)a(aygAp) ( ¢ P")a(amp(,) ( ¢ )a(aﬂw) (3.39)
De (3.14) vemos que esta corriente satisface la ecuacién de balance
oL oL oL
B— A2 A 22
" = (Cegm) s+ (6Tw) o (") s (3.40)

Para encontrar una forma de superpotencial para la corriente, expandiremos las derivadas de Lie
que aparecen en (3.39), y usaremos las identidades (3.29). En particular, de (3.26) obtenemos inmedia-
tamente

5L 6L 5L 5L oL
Hpy — A LA uwB ATV Ay, ATH
ghe 25gw Cvt Sga & (@ B Y7 + mwg r Tﬁmmg ae = g § T
IL L L e wa
o808 + = £ TP + Y
8(3ugpa)€ A8p7 8(8HFPW)C AT a(ayqu)g A
oL oL
+¢'o <2 + oA ) B
oy 3(3ugpp) o a(avst)( B

+

oL oL oL r Tp) ’ (3.41)

= e, 4+ = e 7= M
EE N S R TE N U R TE N )

donde hemos aprovechado la definicién de la derivada funcional de la conexién, dada por

oL oL ( oL )
= =0 [ =] (3.42)
6Ty T P09 )

Reemplazando lo encontrado en (3.41) en la corriente (3.39) con las derivadas de Lie explicitadas
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y reduciendo términos semejantes se obtiene

=2 bt g S Y ST T T
208" 35555 ~ )3 fm) (7). ¥?
00 Py ~ 008 Mo + O Ui ~008 g
o (28(83;;;) 8o a(a?fffl) (ol
+ EMaE)I%FPAT + a(afliﬂ) | I a(aVarEAT,g I“”Tp> (3.43)
Notamos ahora que podemos reescribir ciertos elementos de la ecuacién anterior,
202" gma(aayf,pv) (27 )~ (305 ) 644
0r2") 55y (o) ¥ =0 (& gy (081 7 =01 (g ()97 ) 39
(9sG") FAPTa(ajrﬁApg) =0y (éTFApT%> — 70, (FApTa(ajIﬁpa)) , (3.46)
por lo que, reemplazando en la ecuacion (3.43), obtenemos
T =25 s SR S S T — s T
dy (ZCA a(ang) + CAa(aiifA) (p)a"¥P
+ T e s #E T oo = €T )
ST T a<a<35m>r'”)w>
— apa"éAa(ajrﬁpg)' (3.47)

Ahora bien, notamos que de la ecuacion (3.27) y de las identidades de Noether para difeomorfismos
(3.29) obtenemos que

oL oL oL
B _ ((TAB))\V)?[B‘F r‘r)\g
al")\(w) a(a(ﬂ?A) a(a(uFTV)V)
oL oL oL
2t m e [Ty — TV, (3.48)
T R IC T ST S R TC T ) R
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donde notamos que el lado derecho aparece idénticamente en (3.47) por lo que ésta se reduce a

oL oL oL oL oL
[ Al LA uwB ATV ATV, AT
J 258#!/ ‘:V+5qu oY +‘5rvw T + «51‘VW§ iz 5F/\Tv(: Iy
oL oL
— 3y, (2 +& op) VP
v < C/\a(ayg)\y) g a(aHYA)( B)/\
oL oL oL
A A — FA TV
A TE R I Tr W e B TE W
oL oL
— 289y | = | — 9,0, F . (3.49)
V(”(w)) T 30T )
Podemos también usar (3.28) para mostrar que
oL oL oL

- _ ) (3.50)
I o) (I (o)) (BT ()

por lo que podemos reescribir la tltima linea de (3.49) como

oL oL
A A
—2¢"% 9, (&)F)‘(HV)) —0p0sC _8(

oL oL oL
= 209, =22 ) — 90, | 2= ) 420, (o —= ) ]. @51
: <‘5FA<w>> ’ <§ 3(314”@0))) p<€ (a(aﬂ“w)))) -

También podemos trabajar los términos multiplicados por la conexién en la ecuacion (3.49). En
particular vemos que

OL ew L OL L
é*rVTP g F A + (Srvyr é’ F AT 5r/\TV é’r F TV
oL oL oL oL
_ (xATV v -7 y v A
= (@ T+ Vol Vg ¢ vp<—mw) % s+ ap< mpy), (3.52)
oL oL oL
Tl—')\ Tl")\ _ /\FV
d 770(0,1 o) e “9(3,T ) ¢ #79(9,Tor)
Y oL o ( L )
= 9=  FAre _ 9% gy (92
3@ LT G, o Ve 56, )

N oL A L (A oL )
+2% ap(a(am(m)) +§FP"a(aarAm) o\ 30, Me) )’ (3:9)
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lo que podemos insertar en (3.49), obteniendo que

ﬂ—zé‘s—ﬁa P ¥ +(§ATVAp+Vp§V)51(EV£ —CAVP((S}SQF)
‘ﬂﬁ%g;+?%<£iﬁ
o {25 a(zigm " CAa(aipr) (7"
n a(aflfpw)gwpm + a(ajrawv”@ — v, (a(ajr%ﬁ)

oL oL oL
Ao —— App 9~ A 9L
+2C aP <a(aﬂr/\(pv))> + 5 T oo a(agr/\pv) aa (C a(%“m))]

oL oL oL
P Y L PP 7 S BN (PP (R 3.54
¢ (5”(uv>> b <§ a(auf%a))) i ')(c (a@u”(po)))) &%

lo que al reducir términos semejantes, nos conduce a

oL oL oL oL
[ Nhdad Al A A v _=A i
TH =205 b+ s S @ T 4 V) ()
oL oL
9,12 L A O’A Vlij
sty +E e
oL A A < oL )
+ = ("TPpy + Volf) = 'V | s——
Ayt & T V) EV 5,
9L
+2TH A ] : 3.55
Mgy WW (3.55)
Asi, podemos definir una densidad tensorial H""
oL oL oL
HI = -2 - AP — = (EMTP o + Vi
C/\ a(ayg)w) g a(aylPA) ( B)/\ a(ayrpi/o) (g Ao 0’6 )
oL oL oL
A A A
— | - T - , 3.56
TV (a(ayrﬁw)) ¢ P79(0,TA ) ¢ 6Ty, (3-56)
de manera que la corriente puede reescribirse de la forma compacta
oL ; oL oL
no_ uv A iwB AU v _xA
TH =0 kS E e T V) -8 () 6)
Es inmediato que en la configuracién on-shell, la corriente se reduce a la forma més sencilla
THE 9 M. (3.58)

3.4. Corrientes covariantes

A primera vista, pudiese parecer que la definicién (3.56) no corresponde a las componentes de una
densidad tensorial bajo transformaciones generales de coordenadas. Sin embargo, es posible compro-
bar que en efecto lo es, cuando se considera un lagrangeano escrito en funcién de elementos cova-
riantes. Esto quiere decir que a partir de ahora, escribiremos el lagrangeano de una forma equivalente
pero funcionalmente distinta.
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Recordamos que la densidad lagrangeana arbitraria definida en (3.2) esta definida por los campos
geométricos y de materia y sus derivadas a primer orden; esto es

L= L(guv, 028, T v, 0T 0, ¥4,0,¥4). (3.59)

Sin embargo, este lagrangeano estd escrito en funcién de variables no-covariantes, como son las deri-
vadas parciales de la métrica, de la conexién y de los campos de materia. Mas atin, la propia conexién
no es covariante. Es por esto que conviene (y es siempre posible) escribirlo de una forma equivalente,
haciendo uso de las cantidades covariantes correspondientes. La forma més sencilla de expresar el
lagrangeano de esta forma es tomando su dependencia como

’C = Z(g]/”// Q]ﬂ//\l T/\]/H/I R)\‘Ml/p/ 1I[A/ VVIFA)/ (360)

donde hemos utilizado una barra para denotar que, aunque la densidad lagrangeana tiene el mismo
valor? su forma funcional cambia.

Debido a que la forma funcional del lagrangeano cambia, es necesartio re-escribir las derivadas
parciales de éste que aparecen en la corriente, para adaptarlo a la nueva notacién. De particular interés
para este objetivo es el uso de la regla de la cadena. En particular, podemos ver que a partir de la
definicién de la derivada covariante de los campos de materia

V¥4 =0, ¥4 — T (0p) A Y5, (3.61)

y de las definiciones de la nometricidad (A.67), torsion (A.69) y curvatura (A.72), que las derivadas
parciales de la densidad lagrangeana quedan dadas por

oL Y
oL oL
8_ ' 3.62b
a(aﬂgw\) ava)L ( )
oL o
S : 3.62
30, ) R oy (3-62¢)
oL Y4 oL oL 4 » oL oL
—2 2 - viwB Loy O~ Lo % (3e2d
arh,, ~ 2arh,, 28050, ~arv,ea) B A 2 e o g (G602

Asfi, reemplazando lo obtenido en (3.62) en la expresion (3.56) se obtiene que el superpotencial se
reduce a

oL oL
W= (e TP P — 2zt : :
H (E"TPro + VogP) 3R e 2¢ aT™,, (3.63)
La corriente puede expresarse como
5L 5L oL 5L
H_n "~ Y& A A uwB AV v _xA v~
J 258w CV+WA§ (A FT + (G T 20 + Vol )(51’% ¢ Vp<5mpy)
oL oL
_ AP e A

20, [(E'TP \o + Vol )aRPW +¢ aTh,, (3.64)

Notamos que en los trabajos [18,19] se utiliza un superpotencial de Komar generalizado para teorias
métrico-afines, que es muy similar al que se obtiene en (3.63), salvo por el término correspondiente
a la derivada de la densidad lagrangeana con respecto de la torsiéon. Notemos también que este su-
perpotencial reduce al superpotencial de Komar cuando uno considera la densidad lagrangeana de
Hilbert-Einstein.

2Manteniendo la misma accién.
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3.5. Forma holénoma de la corriente en formas diferenciales

Recordamos que la corriente en formas diferenciales queda dada por la expresién (2.113) con el
superpotencial definido en (2.114), el que podemos escribir de una forma méas compacta, pero equi-

valente, como
0.L 0.7

7 1

577 E(é]l"“b - Bab)aT% —&|¥iA I(D¥A) (3.65)
Es importante comparar lo obtenido en la ecuacién (3.63) con los resultados del capitulo anterior. En
particular, podemos escribir la expresién (2.114) haciendo uso de la base holénoma para compararla
con (3.56). Esto es posible utilizando las transformaciones entre las cantidades geométricas en una
base a otra. Hemos también de transformar la definicién de las derivadas parciales que se usan en
(2.114) a la base holénoma, tomando en cuenta que éstas dependen de la variacién de la densidad la-
grangeana . con respecto a los campos respectivos. Por otra parte, tenemos que escoger una funcién
para la 0-forma B?, para definir de manera tnica un resultado.

Podemos tomar las relaciones mencionadas y tomar en cuenta que

H(E) = ¢

L=Ldx"Adxt A Adx @) = £d0Adat A AdR@D, (3.66)

para obtener la forma de algunas de las derivadas parciales. Asi, vemos que la derivada de la d-forma
densidad lagrangeana con respecto a la 2-forma de torsién queda dada por

L _ 1 ., oL
oT® — 2(d—2)1"" aTh,

Epvag g AX A -+ - A dx, (3.67)
v

y con respecto a la 2-forma de curvatura

oL
POR

oL 1
OR%,  2(d —2)!

ha*hb vy AX™ A - A dx®e, (3.68)

Por otra parte, entre las distintas elecciones posibles para la 0-forma B, utilizaremos la llama-
da elecciéon de Yano (2.80c), por el simple hecho de que ya nos ha guiado a un resultado conocido
anteriormente en (2.119). Recordamos para este fin el resultado (2.118), de manera de que tenemos
que

gIT —elt | = —elt | DE —elt] (g]T) = —gMHle k), (Vid' + & T) . (3.69)

Con esto, escribimos el superpotencial (3.65) como

_ 1 L oL Py oL " y
H(E) = T4d—2)! <2‘: T 1y +2{V¢7§ +¢°T /\a} m €pvagag AX™ A+ - Adx
0.7
— Apn_T%
A T TZL (3.70)

el que comparamos con la ecuacién (3.56), y notamos que en la parte geométrica coinciden en sus com-
ponentes. Las componentes del superpotencial (2.114) cuando se utiliza la eleccién de Yano (2.80c),
coinciden también con las de (3.63) en el caso de que los campos de materia sean 0-formas, o0 en un
caso mds general, en el que el dltimo término de (3.70) se anule.

3.6. Vectores de Killing generalizados

En la seccién A.7 los vectores de Killing se definen como los campos vectoriales { que satisfacen
la ecuacion
legu =0, (3.71)

que ademas satisfacen condiciones como (A.81). El hecho de que éstas definan isometrias del espacio-
tiempo, implica que estos vectores estén intrinsecamente conectados con las simetrias de la variedad.

31



En el caso de una teoria gravitacional riemanniana como la Relatividad General de Einstein, y
escogiendo a un vector de Killing como pardmetro que caracteriza al difeomorfismo infinitesimal,
tenemos que las ecuaciones (3.39) y (3.40) se reducen a la forma mas sencilla, dependiendo ambas
expresiones tinicamente de los campos de materia.

Sin embargo, en una teoria metrico-afin general, la conexién y la métrica son campos independien-
tes, por lo que tenemos que considerar también cémo es afectada la primera por las transformaciones
generales de coordenadas. Explicitamente, en la ecuacién (3.34) encontramos la forma explicita de la
derivada de Lie de la conexién.

La nocién de simetria del espaciotiempo puede generalizarse a teorias métrico-afines. Sabemos
que la distorsién (A.75) mide cuan no-riemanniana es la conexion, por lo que para un vector de Killing
{ tenemos que

0Ty = eNAyy — 61, = 6N, (3.72)

de acuerdo a (A.81).
Llamaremos vector de Killing generalizado a un campo vectorial { que satisfaga las siguientes con-
diciones:

leguw =0, (3.73a)
0T = 0. (3.73b)

Equivalentemente, un vector de Killing generalizado es una isometria a lo largo de la cual la derivada
de Lie de la distorsién se anula
¢ N*,, = 0. (3.74)

Este concepto es importante, ya que podemos probar que la corriente inducida por un vector de
Killing generalizado es conservada, al hacer suposiciones bastante razonables.

Sin embargo, es interesante mencionar que los campos vectoriales { que satisfacen QIO"AW =0
pero no son vectores de Killing, se conocen como colineaciones afines. Por otra parte, los vectores que
satisfacen It?)‘wp = 0 y no son isometrias se les llaman colineaciones de curvatura. Ambos conceptos son
interesantes en el contexto de las leyes de conservacién ya que contienen otra informacién respecto
de las simetrias del espaciotiempo que nos permite definir nuevas leyes de conservaciéon. Un estudio
de las implicancias de estas definiciones y de otras similares se encuentra en los trabajos [30-33].

3.7. Corriente asociada a vectores de Killing generalizados

Si consideramos un vector de Killing generalizado, como el definido en (3.73), la corriente de
difeomorfismo (3.39) queda explicitamete dada por

a oL
W_ghp _ (7A A A A o wB v Al LA pwB
' =0 L= (U + (Ve (A ¥ Tl ) 5, 67)
la que podemos reordenar de forma inmediata como
TJH = 7@%77\# _ (Vpé/\ _ gUT/\pg) SPLH (3.76)
con T)* la densidad tensorial de energia-momentum canénico de la materia
oL 5
B wA _ st 77
y la densidad de hiper-espin S° ¥, definida como
oL
S, B(VH‘FA)W B)A (3.78)
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La correspondiente ley de conservacion para este caso esta dada por

oL

%" = (¥") s

(3.79)
por lo que la corriente de difeomorfismos asociada a un vector de Killing generalizado se conserva
bajo alguno de los siguientes casos:

1. La derivada de Lie de los campos de materia a lo largo del vector de Killing generalizado se
anula
(¥4 =o. (3.80)

2. Todos los campos de materia son dindmicos y se encuentran en configuracién on-shell.
3. La combinacién lineal del lado derecho de (3.79) se anula idénticamente.

La primera de estas condiciones es la mas fuerte de todas, puesto que ademads de ser un vector de
Killing, el vector { debe satisfacer dos condiciones extra, (3.73b) y (3.80). Por otra parte, la segunda
condicién es suficientemente razonable en el contexto de una teoria gravitacional ya que generalmen-
te nos encontramos en este caso. Finalmente, la tercera condicién es la mads relajada de todas, ya que
los campos dindmicos no contribuyen al lado derecho de (3.79) on-shell y podemos seleccionar el
vector de Killing generalizado de manera que la corriente se conserve.

Ademas, es interesante notar la similitud de las definiciones (3.77) y (3.78) con las definiciones
dadas para el espacio de Minkowski (B.29) y (B.59) respectivamente. Vemos claramente, que al ser el
espacio de Minkowski una geometria particular que se obtiene para algunos lagrangeanos, el tensor
de energia-momentum (3.77) y el tensor de hiperespin (3.78) son generalizaciones de las expresiones
obtenidas para la Relatividad Especial.

3.8. Carga de difeomorfismo

Como vimos en la seccién 3.1, podemos definir una carga asociada a la corriente. En el caso de los
difeomorfismos, si consideramos una seccién espacial ¥, tenemos que esta carga viene dada por

QL) i= [ M) i@V, (3.81)
D2

donde la corriente es dada por las expresiones equivalentes (3.39), (3.55) 6 (3.64) y el vector 71, es un
vector ortonormal a la hipersuperficie 2. Ahora bien, en el caso en que todos los campos involucrados
en la descripcién del sistema sean dindmicos, la corriente queda determinada por el superpotencial,
de manera que

JHE o HM, (3.82)

por lo que, de acuerdo al teorema de Stokes (A.103), la carga se escribe
QLE) = § #(E) iy, 42, 689)
ox
donde el vector i, es ortogonal a la superficie dX.

3.8.1. Lagrangeano de Hilbert-Einstein

Podemos probar que en el caso de Relatividad General, la carga se reduce a la conocida carga de
Komar. Para d = 4 en la base holénoma, la acciéon de Hilbert-Einstein se escribe

_ 1 4
M—M%RMM, (3.84)

33



donde el escalar de curvatura se define mediante

R := RF,),85,. (3.85)
La ecuacién de campo que surge de esta accién viene dada por

o 1.

Ry — §ng/ =0, (3.86)
con el tensor de Ricci definido por

Ruy = R . (3.87)

En este caso, la torsién y la no-metricidad son siempre nulas. El superpotencial asociado a ésta accién
estd dado por

i (@) = 5 lsl (Vo) [0k — )]

B 2cKky
1

— 5o g (V"CV — vvgﬂ) , (3.88)

es decir, el superpotencial de Komar. Asf, la carga on-shell definida sobre una 3-superficie espacial %,
queda dada por

Qlgl = 2;{48! \/|g7| (Wg“ - Wgﬂ) i, 1, 425, (3.89)

una forma equivalente de (2.57).
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Capitulo 4

Cantidades conservadas
gravitacionales invariantes en sistemas
abiertos

4.1. Teoria de Einstein-Cartan

Un sistema es abierto cuando aparecen campos no-dindmicos en la formulacién de sus ecuaciones
de evolucién y en su accién. Es por esto que no se obtienen ecuaciones de campo al calcular la varia-
cién de estos campos, por lo que el término del lado derecho de (2.113) que depende de estos campos
de materia no se anulard inmediatamente, lo que invalida a la ecuacién (2.115). Se obtiene en cambio
que la corriente on-shell queda dada por

0L

1€) = dH@) +Ely' A (1)
y satisface la ecuacién de balance
u@ﬂEQWAiﬁ- (4.2)

Existe la posibilidad de que el lado derecho de esta ecuacion sea idénticamente nulo, es decir, la
ecuacion de balance sea realmente una ecuacién de conservacion. Esto puede darse en el caso que:

1. La combinacién lineal de las derivadas de Lie generalizadas de los campos no-dindmicos con
la derivada variacional del lagrangeano con respecto a estos mismos campos (el lado derecho
de la ecuacién (4.2)) sea nula. Entonces las interacciones del sistema con su entorno se cancelan
entre si y permiten la conservacion local de la corriente.

2. La derivada de Lie generalizada de cada campo no-dinamico se anula. Esto quiere decir que el
arrastre natural del camgo inducido por el campo vectorial ¢ es contrarrestado por la rotacién
descrita por el campo B*”.

Sin hacer ninguna suposicién sobre los campos no dindmicos, es posible el definir una carga on-
shell
0L

sypl’
la cual incluye un término integrado en el bulk y, en principio, no es conservada.

Podemos también estudiar la conservacién global de la carga, integrando la corriente sobre la
subvariedad () definida en (2.15). Se obtiene que

@mh—ﬁmh@!(QWAiﬁ)—!M@, (4.4)

QI = §HE) + [ ey A @3
ox %
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de manera que la carga on-shell se conserva globalmente si el lado derecho de la ecuacién (4.4) se anula,

o equivalentemente
on
J (Lglp A 51#1) / G (4.5)

Esto quiere decir que cuando los campos dindmicos del sistema se encuentran en una configuracién
tal que la accién es minima, la suma de cada flujo de la corriente a través de la seccién espacial debe
ser igual a la combinacién del arrastre, la rotacién y la interaccion del sistema con su entorno.

La ecuacién (4.2) se interpreta como una ecuacién de balance, que determina la forma en que los
campos de background interacttian con la corriente. En particular, éstas interacciones determinan el
comportamiento local de la corriente, determinando la conservacién o no-conservacion de la misma.

4.2. Teorias métrico-afines

En este caso, el andlisis es equivalente al anterior. La ecuacién de balance de la corriente de difeo-
morfismo (3.40) cuando los campos se encuentran on-shell queda dada por

oL
donde la corriente esta vez queda dada por
o
THE) = M (€) + 5 7€ (e "y (47)

La corriente se conserva si

1. La combinacién lineal del lado derecho de la ecuacién (4.6). Decimos entonces que las inter-
acciones del sistema con su entorno en conjunto con el arrastre de Lie a lo largo del campo
vectorial ¢, se cancelan entre si y permiten la conservacién local de la corriente.

2. La derivada de Lie de cada campo no-dindmico se anula. Esto es una condicién demasiado
fuerte sobre el vector ¢, ya que puede no existir algtin campo vectorial definido sobre la variedad
que satisfaga esta condicién para todos los campos no dindmicos. Sin embargo, si puede que
suceda esto para regiones determinadas del espacio-tiempo.

La corriente (3.76) tiene las mismas posibilidades de conservarse, ya que la ecuacién de balance a
la que responde es exactamente (4.6), considerando un vector de Killing generalizado. Sin embargo,
para esta corriente podemos relajar las condiciones de conservacién, ya que como las derivadas de Lie
de los campos geométricos son nulas, tenemos que la métrica y la torsién no tienen por qué satisfacer
ecuaciones de campo para que la corriente sea conservada. Asi, esta corriente es apropiada para la
descripcion de sistemas donde la gravedad es un campo de background, y la materia tiene caracter
dindmico.

En el caso general, la carga queda dada por

612 § HPE) 1y (£) 2,(0E) A4 x4 / Sort @0y (2) 4D, (48)
y la evolucién de ésta queda determinada por la cond1c1on

BonQ® [ (1)) o 574 [ aan e, (49)
[@) 11

donde definimos la subvariedad d-dimensional de M, (2, de la misma forma que en (2.15). En el caso

de que el lado derecho de (4.9) sea nulo, la carga se conserva globalmente aunque existan campos

no-dindmicos, por lo que se ve improbable que esto suceda, ya que las condiciones impuestas son
muy fuertes.
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Capitulo 5
Discusion final

En esta tesis se estudi6 a profundidad el formalismo de cargas conservadas de Noether para dos
tipos de teorias gravitacionales: teorias métrico-afines, que engloban a la mayor cantidad de teorias
gravitacionales posibles, ya que se hacen muy pocas suposiciones respecto de la naturaleza del es-
paciotiempo, lo que implica que hay una mayor cantidad de campos geométricos involucrados en
la descripcién del estado del sistema; y la teorfa de Einstein-Cartan, que es un caso particular de la
anterior, en la cual se fija uno de los campos mencionados anteriormente. El enfoque particular de
este estudio fueron las transformaciones de difeomorfismo, las que se relacionan con propiedades in-
trinsecas de los cuerpos que residen en el espaciotiempo, como son la masa y el momentum angular.
Sin embargo, el objetivo principal que se perseguia era profundizar el estudio del efecto que tienen
los campos no-dindmicos o de background, sobre las cargas conservadas asociadas a las transforma-
ciones generales de coordenadas.

En el desarrollo de esta tesis se logré establecer las condiciones bajo las cuales se obtienen leyes
de conservacién tanto locales como globales de la corriente y de la carga, respectivamente, en siste-
mas que incluyen campos no-dindmicos. Estos resultados son novedosos, ya que no existe una gran
discusion respecto del efecto que tienen campos no-dindmicos en la descripcién de sistemas gravita-
cionales, en particular de las leyes de conservacion. Es la intencion del estudiante el continuar con la
busqueda de modelos gravitacionales en los cuales existan campos externos para aplicar el método
planteado y estudiar la (no-)conservacion de las cantidades que surgen de los difeomorfismos. Es por
esto que se deja como trabajo futuro el estudio de cargas conservadas para geometrias especificas.

En esta tesis se muestra que existe un superpotencial asociado a la corriente de difeomorfismo,
para ambas teorias gravitacionales, siendo el mds general el que se encuentra para las teorias métrico-
afines en el capitulo 3, que coincide con los resultados obtenidos para la teoria de Einstein-Cartan
reproducidos en el capitulo 2. Es fundamental el papel que toma en esta discusién la derivada de
Lie generalizada que se utiliza al momento de calcular la corriente que surge de los difeomorfismos
considerando la simetria de Lorentz local: es este nuevo operador el que nos permite obtener cargas
y corrientes que son totalmente covariantes bajo ambos tipos de transformaciones. Dentro de todas
las posibles elecciones de derivadas de Lie generalizadas, la llamada eleccién de Yano es claramente
privilegiada por sobre el resto, ya que nos permite unificar los resultados que se obtienen al expresar
la corriente como una forma diferencial, reduciéndolos a los resultados conocidos como las cargas
de Komar y el superpotencial encontrado para las teorias métrico-afines. Claramente la derivada de
Yano es la generalizacién de la derivada de Lie que conecta este operador con el definido para las
componentes de un tensor.

Resulta interesante, por decir lo menos, que el superpotencial asociado a la corriente de difeo-
morfismo escrito en la base holénoma no tenga una dependencia explicita de los campos de materia,
en el sentido que tinicamente estdn involucrados objetos geométricos y las derivadas parciales con
respecto a la torsién y a la curvatura. Esto implica que, para un lagrangeano en el que el acople
entre el campo gravitacional y los campos de materia sea minimal, serd equivalente calcular el su-
perpotencial considerando solo el lagrangeano gravitacional, ya que el lagrangeano de materia no
contribuird directamente al superpotencial. Asi, es claro que la carga on-shell asociada a un sistema
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con acople minimal surge tinicamente gracias al campo gravitacional. Por otra parte, al considerar las
simetrias propias del espaciotiempo (los vectores de Killing generalizados), la corriente queda deter-
minada tinicamente por los campos de materia, ya que como hemos visto, aparecen explicitamente
los tensores de energia-momentum e hiperespin. Es interesante plantear la posible existencia de un
superpotencial asociado a esta corriente, ya que seria una contraparte directa del superpotencial antes
mencionado y deberian producir las mismas cargas on-shell.

Gracias al desarrollo de esta tesis el estudiante logré obtener un conocimiento bastante profundo
respecto al estudio de las leyes de conservacién. Aprendi6 la verdadera utilidad de los superpoten-
ciales al momento de calcular las cargas, ya que a veces el término que va dentro de una derivada
total en la corriente se desestima, ya que no influye directamente en la ley de conservacién local. Por
otra parte, el estudiante también logré satisfactoriamente comprender los métodos utilizados para el
calculo explicito de las cargas conservadas en una teorfa gravitacional, ya que debido a la naturaleza
del procedimiento, el célculo es engorroso, incluso para las geometrias mas sencillas como el agujero
negro de Schwarzschild, por lo que fue necesario recurrir a la herramienta computacional de célculo
OpenReduce, la que el estudiante aprendié a manejar de manera eficiente.
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Apéndice A

Elementos de Geometria Diferencial

A.1. Definiciones basicas

Una variedad d-dimensional M es un conjunto de puntos tal que existe una coleccién de subcon-
juntos de M, los que denotaremos U, y que llamamos abiertos, que satisfacen

M= U, (A1)

tales que para cada U, existe un mapeo invertible x* (que llamamos coordenadas de los puntos de
U,) definido por
x*: U, — Vy CRY, (A.2)

los que satisfacen:

1. Existen transformaciones de coordenadas (también conocidos como difeomorfismos) entre dos abier-
tos de M que se solapan. Esto es, para todo U, N Ug # @ se tiene que

2o (xF)7h s HP(U,NU) CR?T — x*(U,NUg) CRY, (A3)
2Po(x)7h: (U, NU) CRT — xF(U,NUG) C R (A4)

2. La condicién de Haussdorf: para dos puntos distintos de la variedad, se pueden encontrar
abiertos distintos en la coleccién que no se solapan. Esto es, para todo par P, Q € M, existe
Up, UQ C Mtalesque P € Up, Q € UQyUPQUQ = Q.

La definicion de difeomorfismo es fundamental. En general consideramos un abierto U de la va-
riedad M para el que existen dos parametrizaciones coordenadas x/* y x'#. Estas satisfacen las con-
diciones (A.3) y (A.4) para el abierto U. Esto es equivalente a considerar la transformacion general de
coordenadas para un punto P

x"(P) —  xM(P) = x""(x(P)). (A5)

Sobre cada punto P de la variedad, podemos definir funciones escalares del tipo f : M — R, de
manera que para cada punto P de la variedad se tiene

f(P)=f(x(P)) = f(x'(P)) =..., (A.6)

es decir, que su valor depende tnicamente del punto sobre el cual se evaltda el mapeo, no de las
coordenadas que se usen para nombrarlo, por lo que no cambian su valor bajo transformaciones
generales de coordenadas.

También, para cada punto P se define un espacio vectorial Tp(M), llamado espacio tangente a M
en el punto P, cuyos elementos son conocidos como vectores tangentes al punto P y estan dados por
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¢ = ¢Mdy, donde ¢¥, con u = 0,1,..., (d — 1) son nameros reales. Estos vectores tangentes actian
sobre las funciones escalares f definidas sobre la variedad de manera que se obtiene el mapeo

S(f(P)) =" (9uf)(x(P)), (A7)

para el punto P. Los elementos 9, forman la base del espacio vectorial Tp(M) y se conoce como la

base holonoma o inducida por las coordenadas. Bajo un difeomorfismo (A.5), las componentes de un vector

cambian de acuerdo a "

&t = aL

oxV

Podemos también definir el correspondiente espacio dual a Tp(M), el espacio cotangente, que
denotaremos mediante T},(M), en el cual estdn contenidos los mapeos

& (A.8)

dx" : Tp(M) — R, (A9)

que satisfacen
dx"(9,) = o}, (A.10)

y cuyos elementos se conocen como covectores. Las componentes f, de un covector f,dx" transfor-

man bajo difeomorfismos como
oxY
1
fu= awa”' (A.11)
Ahora bien, podemos definir los tensores de rango (’q’ ) en el punto P mediante el producto tensorial

® como elementos del conjunto

p veces
p
TW(P; M) = Tp(M)® - - @ Tp(M) @ TH(M) ® - - - @ TH(M), (A.12)
q veces
es decir, podemos escribirlos como
A= ATy Oy @0 @0y, @AY ® - @ dx, (A13)

onde los coeficientes ~Hpr, . son conocidos como las HMi el tensor Aene
donde 1 ficientes AF1-Hry, .y, d las componentes holonémicas del t Aen el
punto P. Estas transforman bajo difeomorfismos como

/ /
AlH1bp _ o .. IxHr ox1 o OxPs AM-Ap (A.14)
V1.Vg T ax)‘l ax,\p Ixm1 ax”/”f P1---Pg" .

Las formas diferenciales son un caso particular de los tensores de rango (2), esto es, porque defi-
nimos el producto tensorial antisimétrico N\ entre dos covectores wq y wy de manera que
w1 ANwy = w1 @ wy — wy @ wq (A.15)
= (w1)p(w2)y dat Adx?,

donde
dxt Adx = dx¥ @ dx¥ — dx¥ @ dx¥, (A.16)

por lo que podemos definir el conjunto de las formas diferenciales de rango g (también conocidas
como g-formas) en el punto P como

Ag(P; M) :=Th(M) A --- ATh(M), (A.17)

q veces

y sus elementos se escriben como

1
w = awm,_iyq dx*t Ao A data, (A.18)
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donde el factor 1/4! aparece por la antisimetria que existe entre los indices y los coeficientes wy, ..y,
se conocen como las componentes holondmicas de la g-forma w.

En el caso de que tengamos que las componentes de los objetos definidos anteriormente son fun-
ciones dependientes de cada uno de los puntos de la variedad, se dice que tenemos un campo, por
ejemplo, un campo vectorial, un campo tensorial, un campo forma diferencial, aunque en general pa-
ra este tltimo, se omite la palabra campo y se habla simplemente de una forma diferencial. En estos
casos, se omite la notacién referente a los puntos, por lo que el conjunto de las g-formas definidas
sobre los puntos de la variedad M queda dado por

Ag(M) = {w]| w: M — Ay(P; M), VP € M}. (A.19)

Notamos también que todos los campos escalares son 0-formas y los campos de covectores son 1-
formas. Sin embargo, no todos los tensores de rango (2) son formas diferenciales.

Los campos vectoriales son ttiles, ya que todo difeomorfismo de orden infinitesimal queda carac-
terizado por un campo vectorial. Esto quiere decir que a primer orden, considerando un pardmetro
infinitesimal constante €, la expresion (A.5) puede escribirse, en virtud del teorema de Taylor como

H(P) —  xM(P)=xH(P)+e&H(P), (A.20)

donde ¢* son las componentes de un campo vectorial §(x).

A.2. Cambio de base

La base holonémica no es la tinica que se puede utilizar para definir objetos sobre la variedad.
Sabemos bien que en todo espacio vectorial podemos definir cambios de base a través de matrices
que permiten escribir los elementos de una base como combinacién lineal de los de otra.

En particular, podemos definir los cambios de base

O =%, dxt, ey = (Yt 0y, (A21)
de manera que los tensores como (A.13) pueden ser reescritos
A— Alxlm“pﬁynﬁq €y ® ey, ® 1w w0k (A.22)
y las componentes en las respectivas bases se relacionan por

ARLEpy = (B oyt - - (h71>0¢pyp WPy, - 'hﬂq"q AT By (A.23)

1
Ahora bien, las transformaciones de cambio de base satisfacen
(B Dahty =60y (B = 5, (A.24)
las componentes de A en la base no holénoma se escriben

Aal...apﬂlmﬁq — hlem .. .hapﬂp (h—l)ﬁll’l R (h_l)ﬁqvq Aﬂl---?‘ﬁvlqu‘ (A.25)

A.3. Diferenciacion

Es importante estudiar cémo cambian los valores de los campos dentro de la variedad, para lo que
es til definir derivadas en geometria diferencial. Primeramente definimos la derivada exterior como

un mapeo
d: Ag(M) — Ay (M), (A.26)

que acttia sobre las formas diferenciales como la definida en (A.18) de manera que la derivada exterior
de w esta dada por

1
dw := aa)twm_.yq dx* Adxtt Ao Adxta, (A.27)
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. 0 .
Notemos aqui que dwy;, ..y, no forma las componentes de un tensor de rango ( g +1), sin embargo, la

antisimetrizacion de los indices asegura que dw si lo es, de hecho, es una forma diferencial.
El operador derivada exterior satisface las siguientes propiedades:

1. Linealidad: para toda g-forma w, @ y los valores reales « y 8 se tiene
d(aw + o) = adw + Bdw. (A.28a)
2. Regla de Leibniz (modificada): si tenemos una p-forma w y una g-forma @, se tiene que
dlwAh@)=dwA@+ (-1)’w A da. (A.28b)
3. Nilpotencia: para toda g-forma w se tiene

d(dw) = d*w = 0. (A.28¢)

A.4. Contraccion

El producto interno entre un vector y una forma diferencial es una herramienta esencial al estudiar
difeomorfismos. Este se define como el mapeo

|-t T(M) x Ag(M) — A1) (M), (A.29)

de manera que para un vector ¢ y una g-forma w se obtiene

1
{w:= mé)‘wwzmm dxf2 A~ Adxt, (A.30)
El producto interior satisface las propiedades de:

1. Linealidad: si ¢ y { son campos vectoriales, tenemos que para una g-forma w
E+0)w=_¢lw+|w. (A.31a)
2. Distributividad: para las g-formas w, @ y el campo vectorial ¢ se tiene

(l(wH+w)=¢|lw+¢|w. (A.31b)
3. Anticonmutatividad: si tenemos dos campos vectoriales ¢, { y una g-forma w se tiene
¢l(¢lw)+¢l(Elw) =0. (A31c)
Es importante mencionar que las bases no holénomas satisfacen
ep|8" = n"u (R = 55, (A.32)
por lo que es conveniente abusar de la notacién y usar el simbolo
hat = (h1),", (A.33)
de manera que el cambio de base pueda escribirse

0 =%, dxF, ey = ot 0, (A.34)
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A.5. Derivada de Lie

Una herramienta que sirve para medir el cambio de una forma diferencial a lo largo de un campo
vectorial es la derivada de Lie. Para una forma diferencial w, su derivada de Lie a lo largo del campo
vectorial ¢ esta dada por

lew = ¢ (dw) +d(C]w). (A.35)
La derivada de Lie satisface las siguientes propiedades:

1. Regla de Leibniz: para una p-forma w, una g-forma @ y un campo vectorial ¢ se tiene que

le(wN@) = lzw N @+ w N g@. (A.36a)
2. No conmutatividad: para dos campos vectoriales ¢, { y una g-forma w se tiene que:
b (lew) — e (Lrw) = L. (A.36b)
3. Conmutatividad con la derivada exterior: para un campo vectorial ¢ y una g-forma w se tiene:
le(dw) = d ({zw) . (A.360)
4. No-conmutatividad con el producto interior: para los campos vectoriales ¢, { y la g-forma w se

tiene que:

le(Clw) =] (ew) =[5, 0] w- (A.36d)

También se definen las componentes coordenadas de la derivada de Lie de un tensor A de rango
(5 ) a lo largo del campo vectorial ¢ como

A
Eg’Ayl ,lllequ = BAA’” ‘upvl...vq

+ avl g/\AmmW)wz.‘.vq = . S avqg/\Amval...vq,l)\
_ aAgﬂlAMz...upvlqu y v.\ a/\gVPA.”l-..ﬂp—l/\Vlqu. (A.37)

A.6. Objetos geométricos

A.6.1. Métrica

El concepto de metricidad induce la nocién de distancias y dngulos dentro de una variedad. De
forma similar que en espacio euclidiano se define el médulo de un vector { mediante

5] :=1/C & = /08¢, (A.38)
la delta de Kronecker se generaliza a una matriz simétrica g,, de manera que el elemento de linea
ds® = gy dx* ® dx?, (A.39)

es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. Este también se conoce como el tensor
métrico, siendo sus componentes los elementos de la matriz g, .
En una base no-holénoma, este elemento de linea se escribe como

ds? = gup 0" ® 0P, (A.40)

y si esta base es ortonormal y tal que las componentes pueden escribirse como

d—n veces
. ——
Sap = diag (+1,...,+1,-1,...,-1), (A.41)

nveces
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reemplazamos los indices griegos «, § por los indices latinos 4, b y estos coeficientes son invariantes
ante transformaciones del grupo SO(n,d — n)-local, conocido como el grupo local de Lorentz. Asi,
expresamos el tensor métrico como

ds? = —00@8' — ... — 9" 19" T+ 9" +... + 8 T, (A42)

la que se considera la forma maés sencilla de escribirlo. Llamamos métrica inversa al tensor simétrico
g~ ! de rango (§) dado por
g l=g"03,®0, (A.43)

tal que sus componentes satisfacen
g gy = 0. (A.44)

Las componentes de la métrica se usan para bajar los indices de las componentes de un tensor y
las de la métrica inversa para subir sus indices, de manera que para un campo vectorial ¢ y la 1-forma
{ se tiene que

Cpl = 3;41/(;”// g = g””év, (A.45)

forman las componentes de una 1-forma y de un campo vectorial respectivamente.
La métrica nos permite obtener una nocién del tamafio de una variedad, nos permite definir la
d-forma de volumen como

n=1/lgld®Adxt A+ Adxt1 = /lg]d @y, (A.46)

donde g := det(guy). En la base ortonormal en que la métrica es invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz, la forma de volumen se expresa de forma sencilla como

n==00A - AL (A.47)

A.6.2. Conexion y diferenciacién covariante

Cuando tenemos campos escalares definidos sobre la variedad, vemos que la derivada exterior de
estos produce una 1-forma. Ahora bien, por definicién, esto es también cierto para g-formas: la de-
rivada exterior las transforma en (g + 1)-formas diferenciales. Sin embargo, al calcular las derivadas
parciales de las componentes de un tensor no se obtiene inmediatamente un objeto covariante. Esto
puede verificarse de manera sencilla, considerando un campo vectorial con componentes ¢* que bajo
transformaciones generales de coordenadas transforma como (A.8). Vemos entonces que las nuevas
componentes de la derivada parcial de nuestrro vector estdn dadas por

u / 2,11
as‘g’# = % p(wgv) = yyapgv + E 9°xt zv, (A.48)
dx/A axV 9x'A oxv 9x'A dxVoxF
donde el tltimo término de la expresiéon no corresponde a la ley de transformacién de un tensor bajo
difeomorfismos.

Podemos definir derivadas que transformen como tensores bajo transformaciones generales de
coordenadas, para lo cual necesitamos introducir el concepto de conexién.

La conexién es un campo geométrico, en principio, independiente de la métrica que describe el
concepto de afinidad sobre la variedad, esto es, nos permite definir paralelismos sobre la misma.
Consideremos una curva C que une los puntos P y Q sobre la variedad y un campo vectorial de
componentes ¢¥. Definiremos el vector transportado paralelamente [34] a lo largo de la curva C como

z , dx”
¢"(Q) ==¢h(P) - C/ ¥ po P —3-dA, (A.49)

donde hemos usado la barra para diferenciar el vector transportado paralelamente del que se obtiene
al evaluar el campo vectorial ¢ en Q. En (A.49) hemos utilizado los coeficientes de la conexién en la
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base holénoma I'#;, a partir de los cuales se define la nocién de paralelismo. Né6tese también que el
integrando

dx”
I s 8P ﬁd/\ (A.50)

no se ha definido como una diferencial exacta, por lo que la integral de camino (A.49) depende de la
eleccién de curva que se haga, por lo que no existe una nocién de paralelismo global.
En general, la conexién es una 1-forma, que en la base ortonormal se escribe como,

Iy =T, dxt, (A.51)

y las componentes entre las distintas bases se relacionan mediante
T = hah T — 0%y Ty = ha* WPy T, — ha 0k, (A.52)
Bajo transformaciones generales de coordenadas, las componentes de la conexién transforman como
ox" 9xP Ix7 . ox't 92xf

M= = o am or + 355
M 9xk 9x/H 9xv T P oxP ox'Hx'v

(A.53)

Por otra parte, bajo transformaciones locales de Lorentz 8" = A%, ¢, la 1-forma de conexién trans-
forma como
' = A% (A1) AT, + A d(ATY),C (A.54)

En forma diferencial, la ecuacion (A.49) puede escribirse como
dxf
- H— A.
donde hemos utilizado la definicién de derivada covariante para un campo vectorial
Vet = 0,8 + F;‘APQ‘P. (A.56)

Esta definicién puede ser extendida a tensores generales. Para un tensor de rango (Z) como el definido
en (A.13), definimos las componentes de la derivada covariante como

VAAM I = Oy AN
+ rill)\pAPHZ"'valqu TP R FVPAPAﬂl“'P‘pflpvlqu
— TN APV gy — o = T2 APV o (AS7)
Sin embargo, puede que no parezca necesario hacer esto para las formas diferenciales, ya que
como hemos visto, el operador derivada exterior (A.27) genera nuevas formas diferenciales, las que

sabemos transforman bien bajo difeomorfismos. Sin embargo, cuando uno encuentra objetos que son
g-formas que transforman como tensores bajo la simetria local de Lorentz, por ejemplo

Wy, = Ewﬂl.“amﬂl“'ﬂqbl'“bn daft A< Adxt, (A.58)

su derivada exterior no serd un tensor bajo transformaciones locales de Lorentz, por ejemplo, un cam-
po 0-forma vector de Lorentz ¢?, al someterlo a una transformacién de Lorentz su derivada exterior
estard dada por

d(A%E") = A%deEb + ¢PdATy, (A.59)

que claramente no transforma como un tensor de Lorentz. Asi, también definimos derivadas cova-
riantes para los objetos (A.58), mediante

ap--a ,_ ap--a
Dw™ mblmb” = dw?™ mb1-~~hn
+TH. A wmzmamhl...hn +.. FTM A walma”’_lcbl...bn
c aq---a c ap--a
— o =T AW gy = T, AW e (AL60)
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Notemos que ambas definiciones (A.57) y (A.60) aumentan el rango tensorial de los objetos sobre
los cuales se aplica. En particular, la derivada covariante sobre g-formas genera (g + 1)-formas, de
manera andloga a la derivada exterior, sin embargo, mantiene la covarianza bajo el grupo de Lorentz
intacta.

La derivada covariante (A.57), definida sobre las componentes de tensores bajo transformaciones
generales de coordenadas, satisface la regla de Leibniz: para un tensor A de rango (Z’ ) y un tensor B

de rango (7)),

v, (AV]"'anlquBal"'anrplmp”) — (V/\Aﬂl"'ﬂpvlqu) B,
AR (VABT, oY) (A.61)

Ademas, es un operador lineal. Si consideramos un niimero real « y A y B tensores de rango (5), se
tiene que
U (AP0 By ) = VAR VB (A.62)

Por otra parte, tenemos que la derivada covariante sobre formas diferenciales con indices de Lo-
rentz libres tiene propiedades similares a la derivada exterior. Es (anti-)Leibniz, ya que si considera-
a---a aj---a :
mos una g-forma w™ "y, 4,y una p-forma @™y, |y, se tiene que

D (wulmu"’hl...bn A (Dclmc’dl...ds) = Dwﬂl“'ﬂmhl__hn AN (Dclmcrdl...ds
+ (—1)qwa1"'a"’bl,“b” A D(Dclmcydl.,,ds. (A.63)

También satisface la linealidad, si consideramos a un ntmero real y dos g-formas w® ", . 'y
@™ my, | p,, tendremos que

D(acw™ ™y 4 @1y, ) = aDew™ T, g D™y, (A.64)

1

Sin embargo, no es un operador nilpotente, ya que satisface propiedades que motivan la siguiente
seccion.

Un caso de especial interés de la conexion, se obtiene a partir de la definicién de los simbolos de
Christoffel de segunda especie, que a lo largo de esta tesis se denotan por I;,,, y que se definen a
partir de la métrica

U U
r nv = Eg " (a#g/\v + avgy/\ - apgyv) ’ (A'65)
y notamos que son simétricos en sus indices covariantes. En esta tesis el operador derivada covariante
asociado a la conexion de Christoffel se denota con un circulo por encima, ya sea V, o D, al igual que
la curvatura asociada a esta conexion R* uvp-

A.6.3. Curvatura, torsién y no-metricidad

Es importante estudiar como se comportan los objetos previamente definidos, ya que esto nos
permite caracterizar a la variedad y el tipo de teoria gravitacional con la que se esta trabajando. Con
este fin, se introduce una cantidad de objetos geométricos con su propio papel dentro de la variedad.

El primer objeto que es interesante describir es la no-metricidad. Este estd determinado por la
derivada covariante de la métrica, en particular, este se define como

Qap = —Dgap, (A.66)
que en la base holénoma tiene componentes dadas por
Qup = ha''hy Quudx”,  con Quu 1= —Vagu- (A.67)

Por otra parte, la derivada covariante de la base del espacio cotangente define la torsién

T% := Do, (A.68)
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que claramente es una 2-forma y sus componentes se escriben
1
T* = Sh') Thda Adx?, con Ty i= Ty — | (A.69)
Ahora bien, si consideramos una g-forma w?, su segunda derivada covariante estard dada por
DDw’ = d(Dw*) 4+ I'*}, A Dw”
=d(I Aw’) +T% Adw? +T% AT "
=RY AP, (A.70)
donde hemos utilizado la definicién de la 2-forma de curvatura
Rab = dF”b -+ Fac A\ Fcb, (A71)

cuyos coeficientes estan dados por
1
Ry = 57k AP R pdact Adx?,  con RY g 1= 0,14y — 3,1 + T 0T — TH 0T . (A72)

El resultado de (A.70) puede ser extendido a formas diferenciales como la definida en (A.58). En
efecto, se puede probar que
DDy, = R A ™2 My, o RO A M1y

= Rcbl A walmamcbz...bn = Rchn A walmﬂmbl...b (A.73)

n—1C€°
Notemos que por la naturaleza antisimétrica de las formas diferenciales, la doble aplicacién de las
derivadas covariantes en (A.73) es un conmutador de las derivadas, por lo que una expresién similar
puede encontrarse para el conmutador de las derivadas covariantes escritas en la base holénoma.
Explicitamente ésta estd dada, para un tensor de componentes como las dadas en (A.13), por
VPVUAMH.HPH"'VL; _ VUVPAlllePVlqu
PYTI 1A
= RMp A2y Ly o REP gy APV,
A A
—R pm/lAyl P‘p)WZqu —...—R pm/qu ‘up/\vzumq,l)x
A
— T e VAARY ey (AT74)
Notemos que aqui ademads de la curvatura, aparece también la torsién involucrada en el calculo.

Otra cantidad til es la distorsién, que mide la desviacién de la conexién a partir de los simbolos
de Christoffel, esta se define a partir de

Ny =10, =T, (A.75)

la que inmediatamente se puede reescribir, utilizando las definiciones de no-metricidad (A.67) y de
torsion (A.69) como

1
N/\;u/ = P (Q/\yv - va/\ - Qy/\y + Tvy)\ + T;w/\ - T)Lyv) ’ (A.76)

de donde vemos que la conexién queda totalmente determinada por los simbolos de Christoffel
(A.65), la no-metricidad y la torsién

o

1
= —- (QYw —Qut - QM + Ty + T = T ) (A.77)
2
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A.7. Isometrias

Sea C una curva definida sobre una variedad y x# (A ) las coordenadas de los puntos sobre la curva,
con Ay < A < Ay un pardmetro real. Definimos el largo de C como la integral

dx# dxv
L(C) ::/dsz/ g S = dA. (A.78)
C C

Definiremos también C’, la curva trasladada infinitesimalmente a lo largo de un campo vectorial {,
de manera que a un punto P de coordenadas x¥, definido sobre la curva C le corresponda el punto P’
sobre C/, cuyas coordenadas vienen dadas por

(P == xM(P) + eV (P). (A.79)

Si C' tiene el mismo largo que la curva C, esto es: L(C) = L(C’), decimos que el campo vectorial {
define una isometria en la variedad.

Los campos vectoriales que satisfacen esta condicién se conocen como campos vectoriales de Killing,
vectores de Killing o isometrias y satisfacen la ecuacién de Killing

g@g]u/ = ﬁygv + ﬁvéy = 0. (A.80)

Una consecuencia de esta definicién, es que todos los objetos geométricos que dependen tnica-
mente de la métrica también tienen derivadas de Lie nulas, por ejemplo

¥ =0 y  LRPu, =0. (A.81)

A.8. Integracién sobre variedades

A.8.1. Orientabilidad

Una variedad M es orientable si para toda transformacién de coordenadas el jacobiano de la trans-
formacion es definido positivo. Esto es, si consideramos un difeomorfismo (A.5) tenemos que

"
det (gxx,y) >0. (A.82)

Una variedad es orientable si y solo si existe una forma diferencial que no se anule en ningtn
punto de la misma [35].
De aqui en adelante, consideraremos tinicamente variedades orientables.

A.8.2. Volumen e integrales

Para estudiar la nocién de integrabilidad sobre una variedad primeramente puede motivarnos
el conocer el tamafio de esta misma, por lo que ingenuamente podemos dejarnos llevar e intentar
generalizar la nocién de volumen en el espacio euclidiano mediante

Vol (M) = / dxO A - AdatD), (A83)
M

Sin embargo, es sencillo ver que dicha definicién produce una cantidad que depende de las coorde-
nadas utilizadas para el calculo. Para eliminar este inconveniente, podemos definir el volumen de la
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variedad mediante la forma de volumen (A.46)

Vol (M) := /17
M
= / \/Igldx® Ao A dx@D)
M
1' / A /|g|€‘ulu_‘uddxl/’l A EREWAN dxl/’d
M

OA.. AED

Il
= R— &

' / Capoa, 0 A - A B, (A.84)

M

2

donde hemos utilizado €y, ...;;,, el simbolo de Levi-Civita, que se define como

+1  papn - - - g es una permutacion par de 01...(d —2)(d — 1),
€uy-opg = § —1  Mip2 - - - fig es una permutacion impar de 01...(d —2)(d — 1), (A.85)
0  en cualquier otro caso.

Notemos que estamos definiendo la integral como una aplicacién que mapea d-formas diferenciales,
definidas sobre d-variedades a nimeros reales.

Notemos ademés que la cantidad +/|g| no transforma como un escalar bajo difeomorfismos, en
efecto, bajo una transformacién general de coordenadas (A.5) tenemos que

oxt
/ig'] = det ( a;C/V> Vsl (A.86)

Cantidades que transforman de esta forma se conocen como densidades escalares de peso 1. Méas en ge-
neral, una densidad tensorial o tensor relativo [36] de peso w y rango (’; ) es un objeto cuyas componentes

’HP‘l"'VPVl...Vq transforman bajo difeomorfismos como

9x“ \ 1% 9x'™ ox'Hr 9x71 ox%
e
HE ey = {det (ax’ﬁﬂ oxPT  9xPr oxvi Qx'Va L 1y (A.87)

Asi, vemos que los tensores son densidades tensoriales de peso 0. Esta definicién, es de gran impor-
tancia al momento de estudiar la integrabilidad de un objeto.

Notamos ademads que la forma que aparece en el integrando de (A.83) transforma bajo difeomor-
fismos como

u -1
dxO A Adx @D = [det ( g;‘m ﬂ dx® A Adxl@D, (A.88)

por lo que también transforma como una densidad, esta vez de peso —1, como el simbolo de Levi-
Civita. Asi, para que las integrales de la forma

I= / B(x)dx® A~ AdxldT) (A.89)
M

produzcan escalares bajo transformaciones generales de coordenadas, el integrando B(x) debe ser
una densidad escalar de peso 1. Esto viene asegurado al integrar una d-forma diferencial, ya que si
consideramos una d-forma B, ésta puede escribirse como

1
B = EB”llyd dx”ll N /\dx”ld

=Bdx®A---Adxl@D), (A.90)
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donde se define 1
B = B01~-(d—1) = Eeyl”']‘*dBmmyd, (A91)

que transforma como una densidad escalar de peso +1; lo que es sencillo de probar al considerar la
manera en que transforman las formas diferenciales bajo difeomorfismos. Asi, la integral (A.89) se
puede escribir de forma equivalente

= A{ B. (A.92)

A veces es necesario considerar la integral definida sobre una subvariedad ©. de M; esto es, una va-
riedad por derecho propio que estd completamente contenida en la variedad original. Si la dimensién
de esta subvariedad es n < d, debemos considerar n-formas al realizar esta integracién. Si queremos
calcular la integral sobre 2 de una n-forma @ sobre la variedad M, basta con definir la restriccién de
la forma a esta subvariedad. Mds formalmente, consideraremos la aplicacién de pullback o restriccion
X*, definida por

X" Ap(M) — Ay (Z), (A.93)

de manera que la n-forma @ definida sobre M sea mapeada por el pullback a la n-forma X*(w)
definida sobre X, por lo que podemos definir la integral de @ sobre la variedad £ como

/w — /x (@). (A.94)
2 Py

Sin embargo, la construccién del pullback no es trivial y depende de la forma en que se define la
subvariedad, por lo que se debe explicitar la forma de este mapeo al calcular este tipo de integrales.

Es también importante hacer notar que al momento de escribir integrales en la base holénoma, se
define por razones de comodidad el diferencial total de coordenadas

d% :=dx® A--- Adxl@D), (A.95)

En esta tesis se usan indistintamente ambas notaciones.

A.8.3. El teorema de Stokes

Consideremos una (d — 1)-forma w sobre M. Tendremos que

/dw = }{w. (A.96)
M oM

En la base holénoma, esto puede escribirse considerando que la derivada exterior de la (d — 1)-
forma w esta dada por

dw = (d_ll)!amwm..w dxft Adat2 Ao A dat
= #8 Wiy .. (e”“‘z"'”d dr® Adat A A dx(d*1)>
(d _ 1)! P17 H2 P
= 3@ dxO Adxt A+ AdxTY, (A.97)
donde hemos definido .
ot = me"“"'”“’wmmm, (A.98)

una densidad vectorial contravariante de peso 1. Asi tenemos que la integral del lado izquierdo de
(A.96) se escribe

/ dw — / 9,@" dx® Adxl A - - A i), (A.99)
M M
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Podemos encontrar la relacién inversa de la definicién (A.98), dada por

1 -
wuz...yd - Meym...mw”, (AlOO)

la que nos sera de utilidad para probar que la integral de la derecha de (A.96) se escribe

]4 w= f @, AV, (A.101)
oM oM

donde 7, es un vector unitario ortogonal a la hipersuperficie oM y d@=1x el correspondiente ele-
mento de superficie. Estos tltimos se definen de manera que podamos escribir

A, VL = x* ( Eppiy g XA A dx%d> , (A.102)

1
@1

con X* el pullback que lleva las (d — 1)-formas sobre M a (d — 1)-formas sobre oM.
Finalmente, se tiene que el teorema de Stokes en la base holénoma se escribe como

/' 9@ dx® Adxl A -+ A dxdD) = 74 @', Ay (A.103)
M oM
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Apéndice B

El teorema de Noether en el espacio de
Minkowski

En este apéndice, describiremos la teorfa de campos, considerando el espacio de Minkowski en
4 dimensiones, fijando el sistema coordenado a las coordenadas cartesianas (ct, x,v,z), esto quiere
decir que la métrica estd dada por

guv = diag(+1,-1,-1,-1), (B.1)

lo que implica que en este sistema, la conexién es idénticamente nula. Este es el tratamiento estandar
sobre el cual se formula la teorfa especial de la relatividad, ya que las simetrias del espaciotiempo en
este caso son las simetrias bajo traslaciones globales y bajo transformaciones de Lorentz globales.

Los campos quedaréan descritos mediante las variables @4 = @4 (x), donde A es un indice tal que
A=1,...,N,con N la cantidad de campos involucrados en la descripcién del sistema; mientras que
la accién estd dada por

S = / £d%, (B.2)

donde £ = L(®, D) es la densidad lagrangeana que describe las interacciones y la dindmica del siste-
ma, y M es el espacio de Minkowski de 4 dimensiones.

Toda accion esta sujeta al principio de minima accién, que establece que para toda configuracién
fisica de los campos, i.e., el estado del sistema, la accién debe tener un valor extremo. Es posible
estudiar el caso en que esta condicién se satisface, considerando perturbaciones de la configuracién
del sistema, descritos por

T it .l

donde §®“ se conoce como una variacién de los campos. Si esta variacién es lo suficientemente pe-
quefia, una expansion de Taylor a primer orden resulta en la variacién de la accién:

oL
4 A A
(55_/d {a —— 6P + TED A)(s(aycp )}

Si consideramos que la variaciéon no afecta a las coordenadas, la derivada parcial conmuta con la

variacion ar
_ 4 A+ 3. (54 B.
o= /d L)q,ﬁ 3(0, 1) (s2) ). B.3)
donde re-escribimos en términos de derivadas totales
oL oL oL
= 9, (s0) =0, —Z 604 ) -0, | —" | DA .
(9, @A) V( ) ¥ (a(aycpf\) ) ¥ (a(ayqﬂl)) o (B.4)
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por lo que es conveniente definir la derivada variacional como

oL oL oL
— B B.
5pA " A {H(E)VCDA)} (B.5)
de manera tal que usando el teorema de Gauss
5S = / i 0L sph 4 / Px, 9L spn (B.6)
5<1>A Fo(a,@4) 7 '

donde d°%, es el elemento de superficie perpendicular al borde del espacio de Minkowski.

Del célculo diferencial, sabemos que la accién tendra un valor extremo cuando su variacién (B.6)
sea nula. Esto puede lograrse considerando lo siguiente. Primero, si el sistema tiene condiciones de
borde tipo Dirichlet, que quiere decir que la variacién de los campos en el borde sea idénticamente nula

60 (x) =0, VxeaM. (B.7)

Sin embargo, esto no es suficiente para determinar la evolucion del sistema. Hemos también de
diferenciar la naturaleza de los distintos campos ®* que aparecen en la descripcién. Primeramente,
puede que existan algunos campos cuyo valor esté dado de antemano, que representan la interaccién
del sistema con su entorno. Este tipo de campos se conoce como campos externos o no-dindmicos y los
denotaremos mediante ¢” cona = 1,..., Ng, donde Ng < N es el nimero de campos externos.

De la electrodinamica cldsica encontramos un ejemplo de estos campos, dado por la densidad de
corriente eléctrica j# que aparece en la accién de Maxwell-Faraday (escrita en unidades del SI)

Sem = — / d*x (1FWFW + Ww), (B.8)
i 4o

donde F,, = 9, A, — dy A, es el tensor electromagnético de Faraday y A, es el cuadripotencial elec-
tromagnético.

Por su naturaleza, los campos externos estan fijos, por lo que no tiene sentido considerar su varia-
cién al momento de buscar un extremo de la accién, entonces

sY" =0, cona=1,...,Ng. (B.9)

En cambio, el resto de los campos representa propiedades del sistema que estan sujetas a evolu-
cionar. Se les conoce como campos dindmicos y son los campos que se varian para extremizar la accién.
Este tipo de campos serd denotado por ¢*,cona =1, ..., Np, donde Np < N es el ntimero de campos
dindmicos que se relaciona con el niimero de campos externos mediante Np + Ng = N. Ahora bien,
considerando lo obtenido en la ecuacién (B.9) vemos que (B.6) se reduce a

4
/ dtx 5¢”‘ ¢t =0, (B.10)

por lo que si consideramos que las variaciones de los campos son linealmente independientes, se

obtiene que
oL

o~
las que se conocen como ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema o ecuaciones de campo.

La naturaleza de los campos involucrados en la descripcién nos permite clasificar los sistemas
como:

=0, (B.11)

n abiertos, si existen campos no-dindmicos y
» cerrados, cuando no tenemos campos externos.

De aqui en adelante, usaremos ®* al referirnos indistintamente a campos dindmicos o no-dindmicos.
Para una discusién més a fondo de estos temas, por favor dirigirse a las referencias [37,38].
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B.1. Teorema de Noether

Una transformacién de simetria es un cambio en las variables del sistema que mantienen la ac-
cién (B.2) invariante, es decir, que la variacién de la accién debida a esta transformacién es nula, o
quasi-invariante, que quiere decir que la variacién de la accién correspondiente es proporcional a un
término de borde. Estas transformaciones pueden hacerse en el espacio externo, lo que significa que es
un cambio en el sistema coordenado utilizado para describir el sistema

= 7 =3(x), (B.12)
o en el espacio interno, que es un cambio en la amplitud de los campos de cualquier naturaleza:
o4 5 4 =0 (P(x),dD(x),x). (B.13)

Para presentar el formalismo del teorema de Noether, usaremos la notacién de [39] y denotaremos las
transformaciones de simetria mediante J;, para diferenciarlas de las variaciones que buscan extremi-
zar la accién.

En particular, consideraremos transformaciones de simetria infinitesimales. Sea € un niimero infi-
nitesimal. Consideraremos ademads una transformacién tal que la variacién de los campos es propor-
cional al pardmetro €, es decir

5D (x) = eA? (@ (x), 9D (x)), (B.14)

por lo que, de acuerdo al teorema de Taylor, la densidad lagrangeana transforma como

AL on L

05k = 5pals 9(9,@4)

85(0,2M). (B.15)

Si suponemos que la transformacién Js conmuta con las derivadas parciales, podemos completar las
derivadas y usar la definicién (B.5), de manera que

oL

08 = Spa

aﬁ
—— 0.0 + 9, (—a(ay )5sq>A>. (B.16)

Si una transformacion de simetria mantiene la accién quasi-invariante, la correspondiente variacion
de la accién estd dada por un término de borde,

5.5 —e / A" dix = ¢ f A&, (B.17)
oM

donde la funcién A#¥ = A¥(x) induce una modificacién de los términos de borde del sistema. Pode-
mos entonces escribir
oL

uJ" = ~Soi A%, (B.18)
donde hemos definido la densidad de corriente mediante
oL

(D, 0P) := ——— A1 — AH. B.19

De la ecuacién (B.11), vemos inmediatamente, que cuando se satisfacen las ecuaciones de campo
para los campos dindmicos, la ecuacién (B.18) se reduce a

5
I = &fa (D), (B.20)

donde (Ay)? se define de manera tal que dsy” = €(Ay)” es el cambio de los campos externos bajo la
transformacién de simetrfa.
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De aqui es inmediato ver que si todos los campos son dindmicos, y estos se encuentran en la
configuracién on-shell

. J" 20, (B.21)

la corriente se conserva.

Por otra parte, si el sistema interacttia con su entorno, el lado derecho de (B.20) no se anula de
manera inmediata. Sin embargo, J# serd una corriente conservada del sistema si es que las derivadas
funcionales de la densidad lagrangeana con respecto a los campos externos y el cambio de estos
bajo la transformacién de simetria es cero. Otra forma de lograr esto es que las transformaciones de
simetria no afecten a los campos externos, i.e. Js§* = 0. Tenemos entonces que las transformaciones
de simetria que producen corrientes conservadas estan limitadas por estos campos externos.

B.2. Simetrias externas

Pondremos atencién ahora a las simetrias externas, debido a que podemos estudiar las leyes de
conservacion que surgen de las simetrias internas, tenemos que dar una forma especifica de los cam-
pos y del lagrangeano, lo que no es el caso cuando consideramos simetrias externas. En particular,
estudiaremos el comportamiento bajo dos transformaciones: traslaciones y transformaciones de Lo-
rentz, lo que nos permitira definir el tensor de energia-momentum y los tensores de momento angular
respectivamente.

B.2.1. Traslaciones espacio-temporales

Una traslacion espacio-temporal es un desplazamiento del origen del sistema coordenado por una
cantidad constante a¥. Si las coordenadas de un evento arbitrario del espacio-tiempo P estdn dadas
por x#(P) en un sistema de referencia, entonces las coordenadas ¥/ (P) del mismo punto, en el sistema
trasladado, estaran dadas por

xH(P) — x(P)=x"(P)—a", (B.22)

como se ve en la figura B.1.

>1

i

Figura B.1: Traslacion 2-dimensional.
Los valores del campo @4 (x) no cambian bajo la transformacién definida en (B.22),
A HA (& _ A
% (x(P)) = @7 (x(P)) = @7 (x(P)), (B.23)

porque el valor de los campos estd dado por el punto que se evaltian y no por la efigueta con la que
hacemos referencia a estos. Vemos entonces que

(%) = @ (2 44a), (B.24)
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donde ®* (%) es el mismo campo ®*(x) visto del sistema trasladado.
Si suponemos que la traslacién es infinitesimal,

x#(P) —  #(P) =xH(P)— el + O(e?), (B.25)

podemos usar (B.25) en la ecuacion (B.24), por lo que una expansién de Taylor implica que

4 (x) = D4(x) + 9,04 (1), (B.26)
asi, usando la regla de la cadena: 9, = 9, entonces la variaciéon de los campos estd dada por
P4 = 10, d4. (B.27)

Vemos que esto es andlogo a (B.14), por lo que la variacién del lagrangeano en este caso queda
dada por

L . oL A
oL =25 soh 4 255 (a,0
£= 502" T 55,07 (319%)

L . oL A
Y S N 2

300" + 35,000 (62°)

- L

—on | T A Y= A

€ [aq)AayCD +a(aAq)A)ay(a/\q> ):|

de donde, si suponemos que la densidad lagrangeana no depende explicitamente de las coordenadas,
reconocemos la regla de la cadena y

5L = ed, [5;4 , (B.28)

por lo que el lagrangeano es quasi-invariante bajo traslaciones y por (B.27) podemos definir el tensor
de energin-momentum candnico como

oL
T) = ————0,®% - 5iL, B.29
o 9(0,@4) " (8.29)
que satisface la ecuacién de balance
oL
0T, = _Wayqﬁ, (B.30)

como lo asegura el teorema de Noether.

El tensor de energia-momentum

Podemos estudiar la relacion entre el tensor de energia-momentum! y el momentum y la energia
del sistema. Sabemos de la mecénica de particulas que la invarianza del lagrangeano con respec-
to a traslaciones espaciales da origen a la conservaciéon del momentum, de la misma forma que las
traslaciones temporales se relaciona con la conservacién de la energia mecénica. De esta forma, es
razonable esperar que los conceptos de energia y momentum del sistema puedan definirse a partir
de este tensor.

Las componentes del tensor T, siempre se identifican como

T,' = ( u Sl/? ) (B.31)

—C7 —p;

I Probaremos también en este apéndice que el tensor de energia-momentum canénico definido en (B.29) no es el tinico objeto
que se puede definir como un tensor de enrgia momentum.
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donde U es la densidad de energia, S' la densidad de flujo de energia, 7t; es la densidad de momentum y p Z.j es
el flujo de densidad de momentum, también conocido como tensor de stress. De estas definiciones, es
facil ver que el 4-momentum de los campos estd dado por

Py = % / PxTY, (B.32)
Es

donde Ej es el espacio Euclidiano tridimensional.
La ecuacién (B.30) puede re-escribirse en funcién de estos términos

ou ; 5L odA

g + aisl = 7m7, (B33a)
a7T; i oL

aTl +9jp] = maiqﬂ*. (B.33b)

De la menra usual, (B.33) indican que localmente, el balance entre la tasa de cambio temporal de
la energia/momentum y el flujo neto de energia/momentum del sistema depende de las derivadas
del aldo derecho de, por lo queestas derivadas pueden ser interpretadas como las densidades de tra-
bajo/fuerza actuando sobre el sistema, para (B.33a) y (B.33b) resspectivamente. Es claro ver que en
sistemas abiertos, el lado derecho de ambas ecuaciones se anula idénticamente, por lo que no hay
pérdida de energia ni momentum debido a interacciones, de manera analoga a lo que ocurre en la
mecanica clésica.

B.2.2. Transformaciones de Lorentz

Otro grupode transformaciones importantes en Fisica, ya que en todas las teorias relativistas se
hace uso de ellas, esta dado por las transformaciones de Lorentz. En primera aproximacién, podemos
dar una interpretacién de las transformaciones de Lorentz como una “rotacién espacio temporal” de
los ejes de un sistema coordenado con un sisterna de referencia inercial mediante angulos constantes,
los que vienen contenidos en la matrices A, donde los indices , v identifican los ejes al rededor de
los cuales se hace la rotacién espacio temporal?. Por lo tanto, si las coordenadas de un evento P del
espacio-tiempo estdn dadas por x#(P) en el sistema original, en el sistema transformado bajo Lorentz
sus coordendas estaran dadas por

x*(P) — x(P) = AhxY(P). (B.34)

Una representacion geométrica de esto estd dada por B.2. Para que esta rotacién espacio-temporal

Figura B.2: Transformacién de Lorentz bidimensional mostrada como una rotaciéon de las coordena-
das del espacio tiempo.

ZPor ejemplo, A% # 0y A% # 0 contienen informacién de la rotacién en los planos (ct, x) y (v, z) respectivamente.
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(B.34) preseve el médulo de los cuadrivectores bajo transformaciones de Lorentz debe satisfacer las
condiciones
M = AuAY e tal que 1 dxt dx¥ = 17pp dxP dx”. (B.35)

Esto es analogo al caso de las rotaciones en el espacio tridimensional Euclidiano, caracterizados por
la matriz de rotaciones R j» que satisface d;; = RkiR Okt de manera de que preserve el largo de vectores
tridimensionales. Esto queiere decir que las transformaciones de Lorentz son generalizaciones de las
rotaciones en el espacio Euclidiano, a un contexto tetradimensional con la métrica de Minkowski
v = diag(1, —1,—1, —1). De hecho, para una transformacién de Lorentz netamente espacial, las
componentes Al f coinciden con las componentes de una rotacién espacial R! i

I L0 i
Ay = (0 Rij) , donde R'; € 0(3). (B.36)

Sin embargo, en los casos en que las componentes tiempo-espacio A% son no nulas, estas transfor-
maciones representan un cambio de observador inercial que pueden o no estar rotados uno respecto
del otro. Las transformaciones de Lorentz entre observadores que tienen sus ejes espaciales paralelos
uno de otro se conocen como los boost de Lorentz y estan dadas por

Al = < T b ) , where = _ , B.37
vE B i (- DB/ V=R 37
donde ,Bi := v’ /¢ es la velocidad reducida del observador en el nuvo sistema de referencia con respecto
del antiguo.

Ya que el objetivo de esta seccién consiste en estudiar las consecuencias de la simetria de Lorentz,
es importante mencionar que la interpretacién como un cambio entre observadores inerciales, ya que
debido al principio de relatividad, que establece que todos los sistemas de referencia inerciales son
equivalentes, sabemos que la aplicaciéon sucesiva de transformaciones de Lorentz es también una
transformacién de Lorentz. Esto quiere decir que si consideramos 3 sistemas de referencia inerciales
K, K" y K que se relacionan por las transformaciones

X' = (A7) (de KaK’)
" B.
o= (A)lx  (deK'aR), (B:38)
una tercera transformacién de Lorentz A3 debe existir, que relaciona el sistema K con el sistema K
mediante
= (A3)hx. (B.39)

De la ecuacién (B.38) es inmediato verificar que
(A3)"y = (A2)'o (A1), (B.40)

por lo que las transformaciones de Lorentz forman un conjunto cerrado de transformaciones.
Hemos también de centrar nuestra atencién en la forma que actiia una transformacién de Lorentz
sobre un campo. Si consideramos dos campos independientes ®* (x) y Y4 (x), estos transformaran de
manera distinta, dependiendo de su rango tensorial que va representado en este caso por el indice A.
Por ejemplo, un campo escalar @4 — ¢ se define de manera tal que su valor no se vea afectado por
las transformaciones de Lorentz: ¢(%) = ¢(x), mientras que un campo tensorial (1,1), como puede
ser el tensor de energia-momentum: ¥4 — H', transformara como H', (%) = AP;,(A’l)”VHPU(x) bajo
transformaciones de Lorentz. En este caso (A™!), es la matriz inversa de A¥,. En general, para un
campo arbitrario ®* (x) supondremos que las transformaciones de Lorentz actuaran de manera lineal,

esto es
4 (x(P)) =  4(x(P)) = SH(A)DP(x(P)), (B.41)

donde S%(A) es una matriz determinada por A’, cuya forma depende de los campos ®*. Ahora, si
consideramos de nuevo el ccaso representado en la figura B.3, usando las mismas transformaciones
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Figura B.3: La aplicacién sucesiva de méas de una transformacién de Lorentz es también una transfor-
macioén de Lorentz.

de coordenadas dadas en (B.38), el cambio entre los distintos observadores inerciales también afecta
a los campos, de manera que

@4 (x'(P)) = S4(A)PE(x(P),  (deKaK),

B4 (2(P)) = S%4(A2)@"" (+/(P)), (de K’ a K). (B.42)

Asf, de la misma forma en que la tercera transformaciéon de Lorentz del sistema de referencia inercial
K al sistema K queda determinada por (B.40), vemos que la matriz S%(A3) quedard dada por la
aplicacién sucesiva de las transformaciones de Lorentz correspondientes a la representacion

SA4 (A2~ Aq) = S (A2) SG(A1), (B.43)

relacionando de manera univoca a los campos descritos en el sistema K con los observados en el
sistema K.

También es posible considerar una transformacién infinitesimal de Lorentz, de manera analoga
con lo que hicimos con las traslaciones. Tomamos un A¥, infinitesimalmente cerca de la identidad.
Esto es

A, =80+ AR, (B.44)

donde A%, son los pardmetros infinitesimales. Reemplazando (B.44) en la condicién (B.35), vemos que
los pardmetros A’ son necesariamente antisimétricos:

Ay = —Ayp,  con Ay = 17,p\0,. (B.45)

Una transformacién infinitesimal de Lorentz debe producir una transformacién infinitesimal en
los campos. Esto se aplica al momento de plantear la forma de la matriz usada en la ecuacién (B.41),
que se define de manera que de una expansion de Taylor se obtiene

1
SB(A) = 05 + A% (5p0) s (B.46)

donde (sp¢) ‘) se conocen como generadores de Lorentz que se determinan para cada forma especifica de

campo ®*(x) en funcién de su naturaleza bajo transformaciones de Lorentz: si son escalares, vectores,
tensores, espinores, etc.).

Entonces, reemplazando(B.44) en (B.34) y (B.46) en (B.41), obtenemos el como las coordenadas y
los campos cambain bajo transformaciones locales de Lorentz:

o w =l Ay, (B.47a)

PAx) = BAE) = @ () + A (50) 5O (). (B.47b)
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Podemos dar algunos ejemplos de generaldores de Lorentz para distintas representaciones. Pri-
mero, un campos escalar bajo transformaciones de Lorentz tiene generadores nulos: (syr) = 0. Un
cuadrivector contravariante A¥ y un vector covariante B, cambian bajo transformaciones de Lorentz
como

Ah(w) — AH B (%) — -1
Al(x) = Ay A"(x) 'y Bu(x) = (A77)"Bu(x). (B.48)

Usando las transformaciones infinitesimales (B.44) es facil ver que los respectivos generadores de
Lorentz estdn dados por

v

(Spv)ﬂv = g’?w _5g77vP y (Spa)y = OuMup _‘%WU- (B.49)

También, los campos espinoriales de Dirac® transforman de acuerdo a

P(x) = S(A)p(x), (B.50)

donde la matriz de 4 x 4, S(A), viene determianda por la relacién A"q" = S~1(A)y#S(A) en la cual
7# son las matrices Gamma de Dirac. Una transformacién de Lorentz infinitesimal nos permite escribir
los generadores como

1
(Syv) = Z[’Yy/’)’v}/ (B.51)

donde bajamos el indice de las matrices Gamma usando v, = 177"
Todos estos son representaciones del dlgebra de Lorentz, definida por las constantes de estructura
fuvpe' que se obtienen del conmutador

(s (o0 )b = (Muod585 — up0$0% + 1upB30F — muadoy ) (sxe): (B52)

f]ll/p[;(‘r

Por definicién, esto se satisface para todo los generadores de Lorentz.
Volviendo a (B.47b), vemos que la variacién de los campos para una transformacién infinitesimal
de Lorentz viene dada por

1
6% (x) = E;u"’(spa)f,};clnB (x), (B.53)
y 6x# = Al,x¥ para las coordenadas. Sin embargo, la variacién de la derivada parcial de los campos no
es tan simple como en el caso de las traslaciones, ya que se modifica el rango tensorial de los campos,

afiadiendo una componente covariante extra, por lo que debeos calcular desde cero esta variacién.
podemos ver que en el nuevo sistema de ccordenadas se tiene que

9, P4 (x) = (A1)",0,9" (Ax). (B.54)

En el caso infinitesimal, de acuerdo con las ecuaciones (B.44) y (B.47b); y omitiendo ordenes superio-
res de A, esta ecuacion se reduce a

1
9, P (%) = (63, — %) ay[ch(x) + E/\Pf’(spa)/‘Bch(x)
1
= 9, ®" (x) — A",0,9% (x) + EAP"(spg)ABaych(x). (B.55)
Como A7 y (sp0)’} son constantes, la derivada parcial de la ecuacién (B.53) y vemos que

9u(504(x)) = %)\W(spa)‘%ayqu(x). (B.56)

3No usaremos los indices para espinores explicitamente.
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Por lo tanto,

5(ayq>A(x)) = —A%9, 0% (x) + ay((sqﬂ*(x)) ) (B.57)

donde se ve explicitamente que no obtendremos una ecuacién con la misma forma que (B.18), debido
al término proporcional a 9, ®4 (x).
Usando lo obtenido en (B.57), vemos que la variacién de la densidad lagrangeana esta dada por

or = 25 soh 0L )5(aycpf‘)

2001’? 55,07
oL .. oL . A 0L

= —0® — ) — A Q%) —~.
a0a’® a(aycpA)a%‘(‘s ) = V@) 3(0, )

Usando la regla de Leibniz, la definicién de derivada variacional (B.5) y reconociendo la definicién
del tensor de energia-momentum canénico escribimos

oL oL

0L = 00 + 0y =0 ) — ATy, B.58
SPpA + V(a(aycpA) ) e (B.58)

El término 17,y £ del tensor de energia-momentum candénico se cancela, ya que es simétrico y aparece-

multiplicado por el pardmetro antisimétrico A*".

Definiendo la densidad de corriente de espin candnica Spe!* del sistema mediante

S ]/[. a£

4 A 5B
or = W(SPU) Bq) ’ (B59)

que satisface,
1 oL
“APTS F =
27 7 7 9(9,94)
y suponinedo que las transformaciones de Lorentz mantienen la densidad lagrangeana invariante,
0L = 0, obtenemos la identidad del momento angular a partir de la ecuacion (B.58)

oL
spA
donde hemos aprovechado la antisimetria y la arbitrareidad de A*” para derivar esta identidad.
Es sencillo verificar que

— = 5d4, (B.60)

ASod — 2Tjpe) = — =~ (Sp0) 3 ®%, (B.61)

Ty = oA (0 T,}) — x,0, T} (B.62)
y usando la ecuacién del balance de la energia y el momentum (B.30) (suponinedo ademads que la
accion es invariante bajo traslaciones) escribimos

oL

A
soan®” (B.63)

T}n/ = a/\(xv ) + Xy —=

que se reemplaza nuevamente (B.58) para obtener

oL oL oL

A A\ _ yvu Ay VH 5 A
0L = M)AJCD +ay<8(8ych)5q) ) Aoy (v T,) — A 5¢A6HCI> (B.64)
Esta expresion puede reducirse a
0L =5 (5c1> + A x,9,® ) 1, (W(@ + AR, T (B.65)

Sin embargo, podemos introducir nuevas definiciones para obtener informacién de esta ecuacion
de manera mds inmediata. Definiendo el operador de momento angular orbital (similar al de la mecanica
cuantica)

A A
(lpa) B = 53 (x‘oag- - anp), (866)
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que es claramente antisimétrico en p y 0, ademas satisface de manera inmediata

[(lw)r (lpl,)]‘% = (Z;W)/}:(Zpa)% - (lpa)%(ZW)% = fyvpgT(lKT)AB/ (B.67)

con los coeficinetes f,,,;" definidos anteriormente en (B.52), por lo que es una representacion del
dlgebra de Lorentz. Sea ademas el operador de momento angular total

(jptf)l% = (lpa)f]la + (Spa)f]‘B/ (B.68)

que claramente satisface el dlgebra de Lorentz. También definiremos la densidad canénica de momentum
angular orbital del sistema mediante

Lod = x, T — x, T}, (B.69)
y la densidad candnica total de momento angular
Jod = Spd + Lod . (B.70)
Estas cuatro cantidades se definen de manera tal que sea inmediato reducir la ecuacién (B.65) a
1 oL .
0L =A% (W(W)AB@B + 0y ]pg‘) , (B.71)

asi, por la antisimetria y arbitraeirdad de los pardmetros A’P obtenesmo la ecuaciénde balance

M
3DA

(joc) ®°. (B.72)

ay]prr =

Es importante mencionar que en el caso de una teorfa no-relativista, la densidad lagrangeana
no serd invariante bajo todas las transformaciones de Lorentz, en particular los boost, por lo que la
identidad (B.61) no sera satisfecha para todas las combinaciones de p, o, sin embargo, si lo serd si se
escogen rotaciones espaciales p,c =1i,j =1,2,3.

Los tensores de densidad de momentum angular

Podemos relacionar las densidades de momentum angular definidas mds arriba al momentum
angular de una forma andloga a lo que se hizo en la seccién B.2.1. Primeramente, consideraremos
la naturaleza de la informacién contenida en SPUV , LPUV y ]pa” . Claramente, debido al nombre quele
hemos dado, la tltima contiene informacién respecto del momentum angular del sistema. La prime-
ra, de su definicion (B.59), describe el momento angular intrinseco contenido en los campos y de la
identificacion de los términos de las componentes del tensor de energia-momentum, vemos que Lpg”
representa un momentum angular similar al que se define en la mecénica cldsica.

Ambos indices covariantes indican el plano espaciotemporal en el cual se hace la rotacién, pero
el indice contravariante indica la direccién en que se produce este flujo. Las componentes espaciales
indican el flujo de momentum angular,

Sps = Spsr Log:=Lot v Tor:=Ioa, (B.73)

cantidades que son similares al vector de flujo de energia. La componente temporal tiene una inter-
pretacion mucho mads familiar, la identificamos con la densidad de momentum angular en el plano po

1 1 1
Spor 1= ESP”O’ Loo = ELP;’ y Joori=< Joo s (B.74)
que nos permite definir el momentum angular total
1
Joo 1= < / Px ], 0. (B.75)
Es

Esta definicién puede extenderse a la densidad de espin y de momentum angular orbital.
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Generadores de Lorentz

Sabemos que los generadores de Lorentz (sor)%, (lps)% ¥ (jor)’s son representaciones del dlgebra
de Lorentz, que generaliza las rotaciones al espacio-tiempo de Minkowski en 4 dimensiones. Particu-

larmente, (s,0)% es el generador dek cambio en los campos sometidos a transformaciones de Lorentz

infinitesimales como se han definido en (B.47b), y (Ios)%; es el generador que aparece implicitamen-

te en (B.65) como consecuencia del cambio de las coordenadas espaciotemporales. Esto implica que
(joo )}, siendo la suma de ambos, es el generador total de la simetria de los campos bajo transforma-
ciones de Lorentz y dado un campo @7, diremos que es simétrico bajo transformaciones de Lorentz
si y solo si
. VA gB
(oo ) 5P (x) = 0. (B.76)

Podemos ilustrar mejor esto considerando rotaciones en el espacio tridimensional. Consideremos
el plano xy, en el cual definimos dos campos vectoriales A* y B’, de forma que

A(r,9) = Aty B(r,¢) = B(r)¢. (B.77)

Una representacion grafica de estos campos viene dada en la figura B.4.
Los generadores de Lorentz (jy, )PP para este caso, después de usar la regla de la cadena para
escribirlo en funcién de las derivadas en coordenadas polares estard dado

(jay)'j = Oy0xj — 00y — 5}%, ij=12. (B.78)

Para los campos definidos en (B.77) vemos que

(jxy)x]-Aj = —A(r)sing — i(A(r) cosp) =0,

I
i 9 ]
(xy)'jB' = —B(r) cos ¢ = 55(=B(r)sin ) = 0,
(jxy)yjAj = A(r)cos ¢ — aago<A(r) sing) =0,
(jxy)ijj = —B(r)sing — E)ago(B(r) cos @) =0,

lo que implica que los campos A’ y B' son simétricos bajo rotaciones,

(jxy)i'Aj =0y (jxy)i‘Bj =0. (B.79)
] ]
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Figura B.4: Ilustraciones de campos en el plano xy. ambas figuras son adaptaciones de gréficos obte-
nidos en [40].
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