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Resumen

En este trabajo se presenta el formalismo para encontrar cargas conservadas a partir de la sime-
tría de difeomorfismos en sistemas gravitacionales, tanto en la teoría de Einstein-Cartan y en teorías
Métrico-Afines Generales. Se encuentra que el tratamiento “tradicional” que toma en cuenta solo las
variaciones debidas a los difeomorfismos, no produce cargas conservadas escalares bajo transforma-
ciones locales de Lorentz, por lo que se extiende el formalismo para incluir esta simetría, obteniendo
así cargas de difeomorfismo invariantes bajo transformaciones locales de Lorentz. Se calcula también
el superpotencial asociado a la corriente de difeomorfismo para teorías Métrico-Afines Generales, el
que generaliza la construcción de Komar. Se estudian las corrientes inducidas por vectores de Killing
generalizados, importantes al considerar la geometría como background. Finalmente se estudia el
impacto de los campos no-dinámicos sobre la conservación de la corriente y de las cargas, en ambas
teorías.

V



Abstract

In this thesis work, the formalism to construct conserved charges that arise from diffeomorphism
symmetry in gravitational systems, considering both Einstein-Cartan and the more general Metric-
Affine Gravity theories, is presented. We find that the “traditional” approach that takes into account
only the variations due to diffeomorphisms doesn’t produce scalar conserved charges under local
Lorentz transformations, therefore, the formalism is extended to include this symmetry, thus finding
invariant conserved charges under local Lorentz transformations that arise from diffeomorphism.
The superpotential associated with the diffeomorphism current is found, which generalizes the Ko-
mar construction. Currents induced by a generalized Killing vector field are also studied. Finally, the
effects that non-dynamical fields have over the current and charge is analyzed.
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Capítulo 1

Introducción

La teoría clásica de campos es la rama de la Física que describe el comportamiento de un sistema
en términos de campos, los que son mapeos que asignan un valor específico a un punto del espacio-
tiempo, para representar cantidades que caracterizan el estado del sistema. El objetivo es describir la
dinámica a través de ecuaciones diferenciales. Los campos se interpretan físicamente como objetos
extendidos sobre el espacio y el tiempo, interpretación que abarca sistemas mecánicos como el movi-
miento de una sábana al viento o interacciones fundamentales en la naturaleza, como el electromag-
netismo. La teoría clásica de campos tiene aplicaciones en diversos ámbitos de la Física y fundamenta
las bases de teorías de gran relevancia en el contexto actual, como la Teoría Cuántica de Campos, la
Física de Partículas o las generalizaciones de la Relatividad General. La herramienta principal de la
que hace uso esta teoría es el formalismo lagrangeano.

El formalismo lagrangeano permite caracterizar completamente un sistema físico a partir de un
funcional llamado acción, un objeto abstracto representado por una integral en el que se encuentra
codificada toda la información, como son la dinámica y las interacciones entre los campos y con el
entorno. Además, nos permite describir la evolución del sistema a través de un conjunto de ecuacio-
nes que se obtienen de un axioma inherentemente filosófico: el principio de mínima acción o principio
de Hamilton, que establece que toda configuración aceptable de los campos corresponde con un valor
mínimo de la acción.

Por otra parte, uno de los resultados más significativos y bellos de toda la Física, es el teorema
de Noether [1]. Este teorema establece una relación entre las simetrías presentes en la acción y una
corriente que se define para cada sistema. Bajo ciertas condiciones, la corriente obtenida tiene diver-
gencia nula, lo que se conoce como una ley de conservación. El estudio de dichas leyes tiene un objetivo
importantísimo: nos permite definir cantidades conservadas, es decir, que no evolucionan; las que son
medibles al momento de llevar la teoría al laboratorio y hacer las observaciones correspondientes.

Podemos citar una numerosa cantidad de aplicaciones importantes del teorema de Noether. Por
ejemplo, en la mecánica clásica, la energía y el momentum angular son cantidades que describen la diná-
mica del sistema y que se obtienen a partir de las leyes de conservación. Por ejemplo, si consideramos
un sistema en el que todas las fuerzas externas son conservativas (esto quiere decir que el trabajo
realizado por dichas fuerzas no depende del camino recorrido, o equivalentemente, que el trabajo
realizado a lo largo de un camino cerrado es nulo), la energía no cambia en el tiempo. Así, uno puede
hacer predicciones de manera sencilla sobre el estado futuro del sistema, conociendo el estado inicial,
ya que la conservación de la energía reduce los grados de libertad del sistema.

Un claro ejemplo de la conservación de la energía se obtiene del oscilador armónico simple, en el
que se considera una masa m que se ubica en una posición x0x̂ de un sistema de referencia cartesiano
a la que se ha sujetado un resorte comprimido de constante k a lo largo del eje x con el otro extremo
fijo. La fuerza que actúa sobre la masa está dada por

F = −k(x− x0)x̂ = mẍx̂, (1.1)

que define una ecuación diferencial de segundo orden en x = x(t). Esta es una fuerza conservativa,
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por lo que la energía

E =
1
2

mẋ2 +
1
2

kx2, (1.2)

es una cantidad conservada. Notemos nuevamente que ésta es una ecuación diferencial para x(t), sin
embargo, esta vez es de primer orden, por lo que la introducción de la cantidad conservada reduce la
dificultad del problema. Ambas ecuaciones admiten una solución de la forma

x(t) = A cos

(√
k
m

t + φ0

)
, (1.3)

donde la amplitud A y la fase φ0 se obtienen de las condiciones iniciales, que determinan también el
valor de la energía E.

Otro ejemplo importante de cantidades conservadas que surge de la mecánica de la partícula es
una partícula de masa m la que se encuentra sometida a una fuerza central. La fuerza que actúa sobre
el cuerpo está dada por

F = −∇V(r) = −dV
dr

r̂, (1.4)

donde r > 0 es la distancia entre el objeto y el centro de giro u origen y r̂ el vector unitario que apunta
desde el origen a la masa. El momentum angular asociado a la partícula que rota respecto del origen
está dado por (utilizando coordenadas cilíndricas para la descripción)

L = mr2 ϕ̇ẑ, (1.5)

y es una constante, por lo que el movimiento tiene lugar en un plano. Así, se elimina un grado de
libertad gracias a la conservación del momentum angular, simplificando la resolución y estudio del
problema.

Hasta este punto está claro que existen cantidades conservadas para los sistemas mencionados,
las que facilitan la tarea de resolver las ecuaciones de movimiento de las partículas. Sin embargo, no
hemos hecho mención de las simetrías presentes en cada problema propuesto. En el caso del oscilador
armónico simple, se tiene que la ecuación de movimiento (1.1) es invariante ante reparametrizaciones
temporales. Por otra parte, en el caso de la fuerza central (1.4), ésta es la única fuerza que actúa sobre
la partícula y es invariante bajo rotaciones, ya que depende únicamente de la distancia r. Vemos en-
tonces que la aparición de la energía y del momentum angular como cantidades conservadas de los
respectivos movimientos no es casualidad, ya que ambas aparecen de una simetría del sistema. En
general de la mecánica clásica se obtienen tres resultados de gran interés para el análisis de cantida-
des conservadas: la invarianza del sistema bajo reparametrizaciones temporales tiene asociada la energía
como carga conservada, la invarianza bajo traslaciones espaciales da origen a la conservación del mo-
mentum lineal y los sistemas invariantes bajo rotaciones tienen momentum angular constante. Estos im-
portantísimos resultados tiene aplicaciones que van más allá del ámbito pedagógico en el estudio de
los problemas de invariantes, ya que son resultados generales aplicables a cualquier sistema, incluso
más allá de la mecánica clásica.

Otro resultado del teorema de Noether, que puede considerarse uno de los más notables y física-
mente importantes se obtiene al considerar la teoría electromagnética de Maxwell, la que viene dada
por las ecuaciones (en notación relativista)

∂νFµν = µ0 jµ, (1.6)

∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν = 0, (1.7)

donde
Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ (1.8)

es la intensidad de campo de Faraday, que contiene la información respecto del campo eléctrico y
magnético en el sistema; Aµ el cuadripotencial electromagnético y jµ la cuadricorriente. Bajo esta
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definición, la intensidad de campo es invariante bajo transformaciones de gauge, lo que quiere decir que
uno puede reemplazar el cuadripotencial Aµ

Aµ −→ A′µ = Aµ + ∂νχ, (1.9)

donde χ es una función escalar, así
F′µν ≡ Fµν. (1.10)

Esta es una simetría sobre las ecuaciones de campo, ya que esta transformación mantiene inalterada la
dinámica descrita por las ecuaciones (1.6) y (1.7). Por otra parte, la acción de Maxwell-Faraday viene
descrita por

SEM = −
∫
M

d4x
(

1
4µ0

FµνFµν + jµ Aµ

)
, (1.11)

donde M es el espacio de Minkowski 4-dimensional. Esta acción no pareciera ser invariante bajo la
transformación de gauge, ya que al aplicarla la nueva acción se escribe

S′EM = −
∫
M

d4x
[

1
4µ0

FµνFµν + jµ Aµ + ∂µ(jµχ)− χ∂µ jµ
]

= SEM +
∫
M

d4x
[
∂µ(jµχ)− χ∂µ jµ

]
, (1.12)

donde el término bajo la derivada total no contribuye a la dinámica del sistema, ya que es un término
de borde. Sin embargo, si se satisface

∂µ jµ = 0, (1.13)

la acción es invariante bajo transformaciones de gauge. La ecuación (1.13) se conoce como ley de con-
servación local de la carga y establece que la variación de densidad de carga eléctrica en un punto se
compensa con el flujo de corriente eléctrica. Así, la carga eléctrica

q :=
∫
E3

j0 d3x, (1.14)

donde E3 es el espacio euclidiano tridimensional, es una cantidad conservada.
En general, la teoría de campos contribuye con la búsqueda de cargas y corrientes conservadas

de los sistemas, ya que definir las nociones de conceptos que se conocen de otras áreas ayuda a la
completa descripción de los fenómenos físicos. Por ejemplo, un campo escalar acoplado al campo
electromagnético tiene su propia carga eléctrica, la que puede obtenerse a través de los métodos del
teorema de Noether. Lo mismo sucede para el campo de Dirac, etc. Así, la teoría de campos está
intrínsecamente relacionada con el problema de los invariantes en Física.

Independientemente del desarrollo de la teoría de campos, en el año 1915, Einstein publicó su
Teoría General de la Relatividad [2], en la que considera al espaciotiempo como una variedad, en la cual,
la métrica que la caracteriza es una variable dinámica, por lo que el campo gravitacional se interpreta
como la curvatura del espaciotiempo inducida por la dinamicidad de la métrica. Esta interpretación
fue revolucionaria, ya que el concepto newtoniano de acción a distancia, en la que propagación del
campo gravitacional se considera instantánea a toda la extensión del espacio, se reemplazó por la idea
de que el campo gravitacional se propaga a una velocidad finita a lo largo del entramado espaciotem-
poral. Por otra parte, también eliminó la necesidad de definir el espacio absoluto, noción que Newton
utilizó para definir a los observadores inerciales, que se encuentran en movimiento con velocidad
constante o en reposo respecto de este espacio absoluto. En cambio, Einstein propuso que todo obser-
vador en caída libre es un observador localmente inercial, lo que quiere decir que las leyes de la Física (el
electromagnetismo, la mecánica clásica, etc.) toman su forma más simple (sin efectos gravitatorios) en
una vecindad de este observador. La teoría de Einstein ha predecido efectos que no se encuentran en
su análogo newtoniano, de los cuales muchos han sido confirmadas observacionalmente, por lo que
ha resistido la prueba del tiempo.
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Sin embargo, las consideraciones de Einstein son bastante limitadas, ya que por simplicidad su
teoría considera únicamente a la métrica como el campo dinámico, por lo que el concepto de afinidad
dentro de la variedad queda determinado a partir de ésta. Ésto significa que la interacción de la
microestructura de la materia (propiedades como el espín cuántico) con el campo gravitacional, no
son considerados en la teoría. Así, es natural generalizar ésta, para independizar la afinidad de la
metricidad, dando lugar a teorías como la Teoría de Einstein-Cartan y la Gravedad Métrico-Afín, siendo
esta última, la más general de todas, ya que hace un menor número de suposiciones respecto de la
naturaleza del espaciotiempo, lo que conlleva a aumentar la cantidad de grados de libertad.

En el contexto de las teorías gravitacionales, el estudio de las corrientes conservadas es de gran
relevancia, ya que conceptos tan familiares de la mecánica newtoniana como la masa o el momen-
tum angular se pueden definir para una teoría gravitacional a través de las “cargas” que surgen de
la simetría de difeomorfismo, esto es, de la invarianza de la acción bajo transformaciones genera-
les de coordenadas, lo que nos permite obtener una idea de las causas de la existencia del campo
gravitacional.

La literatura existente, respecto de las cargas conservadas en teorías gravitacionales es bastante
extensa. Podemos encontrar el primer estudio de las cargas que surgen de la invarianza bajo transfor-
maciones generales de coordenadas en una teoría gravitacional gracias a Komar [3,4], quien encontró
la carga de difeomorfismo para la teoría general de la relatividad. Estos trabajos son un importante
punto de referencia, ya que en casi toda la literatura se busca empalmar los resultados obtenidos con
los de Komar. Más adelante la discusión se extendió aún más en el trabajo de Iyer y Wald [5], quie-
nes sentaron las bases para encontrar cargas conservadas en teorías métricas generales, donde los
lagrangeanos gravitacionales pueden depender de órdenes arbitrarios de las derivadas de la métrica.
Dentro de la misma línea, Petrov y Lompay contruyeron identidades de Noether, leyes de conser-
vación y superpotenciales para teorías métricas [6] y teorías métrico-torsionales [7, 8], buscando que
éstas fueran explícitamente covariantes. En los trabajos [9–12] se estudió el comportamiento de las
teorías invariantes de gauge locales, lo que tiene aplicaciones a Relatividad General y sus extensio-
nes. Por otra parte, Ferraris, Francaviglia y Raiteri desarrollaron un método para encontrar cantidades
conservadas a partir de las ecuaciones de campo del sistema en [13]. En los trabajos [14–17] se utilizan
directamente los métodos del teorema de Noether para calcular cargas conservadas de difeomorfis-
mo. Otras contribuciones importantes vienen dadas por Giachetta, Sardanashvily y Mielke [18, 19],
quienes generalizaron el superpotencial de Komar para teorías métrico-afines. Son de especial im-
portancia para esta tesis los trabajos de Obukhov y Rubilar [20–24], que tratan sobre la invarianza
bajo transformaciones locales de Lorentz de las cargas que se obtienen de la simetría de difeomorfis-
mo en la teoría de Einstein-Cartan, y los trabajos de Obukhov y Puetzfeld [25, 26], que establecen las
identidades de difeomorfismo para teorías métrico-afines generales.

En esta tesis se plantea el problema de las cargas de difeomorfismo invariantes en sistemas con
campos externos; lo que hace referencia a las propiedades de transformación de la carga que surge
de los difeomorfismos, bajo distintos tipos de transformaciones de los campos, para las cuales se es-
tudian las modificaciones de su dinámica, inducidas por campos de fondo. En particular, es de gran
interés que las cantidades conservadas obtenidas sean escalares bajo las simetrías más usuales que
presentes en teorías gravitacionales. En el Capítulo 2 se presenta el formalismo de Noether para la
construcción de corrientes en la teoría de Einstein-Cartan, escrito en el lenguaje de las formas dife-
renciales, que se aplica para encontrar la corriente de difeomorfismo y el respectivo superpotencial,
reproduciendo como caso particular los resultado de Obukhov y Rubilar en [20–24]. En el Capítu-
lo 3 se desarrolla nuevamente el formalismo de Noether, esta vez escrito en la base holónoma (à la
Palatini) para teorías Métrico-Afines Generales, donde, utilizando los resultados de Obukhov y Puetz-
feld [25, 26], se calculan la corriente de difeomorfismo; el respectivo superpotencial, que se compara
con el obtenido en el capítulo anterior tomando las restricciones correspondientes; y se estudia la
conservación de la corriente al asociarla a un vector de Killing generalizado, resultados que fueron pu-
blicados en [27]. En el Capítulo 4 se presentan las consecuencias que tienen los campos no dinámicos
sobre la conservación de la corriente y de la carga. En el Capítulo 5 se exponen las conclusiones y
se discuten las consecuencias de los resultados obtenidos en esta tesis. En el Apéndice A se describe
la notación y los convenios de respecto de la geometría que se utilizan a lo largo de la tesis y en el
Apéndice B se muestran resultados de la teoría clásica de campos sobre el espacio de Minkowski.
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Capítulo 2

Cargas Conservadas Invariantes en la
Teoría de Einstein-Cartan

2.1. El teorema de Noether en el lenguaje de formas diferenciales

Una de las herramientas más importantes de la Física-Matemática es el teorema de Noether [1], el
que establece que una simetría continua de un sistema tiene asociada una corriente conservada.

A grandes rasgos, nuestro interés es estudiar el cómo ciertas transformaciones de simetría afectan
al comportamiento de sistemas que incluyen efectos gravitacionales y, naturalmente, las cargas con-
servadas que aparecen de éstas. Como punto de partida consideremos un sistema físico descrito por
una acción definida mediante

S :=
∫
M

L (Φ, dΦ). (2.1)

Aquí, M es la variedad espacio-temporal d-dimensional y L es la d-forma densidad lagrangeana, que
depende de los campos ΦA (los que se tratan como pA-formas) y del primer orden de sus derivadas.
El índice A recorre el intervalo 1, . . . , N, con N la cantidad de campos independientes que describen
al sistema.

Una variación infinitesimal de los campos induce una variación de la densidad lagrangeana que
escribimos

δL = δΦA ∧ ∂L

∂ΦA + δ(dΦA) ∧ ∂L

∂(dΦA)
, (2.2)

donde se induce el concepto de derivada parcial de la d-forma densidad lagrangeana con respecto
de una p-forma como la (d − p)-forma que acompaña a la respectiva variación. Si consideramos la
definición usual de derivada funcional, dada por

δL

δΦA :=
∂L

∂ΦA − (−1)pA d
(

∂L

∂(dΦA)

)
, (2.3)

es posible reescribir la expresión (2.2) como

δL = δΦA ∧ δL

δΦA + d
(

δΦA ∧ ∂L

∂(dΦA)

)
. (2.4)

Una transformación de simetría es una aplicación sobre los campos que no cambia la forma del
lagrangeano, salvo quizás por un término de borde. En particular, es nuestro interés estudiar las
transformaciones de simetría continuas sobre los sistemas físicos, es decir, aquellas que dependen
de un parámetro continuo. Este tipo de transformaciones se representan mediante la acción de un
elemento de un grupo de Lie sobre los campos. Si consideramos un grupo de Lie G, cuyos generadores
Ωi satisfacen el álgebra

[Ωi, Ωj] = fij
k Ωk, (2.5)
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podemos definir los campos transformados de manera que

Φ′A(λ, x) = (eλiΩi )A
B ΦB(x), (2.6)

con λi = λi(x) una función de punto que caracteriza a la transformación. De esta forma podemos
escribir una variación infinitesimal de los campos bajo los elementos del grupo G como

δΦA = ε λi (Ωi)
A

B ΦB, (2.7)

donde ε es un parámetro infinitesimal. Ahora bien, puede que bajo esta transformación la acción sea
quasi-invariante, es decir, que cambia solamente por un término de borde; de manera que la variación
del lagrangeano está dada por

δL = ε dΛG, (2.8)

lo que nos permite reescribir (2.4) como

d
(

λi (Ωi)
A

B ΦB ∧ ∂L

∂(dΦA)
−ΛG

)
= −λi (Ωi)

A
B ΦB ∧ δL

δΦA . (2.9)

Aquí, definiremos la (d− 1)-forma de corriente como

J(λ) := λi (Ωi)
A

B ΦB ∧ ∂L

∂(dΦA)
−ΛG, (2.10)

de manera que la ecuación (2.9) adopta la forma

dJ(λ) = −λi (Ωi)
A

B ΦB ∧ δL

δΦA . (2.11)

Hemos de introducir una diferenciación debida a la naturaleza de los campos involucrados en el
sistema. Puede que existan campos fijos, que representen la interacción del sistema con su entorno.
Llamamos a estos los campos externos o no-dinámicos y aparecen en la teoría como background, por lo
que éstos no necesitan extremizar la acción. Denotaremos a éstos por ψI , con el índice I = 1, . . . , NE
y NE < N la cantidad de campos externos. De esta forma, al estudiar la dinámica del sistema, no
consideramos variaciones respecto de estos campos.

Ahora bien, también existen campos que están sujetos a evolución, tal que la acción definida en
(2.1) sea extremada. Éstos son conocidos como campos dinámicos y los denotaremos por φα, donde
α = 1, . . . , ND y ND ≤ N es la cantidad de campos dinámicos, que satisface ND + NE = N. La
dinámica de éstos está gobernada por las llamadas ecuaciones de campo

δL

δφα
= 0, (2.12)

que se obtienen del principio de mínima acción. Cuando los campos se encuentran en una configu-
ración tal que se satisfacen las ecuaciones de campo, se dice que estamos on-shell1 y que además la
corriente satisface la ecuación de balance

dJ(λ) on
= −λi (Ωi)

I
J ψJ ∧ δL

δψI . (2.13)

Si consideramos ahora una subvariedad espacial (d− 1)-dimensional Σ de M, definimos la carga
como

Q[λ] :=
∫
Σ

J(λ). (2.14)

En el caso de que el lado derecho de la ecuación (2.11) sea cero, la carga definida en (2.14) es una

1De aquí en adelante, denotaremos las igualdades que solo son válidas cuando la configuración de los campos satisface las
ecuaciones de campo mediante el símbolo on

=.

6



Figura 2.1: Subvariedad Ω = [t1, t2] × Σ. Se ven representados las secciones en las que se divide el
borde.

carga conservada, en el sentido de que si consideramos una subvariedad de M dada por

Ω := [t1, t2]× Σ, (2.15)

como la que se ve en la figura 2.1, podemos integrar∫
Ω

dJ(λ) =
∮

∂Ω

J(λ) = 0. (2.16)

Ahora bien, el borde de esta variedad puede expresarse como la unión de 3 regiones

∂Ω = Σ1 ∪ Σ2 ∪Π, con Σ1 := {t1} × Σ, Σ2 := {t2} × Σ, Π := (t1, t2)× ∂Σ, (2.17)

de manera que (2.16) toma la forma∫
Ω

dJ(λ) =
∫
Σ1

J(λ) +
∫
Σ2

J(λ) +
∫
Π

J(λ) = 0. (2.18)

Si suponemos que la corriente decae lo suficientemente rápido en el borde de la sección espacial Σ,
tenemos que la integral sobre la región Π del borde de la subvariedad se anula, así,∫

Σ1

J(λ) = −
∫
Σ2

J(λ). (2.19)

Esta ecuación puede relacionarse con la cantidad definida en (2.14) de manera sencilla. Simplemente
recordamos la definición de Σ1 y Σ2 y consideramos que el signo negativo que aparece en (2.19) está
relacionado con la orientación relativa entre las variedades. De esta forma, es sencillo ver que

Q[λ]|t1 = Q[λ]|t2 , (2.20)

es decir, la carga no cambia a lo largo de la coordenada temporal. Es por este motivo que se le conoce
como carga conservada.

2.1.1. Invarianza de Lorentz del lagrangeano

En el contexto de la teoría gravitacional de Einstein-Cartan, tenemos dos conceptos independien-
tes que definen la geometría de la variedad, y por ende también la interacción gravitacional presente

7



en el sistema. Éstos pueden ser escritos en una base ortonormal, y quedan dados por las 1-formas de
la base del espacio cotangente en cada uno de los puntos de la variedad ϑa y la conexión de espín Γa

b.
Bajo transformaciones locales de Lorentz, descritas por la matriz Λa

b(x) éstos transforman como

ϑ′a = Λa
bϑb y Γ′ab = Λa

c(Λ−1)d
bΓc

d − (Λ−1)c
bdΛa

c. (2.21)

Teniendo esto en cuenta, podemos separar la d-forma lagrangeana de un sistema gravitacional en
dos partes,

L = V +M , (2.22)

donde V contiene exclusivamente a las interacciones gravitacionales y M contiene los campos de
materia y energía, además del acople de éstos con el campo gravitacional.

Por el momento, nos centraremos en la parte gravitacional. Teniendo en cuenta que deseamos estu-
diar sistemas invariantes de Lorentz, el lagrangeano gravitacional más general que podemos plantear
toma la forma

V = V (ϑa, Ta, Ra
b), (2.23)

con Ra
b la 2-forma de curvatura definida en (A.71) y Ta la 2-forma de torsión definida en (A.68). No

se incluye entre las dependencias de esta densidad lagrangiana la no-metricidad (A.66) ya que en
este capítulo se considerará únicamente que este campo es nulo, ya que se presenta el formalismo de
cargas conservadas en la teoría de Einstein-Cartan; ni la conexión de espín de forma explícita, ya que
si lo hiciéramos no sería posible que V sea un escalar de Lorentz, sin embargo, la conexión de espín
se manifiesta en el sistema a través de la curvatura y la torsión.

Si sometemos al lagrangeano gravitacional a una variación infinitesimal arbitraria de sus campos,
obtenemos

δV = δϑa ∧ ∂V

∂ϑa + δTa ∧ ∂V

∂Ta +
1
2

δRa
b ∧

∂V

∂Ra
b

, (2.24)

pero por mayor comodidad definiremos las (d− 2)-formas de momentum de gauge traslacional y rota-
cional canónicas respectivamente como

Ha := − ∂V

∂Ta y Ha
b := −1

2
∂V

∂Ra
b

, (2.25)

además de las (d− 1)-formas de energía-momentum y de espín (la que nos será útil más adelante) como

Ea :=
∂V

∂ϑa y Eab := −ϑ[a ∧ Hb], (2.26)

así, podemos reescribir la variación de la densidad lagrangiana de manera más compacta:

δV = δϑa ∧ Ea − δTa ∧ Ha − δRa
b ∧ Ha

b. (2.27)

Sin embargo, es preferible seguir trabajando esta expresión para dejarla en función de las varia-
ciones de los campos y no de sus derivadas. Para esto basta calcular las variaciones de la torsión y de
la curvatura:

δTa = D(δϑa) + δΓa
b ∧ ϑb, (2.28a)

δRa
b = D(δΓa

b). (2.28b)

Así, se tiene que la variación de la densidad lagrangeana se reescribe como

δV = δϑa ∧ Ea −
[
D(δϑa) + δΓa

b ∧ ϑb
]
∧ Ha −D(δΓa

b) ∧ Ha
b, (2.29)

por lo que al hacer el viejo truco de completar las derivadas para deshacernos de las derivadas cova-
riantes de la variación de los campos obtenemos:

δV = δϑa ∧ Ea + δΓa
b ∧ Ca

b − d
(

δϑa ∧ Ha + δΓa
b ∧ Ha

b
)

, (2.30)
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donde hemos definido las derivadas funcionales con respecto a la base y a la conexión:

Ea = Ea −DHa ≡
δV

δϑa y Ca
b = Ea

b −DHa
b ≡ δV

δΓa
b

. (2.31)

Ahora bien, en el caso particular de que esta variación sea debida a una transformación de Lorentz
infinitesimal Λa

b = δa
b + εa

b, con los parámetros infinitesimales εab = −εba(x), los campos cambiarán
de acuerdo a

δϑa = εa
bϑb y δΓa

b = −Dεa
b, (2.32)

entonces tendremos que la variación de la densidad lagrangiana es

δV = εa
bϑb ∧ Ea −Dεa

b ∧ Ca
b − d

(
εa

bϑb ∧ Ha −Dεa
b ∧ Ha

b
)

, (2.33)

por lo que si completamos las derivadas para eliminar las derivadas covariantes del parámetro de
transformación, se tiene que

δV = εa
b

(
ϑb ∧ Ea + DCa

b
)
− d

[
εa

b

(
ϑb ∧ Ha −DHa

b + Ca
b
)]

. (2.34)

De aquí se ve por la antisimetría del parámetro de la transformación de Lorentz y por las expresiones
(2.25b), (2.26b) y la definición (2.31b), que el término que está agrupado bajo la derivada exterior
se anula idénticamente. Además, como suponemos que la densidad lagrangiana es un escalar bajo
transformaciones locales de Lorentz, el lado izquierdo de la ecuación anterior también se anula. Por
lo tanto, como esto se satisface para todo parámetro εa

b, se ha de tener que

DCab + ϑ[b ∧ Ea] ≡ 0, (2.35)

una identidad de Noether que surge de la simetría del sistema gravitacional bajo transformaciones de
Lorentz.

Es necesario estudiar también cómo se comporta el lagrangeano de materia2 del sistema. En éste
se encuentran contenidos los campos de materia, que pueden ser p-formas, en particular para los
campos más conocidos, los espinores y campos escalares (fermiones y bosones respectivamente) son
0-formas y el campo electromagnético (también un bosón) una 1-forma escalar de Lorentz. Denotare-
mos a estos campos mediante el símbolo ΨA, donde el índice A es característico de la representación
del grupo de Lorentz correspondiente a cada objeto, por lo que su derivada covariante está entonces
dada por DΨA := dΨA + Γa

b ∧ (sa
b)A

BΨB/2. Entonces, si consideramos que el lagrangeano de ma-
teria incluye también el acoplamiento con el campo gravitacional, el cual puede ser no minimal (para
no dejar fuera de este formalismo teorías donde existe este tipo de acoplamiento), podemos expresar
de la forma más general

M = M (ΨA, DΨA, ϑa, Ta, Ra
b). (2.36)

Así, tenemos que una variación infinitesimal arbitraria de los campos involucrados en este lagran-
geano puede escribirse como:

δM = δΨA ∧ ∂M

∂ΨA + δ
(

DΨA
)
∧ ∂M

∂(DΨA)
+ δϑa ∧ ∂M

∂ϑa + δTa ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

δRa
b ∧

∂M

∂Ra
b

. (2.37)

Podemos calcular la variación de la derivada covariante de los campos de materia que aparece en
la ecuación anterior

δ
(

DΨA
)
= D

(
δΨA

)
+

1
2

δΓa
b ∧ (sa

b)A
BΨB, (2.38)

2En general, entendemos por materia cualquier campo que contribuya a modificar la geometría del espacio-tiempo.
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de manera que en conjunto con las ecuaciones (2.28) se obtiene que podemos reescribir (2.37) como

δM = δΨA ∧
[

∂M

∂ΨA − (−1)pA D
(

∂M

∂(DΨA)

)]
+ δϑa ∧

[
∂M

∂ϑa + D
(

∂M

∂Ta

)]
+ δΓa

b ∧
[

1
2
(sa

b)A
BΨB ∂M

∂(DΨA)
+ ϑb ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

D
(

∂M

∂Ra
b

)]
+ d

(
δΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ δϑa ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

δΓa
b ∧

∂M

∂Ra
b

)
. (2.39)

Ahora bien, podemos presentar algunas definiciones para simplificar esta expresión. Primero, de-
finiremos la corriente canónica de energía-momentum Σa como

Σa :=
δM

δϑa ≡
∂M

∂ϑa + D
(

∂M

∂Ta

)
, (2.40a)

luego, definiremos la corriente canónica de espín como

τa
b :=

1
2

δM

δΓa
b
≡ 1

2

[
(sa

b)A
BΨB ∂M

∂(DΨA)
+ ϑb ∧ ∂M

∂Ta − ϑa ∧
∂M

∂Tb
+ D

(
∂M

∂Ra
b

)]
, (2.40b)

y finalmente, identificamos la derivada variacional de los campos de materia

δL

δΨA ≡
δM

δΨA :=
∂M

∂ΨA − (−1)pA D
(

∂M

∂(DΨA)

)
. (2.40c)

Asi, podemos escribir

δM = δΨA ∧ δL

δΨA + δϑa ∧ Σa + δΓa
b ∧ τa

b

+ d
(

δΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ δϑa ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

δΓa
b ∧

∂M

∂Ra
b

)
. (2.41)

Entonces, si consideramos que las variaciones de los campos son debidas a transformaciones de
Lorentz infinitesimales como las que usamos para el caso únicamente gravitacional, tenemos que
δϑa = εa

bϑb, δΓa
b = −Dεa

b y δΨA = εa
b(sa

b)A
BΨB/2, entonces

δM =
1
2

εa
b(sa

b)A
BΨB ∧ δL

δΨA + εa
bϑb ∧ Σa −Dεa

b ∧ τa
b

+ d
(

1
2

εa
b(sa

b)A
BΨB ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ εa

bϑb ∧ ∂M

∂Ta −
1
2

Dεa
b ∧

∂M

∂Ra
b

)
. (2.42)

Así, al completar derivadas obtenemos finalmente que

δM = εa
b

(
1
2
(sa

b)A
BΨB ∧ δL

δΨA + ϑb ∧ Σa + Dτa
b
)

+ d
{

1
2

εa
b

[
(sa

b)A
BΨB ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ 2ϑb ∧ ∂M

∂Ta − 2τa
b + D

(
∂M

∂Ra
b

)]}
, (2.43)

de donde reconocemos que el término que se encuentra bajo la derivada exterior se anula idéntica-
mente, además de que por la antisimetría y arbitrariedad de la función de punto εab y ya que supo-
nemos que el lagrangeano de materia es invariante bajo transformaciones locales de Lorentz, se sigue
que se satisface

Dτab + ϑ[b ∧ Σa] +
1
2
(sab)

A
BΨB ∧ δL

δΨA ≡ 0, (2.44)

conocida como la identidad de Noether para el lagrangeano de materia.
A pesar de que consideramos una trasformación de simetría del sistema, el lagrangeano no nos

otorgará corrientes conservadas a partir de las transformaciones de Lorentz, ya que como se vio an-
teriormente, los términos de borde que aparecen al hacer la variación que corresponde a una trans-
formación local de Lorentz se anulan idénticamente. En cambio, se obtienen las llamadas identidades
de Noether para el sistema.
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2.1.2. Invarianza bajo difeomorfismos

Un difeomormismo, en el contexto de la geometría diferencial, es una aplicación que actúa sobre
las coordenadas de un punto de la variedad, que además es invertible y diferenciable y cuya inver-
sa es también diferenciable. En general también se les conoce como transformaciones generales de
coordenadas y se pueden escribir como

xµ(P) −→ x̄µ(P) = x̄µ(x(P)). (2.45)

En el régimen infinitesimal, en virtud del teorema de Taylor, pueden ser descritos como las coorde-
nadas originales que son desplazadas a lo largo de una dirección que es determinada por un campo
vectorial ξ(P) = ξµ(x(P))∂µ

xµ(P) −→ x̄µ(P) = xµ(P) + ε ξµ(x(P)). (2.46)

Aquí, ε es un parámetro infinitesimal constante. También es posible interpretar esta transformación
como el tomar el punto P de la variedad con coordenadas xµ y trasladarlo a lo largo del campo ξ al
punto P′ de coordenadas xµ + εξµ.

Se puede verificar fácilmente que al aplicar un difeomorfismo infinitesimal en una variedad, la
variación del lagrangeano se reduce a la identidad

`ξL = `ξΦA ∧ δL

δΦA + d
(
`ξ ΦA ∧ ∂L

∂(dΦA)

)
. (2.47)

donde el operador `ξ es la derivada de Lie en la dirección ξ y se define para una p-forma arbitraria
ωA como

`ξ ωA = d(ξcωA) + ξcdωA. (2.48)

Esto puede llevarnos a pensar que bajo estas transformaciones la variación de los campos está dada
por

δΦA = ε `ξ ΦA, (2.49)

sin embargo, esto no es válido para la conexión de espín, puesto que si se considera la igualdad
δΓa

b = ε`ξ Γa
b como verdadera, tenemos que al lado izquierdo de esta igualdad se tiene un objeto que

es un tensor de Lorentz y al lado derecho un objeto que no es covariante.
Ahora bien, como la densidad lagrangiana es una forma de rango maximal en la variedad, enton-

ces
`ξL = d(ξcL ), (2.50)

por lo que podemos escribir la corriente de difeomorfismos, obtenida a partir de (2.47) como

Jdiff(ξ) = ξcL − `ξ ΦA ∧ ∂L

∂(dΦA)
(2.51a)

= ξcL − d
(

ξcΦA ∧ ∂L

∂(dΦA)

)
− (−1)pA ξcΦA ∧ d

(
∂L

∂(dΦA)

)
− ξcdΦA ∧ ∂L

∂(dΦA)
. (2.51b)

Aprovechando el hecho que d2 ≡ 0, podemos también definir una corriente efectiva de difeomor-
fismos

Jdiff
eff (ξ) = ξcL − (−1)pA ξcΦA ∧ d

(
∂L

∂(dΦA)

)
− ξcdΦA ∧ ∂L

∂(dΦA)
. (2.52)

Aunque este formalismo es correcto, las corrientes que aparecen de esta simetría usando este tra-
tamiento no parecieran ser invariantes de Lorentz, ya que involucra a la derivada exterior de los
campos. Este problema será comprobado a continuación y ya ha sido resuelto en [20–24], trabajos que
serán analizados más adelante.
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2.2. Cantidades conservadas gravitacionales no invariantes en sis-
temas cerrados

Para esta sección consideraremos que la dimensión del espacio-tiempo es d = 4. Aplicando el
formalismo anterior al lagrangeano de Hilbert-Einstein escrito en la base no-holónoma y ortonormal del
espacio cotangente

LHE =
1

4cκ4
εabcdRab ∧ ϑc ∧ ϑd, con κ4 =

8πG
c4 , (2.53)

se obtiene como corriente de difeomorfismo en el vacío

Jdiff[ξ] =
1

4cκ4
εabcd

(
ξcRab − `ξ Γab

)
∧ ϑc ∧ ϑd + ξcϑa Ea, (2.54)

la que puede seguir siendo reducida utilizando la identidad `ξ Γab− ξcRab = d(ξcΓab)+ Γa
c ∧ ξcΓcb +

Γb
c ∧ ξcΓac. Entonces

Jdiff[ξ] = − 1
4cκ4

εabcdd
(

ξcΓabϑc ∧ ϑd
)
+ ξcΓab Cab + ξcϑa Ea, (2.55)

por lo que la carga on-shell asociada está dada por

Qdiff[ξ]
on
= − 1

4cκ4
εabcd

∮
∂Σ

ξcΓabϑc ∧ ϑd, (2.56)

donde Σ es una sección tipo espacio.
Son más conocidas las llamadas cargas de Komar [3], las que pueden ser escritas usando el len-

guaje coordenado (holónomo no-ortonormal) como

QK[ξ] = −
1

4cκ4
εµνλρ

∮
∂Σ

√
|g|∇µξν dxλ ∧ dxρ, (2.57)

y donde además los vectores ξ son vectores de Killing de la geometría, definidos en (A.80).
Esta expresión nos entrega cargas dependientes de los vectores ξ en espacios asintóticamente pla-

nos (lo que se obtiene a partir de las condiciones de borde que se imponen al estudiar las ecuaciones
de campo). Un ejemplo de esto se obtiene al estudiar la geometría de Kerr, la que en coordenadas de
Boyer-Lindquist [28] es dada por

g = −
(

1− 2GMr
c2Ξ

)
c2 dt⊗ dt− 2aGMr sin2 θ

c3Ξ
(cdt⊗ dϕ + dϕ⊗ cdt) +

Ξ
∆

dr⊗ dr

+ Ξ dθ ⊗ dθ +

(
r2 +

a2

c2 +
2a2Mr sin2 θ

c4Ξ

)
sin2 θ dϕ⊗ dϕ, (2.58)

donde las funciones Ξ y ∆ se definen como

Ξ := r2 +
a2

c2 cos2 θ, (2.59)

∆ := r2 − 2GMr
c2 +

a2

c2 . (2.60)

Claramente, esta métrica tiene al menos dos vectores de Killing:

ξ1 :=
1
c

∂

∂t
y ξ2 =

∂

∂ϕ
, (2.61)
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direcciones asociadas naturalmente a la conservación de la energía y del momento angular. Al calcular
las cargas de Komar asociadas a cada uno se obtienen (salvo por una (in)conveniente elección de
unidades)

QK

[
1
c

∂

∂t

]
=

Mc2

2
y QK

[
∂

∂ϕ

]
= −Mca = −J. (2.62)

Nótese que acá aparecen dos factores de 1/2 y −1 respectivamente, multiplicando los valores que
uno podría esperar obtener de forma intuitiva. Muchos consideran que esto es un problema ya que
no existiría un factor de normalización común para obtener las cargas “correctas”. Notemos además
que en esta integral no aparecen términos que pongan en duda la invarianza de Lorentz de la carga.

Este último punto es evitable si consideramos un espacio Asintóticamente Localmente Anti-de
Sitter (ALAdS). Un lagrangeano apropiado3 para este tipo de espacios queda dado por [15]

LALAdS =
1

cκ4
εabcd

(
1
4

Rab ∧ ϑc ∧ ϑd +
Λ
4!

ϑa ∧ ϑb ∧ ϑc ∧ ϑd +
3

8Λ
Rab ∧ Rcd

)
. (2.63)

Si calculamos directamente la carga asociada a la corriente de difeomorfismos para este lagran-
geano obtenemos

Q[ξ]
on
=

3
4Λcκ4

εabcd

∮
∂Σ

ξcΓab
(

Rcd +
Λ
3

ϑc ∧ ϑd
)

, (2.64)

la que no es un escalar bajo transformaciones locales de Lorentz. Uno puede ver esto directamente ya
que aparece el término ξcΓab en el integrando.

Consideraremos ahora, a modo de ejemplo, la geometría Kerr-AdS que viene dada por

ϑ0 =

√
∆
Ξ
(cdt− aΩ sen2 ϑ dϕ), (2.65a)

ϑ1 =

√
Ξ
∆

dr, (2.65b)

ϑ2 =

√
Ξ
f

dθ, (2.65c)

ϑ3 =

√
f
Ξ

sen θ(−acdt + Ω(r2 + a2)dϕ), (2.65d)

donde hemos usado

∆ := (r2 + a2)

(
1− Λ

3
r2
)
− 2GM

c2 r, f := 1 +
Λ
3

a2 cos2 θ, (2.65e)

Ω :=
1

1 + a2Λ/3
, Ξ := r2 + a2 cos2 θ. (2.65f)

Podemos calcular las respectivas cargas dadas por los vectores definidos en (2.61) que también
son Killings de esta geometría:

Q
[

1
c

∂

∂t

]
= ΩMc2 y Q

[
∂

∂ϕ

]
= −Ω2Mca. (2.66)

Sin embargo, podemos probar (de hecho, es el objetivo de esta sección) que esta cantidad no es un
invariante bajo transformaciones de Lorentz locales, lo que se debe a la presencia de la conexión en el
integrando. Consideremos la transformación de Lorentz [21] dada por

ϑ′0 := ϑ0 cosh[χ(x)] + ϑ1 sinh[χ(x)], ϑ′1 := ϑ0 senh[χ(x)] + ϑ1 cosh[χ(x)], (2.67)

ϑ′2 := ϑ2, ϑ′3 := ϑ3, (2.68)

3En el sentido de que las condiciones de borde que surgen al estudiar este lagrangeano son consistentes con la forma
asintótica que se pide a este espacio-tiempo.
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con χ(x) = α0rt sen θ (α0 una constante que se incluye por razones de unidades). Si evaluamos nue-
vamente la carga proveniente del vector ξ1 utilizando esta nueva tetrada, vemos que la carga toma
un valor

Q
[

1
c

∂

∂t

]
= ΩMc2 − 6π2α0ΩGM

κ4c2Λ
, (2.69)

por lo que las cargas no son invariantes bajo transformaciones locales de Lorentz en este formalismo,
como era de esperarse de la ecuación (2.64).

2.3. Cantidades conservadas gravitacionales invariantes en siste-
mas cerrados

El problema de la no-invarianza de Lorentz de las cargas ya descritas en el formalismo anterior,
surge del hecho de que la derivada de Lie no preserva la forma en que un objeto transforma bajo trans-
formaciones locales de Lorentz. Esto quiere decir que, por ejemplo, la derivada de Lie de un vector
bajo transformaciones locales de Lorentz no es un vector de Lorentz. Esto motiva el estudiar nueva-
mente el formalismo de Noether para cargas conservadas bajo difeomorfismo teniendo en cuenta esta
simetría adicional. Podemos partir nuestro estudio considerando solo el lagrangeano gravitacional,
para luego incorporar el estudio de la materia.

2.3.1. El lagrangeano gravitacional

A partir de la ecuación (2.47) podemos ver que para el lagrangeano gravitacional se tiene

`ξV = `ξ ϑa ∧ Ea − `ξ Ta ∧ Ha − `ξ Ra
b ∧ Ha

b, (2.70)

expresión que no pareciera ser covariante. Sin embargo, este no es el caso. Si consideramos una trans-
formación local de Lorentz finita ϑ′a = Λa

bϑb, tenemos que las derivadas de Lie que aparecen en la
ecuación anterior están dadas por

`ξ ϑ′
a
= (ξcdΛa

b) ϑb + Λa
b`ξ ϑb, (2.71)

`ξ T′a = (ξcdΛa
b) Tb + Λa

b`ξ Tb, (2.72)

`ξ R′ab =
{

ξcd[Λa
c(Λ−1)d

b]
}

Rc
d + Λa

c(Λ−1)d
b`ξ Rc

d. (2.73)

Entonces, podemos calcular rápidamente la derivada de Lie del lagrangeano gravitacional al cual le
ha sido aplicado la transformación

`ξV
′ = `ξV + (Λ−1)e

a (ξcdΛa
b)
(

ϑb ∧ Ee − Tb ∧ He

)
− (Λ−1)e

aΛb
f

{
ξcd[Λa

c(Λ−1)d
b]
}

Rc
d ∧ He

f

= `ξV + (Λ−1)e
a (ξcdΛa

b)
(

ϑb ∧ Ee − Tb ∧ He − Rb
c ∧ He

c + Rc
e ∧ Hc

b
)

= `ξV + (Λ−1)a
c (ξcdΛc

b)
(

DCb
a + ϑb ∧ Ea

)
. (2.74)

Ahora bien, reconocemos que el término (Λ−1)a
c

(
ξcdΛcb

)
es antisimétrico en los dos índices libres,

por lo que el término que hiciera parecer que la ecuación (2.74) es inconsistente, se anula idénticamen-
te, gracias a lo que se ha probado en (2.35). Notemos además que podemos sumar a esta ecuación, un
término Ba

b

(
DCb

a + ϑb ∧ Ea

)
, con una 0-forma Bab antisimétrica en sus índices de Lorentz y que en

principio, depende del vector con respecto al cual se hace la transformación de difeomorfismo y de
otros elementos de la geometría. Esto es equivalente a reemplazar en (2.70) la derivada de Lie por una
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derivada de Lie covariante, la que satisface las mismas propiedades que la derivada de Lie y se define
como

LξωA = `ξ ωA +
1
2

Bab(sab)
A

BωB, (2.75)

donde ωA es una p-forma con índices de Lorentz y (sab)
A

B es el generador de Lorentz para la repre-
sentación correspondiente. Además, es necesario que la función Ba

b transforme bajo transformaciones
locales de Lorentz como

B′ab = Λa
c(Λ−1)d

bBc
d − (Λ−1)c

bξcdΛa
c, (2.76)

donde ξ corresponde al vector con el respecto a cual se calcula la derivada de Lie covariante. Esto se
debe a que de la definición de la derivada de Lie generalizada (2.75), podemos reordenar

Lξ ωA = D(ξcωA) + ξcDωA +
1
2
(Ba

b − ξcΓa
b)(sa

b)A
BωB, (2.77)

de manera que para asegurar la covarianza bajo transformaciones locales de Lorentz de esta defini-
ción, es necesario que el tercer término del lado derecho transforme como un tensor de Lorentz. Así,
la función Ba

b hereda ciertas propiedades de transformación del término ξcΓa
b que se ven claramente

en (2.76).
Podemos probar que el nuevo término que introdujimos en (2.75) no contribuye en (2.74). Tene-

mos que el segundo término que aparece en el lado derecho de (2.76) no contribuye a (2.74) por lo
que se ha explicado anteriormente. Por lo tanto, es necesario probar para la parte de la función Ba

b
que transforma como tensor de Lorentz4 tampoco destruirá la invarianza bajo difeomorfismos. Por
simplicidad, denotaremos este mediante B̄a

b. Para proceder, recordaremos primeramente que para
los vectores contravariantes de Lorentz el respectivo generador está dado por

(s(
1
0)

ij )a
b = δa

i gjb − δa
j gib, (2.78a)

y para un tensor de rango (1
1) el generador correspondiente es

(s(
1
1)

ij )a
bc

d = δa
c

(
δd

i gbi − δd
i gbj

)
+ δd

b

(
δa

i gcj − δa
j gci

)
. (2.78b)

Entonces, al introducir esto en la variación de los campos, aparecen los nuevos términos

1
2

B̄ij
[
(s(CV)

ij )a
b

(
ϑ′b ∧ E′a − T′b ∧ H′a

)
− (s(

1
1)

ij )a
bc

dR′cd ∧ H′a
b
]

= Ba
b(θ

b ∧ Ea − Tb ∧ Ha − Rb
c ∧ Ha

c + Rc
a ∧ Hc

b)

= Ba
b

(
DCb

a + ϑb ∧ Ea

)
≡ 0, (2.79)

lo que prueba nuestra afirmación anterior.
Existen una serie de elecciones de la función Ba

b que son de particular interés

BNatural
ab := ξcΓab, (2.80a)

BRiemann
ab := ξcΓ̊ab, (2.80b)

BYano
ab := −Θab = e[ac`ξ ϑb]. (2.80c)

Sin embargo, más allá de las elecciones particulares, podemos reescribir de manera completamen-
te válida la ecuación (2.70) como

LξV = Lξ ϑa ∧ Ea − Lξ Ta ∧ Ha − Lξ Ra
b ∧ Ha

b. (2.81)

Ahora bien, puede parecer complicado calcular los valores de la derivada de Lie generalizada de la
torsión y de la curvatura ya que en éste aparecerá la derivada de Lie generalizada de la conexión de

4Primer término del lado derecho de (2.76).
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espín, campo que bien sabemos no transforma como tensor bajo transformaciones locales de Lorentz,
por lo tanto, no tenemos un generador de Lorentz para este objeto. Hemos de subsanar esta dificultad
definiendo la derivada de Lie generalizada de la conexión de espín como (esto se hace de manera que
las ecuaciones sean consistentes)

Lξ Γa
b := `ξ Γa

b − dBa
b − Γa

cBc
b + Γc

bBa
b ≡ D(ξcΓa

b − Ba
b) + ξcRa

b. (2.82)

Gracias a esta definición tenemos que [Lξ , d] = 0 para todos los objetos geométricos definidos sobre
la variedad espacio-temporal.

Ahora bien, usando las definiciones de la torsión y de la curvatura, encontramos que

Lξ Ta = D
(
Lξϑa)+ Lξ Γa

b ∧ ϑb, (2.83a)

Lξ Ra
b = D

(
Lξ Γa

b
)

, (2.83b)

por lo que al reemplazar en la ecuación (2.81) y completando derivadas, es inmediato obtener

Lξϑa ∧ Ea + Lξ Γa
b ∧ Ca

b − d
(

ξcV + Lξ ϑa ∧ Ha + LξΓa
b ∧ Ha

b
)
= 0, (2.84)

por lo que podemos definir una corriente de difeomorfismos invariante de Lorentz debida a los po-
tenciales gravitacionales como

Jgrav.(ξ) := ξcV + Lξϑa ∧ Ha + Lξ Γa
b ∧ Ha

b, (2.85)

que satisface la ecuación de conservación

dJgrav.(ξ) = Lξ ϑa ∧ Ea + LξΓa
b ∧ Ca

b. (2.86)

2.3.2. Lagrangeano de materia

Para el caso del lagrangeano de materia, tenemos, análogamente al caso gravitacional, que la in-
varianza de difeomorfismos implica

`ξM = `ξ ΨA ∧ ∂M

∂ΨA + `ξ

(
DΨA

)
∧ ∂M

∂(DΨA)
+ `ξ ϑa ∧ ∂M

∂ϑa + `ξ Ta ∧ ∂M

∂Ta +
1
2
`ξ Ra

b ∧
∂M

∂Ra
b

. (2.87)

Si se aplica una transformación local de Lorentz sobre los campos, podemos ver que (2.87) trans-
forma como

`ξM
′ = `ξM + (Λ−1)c

aξcdΛa
b

(
ϑb ∧ ∂M

∂ϑc + Tb ∧ ∂M

∂Tc + Rb
d ∧

∂M

∂Rc
d
− Rb

d ∧
∂M

∂Rc
d

)
+ (Λ−1)C

AξcdΛA
B

(
ΨB ∧ ∂M

∂ΨC + DΨB ∧ ∂M

∂(DΨC)

)
. (2.88)

Ahora bien, como desconocemos la representación del grupo de Lorentz que corresponde a cada cam-
po de materia que se introduce en el modelo, pareciera que no podemos avanzar más en esta expre-
sión. Sin embargo, basta estudiar el caso de las transformaciones locales de Lorentz infinitesimales:
ΛA

B = δA
B + εij(sij)

A
B/2,

`ξM
′ = `ξM + ξcdεa

b

(
ϑb ∧ ∂M

∂ϑa + Tb ∧ ∂M

∂Ta + Rb
c ∧

∂M

∂Rac
− Rc

a ∧
∂M

∂Rc
b

+
1
2
(sa

b)A
B

[
ΨB ∧ ∂M

∂ΨA + DΨB ∧ ∂M

∂(DΨA)

])
= `ξM + ξcdεa

b

(
Dτa

b + ϑb ∧ Σa +
1
2
(sa

b)A
BΨB ∧ δL

δΨA

)
, (2.89)
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de donde reconocemos del lado derecho, el término que aparece en (2.44), por lo que la ecuación
(2.87) es invariante de Lorentz. Bajo el mismo razonamiento expuesto anteriormente, podemos reem-
plazar también las derivadas de Lie usuales, por las derivadas de Lie generalizadas, así, tenemos una
expresión explícitamente covariante

LξM = LξΨA ∧ ∂M

∂ΨA + Lξ

(
DΨA

)
∧ ∂M

∂(DΨA)
+ Lξϑa ∧ ∂M

∂ϑa + Lξ Ta ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

Lξ Ra
b ∧

∂M

∂Ra
b

, (2.90)

la que podemos reescribir como

d(ξcM ) = Lξ ΨA ∧ δL

δΨA + Lξ ϑa ∧ Σa + Lξ Γa
b ∧ τa

b

+ d
(

Lξ ΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ Lξ ϑa ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

LξΓa
b ∧

∂M

∂Ra
b

)
, (2.91)

por lo que podemos definir la corriente debida a la materia

Jmat.(ξ) := ξcM − Lξ ΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
− Lξϑa ∧ ∂M

∂Ta −
1
2

Lξ Γa
b ∧

∂M

∂Ra
b

, (2.92)

que satisface

dJmat.[ξ] = LξΨA ∧ δL

δΨA + Lξ ϑa ∧ Σa + Lξ Γa
b ∧ τa

b. (2.93)

Por lo tanto, la corriente conservada que aparece de los difeomorfismos para el lagrangeano total
está dada por

J(ξ) = Jgrav.(ξ) + Jmat.(ξ)

= ξcL + Lξϑa ∧
(

Ha −
∂M

∂Ta

)
+ Lξ Γa

b ∧
(

Ha
b − ∂M

∂Ra
b

)
− Lξ ΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
, (2.94)

mientras que se satisface la ecuación de balance

dJ(ξ) = Lξ ΨA ∧ δL

δΨA + Lξϑa ∧ (Ea + Σa) + Lξ Γa
b ∧
(
Ca

b + τa
b
)

. (2.95)

2.3.3. Identidades de Noether correspondientes a difeomorfismos.

Aunque uno de los objetivos principales de esta tesis es obtener las corrientes y cargas conserva-
das correspondientes a difeomorfismos, es importante también estudiar distintas consecuencias que
aparecen de las distintas elecciones de derivadas de Lie generalizadas como las que hemos dado en
(2.80).

En particular, comenzaremos nuestro estudio utilizando la primera de las 3 elecciones, es decir,
utilizaremos la derivada de Lie generalizada

ŁξωA = `ξωA +
1
2

ξcΓa
b(sa

b)A
BωB ≡ ξcDωA + D(ξcωA), (2.96)

para una p-forma arbitraria ωA, con índices de Lorentz representados por A. Utilizando esta deriva-
da, encontramos que la ecuación (2.81) toma la forma

d(ξcV ) = [ξcTa + D(ξcϑa)] ∧ Ea −
[
ξc(Ra

b ∧ ϑb) + D(ξcTa)
]
∧ Ha −D(ξcRa

b) ∧ Ha
b, (2.97)

que podemos reescribir al completar las derivadas como

ξcTa ∧ (Ea −DHa)− ξcRa
b ∧
(

ϑb ∧ Ha + DHa
b
)
− ξa

(
DEa + Rb

a ∧ Hb

)
+ d

(
ξaEa − ξcTa ∧ Ha − ξcRa

b ∧ Ha
b − ξcV

)
= 0, (2.98)
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donde vemos que ésta tiene la forma ξa Aa + d(ξaBa) = 0, que es válida para todo campo vectorial
ξ, en particular, podemos considerar el caso en que éste es un vector constante, de donde se obtiene
inmediatamente que Aa + d(Ba) = 0. Además, esto implica que para cualquier vector ξ se debe tener
dξa ∧ Ba = 0, lo que se traduce en que Ba = 0 y entonces, Aa = 0. Para la ecuación (2.98), obtenemos
las identidades

DEa ≡ eacTb ∧ Eb + eacRc
b ∧ Cc

b, (2.99)

Ea ≡ eacTb ∧ Hb + eacRc
b ∧ Hc

b + eacV . (2.100)

Podemos hacer algo análogo para el caso del lagrangeano de materia. Esta vez la ecuación (2.90)
se convierte en

d(ξcM ) =
[
D(ξcΨA) + ξcDΨA

]
∧ ∂M

∂ΨA +

{
1
2

ξc
[

Ra
b ∧ (sa

b)A
BΨB

]
+ D

[
ξcDΨA

]}
∧ ∂M

∂(DΨA)

+ [ξcTa + D(ξcϑa)] ∧ ∂M

∂ϑa +
[
ξc(Ra

b ∧ ϑb) + D(ξcTa)
]
∧ ∂M

∂Ta +
1
2

D(ξcRa
b) ∧

∂M

∂Ra
b

, (2.101)

la que podemos reducir a la forma ξa Aa + d(ξaBa) = 0 completando las derivadas covariantes, por
lo que obtenemos

ξcDΨA ∧ δL

δΨA + ξcTa ∧ Σa + ξcRa
b ∧ τa

b + (−1)pA ξcΨA ∧D
(

δL

δΨA

)
− ξaDΣa

+ d
(

ξcΨA ∧ ∂M

∂ΨA + ξcDΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ ξa ∂M

∂ϑa + ξcTa ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

ξcRa
b ∧

∂M

∂Ra
b
− ξcM

)
= 0,

(2.102)

de donde se sigue que se satisfacen las identidades

DΣa ≡ eacDΨA ∧ δL

δΨA + eacTb ∧ Σb + eacRc
b ∧ τc

b + (−1)pA eacΨA ∧D
(

δL

δΨA

)
, (2.103)

Σa ≡ eacM − eacΨA∧ ∂M

∂ΨA − eacDΨA∧ ∂M

∂(DΨA)
+ D

(
∂M

∂Ta

)
− eacTb∧ ∂M

∂Tb −
1
2

eacRc
b∧

∂M

∂Rc
b

. (2.104)

Vemos que la identidad (2.104) es la forma explícita del tensor de energía-momentum de materia, que
reduce al caso de la relatividad especial (espacio-tiempo de Minkowski)

Σa = eacM − eacΨA ∧ ∂M

∂ΨA − eacdΨA ∧ ∂M

∂(dΨA)
(2.105)

2.3.4. Corrientes escritas como superpotenciales

Un superpotencial es una (d− 2)-forma H(λ) tal que la (d− 1)-forma de corriente J que aparece
de la simetría de un sistema se puede escribir como J = dH, de manera que la carga conservada,
como se define en (2.14) queda dada por

Q[λ] =
∫

∂Σ

H(λ). (2.106)

De la forma en que surge el formalismo descrito anteriormente, no es posible escribir la corriente
de difeomorfismos en esta forma, sin embargo, podemos escribirla como la combinación lineal de
las derivadas variacionales del lagrangeano con respecto a los campos y la derivada de una (d− 2)-
forma, que toma el rol de un superpotencial cuando estamos on-shell. Esto es posible gracias a que
podemos calcular de manera sencilla el valor de la derivada de Lie generalizada de la base del espacio
cotangente

Lξϑa = Dξa + ξcTa + (Ba
b − ξcΓa

b) ϑb (2.107)
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y a las identidades (2.82), (2.100) y (2.104). Combinando éstas, encontramos que la corriente de difeo-
morfismos del lagrangeano gravitacional (2.85) queda dada por

Jgrav.(ξ) = ξaEa − ξcTa ∧ Ha − ξcRa
b ∧ Ha

b

+
[
Dξa + ξcTa + (Ba

b − ξcΓa
b) ϑb

]
∧ Ha + [D(ξcΓa

b − Ba
b) + ξcRa

b] ∧ Ha
b

= d
[
ξa Ha + (ξcΓa

b − Ba
b)Ha

b
]
+ ξaEa + (ξcΓa

b − Ba
b)Ca

b, (2.108)

de manera que cuando la configuración de los campos satisface las ecuaciones de campo en el vacío,
tenemos un superpotencial gravitacional

Hgrav.(ξ) := ξa Ha + (ξcΓa
b − Ba

b)Ha
b, (2.109)

tal que Jgrav. on
= dHgrav..

En el caso del que el sistema incluya campos de materia, podemos estudiar la corriente de materia
(2.92) para lograr una expresión de una forma similar. En este caso, recurrimos a la expresión (2.104)
para explicitar el término ξcM . Obtenemos así,

Jmat.(ξ) = ξcΨA ∧ ∂M

∂ΨA + ξcDΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
+ ξa ∂M

∂ϑa + ξcTa ∧ ∂M

∂Ta +
1
2

ξcRa
b ∧

∂M

∂Ra
b

− ξcTa ∧ ∂M

∂Ta −
1
2

ξcRa
b ∧

∂M

∂Ra
b
− LξΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)

−
[
Dξa + ξcTa + (Ba

b − ξcΓa
b) ϑb

]
∧ ∂M

∂Ta −
1
2
[D(ξcΓa

b − Ba
b) + ξcRa

b] ∧
∂M

∂Ra
b

= ξcΨA ∧ δL

δΨA + ξaΣa + (ξcΓa
b − Ba

b)τa
b

− d
[

ξa ∂M

∂Ta +
1
2
(ξcΓa

b − Ba
b)

∂M

∂Ra
b
+ ξcΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)

]
, (2.110)

por lo que podemos entonces definir

Hmat.(ξ) := −ξa ∂M

∂Ta −
1
2
(ξcΓa

b − Ba
b)

∂M

∂Ra
b
− ξcΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
,

tal que

Jmat.(ξ) = dHmat.(ξ) + ξcΨA ∧ δL

δΨA + ξaΣa + (ξcΓa
b − Ba

b)τa
b. (2.111)

Definiendo el superpotencial total

H(ξ) := Hgrav.(ξ) + Hmat.(ξ), (2.112)

es claro entonces que la corriente total asociada a los difeomorfismos queda dada por

J(ξ) = dH(ξ) + ξcΨA ∧ δL

δΨA + ξa (Ea + Σa) + (ξcΓa
b − Ba

b)
(
Ca

b + τa
b
)

. (2.113)

Si suponemos que todos los campos son dinámicos, esto es, que todas las derivadas variacionales del
lagrangeano con respecto a los campos se anulan, se sigue que

H(ξ) = ξa
(

Ha −
∂M

∂Ta

)
+ (ξcΓa

b − Ba
b)

(
Ha

b − 1
2

∂M

∂Ra
b

)
− ξcΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)
(2.114)

es un superpotencial que surge de la simetría de difeomorfismos, por lo que la carga conservada de
difeomorfismos invariante de Lorentz queda dada por

Qdif.
inv. L.[ξ]

on
=
∮

∂Σ

[
ξa
(

Ha −
∂M

∂Ta

)
+ (ξcΓa

b − Ba
b)

(
Ha

b − 1
2

∂M

∂Ra
b

)
− ξcΨA ∧ ∂M

∂(DΨA)

]
. (2.115)
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Tomando una elección de Ba
b y un lagrangeano particular, podemos dar ejemplos de las cargas

conservadas. Por ejemplo, con el lagrangeano de Hilbert-Einstein (2.53) en la notación simplificada
que hemos estado utilizando

Ea =
1

4cκ4
εabcdRcb ∧ ϑd, Ha = 0, Eab = 0, Hab = − 1

4cκ4
εabcdϑc ∧ ϑd, (2.116)

por lo que la carga on-shell invariante de Lorentz (2.115) queda dada por

Qdif.
inv. L.[ξ]

on
=
∮

∂Σ

(
ξcΓab − Bab

)(
− 1

4cκ4
εabcdϑc ∧ ϑd

)
. (2.117)

Si tomamos la elección de Yano para Ba
b, podemos ver que

ξcΓab − Bab = ξcΓab − e[ac`ξ ϑa] ≡ −1
2

[
eac
(

Dξb + ξcTb
)
− ebc(Dξa + ξcTa)

]
on
= −e[acDξb], (2.118)

de manera que la carga on-shell toma la forma

Y[ξ] := Qdif.-EH
inv. L.-Yano[ξ]

on
=

1
4cκ4

εabcd

∮
∂Σ

eacDξb ϑc ∧ ϑd. (2.119)

Podemos además traducir esta carga a la base inducida por las coordenadas xµ, utilizando las matrices
de cambio de base ha

µ que satisfacen

dxµ = ha
µϑa, ϑa = ha

µdxµ, Γa
bµ = ha

νhb
λΓν

λµ + ha
λ∂µhb

λ, (2.120)

donde ha
µ es la matriz de transformación inversa. Así, al introducir esto en (2.119) se obtiene

Y[ξ] =
1

4cκ4
εµνλρ

∮
∂Σ

√
|g|∇µξν dxλ ∧ dxρ, (2.121)

la que se diferencia de carga Komar definida en (2.57) por un signo. Por lo que la carga presentada
anteriormente es invariante de bajo transformaciones locales de Lorentz, aunque en [3] esta carga se
derivó utilizando un procedimiento distinto y sin tener en cuenta esta simetría.

2.3.5. Cantidades conservadas para el agujero negro Kerr-AdS

Podemos también calcular las cantidades conservadas que aparecen para el lagrangeano (2.63),
con el objetivo de compararlas con aquellas obtenidas en la ecuación (2.64). Para ser consistentes con
la notación usada anteriormente, vemos que a partir del lagrangeano (2.63) se obtiene

Ea =
1

2cκ4
εabcd

(
Rbc +

Λ
3

ϑb ∧ ϑc
)
∧ ϑd, (2.122a)

Ha = 0, (2.122b)
Eab = 0, (2.122c)

Hab = − 3
4Λcκ4

εabcd

(
Rcd +

Λ
3

ϑc ∧ ϑd
)

, (2.122d)

con las cantidades que surgen del lagrangeano de materia nulas (ya que este lagrangeano considera
solo efectos gravitacionales). Así, vemos que la corriente conservada invariate de Lorentz, de acuerdo
con la ecuación (2.113) está dada por

JALAdS(ξ) = −
3

4Λcκ4
d
[

εabcd(ξcΓab − Bab)

(
Rcd +

Λ
3

ϑc ∧ ϑd
)]

+ ξaEa + (ξcΓab − Bab)Cab. (2.123)
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De manera que la carga invariante de Lorentz on shell, para cualquier elección de derivada de Lie
generalizada, está dada por

QALAdS[ξ]
on
= − 3

4Λcκ4
εabcd

∮
∂Σ

[
(ξcΓab − Bab)

(
Rcd +

Λ
3

ϑc ∧ ϑd
)]

. (2.124)

Podemos hacer un análisis más detallado de lo que sucede con la ecuación (2.124) a partir de las
distintas elecciones de (2.80). Notemos que la elección natural de derivada de Lie generalizada, es
decir, aquella dada por (2.80a) da inmediatamente una carga conservada nula, para cualquier vector
ξ, lo que no nos da ninguna información sobre el sistema, ya que el valor de la carga es independiente
de la configuración de éste. Por otra parte, la elección de Riemann dada por (2.80b), rinde la carga
dada por

QRiemann
ALAdS [ξ]

on
= − 3

4Λcκ4
εabcd

∮
∂Σ

[
ξcκab

(
Rcd +

Λ
3

ϑc ∧ ϑd
)]

, (2.125)

con κab la 1-forma de contorsión. Notemos sin embargo que al desarrollar explícitamente la ecuación
de campo Cab = 0, se obtiene necesariamente que Ta = κa

b ∧ ϑb = 0, por lo que la carga conservada
que surge usando esta elección es también nula. Sin embargo, si utilizamos la elección de Yano (2.80c)
y la identidad (2.118) se obtiene

QYano
ALAdS[ξ]

on
=

3
4Λcκ4

εabcd

∮
∂Σ

[
eacDξb

(
Rcd +

Λ
3

ϑc ∧ ϑd
)]

. (2.126)

Si calculamos esta última para el agujero negro Kerr-AdS dado anteriormente en (2.65), obtenemos
las mismas cargas que se obtienen en la ecuación (2.66). Sin embargo, éstas no tienen el problema de
depender de la elección de tétrada que hagamos para la geometría.
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Capítulo 3

Cargas Conservadas Invariantes en
Teorías Métrico-Afines Generales

Las transformaciones locales de Lorentz nos permiten definir objetos sobre la variedad que trans-
formen de manera particular bajo esta simetría y no cambien bajo transformaciones generales de
coordenadas. Este es el caso, por ejemplo, de los espinores que se utilizan para describir el conocido
campo de Dirac.

Es posible también desarrollar el formalismo para construir cargas conservadas usando la base
holónoma en vez de la base ortonormal. La gran diferencia que surge al usar esta base, es que única-
mente se aprecia la simetría bajo transformaciones generales de coordenadas, ya que no está presente
la simetría local de Lorentz. Sin embargo, la covarianza de las cantidades que aparecen al estudiar
las corrientes de esta forma está asegurada de inmediato. Un desafío que podemos plantear es el
corroborar que se obtienen las mismas cargas conservadas al hacer uso de una base u otra.

Además, el escribir las cantidades en la base holónoma tiene como ventaja el hecho de que es
posible incluir de forma sencilla generalizaciones a la teoría de Einstein-Cartan, utilizada en el capí-
tulo anterior. En particular, en este capítulo desarrollaremos el formalismo para espacios métrico-afines
generales, esto es, espacios que tienen curvatura (A.72), torsión (A.69) y no-metricidad (A.67).

Esto implica, por supuesto, que las derivadas covariantes no conmutan con la métrica. A modo de
ejemplo, podemos mencionar el caso de un vector contravariante ξµ, para el que se tiene

∇µξν = ∇µ(gνλξλ) 6= gνλ∇µξλ. (3.1)

Un estudio minucioso de las propiedades de las variedades con no-metricidad y torsión no nula
puede encontrarse en [29]. En el apéndice A se encuentran las equivalencias entre cantidades geomé-
tricas definidas en ambas bases.

3.1. El teorema de Noether en la base holónoma

Nuevamente, consideramos un sistema descrito por una acción S definida mediante

S :=
∫
M

L(Φ, ∂Φ) dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1) ≡
∫
M

L(Φ, ∂Φ) ddx, (3.2)

donde L es una densidad escalar de peso 1 y que conocemos como densidad lagrangeana, que depen-
de de los campos ΦA y sus derivadas parciales ∂µΦA, donde el índice A corresponde a la enumeración
de los campos y varía de acuerdo a A = 1, . . . , N, con N el número de campos independientes invo-
lucrados en el sistema. No establecemos una dependencia explícita de la densidad lagrangeana con
respecto a las coordenadas, ya que toda esta información puede ser absorbida en un campo nuevo.
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Ahora bien, una variación infinitesimal general de la acción se puede escribir como

δS =
∫
M

[
(δL)ddx + L δ(ddx)

]
. (3.3)

La densidad lagrangeana y las coordenadas tienen su propio comportamiento particular, podemos
entonces escribir

δ(ddx) = ∂µ(δxµ)ddx, (3.4)

δL =
∂L

∂ΦA δΦA +
∂L

∂(∂µΦA)
δ(∂µΦA). (3.5)

Sin embargo, la variación del lagrangeano contiene información del cambio en la configuración de los
campos que definen el estado del sistema y del efecto que tiene el cambio de coordenadas para la descrip-
ción del sistema. Una consecuencia inmediata es que a diferencia de la formulación del formalismo
en formas diferenciales, no podemos conmutar inmediatamente la derivada de los campos con las
variaciones. Podemos, por otra parte, definir la variación sustancial

δ̄ΦA := δΦA − δxµ∂µΦA, (3.6)

que por definición conmuta con la derivada parcial

δ̄
(

∂µΦA
)
≡ ∂µ

(
δ̄ΦA

)
, (3.7)

para reescribir la ecuación (3.5) como

δL =
δL

δΦA δ̄ΦA + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
δ̄ΦA

)
+ δxµ∂µL, (3.8)

de manera que, al combinar los resultados, la variación de la acción (3.3) se escribe

δS =
∫
M

[
δL

δΦA δ̄ΦA + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
δ̄ΦA + δxµL

)]
, (3.9)

donde
δL

δΦA :=
∂L

∂ΦA − ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)

)
(3.10)

es la derivada funcional estándar de la densidad lagrangeana con respecto al campo ΦA.
Vemos que no es necesario que la transformación hecha anteriormente sea una simetría sobre el

sistema para realizar este cálculo. Podemos estar tratando con transformaciones para extremizar la
acción, sin embargo, nuestro interés radica en las simetrías continuas, por lo que podemos escribir
estas variaciones infinitesimales como

δ̄ΦA = ελi(Ωi)
A

BΦB, δxµ = ελi(Ωi)
µ

νxν, (3.11)

con Ωi los generadores correspondientes a cada representación del álgebra de Lie asociada a la trans-
formación, λi los parámetros que definen a la transformación y ε un parámetro infinitesimal constan-
te. Tenemos entonces que la ecuación (3.9) puede reescribirse como

δS = ε
∫
M

[
δL

δΦA λi(Ωi)
A

BΦB + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
λi(Ωi)

A
BΦB + λi(Ωi)

µ
νxνL

)]
, (3.12)

de donde definimos una densidad de corriente, que es una densidad vectorial de peso 1

J µ(λi) :=
∂L

∂(∂µΦA)
λi(Ωi)

A
BΦB + λi(Ωi)

µ
νxνL, (3.13)
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la que en el caso de que la acción sea invariante bajo la transformación, se tiene que se debe satisfacer
la ecuación de balance

∂µJ µ(λi) = − δL
δΦA λi(Ωi)

A
BΦB. (3.14)

Cuando en la descripción del sistema utilizamos campos no-dinámicos, tenemos que on-shell se
debe satisfacer

∂µJ µ(λi)
on
= − δL

δψI λi(Ωi)
I

Jψ
J , (3.15)

la que eventualmente puede anularse, dependiendo del comportamiento de los campos no-dinámicos
en el sistema.

La carga en este formalismo se define mediante

Q :=
∫
Σ

J µ(λi) n̂µ(Σ)dΣ, (3.16)

donde dΣ es un elemento de la hipersuperficie Σ y n̂µ(Σ) un vector ortogonal a la hipersuperficie tipo
espacio Σ, que apunta en dirección futura1. Si definimos la sub-variedad Ω de la misma forma que en
(2.15) y si tenemos que el lado derecho de (3.15) se anula, podemos integrar sobre ésta∫

Ω

∂µJ µ ddx =
∫

∂Ω

J µ n̂µ(∂Ω)dd−1x

=
∫
Σ1

J µ n̂µ(Σ1)dΣ−
∫
Σ2

J µ n̂µ(Σ2)dΣ +
∫
Π

J µ n̂µ(Π)dd−1x

= Q1 −Q2 +
∫
Π

J i n̂i dd−1x, (3.17)

por lo que, si además suponemos que el flujo sobre la hipersuperficie Π se anula en el infinito espacial,
vemos que

∆t1→t2 Q = 0, (3.18)

lo que implica que la carga se conserva globalmente en la sub-variedad Ω.

3.2. Identidades de Noether correspondientes a difeomorfismos

En los trabajos [25, 26] Obukhov y Puetzfeld establecieron las identidades de difeomorfismo que
se obtienen de la invarianza general de coordenadas, es decir, las transformaciones de difeomorfismo.

Para esto, consideraron los cambios infinitesimales de las coordenadas espaciotemporales, que
afectan a las cantidades los campos de materia y geométricos como:

δxµ = εξµ(x), (3.19)

δgµν = ε[−(∂µξλ) gλν − (∂νξλ) gµν], (3.20)

δΓν
λµ = ε

[
−(∂λξρ) Γν

ρµ − (∂µξρ) Γν
λρ + (∂ρξν) Γρ

λµ − ∂λ∂µξν
]

, (3.21)

δΨA = −ε (∂µξν) (σA
B)ν

µ ΨB. (3.22)

Aquí, ε es un factor infinitesimal constante, ξµ un campo vectorial que parametriza el difeomorfismo
local y (σA

B)ν
µ son los generadores de las transformaciones generales de coordenadas. Estos últimos,

satisfacen la relación de conmutación

(σA
C)ν

µ(σC
B)ρ

λ − (σA
C)ρ

λ(σC
B)ν

µ = (σA
B)ρ

µ δλ
ν − (σA

B)ν
λ δν

ρ . (3.23)

1Esto quiere decir que n̂µ(Σ) es además un vector tipo tiempo.

24



Ahora bien, podemos utilizar las leyes de transformación dadas en (3.19) a (3.22) y la definición
de la variación sustancial (3.6) para obtener que la variación de la acción (3.3) queda dada por

δS = −ε
∫ [

ξλ Ωλ + (∂µξλ)Ωλ
µ + (∂µ∂νξλ)Ωλ

µν + (∂µ∂ν∂ρξλ)Ωλ
µνρ
]

d4x, (3.24)

donde hemos definido

Ωλ :=
δL

δgµν
∂λgµν +

δL
δΨA ∂λΨA +

∂L
∂Γσ

ρτ
∂λΓσ

ρτ + ∂µ

(
∂L

∂(∂µgστ)
∂λgστ

)
+

∂L
∂(∂µΓσ

ρτ)
∂λ∂µΓσ

ρτ + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨA)
∂λΨA − δ

µ
λL
)

, (3.25)

Ωλ
µ := 2

δL
δgµν

gλν +
δL

δΨA (σA
B)λ

µ ΨB +
∂L

∂(∂µΨA)
∂λΨA − δ

µ
λL+ 2∂σ

(
∂L

∂(∂σgµν)
gνλ

)
+

∂L
∂(∂µgρσ)

∂λgρσ + ∂ν

(
∂L

∂(∂νΨA)
(σA

B)λ
µΨB

)
+

∂L
∂Γν

τµ
Γν

τλ +
∂L

∂Γν
µτ

Γν
λτ −

∂L
∂Γλ

τν
Γµ

τν

+
∂L

∂(∂µΓρ
τσ)

∂λΓρ
τσ +

∂L
∂(∂σΓρ

µτ)
∂σΓρ

λτ +
∂L

∂(∂σΓρ
τµ)

∂σΓρ
τλ −

∂L
∂(∂σΓλ

τρ)
∂σΓµ

τρ, (3.26)

Ωλ
µν :=

∂L
∂(∂(µΨA)

(σA
B)λ

ν)ΨB +
∂L

∂Γλ
(µν)

+
∂L

∂(∂(µΓτ
ν)σ)

Γτ
λσ

+ 2
∂L

∂(∂(µgν)σ)
gλσ +

∂L
∂(∂(µΓτ |ρ|ν))

Γτ
ρλ −

∂L
∂(∂(µΓλ |ρσ|)

Γν)
ρσ, (3.27)

Ωλ
µνρ :=

∂L
∂(∂(ρΓλ

µν))
. (3.28)

Ahora bien, si la acción es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas, tenemos
que el lado izquierdo de (3.24) es nulo; así, el integrando del lado derecho de esta misma ecuación
ha de anularse idénticamente, por lo que, debido a la independencia lineal del vector ξµ con sus
derivadas de orden superior, se ha de satisfacer que

Ωλ ≡ 0, Ωλ
µ ≡ 0, Ωλ

µν ≡ 0, Ωλ
µνρ ≡ 0, (3.29)

las que se conocen como identidades de Noether para difeomorfismos.

3.3. Corriente de difeomorfismo

Es importante estudiar también el comportamiento de la corriente que surge a partir de los difeo-
morfismos en el formalismo de coordenadas, en particular, resulta interesante saber cómo se relaciona
éste con la corriente (2.51a) y con (2.113).

En este formalismo, podemos notar que la variación sustancial de los campos geométricos y de
materia está dada por

δ̄gµν = −ε(∂µξλ) gλν − ε(∂νξλ) gµν − εξλ∂λgµν (3.30)

δ̄Γν
λµ = −ε(∂λξρ) Γν

ρµ − ε(∂µξρ) Γν
λρ + ε(∂ρξν) Γρ

λµ − ε∂λ∂µξν − εξρ∂ρΓν
λµ, (3.31)

δ̄ΨA = −ε (∂µξν) (σA
B)ν

µ ΨB − εξµ∂µΨA. (3.32)
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Por su parte, podemos definir la derivada de Lie de los elementos señalados:

`ξ gµν := (∂µξλ) gλν + (∂νξλ) gµν + ξλ∂λgµν

≡ gλν∇µξλ + gµλ∇νξλ − ξλ
(

Qλµν + 2T(µν)λ

)
, (3.33)

`ξ Γλµ
ν := (∂λξρ) Γρµ

ν + (∂µξρ) Γλρ
ν − (∂ρξν) Γλµ

ρ + ∂λ∂µξν + ξρ∂ρΓλµ
ν

≡ ∇λ∇µξν +∇λ

(
Tν

ρµξρ
)
+ ξρRν

ρλµ, (3.34)

`ξΨA := ξµ∂µΨA + (∂µξν) (σA
B)ν

µ ΨB

≡ ξµ∇µΨA + (∇µξν) (σA
B)ν

µ ΨB + Tλ
µνξµ(σA

B)λ
νΨB. (3.35)

Notamos que todas estas expresiones son covariantes bajo transformaciones generales de coordena-
das. Además, podemos relacionarlas con las variaciones sustanciales,

δ̄gµν = −ε `ξ gµν, (3.36)

δ̄Γν
λµ = −ε `ξΓλµ

ν, (3.37)

δ̄ΨA = −ε `ξΨA, (3.38)

por lo que la corriente (3.13) para los difeomorfismos puede escribirse como

J µ = ξµL−
(
`ξ gλρ

) ∂L
∂(∂µgλρ)

−
(
`ξ Γλ

ρσ

) ∂L
∂(∂µΓλ

ρσ)
−
(
`ξΨA

) ∂L
∂(∂µΨA)

. (3.39)

De (3.14) vemos que esta corriente satisface la ecuación de balance

∂µJ µ =
(
`ξ gµν

) δL
δgµν

+
(
`ξ Γλ

µν

) δL
δΓλ

µν
+
(
`ξ ΨA

) δL
δΨA . (3.40)

Para encontrar una forma de superpotencial para la corriente, expandiremos las derivadas de Lie
que aparecen en (3.39), y usaremos las identidades (3.29). En particular, de (3.26) obtenemos inmedia-
tamente

ξµL = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
µ ΨB +

δL
δΓν

τµ
ξλΓν

τλ +
δL

δΓν
µτ

ξλΓν
λτ −

δL
δΓλ

τν
ξλΓµ

τν

+
∂L

∂(∂µgρσ)
ξλ∂λgρσ +

∂L
∂(∂µΓρ

τσ)
ξλ∂λΓρ

τσ +
∂L

∂(∂µΨA)
ξλ∂λΨA

+ ξλ ∂ν

(
2

∂L
∂(∂νgµρ)

gρλ +
∂L

∂(∂νΨA)
(σA

B)λ
µΨB

+
∂L

∂(∂νΓρ
µτ)

Γρ
λτ +

∂L
∂(∂νΓρ

τµ)
Γρ

τλ −
∂L

∂(∂νΓλ
τρ)

Γµ
τρ

)
, (3.41)

donde hemos aprovechado la definición de la derivada funcional de la conexión, dada por

δL
δΓλ

µν
=

∂L
∂Γλ

µν
− ∂ρ

(
∂L

∂(∂ρΓλ
µν)

)
. (3.42)

Reemplazando lo encontrado en (3.41) en la corriente (3.39) con las derivadas de Lie explicitadas
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y reduciendo términos semejantes se obtiene

J µ = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
µ ΨB +

δL
δΓν

τµ
ξλΓν

τλ +
δL

δΓν
µτ

ξλΓν
λτ −

δL
δΓλ

τν
ξλΓµ

τν

− 2(∂νξλ) gρλ
∂L

∂(∂µgρν)
− (∂λξν)

∂L
∂(∂µΨA)

(σA
B)ν

λΨB

−(∂σξτ) Γλ
ρτ

∂L
∂(∂µΓλ

ρσ)
−(∂ρξτ) Γλ

τσ
∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

+(∂τξλ) Γτ
ρσ

∂L
∂(∂µΓλ

ρσ)
−∂ρ∂σξλ ∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

+ ξλ ∂ν

(
2

∂L
∂(∂νgµρ)

gρλ +
∂L

∂(∂νΨA)
(σA

B)λ
µΨB

+
∂L

∂(∂νΓρ
µτ)

Γρ
λτ +

∂L
∂(∂νΓρ

τµ)
Γρ

τλ −
∂L

∂(∂νΓλ
τρ)

Γµ
τρ

)
. (3.43)

Notamos ahora que podemos reescribir ciertos elementos de la ecuación anterior,

2(∂νξλ) gρλ
∂L

∂(∂µgρν)
= ∂ν

(
2ξρ

∂L
∂(∂µgρν)

)
− 2ξλ∂ν

(
gρλ

∂L
∂(∂µgρν)

)
, (3.44)

(∂λξν)
∂L

∂(∂µΨA)
(σA

B)ν
λΨB = ∂λ

(
ξν ∂L

∂(∂µΨA)
(σA

B)ν
λΨB

)
− ξν∂λ

(
∂L

∂(∂µΨA)
(σA

B)ν
λΨB

)
, (3.45)

(∂σξτ) Γλ
ρτ

∂L
∂(∂µΓλ

ρσ)
= ∂σ

(
ξτΓλ

ρτ
∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

)
− ξτ∂σ

(
Γλ

ρτ
∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

)
, (3.46)

por lo que, reemplazando en la ecuación (3.43), obtenemos

J µ = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
µ ΨB +

δL
δΓν

τµ
ξλΓν

τλ +
δL

δΓν
µτ

ξλΓν
λτ −

δL
δΓλ

τν
ξλΓµ

τν

− ∂ν

(
2ξλ

∂L
∂(∂µgλν)

+ ξλ ∂L
∂(∂µΨA)

(σA
B)λ

νΨB

+ ξτΓλ
ρτ

∂L
∂(∂µΓλ

ρν)
+ ξτΓλ

τσ
∂L

∂(∂µΓλ
νσ)
− ξλΓν

ρσ
∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

)
+ 2ξλ ∂ν

(
2

∂L
∂(∂(νgµ)ρ)

gρλ +
∂L

∂(∂(νΨA)
(σA

B)λ
µ)ΨB

+
∂L

∂(∂(νΓρ
µ)τ)

Γρ
λτ +

∂L
∂(∂(ν|Γρ

τ|µ))
Γρ

τλ −
∂L

∂(∂(ν|Γλ
τρ)

Γ|µ)τρ

)

− ∂ρ∂σξλ ∂L
∂(∂µΓλ

ρσ)
. (3.47)

Ahora bien, notamos que de la ecuación (3.27) y de las identidades de Noether para difeomorfismos
(3.29) obtenemos que

− ∂L
∂Γλ

(µν)
=

∂L
∂(∂(µΨA)

(σA
B)λ

ν)ΨB +
∂L

∂(∂(µΓτ
ν)σ)

Γτ
λσ

+ 2
∂L

∂(∂(µgν)σ)
gλσ +

∂L
∂(∂(µΓτ |ρ|ν))

Γτ
ρλ −

∂L
∂(∂(µΓλ |ρσ|)

Γν)
ρσ, (3.48)
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donde notamos que el lado derecho aparece idénticamente en (3.47) por lo que ésta se reduce a

J µ = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
µ ΨB +

δL
δΓν

τµ
ξλΓν

τλ +
δL

δΓν
µτ

ξλΓν
λτ −

δL
δΓλ

τν
ξλΓµ

τν

− ∂ν

(
2ξλ

∂L
∂(∂µgλν)

+ ξλ ∂L
∂(∂µΨA)

(σA
B)λ

νΨB

+ ξτΓλ
ρτ

∂L
∂(∂µΓλ

ρν)
+ ξτΓλ

τσ
∂L

∂(∂µΓλ
νσ)
− ξλΓν

ρσ
∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

)
− 2ξλ ∂ν

(
∂L

∂Γλ
(µν)

)
− ∂ρ∂σξλ ∂L

∂(∂µΓλ
(ρσ))

. (3.49)

Podemos también usar (3.28) para mostrar que

∂L
∂(∂µΓλ

(ρσ))
= − ∂L

∂(∂ρΓλ
(µσ))

− ∂L
∂(∂σΓλ

(µρ))
, (3.50)

por lo que podemos reescribir la última línea de (3.49) como

− 2ξλ ∂ν

(
∂L

∂Γλ
(µν)

)
− ∂ρ∂σξλ ∂L

∂(∂µΓλ
(ρσ))

= −2ξλ∂ν

(
δL

δΓλ
(µν)

)
− ∂ρ∂σ

(
ξλ ∂L

∂(∂µΓλ
(ρσ))

)
+ 2∂ρ

(
ξλ∂σ

(
∂L

∂(∂µΓλ
(ρσ))

))
. (3.51)

También podemos trabajar los términos multiplicados por la conexión en la ecuación (3.49). En
particular vemos que

δL
δΓν

τµ
ξλΓν

τλ +
δL

δΓν
µτ

ξλΓν
λτ −

δL
δΓλ

τν
ξλΓµ

τν

= (ξλTν
λρ +∇ρξν)

δL
δΓν

µρ
− ξλ∇ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
− ∂ρξν δL

δΓν
µρ

+ ξλ∂ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
, (3.52)

ξτΓλ
ρτ

∂L
∂(∂µΓλ

ρν)
+ ξτΓλ

τσ
∂L

∂(∂µΓλ
νσ)
− ξλΓν

ρσ
∂L

∂(∂µΓλ
ρσ)

=
∂L

∂(∂µΓρ
νσ)

ξλTρ
λσ +

∂L
∂(∂µΓλ

νσ)
∇σξλ − ξλ∇ρ

(
∂L

∂(∂µΓλ
ρν)

)
+ 2ξλ∂ρ

(
∂L

∂(∂µΓλ
(ρν))

)
+ ξλΓµ

ρσ
∂L

∂(∂σΓλ
ρν)
− ∂σ

(
ξλ ∂L

∂(∂µΓλ
νσ)

)
, (3.53)
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lo que podemos insertar en (3.49), obteniendo que

J µ = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
µ ΨB + (ξλTν

λρ +∇ρξν)
δL

δΓν
µρ
− ξλ∇ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
− ∂ρξν δL

δΓν
µρ

+ ξλ∂ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
− ∂ν

[
2ξλ

∂L
∂(∂µgλν)

+ ξλ ∂L
∂(∂µΨA)

(σA
B)λ

νΨB

+
∂L

∂(∂µΓρ
νσ)

ξλTρ
λσ +

∂L
∂(∂µΓλ

νσ)
∇σξλ − ξλ∇ρ

(
∂L

∂(∂µΓλ
ρν)

)
+2ξλ∂ρ

(
∂L

∂(∂µΓλ
(ρν))

)
+ ξλΓµ

ρσ
∂L

∂(∂σΓλ
ρν)
− ∂σ

(
ξλ ∂L

∂(∂µΓλ
νσ)

)]

− 2ξλ∂ν

(
δL

δΓλ
(µν)

)
− ∂ρ∂σ

(
ξλ ∂L

∂(∂µΓλ
(ρσ))

)
+ 2∂ρ

(
ξλ∂σ

(
∂L

∂(∂µΓλ
(ρσ))

))
(3.54)

lo que al reducir términos semejantes, nos conduce a

J µ = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
i ΨB + (ξλTν

λρ +∇ρξν)
δL

δΓν
µρ
− ξλ∇ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
− ∂ν

[
2ξλ

∂L
∂(∂µgλν)

+ ξλ ∂L
∂(∂µΨA)

(σA
B)λ

νΨB

+
∂L

∂(∂µΓρ
νσ)

(ξλTρ
λσ +∇σξρ)− ξλ∇ρ

(
∂L

∂(∂µΓλ
ρν)

)
+ξλΓµ

ρσ
∂L

∂(∂σΓλ
ρν)

+ ξλ δL
δΓλ

µν

]
. (3.55)

Así, podemos definir una densidad tensorialHµν

Hµν := −2ξλ
∂L

∂(∂µgλν)
− ξλ ∂L

∂(∂µΨA)
(σA

B)λ
νΨB − ∂L

∂(∂µΓρ
νσ)

(ξλTρ
λσ +∇σξρ)

+ ξλ∇ρ

(
∂L

∂(∂µΓλ
ρν)

)
− ξλΓµ

ρσ
∂L

∂(∂σΓλ
ρν)
− ξλ δL

δΓλ
µν

, (3.56)

de manera que la corriente puede reescribirse de la forma compacta

J µ = ∂νHµν2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
i ΨB + (ξλTν

λρ +∇ρξν)
δL

δΓν
µρ
− ξλ∇ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
. (3.57)

Es inmediato que en la configuración on-shell, la corriente se reduce a la forma más sencilla

J µ on
= ∂νHµν. (3.58)

3.4. Corrientes covariantes

A primera vista, pudiese parecer que la definición (3.56) no corresponde a las componentes de una
densidad tensorial bajo transformaciones generales de coordenadas. Sin embargo, es posible compro-
bar que en efecto lo es, cuando se considera un lagrangeano escrito en función de elementos cova-
riantes. Esto quiere decir que a partir de ahora, escribiremos el lagrangeano de una forma equivalente
pero funcionalmente distinta.
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Recordamos que la densidad lagrangeana arbitraria definida en (3.2) está definida por los campos
geométricos y de materia y sus derivadas a primer orden; esto es

L = L(gµν, ∂λgµν, Γλ
µν, ∂ρΓλ

µν, ΨA, ∂νΨA). (3.59)

Sin embargo, este lagrangeano está escrito en función de variables no-covariantes, como son las deri-
vadas parciales de la métrica, de la conexión y de los campos de materia. Más aún, la propia conexión
no es covariante. Es por esto que conviene (y es siempre posible) escribirlo de una forma equivalente,
haciendo uso de las cantidades covariantes correspondientes. La forma más sencilla de expresar el
lagrangeano de esta forma es tomando su dependencia como

L = L̄(gµν, Qµνλ, Tλ
µν, Rλ

µνρ, ΨA,∇νΨA), (3.60)

donde hemos utilizado una barra para denotar que, aunque la densidad lagrangeana tiene el mismo
valor2 su forma funcional cambia.

Debido a que la forma funcional del lagrangeano cambia, es necesartio re-escribir las derivadas
parciales de éste que aparecen en la corriente, para adaptarlo a la nueva notación. De particular interés
para este objetivo es el uso de la regla de la cadena. En particular, podemos ver que a partir de la
definición de la derivada covariante de los campos de materia

∇µΨA := ∂µΨA − Γλ
µν(σ

A
B)

ν
λΨB, (3.61)

y de las definiciones de la nometricidad (A.67), torsión (A.69) y curvatura (A.72), que las derivadas
parciales de la densidad lagrangeana quedan dadas por

∂L
∂(∂µΨA)

=
∂L̄

∂(∇µΨA)
, (3.62a)

∂L
∂(∂µgνλ)

= − ∂L̄
∂Qµνλ

, (3.62b)

∂L
∂(∂µΓλ

ρσ)
= 2

∂L̄
∂Rλ

µρσ
, (3.62c)

∂L
∂Γλ

µν
= 2

∂L̄
∂Tλ

µν
+ 2gρλ

∂L̄
∂Qµνρ

− ∂L̄
∂(∇µΨA)

(σA
B)

ν
λΨB + 2Γν

ρσ
∂L̄

∂Rλ
µρσ

+ 2Γρ
σλ

∂L̄
∂Rρ

σµν
. (3.62d)

Así, reemplazando lo obtenido en (3.62) en la expresión (3.56) se obtiene que el superpotencial se
reduce a

Hµν = −2(ξλTρ
λσ +∇σξρ)

∂L̄
∂Rρ

µνσ
− 2ξλ ∂L̄

∂Tλ
µν

. (3.63)

La corriente puede expresarse como

J µ = 2
δL

δgµν
ξν +

δL
δΨA ξλ(σA

B)λ
µ ΨB + (ξλTν

λρ +∇ρξν)
δL

δΓν
µρ
− ξλ∇ρ

(
δL

δΓλ
ρµ

)
− 2∂ν

[
(ξλTρ

λσ +∇σξρ)
∂L̄

∂Rρ
µνσ

+ ξλ ∂L̄
∂Tλ

µν

]
. (3.64)

Notamos que en los trabajos [18, 19] se utiliza un superpotencial de Komar generalizado para teorías
métrico-afines, que es muy similar al que se obtiene en (3.63), salvo por el término correspondiente
a la derivada de la densidad lagrangeana con respecto de la torsión. Notemos también que este su-
perpotencial reduce al superpotencial de Komar cuando uno considera la densidad lagrangeana de
Hilbert-Einstein.

2Manteniendo la misma acción.
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3.5. Forma holónoma de la corriente en formas diferenciales

Recordamos que la corriente en formas diferenciales queda dada por la expresión (2.113) con el
superpotencial definido en (2.114), el que podemos escribir de una forma más compacta, pero equi-
valente, como

H(ξ) = −ξa ∂L

∂Ta −
1
2
(ξcΓa

b − Ba
b)

∂L

∂Ra
b
− ξcΨA ∧ ∂L

∂(DΨA)
. (3.65)

Es importante comparar lo obtenido en la ecuación (3.63) con los resultados del capítulo anterior. En
particular, podemos escribir la expresión (2.114) haciendo uso de la base holónoma para compararla
con (3.56). Esto es posible utilizando las transformaciones entre las cantidades geométricas en una
base a otra. Hemos también de transformar la definición de las derivadas parciales que se usan en
(2.114) a la base holónoma, tomando en cuenta que éstas dependen de la variación de la densidad la-
grangeana L con respecto a los campos respectivos. Por otra parte, tenemos que escoger una función
para la 0-forma Ba

b para definir de manera única un resultado.
Podemos tomar las relaciones mencionadas y tomar en cuenta que

L = L dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1) ≡ L̄ dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1), (3.66)

para obtener la forma de algunas de las derivadas parciales. Así, vemos que la derivada de la d-forma
densidad lagrangeana con respecto a la 2-forma de torsión queda dada por

∂L

∂Ta =
1

2(d− 2)!
ha

λ ∂L̄
∂Tλ

µν
εµνα3···αd dxα3 ∧ · · · ∧ dxαd , (3.67)

y con respecto a la 2-forma de curvatura

∂L

∂Ra
b
=

1
2(d− 2)!

ha
λhb

ρ
∂L̄

∂Rλ
µνρ

εµνα3···αd dxα3 ∧ · · · ∧ dxαd . (3.68)

Por otra parte, entre las distintas elecciones posibles para la 0-forma Ba
b, utilizaremos la llama-

da elección de Yano (2.80c), por el simple hecho de que ya nos ha guiado a un resultado conocido
anteriormente en (2.119). Recordamos para este fin el resultado (2.118), de manera de que tenemos
que

ξcΓab − e[acϑb] ≡ −e[acDξb] − e[ac
(

ξcTb]
)
≡ −gµλh[aλhb]

ν

(
∇µξν + ξρTν

ρµ

)
. (3.69)

Con esto, escribimos el superpotencial (3.65) como

H(ξ) = − 1
4(d− 2)!

(
2ξλ ∂L̄

∂Tλ
µν

+ 2
[
∇σξρ + ξλTρ

λσ

] ∂L̄
∂Rρ

µνσ

)
εµνα3···αd dxα3 ∧ · · · ∧ dxαd

− ξcΨA ∧ ∂L

∂(DΨA)
, (3.70)

el que comparamos con la ecuación (3.56), y notamos que en la parte geométrica coinciden en sus com-
ponentes. Las componentes del superpotencial (2.114) cuando se utiliza la elección de Yano (2.80c),
coinciden también con las de (3.63) en el caso de que los campos de materia sean 0-formas, o en un
caso más general, en el que el último término de (3.70) se anule.

3.6. Vectores de Killing generalizados

En la sección A.7 los vectores de Killing se definen como los campos vectoriales ζ que satisfacen
la ecuación

`ζ gµν = 0, (3.71)

que además satisfacen condiciones como (A.81). El hecho de que éstas definan isometrías del espacio-
tiempo, implica que estos vectores estén intrínsecamente conectados con las simetrías de la variedad.
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En el caso de una teoría gravitacional riemanniana como la Relatividad General de Einstein, y
escogiendo a un vector de Killing como parámetro que caracteriza al difeomorfismo infinitesimal,
tenemos que las ecuaciones (3.39) y (3.40) se reducen a la forma más sencilla, dependiendo ambas
expresiones únicamente de los campos de materia.

Sin embargo, en una teoría metrico-afín general, la conexión y la métrica son campos independien-
tes, por lo que tenemos que considerar también cómo es afectada la primera por las transformaciones
generales de coordenadas. Explícitamente, en la ecuación (3.34) encontramos la forma explícita de la
derivada de Lie de la conexión.

La noción de simetría del espaciotiempo puede generalizarse a teorías métrico-afines. Sabemos
que la distorsión (A.75) mide cuán no-riemanniana es la conexión, por lo que para un vector de Killing
ζ tenemos que

`ζ Γλ
µν = `ζ Nλ

µν − `ζ Γ̊λ
µν = `ζ Nλ

µν, (3.72)

de acuerdo a (A.81).
Llamaremos vector de Killing generalizado a un campo vectorial ζ que satisfaga las siguientes con-

diciones:

`ζ gµν = 0, (3.73a)

`ζΓλ
µν = 0. (3.73b)

Equivalentemente, un vector de Killing generalizado es una isometría a lo largo de la cual la derivada
de Lie de la distorsión se anula

`ζ Nλ
µν = 0. (3.74)

Este concepto es importante, ya que podemos probar que la corriente inducida por un vector de
Killing generalizado es conservada, al hacer suposiciones bastante razonables.

Sin embargo, es interesante mencionar que los campos vectoriales ζ que satisfacen `ζ Γ̊λ
µν = 0

pero no son vectores de Killing, se conocen como colineaciones afines. Por otra parte, los vectores que
satisfacen R̊λ

µνρ = 0 y no son isometrías se les llaman colineaciones de curvatura. Ambos conceptos son
interesantes en el contexto de las leyes de conservación ya que contienen otra información respecto
de las simetrías del espaciotiempo que nos permite definir nuevas leyes de conservación. Un estudio
de las implicancias de estas definiciones y de otras similares se encuentra en los trabajos [30–33].

3.7. Corriente asociada a vectores de Killing generalizados

Si consideramos un vector de Killing generalizado, como el definido en (3.73), la corriente de
difeomorfismo (3.39) queda explícitamete dada por

J µ = ζµL̄ −
(

ζλ∇λΨA + (∇ρζλ) (σA
B)λ

ρ ΨB + Tν
λρζλ(σA

B)ν
ρΨB

) ∂L̄
∂(∇µΨA)

, (3.75)

la que podemos reordenar de forma inmediata como

J µ = −ζλTλ
µ −

(
∇ρζλ − ξσTλ

ρσ

)
Sρ

λ
µ, (3.76)

con Tλ
µ la densidad tensorial de energía-momentum canónico de la materia

Tλ
µ :=

∂L̄
∂(∇µΨA)

∇λΨA − δ
µ
λL̄, (3.77)

y la densidad de hiper-espín Sρ
λ

µ, definida como

Sρ
λ

µ :=
∂L̄

∂(∇µΨA)
(σA

B)λ
ρΨB. (3.78)
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La correspondiente ley de conservación para este caso está dada por

∂µJ µ =
(
`ζ ΨA

) δL
δΨA , (3.79)

por lo que la corriente de difeomorfismos asociada a un vector de Killing generalizado se conserva
bajo alguno de los siguientes casos:

1. La derivada de Lie de los campos de materia a lo largo del vector de Killing generalizado se
anula

`ζ ΨA = 0. (3.80)

2. Todos los campos de materia son dinámicos y se encuentran en configuración on-shell.

3. La combinación lineal del lado derecho de (3.79) se anula idénticamente.

La primera de estas condiciones es la más fuerte de todas, puesto que además de ser un vector de
Killing, el vector ζ debe satisfacer dos condiciones extra, (3.73b) y (3.80). Por otra parte, la segunda
condición es suficientemente razonable en el contexto de una teoría gravitacional ya que generalmen-
te nos encontramos en este caso. Finalmente, la tercera condición es la más relajada de todas, ya que
los campos dinámicos no contribuyen al lado derecho de (3.79) on-shell y podemos seleccionar el
vector de Killing generalizado de manera que la corriente se conserve.

Además, es interesante notar la similitud de las definiciones (3.77) y (3.78) con las definiciones
dadas para el espacio de Minkowski (B.29) y (B.59) respectivamente. Vemos claramente, que al ser el
espacio de Minkowski una geometría particular que se obtiene para algunos lagrangeanos, el tensor
de energía-momentum (3.77) y el tensor de hiperespín (3.78) son generalizaciones de las expresiones
obtenidas para la Relatividad Especial.

3.8. Carga de difeomorfismo

Como vimos en la sección 3.1, podemos definir una carga asociada a la corriente. En el caso de los
difeomorfismos, si consideramos una sección espacial Σ, tenemos que esta carga viene dada por

Q[ξ] :=
∫
Σ

Jµ(ξ) n̂µd(d−1)Σ, (3.81)

donde la corriente es dada por las expresiones equivalentes (3.39), (3.55) ó (3.64) y el vector n̂µ es un
vector ortonormal a la hipersuperficie Σ. Ahora bien, en el caso en que todos los campos involucrados
en la descripción del sistema sean dinámicos, la corriente queda determinada por el superpotencial,
de manera que

Jµ on
= ∂νHµν, (3.82)

por lo que, de acuerdo al teorema de Stokes (A.103), la carga se escribe

Q[ξ]
on
=
∮

∂Σ

Hµν(ξ) n̂µ m̂ν d(d−2)Σ, (3.83)

donde el vector m̂µ es ortogonal a la superficie ∂Σ.

3.8.1. Lagrangeano de Hilbert-Einstein

Podemos probar que en el caso de Relatividad General, la carga se reduce a la conocida carga de
Komar. Para d = 4 en la base holónoma, la acción de Hilbert-Einstein se escribe

SHE =
1

4cκ4

∫
M

R
√
|g|d4x, (3.84)
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donde el escalar de curvatura se define mediante

R := Rµ
νλρgλρδν

µ. (3.85)

La ecuación de campo que surge de esta acción viene dada por

R̊µν −
1
2

R̊gµν = 0, (3.86)

con el tensor de Ricci definido por
R̊µν = Rλ

λµν. (3.87)

En este caso, la torsión y la no-metricidad son siempre nulas. El superpotencial asociado a ésta acción
está dado por

Hµν
HE(ξ) = −

1
2cκ4

√
|g|
(
∇̊σξρ

) [
gνσδ

µ
ρ − gµσδν

ρ

]
=

1
2cκ4

√
|g|
(
∇̊µξν − ∇̊νξµ

)
, (3.88)

es decir, el superpotencial de Komar. Así, la carga on-shell definida sobre una 3-superficie espacial Σ,
queda dada por

Q[ξ] =
1

2cκ4

∫
∂Σ

√
|g|
(
∇̊µξν − ∇̊νξµ

)
n̂µ m̂ν d2Σ, (3.89)

una forma equivalente de (2.57).
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Capítulo 4

Cantidades conservadas
gravitacionales invariantes en sistemas
abiertos

4.1. Teoría de Einstein-Cartan

Un sistema es abierto cuando aparecen campos no-dinámicos en la formulación de sus ecuaciones
de evolución y en su acción. Es por esto que no se obtienen ecuaciones de campo al calcular la varia-
ción de estos campos, por lo que el término del lado derecho de (2.113) que depende de estos campos
de materia no se anulará inmediatamente, lo que invalida a la ecuación (2.115). Se obtiene en cambio
que la corriente on-shell queda dada por

J(ξ) on
= dH(ξ) + ξcψI ∧ δL

δψI , (4.1)

y satisface la ecuación de balance

dJ(ξ) on
= Lξ ψI ∧ δL

δψI . (4.2)

Existe la posibilidad de que el lado derecho de esta ecuación sea idénticamente nulo, es decir, la
ecuación de balance sea realmente una ecuación de conservación. Esto puede darse en el caso que:

1. La combinación lineal de las derivadas de Lie generalizadas de los campos no-dinámicos con
la derivada variacional del lagrangeano con respecto a estos mismos campos (el lado derecho
de la ecuación (4.2)) sea nula. Entonces las interacciones del sistema con su entorno se cancelan
entre sí y permiten la conservación local de la corriente.

2. La derivada de Lie generalizada de cada campo no-dinámico se anula. Esto quiere decir que el
arrastre natural del campo inducido por el campo vectorial ξ es contrarrestado por la rotación
descrita por el campo Bab.

Sin hacer ninguna suposición sobre los campos no dinámicos, es posible el definir una carga on-
shell

Q[ξ]
on
:=
∮

∂Σ

H(ξ) +
∫
Σ

ξcψI ∧ δL

δψI , (4.3)

la cual incluye un término integrado en el bulk y, en principio, no es conservada.
Podemos también estudiar la conservación global de la carga, integrando la corriente sobre la

subvariedad Ω definida en (2.15). Se obtiene que

Q[ξ]|t2 −Q[ξ]|t1
on
=
∫
Ω

(
Lξ ψI ∧ δL

δψI

)
−
∫
Π

J(ξ), (4.4)
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de manera que la carga on-shell se conserva globalmente si el lado derecho de la ecuación (4.4) se anula,
o equivalentemente ∫

Ω

(
LξψI ∧ δL

δψI

)
on
=
∫
Π

J(ξ). (4.5)

Esto quiere decir que cuando los campos dinámicos del sistema se encuentran en una configuración
tal que la acción es mínima, la suma de cada flujo de la corriente a través de la sección espacial debe
ser igual a la combinación del arrastre, la rotación y la interacción del sistema con su entorno.

La ecuación (4.2) se interpreta como una ecuación de balance, que determina la forma en que los
campos de background interactúan con la corriente. En particular, éstas interacciones determinan el
comportamiento local de la corriente, determinando la conservación o no-conservación de la misma.

4.2. Teorías métrico-afines

En este caso, el análisis es equivalente al anterior. La ecuación de balance de la corriente de difeo-
morfismo (3.40) cuando los campos se encuentran on-shell queda dada por

∂µJ µ on
=
(
`ξψJ

) δL
δψJ , (4.6)

donde la corriente esta vez queda dada por

J µ(ξ)
on
= ∂µHµν(ξ) +

δL
δψI ξλ(σJ

I)λ
µψJ . (4.7)

La corriente se conserva si

1. La combinación lineal del lado derecho de la ecuación (4.6). Decimos entonces que las inter-
acciones del sistema con su entorno en conjunto con el arrastre de Lie a lo largo del campo
vectorial ξ, se cancelan entre sí y permiten la conservación local de la corriente.

2. La derivada de Lie de cada campo no-dinámico se anula. Esto es una condición demasiado
fuerte sobre el vector ξ, ya que puede no existir algún campo vectorial definido sobre la variedad
que satisfaga esta condición para todos los campos no dinámicos. Sin embargo, si puede que
suceda esto para regiones determinadas del espacio-tiempo.

La corriente (3.76) tiene las mismas posibilidades de conservarse, ya que la ecuación de balance a
la que responde es exactamente (4.6), considerando un vector de Killing generalizado. Sin embargo,
para esta corriente podemos relajar las condiciones de conservación, ya que como las derivadas de Lie
de los campos geométricos son nulas, tenemos que la métrica y la torsión no tienen por qué satisfacer
ecuaciones de campo para que la corriente sea conservada. Así, esta corriente es apropiada para la
descripción de sistemas donde la gravedad es un campo de background, y la materia tiene carácter
dinámico.

En el caso general, la carga queda dada por

Q[ξ]
on
=
∮

∂Σ

Hµν(ξ) n̂µ(Σ) n̂ν(∂Σ)d(d−2)Σ +
∫
Σ

δL
δψI ξλ(σJ

I)λ
µψJ n̂µ(Σ)d(d−1)Σ, (4.8)

y la evolución de ésta queda determinada por la condición

∆t1→t2 Q on
=
∫
Ω

(
`ξ ψJ

) δL
δψJ ddx−

∫
Π

Jµ n̂µ(Π)d(d−1)Σ, (4.9)

donde definimos la subvariedad d-dimensional de M, Ω, de la misma forma que en (2.15). En el caso
de que el lado derecho de (4.9) sea nulo, la carga se conserva globalmente aunque existan campos
no-dinámicos, por lo que se ve improbable que esto suceda, ya que las condiciones impuestas son
muy fuertes.
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Capítulo 5

Discusión final

En esta tesis se estudió a profundidad el formalismo de cargas conservadas de Noether para dos
tipos de teorías gravitacionales: teorías métrico-afines, que engloban a la mayor cantidad de teorías
gravitacionales posibles, ya que se hacen muy pocas suposiciones respecto de la naturaleza del es-
paciotiempo, lo que implica que hay una mayor cantidad de campos geométricos involucrados en
la descripción del estado del sistema; y la teoría de Einstein-Cartan, que es un caso particular de la
anterior, en la cual se fija uno de los campos mencionados anteriormente. El enfoque particular de
este estudio fueron las transformaciones de difeomorfismo, las que se relacionan con propiedades in-
trínsecas de los cuerpos que residen en el espaciotiempo, como son la masa y el momentum angular.
Sin embargo, el objetivo principal que se perseguía era profundizar el estudio del efecto que tienen
los campos no-dinámicos o de background, sobre las cargas conservadas asociadas a las transforma-
ciones generales de coordenadas.

En el desarrollo de esta tesis se logró establecer las condiciones bajo las cuales se obtienen leyes
de conservación tanto locales como globales de la corriente y de la carga, respectivamente, en siste-
mas que incluyen campos no-dinámicos. Éstos resultados son novedosos, ya que no existe una gran
discusión respecto del efecto que tienen campos no-dinámicos en la descripción de sistemas gravita-
cionales, en particular de las leyes de conservación. Es la intención del estudiante el continuar con la
búsqueda de modelos gravitacionales en los cuales existan campos externos para aplicar el método
planteado y estudiar la (no-)conservación de las cantidades que surgen de los difeomorfismos. Es por
esto que se deja como trabajo futuro el estudio de cargas conservadas para geometrías específicas.

En esta tesis se muestra que existe un superpotencial asociado a la corriente de difeomorfismo,
para ambas teorías gravitacionales, siendo el más general el que se encuentra para las teorías métrico-
afines en el capítulo 3, que coincide con los resultados obtenidos para la teoría de Einstein-Cartan
reproducidos en el capítulo 2. Es fundamental el papel que toma en esta discusión la derivada de
Lie generalizada que se utiliza al momento de calcular la corriente que surge de los difeomorfismos
considerando la simetría de Lorentz local: es este nuevo operador el que nos permite obtener cargas
y corrientes que son totalmente covariantes bajo ambos tipos de transformaciones. Dentro de todas
las posibles elecciones de derivadas de Lie generalizadas, la llamada elección de Yano es claramente
privilegiada por sobre el resto, ya que nos permite unificar los resultados que se obtienen al expresar
la corriente como una forma diferencial, reduciéndolos a los resultados conocidos como las cargas
de Komar y el superpotencial encontrado para las teorías métrico-afines. Claramente la derivada de
Yano es la generalización de la derivada de Lie que conecta este operador con el definido para las
componentes de un tensor.

Resulta interesante, por decir lo menos, que el superpotencial asociado a la corriente de difeo-
morfismo escrito en la base holónoma no tenga una dependencia explícita de los campos de materia,
en el sentido que únicamente están involucrados objetos geométricos y las derivadas parciales con
respecto a la torsión y a la curvatura. Esto implica que, para un lagrangeano en el que el acople
entre el campo gravitacional y los campos de materia sea minimal, será equivalente calcular el su-
perpotencial considerando solo el lagrangeano gravitacional, ya que el lagrangeano de materia no
contribuirá directamente al superpotencial. Así, es claro que la carga on-shell asociada a un sistema
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con acople minimal surge únicamente gracias al campo gravitacional. Por otra parte, al considerar las
simetrías propias del espaciotiempo (los vectores de Killing generalizados), la corriente queda deter-
minada únicamente por los campos de materia, ya que como hemos visto, aparecen explícitamente
los tensores de energía-momentum e hiperespín. Es interesante plantear la posible existencia de un
superpotencial asociado a esta corriente, ya que sería una contraparte directa del superpotencial antes
mencionado y deberían producir las mismas cargas on-shell.

Gracias al desarrollo de esta tesis el estudiante logró obtener un conocimiento bastante profundo
respecto al estudio de las leyes de conservación. Aprendió la verdadera utilidad de los superpoten-
ciales al momento de calcular las cargas, ya que a veces el término que va dentro de una derivada
total en la corriente se desestima, ya que no influye directamente en la ley de conservación local. Por
otra parte, el estudiante también logró satisfactoriamente comprender los métodos utilizados para el
cálculo explícito de las cargas conservadas en una teoría gravitacional, ya que debido a la naturaleza
del procedimiento, el cálculo es engorroso, incluso para las geometrías más sencillas como el agujero
negro de Schwarzschild, por lo que fue necesario recurrir a la herramienta computacional de cálculo
OpenReduce, la que el estudiante aprendió a manejar de manera eficiente.
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Apéndice A

Elementos de Geometría Diferencial

A.1. Definiciones básicas

Una variedad d-dimensional M es un conjunto de puntos tal que existe una colección de subcon-
juntos de M, los que denotaremos Uα y que llamamos abiertos, que satisfacen

M =
⋃
α

Uα, (A.1)

tales que para cada Uα existe un mapeo invertible xα (que llamamos coordenadas de los puntos de
Uα) definido por

xα : Uα −→ Vα ⊆ Rd, (A.2)

los que satisfacen:

1. Existen transformaciones de coordenadas (también conocidos como difeomorfismos) entre dos abier-
tos de M que se solapan. Esto es, para todo Uα ∩Uβ 6= ∅ se tiene que

xα ◦ (x′β)−1 : x′β(Uα ∩Uβ) ⊆ Rd −→ xα(Uα ∩Uβ) ⊆ Rd, (A.3)

x′β ◦ (xα)−1 : xα(Uα ∩Uβ) ⊆ Rd −→ x′β(Uα ∩Uβ) ⊆ Rd. (A.4)

2. La condición de Haussdorf: para dos puntos distintos de la variedad, se pueden encontrar
abiertos distintos en la colección que no se solapan. Esto es, para todo par P, Q ∈ M, existe
UP, UQ ⊂ M tales que P ∈ UP, Q ∈ UQ y UP ∩UQ = ∅.

La definición de difeomorfismo es fundamental. En general consideramos un abierto U de la va-
riedad M para el que existen dos parametrizaciones coordenadas xµ y x′µ. Éstas satisfacen las con-
diciones (A.3) y (A.4) para el abierto U. Esto es equivalente a considerar la transformación general de
coordenadas para un punto P

xµ(P) −→ x′µ(P) = x′µ(x(P)). (A.5)

Sobre cada punto P de la variedad, podemos definir funciones escalares del tipo f : M −→ R, de
manera que para cada punto P de la variedad se tiene

f (P) = f (x(P)) = f ′(x′(P)) = . . . , (A.6)

es decir, que su valor depende únicamente del punto sobre el cual se evalúa el mapeo, no de las
coordenadas que se usen para nombrarlo, por lo que no cambian su valor bajo transformaciones
generales de coordenadas.

También, para cada punto P se define un espacio vectorial TP(M), llamado espacio tangente a M
en el punto P, cuyos elementos son conocidos como vectores tangentes al punto P y están dados por
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ξ = ξµ∂µ, donde ξµ, con µ = 0, 1, . . . , (d − 1) son números reales. Estos vectores tangentes actúan
sobre las funciones escalares f definidas sobre la variedad de manera que se obtiene el mapeo

ξ( f (P)) = ξµ(∂µ f )(x(P)), (A.7)

para el punto P. Los elementos ∂µ forman la base del espacio vectorial TP(M) y se conoce como la
base holónoma o inducida por las coordenadas. Bajo un difeomorfismo (A.5), las componentes de un vector
cambian de acuerdo a

ξ ′µ =
∂x′µ

∂xν
ξν. (A.8)

Podemos también definir el correspondiente espacio dual a TP(M), el espacio cotangente, que
denotaremos mediante T∗P(M), en el cual están contenidos los mapeos

dxµ : TP(M) −→ R, (A.9)

que satisfacen
dxµ(∂ν) = δ

µ
ν , (A.10)

y cuyos elementos se conocen como covectores. Las componentes fµ de un covector fµdxµ transfor-
man bajo difeomorfismos como

f ′µ =
∂xν

∂x′µ
fµ. (A.11)

Ahora bien, podemos definir los tensores de rango (p
q) en el punto P mediante el producto tensorial

⊗ como elementos del conjunto

T(p
q)(P; M) :=

p veces︷ ︸︸ ︷
TP(M)⊗ · · · ⊗ TP(M)⊗T∗P(M)⊗ · · · ⊗ T∗P(M)︸ ︷︷ ︸

q veces

, (A.12)

es decir, podemos escribirlos como

A = Aµ1 ...µp
ν1 ...νq ∂µ1 ⊗ · · · ⊗ ∂µp ⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνq , (A.13)

donde los coeficientes Aµ1 ...µp
ν1 ...νq son conocidos como las componentes holonómicas del tensor A en el

punto P. Éstas transforman bajo difeomorfismos como

A′µ1 ...µp
ν1 ...νq =

∂x′µ1

∂xλ1
· · · ∂x′µp

∂xλp

∂xρ1

∂x′ν1
· · · ∂xρq

∂x′νq
Aλ1 ...λp

ρ1 ...ρq . (A.14)

Las formas diferenciales son un caso particular de los tensores de rango (0
q), esto es, porque defi-

nimos el producto tensorial antisimétrico ∧ entre dos covectores ω1 y ω2 de manera que

ω1 ∧ω2 := ω1 ⊗ω2 −ω2 ⊗ω1 (A.15)
= (ω1)µ(ω2)ν dxµ ∧ dxν,

donde
dxµ ∧ dxν := dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ, (A.16)

por lo que podemos definir el conjunto de las formas diferenciales de rango q (también conocidas
como q-formas) en el punto P como

Λq(P; M) := T∗P(M) ∧ · · · ∧ T∗P(M)︸ ︷︷ ︸
q veces

, (A.17)

y sus elementos se escriben como

ω =
1
q!

ωµ1 ...µq dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµq , (A.18)
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donde el factor 1/q! aparece por la antisimetría que existe entre los índices y los coeficientes ωµ1 ...µq

se conocen como las componentes holonómicas de la q-forma ω.
En el caso de que tengamos que las componentes de los objetos definidos anteriormente son fun-

ciones dependientes de cada uno de los puntos de la variedad, se dice que tenemos un campo, por
ejemplo, un campo vectorial, un campo tensorial, un campo forma diferencial, aunque en general pa-
ra este último, se omite la palabra campo y se habla simplemente de una forma diferencial. En estos
casos, se omite la notación referente a los puntos, por lo que el conjunto de las q-formas definidas
sobre los puntos de la variedad M queda dado por

Λq(M) = {ω | ω : M −→ Λq(P; M), ∀ P ∈ M}. (A.19)

Notamos también que todos los campos escalares son 0-formas y los campos de covectores son 1-
formas. Sin embargo, no todos los tensores de rango (0

q) son formas diferenciales.
Los campos vectoriales son útiles, ya que todo difeomorfismo de orden infinitesimal queda carac-

terizado por un campo vectorial. Esto quiere decir que a primer orden, considerando un parámetro
infinitesimal constante ε, la expresión (A.5) puede escribirse, en virtud del teorema de Taylor como

xµ(P) −→ x′µ(P) = xµ(P) + ε ξµ(P), (A.20)

donde ξµ son las componentes de un campo vectorial ξ(x).

A.2. Cambio de base

La base holonómica no es la única que se puede utilizar para definir objetos sobre la variedad.
Sabemos bien que en todo espacio vectorial podemos definir cambios de base a través de matrices
que permiten escribir los elementos de una base como combinación lineal de los de otra.

En particular, podemos definir los cambios de base

ϑα = hα
µ dxµ, eα = (h−1)α

µ ∂µ, (A.21)

de manera que los tensores como (A.13) pueden ser reescritos

A = Aα1 ...αp
β1 ...βq eα1 ⊗ · · · ⊗ eαp ⊗ ϑβ1 ⊗ · · · ⊗ ϑβq , (A.22)

y las componentes en las respectivas bases se relacionan por

Aµ1 ...µp
ν1 ...νq = (h−1)α1

µ1 · · · (h−1)αp
µp hβ1

ν1 · · · h
βq

νq Aα1 ...αp
β1 ...βq . (A.23)

Ahora bien, las transformaciones de cambio de base satisfacen

(h−1)α
µhα

ν = δ
µ
ν y (h−1)β

µhα
µ = δα

β, (A.24)

las componentes de A en la base no holónoma se escriben

Aα1 ...αp
β1 ...βq = hα1

µ1 · · · h
αp

µp (h
−1)β1

ν1 · · · (h−1)βq
νq Aµ1 ...µp

ν1 ...νq . (A.25)

A.3. Diferenciación

Es importante estudiar cómo cambian los valores de los campos dentro de la variedad, para lo que
es útil definir derivadas en geometría diferencial. Primeramente definimos la derivada exterior como
un mapeo

d : Λq(M) −→ Λ(q+1)(M), (A.26)

que actúa sobre las formas diferenciales como la definida en (A.18) de manera que la derivada exterior
de ω está dada por

dω :=
1
q!

∂λωµ1 ...µq dxλ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµq . (A.27)
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Notemos aquí que ∂λωµ1 ...µq no forma las componentes de un tensor de rango ( 0
q+1), sin embargo, la

antisimetrización de los índices asegura que dω sí lo es, de hecho, es una forma diferencial.
El operador derivada exterior satisface las siguientes propiedades:

1. Linealidad: para toda q-forma ω, v y los valores reales α y β se tiene

d (αω + βv) = αdω + βdv. (A.28a)

2. Regla de Leibniz (modificada): si tenemos una p-forma ω y una q-forma v, se tiene que

d(ω ∧v) = dω ∧v + (−1)pω ∧ dv. (A.28b)

3. Nilpotencia: para toda q-forma ω se tiene

d(dω) ≡ d2ω = 0. (A.28c)

A.4. Contracción

El producto interno entre un vector y una forma diferencial es una herramienta esencial al estudiar
difeomorfismos. Éste se define como el mapeo

·c· : T(M)×Λq(M) −→ Λ(q−1)(M), (A.29)

de manera que para un vector ξ y una q-forma ω se obtiene

ξcω :=
1

(q− 1)!
ξλωλµ2 ...µq dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµq . (A.30)

El producto interior satisface las propiedades de:

1. Linealidad: si ξ y ζ son campos vectoriales, tenemos que para una q-forma ω

(ξ + ζ)cω = ξcω + ζcω. (A.31a)

2. Distributividad: para las q-formas ω, v y el campo vectorial ξ se tiene

ξc(ω + v) = ξcω + ξcv. (A.31b)

3. Anticonmutatividad: si tenemos dos campos vectoriales ξ, ζ y una q-forma ω se tiene

ξc(ζcω) + ζc(ξcω) ≡ 0. (A.31c)

Es importante mencionar que las bases no holónomas satisfacen

eβcϑα = ha
µ(h−1)µ

b = δα
β, (A.32)

por lo que es conveniente abusar de la notación y usar el símbolo

hα
µ := (h−1)α

µ, (A.33)

de manera que el cambio de base pueda escribirse

ϑα = hα
µ dxµ, eα = hα

µ ∂µ. (A.34)
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A.5. Derivada de Lie

Una herramienta que sirve para medir el cambio de una forma diferencial a lo largo de un campo
vectorial es la derivada de Lie. Para una forma diferencial ω, su derivada de Lie a lo largo del campo
vectorial ξ está dada por

`ξω := ξc(dω) + d(ξcω). (A.35)

La derivada de Lie satisface las siguientes propiedades:

1. Regla de Leibniz: para una p-forma ω, una q-forma v y un campo vectorial ξ se tiene que

`ξ(ω ∧v) = `ξ ω ∧v + ω ∧ `ξv. (A.36a)

2. No conmutatividad: para dos campos vectoriales ξ, ζ y una q-forma ω se tiene que:

`ζ

(
`ξ ω

)
− `ξ

(
`ζ ω

)
= `[ξ,ζ]ω. (A.36b)

3. Conmutatividad con la derivada exterior: para un campo vectorial ξ y una q-forma ω se tiene:

`ξ(dω) = d
(
`ξ ω

)
. (A.36c)

4. No-conmutatividad con el producto interior: para los campos vectoriales ξ, ζ y la q-forma ω se
tiene que:

`ξ(ζcω)− ζc
(
`ξ ω

)
= [ξ, ζ]cω. (A.36d)

También se definen las componentes coordenadas de la derivada de Lie de un tensor A de rango
(p

q) a lo largo del campo vectorial ξ como

`ξ Aµ1 ...µp
ν1 ...νq := ξλ∂λ Aµ1 ...µp

ν1 ...νq

+ ∂ν1 ξλ Aµ1 ...µp
λν2 ...νq + . . . + ∂νq ξλ Aµ1 ...µp

ν1 ...νq−1λ

− ∂λξµ1 Aλµ2 ...µp
ν1 ...νq − . . .− ∂λξµp Aµ1 ...µp−1λ

ν1 ...νq . (A.37)

A.6. Objetos geométricos

A.6.1. Métrica

El concepto de metricidad induce la noción de distancias y ángulos dentro de una variedad. De
forma similar que en espacio euclidiano se define el módulo de un vector ~ξ mediante

|~ξ| :=
√
~ξ ·~ξ ≡

√
δijξ iξ j, (A.38)

la delta de Kronecker se generaliza a una matriz simétrica gµν de manera que el elemento de línea

ds2 = gµν dxµ ⊗ dxν, (A.39)

es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. Este también se conoce como el tensor
métrico, siendo sus componentes los elementos de la matriz gµν.

En una base no-holónoma, este elemento de línea se escribe como

ds2 = gαβ ϑα ⊗ ϑβ, (A.40)

y si esta base es ortonormal y tal que las componentes pueden escribirse como

gαβ = diag (+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
n veces

,

d−n veces︷ ︸︸ ︷
−1, . . . ,−1), (A.41)
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reemplazamos los índices griegos α, β por los índices latinos a, b y estos coeficientes son invariantes
ante transformaciones del grupo SO(n, d − n)-local, conocido como el grupo local de Lorentz. Así,
expresamos el tensor métrico como

ds2 = −ϑ0 ⊗ ϑ0 − . . .− ϑn−1 ⊗ ϑn−1 + ϑn ⊗ ϑn + . . . + ϑd−1 ⊗ ϑd−1, (A.42)

la que se considera la forma más sencilla de escribirlo. Llamamos métrica inversa al tensor simétrico
g−1 de rango (2

0) dado por
g−1 = gµν ∂µ ⊗ ∂ν, (A.43)

tal que sus componentes satisfacen
gµνgνλ = δ

µ
λ . (A.44)

Las componentes de la métrica se usan para bajar los índices de las componentes de un tensor y
las de la métrica inversa para subir sus índices, de manera que para un campo vectorial ξ y la 1-forma
ζ se tiene que

ξµ = gµνξν, ζν = gµνζν, (A.45)

forman las componentes de una 1-forma y de un campo vectorial respectivamente.
La métrica nos permite obtener una noción del tamaño de una variedad, nos permite definir la

d-forma de volumen como

η :=
√
|g|dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxd−1 ≡

√
|g|d(d)x, (A.46)

donde g := det(gµν). En la base ortonormal en que la métrica es invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz, la forma de volumen se expresa de forma sencilla como

η = ϑ0 ∧ · · · ∧ ϑd−1. (A.47)

A.6.2. Conexión y diferenciación covariante

Cuando tenemos campos escalares definidos sobre la variedad, vemos que la derivada exterior de
estos produce una 1-forma. Ahora bien, por definición, esto es también cierto para q-formas: la de-
rivada exterior las transforma en (q + 1)-formas diferenciales. Sin embargo, al calcular las derivadas
parciales de las componentes de un tensor no se obtiene inmediatamente un objeto covariante. Esto
puede verificarse de manera sencilla, considerando un campo vectorial con componentes ξµ que bajo
transformaciones generales de coordenadas transforma como (A.8). Vemos entonces que las nuevas
componentes de la derivada parcial de nuestrro vector están dadas por

∂′λξ ′µ =
∂xρ

∂x′λ
∂ρ

(
∂x′µ

∂xν
ξν

)
=

∂xρ

∂x′λ
∂x′µ

∂xν
∂ρξν +

∂xρ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xν∂xρ ξν, (A.48)

donde el último término de la expresión no corresponde a la ley de transformación de un tensor bajo
difeomorfismos.

Podemos definir derivadas que transformen como tensores bajo transformaciones generales de
coordenadas, para lo cual necesitamos introducir el concepto de conexión.

La conexión es un campo geométrico, en principio, independiente de la métrica que describe el
concepto de afinidad sobre la variedad, esto es, nos permite definir paralelismos sobre la misma.
Consideremos una curva C que une los puntos P y Q sobre la variedad y un campo vectorial de
componentes ξµ. Definiremos el vector transportado paralelamente [34] a lo largo de la curva C como

ξ̄µ(Q) := ξµ(P)−
∫
C

Γµ
ρσξρ dxσ

dλ
dλ, (A.49)

donde hemos usado la barra para diferenciar el vector transportado paralelamente del que se obtiene
al evaluar el campo vectorial ξ en Q. En (A.49) hemos utilizado los coeficientes de la conexión en la
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base holónoma Γµ
ρσ, a partir de los cuales se define la noción de paralelismo. Nótese también que el

integrando

Γµ
ρσξρ dxσ

dλ
dλ (A.50)

no se ha definido como una diferencial exacta, por lo que la integral de camino (A.49) depende de la
elección de curva que se haga, por lo que no existe una noción de paralelismo global.

En general, la conexión es una 1-forma, que en la base ortonormal se escribe como,

Γa
b = Γa

µb dxµ, (A.51)

y las componentes entre las distintas bases se relacionan mediante

Γa
µb = ha

λhb
ν Γλ

µν − hb
λ∂µha

λ y Γλ
µν = ha

λhb
ν Γa

µb − ha
λ∂µha

ν. (A.52)

Bajo transformaciones generales de coordenadas, las componentes de la conexión transforman como

Γ′λµν =
∂x′λ

∂xκ

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
Γκ

ρσ +
∂x′λ

∂xρ

∂2xρ

∂x′µx′ν
. (A.53)

Por otra parte, bajo transformaciones locales de Lorentz ϑ′a = Λa
bϑb, la 1-forma de conexión trans-

forma como
Γ′ab = Λa

c(Λ−1)b
d Γc

d + Λa
c d(Λ−1)b

c. (A.54)

En forma diferencial, la ecuación (A.49) puede escribirse como

dxρ

dλ
∇ρξµ = 0, (A.55)

donde hemos utilizado la definición de derivada covariante para un campo vectorial

∇λξµ := ∂λξµ + Γµ
λρξρ. (A.56)

Esta definición puede ser extendida a tensores generales. Para un tensor de rango (p
q) como el definido

en (A.13), definimos las componentes de la derivada covariante como

∇λ Aµ1···µp
ν1···νq := ∂λ Aµ1···µp

ν1···νq

+ Γµ1
λρ Aρµ2···µp

ν1···νq + . . . + Γµp
λρ Aµ1···µp−1ρ

ν1···νq

− Γρ
λν1 Aµ1···µp

ρν2···νq − . . .− Γρ
λνq Aµ1···µp

ν1···νq−1ρ. (A.57)

Sin embargo, puede que no parezca necesario hacer esto para las formas diferenciales, ya que
como hemos visto, el operador derivada exterior (A.27) genera nuevas formas diferenciales, las que
sabemos transforman bien bajo difeomorfismos. Sin embargo, cuando uno encuentra objetos que son
q-formas que transforman como tensores bajo la simetría local de Lorentz, por ejemplo

ωa1···am
b1···bn =

1
q!

ωa1···am
µ1···µqb1···bn dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµq , (A.58)

su derivada exterior no será un tensor bajo transformaciones locales de Lorentz, por ejemplo, un cam-
po 0-forma vector de Lorentz ξa, al someterlo a una transformación de Lorentz su derivada exterior
estará dada por

d(Λa
bξb) = Λa

bdξb + ξbdΛa
b, (A.59)

que claramente no transforma como un tensor de Lorentz. Así, también definimos derivadas cova-
riantes para los objetos (A.58), mediante

Dωa1···am
b1···bn := dωa1···am

b1···bn

+ Γa1 c ∧ωca2···am
b1···bn + . . . + Γam c ∧ωa1···am−1c

b1···bn

− . . .− Γc
b1 ∧ωa1···am

cb2···bn − Γc
bn ∧ωa1···am

b1···bn−1c. (A.60)
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Notemos que ambas definiciones (A.57) y (A.60) aumentan el rango tensorial de los objetos sobre
los cuales se aplica. En particular, la derivada covariante sobre q-formas genera (q + 1)-formas, de
manera análoga a la derivada exterior, sin embargo, mantiene la covarianza bajo el grupo de Lorentz
intacta.

La derivada covariante (A.57), definida sobre las componentes de tensores bajo transformaciones
generales de coordenadas, satisface la regla de Leibniz: para un tensor A de rango (p

q) y un tensor B
de rango (m

n),

∇λ

(
Aµ1···µp

ν1···νq Bσ1···σm
ρ1···ρn

)
=
(
∇λ Aµ1···µp

ν1···νq

)
Bσ1···σm

ρ1···ρn

+ Aµ1···µp
ν1···νq

(
∇λBσ1···σm

ρ1···ρn

)
. (A.61)

Además, es un operador lineal. Si consideramos un número real α y A y B tensores de rango (p
q), se

tiene que
∇λ

(
Aµ1···µp

ν1···νq + αBµ1···µp
ν1···νq

)
= ∇λ Aµ1···µp

ν1···νq + α∇λBµ1···µp
ν1···νq . (A.62)

Por otra parte, tenemos que la derivada covariante sobre formas diferenciales con índices de Lo-
rentz libres tiene propiedades similares a la derivada exterior. Es (anti-)Leibniz, ya que si considera-
mos una q-forma ωa1···am b1···bn y una p-forma va1···ar b1···bs , se tiene que

D
(
ωa1···am

b1···bn ∧vc1···cr
d1···ds

)
= Dωa1···am

b1···bn ∧vc1···cr
d1···ds

+ (−1)qωa1···am
b1···bn ∧Dvc1···cr

d1···ds . (A.63)

También satisface la linealidad, si consideramos α un número real y dos q-formas ωa1···am b1···bn y
va1···am b1···bn , tendremos que

D(αωa1···am
b1···bn + va1···am

b1···bn) = αDωa1···am
b1···bn + Dva1···am

b1···bn . (A.64)

Sin embargo, no es un operador nilpotente, ya que satisface propiedades que motivan la siguiente
sección.

Un caso de especial interés de la conexión, se obtiene a partir de la definición de los símbolos de
Christoffel de segunda especie, que a lo largo de esta tesis se denotan por Γ̊λ

µν, y que se definen a
partir de la métrica

Γ̊λ
µν :=

1
2

gλρ
(
∂µgλν + ∂νgµλ − ∂ρgµν

)
, (A.65)

y notamos que son simétricos en sus índices covariantes. En esta tesis el operador derivada covariante
asociado a la conexión de Christoffel se denota con un círculo por encima, ya sea ∇̊µ o D̊, al igual que
la curvatura asociada a esta conexión R̊λ

µνρ.

A.6.3. Curvatura, torsión y no-metricidad

Es importante estudiar cómo se comportan los objetos previamente definidos, ya que esto nos
permite caracterizar a la variedad y el tipo de teoría gravitacional con la que se está trabajando. Con
este fin, se introduce una cantidad de objetos geométricos con su propio papel dentro de la variedad.

El primer objeto que es interesante describir es la no-metricidad. Este está determinado por la
derivada covariante de la métrica, en particular, este se define como

Qab := −Dgab, (A.66)

que en la base holónoma tiene componentes dadas por

Qab = ha
µhν

b Qλµνdxλ, con Qλµν := −∇λgµν. (A.67)

Por otra parte, la derivada covariante de la base del espacio cotangente define la torsión

Ta := Dϑa, (A.68)
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que claramente es una 2-forma y sus componentes se escriben

Ta =
1
2

ha
λ Tλ

µνdxµ ∧ dxν, con Tλ
µν := Γλ

µν − Γλ
νµ. (A.69)

Ahora bien, si consideramos una q-forma ωa, su segunda derivada covariante estará dada por

DDωa = d(Dωa) + Γa
b ∧Dωb

= d(Γa
b ∧ωb) + Γa

b ∧ dωb + Γa
b ∧ Γb

cωc

= Ra
b ∧ωb, (A.70)

donde hemos utilizado la definición de la 2-forma de curvatura

Ra
b := dΓa

b + Γa
c ∧ Γc

b, (A.71)

cuyos coeficientes están dados por

Ra
b =

1
2!

ha
λhb

ρRλ
µνρdxµ ∧ dxν, con Rλ

µνρ := ∂µΓλ
νρ − ∂νΓλ

µρ + Γλ
µσΓσ

νρ − Γλ
νσΓσ

µρ. (A.72)

El resultado de (A.70) puede ser extendido a formas diferenciales como la definida en (A.58). En
efecto, se puede probar que

DDωa1···am
b1···bn = Ra1 c ∧ωca2···am

b1···bn + . . . + Ram c ∧ωa1···am−1c
b1···bn

− Rc
b1 ∧ωa1···am

cb2···bn − . . .− Rc
bn ∧ωa1···am

b1···bn−1c. (A.73)

Notemos que por la naturaleza antisimétrica de las formas diferenciales, la doble aplicación de las
derivadas covariantes en (A.73) es un conmutador de las derivadas, por lo que una expresión similar
puede encontrarse para el conmutador de las derivadas covariantes escritas en la base holónoma.
Explícitamente ésta está dada, para un tensor de componentes como las dadas en (A.13), por

∇ρ∇σ Aµ1···µp
ν1···νq −∇σ∇ρ Aµ1···µp

ν1···νq

= Rµ1
ρσλ Aλµ2···µp

ν1···νq + . . . + Rµp
ρσλ Aµ1···µp−1λ

ν1···νq

− Rλ
ρσν1 Aµ1···µp

λν2···νq − . . .− Rλ
ρσνq Aµ1···µp

λν2···νq−1λ

− Tλ
ρσ∇λ Aµ1···µp

ν1···νq . (A.74)

Notemos que aquí además de la curvatura, aparece también la torsión involucrada en el cálculo.
Otra cantidad útil es la distorsión, que mide la desviación de la conexión a partir de los símbolos

de Christoffel, esta se define a partir de

Nλ
µν := Γ̊λ

µν − Γλ
µν, (A.75)

la que inmediatamente se puede reescribir, utilizando las definiciones de no-metricidad (A.67) y de
torsión (A.69) como

Nλ
µν ≡

1
2

(
Qλ

µν −Qνµ
λ −Qµ

λ
µ + Tνµ

λ + Tµν
λ − Tλ

µν

)
, (A.76)

de donde vemos que la conexión queda totalmente determinada por los símbolos de Christoffel
(A.65), la no-metricidad y la torsión

Γλ
µν = Γ̊λ

µν −
1
2

(
Qλ

µν −Qνµ
λ −Qµ

λ
ν + Tνµ

λ + Tµν
λ − Tλ

µν

)
. (A.77)

47



A.7. Isometrías

Sea C una curva definida sobre una variedad y xµ(λ) las coordenadas de los puntos sobre la curva,
con λ1 ≤ λ ≤ λ2 un parámetro real. Definimos el largo de C como la integral

L(C) :=
∫
C

ds ≡
∫
C

√
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ. (A.78)

Definiremos también C ′, la curva trasladada infinitesimalmente a lo largo de un campo vectorial ζ,
de manera que a un punto P de coordenadas xµ, definido sobre la curva C le corresponda el punto P′

sobre C ′, cuyas coordenadas vienen dadas por

x′µ(P′) := xµ(P) + εζµ(P). (A.79)

Si C ′ tiene el mismo largo que la curva C, esto es: L(C) = L(C ′), decimos que el campo vectorial ζ
define una isometría en la variedad.

Los campos vectoriales que satisfacen esta condición se conocen como campos vectoriales de Killing,
vectores de Killing o isometrías y satisfacen la ecuación de Killing

`ζ gµν ≡ ∇̊µζν + ∇̊νζµ = 0. (A.80)

Una consecuencia de esta definición, es que todos los objetos geométricos que dependen única-
mente de la métrica también tienen derivadas de Lie nulas, por ejemplo

`ζ Γ̊λ
µν = 0 y `ζ R̊ρ

µνρ = 0. (A.81)

A.8. Integración sobre variedades

A.8.1. Orientabilidad

Una variedad M es orientable si para toda transformación de coordenadas el jacobiano de la trans-
formación es definido positivo. Esto es, si consideramos un difeomorfismo (A.5) tenemos que

det
(

∂xµ

∂x′µ

)
> 0. (A.82)

Una variedad es orientable si y solo si existe una forma diferencial que no se anule en ningún
punto de la misma [35].

De aquí en adelante, consideraremos únicamente variedades orientables.

A.8.2. Volumen e integrales

Para estudiar la noción de integrabilidad sobre una variedad primeramente puede motivarnos
el conocer el tamaño de esta misma, por lo que ingenuamente podemos dejarnos llevar e intentar
generalizar la noción de volumen en el espacio euclidiano mediante

Vol (M) =
∫
M

dx0 ∧ · · · ∧ dx(d−1). (A.83)

Sin embargo, es sencillo ver que dicha definición produce una cantidad que depende de las coorde-
nadas utilizadas para el cálculo. Para eliminar este inconveniente, podemos definir el volumen de la
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variedad mediante la forma de volumen (A.46)

Vol (M) :=
∫
M

η

≡
∫
M

√
|g|dx0 ∧ · · · ∧ dx(d−1)

≡ 1
d!

∫
M

√
|g|εµ1···µd dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµd

≡
∫
M

ϑ0 ∧ · · · ∧ ϑ(d−1)

≡ 1
d!

∫
M

εa1···ad ϑa1 ∧ · · · ∧ ϑad , (A.84)

donde hemos utilizado εµ1···µd , el símbolo de Levi-Civita, que se define como

εµ1···µd :=


+1 µ1µ2 · · · µd es una permutación par de 01 . . . (d− 2)(d− 1),
−1 µ1µ2 · · · µd es una permutación impar de 01 . . . (d− 2)(d− 1),
0 en cualquier otro caso.

(A.85)

Notemos que estamos definiendo la integral como una aplicación que mapea d-formas diferenciales,
definidas sobre d-variedades a números reales.

Notemos además que la cantidad
√
|g| no transforma como un escalar bajo difeomorfismos, en

efecto, bajo una transformación general de coordenadas (A.5) tenemos que√
|g′| = det

(
∂xµ

∂x′ν

) √
|g|. (A.86)

Cantidades que transforman de esta forma se conocen como densidades escalares de peso 1. Más en ge-
neral, una densidad tensorial o tensor relativo [36] de peso w y rango (p

q) es un objeto cuyas componentes
Hµ1···µp

ν1···νq transforman bajo difeomorfismos como

H′µ1···µp
ν1···νq =

[
det

(
∂xα

∂x′β

)]w ∂x′µ1

∂xρ1
· · · ∂x′µp

∂xρp

∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂xσq

∂x′νq
Hρ1···ρp

σ1···σq . (A.87)

Así, vemos que los tensores son densidades tensoriales de peso 0. Esta definición, es de gran impor-
tancia al momento de estudiar la integrabilidad de un objeto.

Notamos además que la forma que aparece en el integrando de (A.83) transforma bajo difeomor-
fismos como

dx′0 ∧ · · · ∧ dx′(d−1) =

[
det

(
∂xµ

∂x′ν

)]−1
dx0 ∧ · · · ∧ dx(d−1), (A.88)

por lo que también transforma como una densidad, esta vez de peso −1, como el símbolo de Levi-
Civita. Así, para que las integrales de la forma

I =
∫
M

B(x)dx0 ∧ · · · ∧ dx(d−1) (A.89)

produzcan escalares bajo transformaciones generales de coordenadas, el integrando B(x) debe ser
una densidad escalar de peso 1. Esto viene asegurado al integrar una d-forma diferencial, ya que si
consideramos una d-forma B, ésta puede escribirse como

B =
1
d!

Bµ1···µd dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµd

= B dx0 ∧ · · · ∧ dx(d−1), (A.90)
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donde se define
B := B01···(d−1) ≡

1
d!

εµ1···µd Bµ1···µd , (A.91)

que transforma como una densidad escalar de peso +1; lo que es sencillo de probar al considerar la
manera en que transforman las formas diferenciales bajo difeomorfismos. Así, la integral (A.89) se
puede escribir de forma equivalente

I =
∫
M

B. (A.92)

A veces es necesario considerar la integral definida sobre una subvariedad Σ de M; esto es, una va-
riedad por derecho propio que está completamente contenida en la variedad original. Si la dimensión
de esta subvariedad es n < d, debemos considerar n-formas al realizar esta integración. Si queremos
calcular la integral sobre Σ de una n-forma v sobre la variedad M, basta con definir la restricción de
la forma a esta subvariedad. Más formalmente, consideraremos la aplicación de pullback o restricción
X∗, definida por

X∗ : Λn(M) −→ Λn(Σ), (A.93)

de manera que la n-forma v definida sobre M sea mapeada por el pullback a la n-forma X∗(v)
definida sobre Σ, por lo que podemos definir la integral de v sobre la variedad Σ como∫

Σ

v :=
∫
Σ

X∗(v). (A.94)

Sin embargo, la construcción del pullback no es trivial y depende de la forma en que se define la
subvariedad, por lo que se debe explicitar la forma de este mapeo al calcular este tipo de integrales.

Es también importante hacer notar que al momento de escribir integrales en la base holónoma, se
define por razones de comodidad el diferencial total de coordenadas

ddx := dx0 ∧ · · · ∧ dx(d−1). (A.95)

En esta tesis se usan indistintamente ambas notaciones.

A.8.3. El teorema de Stokes

Consideremos una (d− 1)-forma ω sobre M. Tendremos que∫
M

dω =
∮

∂M

ω. (A.96)

En la base holónoma, esto puede escribirse considerando que la derivada exterior de la (d− 1)-
forma ω está dada por

dω =
1

(d− 1)!
∂µ1 ωµ2···µd dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµd

=
1

(d− 1)!
∂µ1 ωµ2···µd

(
εµ1µ2···µd dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1)

)
= ∂µω̃µ dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1), (A.97)

donde hemos definido
ω̃µ :=

1
(d− 1)!

εµµ2···µd ωµ2···µd , (A.98)

una densidad vectorial contravariante de peso 1. Así tenemos que la integral del lado izquierdo de
(A.96) se escribe ∫

M

dω =
∫
M

∂µω̃µ dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1). (A.99)
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Podemos encontrar la relación inversa de la definición (A.98), dada por

ωµ2···µd =
1

(d− 1)!
εµµ2···µd ω̃µ, (A.100)

la que nos será de utilidad para probar que la integral de la derecha de (A.96) se escribe∮
∂M

ω =
∮

∂M

ω̃µ n̂µ d(d−1)Σ, (A.101)

donde n̂µ es un vector unitario ortogonal a la hipersuperficie ∂M y d(d−1)Σ el correspondiente ele-
mento de superficie. Estos últimos se definen de manera que podamos escribir

n̂µ d(d−1)Σ = X∗
(

1
(d− 1)!

εµµ2···µd dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµd

)
, (A.102)

con X∗ el pullback que lleva las (d− 1)-formas sobre M a (d− 1)-formas sobre ∂M.
Finalmente, se tiene que el teorema de Stokes en la base holónoma se escribe como∫

M

∂µω̃µ dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(d−1) =
∮

∂M

ω̃µn̂µ d(d−1)Σ. (A.103)

51



Apéndice B

El teorema de Noether en el espacio de
Minkowski

En este apéndice, describiremos la teoría de campos, considerando el espacio de Minkowski en
4 dimensiones, fijando el sistema coordenado a las coordenadas cartesianas (ct, x, y, z), esto quiere
decir que la métrica está dada por

gµν = diag(+1,−1,−1,−1), (B.1)

lo que implica que en este sistema, la conexión es idénticamente nula. Éste es el tratamiento estándar
sobre el cual se formula la teoría especial de la relatividad, ya que las simetrías del espaciotiempo en
este caso son las simetrías bajo traslaciones globales y bajo transformaciones de Lorentz globales.

Los campos quedarán descritos mediante las variables ΦA = ΦA(x), donde A es un índice tal que
A = 1, . . . , N, con N la cantidad de campos involucrados en la descripción del sistema; mientras que
la acción está dada por

S =
∫
M

Ld4x, (B.2)

donde L = L(Φ, ∂Φ) es la densidad lagrangeana que describe las interacciones y la dinámica del siste-
ma, y M es el espacio de Minkowski de 4 dimensiones.

Toda acción está sujeta al principio de mínima acción, que establece que para toda configuración
física de los campos, i.e., el estado del sistema, la acción debe tener un valor extremo. Es posible
estudiar el caso en que esta condición se satisface, considerando perturbaciones de la configuración
del sistema, descritos por

ΦA → ΦA + δΦA,

donde δΦA se conoce como una variación de los campos. Si esta variación es lo suficientemente pe-
queña, una expansión de Taylor a primer orden resulta en la variación de la acción:

δS =
∫
M

d4x
[

∂L
∂ΦA δΦA +

∂L
∂(∂µΦA)

δ
(

∂µΦA
)]

.

Si consideramos que la variación no afecta a las coordenadas, la derivada parcial conmuta con la
variación

δS =
∫
M

d4x
[

∂L
∂ΦA δΦA +

∂L
∂(∂µΦA)

∂µ

(
δΦA

)]
, (B.3)

donde re-escribimos en términos de derivadas totales

∂L
∂(∂µΦA)

∂µ

(
δΦA

)
= ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
δΦA

)
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)

)
δΦA, (B.4)
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por lo que es conveniente definir la derivada variacional como

δL
δΦA :=

∂L
∂ΦA − ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦA)

]
, (B.5)

de manera tal que usando el teorema de Gauss

δS =
∫
M

d4x
δL

δΦA δΦA +
∫

∂M

d3Σµ
∂L

∂(∂µΦA)
δΦA, (B.6)

donde d3Σµ es el elemento de superficie perpendicular al borde del espacio de Minkowski.
Del cálculo diferencial, sabemos que la acción tendrá un valor extremo cuando su variación (B.6)

sea nula. Esto puede lograrse considerando lo siguiente. Primero, si el sistema tiene condiciones de
borde tipo Dirichlet, que quiere decir que la variación de los campos en el borde sea idénticamente nula

δΦA(x) ≡ 0, ∀ x ∈ ∂M. (B.7)

Sin embargo, esto no es suficiente para determinar la evolución del sistema. Hemos también de
diferenciar la naturaleza de los distintos campos ΦA que aparecen en la descripción. Primeramente,
puede que existan algunos campos cuyo valor esté dado de antemano, que representan la interacción
del sistema con su entorno. Este tipo de campos se conoce como campos externos o no-dinámicos y los
denotaremos mediante ψa con a = 1, . . . , NE, donde NE < N es el número de campos externos.

De la electrodinámica clásica encontramos un ejemplo de estos campos, dado por la densidad de
corriente eléctrica jµ que aparece en la acción de Maxwell-Faraday (escrita en unidades del SI)

SEM = −
∫
M

d4x
(

1
4µ0

FµνFµν + jµ Aµ

)
, (B.8)

donde Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ es el tensor electromagnético de Faraday y Aµ es el cuadripotencial elec-
tromagnético.

Por su naturaleza, los campos externos están fijos, por lo que no tiene sentido considerar su varia-
ción al momento de buscar un extremo de la acción, entonces

δψa = 0, con a = 1, . . . , NE. (B.9)

En cambio, el resto de los campos representa propiedades del sistema que están sujetas a evolu-
cionar. Se les conoce como campos dinámicos y son los campos que se varían para extremizar la acción.
Este tipo de campos será denotado por φα, con α = 1, . . . , ND, donde ND ≤ N es el número de campos
dinámicos que se relaciona con el número de campos externos mediante ND + NE = N. Ahora bien,
considerando lo obtenido en la ecuación (B.9) vemos que (B.6) se reduce a∫

M

d4x
δL
δφα

δφα = 0, (B.10)

por lo que si consideramos que las variaciones de los campos son linealmente independientes, se
obtiene que

δL
δφα

= 0, (B.11)

las que se conocen como ecuaciones de Euler-Lagrange del sistema o ecuaciones de campo.
La naturaleza de los campos involucrados en la descripción nos permite clasificar los sistemas

como:

abiertos, si existen campos no-dinámicos y

cerrados, cuando no tenemos campos externos.

De aquí en adelante, usaremos ΦA al referirnos indistintamente a campos dinámicos o no-dinámicos.
Para una discusión más a fondo de estos temas, por favor dirigirse a las referencias [37, 38].
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B.1. Teorema de Noether

Una transformación de simetría es un cambio en las variables del sistema que mantienen la ac-
ción (B.2) invariante, es decir, que la variación de la acción debida a esta transformación es nula, o
quasi-invariante, que quiere decir que la variación de la acción correspondiente es proporcional a un
término de borde. Estas transformaciones pueden hacerse en el espacio externo, lo que significa que es
un cambio en el sistema coordenado utilizado para describir el sistema

xµ → x̄µ = x̄µ(x), (B.12)

o en el espacio interno, que es un cambio en la amplitud de los campos de cualquier naturaleza:

ΦA → Φ̄A = Φ̄A (Φ(x), ∂Φ(x), x) . (B.13)

Para presentar el formalismo del teorema de Noether, usaremos la notación de [39] y denotaremos las
transformaciones de simetría mediante δs, para diferenciarlas de las variaciones que buscan extremi-
zar la acción.

En particular, consideraremos transformaciones de simetría infinitesimales. Sea ε un número infi-
nitesimal. Consideraremos además una transformación tal que la variación de los campos es propor-
cional al parámetro ε, es decir

δsΦA(x) = ε∆A (Φ(x), ∂Φ(x)) , (B.14)

por lo que, de acuerdo al teorema de Taylor, la densidad lagrangeana transforma como

δsL =
∂L

∂ΦA δsΦA +
∂L

∂(∂µΦA)
δs(∂µΦA). (B.15)

Si suponemos que la transformación δs conmuta con las derivadas parciales, podemos completar las
derivadas y usar la definición (B.5), de manera que

δsL =
δL

δΦA δsΦA + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
δsΦA

)
. (B.16)

Si una transformación de simetría mantiene la acción quasi-invariante, la correspondiente variación
de la acción está dada por un término de borde,

δsS = ε
∫
M

∂µΛµ d4x = ε
∮

∂M

Λµ d3Σµ, (B.17)

donde la función Λµ = Λµ(x) induce una modificación de los términos de borde del sistema. Pode-
mos entonces escribir

∂µJ µ = − δL
δΦA ∆A, (B.18)

donde hemos definido la densidad de corriente mediante

J µ(Φ, ∂Φ) :=
∂L

∂(∂µΦA)
∆A −Λµ. (B.19)

De la ecuación (B.11), vemos inmediatamente, que cuando se satisfacen las ecuaciones de campo
para los campos dinámicos, la ecuación (B.18) se reduce a

∂µJ µ = − δL
δψa (∆ψ)

a, (B.20)

donde (∆ψ)a se define de manera tal que δsψa = ε(∆ψ)a es el cambio de los campos externos bajo la
transformación de simetría.
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De aquí es inmediato ver que si todos los campos son dinámicos, y estos se encuentran en la
configuración on-shell

∂µJ µ on
= 0, (B.21)

la corriente se conserva.
Por otra parte, si el sistema interactúa con su entorno, el lado derecho de (B.20) no se anula de

manera inmediata. Sin embargo, J µ será una corriente conservada del sistema si es que las derivadas
funcionales de la densidad lagrangeana con respecto a los campos externos y el cambio de estos
bajo la transformación de simetría es cero. Otra forma de lograr esto es que las transformaciones de
simetría no afecten a los campos externos, i.e. δsψa = 0. Tenemos entonces que las transformaciones
de simetría que producen corrientes conservadas están limitadas por estos campos externos.

B.2. Simetrías externas

Pondremos atención ahora a las simetrías externas, debido a que podemos estudiar las leyes de
conservación que surgen de las simetrías internas, tenemos que dar una forma específica de los cam-
pos y del lagrangeano, lo que no es el caso cuando consideramos simetrías externas. En particular,
estudiaremos el comportamiento bajo dos transformaciones: traslaciones y transformaciones de Lo-
rentz, lo que nos permitirá definir el tensor de energía-momentum y los tensores de momento angular
respectivamente.

B.2.1. Traslaciones espacio-temporales

Una traslación espacio-temporal es un desplazamiento del origen del sistema coordenado por una
cantidad constante aµ. Si las coordenadas de un evento arbitrario del espacio-tiempo P están dadas
por xµ(P) en un sistema de referencia, entonces las coordenadas x̄µ(P) del mismo punto, en el sistema
trasladado, estarán dadas por

xµ(P) → x̄µ(P) = xµ(P)− aµ, (B.22)

como se ve en la figura B.1.

Figura B.1: Traslación 2-dimensional.

Los valores del campo ΦA(x) no cambian bajo la transformación definida en (B.22),

ΦA (x(P)) → Φ̄A (x̄(P)) = ΦA(x(P)), (B.23)

porque el valor de los campos está dado por el punto que se evalúan y no por la etiqueta con la que
hacemos referencia a estos. Vemos entonces que

Φ̄A(x̄) = ΦA (x̄ + a) , (B.24)
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donde Φ̄A(x̄) es el mismo campo ΦA(x) visto del sistema trasladado.
Si suponemos que la traslación es infinitesimal,

xµ(P) → x̄µ(P) = xµ(P)− εµ +O(ε2), (B.25)

podemos usar (B.25) en la ecuación (B.24), por lo que una expansión de Taylor implica que

Φ̄A(x̄) = ΦA(x̄) + ελ∂̄λΦA (x̄) , (B.26)

así, usando la regla de la cadena: ∂̄λ ≡ ∂λ, entonces la variación de los campos está dada por

δΦA = ελ∂λΦA. (B.27)

Vemos que esto es análogo a (B.14), por lo que la variación del lagrangeano en este caso queda
dada por

δL =
∂L

∂ΦA δΦA +
∂L

∂(∂λΦA)
δ
(

∂λΦA
)

=
∂L

∂ΦA δΦA +
∂L

∂(∂λΦA)
∂λ

(
δΦA

)
= εµ

[
∂L

∂ΦA ∂µΦA +
∂L

∂(∂λΦA)
∂µ(∂λΦA)

]
de donde, si suponemos que la densidad lagrangeana no depende explícitamente de las coordenadas,
reconocemos la regla de la cadena y

δL = εµ∂ν

[
δν

µL
]

, (B.28)

por lo que el lagrangeano es quasi-invariante bajo traslaciones y por (B.27) podemos definir el tensor
de energía-momentum canónico como

T ν
µ :=

∂L
∂(∂νΦA)

∂µΦA − δν
µL, (B.29)

que satisface la ecuación de balance

∂νT ν
µ ≡ −

δL
δΦA ∂µΦA, (B.30)

como lo asegura el teorema de Noether.

El tensor de energía-momentum

Podemos estudiar la relación entre el tensor de energía-momentum1 y el momentum y la energía
del sistema. Sabemos de la mecánica de partículas que la invarianza del lagrangeano con respec-
to a traslaciones espaciales da origen a la conservación del momentum, de la misma forma que las
traslaciones temporales se relaciona con la conservación de la energía mecánica. De esta forma, es
razonable esperar que los conceptos de energía y momentum del sistema puedan definirse a partir
de este tensor.

Las componentes del tensor Tµ
ν siempre se identifican como

Tµ
ν =

(
U Si/c
−cπi −p j

i

)
, (B.31)

1Probaremos también en este apéndice que el tensor de energía-momentum canónico definido en (B.29) no es el único objeto
que se puede definir como un tensor de enrgía momentum.
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donde U es la densidad de energía, Si la densidad de flujo de energía, πi es la densidad de momentum y p j
i es

el flujo de densidad de momentum, también conocido como tensor de stress. De estas definiciones, es
fácil ver que el 4-momentum de los campos está dado por

pµ :=
1
c

∫
E3

d3x T 0
µ , (B.32)

donde E3 es el espacio Euclidiano tridimensional.
La ecuación (B.30) puede re-escribirse en función de estos términos

∂U
∂t

+ ∂iSi = − δL
δΦA

∂ΦA

∂t
, (B.33a)

∂πi
∂t

+ ∂j p
j

i =
δL

δΦA ∂iΦA. (B.33b)

De la menra usual, (B.33) indican que localmente, el balance entre la tasa de cambio temporal de
la energía/momentum y el flujo neto de energía/momentum del sistema depende de las derivadas
del aldo derecho de, por lo queestas derivadas pueden ser interpretadas como las densidades de tra-
bajo/fuerza actuando sobre el sistema, para (B.33a) y (B.33b) resspectivamente. Es claro ver que en
sistemas abiertos, el lado derecho de ambas ecuaciones se anula idénticamente, por lo que no hay
pérdida de energía ni momentum debido a interacciones, de manera análoga a lo que ocurre en la
mecánica clásica.

B.2.2. Transformaciones de Lorentz

Otro grupode transformaciones importantes en Física, ya que en todas las teorías relativistas se
hace uso de ellas, está dado por las transformaciones de Lorentz. En primera aproximación, podemos
dar una interpretación de las transformaciones de Lorentz como una “rotación espacio temporal” de
los ejes de un sistema coordenado con un sistema de referencia inercial mediante ángulos constantes,
los que vienen contenidos en la matrices Λµ

ν, donde los índices µ, ν identifican los ejes al rededor de
los cuales se hace la rotación espacio temporal2. Por lo tanto, si las coordenadas de un evento P del
espacio-tiempo están dadas por xµ(P) en el sistema original, en el sistema transformado bajo Lorentz
sus coordendas estarán dadas por

xµ(P) → x̄µ(P) = Λµ
νxν(P). (B.34)

Una representación geométrica de esto está dada por B.2. Para que esta rotación espacio-temporal

Figura B.2: Transformación de Lorentz bidimensional mostrada como una rotación de las coordena-
das del espacio tiempo.

2Por ejemplo, Λ0
1 6= 0 y Λ2

3 6= 0 contienen información de la rotación en los planos (ct, x) y (y, z) respectivamente.
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(B.34) preseve el módulo de los cuadrivectores bajo transformaciones de Lorentz debe satisfacer las
condiciones

ηµν ≡ Λρ
µΛσ

νηρσ tal que ηµν dxµ dxν = ηρσ dx̄ρ dx̄σ. (B.35)

Esto es análogo al caso de las rotaciones en el espacio tridimensional Euclidiano, caracterizados por
la matriz de rotaciones Ri

j, que satisface δij = Rk
iR

l
jδkl , de manera de que preserve el largo de vectores

tridimensionales. Esto queiere decir que las transformaciones de Lorentz son generalizaciones de las
rotaciones en el espacio Euclidiano, a un contexto tetradimensional con la métrica de Minkowski
ηµν := diag(1,−1,−1,−1). De hecho, para una transformación de Lorentz netamente espacial, las
componentes Λi

j coinciden con las componentes de una rotación espacial Ri
j,

Λµ
ν =

(
1 0
0 Ri

j

)
, donde Ri

j ∈ O(3). (B.36)

Sin embargo, en los casos en que las componentes tiempo-espacio Λ0
i son no nulas, estas transfor-

maciones representan un cambio de observador inercial que pueden o no estar rotados uno respecto
del otro. Las transformaciones de Lorentz entre observadores que tienen sus ejes espaciales paralelos
uno de otro se conocen como los boost de Lorentz y están dadas por

Λµ
ν =

(
γ −γβi
−γβi δi

j + (γ− 1)βiβ j/β2

)
, where γ :=

1√
1− β2

, (B.37)

donde βi := vi/c es la velocidad reducida del observador en el nuvo sistema de referencia con respecto
del antiguo.

Ya que el objetivo de esta sección consiste en estudiar las consecuencias de la simetría de Lorentz,
es importante mencionar que la interpretación como un cambio entre observadores inerciales, ya que
debido al principio de relatividad, que establece que todos los sistemas de referencia inerciales son
equivalentes, sabemos que la aplicación sucesiva de transformaciones de Lorentz es también una
transformación de Lorentz. Esto quiere decir que si consideramos 3 sistemas de referencia inerciales
K, K′ y K̄ que se relacionan por las transformaciones

x′µ = (Λ1)
µ
νxν (de K a K′),

x̄µ = (Λ2)
µ
νx′ν (de K′ a K̄),

(B.38)

una tercera transformación de Lorentz Λ3 debe existir, que relaciona el sistema K con el sistema K̄
mediante

x̄µ = (Λ3)
µ
νxν. (B.39)

De la ecuación (B.38) es inmediato verificar que

(Λ3)
µ
ν = (Λ2)

µ
ρ(Λ1)

ρ
ν, (B.40)

por lo que las transformaciones de Lorentz forman un conjunto cerrado de transformaciones.
Hemos también de centrar nuestra atención en la forma que actúa una transformación de Lorentz

sobre un campo. Si consideramos dos campos independientes ΦA(x) y ΥA(x), estos transformarán de
manera distinta, dependiendo de su rango tensorial que va representado en este caso por el índice A.
Por ejemplo, un campo escalar ΦA → ϕ se define de manera tal que su valor no se vea afectado por
las transformaciones de Lorentz: ϕ̄(x̄) = ϕ(x), mientras que un campo tensorial (1, 1), como puede
ser el tensor de energía-momentum: ΨA → Hµ

ν transformará como H̄µ
ν(x̄) = Λµ

ρ(Λ−1)σ
ν Hρ

σ(x) bajo
transformaciones de Lorentz. En este caso (Λ−1)

µ
ν es la matriz inversa de Λµ

ν. En general, para un
campo arbitrario ΦA(x) supondremos que las transformaciones de Lorentz actuarán de manera lineal,
esto es

ΦA(x(P)) → Φ̄A(x̄(P)) = SA
B(Λ)ΦB(x(P)), (B.41)

donde SA
B(Λ) es una matriz determinada por Λµ

ν, cuya forma depende de los campos ΦA. Ahora, si
consideramos de nuevo el ccaso representado en la figura B.3, usando las mismas transformaciones
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Figura B.3: La aplicación sucesiva de más de una transformación de Lorentz es también una transfor-
mación de Lorentz.

de coordenadas dadas en (B.38), el cambio entre los distintos observadores inerciales también afecta
a los campos, de manera que

Φ′A(x′(P)) = SA
B(Λ1)ΦB(x(P)), (de K a K′),

Φ̄A(x̄(P)) = SA
B(Λ2)Φ′

B(x′(P)), (de K′ a K̄).
(B.42)

Así, de la misma forma en que la tercera transformación de Lorentz del sistema de referencia inercial
K al sistema K̄ queda determinada por (B.40), vemos que la matriz SA

B(Λ3) quedará dada por la
aplicación sucesiva de las transformaciones de Lorentz correspondientes a la representación

SA
B(Λ2 ·Λ1) = SA

C(Λ2) SC
B(Λ1), (B.43)

relacionando de manera unívoca a los campos descritos en el sistema K̄ con los observados en el
sistema K.

También es posible considerar una transformación infinitesimal de Lorentz, de manera análoga
con lo que hicimos con las traslaciones. Tomamos un Λµ

ν infinitesimalmente cerca de la identidad.
Esto es

Λµ
ν = δ

µ
ν + λ

µ
ν, (B.44)

donde λ
µ
ν son los parámetros infinitesimales. Reemplazando (B.44) en la condición (B.35), vemos que

los parámetros λ
µ
ν son necesariamente antisimétricos:

λµν = −λνµ, con λµν = ηµρλ
ρ
ν. (B.45)

Una transformación infinitesimal de Lorentz debe producir una transformación infinitesimal en
los campos. Esto se aplica al momento de plantear la forma de la matriz usada en la ecuación (B.41),
que se define de manera que de una expansión de Taylor se obtiene

SA
B(Λ) = δA

B +
1
2

λρσ(sρσ)
A
B, (B.46)

donde (sρσ)A
B se conocen como generadores de Lorentz que se determinan para cada forma específica de

campo ΦA(x) en función de su naturaleza bajo transformaciones de Lorentz: si son escalares, vectores,
tensores, espinores, etc.).

Entonces, reemplazando(B.44) en (B.34) y (B.46) en (B.41), obtenemos el como las coordenadas y
los campos cambain bajo transformaciones locales de Lorentz:

xµ → x̄µ = xµ + λ
µ
νxν, (B.47a)

ΦA(x) → Φ̄A(x̄) = ΦA(x) +
1
2

λρσ(sρσ)
A
BΦB(x). (B.47b)
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Podemos dar algunos ejemplos de generaldores de Lorentz para distintas representaciones. Pri-
mero, un campos escalar bajo transformaciones de Lorentz tiene generadores nulos: (sρσ) = 0. Un
cuadrivector contravariante Aµ y un vector covariante Bµ cambian bajo transformaciones de Lorentz
como

Āµ(x̄) = Λµ
ν Aν(x) y B̄µ(x̄) = (Λ−1)ν

µBν(x). (B.48)

Usando las transformaciones infinitesimales (B.44) es fácil ver que los respectivos generadores de
Lorentz están dados por

(sρσ)
µ
ν = δ

µ
ρ ηνσ − δ

µ
σ ηνρ y (sρσ)

ν
µ = δν

σηµρ − δν
ρηµσ. (B.49)

También, los campos espinoriales de Dirac3 transforman de acuerdo a

ψ̄(x̄) = S(Λ)ψ(x), (B.50)

donde la matriz de 4× 4, S(Λ), viene determianda por la relación Λµ
νγν = S−1(Λ)γµS(Λ) en la cual

γµ son las matrices Gamma de Dirac. Una transformación de Lorentz infinitesimal nos permite escribir
los generadores como

(sµν) :=
1
4
[γµ, γν], (B.51)

donde bajamos el índice de las matrices Gamma usando γµ = ηµνγν.
Todos estos son representaciones del álgebra de Lorentz, definida por las constantes de estructura

f κτ
µνρσ que se obtienen del conmutador

[(sµν), (sρσ)]
A
B =

(
ηµσδκ

νδτ
ρ − ηµρδκ

νδτ
σ + ηνρδκ

µδτ
σ − ηνσδκ

µδτ
ρ

)
︸ ︷︷ ︸

f κτ
µνρσ

(sκτ)
A
B. (B.52)

Por definición, esto se satisface para todo los generadores de Lorentz.
Volviendo a (B.47b), vemos que la variación de los campos para una transformación infinitesimal

de Lorentz viene dada por

δΦA(x) =
1
2

λρσ(sρσ)
A
BΦB(x), (B.53)

y δxµ = λ
µ
νxν para las coordenadas. Sin embargo, la variación de la derivada parcial de los campos no

es tan simple como en el caso de las traslaciones, ya que se modifica el rango tensorial de los campos,
añadiendo una componente covariante extra, por lo que debeos calcular desde cero esta variación.
podemos ver que en el nuevo sistema de ccordenadas se tiene que

∂̄µΦ̄A(x̄) = (Λ−1)ν
µ∂νΦ̄A (Λx) . (B.54)

En el caso infinitesimal, de acuerdo con las ecuaciones (B.44) y (B.47b); y omitiendo ordenes superio-
res de λ, esta ecuación se reduce a

∂̄µΦ̄A(x̄) = (δν
µ − λν

µ) ∂ν

[
ΦA(x) +

1
2

λρσ(sρσ)
A
BΦB(x)

]
= ∂µΦA(x)− λν

µ∂νΦA(x) +
1
2

λρσ(sρσ)
A
B∂µΦB(x). (B.55)

Como λρσ y (sρσ)A
B son constantes, la derivada parcial de la ecuación (B.53) y vemos que

∂µ

(
δΦA(x)

)
=

1
2

λρσ(sρσ)
A
B∂µΦB(x). (B.56)

3No usaremos los índices para espinores explícitamente.
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Por lo tanto,

δ
(

∂µΦA(x)
)
= −λν

µ∂νΦA(x) + ∂µ

(
δΦA(x)

)
, (B.57)

donde se ve explicitamente que no obtendremos una ecuación con la misma forma que (B.18), debido
al término proporcional a ∂µΦA(x).

Usando lo obtenido en (B.57), vemos que la variación de la densidad lagrangeana está dada por

δL =
∂L

∂ΦA δΦA +
∂L

∂(∂µΦA)
δ
(

∂µΦA
)

=
∂L

∂ΦA δΦA +
∂L

∂(∂µΦA)
∂µ

(
δΦA

)
− λν

µ(∂νΦA)
∂L

∂(∂µΦA)
.

Usando la regla de Leibniz, la definición de derivada variacional (B.5) y reconociendo la definición
del tensor de energía-momentum canónico escribimos

δL =
δL

δΦA δΦA + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
δΦA

)
− λνµTµν. (B.58)

El término ηµνL del tensor de energía-momentum canónico se cancela, ya que es simétrico y aparece-
multiplicado por el parámetro antisimétrico λµν.

Definiendo la densidad de corriente de espín canónica Sρσ
µ del sistema mediante

S µ
ρσ :=

∂L
∂(∂µΦA)

(sρσ)
A
BΦB, (B.59)

que satisface,
1
2

λρσS µ
ρσ ≡

∂L
∂(∂µΦA)

δΦA, (B.60)

y suponinedo que las transformaciones de Lorentz mantienen la densidad lagrangeana invariante,
δL = 0, obtenemos la identidad del momento angular a partir de la ecuación (B.58)

∂µS µ
ρσ − 2T[ρσ] ≡ −

δL
δΦA (sρσ)

A
BΦB, (B.61)

donde hemos aprovechado la antisimetría y la arbitrareidad de λµν para derivar esta identidad.
Es sencillo verificar que

Tµν = ∂λ(xνT λ
µ )− xν∂λT λ

µ (B.62)

y usando la ecuación del balance de la energía y el momentum (B.30) (suponinedo además que la
acción es invariante bajo traslaciones) escribimos

Tµν = ∂λ(xνT λ
µ ) + xν

δL
δΦA ∂µΦA, (B.63)

que se reemplaza nuevamente (B.58) para obtener

δL =
δL

δΦA δΦA + ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦA)
δΦA

)
− λνµ∂λ(xνT λ

µ )− λνµxν
δL

δΦA ∂µΦA. (B.64)

Esta expresión puede reducirse a

δL =
δL

δΦA

(
δΦA + λµνxν∂µΦA

)
+ ∂λ

(
∂L

∂(∂λΦA)
δΦA + λµνxνT λ

µ

)
. (B.65)

Sin embargo, podemos introducir nuevas definiciones para obtener información de esta ecuacion
de manera más inmediata. Definiendo el operador de momento angular orbital (similar al de la mecánica
cuántica)

(lρσ)
A
B := δA

B (xρ∂σ − xσ∂ρ), (B.66)
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que es claramente antisimétrico en ρ y σ, además satisface de manera inmediata

[(lµν), (lρσ)]
A
B = (lµν)

A
C(lρσ)

C
B − (lρσ)

A
C(lµν)

C
B = f κτ

µνρσ (lκτ)
A
B, (B.67)

con los coeficinetes f κτ
µνρσ definidos anteriormente en (B.52), por lo que es una representación del

álgebra de Lorentz. Sea además el operador de momento angular total

(jρσ)
A
B := (lρσ)

A
B + (sρσ)

A
B, (B.68)

que claramente satisface el álgebra de Lorentz. También definiremos la densidad canónica de momentum
angular orbital del sistema mediante

L µ
ρσ := xρT µ

σ − xσT µ
ρ , (B.69)

y la densidad canónica total de momento angular

J µ
ρσ := S µ

ρσ + L µ
ρσ . (B.70)

Estas cuatro cantidades se definen de manera tal que sea inmediato reducir la ecuación (B.65) a

δL =
1
2

λσρ

(
δL

δΦA (jρσ)
A
BΦB + ∂µ J µ

ρσ

)
, (B.71)

así, por la antisimetría y arbitraeirdad de los parámetros λσρ obtenesmo la ecuaciónde balance

∂µ J µ
ρσ = − δL

δΦA (jρσ)
A
BΦB. (B.72)

Es importante mencionar que en el caso de una teoría no-relativista, la densidad lagrangeana
no será invariante bajo todas las transformaciones de Lorentz, en particular los boost, por lo que la
identidad (B.61) no será satisfecha para todas las combinaciones de ρ, σ, sin embargo, si lo será si se
escogen rotaciones espaciales ρ, σ = i, j = 1, 2, 3.

Los tensores de densidad de momentum angular

Podemos relacionar las densidades de momentum angular definidas más arriba al momentum
angular de una forma análoga a lo que se hizo en la sección B.2.1. Primeramente, consideraremos
la naturaleza de la información contenida en S µ

ρσ , L µ
ρσ y J µ

ρσ . Claramente, debido al nombre quele
hemos dado, la última contiene información respecto del momentum angular del sistema. La prime-
ra, de su definición (B.59), describe el momento angular intrínseco contenido en los campos y de la
identificación de los términos de las componentes del tensor de energía-momentum, vemos que L µ

ρσ

representa un momentum angular similar al que se define en la mecánica clásica.
Ambos índices covariantes indican el plano espaciotemporal en el cual se hace la rotación, pero

el índice contravariante indica la dirección en que se produce este flujo. Las componentes espaciales
indican el flujo de momentum angular,

S i
ρσ := S i

ρσ , L i
ρσ := L i

ρσ y J i
ρσ := J i

ρσ , (B.73)

cantidades que son similares al vector de flujo de energía. La componente temporal tiene una inter-
pretación mucho más familiar, la identificamos con la densidad de momentum angular en el plano ρσ

Sρσ :=
1
c

S 0
ρσ , Lρσ :=

1
c

L 0
ρσ y Jρσ :=

1
c

J 0
ρσ , (B.74)

que nos permite definir el momentum angular total

Jρσ :=
1
c

∫
E3

d3x J 0
ρσ . (B.75)

Esta definición puede extenderse a la densidad de espín y de momentum angular orbital.
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Generadores de Lorentz

Sabemos que los generadores de Lorentz (sρσ)A
B, (lρσ)A

B y (jρσ)A
B son representaciones del álgebra

de Lorentz, que generaliza las rotaciones al espacio-tiempo de Minkowski en 4 dimensiones. Particu-
larmente, (sρσ)A

B es el generador dek cambio en los campos sometidos a transformaciones de Lorentz
infinitesimales como se han definido en (B.47b), y (lρσ)A

B es el generador que aparece implícitamen-
te en (B.65) como consecuencia del cambio de las coordenadas espaciotemporales. Esto implica que
(jρσ)A

B, siendo la suma de ambos, es el generador total de la simetría de los campos bajo transforma-
ciones de Lorentz y dado un campo ΦB, diremos que es simétrico bajo transformaciones de Lorentz
si y solo si

(jρσ)
A
BΦB(x) = 0. (B.76)

Podemos ilustrar mejor esto considerando rotaciones en el espacio tridimensional. Consideremos
el plano xy, en el cual definimos dos campos vectoriales Ai y Bi, de forma que

A(r, ϕ) = A(r)r̂ y B(r, ϕ) = B(r)ϕ̂. (B.77)

Una representación gráfica de estos campos viene dada en la figura B.4.
Los generadores de Lorentz (jρσ)A

BΦB para este caso, después de usar la regla de la cadena para
escribirlo en función de las derivadas en coordenadas polares estará dado

(jxy)
i
j = δi

yδxj − δi
xδyj − δi

j
∂

∂ϕ
, i, j = 1, 2. (B.78)

Para los campos definidos en (B.77) vemos que

(jxy)
x
j A

j = −A(r) sin ϕ− ∂

∂ϕ
(A(r) cos ϕ) ≡ 0,

(jxy)
x
jB

j = −B(r) cos ϕ− ∂

∂ϕ
(−B(r) sin ϕ) ≡ 0,

(jxy)
y
j A

j = A(r) cos ϕ− ∂

∂ϕ
(A(r) sin ϕ) ≡ 0,

(jxy)
y
jB

j = −B(r) sin ϕ− ∂

∂ϕ
(B(r) cos ϕ) ≡ 0,

lo que implica que los campos Ai y Bi son simétricos bajo rotaciones,

(jxy)
i
j A

j = 0 y (jxy)
i
jB

j = 0. (B.79)
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Figura B.4: Ilustraciones de campos en el plano xy. ambas figuras son adaptaciones de gráficos obte-
nidos en [40].
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