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3. Inestabilidad de la cuerda negra en teoŕıas de Lovelock de tercer orden en la curvatura 33

3.1. Solución de cuerda negra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1.1. Perturbación tipo s-wave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5
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Resumen

En esta tesis mostramos que las cuerdas negras homogéneas de una teoŕıa de Lovelock de tercer orden en la curvatura

son inestables bajo perturbaciones tipo s-wave. Este análisis se realiza en D = 9 dimeniones, la dimensión mı́nima que

permite la existencia de cuerdas negras homogéneas en una teoŕıa que contiene solo el término de Lovelock de tercer orden

en el Lagrangiano. Tal como en el caso de Relatividad General, la inestabilidad es producida por perturbaciones de longitud

de onda grande y representa la contraparte perturbativa de una inestabilidad termodinámica. También proporcionaremos

un análisis comparativo de las inestabilidades de cuerdas negras a un radio fijo en Relatividad General, Gauss-Bonnet y

teoŕıas de Lovelock cúbicas puras, y mostramos que, la longitud de onda mı́nima cŕıtica para denotar la inestabilidad crece

con la potencia de la curvatura que define el Lagrangiano. Para cuerdas negras con radios en la región inestable de las

tres teoŕıas, el crecimiento exponencial temporal de la perturbación es más grande en Relatividad General y decrece con el

número de curvaturas involucradas en la teoŕıa.
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Abstract

In this thesis we show that homogeneous black strings of third-order Lovelock theories are unstable under s-wave

perturbations. This analysis is done in dimension D = 9 which is the lowest dimension that allows the existence of

homogeneous black strings in a theory that contains only the third-order Lovelock term in the Lagrangian. As it is the

case in General Relativity, the instability is produced by long wavelength perturbations and it stands for the perturbative

counterpart of a thermal instability. We also provide a comparative analysis of the instabilities of black strings at a

fixed radius in General Relativity, Gauss-Bonnet and third-order Lovelock theories, and show that the minimum critical

wavelength that triggers the instability grows with the power of the curvature that defines the Lagrangian. For black strings

with radii in the unstable region in all the three theories, the exponential growth in time of the perturbation is the largest

in General Relativity and it decreases with the number of curvatures involved in the theory.
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Introducción

Las teoŕıas de gravedad en altas dimensiones poseen interesantes caracteŕısticas que las han convertido en un importante

tema de estudio en la F́ısica teórica. Por una parte las teoŕıas en dimensiones mayores que cuatro proporcionan un interesante

escenario para comprobar si muchas de las propiedades de los agujeros negros en dimensión cuatro son intŕınsecas o no de

estos espacios, o si dichas caracteŕısitcas se conservan en teoŕıas en altas dimensiones. Otra importante motivación viene

del lado de la teoŕıa de cuerdas, la que predice la existencia de dimensiones extras y requiere la introducción de términos de

alto orden en la curvatura como correcciones a cortas distancias a la acción de Einstein-Hilbert. Por otro lado la conjetura

AdS/CFT [1] ha mostrado la dualidad entre espacios asintóticamnte AdS, que pueden ser construidos como soluciones de

teoŕıas de alto orden en la curvatura, y una teoŕıa de campos conforme que vive en el borde de ésta. (Ver [2] para un estudio

detallado de agujeros negros en dichos escenarios).

La extensión de la Relatividad General a mayores dimensiones implica la aparición de nuevas soluciones de objetos negros,

tales como soluciones de cuerdas negras, p-branas negras, black rings, black saturns y otras configuraciones (Ver [3], [4],[5]).

Sin embargo, si queremos construir una teoŕıa en mayores dimensiones pero que respete los mismo principios que la

Relatividad General de Einstein, términos de orden superior en la curvatura aparecen, como correcciones a pequeñas

escalas del término de Einstein-Hilbert. Esta generalización es conocida como la teoŕıa de Lovelock, la que también admite

soluciones de objetos negros extendidos.

En este trabajo nos centraremos en soluciones de cuerdas negras homogéneas en distintas teoŕıas de Lovelock y, en particular,

en la teoŕıa de tercer orden. Estas soluciones son obtenidas mediante la oxidación de soluciones de agujero negro para teoŕıas

de Lovelock con un solo término en la curvatura.

Con las soluciones de cuerda negra puestas en este escenario, además de los agujeros negros, es natural preguntarse cual es

la configuración que debe manifestarse luego de un colapso gravitacional en este tipo de teoŕıas. De acuerdo a argumentos

termodinámicos, por debajo de una masa cŕıtica, el agujero negro posee mayor entroṕıa y por lo tanto es la configuración

que debe predominar en el ensamble microcanónico. Esto viene acompañado en Relatividad General[6] y Gauss Bonnet[31],

de una inestabilidad perturbativa de la cuerda negra para longitudes de onda grande. El problema del estado final al que

evoluciona la cuerda negra es aún un problema abierto, pero resultados numéricos muestran que para D = 5 la cuerda negra

evoluciona hacia un conjunto de agujeros negros esféricos conectados por una cuerda negra, que para un tiempo finito, para

un observador asintótico, el radio del cilindro tiende a cero y el sistema desarrolla una singularidad desnuda (Ver [7], [8],

[9], [10], [12], [15]).

Para el caso de la teoŕıa de Lovelock de tercer orden pura, que ha sido mucho menos explorada, las soluciones de agujero
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negro también pueden ser extráıdas del polinomio de Wheeler, y el argumento termodinámico [23] también es aplicable.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar la inestabilidad perturbativa en esta teoŕıa, mediante una perturbación tipo

s-wave que viaja en la dirección de la cuerda al igual que en los casos de RG y GB, y posteriormente comparar los

comportamientos en la inestabilidad de dichas teoŕıas.

Los cápitulos de esta tesis están organizados de la siguiente manera:

El caṕıtulo I consiste en una revisión breve de la teoŕıa de Relatividad de Einstein y su extensión a mayores dimensiones,

mostrando las soluciones de agujeros negros estáticos y cuerdas negras homogéneas de esta teoŕıa. Además, mostramos la

inestabilidad de Gregory-Laflamme y su contraparte termodinámica, para la cuerda negra.

En el caṕıtulo II, se presenta la generalización de Relatividad General para D arbitrario, la teoŕıa de Lovelock. A sus

correspondientes soluciones de agujeros y cuerdas negras se le aplica el mismo estudio realizado para las soluciones de

Relatividad General en el caṕıtulo anterior.

El caṕıtulo III detalla el trabajo de esta tesis, donde mostramos la inestabilidad de la cuerda negra en la teoŕıa de Lovelock

de tercer orden en la curvatura y posteriormente comparamos su comportamiento con los trabajos anteriores en Relatividad

General y Gauss-Bonnet

El caṕıtulo IV está dedicado a comentarios y conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Relatividad General

1.1. Relatividad General en D = 4

En el año 1915, Albert Einstein formula la Teoŕıa General de la Relatividad, teoŕıa geométrica del espacio-tiempo, que

incorpora la fuerza de gravedad en un marco consistente con la Teoŕıa de la Relatividad Especial. En esta teoŕıa el concepto

de fuerza gravitatoria es reemplazado por la propia curvatura del espacio-tiempo, generada a su vez por su contenido de

materia y enerǵıa. El espacio-tiempo ahora es una variedad curva cuadri-dimensional, localmente plana y donde en cada

punto de esta son válidas las leyes de la Relatividad Especial.

En esta teoŕıa, el espacio-tiempo adquire un carácter dinámico; éste es curvado por la presencia de materia y dicha curvatura,

descrita por las ecuaciones de campo de Einstein, es la que define las trayectorias que siguen las part́ıculas.

En lenguaje matemático, la teoŕıa de Einstein describe el espacio-tiempo como una variedad diferenciable pseudo-Riemanniana,

localmente equivalente al espacio plano de Minkowski.

1.1.1. Acción de Einstein-Hilbert y ecuaciones de campo

El principio variacional para la Relatividad General, conocida como la acción de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones,

es dada por

IE−H =
1

16πG

∫
M
d4x
√
−g(R− 2Λ) + Smateria, (1.1)

donde M es la variedad cuadri-dimensional, G la constante gravitacional de Newton, R el escalar de Ricci, Λ la constante

cosmológica y Smateria la acción para la distribución de materia. La variación de esta acción respecto de la métrica, el campo

dinámico en esta teoŕıa, nos entrega las ecuaciones de campo de Einstein Las ecuaciones de Einstein en su forma general

son dadas por

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = 8πGTµν , , (1.2)

con Rµν el tensor de Ricci, Tµν el tensor de enerǵıa-momentum y gµν la métrica del espacio-tiempo. Las soluciones de estas

ecuaciones representan posibles configuraciones geométricas del espacio-tiempo ocasionada por una distribución de materia.

A continuación detalleremos un procedimiento alternativo al mencionado anteriormente para encontrarn las ecuaciones de
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Einstein.

Consideremos una variedad métrica en el que el intervalo entre dos eventos infinitesimalmente cercanos viene dado por el

elemento de ĺınea

ds2 = gµνdx
µdxν ,

con gµν el tensor de segundo rango simétrico y no-degenerado, usualmente llamado métrica. La métrica define la noción de

distancia en la variedad, determindo la geometŕıa del espacio-tiempo y la relación causal entre distintos eventos. Además

de definir un isomorfismo entre los espacios tangente y cotangente sobre cada punto de la variedad.

Por otra parte, la conexión es un objeto que permite comparar elementos de los espacios tangentes de puntos diferentes en

la variedad.

De forma general, la métrica y la conexión son construcciones independientes, pero en Relatividad General la conexión se

define en términos de la métrica y sus derivadas. Definida aśı la conexión, conocida como conexión de Levi-Civita, tiene la

forma

Γµνλ =
1

2
gµρ(∂νgρλ + ∂λgρν − ∂ρgνλ),

donde sus componentes, simétricas en los dos ı́ndices bajos, son llamados śımbolos de Christoffel. Es importante notar que

la conexión no es un tensor.

Ahora, con la métrica y la conexión de Levi-Civita podemos definir el tensor de curvatura de Riemann, dado por

Rµνλρ = ∂λΓµνρ − ∂ρΓµνλ + ΓσνρΓ
µ
σλ − ΓσνλΓµσρ.

Este tensor nos dice cómo cambia la curvatura en la variedad. Definiendo la derivada covariante como

∇µV ν = ∂µV
ν + ΓνµλV

λ,

donde V ν es un campo vectorial, tenemos que Rµνλρ mide la diferencia en el transporte paralelo de un vector desde un

punto a otro, a través de curvas distintas determinadas por campos vectoriales diferentes. De los anterior, tenemos que

sobre un espacio plano, Rµνλρ = 0.

El tensor de Riemann es important́ısimo en nuestra construcción. Algunas de sus útiles propiedades son

gµσR
σ
νλρ = Rµνλρ = −Rνµλρ = −Rµνρλ = Rλρµν ,

y

Rµνλρ +Rµλρν +Rµρνλ = 0,

A partir de contracciones del tensor de Riemann tenemos el tensor de Ricci

Rµν = Rλµλν = gλρRρµλν ,

el escalar de Ricci

R = gµνRµν ,

20



y el tensor de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR.

este último simétrico y de divergencia nula. Todas estas, cantidades que aparecerán en las ecuaciones de campo de Einstein

Ahora, desde el punto de vista del movimiento de las part́ıculas en el espacio-tiempo, sabemos que las part́ıculas libre

describen curva geodésicas, que pueden ser vistas como la generalización a un espacio curvo de las rectas, que en un espacio

plano minimizan la distancia entre dos puntos.

Matemáticamente, las geodésicas están dadas por

d2xµ

dλ2
+ Γµνρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0.

Entonces, si la conexión corresponde a la conexión de Levi-Civita, el movimiento de las part́ıculas dependerá de la geometŕıa

del espacio-tiempo, definida por su métrica.

Lo anterior y la idea de que la enerǵıa y materia eran los responsable de curvar el espacio-tiempo, llevó a Einstein a la

conclusión de que las ecuaciones que describen la interacción gravitatoria deb́ıan ser una igualdad entre un objeto puramente

geométrico y algún tensor describiendo la distribución de enerǵıa.

En su forma general, las ecuaciones de Einstein son

Gµν + Λgµν = 8πGTµν ,

con Λ la constante cosmológica y Tµν = 2√
−g

δSmateria

δgµν describe la distribución de enerǵıa-momentum.

Además,

∇µGµν ≡ 0,

∇µgνλ ≡ 0,

lo que es compatible con la conservación del tensor de enerǵıa-momentum,

∇µTµν = 0.

1.1.2. Agujero negro de Schwarzschild

Luego de meses de la formulación final de la Relatividad General de Einstein en 1915, Karl Schwarzschild encontró la primera

solución exacta de esta teoŕıa, conocidas como solución de agujero negro de Schwarzschild, o agujero negro estático, dada

por

ds2 = −
(

1− r+

r

)
dt2 +

1(
1− r+

r

)dr2 + r2dΩ2, (1.3)

con dΩ es el elemento de ĺınea de la 2-esfera y r+ el radio de Schwarzschild. Esta solución resuelve las ecuaciones de Einstein

con Tµν = 0, es decir, una solución de vaćıo. Dado que la solución es estática y simétricamente esférica, originalmente se

interpreta como la solución que describe la geometŕıa fuera de un cuerpo masivo esférico y estático, bajo la suposición de

que la carga eléctrica y momento angular del cuerpo, además de la constante cosmológica universal, son cero. Además, esta
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solución es una útil aproximación para describir objetos astronómicos que rotan lentamente, tales como estrellas o planetas,

inclúıdos la Tierra

De acuerdo al teorema de Birkhoff, la métrica de Schwarzschild es la solución de vaćıo esféricamente simétrica más general

de las ecuaciones de Einstein. Al analizar la solución (1.3), podemos notar que una de las componentes de la métrica se inde-

termina en el horizonte, cuando r = r+. Ahora, sabemos que en Relatividad General debemos distinguir entre singularidades

de curvatura, genuinas singularidades del espacio-tiempo, en las que la curvatura diverge, y singularidades coordenadas,

donde las componentes de la métrica divergen por una mala elección de las coordenadas. Para el caso de la solución de

Schwarzschild, el cálculo de los invariantes de curvatura nos muestran que r+ es solo una singularidad coordenada, como

veremos en la siguiente subsección, y r = 0 es una singularidad de curvatura.

1.1.3. Coordenadas de Kruskal para la solución de Schwarzschild

Según lo dicho en la subsección anterior, tenemos que las coordenadas usadas en la solución (1.3) tienen un problema; el

horizonte de eventos r+ es un punto singular coordenado.

En esta subsección mostraremos la deducción de un sistema coordenado apropiado para estudiar la solución de Schwarzschild

en regiones que involucren el horizonte; coordenadas conocidas como coordenadas de Kruskal.

Expĺıcitamente, el problema con las coordenadas de Schwarzschild es que dt/dr → ∞ sobre la geodésica nula radial al

acercarse al horizonte, cerrando los conos de luz e indeterminando la estructura causal de la solución, es decir, cambios en la

dirección r se vuelven cada vez más lentos con respecto a la coordenada t. Podemos arreglar esta situación si definimos una

nueva coordenada temporal que vaŕıe aún de forma más lenta sobre la geodésica nula. Esta coordenada puede ser definida

al resolver la condición que caracteriza una curva radial nula, de donde obtenemos t = ±r∗ + const, con r∗ representando

a la coordenada tortuga dada por

r∗ = r + r+ log

(
r

r+
− 1

)
.

Definiendo las coordenadas nulas dobles V,U

V = exp

(
t+ r∗
2r+

)
, U = − exp

(
− t− r∗

2r+

)
,

Tenemos que las coordenadas de Kruskal T,R, dadas por T = 1
2 (V + U) y R = 1

2 (V − U) quedan para nuestro caso como

T =

(
r

r+
− 1

)1/2

exp (r/2r+) sinh

(
t

2r+

)
R = −

(
r

r+
− 1

)1/2

exp (r/2r+) cosh

(
t

2r+

)
.

En términos de estas coordenadas, la solución de Schwarzschild toma la forma

ds2 = 4
r3
+

r
e−r/r+(−dT 2 + dR2) + r2dΩ2

De esto, podemos ver expĺıcitamente la naturaleza no-singular de r = r+; en esta forma ninguno de los coeficientes de la

métrica se comporta de manera especial en el horizonte.
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1.2. Relatividad General en dimensión arbitraria

Relatividad General dimensiones mayores que cuatro ha sido sujeto de atención en las últimas décadas. Algunas de las

aplicaciones de interés son:

La Teoŕıa de Cuerdas contiene gravedad y requiere más de cuatro dimensiones.

La correspondencia AdS/CFT relaciona la dinámica de un agujero negro D-dimensional con aquellos de la teoŕıa

cuántica de campos en D − 1-dimensiones inducida en el borde.

La producción de agujeros negros en altas dimensiones en colisionadores futuros se vuelve una posibilidad concebible

en escenarios que involucren dimesiones extras y gravedad de TeV -escala.

Como objetos matemáticos, las soluciones de agujero negro son una de las más importantes variedades donde Rµν = 0,

en cualquier dimensión.

Las nuevas caracteŕısticas de las soluciones de agujeros negros en mayores dimensiones, que hasta ahora han sido iden-

tificadas, pueden ser entendidas en términos f́ısicos como producto de dos ingredientes principales de la teoŕıa: diferente

dinámica de rotación y la aparición de objetos negros extendidos.

Con respecto al primer punto, podemos decir que para dimensiones mayores existe la posibilidad de rotación en varios planos

independientes y, con el número de dimensiones incrementa la competencia relativa entre los potenciales gravitacionales y

centŕıfugos. Con respecto al segundo, al menos en gravedad en vaćıo, se admiten soluciones de objetos negros con horizontes

extendidos, i.e., cuerdas negras y, en general, p-branas negras. Aunque estos no son soluciones asintóticamente planas, en

el sentido global, proveen de la intuición básica para entender nuevos tipos de agujeros negros asintóticamente planos.

Sabemos que las ecuaciones de Einstein en principio son independientes de la dimensión del espacio-tiempo, por lo que la

generalización de la teoŕıa de la Relatividad de Einstein a mayores dimensiones es directa, la acción estará dada por

I
(D)
E−H =

1

16πG

∫
M
dDx
√
−g(R− 2Λ) + Smateria, (1.4)

y las ecuaciones de campo son por supuesto de la misma forma de (1.1.1),

Gµν + Λgµν = 8πGTµν , (1.5)

donde µ = 0, ..., D − 1.

1.2.1. Solución de Schwarzschild-Tangherlini

Para las ecuaciones de campo definida anteriormente tenemos que la generalización de la solución de Schwarzschild a una

dimensión arbitraria D corresponde a una solución estática y con simetŕıa hiperesférica, dada por

ds2 = −
(

1−
(r+

r

)D−3
)
dt2 +

1(
1−

( r+
r

)D−3
)dr2 + r2dΩ2

D−2, (1.6)

para (1.1.1) con Tµν = 0. Esta solución es conocida como la solución de Schwarzschild-Tangherlini y se reduce a la solución

de Schwarzschild usual en D = 4.
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En esencia, lo único que hemos hecho es cambiar el decaimiento radial r−1 del potencial gravitacional por uno que decae

como r3−D. Es directo verificar que esta métrica es satisface Rµν = 0 y que tiene un horizonte de eventos en r = r+.

1.2.2. Cuerdas negras homogéneas

A partir de las soluciones de agujeros negros generalizadas revisadas en la subsección anterior es posible construir otras

soluciones con horizontes de eventos y que satisfagan las ecuaciones de Einstein. El caso más simple corresponde a las

soluciones de cuerda negra, correspondientes a la extensión dimensional más simple de una solución de agujero negro, y que

tomaremos como ejemplo para mostrar la construcción de estos objetos extendidos.

Entonces, consideremos Relatividad General en el vaćıo en dimensión D. Las ecuaciones de campo estarán dadas por

Rµν = 0,

con µ = 0, ..., D − 1.

En la subsección anterior vimos que la métrica con simetŕıa hiperesférica (1.6) es solución de estas ecuaciones, pero no la

única. Consideremos, por ejemplo, un espacio-tiempo D-dimensional definido por el elemento de ĺınea

ds2 = ds̃2
D−1(xµ) + dz2,

con ds̃2
D−1 la métrica de Schwarzschild D − 1-dimensional. Debido a las propiedades del tensor de Riemman tenemos que

esta métrica también satisface las ecuaciones de Einstein, dado que Rµ5 = 0, luego, la métrica anterior, conocida como

solución de cuerda negra homogénea, es también solución de las ecuaciones de Einstein. El proceso de agregar una dimensión

a una solución se conoce usualmente como una oxidación (opuesto a la reducción), por lo que podemos decir que la solución

de cuerda negra D-dimensional resulta de oxidar la solución de agujero negro en D − 1-dimensiones.

Constrúıda de esta manera, la cuerda negra tiene un horizonte ciĺındrico y, en principio, masa infinita. Considerando la

dimensión extra como compacta, es decir, finita y de dimensión L, la cuerda negra adquiere una masa finita, obteniendo

agujero negro de Kaluza-Klein en D = 5 [2].

De manera general, una solución de cuerda negra de una teoŕıaD-dimensional corresponde a un espacio-tiempo con topoloǵıa

MD =MD−1 ×R, donde R es una sección espacial.

Aqúı hemos considerado Relatividad General en el vaćıo. En teoŕıas con constante cosmológica o con potencias mayores en

la curvatura soluciones de cuerda negra son dif́ıciles de encontrar. Soluciones anaĺıticas de cuerda negra se han encontrado

para teoŕıas puras de Lovelock, como mostraremos más adelante.

Tal como se mencionó anteriormente, la aparición de nuevas soluciones es una de las riquezas de considerar dimensiones

altas. En D = 4 la única solución de vaćıo, regular, de objeto negro es la solución de Kerr, con horizonte de evento de

topoloǵıa esférica.

Como última generalización, podemos considerar el agregar más dimensiones a la solución de agujero negro, obteniendo

soluciones de p-branas negras. El elemento de ĺınea

ds2 = ds̃2
d + dzidz

i,

24



con i = 1, ..., p, corresponde a la solución de p-brana negra homogénea d+ p-dimensional

1.3. Estabilidad

Para D = 4, sabemos que para Relatividad General, la única solución de agujero negro estática corresponde a la solución

de Schwarzschild. Sin embargo, para D > 4, vimos en la sección anterior que existen al menos dos tipos de soluciones

estáticas posibles, la solución de agujero negro y la solución de cuerda negra. Entonces, en este último caso y con estas

dos configuraciones posibles, es válido preguntarse ¿cuál es la configuración f́ısicamente relevante en un hipotético colapso

gravitacional? Con la idea de dilucidar esta interrogante, en las subsecciones siguientes haremos una breve revisión del

argumento termodinámico y la inestabilidad perturbativa de Gregory-Laflamme [6].

1.3.1. Argumento termodinámico

Desde el punto de vista termodinámico sabemos que en el Universo los sistemas siempre tienden a un estado de máxima

entroṕıa, en el ensamble microcanónico. Dado que los agujeros negros emiten radiación de Hawking sabemos de la termo-

dinámica que es posible asignarle una entroṕıa a estas soluciones. Por lo tanto, si existe una diferencia de entroṕıa entre la

solución agujero negro y la de cuerda negra, es la configuración de mayor entroṕıa la que deberá manifestarse.

Dadas las áreas de los horizontes de las soluciones de agujero negro (BH) y de cuerda negra (BS), es posible mostrar que

las entroṕıas de ambos objetos crecen según

SBH ∼ m
D−2
D−3

SBS ∼ m
D−3
D−4

con m la masa de ambas soluciones. Estas entroṕıas, como función de la masa, se cruzan para un valor de masa cŕıtica mc,

por lo tanto, para valores de la masa menores que mc el agujero negro es el que posee mayor entroṕıa, y para valores por

sobre mc lo es la cuerda negra. De esto vemos que si la longitud de la cuerda es suficientemente grande, la configuración

preferida termodinámicamente es la de agujero negro, por lo tanto es ésta la configuración más relevante como estado final.

Como mostraremos en la siguiente subsección, las soluciones de cuerda negra en Relatividad General son perturbativamente

inestables y precisamente esta relación entre las inestabilidades termodinámicas y perturbativas es lo que llevó a Gubser y

Mitra [39] a conjeturar que ambos tipos de inestabilidades siempre se presentan juntas para soluciones de objetos extendidos.

Este resultado obtenido mediante el argumento termodinámico debe ser avalado por alguna inestabilidad perturbativa de

la cuerda, y esto es lo que mostraremos a continuación.

1.3.2. Cálculo perturbativo, inestabilidad de Gregory-Laflamme

En Relatividad General, una pequeña perturbación de un espacio-tiempo está respresentada por un cambio en la métrica,

dado por hµν . En nuestro caso, queremos perturbar la solución de cuerda negra homogénea (ecaicondada), nuestra solución

de background, que denotaremos con g̊µν , por lo que

gµν = g̊µν + hµν , (1.7)
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definirá nuestra solución perturbada.

Según el método estándar, usaremos el método de separación de variables y descompondremos la perturbación en términos

de las simetŕıas de la geometŕıa de background. La cuerda negra tiene invariancias tanto de traslaciones temporal como

en la dirección z , además de la isometŕıa correspondiente a la simetŕıa hiperesférica de la solución de Schwarzschild. Por

simplicidad consideraremos una perturbación esféricamente simétrica, lo que significa que no existen términos cruzados con

coordenada angular, es decir, la perturbación queda expĺıcitamente dada por

hµν (t, r, z) = eΩteikz


htt (r) htr (r) 0 0

htr (r) hrr (r) 0 0

0 0 h (r)σS2 0

0 0 0 0

 ,

donde los factores eΩt y eikz representan un modo creciente y el comportamiento oscilatorio de la perturbación, respectiva-

mente. De las ecuaciones de Einstein linealizadas obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales para las componentes

de la perturbación, de las que podemos obtener el comportamiento asintótico. Como buscamos inestabilidades consideramos

modos crecientes, tales que Ω > 0. Aunque la solución a dicha ecuación sea muy dif́ıcil de encontrar anaĺıticamente, se

puede estudiar el comportamiento asintótico de ésta en el horizonte y el infinito. Si existe una solución que pueda ligar las

ramas asintóticas bien comportadas, existirá la inestabilidad y, como sabemos, éste es el caso. Ahora, para determinar la

regularidad de la perturbación necesitamos que hµν tienda a cero para r grandes, escogiendo la rama decreciente para este

caso, y que además sea regular en el horizonte, lo que debe verificarse en un sistema coordenado localmente regular en el

horizonte. Una elección conveniente de coordenadas son las coordenadas de Kruskal.

Es natural preguntarse si los resultados anteriores pueden ser generalizados para teoŕıas que involucren potencias mayores

en la curvatura. Sobre esto hablaremos en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Lovelock

2.1. Acción de Lovelock y ecuaciones de campo

La teoŕıa de Lovelock, escrita para el caso part́ıcular de D = 5, por Lanczos en el año 1938 y posteriormente generalizada

por Lovelock para D ≥ 3 en el año 1971, es la teoŕıa descrita por el Lagrangiano más general construido con los mismos

principio de Relatividad General, esto es, el principio de covariancia general y un principio de acción que entregue ecuaciones

de campo de segundo orden para la métrica.

La acción de Lovelock corresponde a suma de [D/2] términos

I(n) =
1

2κ2
D

∫
dDx
√
−gαnL(n),

donde κD =
√

8πGD y αn son constantes arbitrarias que representan el acoplamiento de los términos en la densidad

Lagrangiana dada por

L(n) =
1

2n
δµ1···µnν1···νn
ρ1···ρnσ1···σnRµ1ν1

ρ1σ1 · · ·Rµnνnρnσn . (2.1)

De esto, podemos que ver que los primeros términos en L(n) corresponden a

Término cosmológico

L(0) = 1,

Término de Einstein-Hilbert

L(1) = R,

Término de Gauss-Bonnet

L(2) = R2 − 4RµνR
µν +RµνρλR

µνρλ,

Término de Lovelock de tercer-orden

L(3) =
R3 − 12RRµνR

µν + 16RµνR
µ
ρR

νρ + 24RµνRρσR
µρνσ + 3RRµνρσR

µνρσ

−24RµνR
µ
ρσκR

νρσκ + 4RµνρσR
µνηξRρσηξ − 8RµρνσR

µ
η
ν
ξR

ρησξ.
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Notemos que los primeros dos términos en la acción de Lovelock son la constante cosmológica y el término cinético de la

acción de Einstein-Hilbert respectivamente y, por lo tanto, tenemos que Relatividad General está contenida en la teoŕıa de

Lovelock como caso particular.

Las ecuaciones de campo en el vaćıo son

Eµν =

[D/2]∑
n=0

α(n)E
(n)
µν = 0, (2.2)

donde

Eµ(n)
ν = − 1

2n+1
δµη1···ηnξ1···ξnνρ1···ρnσ1···σnRη1ξ1

ρ1σ1 · · ·Rηnξnρnσn . (2.3)

Nuevamente, tenemos que los primeros términos en (2.3) son

E(0)
µν = −1

2
gµν ,

E(1)
µν = Rµν −

1

2
Rgµν ,

E(2)
µν = 2 (RRµν − 2RµρR

ρ
ν − 2RρσRµρνσ +Rµ

ρσγRνρσγ)− 1

2
gµνL(2),

E(3)
µν =

3(R2Rµν − 4RRρµR
ρ
ν − 4RρσRρσRµν + 8RρσRρµRσν − 4RRρσRρµσν

+8RρκRσκRρµσν − 16RρσRκ(µR|κσρ|ν) + 2RRρσκµRρσκν +RµνR
ρσκηRρσκη

−8Rρ(µR
σκη
|ρ|R|σκη|ν) − 4RρσRκηρµRκησν + 8RρσR

ρκσηRκµην − 8RρσR
ρκη

µR
σ
κην

+4RρσκηRρσξµRκη
ξ
ν − 8RρκσηRξρσµRξκην − 4RρσκηRρσκξR

η
µ
ξ
ν)− 1

2gµνL(3)

En lo que sigue, consideraremos teoŕıas con solo un único término en la acción, a saber, teoŕıas de Lovelock puras, con

n > 1, dado que en estas teoŕıas es posible construir cuerdas negras homogéneas y p-branas negras de manera anaĺıtica [23].

2.1.1. Soluciones en teoŕıas de Lovelock puras

En esta subsección, y únicamente por simplicidad, usaremos el lenguaje de formas diferenciales [ver apéndice 5.0.1].

Para encontrar las soluciones agujeros negros consideremos un ansatz estacionario y esféricamente simétrico, de la forma

ds2 = −f2(r)dt2 +
dr2

f2(r)
+ r2dΣ̂2

γ (2.4)

con dΣ̂γ corresponde al elemento de ĺınea de un espacio (D− 2) dimensional de curvatura constante γ, la que puede tomar

valores normalizados de +1, 0,−1.

Introduciendo una base ortonormal {ea}, con a = 0, 1, ...D, tenemos que el elemento de ĺınea queda escrito como

ds2 = ηabe
aeb

y escogemos los vielbein según

e0 = f(r)dt, e1 =
1

f(r)
dr, ei = rêi,

donde êi corresponden a los vielbein de Σ̂.

De la primera ecuación de estructura de Cartan

dea = −ωabeb
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encontramos las componentes de la conexión de spin, dadas por

ω0
1 = f ′(r)e0, ωi1 =

f(r)

r
ei, ωij = ω̂ij ,

y con lo que calculamos las componentes de la curvatura que quedan

R01 = −1

2
[f2(r)]′′e0e1, R0i = − [f2(r)]′

2r
e0ei, R1i = − [f2(r)]′

2r
e1ei, Rij =

1

r2
[γ − f2(r)]eiej ,

Al introducir las curvaturas en las ecuaciones de Lovelock obtenemos una expresión en la que podemos determinar la función

f que caracteriza al posible agujero negro. Para esto, consideramos la ecuación de campo:

ε0 =

[D−1
2 ]∑

n=0

αn(D − 2n)ε0a1···aD−1
Ra1a2 · · ·Ra2n−1a2nea2n+1 · · · eaD−1

=

[D−1
2 ]∑

n=0

αn(D − 2n)(Rij ij)
n−1(2nR1i

1i + (d− 2n− 1)Rij ij)e
1ei1 · · · eiD−2 ,

luego, para f se debe cumplir que

[D−1
2 ]∑

n=0

αn(D − 2n)Rij ij
n−1

(2nR1i
1i + (d− 2n− 1)Rij ij) = 0.

En términos de las funciones R1j
1j y Rij ij tenemos que

[D−1
2 ]∑

n=0

αn(D − 2n)[rd−2n−1(γ − f2(r))n]′ = 0,

donde

µ =

[D−1
2 ]∑

n=0

αn(D − 2n)[rd−2n−1(γ − f2(r))n] (2.5)

es una constante de integración proporcional a la masa del agujero negro.

Para distintos valores de n, es decir, para distintas teoŕıas de Lovelock, la ecuación anterior nos entrega la forma de la

función f . En el caso de soluciones de agujero negro esféricamente simétricas, estamos asumiendo que la variedad base es

localmente equivalente a una d−esfera. En nuestro caso de interés, es decir, en el contexto de las teoŕıas de Lovelock puras,

tenemos que (2.5) contiene solo un término, y de acuerdo a [22], de la integranción de (2.5) obtenemos las soluciones de

agujero negro esféricamente simétricas

ds2
BH = −

(
1−

(r+

r

) d−2n−1
n

)
dt2 +

dr2

1−
( r+
r

) d−2n−1
n

+ r2dΩ2
d−2, (2.6)

donde dΩd−2 es el elemento de ĺınea de una (d − 2)-esfera y r+ corresponde al radio del horizonte de eventos relacionado

con la masa m del agujero negro según

rd−2n−1
+ =

2mκ2
d(d− 2n− 1)!

αnΩd−2(d− 2)(d− 3)!
.

Para obtener soluciones de cuerdas negras y de p-branas en teoŕıas puras de Lovelock seguimos el mismo procedimiento

descrito en la sección anterior, es decir, debemos oxidar las soluciones de agujero negro (2.6).
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2.1.2. Coordenadas de Kuskal

Para el análisis perturbativo posterior y debido al hecho de que una superficie a t =const intersecta el horizonte en la

superficie de bifurcación en vez de intersectar el horizonte futuro, es útil considerar coordenadas tipo-Kruskal, donde,

superficies a T =const śı intersectan el horizonte futuro, lo que nos permite definir apropiadamente la evolución de la

perturbación.

Cerca del horizonte, la coordenada tortuga generalizada r∗ para esta familia de agujeros negros tiene la forma

r∗ ∼
nr+

d− 2n− 1
ln (r − r+).

Definimos la coordenada de Kruskal nula como

U = − exp

(
−d− 2n− 1

2nr+
(t− r∗)

)
,

V = exp

(
d− 2n− 1

2nr+
(t+ r∗)

)
.

Y finalmente hacemos

R = V − U, T = V + U.

En términos de estas coordenadas la métrica (2.6) es regular en el horizonte, tomando la forma

ds2
BH = f ′(r+)

(
nr+

d− 2n− 1

)2 (
−dT 2 + dR2

)
+ r2dΩ2

d−2,

Llamamos a (T,R) las coordenadas de Kruskal generalizadas para esta solución.

2.2. Argumento termodinámico para inestabilidad

En el contexto de las teoŕıas puras de Lovelock, las entroṕıas de las soluciones de agujero negro y cuerda negra (compacti-

ficada) en dimensión D, en términos de la masa, tienen el siguiente comportamiento

SBH ∼ m
D−2n
D−2n−1 , SBS ∼ m

D−2n−1
D−2n−2 .

Luego, dada una teoŕıa vemos que estas entroṕıas se cruzan en un determinada masa cŕıtica mc. Para masas menores a mc,

las soluciones de agujero negro son las favorecida termodinámicamente.

La existencia de una transición entre las soluciones termodinámicamente favorecidas deben estar ligadas a una inestabilidad

perturbativa, de acuerdo a la conjetura de Gubser-Mitra [39].

2.3. Cálculo perturbativo de soluciones de cuerda negra

Como señalamos anteriormente, la inestabilidad de Gregory-Laflamme ha sido ampliamente estudiada en Relatividad Ge-

neral, pero para teoŕıas de Lovelock el escenario es distinto, pues solo ha sido tratada recientemente para el caso de
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Gauss-Bonnet puro en siete dimensiones [31]. En este trabajo, los autores, inspirados en los trabajos de Relatividad Ge-

neral, consideran una perturbación tipo s-wave en la dirección de la cuerda que permite encontrar modos inestables para

longitudes de onda grande.

Queremos saber cómo se comportan perturbativamente las soluciones en teoŕıas de Lovelock, donde existen ciertas dege-

neraciones o patoloǵıas. En teoŕıas de Lovelock puras no es posible estudiar la estabilidad perturbativa del plano, dado

que obtenemos ecuaciones que resultan idénticamente ceros. Entonces, es interesante buscar soluciones que śı tengan un

problema perturbativo bien definido, en el sentido predictivo. Las cuerdas negras proveen de un ejemplo.
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Caṕıtulo 3

Inestabilidad de la cuerda negra en teoŕıas

de Lovelock de tercer orden en la curvatura

3.1. Solución de cuerda negra

Estamos interesados en analizar la evolución de perturbaciones de cuerdas negras homogéneas, son obtenidas oxidando

soluciones de agujero negro en teoŕıas puras de Lovelock. Estas soluciones de cuerda negra en D = 9, están dadas por

ds2 = −
(

1−
(r+

r

) 1
3

)
dt2 +

1(
1−

( r+
r

) 1
3

)dr2 + r2dΩ2
6 + dz2. (3.1)

En [31] se mostró que estas configuraciones son termodinámicamente inestables para masas m < mc. En las próximas

secciones mostraremos que esta solución también presenta inestabilidades perturbativas.

3.1.1. Perturbación tipo s-wave

Como se mencionó anteriormente, cuerdas negras en Relatividad General y teoŕıa de Gauss-Bonnet, [6] y [31], respecti-

vamente, son perturbativamente inestables. En particular, el modo inestabe en ambos casos corresponde a un modo tipo

s-wave y, por lo tanto, inspirados en esto, consideraremos la misma familia de perturbaciones en las teoŕıas de Lovelock de

tercer orden. Tales perturbaciones están definidas por:

Hµν (xα) = eΩt+ikzhµν(r),

where

hµν(r) =


htt(r) htr(r) 0 0

htr(r) hrr(r) 0 0

0 0 h(r)σSd−2 0

0 0 0 0
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En la siguiente sección mostraremos que la cuerda negra para teoŕıa de Lovelock de tercer orden en nueve dimensiones es

inestable bajo (3.1.1).

3.2. Las cuerda negras en teoŕıas de Lovelock de tercer orden son inestables

Consideramos una cuerda negra homogénea en D = 9, la dimensión mı́nima en la que es posible construir este tipo de

soluciones en teoŕıas de Lovelock de tercer orden, y es obtenida de la oxidación de un agujero negro en d = 8 donde el

potencial gravitacional es f(r) = 1−
( r+
r

)1/3
.

Las ecuaciones de campo a resolver corresponden a

E(3)
µν =

3(R2Rµν − 4RRρµR
ρ
ν − 4RρσRρσRµν + 8RρσRρµRσν − 4RRρσRρµσν

+8RρκRσκRρµσν − 16RρσRκ(µR|κσρ|ν) + 2RRρσκµRρσκν +RµνR
ρσκηRρσκη

−8Rρ(µR
σκη
|ρ|R|σκη|ν) − 4RρσRκηρµRκησν + 8RρσR

ρκσηRκµην − 8RρσR
ρκη

µR
σ
κην

+4RρσκηRρσξµRκη
ξ
ν − 8RρκσηRξρσµRξκην − 4RρσκηRρσκξR

η
µ
ξ
ν)− 1

2gµνL(3)

= 0.

Por conveniencia, usamos una coordenada radial nueva p = 1−
( r+
r

)1/3
que mapea la región fuera del horizonte r ∈ [r+,+∞[

a p ∈ [0, 1[.

En términos de p la métrica toma la forma

ds2 = −pdt2 +
9r6

+

p(1− p)8
dp2 +

r6
+

(1− p)6
dΩ2

(6) + dz2. (3.2)

De las ecuaciones de campo linealizadas para la métrica perturbada obtenemos las siguientes expresiones para las compo-

nentes htt, hpp y h de hµν en términos solo de htp y sus derivadas

htt(p) =
1

9

p2(p− 1)8

Ωr2
+

dhtp
dp

+
1

9

p(p− 1)8

Ωr2
+

htp

hpp(p) = − p
Ω

d2htp
dp2

− 2
5p− 1

Ω(p− 1)

dhtp
dp

+
(−8p8 + 56p7 − 168p6 + 280p5 − 280p4 + 168p3 − 56p2 + 2[3k2r2

+ + 4]p+ 9Ω2r2
+)

p(p− 1)8Ω
htp

h(p) =
p2(p− 1)2

12Ω

d2htp
dp2

+
p(p− 1)(11p− 3)

12Ω

dhtp
dp

+
1

12(p− 1)6Ω
(9p8 − 64p7 + 196p6

− 336p5 + 350p4 − 224p3 + 84p2 − 2[3k2r2
+ + 8]p− 9Ω2r2

+ + 1)htp,

y donde la componente htp(p) satisface la siguiente ecuación diferencial de segundo orden o ecuación maestra

A(p)
d2htp
dp2

(p) +B(p)
dhtp
dp

(p) + C(p)htp(p) = 0, (3.3)

con
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A(p) = p2(p− 1)8(p8 − 8p7 + 28p6 − 56p5 + 70p4 − 56p3 + 28p2 − 8[3k2r2
+ + 1]p− 36Ω2r2

+ + 1)

B(p) = 3p(p− 1)7(p9 + 36Ω2r2
+ − 9p8 + 36p7 − 84p6 + 126p5 − 126p4 + 84p3 − 4[20k2r2

+ + 9]p2

− [132Ω2r2
+ − 16k2r2

+ − 9]p− 1)

C(p) = p16 − 16p15 + 120p14 − 560p13 + 1820p12 − 4368p11 + 8008p10 − 2[57k2r2
+ + 5720]p9

+ 9[88k2r2
+ − 53Ω2r2

+ + 1430]p8 + 8[423Ω2r2
+ − 294k2r2

+ − 1430]p7

+ 28[138k2r2
+ − 369Ω2r2

+ + 286]p6 + 84[210Ω2r2
+ − 45k2r2

+ − 52]p5

+ 14[156k2r2
+ − 1305Ω2r2

+ + 130]p4 + 56[207Ω2r2
+ − 12k2r2

+ − 10]p3

+ 12[6k2r2
+ − 357Ω2r2

+ + 12k4r4
+ + 10]p2 + 2[216Ω2k2r4

+ + 396Ω2r2
+ + 3k2r2

+ − 8]p

+ 324Ω4r4
+ − 45Ω2r2

+ + 1.

Dado que una solución anaĺıtica de la ecuación maestra no puede obtenerse, es necesario analizar el comportamiento

asintótico de sus soluciones. Dado que la ecuación (3.3) es una ecuación de segundo orden, existen dos comportamientos

asintóticos posibles cerca del horizonte (p = 0 o r = r+). El comportamiento que nos lleva a un modo normalizable es dado

por

htp = p3m3Ω−1(1 +O(p)) ∼ (r − r+)3m2Ω−1 (3.4a)

htt =
1

3m3
p3m3Ω(1 +O(p)) ∼ (r − r+)3m2Ω (3.4b)

hpp = 3m3p3m3Ω−2(1 +O(p)) ∼ (r − r+)3m2Ω−2 (3.4c)

h = −m
3

2Ω
(k2m3 + 4Ω + 12Ω2m3)p3m3Ω(1 +O(p)) ∼ (r − r+)3m2Ω. (3.4d)

Como ocurre en Relatividad General [6] y en la teoŕıa de Gauss-Bonnet [31], los dos comportamientos posibles en infinito son

dados por una función exponencial de la coordenada radial. Dada una longitud de onda de la perturbación en la dirección

extendida (k), como λ = 1/k, tenemos que buscar valores de Ω que conectan suavemente el comportamiento asintótico

(3.4a) con un decaimiento exponencial en infinito. Si es posible hacer eso para algún valor positivo de Ω, diremos que las

cuerdas negras son inestables. La Figura 1 muestra que este es, en efecto, el caso.
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c

Figura 3.1: Modos para la cuerda negra homogénea en Lovelock puro de tercer orden en D = 9. El parámetro m en la

solución ha sido fijado a 1.

3.2.1. Condiciones de regularidad y consideraciones de gauge

De la Figura 1, podemos ver que los valores permitidos de Ω son tales que htp diverge en el horizonte (ver Ec. (3.4a1)).

Esto ocurre también para cuerdas negras en Relatividad General, y condujo a los autores de [40] a afirmar que no existen

modes inestables normalizables en el caso de una perturbación tipo s-wave. Sin embargo, como se explica en detalle en

[41] (ver también Caṕıtulo 2 de [2]), dado el hecho de que las coordenadas de Schwarzschild no cubren el horizonte futuro,

es necesario escribir la perturbación en coordenadas de Kruskal, (T,R). En coordenadas de Kruskal, el comportamiento

asintótico de la componente htp queda dado por

hTR ∼ (T −R)3m3Ω.

Dado que el horizonte futuro está localizado en la superficie R = T con T > 0, hemos probado que los modos inestables (con

Ω > 0) son, en efecto, finitos en el dominio de comunicación externa. Lo mismo ocurre para las componentes hRR(T,R),

hTT (T,R) y h(T,R).

Es interesante ver que el análisis previo se ha hecho sin imponer condiciones de gauge. Por lo tanto, es necesario analizar

si los modos inestables encontrados son f́ısicos o no. Tal como fue realizado para cuerdas negras en Gauss-Bonnet en siete

dimensiones [31], esto se puede hacer fácilmente si consideramos el siguiente invariante escalar

I = 709RµνλρR
λρ
στR

στµν + 890RµνλρR
λσ
ντR

ρτ
µσ.

Este escalar se anula indénticamente para la cuerda negra sin perturbar (3.2). Sin embargo, I es no-nulo on-shell, para la

cuerda negra perturbada 1 para k > 0.

1Ver [42] para un argumento similar sobre métricas de Einstein no-difeomorfas sobre variedades de grupos y espacios cosetos.
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Por lo tanto, hemos mostrado que cuerdas negras en teoŕıas de Lovelock de tercer orden son inestables bajo perturbaciones

de longitud de onda grande.

3.3. Comparando inestabilidades de cuerda negra en diferentes teoŕıas

Hemos probado que para los primeros términos de la teoŕıa de Lovelock, por separado, es posible construir cuerdas negras

homogéneas que resultan inestables bajo pertubaciones gravitacionales en cada teoŕıa. Dada una longitud de onda de la

perturbación y una taza de crecimiento exponencial de la correspontiente inestabilidad, para un determinado radio del

agujero negro en la sección transversal de la cuerda, podemos preguntarnos si es posible determinar cual es la dinámica

que conduce a la inestabilidad. Tal comparación tiene sentido solo si cantidades cinemáticas están involucradas, dado

que la intensidad de la interacción gravitacional en cada teoŕıa depende del valor del acoplamiento gravitacional que

puede ser diferente en cada caso. El radio del horizonte, siendo una cantidad puramente geométrica nos proporciona una

buena cantidad para realizar tal comparación. Ahora presentamos algunos detalles de los cálculos que permiten determinar

qué teoŕıa de gravedad desestabiliza a la cuerda negra de radio r+, más rápidamente.

Con el propósito de fijar ideas, consideremos nuevamente una cuerda negra en D = 9 para n = 1, 2 y 3, i.e. para los

términos puros de Einstein (RG), Gauss-Bonnet (GB) y Lovelock de tercer orden (L3), respectivamente. Como mencionamos

anteriormente, el elemento de ĺınea para la cuerda negra sin perturbar puede ser obtenido al oxidar el agujero negro dado

por (2.6). Para las tres teoŕıas mencionadas estas soluciones tendrán la forma

ds2
RG = −

(
1−

(r+

r

)5
)
dt2 +

1(
1−

( r+
r

)5)dr2 + r2dΩ2
6 + dz2

ds2
GB = −

(
1−

(r+

r

) 3
2

)
dt2 +

1(
1−

( r+
r

) 3
2

)dr2 + r2dΩ2
6 + dz2

ds2
L3 = −

(
1−

(r+

r

) 1
3

)
dt2 +

1(
1−

( r+
r

) 1
3

)dr2 + r2dΩ2
6 + dz2,

Aplicando una pertubación tipo s-wave definida por (3.1.1), podemos encontrar una ecuación maestra que, por supuesto,

toma la siguiente forma

An (r)
d2h

(n)
tr

dr2
+Bn (r)

dh
(n)
tr

dr
+ Cn (r)h

(n)
tr = 0 , (3.5)

para n = 1, 2, 3. Las expresiones expĺıcitas para cada una de las funciones se muestran en el apéndice 5.2. Aqúı r es la

coordenada de Schwarzschild. La ecuación (3.5), en infinito, admite dos comportamientos asintóticos, pero solo uno de estos

nos proporcionaŕıa un modo normalizable, dado que decae exponencialmente. Cerca del horizonte, los comportamientos

asintóticos permitidos por la ecuación (3.5) son dados por 2

h
(1)
tr ∼ (r − r+)−1± 1

5 Ωr+ , h
(2)
tr ∼ (r − r+)−1± 2

3 Ωr+ , h
(3)
tr ∼ (r − r+)−1±3Ωr+ . (3.6)

De manera análoga a lo que hemos discutido en la sección previa, es posible mostrar que la rama positiva en cada caso

proporciona un modo f́ısico inestable finito (Ω > 0), siempre que tratemos con la perturbación en coordenadas de Kruskal,

2Notemos que los factores que multiplican Ωr+ en cada caso corresponden al inverso del decaimiento en el potencial gravitacional de la solución

de agujero negro en la sección transversal de la cuerda negra.
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presentadas en la primera sección de este caṕıtulo. La Figura 2 muestra los modos inestables para un radio fijo de manera

simultánea en las tres teoŕıas de Lovelock diferentes que permiten cuerdas negras homogéneas en D = 9.

Figura 3.2: Comparación de modos instables de cuerda negra para un determinado radio en teoŕıas de Einstein, Gauss-

Bonnet y Lovelock cúbicas

A partir de la figura, podemos ver que la longitud de onda cŕıtica mı́nima λ
(n)
c que activa la inestabilidad de Gregory

-Laflamme, crece con la potencia de la curvatura que define cada teoŕıa. Por lo tanto, para un radio del agujero negro fijo en

la sección transversal de la cuerda, si compactificamos la dirección z a una escala R0 . λ
(1)
c , modos tipo s-wave inestables

no estarán permitidos. Luego, si comenzamos a aumentar R0, la cuerda negra de Relatividad General se vuelve inestable

primero, luego, aquella de la teoŕıa de Gauss-Bonnet se vuelve inestable para R0 & λ
(2)
c , y finalmente, las cuerdas negras

de la teoŕıa de Lovelock de tercer orden se vuelven inestables para R0 & λ
(3)
c . Notemos también que en el régimen en el que

las tres teoŕıas presentan inestabilidades para un radio fijo, el tiempo caracteŕısitico (τ = Ω−1) del crecimiento exponencial

de la inestabilidad crece con el orden de la teoŕıa de Lovelock. Seŕıa interesante explorar, en una solución aproximada o

numérica para una combinación lineal arbitraria de los tres términos, cómo la dinámica de las perturbaciones de cuerdas

negras son afectadas a diferentes escalas, que en este caso serán definidas por las constantes de acoplamiento α3, α2 and

α1. Esto será importante tambipen en la evolución no-lineal de las perturbaciones, dado que, como se muestra en [12], en

Relatividad General en D = 5, la evolución no-lineal de una perturbación sobre una cuerda negra nos lleva a una estructura

auto-similar de agujeros negros conectados por cuerdas negras delgadas, que termina con la formación de una singularidad

desnuda nula.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En esta tesis hemos mostramos que las cuerdas negras homogéneas 9-dimensionales de una teoŕıa de Lovelock pura de

tercer orden en la curvatura son inestables bajo perturbaciones tipo s-wave. Esta inestabilidad es producida por perturba-

ciones de longitud de onda grande y representa la contraparte perturbativa de una inestabilidad termodinámica. Además,

a partir de un análisis comparativo de las inestabilidades de cuerdas negras a un radio fijo en Relatividad General, Gauss-

Bonnet y teoŕıas de Lovelock cúbicas puras, y hemos mostramos que, la longitud de onda mı́nima cŕıtica para denotar la

inestabilidad crece con la potencia de la curvatura que define el Lagrangiano. Para cuerdas negras con radios en la región

inestable de las tres teoŕıas, el crecimiento exponencial temporal de la perturbación es más grande en Relatividad General

y decrece con el número de curvaturas involucradas en la teoŕıa.
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Caṕıtulo 5

Apéndice

5.1. Bases no-coordenadas y ecuaciones de estructura de Cartan

Consideremos una variedad diferenciables M, cuyos espacios tangentes TpM y cotangente s T ∗pM tienen las respectivas

bases {∂/∂xµ} y {dxµ}. Si la variedad es dotada con una métrica, podemos definir una nueva base para TpM como una

combinación lineal de las bases coordendas, segúnordenadas, esto es

ea = ea
µ ∂

∂xµ

donde {eaµ} ∈ GL(m,R). La relación anterior es invertible requieriendo que la base {ea} sea ortonormal, es decir, que

g(ea, eb) = ea
µeb

µ + gµν = ηab.

Luego,

gµν = ηabe
a
µe
b
ν .

Por otro lado, escoger una base no-coordenada para el espacio tangente induce naturalemente una base no-coordenada para

T ∗pM, de la forma

ea = eaµ(x)dxµ,

con las 1-formas {ea} los llamados vielbeins.

Es importante notar que, aunque ∂/∂xµ y ∂/∂xν conmutan, las bases no-coordenadas no necesariamente lo hacen. En el

caso más general, estos vielbeins satisfacen un álgebra

[ea, eb] = Cabcec,

donde Cabc son constantes conocidas como las constantes de estructura del álgebra.

Ahora, para obtener las ecuaciones de estructura de Cartan definimos la 1-forma conexión de spin como

ωab = Γacbe
c,
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con Γacb = ecµea
ν∇νebµ y ωab(x) = ωabµdx

µ.

Con la definición anterior se obtienen las siguientes relaciones, conocidas como las ecuaciones de estructura de Cartan.

T a = dea + ωabe
b

Rab = dωab + ωacω
c
b

donde hemos definido T a = 1
2T

a
bce

bec y Rab = 1
2R

a
bcde

ced.

Por último, la consistencia entres estas ecuaciones nos entrega las identidades de Bianchi

DT a = Rabe
b, DRab = 0.

5.2. Procedimiento para encontrar ecuación maestra

Detallamos el procedimiento para encontrar la ecuación maestra que determinará el comportamiento de las componentes

de la perturbación aplicada a la solución de cuerda negra en la teoŕıa de Lovelock de tercer orde pura.

Inicialmente, y de las ecuaciones de campo linealizadas, partimos con 7 ecuaciones diferenciales de tercer y cuarto orden

en p: Ett, Etp, Etz, Epp, Epz, Exx, Ezz que dependen de las 4 componentes independientes de la perturbación htt, htp, hpp, h

y sus derivadas.

La ecuación maestra consiste en una ecuación para solo una componente de la perturbación, nuestra elección es htp, y sus

derivadas que sea completamente consistente con las ecuaciones diferenciales originales.

Los pasos fueron los siguientes:

Resolver la variable h(p) de la ecuación Etz, ecuación algebráica en esta variable

Reemplazar resultado en las ecuaciones restantes, espećıficamente en Etp y Epz, ecuaciones de primer orden en la

variable hpp

Eliminar derivada h′pp de una combinación adecuada de las ecuaciones Etp y Epz, obteniendo aśı una ecuación

algebráica para hpp de la que ésta última es despejada

Evaluar expresión de hpp obtenida en el paso anterior en todas las ecuaciones, en particular en h(p), Epp y Epz, estas

últimas siendo ecuaciones lineales en h′′tt.

De las ecuaciones Epp y Epz despejamos h′′tt, de forma independiente. Igualando estas expresiones para h′′tt obtenemos

ecuación diferencial de primer orden para htt.

Evaluamos resultado anterior para htt en todas las expresiones, en particular en Epz, de donde se resulve htt.

De restar dos expresiones para h′′′tp obtenemos una ecuación diferencial de segundo orden para htp.

El númerador de la ecuación anterior corresponderá a nuestra ecuación maestra.
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5.3. Ecuación maestra en diferentes teoŕıas

Las expresiones expĺıcitas para cada una de las funciones en (3.5) están dadas por:

Relatividad General

A1 = r2(r5 − r5
+)2(−4[Ω2 + k2]r12 + 4k2r5

+r
7 + 25r10

+ ),

B1 = r(r5 − r5
+)(24[Ω2 + k2]r17 + 4[9Ω2 − 2k2]r5

+r
12 − 16k2r10

+ r7 − 450r10
+ r5 + 75r15

+ ),

C1 = −(4[Ω2 + k2]2r24 + 24[Ω2 + k2]r22 − [8Ω2 + k2]k2r5
+r

19 − 4[12Ω2 + 23k2]r5
+r

17

+4k2r10
+ r14 + [−101Ω2 + 137k2]r10

+ r12 + 1650r10
+ r10 − 69k2r15

+ r7 − 1050r15
+ r5 + 25r20

+ ).

Teoŕıa de Gauss-Bonnet

A2 = −16r(−2[5k2 + 8Ω2]r11 − 2[15k2 + 8Ω2]r3
+r

8 + 9r3
+r

6 + 9r6
+r

3

+2[16Ω2 + 15k2]r
3
2
+r

19
2 + 10k2r

9
2
+r

13
2 − 18r

9
2
+r

9
2 ),

B2 = 8r(10[Ω2 + 5k2]r10 − 2[32Ω2 − 15k2]r3
+r

7 − 135r3
+r

5 − 54r6
+r

2

−2[8Ω2 + 45k2]r
3
2
+r

17
2 + 10k2r

9
2
+r

11
2 + 189r

9
2
+r

7
2 ),

C2 = 2r(−2[8Ω2 + 5k2]2r11 − 40[5k2 + Ω2]r9 − 50k4r3
+r

8

+5[8Ω2 − 177k2]r3
+r

6 − 720r3
+r

4 − 72r6
+r + 20[8Ω2 + 5k2]k2r

3
2
+r

19
2

+80[9k2 + 8Ω2]r
3
2
+r

15
2 + 365k2r

9
2
+r

9
2 + 630r

9
2
+r

5
2 ).

Teoŕıa de Lovelock de tercer orden

A3 = −972[Ω2 + 2k2]r
14
3

+ r6 + 27r
14
3

+ r4 − 324[3Ω2 + 2k2]r4
+k

2r
20
3

+1944[Ω2 + k2]r
13
3

+ r
19
3 + 648r5

+k
2r

17
3 − 54r5

+r
11
3 + 27r

16
3

+ r
10
3 ,

B3 = −108[16k2r
14
4

+ + 3Ω2r
14
3

+ ]r5 + 108r
14
3

+ r3 − 432[3Ω2 + 2k2]r4
+k

2r
17
3

+540[3Ω2 + 4k2]r
13
3

+ r
16
3 + 432r5

+k
2r

14
3 − 189r5

+r
8
3 + 81r

16
3

+ r
7
3 ,

C3 = 3(144k4r
14
3

+ r6 + 3[338k2 + 129Ω2]r
14
3

+ r4 + 20r
14
3

+ r2 + 36[3Ω2 + 2k2]2r4
+r

20
3

−144[2k2 + 3Ω2]k2r
13
3

+ r
19
3 + 144[3Ω2 + 2k2]r4

+r
14
3 − 72[12Ω2 + 13k2]r

13
3

+ r
13
3

−366r5
+k

2r
11
3 − 28r5

+r
5
3 + 9r

16
3

+ r
4
3 ).

5.4. Método numérico y convergencia

Para obtener los modos que satisfacen la ecuación maestra para las perturbaciones, hemos usado una técnica de solución en

serie de potencias. Esto consiste en imponer una solución que es una serie de potencias truncada en un determinado orden

N alrededor del horizonte (el que corresponde a un punto singular de la ecuación). Incrementando el orden N podemos
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obtener una mejor aproximación de la solución. Cuando N →∞ la serie de potencias efectivamente converge a la solución

completa en un punto dado r = r0 siempre que no hayan otros puntos singulares en el plano complejo en una bola centrada

en r = r+ y con radio |r0 − r+|. Es útil trabajar con coordenadas x que mapean el rango r ∈ [r+,∞[ a x ∈ [0, 1[. Luego,

procedemos como sigue

Fijamos un valor para el momentum de la perturbación, k = k1

Calculamos la solución en serie de potencias alrededor del horizonte (x = 0) en un determinado orden N

Evaluamos la solución en series de potencias en x = 1, igualada a cero y encontramos las soluciones reales de Ω

Repetimos estos pasos con el mismo valor de k pero ahora truncando la serie en orden N+1 y paramos el procedimiento

luego de que cuatro d́ıgitos del valor obtenido de Ω están estabilizados.

Las Figuras 3 y 4 entregan evidencia de la convergencia del los procesos para k = 0,1 and k = 0,4, respectivamente, en la

teoŕıa de Lovelock de tercer orden. Las curvas cont́ınuas han sido obtenidas por ajuste de mı́nimos cuadradas de una curva

de la forma

ΩN = Ω + a exp (−bN) cos (cN + d) (5.1)

Figura 5.1: Convergencia de frecuencias obtenidas mediante solución en serie de potencias para k = 0,1
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Figura 5.2: Convergencia de frecuencias obtenidas mediante solución en serie de potencias para k = 0,4

Notamos que para k = 0,1, el Ω se estabiliza en cinco cifras para un valor de N ∼ 60.

Para k = 0,4, el valor de Ω se estabiliza en siete cifras al truncar la serie cerca de N ∼ 50.
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