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Resumen

Las herramientas desarrolladas por el andlisis de series de tiempo, junto con el estudio
de sistemas dindmicos y caos permiten estudiar una gran cantidad de fenémenos, ya sean
fisicos, biolégicos o quimicos en sus ramas més fundamentales hasta aplicaciones en la in-
dustria, medicina, economia. Una de estas aplicaciones se encuentra centrada en estudio
de gases y aerosoles.

En particular el problema de la contaminacién del aire debido a factores antropégenos
como la industria, el trafico vehicular y el crecimiento de la poblaciéon urbana han hecho
de Santiago de Chile una ciudad saturada, por especies como PMq y PMs 5.

En el Capitulo 1, se hard una introduccion al concepto de contaminacién atmosférica,
las fuentes de emision existentes, la normativa asociada, la situacién de las estaciones de
monitoreo en diferentes regiones del pais ademas de la region metropolitana y los proce-
dimientos para enfrentar los episodios criticos de contaminacion.

A continuacién en el Capitulo 2 se presentan los conceptos estadisticos basicos asocia-
dos al estudio de series de tiempo, para luego entrar en el anélisis espectral de Fourier y
finalmente en el analisis multi resolucion utilizando ondeletas.

El Capitulo 3 introduce el tema de la fractalidad y multifractalidad de estructuras
complejas y como éstas subyacen en las series de tiempo, asi como cuales son las variables
que permiten caracterizar dichos sistemas.

El Capitulo 4 muestra los resultados al aplicar estas técnicas al estudio de series de
contaminacion para finalmente en el Capitulo 5 mostrar las conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion a la Contaminacion
Atmosférica

1.1. Contaminacion atmosférica

Entenderemos por contaminacién atmosférica a la liberacion de una sustancia al medio
ambiente en cantidades suficientemente grandes para producir danos a nivel ambiental,
material y humano, por accién directa o indirecta del hombre. Las concentraciones de
dicha sustancia varian con las condiciones atmosféricas llegando a niveles que pueden ser
perjudiciales para la salud de las personas que ahi viven. La concentracion de material
particulado depende de los tipos de fuentes emisoras las cuales pueden ser naturales,
como por ejemplo erupciones volcénicas, incendios forestales naturales por rayos. Otras
fuentes de emision son las artificiales (antropégenas) debido a la actividad humana, como
por ejemplo quemas agricolas, calefaccion de hogares, tubos de escape de vehiculos que
ocupan combustibles fésiles, la actividad minera etc. Debemos notar que durante miles
de anos la atmosfera era capaz de adaptarse a los efectos generados por la contaminacion
natural, sin embargo, a partir de la revolucién industrial en la segunda mitad del siglo
XVIII el factor antropégeno ha influenciado a la atmosfera al punto de generar un cambio
climatico global.

Producto de la gran cantidad de fuentes contaminantes, grandes urbes del mundo
se ven sometidas a condiciones donde la concentraciéon de material particulado llega a
niveles criticos trayendo una serie de problemas desde afecciones a la salud de la poblacion
hasta perdidas econémicas por ausentismo laboral. Un ejemplo de una ciudad sometida a
diferentes concentraciones de contaminantes atmosféricos puede ser vista en la figura 1.1
que muestra la plaza de Tiananmén en la ciudad de Beijing, China donde a) muestra un
episodio critico de contaminacién y b) condiciones normales.

Chile tampoco es ajeno a esta situacion, siendo muchas las ciudades del pais que
presentan situaciones criticas, por ejemplo Antofagasta, Calama, Tocopilla, Talca, Chillan,
Temuco y otras. En especifico la ciudad que ha sido prioridad para el gobierno es la ciudad
de Santiago de Chile, debido a los graves problemas generados durante las décadas de 1970



1.2. TIPOS DE FUENTES CONTAMINANTES

y 1980, ademas que es la capital del pais y una de las ciudades mas pobladas de América

Latina [1}2].

Figura 1.1: Plaza de Tiananmén: A la izquierda, episodio critico de contaminacion
en Diciembre del 2015, a la derecha condiciones normales un mes antes. Fuente:
//goo.gl/7S7zta.

1.2. Tipos de fuentes Contaminantes

Las fuentes de contaminacién se dividen en:

I) Fuentes fijas: Corresponde a fuentes tales como las industrias, quemas agricolas,
lena residencial.

IT) Fuentes mdviles: Corresponde a fuentes tales como automdviles particulares, trans-
porte publico, camiones, aviones, etc.

NIRRT e et

(a) Central termoeléctrica en To- (b) Vehiculo con problemas de
copilla. emisién de gases.

Figura 1.2: Tipos de Fuentes de Contaminacién: a) Central termoeléctrica de Toco-
pilla, ejemplo tipico de fuente fija. Fuente: https://goo.gl/Gp3UIx, b) Automdévil con
problemas de emision, ejemplo de fuente movil. Fuente: https://goo.gl/RzakH0.

Los agentes contaminantes emitidos por estas fuentes se clasifican en:

2
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[) Agentes contaminantes primarios: Son sustancias emitidas por fuentes contami-
nantes y vertidas directamente a la atmodsfera, siendo las mas comunes el mondxido
de carbono (CO), los hidrocarburos (NO,), los 6xidos sulfurosos (SO,), diéxido de
carbono (CO,), compuestos organicos volatiles (COV), el material particulado PM,
en general la mayoria de los hidrocarburos y las particulas y otros que se presentan
mas raramente. Los contaminantes primarios conservan su identidad desde que son
emitidos hasta que son medidos por medio de algin instrumento.

IT) Agentes contaminantes secundarios: Estos se forman en el aire a partir de reac-
ciones quimicas y fotoquimicas entre los contaminantes primarios y los compuestos
que estan en la atmoésfera. Entre ellos NO,, O4 (ozono), SO, HNO,, H,SO,, la ma-
yoria de los iones NO; y SO427 y los nitro-peréxidos de acilo conocidos por la sigla
inglesa PAN (Peroxyacetyl nitrate), que es un potente irritante de los ojos y de la
respiracién en el smog fotoquimico.

Entre los elementos contaminantes de especial interés estan los aerosoles, consistentes
de material particulado muy fino menor a 10um, que contempla PM;o y PMs 5 los cudles
estdn constituidos por un 38 % de polvo en el ambiente, 11 % de polvo antropdgeno, 10 %
nitrato, 8 % de amonio, 8 % sulfato, 8 % carbono orgdnico, 7% carbono vegetal, 7% cloro
y 3% de otros elementos, segin CENMA |[3|. Estos agentes son los que crean mayores
problemas en la salud humana ya que facilmente llegan hasta los pulmones. En el PMy,
distinguimos una fraccién gruesa, aquella con un didmetro ¢, 2.5um < ¢ < 10um y
una fraccion fina ¢ < 2.5um que corresponde al PMy 5. La siguiente figura muestra las
proporciones entre los tamanos de PM;y y PMs 5 con respecto al diametro del cabello
humano.

Cabello hurmano

P10

7
- >

Figura 1.3: Diametros caracteristicos: Material particulado PM;q y PMs 5 en compa-
racion con el cabello humano. Fuente: https://goo.gl/3A0qSJ.
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1.3. Contaminacion Atmosférica: Efectos en la Salud

Humana.

Existe en el mundo un seguimiento en el comportamiento de las sustancias quimicas
presentes en las masas de aire contaminado, ya que muchas de sus sustancias tiene carac-
teristicas cancerigenas o mutagénicas, afectando por ende la salud de la poblacién.

Esto se debe al alto grado de penetracion y permanencia que ellas tienen en el sistema
respiratorio. Las particulas de didmetro ¢ con un tamano de 5um se depositan en las vias
respiratorias superiores (nariz), traquea y laringe, mientras que las de didmetro inferior
tienen la probabilidad de depositarse en los bronquios y alvéolos (Ver figura 1.3).

Labulo superior
del pulmen

Wia respiratoria superor

Cavidad nasal Labulo izquierda
superior del 1
Faringe pulman derecho £ :
L aringe Hrlnqu!ln
l primaria
“ia respiratoria inferior ? J 0 T Bronuis
y [ ¥
Traguea =, ( gl '. ¢ secundario
Bronquio princi Lobula Bronguio
media terciario
Pulman

Lobula
inferior

Libula
inferior

(a) Tracto respiratorio superior e inferior. (b) Tracto respiratorio inferior.

Eronguiclo
Arteriola pulronar
Wénula pulmonar

Alveclos
Sace alveclar

terminal

Eronguiclo
respiratario

(c¢) Bronquios y Alveolos.

Figura 1.4: Estructura del sistema respiratorio: En el caso de la fraccion gruesa de
material particulado esta queda retenida en el tracto respiratorio superior. En cambio
la fraccion fina es capaz de llegar a la estructuras més pequenas del tracto respiratorio
inferior. Fuente: a) https://goo.gl/bsvubI, b) https://goo.gl/mRBCsm.
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1.4. NORMATIVA ASOCIADAS A LA CONTAMINACION ATMOSFERICA

En el caso de Santiago de Chile, se han identificado los siguientes efectos debido el
aumento de la fraccion fina de material particulado PMy 5 :

I) Aumento en el nimero de atenciones de emergencia por enfermedades cardio respi-
ratorias en nifos. [4]

IT) Mortalidad en pacientes con enfermedad pulmonar obstructiva crénica y enfermedad
cardiovascular especialmente en ancianos. [5]

I1T) Exacerbacién de los sintomas e incremento de casos de asma.
IV) Aumento de riesgo de infartos al miocardio.

V) Inflamacién pulmonar, inflamacion sistémica, disfunciones endoteliales y vasculares,
desarrollo de ateroesclerosis, incremento en la incidencia de infecciones y cancer
respiratorio.

1.4. Normativa Asociadas a la Contaminacion At-
mosférica

De acuerdo a la constitucién politica de Chile, el gobierno chileno tiene la obligacién
de garantizar el derecho a la vida e integridad fisica (Articulo 19-1) y el derecho a vi-
vir en un medio ambiente libre de contaminacién (Articulo 19-8). En Chile existe una
norma primaria para el PMy 5 vy PM;y respectivamente, las cuales pasaremos a resumir
a continuacién. Dichas normas se basan en los dictamenes de la Agencia de Proteccién
Ambiental de Estados Unidos en 1997 (https://www.epa.gov/laws-regulations) y la
Organizacién Mundial de la Salud en el 2005 [6] (en ingles US-EPA y WHO respectiva-
mente).

Norma primaria PM, 5

I) Mediante decreto ley N° 39955, a partir del 01 de Enero del 2012 comienza a regir
la norma primaria de calidad del aire para material particulado fino PM, 5 es veinte
micro-gramos por metro cibico (20 pg/m?), como concentracién anual, y cincuenta
micro-gramos por metro ctibico (50 pug/m?), como concentracién de 24 horas.

IT) Dicha norma es sobrepasada cuando los promedios diarios registrados durante un
afio, son mayores a 50 ug/m?, en cualquier Estacién de Monitoreo con Represen-
tatividad Poblacional (EMRP) capaz de medir agentes PM. (Es decir, la estacién
de monitoreo debe estar en un drea urbana) y cuando el promedio tri-anual de las
concentraciones anuales es mayor a 20 j1g/m? en cualquier estaciéon EMRP.

b}
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I11)

1)

I11)

Se definen tres situaciones de emergencia ambiental las cuales siguen el siguiente
orden:

» Alerta: cuando los niveles de concentracién se encuentran en 80 ug/m? y 109
pg/m?

» Pre-emergencia: cuando los niveles de concentracién se encuentran en 110 pg/m?
y 169 pug/m?

» Emergencia: cuando los niveles de concentraciéon son mayores o iguales a 170
pg/m?

Las concentraciones para establecer las situaciones de emergencia seran obtenidas a
partir de un pronostico de calidad del aire utilizando algiin modelo o bien a partir
de las mediciones provenientes de alguna de las estaciones de monitoreo de calidad
del aire calificadas como EMRP.

Norma primaria PM;,

A partir de Junio del 2013, donde se derogé el Articulo 59 de 1998, se establece
que la norma primaria de calidad del aire para material respirable PM;, es ciento
cincuenta micro-gramos por metro cubico (150 jg/m?) como concentracién a las 24
horas.

Dicha norma es sobrepasada cuando los promedios diarios registrados durante un
afio, son mayores a 150 pug/m?, en cualquier estacién de monitoreo calificada como
EMPR y cuando estas estaciones registran un nimero de méas 7 dias seguidos con
mediciones sobre los 150 pg/m3.

Se define tres situaciones de emergencia ambiental las cuales siguen el siguiente
orden:

» Alerta: cuando los niveles de concentracién se encuentran en 195 pug/m? y 239
pg/m?

» Pre-emergencia: cuando los niveles de concentracién se encuentran en 240 ug/m
v 329 pug/m?

» Emergencia: cuando los niveles de concentraciéon son mayores o iguales a 330
pg/m?

3

Las concentraciones para establecer las situaciones de emergencia seran obtenidas a
partir de un pronostico de calidad del aire utilizando algiin modelo o bien a partir
de las mediciones provenientes de alguna de las estaciones de monitoreo de calidad
del aire calificadas como EMRP.

La normativa vigente también estipula los instrumentos de medicién de concentra-
clones ambientales de contaminantes atmosféricos a usar. Estos deben encontrarse en la
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lista de los métodos denominados de referencia y equivalencia publicado por la Agencia
de Proteccién Ambiental de Estados Unidos (EPA), También pueden ser aquellas que
cuentan con certificacién de alguno de los paises miembros de la Unién Europea (UE) los
que implementan las directrices del Comité Furopeo para Estandarizaciones o por iltimo
aquellos que cuenten con la certificacién de cumplimiento de los estandares de calidad
exigidos por el pais de origen, siendo acreditado por alguna entidad competente de este.

Para definir los lugares de emplazamiento de los las estaciones de monitoreo EMRP,
se deberan emplear los siguientes criterios:

I[) Cantidad de poblacién expuesta en la zona de estudio

IT) Valores absolutos de concentraciones de material particulado respirable PMyq (lo
cual incluye al PMy5 ) y tendencias histéricas de dichos valores.

IIT) Composicién quimica del material particulado respirable al que estd expuesto la
poblacién en términos de su toxicidad.

IV) Presencia de desarrollos industriales significativos, volumen del parque automotor
existente u otras actividades que generen emisiones de este contaminante o sus pre-
cursores sobre las zonas de estudio.

1.5. Bases de datos disponibles en el Pais en estacio-
nes EMRP

La Tabla 1.1 muestra la situacién actual respecto al nimero de estaciones EMRP
por region. Se indica cuantas de ellas monitorean PM;q y PMy 5 . Sin embargo no todas
estas estaciones se encuentran en linea y en funcionamiento como lo indica la cuarta fila.
Esta informacién es entregada por el sitio web del Sistema Nacional de Calidad del Aire
(SINCA) [7], entidad que depende del Ministerio del Medio Ambiente, MMA.

Region | XV [T | II |[III | IV | V | SAM | VI | VII | VIII | IX | XIV | X | XI | XII
#EMRP | 1 | 112926 |17 |35 | 13 15| 8 34 4 6 216 1
#PMsy 5 1 |1]10( 2| 219 13 3 6 12 3 2 31 2 1
#PMy, 0 |0|25|14 |14 29| 13 12| 7 26 4 6 6| 2 0
#EMRP 1 (111} 2 | 6 |22] 12 7 5 28 3 1 31 2 1
en linea

Tabla 1.1: Estaciones de Monitoreo: Se puede ver que el nimero de estaciones de
monitoreo no coincide con el nimero de estaciones en linea. Fuente: Elaboracion propia.



1.5. BASES DE DATOS DISPONIBLES EN EL PAIS EN ESTACIONES EMRP

1.5.1. Zona Norte

A continuacién haremos un balance de algunas estaciones de monitoreo ubicadas en el
pais. Dichas tablas entregaran informacion sobre la regién, comuna, nimero de estaciones
de monitoreo y parametros medidos.

Region | Comuna # EMRP | Pardmetros
C

XV Arica

I Alto Hospicio
IT Antofagasta
Calama
Sierra gorda
Tocopilla
11 Copiapo
Huasco
1A Andacollo
Coquimbo
Salamanca
\Y Catemu
Concon
Hijuelas
Panqueque
Puchuncavi
Quilpue
Quintero
Valparaiso
Vina del mar

g Y NS (Y ey § Y Y S B NG ) T I NG INGGY Sy Sy YN QU [N Sy Ry gy
SR RN NN N NN N N N N N AN N I N

AN A NE NENE NA N NENENA NENENENENENENENAN

Tabla 1.2: Zona Norte: La letra M denota parametros meteoroldgicos, mientras que la
letra C, denota pardmetros contaminantes. Se observa que las estaciones de Antofagasta,
Copiapo, Quilpue y Valparaiso no detectan parametros meteoroldgicos. Fuente: Elabora-
cién propia.

En la segunda regién cabe destacar que en la comuna de Calama solo tres estaciones
de monitoreo se encuentran registrando valores de PMs 5 v PM;q a partir del ano 2012,
hasta el dia de hoy. La estacién de monitoreo del Hospital del Cobre que aparece en linea
no tiene ningun dato a libre disposicion de PM, 5 , mientras que para PM;q se indica que
existen datos entre los afios 2002 a 2009. Sin embargo, estos no estan en linea.
En la comuna de Tocopilla de las 4 estaciones de monitoreo, solo Gendarmeria registra
PM;y y PMy 5 desde el anio 2011 hasta el dia de hoy. Por otro lado, en el caso de la estacion
de Gobernacion solo registra PMy, , donde supuestamente se mide desde el ano 2004 al
dia de hoy. Sin embargo, no existen datos entre el ano 2004 al 2011.

Esta situacion se repite también en las comunas de Concon, Puchuncavi y Quintero en
la quinta regién. Cabe destacar también que existen estaciones de monitoreo como Vina
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1.5. BASES DE DATOS DISPONIBLES EN EL PAIS EN ESTACIONES EMRP

del Mar que registran datos desde el ano 2004 hasta el dia de hoy. Sin embargo, dichos
registros tienen perdidas importantes de datos. Por ejemplo, desde Abril hasta Diciembre
de 2010. A continuacién mostraremos la situacion en estaciones de monitoreo al sur de

Chile.

1.5.2. Zona Sur

Region | Comuna # EMRP | Pardmetros
VI Machali

Rancagua

Rengo

San Fernando
VII Curicé
Linares
Maule
Talca
VIII | Cabrero
Chiguayante
Chillan
Concepcion
Coronel
Curanilahue
Hualpen
Los Angeles
Quillon
Ranquil
Talcahuano
IX Padre Las Casas 11
Las Encinas 11
Museo Ferroviario
XIV | Valdivia

X Chaiten
Osorno
Puerto Montt
XI Coyhaique
XII Punta Arenas

=N === = = == O NN TN NN DN =] =] =] =N W
BaIANANENENENENENANE IANEIANE IR IENENENENENANANANENENENENEN
ANRNENENENENANAENENENANENANANENENENANANANANAENENENAENENANANNG)

Tabla 1.3: Zona Sur: La letra M denota parametros meteoroldgicos, mientras que la
letra C, denota parametros contaminantes. Se observa que las estaciones de Curanilahue,
Hualpen, Quillon, Talcahuano y Punta Arenas no miden variables meteorolégicas. Fuente:
Elaboracién propia.

La situacién al sur del pais muestra una gran cantidad de estaciones de monitoreo
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1.5. BASES DE DATOS DISPONIBLES EN EL PAIS EN ESTACIONES EMRP

en la octava region. Es por ello que de la tabla 1.3 centraremos nuestra atencion en esta
region. En la comuna de Chiguayante, la estacion de monitoreo de Punteras, cuenta con
registros de PMj 5 diarios entre el ano 2009 y hasta el dia de hoy. Sin embargo, se necesita
que el muestreo sea horario, para una mejor estadistica y estudio de la evolucion de dicho
contaminante. Para PM, existen registros horarios desde el ano 2010 hasta el dia de hoy,
con un gap importante sin datos de cuatro meses entre Noviembre del 2011 hasta Marzo
del 2012. La estacién meteorolégica de Chiguayante solo registra a partir de Agosto del
2009 midiendo PMsy 5 v PM;( hasta Septiembre del mismo ano.

Para la comuna de Chillan el escenario es muy similar. La estacién de monitoreo INTA,
tiene supuestamente datos desde el ano 2008 hasta el 2016 de PM, 5 . Sin embargo los
registros horarios tienen muchos gap, mas aun, una ausencia completa de datos entre Abril
del 2010 hasta Junio del 2012. Desde Noviembre del 2013 hasta septiembre del 2016 la
estacion registra datos y pareciera seguir estando operativa. Similar situacién se observa
para los registros de PM;, . Por otro lado la estacién de monitoreo de Puren en la misma
comuna tiene registros horarios tanto de PMs 5 y PM;q desde el 2012 hasta el dia de hoy.

Para Concepcién la tnica estacion de monitoreo en linea se encuentra en Kingston
College. Los registro horarios de PM; se encuentran desde el ano 2009 hasta Septiembre
del 2016, mientras que para PM, 5 los registros horarios solo se encuentran desde Mayo
del 2015 hasta Septiembre del 2016, siendo que entr6 en operaciéon también el 2009.

Hemos visto que la situaciéon de mal mantenimiento de las estaciones de monitoreo se
da en varias ciudades a lo largo del pais. Dicha situacién ha sido denunciada previamente
por G. Salini [§], donde se hace hincapié¢ en la necesidad de que el Ministerio de Medio
Ambiente (MMA), mantenga bases de datos horarias con un registro de datos con minimas
perdidas, en cada ciudad del pais que sea declarada como latente o saturada. De esta
forma, con una buena de base de datos es posible disenar y poner en marcha un modelo
de prondstico para la calidad del aire en las diferentes zonas del pais bajo riesgo por
material particulado.

1.5.3. Regién Metropolitana de Santiago de Chile

La tabla 1.4 muestra las estaciones EMRP, operativas en cada comuna. De estas
estaciones de monitoreo, Test de Prueba se mantuvo operativa durante 20 dias entre el
01 al 21 de Abril del 2016. Cerro Navia comenzé a registrar PM, el anio 2001, mientras
Puente Alto y Talagante el ano 2008. Las demds estaciones poseen registros de PMyg
desde 1997. Para PM, 5 las estaciones de monitoreo de Las Condes, La Florida, Parque
O’Higgins y Pudahuel tienen registros desde el ano 2000, mientras las demas estaciones de
monitoreo partieron el ano 2008. La estacién de monitoreo de Quilicura I partié midiendo
tanto PMs 5 y PMyq el anio 2008 y estuvo en operaciones hasta Mayo del 2016. La estacién
de monitoreo de Quilicura comenz6 a medir ambos contaminantes el 2016 siendo la més
nueva en funcionamiento. Los datos medidos por estas estaciones pueden ser horarios,
diarios o mensuales.
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1.6. CONTAMINACION ATMOSFERICA EN SANTIAGO DE CHILE

Region Comuna # EMRP | Parametros
Metropolitana C
Cerrillos 1 v v
Cerro Navia 1 v v
EL Bosque 1 v v
Independencia 1 v v
La Florida 1 v v
Las Condes 1 v v
Pudahuel 1 v v
Puente Alto 1 v v
Quilicura 2 v v
Parque O’Higgins 1 v v
Test Prueba 1 X v
Talagante 1 v v

Tabla 1.4: Regién Metropolitana :La letra M denota parametros meteorolégicos, mien-
tras que la letra C, denota parametros contaminantes.Solo la estacién Test de Prueba no
detecta parametros meteorolégicos. Fuente: Elaboracién propia.

1.6. Contaminacion atmosférica en Santiago de Chile

La ciudad de Santiago de Chile, posee una poblacién que bordea el 43.8 % del pais,
segtin el censo desarrollado el afio 2012 por el INE, en una superficie de 135 km?. Situada
en el centro del pais y a una altura de 520 msnm (metros sobre el nivel del mar), aproxi-
madamente, esta rodeada de dos sistemas montanosos, la cordillera de los Andes al Este
y la cordillera de la Costa al Oeste, dada esta conformaciéon Santiago se encuentra en lo
que se conoce como una cuenca. Dicha cuenca tiene una longitud de 80 km, en direccion
Norte-Sur y 35 km de ancho Este-Oeste. Esta se encuentra delimitada en el norte por el
cordén montanoso de Chacabuco y por el sur por los cerros de Paine, la cual constituye
una unidad orografica de gran importancia.

Su clima es de tipo mediterraneo, siendo los meses de Diciembre a Febrero calurosos
y secos, alcanzando una temperatura de 35 °C' a la sombra. La altitud por sobre el nivel
del mar crece de Poniente a Oriente.

Debido a su topografia y a las condiciones meteoroldgicas imperantes, especialmente
en la temporada otono-invierno, se observa por lo general una mala dispersién tanto hori-
zontal como vertical de los contaminantes emitidos por las diversas fuentes existentes en
la ciudad. Ademas existe una tendencia al aumento de la densidad poblacional, lo cual
se asocia a un aumento de las fuentes fijas y méviles. Prueba de ello es el aumento del
parque automotor y la actividad en el area de la construccion.

La inversién térmica es el fenémeno meteorolégico que obstaculiza la adecuada disper-
sién de los contaminantes. Esta consiste en que se asienta una capa de aire calido por sobre
masas de aire de menor temperatura, impidiendo asi el flujo del aire en direccion vertical
(corriente ascendente), estabilizando las condiciones e impidiendo, por tanto, la dispersion
vertical de los contaminantes. Existen dos tipos de inversion térmica que corresponden a:
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1.6. CONTAMINACION ATMOSFERICA EN SANTIAGO DE CHILE

3000 Cuenca de Santiago

2500

2000
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Altitud (m)
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5001
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Longitud (grados)

Wi, % } ﬁ A
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(a) Vista Satelital Regiéon Metropolitana de (b) Relieve de la cuenca de Santiago
Santiago.

Figura 1.5: Ciudad de Santiago de Chile: a) Vista Satelital que incluye todas las
comunas del gran Santiago. Fuente: Google Maps. b) El relieve de la Cuenca de Santiago
fue efectuado entre las coordenadas -33,460;-70,964 y -33,424:-70,400. Fuente: Elaboracion
propia.

)

1)

Inversién Térmica de Subsidencia: Es aquel fenémeno que se presenta por el
predominio de altas presiones en el Pacifico (anticiclén) lo cual va acompanado por
el descenso del aire sobre la region metropolitana, el cual al comprimirse se calienta
rompiendo la tendencia del gradiente tipico de temperatura. Se forma asi una capa
de inversién térmica cuya base se sitta a altitudes menores a los 700 (msnm).

Inversién Térmica radiativa: Es aquel fendémeno que se produce por el enfria-
miento de la tierra en periodos frios especialmente noches de invierno, afectando a
las masas de aire inmediatamente contiguas a ella, que quedan debajo de las capas
mas calidas.

Por otro lado en la regién de Santiago se dan dos tipos de condiciones sindpticas
ligadas directamente con los episodios de alta contaminacion atmosférica, a las cuales se
les denominado tipo A, tipo BPF (Baja Pre-Frontal) y mixta.

I) Tipo A: Estos ocurren por la entrada de masas de aire de altas presiones y altas

temperaturas en altura (dorsal célida), en la troposfera media y sobre la zona central
reemplazando a una vaguada en altura (que es lo contrario a una dorsal, area de
bajas presiones y temperaturas), cuyo eje presenta normalmente una orientacién
noroeste sureste. La formacién de una vaguada costera se produce a niveles bajos,
entre el centro de altas presiones fria al otro lado de la cordillera de los Andes (alta
fria migratoria) y un centro de altas presiones sobre el pacifico subtropical, el cual
esta sincronizado a las condiciones de altura mencionada mas arriba. Son estos dos
sistemas de altas presiones los que obstaculizan el desplazamiento de la dorsal y la
vaguada, las cuales sélo pueden moverse en la direccién norte-sur. Adn maés esta
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1.7. PROCEDIMIENTOS EN CASOS EXTREMOS EN SANTIAGO DE CHILE.

situacion produce un viento superficial de este a oeste, provocando que los méximos
de concentraciones de PMy, se den hacia el sector poniente de la cuenca de Santiago
(Pudahuel, Cerro Navia, Lo Prado). Durante los dias que dura este tipo de episodio
se pueden apreciar cielos despejados con una alta variacién de temperatura, dias
calidos y noches heladas.

II) Tipo BPF: Estos ocurren por la irrupcién de una vaguada desde la costa hacia el
interior y el flujo de aire ascendente en la troposfera media, el cual acompana a un
sistema frontal débil que va perdiendo energia a medida que se acerca a la cuenca de
Santiago. En este tipo de episodio se puede apreciar un centro de bajas presiones al
este de la cordillera y una alta fria migratoria desplazada sobre el océano Atlantico,
esta condicién esta asociada, usualmente, a una cobertura nubosa prefrontal del tipo
media y alta con bajo factor de ventilacion.

IIT) Mixtos: Este tipo de episodios, ocurren cuando se alternan los episodios de tipo A
y tipo BPF en periodos intermedios del orden de 24 horas. Estos comienzan con una
configuracion del Tipo A, seguida de una de tipo BPF.

1.7. Procedimientos en casos extremos en Santiago

de Chile.

De acuerdo a lo estipulado en la legislacién chilena vigente, corresponde a las Secre-
tarias Regionales Ministeriales (SEREMI) del Medio Ambiente, la coordinacién de los
distintos servicios publicos en la gestion de los episodios criticos de contaminacién. En
caso de que el evento critico afecte a mas de una region la coordinacién quedard a cargo
del Ministerio de Medio Ambiente.

Existen medidas permanentes y paliativas durante el periodo de Gestién de Episodios
Criticos (GEC), entre el 01 de Abril y 31 de Agosto de cada ano.

Las medidas permanentes, se aplican durante todo el periodo GEC, las que se asocian a
la implementacién de restriccién vehicular, aplicacion de medidas de gestion de transito
(prohibicién de estacionamientos, vias de tipo exclusivas para locomocién colectiva, rever-
sibles y permanentes), prohibicién de quemas agricolas y uso de calefactores no certificados
por la SEC (Superintendencia de Electricidad y Combustibles), entre otras medidas.

Las medidas paliativas en cambio se aplican cuando el intendente de la regién declara un
episodio critico. La tabla 1.5 muestra las medidas frente a episodios criticos.

Estas medidas sin embargo, requieren de una estrategia comunicacional para entregar
de forma oportuna la informacién a la comunidad. Para ello se usan los siguientes medios
de comunicacién:

» Redes Sociales: Difusién del estado de la calidad del aire a través de la cuenta de
Twitter y Facebook de la Intendencia regional, SEREMI del M.A-R.M y Ministerio
del Medio Ambiente.
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1.7. PROCEDIMIENTOS EN CASOS EXTREMOS EN SANTIAGO DE CHILE.

= Sitios Web de los servicios regionales: Se implementa el banner de calidad del aire en
diferentes sitios web de entidades publicas para mantener informada a la poblacién
del estado de calidad del aire.

= Servicios de Noticias: Radio, Television y Prensa escrita.

= Red de establecimientos educacionales: El SEREMI del medio ambiente mantiene
un contacto permanente con mas de 500 establecimientos que incluyen jardines
infantiles, escuelas y liceos.

= Aplicacién Mévil “Aire de Santiago”: Dicha aplicacion tiene por objetivo divulgar y
masificar la informacion de la calidad del aire de la region Metropolitana de Santiago
en tiempo real, rescatando datos del sitio web, conteniendo ademaés un menu desple-
gable en el cual se informa las medidas a aplicar en cada tipo de episodio, entre ellas
restriccion vehicular, recomendacion de no realizar actividad fisica, prohibicion de
uso de calefactores, prohibicion de quemas agricolas, prohibicién de circulacion de
vehiculos de carga al interior del anillo de Américo Vespucio, entre otras. Ademés
entrega un glosario con los términos referidos a la calidad del aire.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Alerta Pre-emergencia Emergencia

Suspension de clases de educacion fisica y actividades deportivas:
SEREMI EDUCACION R.M

Programa Integrado de la Fiscalizacion:

SEREMI SALUD R.M / SEREMITT R.M/ CONAF R.M -SAG / CARABINEROS

Reforzamiento del programa de aspirado y lavado de calles:

GOBIERNO REGIONAL.

Prohibicién de funcionamiento de todo tipo de artefactos de calefaccion residencial

que utilicen lefia u otros dendroenergéticos:
SEREMI SALUD R.M

Restricecién vehicular
Sin Sello Verde:
SEREMITT R.M

Restriccién vehicular
Sin Sello Verde 4+ Con
Sello:
SEREMITT R.M

Restriccién vehicular
Sin Sello Verde 4+ Con
Sello:
SEREMITT R.M

NO APLICA

Paralizacion de fuentes
estacionarias:

SEREMI SALUD R.M.

Paralizacion de fuentes
estacionarias:

SEREMI SALUD R.M.

Tabla 1.5: Medidas frente a episodios criticos de contaminacién: Se muestran los
niveles de alerta existentes y los servicios publicos responsables ante estas situaciones.

Fuente: Elaboracién propia.
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Capitulo 2

Series de tiempo

Definimos una serie temporal x;, con ¢ =1,--- ;| N como un conjunto de observaciones
las cuales son obtenidas por lo general en un tiempo de muestreo 6t uniforme. Dichas
observaciones pueden corresponder a datos meteorolégicos como por ejemplo a la velo-
cidad del viento, la precipitacién caida en una ciudad. Otro ejemplo son las series de
tiempo obtenidas de los sismografos que miden la intensidad y duraciéon de un terremoto.
En sistemas bioldgicos tenemos los electrocardiogramas, encefalogramas. En economia la
evolucion de la venta de cobre o combustibles, o como evoluciona el intercambio de dinero
entre distintos agentes.

2.1. Estadistica aplicada al analisis de Series de Tiem-
po

Una serie de tiempo debe ser estudiada y caracterizada para un mejor entendimiento.
Para ello podemos partir estudiando la media, desviacion estandar y varianzas asociadas
a esta.

Definicién 2.1.1 Sea una serie temporal x;, con v = 1,--- N discreta, definimos la
media aritmética T de la serie temporal como:

1
:L’:NZ:Q. (2.1.1)

En la literatura se suele también representar la media (x) o también usando la le-
tra griega p cuando el nimero de datos IV tiende al infinito. Sin embargo ya que en la
préactica esto no es posible se suele usar indistintamente p o Z((z)). También en algunos
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2.1. ESTADISTICA APLICADA AL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

libros se habla del valor de expectacién de una variable z, dado por E(zx), sin embargo
debemos notar que la definicion del valor de expectacién esta asociada a la distribucion
de probabilidad que siguen los datos, por lo cual hay un abuso del lenguaje. El valor de
expectacién serd igual a la media sélo si los datos siguen una distribucién simétrica como
la de Gauss.

En el andlisis de datos se suele estudiar cual es la fluctuacién de los datos en torno a
la media. Para ello usamos la desviacion estandar.

Definicién 2.1.2 Definimos la desviacion d; de cualquier medida x; con respecto a la
media de la serie de tiempo como:

y la desviacion promedio :
;N
a= A}l_lgo [N g |z, — ,u\} : (2.1.3)

Una forma mas facil de conocer la dispersion de los valores z; es mediante la desviacién
estandar o. La varianza o? es definida como el limite del promedio de las desviaciones en
torno a la media p al cuadrado.

o? = lim [% (x; — ;/,)2] : (2.1.4)

la desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza, dada por:

N 1/2
o= ]\}1_r>noo ([% Z($Z — u)2]> : (2.1.5)

Para un conjunto de datos discretos, tenemos que la varianza es dada por:

1 — .
s = [m Z(m, — ) ] : (2.1.6)

sin embargo, al igual que en el caso de la media se suele usar la letra griega o2 en lugar de
s, 0 también si x es la variable, su varianza se escribe como var(z). Se suele denominar a
la media y la varianza como momentos estadisticos donde la media corresponde al primer
momento, y la varianza al segundo momento. En base a esto podemos hacer una primera
clasificacién de las series de tiempo.
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2.1. ESTADISTICA APLICADA AL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

2.1.1. Estacionaridad

Definicién 2.1.3 Sea una serie temporal x;, con i = 1,--- N. Diremos que cuando
la media p, la varianza o* y la desviacion estdndar o se conservan a lo largo de la
senal, la serie es débilmente estacionaria. Por el contrario hablamos de una serie
no-estacionaria.

Una serie temporal al ser un conjunto de datos, siguen una cierta distribucién de
probabilidad, donde la media, la varianza y la desviacion estandar estan asociadas a
dicha distribucién.

Definicién 2.1.4 Diremos que una serie temporal es estrictamente estacionaria si
la serie temporal x;, con v = 1,---,N al ser desfasada en un factor r que puede ser
positivo o negativo, tal que la nueva serie es x;.,., mantiene la misma distribucion de
probabilidad y los mismos momentos estadisticos.

2.1.2. Correlacion

Consideremos dos series de tiempo x; e y;, donde ¢ = 1,--- | N. Esto quiere decir que
ambas series contienen el mismo nuimero de datos.

Definiciéon 2.1.5 Llamamos a la correlacion de Pearson pg, a la relacion dada por :

Yoy (@ = 2) (v — 9) _ cov(,y)
_ , (2.1.7)
\/Zz (5 — T) \/Zz 1 o

donde el numerador corresponde a la covarianza entre las series de tiempo, dada por:

N

cov(z,y) = Z(xl —z)(y; — ), (2.1.8)

i=1

y el denominador es el producto de las desviaciones estandar o, y o, respectivamente.

La ecuacién 2.1.7 suele escribirse también como:

Ninyi—Efﬁizyz 2.1.9
VN 22 — (X 2)2/NY 2 — Zyz) ( |

Pay =

La correlacion es una medida de que tan relacionadas se encuentran ambas series de
tiempo y el valor de esta se encuentra en el intervalo —1 < p < 1. Si la correlaciéon en-
tre ambas variables es positiva diremos que estan directamente correlacionadas, mientras
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2.1. ESTADISTICA APLICADA AL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

que si es negativa hablamos de correlacion inversa. Cuando es nula diremos que no hay
correlacién. Es importante recalcar que si bien dos variables pueden estar fuertemente
correlacionadas eso no implica causalidad, ya que podriamos caer en una falacia conocida
como “Cum hoc ergo propter hoc” (’Con esto, por causa de esto’). Supongamos por un
momento que existe una correlacion positiva entre x; e y;, No podemos decir de que z; sea
la causa de y; ya que podria ser al revés, es decir y; sea la causa de z;. También podria
darse de que exista un tercer factor que causa la relacién entre ambas series, o que esto
sea simple coincidencia.

Consideremos ahora dos series temporales discretas x;, y; y desplacemos esta tltima
en un factor r < N que puede ser positivo o negativo de modo que tenemos una nueva
serie y;_,, donde r es llamado el desface o lag, que aplico a la serie y;:

Definiciéon 2.1.6 Definimos la correlacion cruzada, ps, a la relacion dada por:

- A G ()
= = d.1
Pzy (N —r) 040y ’ (2.1.10)

donde N es el largo y 0, y o, son las desviaciones estandar de cada serie.

Para el caso en que ¥;—, = ;_,, de modo tal que o, = 0,:

Definicién 2.1.7 Definimos la auto-correlacion, R a la relacion dada por:

1 N-—r

R(r) = T > (@i = 3) (@i — ), (2.1.11)

i=1

donde N y o2 son el largo de la serie y la varianza respectivamente. La cantidad dada
por:

- (x; — T)(ximy — T), (2.1.12)

i=1

tocon(,) = <

autocov(x,) = ————
Y (N =)
la cual corresponde a la autocovarianza siendo una cantidad importante en el andlisis de
senales y en el analisis multifractal de estas ya que nos permite clasificarlas en diferen-

tes tipos los que serdn abordados proximamente en esta tesis. Se suele denominar a la
autocovarianza de una senial con la letra griega (7).
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2.2. REGRESION LINEAL Y TENDENCIA

2.2. Regresion Lineal y tendencia

Dado un conjunto de datos {y;, x;1, -+, i}, con n unidades estadisticas. Una re-
gresion lineal asume una relacion lineal entre la variable dependiente y; y el p—vector de
regresion x;. De esta forma se tiene:

Yi = Pz + -+ By + & = x,0 + &4, (2.2.1)

con i =1,--- N, donde ' denota la traspuesta de z;. Luego ) es el producto interno
entre los vectores z; y 3;, correspondiendo a los coeficientes de regresion y ; es un error
aleatorio asociado a las mediciones de la variable temporal. Los coeficientes (; son obteni-
dos mediante el método de los minimos cuadrados, que consiste en minimizar los errores
aleatorios e; Consideremos la recta de regresién dada por:

Yi = biwi + Bo + €4, (2.2.2)
despejando ¢;, sumando todos los términos al cuadrado se tiene:

n

Dot =D — (Auzi+ o) (2.2.3)

i=1

Sea f(fBo, £1) = > €2, minimizando con respecto a By y 1, se tiene que:

of _o 9 _
0 OB

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por (1.2.4) se obtiene que:

0, 0. (2.2.4)

8,8 — SuSay

o — NSy — S,
0 nSmr - Sa:S:c ’

b= nS.. — 5.5

(2.2.5)

. n _ n _ n . n 2 .
donde Sy =D 0 @i, Sy =D Vi, Say = 2 iy Tili, Szx = Y.y T;, Tespectivamente.

El coeficiente 5, que corresponde a la pendiente de la recta es lo que llamamos la
tendencia lineal y nos entrega informacién de como varia linealmente la variable y; con
respecto a la variable x;. En el caso de una serie temporal, esta muestra la variaciéon de
una variable con respecto al tiempo. Dicha tendencia puede ser positiva, negativa o nula.
También global o local, como es el caso de una serie no estacionaria donde existen cambios
en la tendencia.

19
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2.2.1. Significancia Estadistica de la Tendencia

Un test de inferencia estadistica permite distinguir entre tendencias mondtonamente
crecientes o decrecientes bajo un cierto nivel de significancia «, que por lo general es
de un 5%. La hipdtesis nula H = 0 establece que la serie de datos a estudiar no posee
tendencia. Una vez realizado el test este determina si se acepta la hipdtesis nula (H = 0)
o se rechaza (H = 1), con un cierto valor asociado p que es mayor a la significancia « en
caso de aceptar la hipdtesis nula, o menor en caso contrario.

Para el caso de la tendencia usamos el test de Mann-Kendall que es un método para
datos no paramétricos. Esto quiere decir que la serie temporal a estudiar debe ser indepen-
diente. El concepto de independencia de una serie temporal asume que una observacion
para un tiempo ¢; no depende del valor anterior ¢;_;(Estocacidad). Cuando la serie es
independiente y normalmente distribuida hablamos que los datos son paramétricos.

Definicién 2.2.1 Para una serie temporal x;, definimos el estadistico S como:

S = i Z sgn(z; — x;), (2.2.6)

i=1 j=i+1

donde sgn corresponde a la funcion signo dada por:

1 st oz < Z;
—L si e PR

Kendall mostré que si S es normalmente distribuida con media E(S) y varianza
Var(S), estas son dadas por:

BE(S) = o, (2.2.8)

Var(S) = . (2.2.9)

Cuando existen valores repetidos la varianza queda dada por:

n(n—1)2n+5) — > t;(i)(i — 1)(2¢ + 5)
18 ’

donde t; es el nimero de datos repetidos para un cierto i. El test estadistico parametrizado

Z se calcula por:
S5 S0

Var(s)
Zux=4 0 si S=0 (2.2.11)
Vijf(ls) si S<0
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2.3. ANALISIS DE FOURIER

Si Zyx > 0, hablamos que la serie tiene una tendencia mondtonamente creciente, mientras
que si Zy g = 0, la serie no tiene tendencia y finalmente si Zy;x < 0 la tendencia es
mondtonamente decreciente. Para testear el nivel de significancia p de la hipdtesis se usa
una tabla de distribuciéon normal. Un completo desarrollo de la teoria de este método
puede encontrarse en los estudios de Hamed y Rao (1997) [9] y de Da Silva (2013) [10].
Un algoritmo sumamente preciso, puede obtenerse desde http://www.mathworks.com/
matlabcentral/fileexchange/25533-mann-kendall-modified-test.

2.3. Analisis de Fourier

Una serie de tiempo es una coleccién de variables aleatorias {x;}, con t = 1,--- .n
definida para todos los reales t en el caso continuo o todos los enteros t en el caso discreto.
Dicha serie tiene las siguientes propiedades:

) El valor de expectaciéon E(z;) de x; es constante.

IT) EL valor de expectacién E(x;,z,;) no depende de t y ¢’ s6lo de t — t'.

Ya que E(x;) = u es constante, este valor puede ser estimado y substraido de las series
sin mayores efectos, e incluso asumirse nulo. Sin embargo, en el procedimiento de analisis
de datos es mejor substraer esta cantidad. De esta forma hablaremos de una Serie de
Tiempo Estacionaria con Media Cero. (En inglés Zero-Mean Stationary time
series)

La propiedad I7) implica que la var(z;) es constante y que v, = cov(zy, Tiry) = Yy
no depende de .
La cantidad 7, es la autocovarianza tedrica con un desface (lag) r de {z;}, la cual desde
el punto de vista discreto es dada por:

n—1

Ve = % D (@ — 1) (@i — 1), (2.3.1)

t=|r|
Como estamos considerando la media nula (1 = 0) entonces

n—1

=2 3@ ). (2:3.2)

t=|r|

Sir = 0, tenemos entonces que la autocovarianza se reduce a % > xf que es justamente
la varianza s o o?.
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2.3. ANALISIS DE FOURIER

2.3.1. Densidad Espectral

Sea x; una serie temporal con t = 1,---  n. La densidad espectral (en ingles como Po-
wer Spectrum, Power spectral density o Energy espectral density), de una serie
describe cémo la varianza de esta senal se distribuye en las frecuencias que la componen.

La distribucién de la varianza de una serie puede ser descrita, o por la medida de

la media y su variabilidad con respecto a esa media, o por una region de distribucion
acumulativa S(f), donde S(f) es la potencia contribuida por las diferentes frecuencias f;
hasta f.
Sea [a, b] una banda de frecuencias, la cantidad de varianza contribuida a x; en este in-
tervalo corresponde a S(b) — S(a). Si S es una funcién de distribucién continua, entonces
existe una funcién de densidad espectral S’. La densidad espectral S’ en una frecuencia
f da la razén de varianza contribuida por las frecuencias en la vecindad inmediata de f,
para la varianza de x; por unidad de frecuencia.

Al igual que en la consola de Linux, diferenciaremos entre minusculas y mayusculas.
Llamaremos S(f) a la funcién de distribucién espectral y s(f) la densidad espectral. En
otros libros se les asigna la letra F' y f respectivamente y a la frecuencia la letra griega w.

Consideremos la autocovarianza teérica de x; con un lag r dada por:

Vr = /01 ezﬂifrs(f)df. (2.3.3)

Si s(f) es suave entonces, esta puede ser representada por una “Serie de Fourier”, de
modo que tenemos:

s(f) = Z e~ 2T (2.34)
= v+2 Z Yrcos(2m fr). (2.3.5)
r=1

Aqui vy corresponde a la varianza total de la senal x;, la cual puede ser calculada
integrando la densidad espectral sobre todo el rango de frecuencias. Por medio de la
expresion (2.3.5) vemos que la densidad espectral es simétrica, es decir s(f) = s(—f)

puesto que v, = v_,.

2.3.2. Relacion entre densidad espectral y periodograma

Consideremos la transformada discreta de Fourier (DFT) de una serie z; con t =
1,--,n
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2.3. ANALISIS DE FOURIER

n—1
1 )
d.(f) = - > me I (2.3.6)
t=0

con ¢ = y/—1. Definiremos el autoperiodograma como:

Lo (f) = n x do(f) x dy(f), (2.3.7)

donde d%(f) corresponde al complejo conjugado de d,(f). A continuacién recurriremos a
un artilugio matematico que nos ayudara a introducir en la definicion de periodograma
la autocovarianza muestral ¢,. Podemos reescribir (2.3.7) como:

1 , e
L.(f) = - E xte_%”ftg zpe?™ I (2.3.8)
t v

1 o
= =) > mape I, (2.3.9)
n
t 4

donde el factor exponencial depende tinicamente de ¢t — ¢', por lo que sélo se toman 2n — 1
términos. Haciendo t — ¢ = r, podemos reescribir (2.3.9) como:

1 ;
Lo(f) = = ) ce ™0, (2.3.10)

[r|<n

donde definimos ¢, = ), ,_ xxy como la autocovarianza muestral de x,. Comparando
(2.3.10) con (2.3.4), nos vemos tentados a decir que el perfodograma es lo mismo que la
densidad espectral. Sin embargo, eso es un error.

“La Densidad Espectral corresponde al valor de expectaciéon del Periodo-
grama.”

E{L.(f)} = s(f) (2.3.11)

La demostracién puede ser encontrada en la seccién 9.4 del Bloomfield [11] con mayor
detalle.
Demostracion:
Supongamos que z; tiene un espectro continuo con densidad espectral s(f). Ademéds xy,
puede ser escrito como:

=Y .U, (2.3.12)
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2.3. ANALISIS DE FOURIER

donde {U;_, } es un proceso de ruido blanco con un desfase r y g, es una media movil. []

Este proceso de ruido blanco, puede ser:

I) Gaussiano y por tanto independiente.
IT) No Gaussiano pero independiente.

IIT) No Gaussiano, dependiente, pero lo suficientemente cercano para que el limite de
distribucién del periodograma sea exponencial.

Entonces la funcién de Transferencia G(f) de los filtros {g,} satisface |G(f)|* = s(f)

y la transformada de Fourier de un conjunto de datos {x¢, z1, - ,Z,_1} corresponde a la
funcién de transferencia por la transformada de Fourier del ruido blanco dado por di (f).
do(f) = G(f)du(f), (2.3.13)

por lo cual el periodograma satisface:

Lo(f) ~ |GUPLs(f) (2.3.14)
— S()Iu(f) (2.3.15)

Esto quiere decir que el periodograma de x;, es la densidad espectral por el periodograma
de la senal de ruido blanco dada por Iy (f). Es facil ver que E{Iy(f)} = 1 y por tanto
E{L..(f)} = s(f) que es lo que buscabamos probar. Una demostracién alternativa se da
en el Shumway [12] seccién 4.4, pero hay que tener cuidado con la notacién.

La definicién de espectro cruzado sera introducida a continuacién al estudiar el concep-

to de coherencia, pero antes hablaremos sobre el intervalo de confianza o la significancia
estadistica de la densidad espectral.

2.3.3. Intervalo de confianza de la densidad espectral

Un espectro suavizado estd dado por:

S5 =Yg d(f = fu), (2.3.16)

donde g,, es una media mévil, y f, es la u-ésima media de la frecuencia, en el u—ésimo
intervalo.

I'Notemos que en este caso r actiia como un subindice.
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2.3. ANALISIS DE FOURIER

Sabemos que E{I(f)} ~ s(f), si el promedio cubre un pequeno intervalo de frecuencias
y s(f) es continuo en el intervalo. Entonces s(f) es aproximadamente constante en el
mismo intervalo.

E{I(f - fu)} = s(f), (2.3.17)
y también,

E{3(f)} = s(f) ) gu- (2.3.18)

La varianza de una distribuciéon aleatoria exponencialmente distribuida estd dada por:

var{I(f)} =~ s(f),
var{s(f)} =~ Zgis(f—fu>2-

Para construir intervalos de confianza para $(f) o In(S(f)) necesitamos aproximar
5(f). La forma més simple es notando que para una suma de variables independientes, su
distribucién es aproximadamente la distribucion normal. Podemos hacer una expansion
de In(5(f)) en torno a s(f) dando como resultado:

In(3(f)) = In(s(f)) + S = stf). (2.3.19)

Entonces:

E{in(s(f))} = In(s(]))
var{ln(s(f))} =

donde o2 corresponde a la varianza de los datos.

Para el In(s(f)) y un intervalo de confianza del 95 % se tiene que In(5(f)) £1.960. El
factor 1.96, viene de una tabla de probabilidades para la distribucién normal. Con esto
tenemos nuestras cotas para el intervalo de confianza para In(s(f)). Podemos reescribir

In(5(f)) £ 1.960 = In(3(f)e*'9%7).

Entonces tenemos que:

In(3(f)e %) < In(s(f) < In(8(f)e"*%). (2.3.20)
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2.3. ANALISIS DE FOURIER

El intervalo correspondiente para s(f) es entonces:

e M75(fF) < s(f) < eM75(f). (2.3.21)

Otra posibilidad para obtener intervalos de confianza es utilizar el test de x? como
una aproximacién para S(f).
La media p, la varianza o2 y los grados de libertad v de x? se relacionan por vo? = 24>
o también v = 2u? /0.

De esta forma aproximamos la distribucién de 5(f) por la distribucién x? con v grados
de libertad. Para un intervalo de confianza del 95 % es dado por:

v3(f) v3(f)
20975 =)= 3000

Los factores 0.975 y 0.025 son obtenidos de las tablas de probabilidad para el test y2.

(2.3.22)

2.3.4. Coherencia

Esta cantidad permite conocer en qué frecuencia un par de senales x; e y; comparten
energia. También se suele decir en la literatura que con qué fuerza se relacionan estas series.
Es el equivalente de la correlacion cruzada pero en el espacio de frecuencias (Espacio de
Fourier). Si bien la sintaxis de un libro a otro varia, la herramienta mas usada en el estudio
de la coherencia es la transformada discreta de Fourier (DFT) dada por la relacién (2.3.6).

Habiamos definido el autoperiodograma mediante la ecuacién (2.3.7). Si consideramos

otra serie y; con el mismo numero de elementos de modo que las ecuaciones (2.3.6) y
(2.3.7) son validas, podemos definir el perfodograma cruzado como:

Ly(f) = duo(f)dy(f)- (2.3.23)

Definiremos el espectro cruzado dado por:

ga:y(f) - Zgujmy(f - fu)v (2324)

donde g, corresponde a un filtro llamado también una media mévil, que se aplica en una
cierta ventana de frecuencias f,, donde u es la u-ésima media que se obtiene al dividir los
datos en u—intervalos. Es preferible escribir el espectro cruzado mediante su magnitud y
fase relativa.
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~ ~

Sy (f) = |8y (f) |20 1), (2.3.25)

donde la fase relativa ngS, corresponde a:

) m(S,
D () = 25l F)) (2.3.26)
Re(Suy(f))
Entonces, la coherencia cuadratica estara dada por:
a 2
coh? = M (2.3.27)
S (f)Syy(f)

La coherencia se puede encontrar en algunos textos como 02 o tambien k2y, y tiene la
propiedad de que siempre se encuentra entre un valor de 0 y 1. Es importante notar que
en la definicién de coherencia los espectros son mediados, de no ser asi ésta seria siempre
exactamente uno.

Demostracion: Consideremos que nuestros espectros no son suavizados de modo que
las densidades espectrales son los periodogramas. Entonces:

| Ly |*

]m[yy
|d.(f)d; (f)I?

| () (H)l1dy (f)dy(f)]
|d.(f)d; (f)]?

|do () (H)IIdy ()5 (f)]

2 _
Coy =

_Dg0P

= DN (Hdy (6]

(NP
FRGIAGIE

= 1

2.3.5. Significancia estadistica de la coherencia

Lo que hemos definido hasta el momento, corresponde a la coherencia tedrica k;,,, pero

en la practica siempre trabajamos con un estimado dado por k,, por lo cual tenemos que
considerar un intervalo de confianza estadistica.
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Si queremos probar la hipétesis nula (k2,(f) = 0), en este caso tenemos que la es-
tadistica es dada por:

F = A—))(L —1), (2.3.28)

donde F' es una distribucién con 2 y 2L — 2 grados de libertad. Al resolver la ecuacion
(2.3.28) llegamos a que el intervalo de confianza al estimar la coherencia cuadrética es
dada por:

Fy 2L—2(Oé)
c, = . , 2.3.29
[, = 1+F272L,2<Oé> ( )

donde « corresponde a un cierto nivel de significancia.

La significancia estadistica del espectro cruzado esta relacionada con el estimado de
la coherencia k,,. Para un intervalo de confianza del 95 %, tenemos:

Szx(f) n§m(f) Y
Syy(f) ~! S, () jE1‘96\/2 (1= k2,(1). (2.3.30)

n

El analisis de Fourier ha sido ampliamente utilizado con éxito en series temporales que
presentan caracteristicas estacionarias. Sin embargo, este método pierde eficacia con series
de tiempo no estacionarias, que presentan una alta varianza y discontinuidades. Ademés
dicho analisis se centra solo en el espacio de frecuencias o espacio de Fourier. Por ello
requerimos una técnica mas avanzada que nos permita realizar un analisis simultaneo en
tiempo y frecuencia, de modo de tener una cantidad de informacién mucho maés rica de la
senal. Dicha técnica estd basada en funciones especiales llamadas Ondeletas ( Wavelets
en inglés), con las cuales se desarrollan herramientas andlogas a Fourier.
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2.4. Transformada de Ondeletas

El analisis de senales utilizando ondeletas consiste en descomponer una serie temporal
en un espacio de tiempo-frecuencia, determinando los modos dominantes de variabilidad
y ¢cémo estos varian en el tiempo. Una buena introduccién al tema puede encontrarse en
Torrence y Compo [13], en el cual se basara la descripcion de esta herramienta, comple-
mentada con otras fuentes de informacion.

Definicién 2.4.1 Sea z(t) una serie temporal y U, una ondeleta -real o compleja- de-
finida por:

T,y = T (t — b) : (2.4.1)

a

donde b es una variable de desplazamiento temporal y a un control de dilatacion st a > 1
o contraccion si a < 1 de la funcion Wy. (El ancho de la ondeleta que depende de a es
llamado soporte temporal de la ondeleta.)

Se define la transformada continua de ondeletas como la convolucion entre x(t) y Wy (%)

dada por:
T(a,b) f/ (t [ b) dt, (2.4.2)

donde U es el complejo conjugado de Uy y 1/\/a es el factor de normalizacion de V.
Se denomina a ¥y como la ondeleta madre y cumple con las siguientes propiedades:

= Es una funciéon numerable y cuadrado integrable:

/OO |Wo(t)|dt < o0y /_OO |Wo(t)?dt < co. (2.4.3)

—00

= Es una funcion de media nula y norma 1:

o0

Una de las ondeletas mas conocida corresponde a la de Morlet, que es de uso comun
en el estudio de procesos geofisicos.

La transformada de ondeletas admite inversa definida como:

(1) = % /_ Z / " (0, b) W, ydadb. (2.4.5)
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Denotamos ahora las siguientes relaciones:
Wo(s) =T(a,b), s=a, n'dt=t, ndt=0",

donde n’ y n son enteros.

Definicién 2.4.2 Sea x,, una serie temporal discreta, donde n' = 0,--- N — 1 con
N el largo de la serie, la cual es muestreada por lo general en un tiempo uniforme ot.
Llamamos ahora a la transformada de ondeleta discreta Wi,(s) conn =0,--- ,N—1 como

la convolucion entre x,» y V, dada por:

(n' —n)dt

W(s) = ganf <—) . s#0 (2.4.6)

S

donde ¥* es el complejo conjugado de ¥ la cual es una versiéon normalizada de la ondeleta
madre Vg, vale decir.

o (L) [y (G 2ar

S S

donde % corresponde al factor de normalizacion y es independiente de la ondeleta. Esto

se demuestra facilmente a continuacion.

Demostracion:
Sea A un factor de normalizacién tal que

w () o (1) (2.48)

S S

Aplicando la definicién de producto interno entre dos funciones f y g dado por la

ecuacion 2.4.9:
(o () g (Y 249

Desarrollando al lado izquierdo de (2.4.9) se tiene:

(2 () = () 2
_ /Z A% |0, (—(”/_S"W) an',
INICE

30




2.4. TRANSFORMADA DE ONDELETAS

sdu

Sea u = , de modo que du = dn’ % y despejando *¢* = dn'. Reemplazando y

(n'—n)dt _
considerando que toda ondeleta madre es ortonormal ((Wo(u)|Wo(u)) = 1), se tiene:

® s
2 [ S = 1

L / Wo(w)Pdu = 2,

oo
[\ J/
-~

1

a2 =%
A = %

Hasta el momento hemos visto la definicién en el espacio temporal, sin embargo es mucho
mejor, desde el punto de vista computacional, trabajar en el espacio de Fourier. Sin perdida
de generalidad cambiamos el indice n’ — n. Tomemos ahora la transformada discreta de
Fourier para la serie x,,, de modo tal que:

| V1
o — N nZ:O x, e 2mikn/N (2.4.10)
donde k =0, -+, N —1 es el indice de la frecuencia k—ésima. La transformada de Fourier

de la funcién de ondeletas W(t/s) es dada por W(swg). Por lo tanto, del teorema de
convolucién la transformada de ondeleta para una escala s es la transformada inversa de
Fourier del producto:

W,(s) = 2 U (swy, ) et (2.4.11)

donde la frecuencia angular wy se define como:

2k . N
Not R <3
WE =
2k . N
N6t * k> 2

Por otra parte \i/*(swk) es el complejo conjugado normalizado de la funcién de ondeleta
en el espacio de Fourier. Este tultimo es dado por:

U (swy) = 1/%\@0(&%), (2.4.12)
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donde ,/% es la constante de normalizacién. El procedimiento de calculo es andlogo al

efectuado anteriormente solo que tomamos las definiciones en el espacio de Fourier.
Usando esta normalizacién para cada escala s tenemos que

=

-1

| (swy)|? = N, (2.4.13)

Bl

o

donde N es el nimero de puntos que compone la senal.

2.4.1. Eleccion de la escala s

Hemos visto que la ondeleta posee un factor de escala s que dependiendo de su valor,
puede contraer o dilatar la ondeleta. Para poder desarrollar un anélisis de multiresolucion,
se debe tomar un conjunto de factores de escala (descritas como potencias de 2, para un
ahorro del coste computacional). La relacién a usar estd dada por:

85 = 5027, (2.4.14)
donde 5 =0,1,---,J, con el maximo numero de escalas dado por:
1 Nt
J=—=I e 2.4.15
ton (%), (2.4.15

so se escoge como el periodo equivalente de Fourier que es aproximadamente 20t. El factor
07 depende del ancho en el espacio espectral de la funcion de ondeleta. Para una ondeleta
de Morlet se usan valores no mayores a 0.5, siendo este uno de los mas usados. Otros
valores usados son 0.25 y 0.125.

2.4.2. Cono de Influencia

Al trabajar con series de tiempo de longitud finita, pueden existir errores en el inicio y
final del espectro de ondeletas, ya que la relacién (2.4.11) asume que los datos son ciclicos.
Una solucién es hacer un proceso de padding (acolchar), con ceros antes de realizar la
transformada de ondeletas y luego removerlos. (También en el caso de series con alta
varianza se puede hacer el padding con la media de la senal). Al hacer el proceso de
padding se usan suficientes ceros para llevar la longitud de la senal N hasta la préxima
potencia de dos, asi se limitan los efectos en los bordes y acelera la transformada de
Fourier. El cono de influencia (COI) es la regién del espectro de ondeleta donde los efectos
en los bordes se vuelven importantes y se define como el tiempo de despliegue, e, que se
elige como un factor de discontinuidad que decae de la forma e~2, de modo que los efectos
en los bordes son despreciables. La extension del cono aumenta linealmente con el factor
de escala s, siendo proporcional al ancho de la ondeleta.
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2.4.3. Reconstruccion de senales y filtrado

La relacién (2.4.5), nos dice que es posible reconstruir la serie a partir de los coeficientes
de la transformada de ondeletas para el caso continuo. Por otro lado, la transformada de
ondeletas discreta dada por (2.4.6) funciona también como un filtro pasa-banda, donde
la ondeleta es la funcién de respuesta. Asi que también es posible reconstruir la senal de
forma discreta, en un proceso un poco mas complicado, dada la redundancia en tiempo y
escala. La reconstruccion es posible de obtener mediante la relacién dada por:

556tV2 I Re{W,(s;)}
= Y , 2.4.16

donde W((0) es la ondeleta evaluada cuando n’ = n y Cs es un factor de reconstruccién
que depende de la ondeleta elegida W,,.

Si deseamos utilizar la reconstruccion, como un filtro pasa banda, consideramos la
relacién (2.4.16), pero en vez de sumar sobre todas las escalas sumamos en una banda
con 71 < j < jo2, de modo tal que:

5j6t12 Ex Re{W,(s;)}
1/2 )
J=j1 J

A

=
Cs¥0(0)

(2.4.17)

donde z,,, es la senal filtrada.

2.4.4. Espectro de Ondeletas o Potencia espectral de Ondeletas

Como la funcién U es en general compleja, la transformada de ondeleta W, (s) también
lo es; por lo cual podemos definir el espectro local de ondeletas (amplitud del espectro de
potencia), con su respectiva fase dado por:

(2.4.18)

Ay = [Wal)2, b = arctg {M}

Re(W(s))

Una correccion en la definicién de la amplitud de la potencia es introducida por Liu et
al [14]. Esto debido a que existe una sobre estimacién del espectro de potencia en las altas
frecuencias (bajas periodicidades). De esta forma la amplitud del espectro de potencia
para una escala s; es dada por:

AT

Sj

A, (2.4.19)
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Podemos promediar globalmente en el tiempo para cada escala s;, mediante la relacion:

N—

,_.

132 [Wals)l?
)= % (2.4.20)

=0 Sj

3

de esta forma al plotear el espectro global versus el conjunto de escalas, podemos ver
como se distribuye dicha potencia en las escalas.

Por otro lado, también podemos ver como se distribuye la potencia en el tiempo para
una banda de escalas, mediante:

e (5]5t Z (W (s5)]? .

n

(2.4.21)

J=n 5j

Al tomar (2.4.21) promediando en el tiempo sobre todas las escalas, obtenemos la
varianza total de la sefial ( 0?), la cual se conserva bajo la transformada de ondeletas por
el teorema de Parseval. De esta forma, la varianza esta dada por:

576t = & |W Py
2= 4 [Wan(s;)[* . 2.4.22
g CéNnZO; ( )

2.4.5. Espectro Teérico y Nivel de Significancia

Para determinar el nivel de significancia, ya sea en el analisis de Fourier o de Ondeletas,
debemos escoger un espectro de fondo apropiado. Para procesos geofisicos se asume que
estos son distribuidos de forma aleatoria en torno a la media y que los procesos reales
tienen distribuciones comparables. Para un espectro de Fourier se asume ruido blanco,
mientras que para un espectro de ondeletas se asume ruido rojo. Los procesos de ruido
blanco y ruido rojo son derivados y comparados con un proceso de Montecarlo, los cuales
se usan para establecer una hipétesis nula para estudiar la significancia de un peak en el
espectro de ondeletas. Un modelo simple para el ruido rojo esta dado por:

Ty = QTp_1 + Zn, (2.4.23)

que corresponde a un proceso de Markov, donde « es la autocorrelacién para un lag -1,
Ty Y Zn, son tomados de un ruido blanco Gaussiano. Al normalizar (2.4.23), su espectro
discreto de Fourier esta dado por:

1—a?

14 a? = 2acos(2nk/N)’

P, = (2.4.24)
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donde £ =0,---, N/2 es el indice de la frecuencia. Asi, eligiendo una autocorrelacién lag
-1 apropiada, podemos usar (2.4.24) para modelar el espectro de ruido rojo que es nuestra
hipétesis nula. (Note que para o = 0, (2.4.24) es el espectro de ruido blanco).

Si un peak del espectro de ondeletas es significativo con respecto al ruido rojo, entonces
se asume que es una caracteristica verdadera con un cierto porcentaje de significancia por
lo general del 5 %.

Para una senal x,, normalmente distribuida, entonces la parte real e imaginaria de su
transformada de Fourier z; estan también normalmente distribuidas. Ya que el cuadrado
de una variable normalmente distribuida sigue una distribucién de x? con un grado de
libertad. Entonces |71|? sigue una distribucién de x? con dos grados de libertad. De esta
forma la distribucion para el espectro de Fourier esta dada por:

Nigl* 1, o
b= opad (2.4.25)

donde el subindice 2 de x indica que hay dos grados de libertad.

Para el espectro local de ondeletas, la distribucion de éste sigue la relacion:

[Wal®

o2

1
= SR, (2.4.26)

para cada tiempo n y escala s.

EL intervalo de confianza para esta distribucion esta dado por:

W _ o o 2AWa(o)P

EwD < S BTy (2420

donde p = 0.05 es la significancia deseada para el intervalo de confianza del 95 %.

2.4.6. Espectro cruzado de ondeletas

Sean x e y dos series temporales con transformadas de ondeletas W (s) y W¥(s),
definimos el espectro cruzado de ondeletas como:

W¥(s) = Wi(s)W(s). (2.4.28)
Los intervalos de confianza pueden ser obtenidos si ambos espectros de ondeletas siguen

una distribucién y? con v grados de libertad. La distribucién de probabilidad esté dada
por:
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fulz) = %ZV_IKO(Z), (2.4.29)

3)

donde, Ky(z) es la funcién de Bessel de orden cero y I' es la funcién gamma. La funcién
de distribucién acumulativa estd dada por p = fOZ”(p ) fu(z)dz, donde Z,(p) es el nivel de
confianza asociado con probabilidad p. Si las dos series temporales tienen espectros de
Fourier PF y P/, entonces la distribucién del espectro cruzado es:

(W)W ()| _ Zu(p) [pxpy (2.4.30)

O0x0y

con ox v oy las desviaciones estandar respectivas. Cuando v = 1, tenemos que la ondeleta
es real con Z1(95 %) = 2.182, mientras para v = 2, Z5(95 %) = 3.999.

2.4.7. Coherencia de ondeletas

De acuerdo con Torrence y Compo [13], la coherencia-que es la medida de la inten-
sidad de la covarianza de las dos series en el espacio de frecuencias-, siempre vale 1. Sin
embargo, S. Jevrejeva et al. [15] establecen una definicién que es posible calcular. Sea R?,
la coherencia cuadrética entre los espectros de ondeletas de modo tal que:

|S(s~ W (s))I”
(sTHWE(s)?) - S(s™H W (s)]?)
donde S mayuscula es el filtro que suaviza la senal y s es el factor de escala.

La fase de la coherencia del espectro de ondeletas cruzado estd dada segin Torrence
y Webster [16] por:

(2.4.31)

Rn<5>2 = S

Im(s™'W2y(s))
n(s) = arct - . 2.4.32
on(s) = arc an{Re(s—lwny(s)) (2.4.32)
El filtro se disena de acuerdo a la ondeleta elegida y estd dada por:
S<W) = Sscale(Stime(W(57 t))7 (2433)

donde S, denota el filtrado a lo largo de la escala de la ondeleta y Sime el filtrado en
el tiempo. Estos estan dados por:

Syime(W)]s = (W(t,s)*clezﬁ) N (2.4.34)
Sme(W )]s = (W(t,s) % coI1(0.65)) |. (2.4.35)

donde ¢; y ¢ son constante de normalizacién y I es la funcién rectangulo. EL factor 0.6
esta determinado de manera empirica para la ondeleta de Morlet.
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Capitulo 3

Multifractalidad en Series de Tiempo

3.1. Fractales.

El concepto de fractal fue introducido por Benoit Mandelbrot en 1967 [17] para carac-
terizar las figuras geométricas que no pueden ser descritas por la geometria euclidea. Un
fractal posee algunas de las siguientes propiedades:

I) Una estructura complicada en un amplio rango de escalas.

IT) Repeticién de estructuras en diferentes escalas, lo cual es conocido como auto simi-
laridad.

I[IT) Una dimensién fractal que a diferencia de un objeto euclideo no es entero.

Un fractal puede ser originado a partir de un modelo determinista dado por un proceso
de iteracion (mapeo o ecuacién en diferencia). Ejemplos de procesos de iteracion son el
conjunto de Cantor, la curva de Von Koch, el triangulo de Sierpinski y el mapa de Hénon.
Estos ejemplos son autosimilares desde el punto de vista geométrico. Sin embargo existen
otros tipos de fractales llamados fractales aleatorios, los cuales si bien no son exactamente
autosimilares desde el punto de vista geométrico, lo son desde el punto de vista estadistico.
Cada parte del atractor aleatorio tiene las mismas propiedades estadisticas del todo. Otra
forma de generar un fractal es a partir de un modelo determinista regido por un conjunto
de ecuaciones diferenciales (flujo) como por ejemplo el atractor de Lorenz y el atractor
de Rossler. Por iltimo una serie de tiempo obtenida a partir de datos discretos, puede
presentar también condiciones de auto-similaridad ya sea estadistica o geométrica. Esto
porque los puntos que componen la senal estdn confinados a un atractor [18].
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3.1. FRACTALES.

3.1.1. Ejemplos de fractales.

)

1)

I11)

V)

V1)

Conjunto de Cantor: Consideremos una linea entre 0 y 1 (k=0). El segmento
es dividido en tres partes iguales sacando el segmento del medio (k=1). De los
segmentos restantes sacamos el segmento medio (k=2) y se repite el procedimiento
una gran cantidad de veces.

Conjunto de Cantor Aleatorio: Consideramos nuevamente la linea entre 0 y 1
(k=0). Sin embargo aleatoriamente retiramos cualquiera de los segmentos en cada
iteracion.

Curva de Von Koch: El método de construcciéon de la curva de Von Koch, consiste
en tomar una linea recta horizontal en el intervalo entre 0 y 1 (k=0). El segmento
unitario es dividido en tres y la linea del medio es removida siendo reemplazada con
dos segmentos iguales , ambos de igual longitud un tercio que forman un tridngulo
equilatero (k=1). El siguiente paso (k=2) se quita el tercio medio de cada uno de los
4 segmentos y se reemplaza con dos segmentos iguales formando nuevos triangulos
equilateros.

Curva de Von Koch Aleatoria: En vez de remover el tercio medio en cada
iteracion, se escoge aleatoriamente la posicion del tercio a remover y se reemplaza
por los tercios que forman el triangulo equilatero.

Atractor de Lorenz. El atractor de Lorenz nace a partir del estudio de la con-
veccion termal de una capa horizontal de fluido calentada desde abajo. El fluido
calido se eleva debido a su flotabilidad y circula en trayectorias cilindricas. Lorenz
uso las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes en conjunto con la ecuacién
de conduccién del calor para describir la dindmica de estas trayectorias cilindricas.
Las ecuaciones que describen este sistema son dadas por:

oy —x), (3.1.1)
= re—y-— 2z, (3.1.2)
Z = zy— bz (3.1.3)

El término x representa la rotacién del cilindro, y representa la diferencia en la tem-
peratura en los lados opuestos del cilindro y es z la desviacién del gradiente vertical
de temperatura. o es el numero de Prandtl del aire que involucra la viscosidad y
conductividad térmica de este, b depende de la razén ancho-alto de la capa y r es
un parametro de control representando temperatura fija entre el fondo y la cima del
sistema. La no-linealidad en la ecuacion 3.1.2 y 3.1.3 nombradas arriba resulta de la
no-linealidad de las ecuaciones de flujo. Para valores de 0 = 10, b = 8/3 y r = 28, el
atractor de Lorenz consiste de dos discos, cada uno hecho de trayectorias espirales.
Ciertas trayectorias dejan los discos casi perpendiculares y fluyen de un disco a otro.

Series de tiempo. Se ha reportado comportamiento fractal en series de tiempo
generadas por sistemas complejos. Algunos ejemplos son:
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3.1. FRACTALES.

= Series de tiempo geofisicas (temperatura, precipitacion, eventos sismicos),

= Series de tiempo médicas y fisiolégicas (presién sanguinea, niveles de glucosa,
secuencias de ADN.),

» Series de tiempo Astrofisicas (fuentes de rayos X y ntmeros de manchas sola-
res),

= Series de tiempo técnicas (trafico de internet, trafico en carretera),

» Series de tiempo sociales (economia, modelos de conflictos sociales).

Hasta el momento hemos introducido distintos ejemplos de fractales. Sin embargo,
debemos recurrir a una cantidad que nos permita cuantificar las caracteristicas, de estos
objetos. Para ello usamos la Dimension fractal que pasamos describir a continuacion.

EO EO

3 ] — —_———— E1l

E2 e — — — E2f———— — _—

E3fm — —_— = = — Bf— — -— R —_—

0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

(a) Conjunto de Cantor determinista. (b) Conjunto de Cantor aleatorio.

ED
m |
E:

F

(¢) Curva de Von Koch determi- (d) Curva de Von Koch aleato-
nista. rio.

Figura 3.1: Ejemplos de Fractales: a) Conjunto de Cantor, ¢) Curva de Von Koch,
los cuales corresponden a fractales a partir de mapeos deterministas. b) Conjunto de
Cantor Aleatorio, d) Curva de Von Koch Aleatoria. Fuente: a) y b), Elaboracién propia.
c¢) https://goo.gl/gWlKGL, d) https://goo.gl/CEdZrr
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3.1. FRACTALES.

(a) Proyecciéon XY del atractorde Lorenz. (b) Proyeccién YZ del atractorde Lorenz.

Figura 3.2: Atractor de Lorenz: Ejemplo de fractal determinista a partir de ecuaciones
diferenciales. Fuente: Elaboracion propia.

3.1.2. Dimension Fractal

Considere una grilla de paso 1/n en el intervalo unitario [0, 1]. Es decir hay una grilla
de puntos desde 0,1/n,2/n,---,(n — 1)/n,1. Podemos ver que el nimero de cajas que
componen la grilla dependen del tamano del paso con él se recorro la grilla. Asi, para el
intervalo unitario necesitamos n grillas de tamano 1/n para cubrirlo completamente. Por
otro lado, para el intervalo entre 0 y 8 se necesitan 8n grillas de tamano 1/n.

La propiedad comun para el intervalo unidimensional es que el nimero de cajas de
tamano e requeridas para cubrir dicho intervalo no es més que C'(1/¢), donde C' es una
constante que depende del largo del intervalo y no de e.

El cuadrado {(z,y) : 0 < x,y < 1} de lado 1 en el plano puede ser cubierto por n? cajas
de lado 1/n. Notemos que la diferencia con el caso anterior es el exponente 2. Cualquier
recténgulo en R? puede ser cubierto por C(1/€)? cajas de tamatio e. Por extensiéon una
regién d-dimensional requiere C'(1/€)? cajas de lado e.

Extendiendo esta idea a un fractal y cubriéndolo con una grilla de lado ¢, la cantidad
C(1/€)P es una relacién de escala, de modo que la idea es conocer su dimensién D.

Sea N(e€) el numero de cajas de lado € necesarias para cubrir un cierto conjunto S en
un espacio R™, diremos que este conjunto S es un conjunto d-dimensional que puede ser
cubierto por:

N()=C <1)D, (3.1.4)

€

cajas de lado € cuyo valor es pequeno. En este sentido el exponente D no necesariamente
es un entero.
Aplicando el logaritmo natural a ambos lados de la ecuacién (3.1.4) podemos conocer
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la dimensiéon d mediante la relacién:
InN(€) — InC

b= In(1/e)

(3.1.5)

Si C' es una constante para valores pequenos de €, la contribucién del segundo término
en el numerador de la formula (3.1.5) es despreciable.

Definicién 3.1.1 Sea S un conjunto acotado en R", este tiene una dimension de box-
counting (llamada también dimension de Minkowski-Bouligand.), dada por:

B , ., InN(e)
D = boxdim(S) = 11—13(% In(i/e)

(3.1.6)

cuando el limite existe.

Podemos hacer simplificaciones a la definicién (3.1.6) de modo que sea mas fécil de
usar.

= Simplificacion 1. Es suficiente verificar que ¢ = b,,, donde lim,,_.oobp, =0y

In(bpt1)

1t = 1. 1.
A o) (3.17)
Teorema. Asumimos que by > by > -+ [ lim, 000, = 0y que (3.1.7) es valida de
modo tal que,
InN(by,)
lm ———=~ =D 3.1.8
nBoo tn(1/by) (3:.1.8)
entonces también lo es,
InN
nNe (3.1.9)

Soln(lfe)

y por lo tanto “the box counting dimension” es D.

» Simplificacién 2. Las cajas pueden moverse para cubrir de forma més eficiente el
objeto en estudio.

= Simplificacion 3. Otros conjuntos pueden usarse en vez de cajas, por ejemplo dis-
cos con radio € muy pequeno que pueden cubrir el conjunto S.
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Algunas dimensiones fractales conocidas corresponden a 0.63 para el conjunto de Cantor
y 1.26 para la curva de Von Koch.

Hasta el momento hemos visto diferentes tipos de fractales. Sin embargo, esta ltima
palabra la hemos usado indistintamente abusando de su significado, ya sea para el conjun-
to de Cantor, la curva de Von Koch, y el atractor de Lorenz. Los primeros corresponden
a monofractales, pero el 1ltimo corresponde a un multifractal.

Un multifractal posee una estructura mucho mas compleja, donde diferentes regio-
nes de un objeto poseen diferentes propiedades fractales requiriendo el uso de infinitas
dimensiones para poder describirlo [19].

3.2. Formalismo Multifractal

Consideremos una serie de tiempo {z;}¥,, donde los x; quedan contenidos en una
trayectoria en un espacio de fase d — dimensional. Las trayectorias no llenan el espacio de
fase cuando N — oo ya que las trayectorias estan sobre un atractor extrano de dimension
D, con D < d. Consideremos una grilla compuesta por cajas de lado € muy pequeno, de
modo tal que cubrimos el atractor S. Sea:

N;
p; = lim — (3.2.1)

donde N; es el nimero de veces que la serie visita la i-esima caja de lado e.
Generamos la medida sobre el atractor du(x)

= / (). (3.2.2)

Definimos el exponente de escalamiento o como:

pl~ e (3.2.3)

7 )

donde « es el exponente de Holder y toma diferentes valores correspondientes a diferentes
regiones de la medida y ¢ es el g-esimo momento.

Como dividimos el sistema en cajas de lado € se sugiere que el nimero de veces que «
toma un valor entre o’ y o/ 4+ da/ sea de la forma:

da/ p(a)e= @) (3.2.4)

donde f(c') es una funcién continua y refleja las diferentes dimensiones del conjunto sobre
las singularidades de fuerza /. Y donde p(a’) es una densidad asociada al nimero de cajas
que cubren el atractor.

En orden de determinar la funcién f(«), conocida como el espectro multifractal, la
relacionamos con una propiedad observable de la medida. Para ello la vinculamos con la
dimensién de Hentschel y Proccacia [18}20].

quh'm< ! Z”X(Q)), (3.2.5)

-0 \q—1 Inl
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donde x(q) = >, pl. Con esto, Dy es la dimension fractal, Dy es la dimensién de infor-
macién, Dy es la dimensién de correlacién. Notamos que x(¢) depende de g, el cual se
relaciona con diferentes indices de escalamiento. Reescribiendo x(g) en espacio el continuo
se tiene:

x(q) = /do/p(a’)e_f(o‘/)eqa/ (3.2.6)

Al tomar el limite € — 0, la integral serd dominada por el valor de o/ que hace qo/ — f(a/)
méas pequeno, siempre cuando p(a’) # 0. De esta forma reemplazamos o/ = «a(q), el cual
se define por la condicién extrema:

d

= an — 4 =0 3.2.7

Tl =g (327)

d2
e >0

Sl =@

Desarrollando se encuentra:

f'lalq) = q, (3.2.8)
f(alg)) < 0.

Estas dos condiciones son importantes. La primera indica que la pendiente de f(a), de-
pende de ¢ y la segunda indica que f(a) posee un maximo. De esta forma, se tiene que
D, esta dado por:

1

= lqolg) — F@@)], ale) = 2 [(¢— 1)D,], (3.2.9)

D
q—1 dgq

donde 3.2.9 es una transformacion de Legendre.

Consideremos ahora una medida que posee una estructura recursiva, por ejemplo el
conjunto de Cantor. De este modo podemos conocer D,. Dividimos el atractor S en S;
piezas, con ¢ = 1--- N, con una medida p; y tamano [;, donde el maximo de [; es [.
Definimos la funcién de particién, usando la notacién de Halsey et al. [18] como:

P!

-
z’li

(g, 7,10) = (3.2.10)

En un siguiente paso dividimos cada pieza, en N piezas cada una con una medida
reducida por un factor p; y tamano [;. Diremos que una particiéon de N elementos, es
generadora si se cumple:

L(q,7,1%) = [[(g, 7, )], (3.2.11)
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donde el exponente 2 indica la segunda iteracién. De esta forma podemos conocer la
cantidad 7(q) conocida como el exponente de Renyi, de modo que

L(q,7(a),1%) = 1, (3.2.12)

y a partir de esta condiciéon se tiene:

7(q) = (¢ — 1)D(q), (3.2.13)

La relacion 3.2.13 obtenida para este caso especial es también posible de mostrar a par-
tir de la técnica MFDFA que se vera més adelante. Es posible reescribir la transformacién
de Legendre dada por la ecuacién 3.2.9, de modo tal que:

7(q) = qa(q) — f(alq), alq) = : (3.2.14)

3.2.1. Calculo del Espectro Multifractal
Método de Chhabra y Jensen

Ashvin Chhabra et al. [21] propusieron una metodologia para la determinacién directa
de f(a) basdndose en un método candnico para calcular promedios termodindmicos. Esta
técnica no requiere calcular las dimensiones generalizadas de Hentschel y Procaccia, D,
ni el uso de la transformada de Legendre.

Si se busca describir una medida singular P(z) una cantidad de interés es la dimensién
de Hausdorff del soporte teérico de la medida, P(x). Este es simplemente la infima dimen-
sion de los conjuntos en los cuales toda la medida vive. Para clases especiales de medidas
que surgen de procesos multiplicativos, se tienen varios teoremas que dan informacién de
como calcular la dimensién del soporte tedérico de la medida. En particular, se conoce la
entropia S, de cada uno de los procesos que esta dada por:

S=-Y PlogP;, (3.2.15)
siendo la dimension de HausdorfT:
| X
d, = — lim ol Z PilogP;. (3.2.16)
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Si se divide la medida experimental considerada, de forma tal que P;(l) corresponda a
la probabilidad de un proceso multiplicativo con N ~ |71, la ecuacién 3.2.16 provee una
formula para el calculo de la dimension de Hausdorff del conjunto, el cual es el soporte
tedrico de la medida P(x). Definimos una medida normalizada dada por:

(g, l) = SPH(D)J ik (3.2.17)

El pardmetro ¢ en 3.2.17 es analogo a un microscopio que permite explorar diferentes
regiones de la medida P. Para ¢ > 1 se acentian las regiones mas intermitentes de P,
mientras para ¢ < 1 se acentian las regiones menos intermitentes y para ¢ = 1 se replica
la medida original. De esta forma, se tiene:

fla) = — lim ZOQNZMZ g, D)loglpi(q, 1))
_ i izt #i(0, Dloglpi(e, )]
= lim ol . (3.2.18)

Ademas, es posible encontrar el valor promedio del exponente de Holder o fuerza de
singularidad, a; = log(P;)/log(l) con respecto a p(q), al evaluar:

S g Diog[P(D)]
~ lim tor(D . (3.2.19)

Las ecuaciones 3.2.18 y 3.2.19 dan un alternativa a la estimacién del espectro de sin-
gularidades, calculando de forma directa y sin hacer uso de la transformada de Legendre.

Método del Analisis Multifractal de Fluctuaciones (MFDFA)

Esta técnica se divide en 5 pasos y se describe en el trabajo de Jan W. Kantelhardt
et al. [22]:

= Sea z; un conjunto de datos discretos donde @ = 1,--- | N. Definimos el perfil de la
serie Y'(7) como:
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Y(i) =) (x — ). (3.2.20)
k=1
Es necesario notar que no es obligatorio restar las media 2, puesto que estas son
eliminadas en el proceso de eliminacién de tendencias (detrend).

» Se divide el perfil en Ny = int(N/s) segmentos no traslapados de igual longitud s de
izquierda a derecha. Como la longitud N de los datos puede no ser un un muiltiplo
entero de la escala s y pueden sobrar datos en los extremos se repite el procedimiento
desde el extremo opuesto. Por lo tanto se tienen 2N segmentos.

= Se calcula la tendencia local de cada uno de los 2N, segmentos por un ajuste de
minimos cuadrados. Entonces se determina la varianza mediante la relacién:

S

1

F? == [Y(v-1 ) — vy, (1)), 3.2.21
(s,v) S;[ (v =1)s + i) — ()] ( )
para cada segmento v, v=1,--- , Ny y
1 S
F(s,v) ==Y [Y(N = (v — No)s +1) — 5, ()], (3.2.22)
s
i=1
parav = Ny+1,--- ,2N,. Aqui 4,(i) es el ajuste polinomial en el segmento v. Dicho

ajuste polinomial puede ser lineal, cuadratico, ctibico o superior. De esta forma se
suele llamar esta técnica como MFDFAm, donde m es el orden del polinomio usado
en el proceso de detrend.

= Promediando sobre todos los segmentos obtenemos la funciéon de fluctuaciones de
orden ¢, dada por:
2N

1/q
F,(s) = {zzlv > [F(s, 1/)]‘1/2} . (3.2.23)

= Se determina la ley de escalamiento de la funciéon de particiéon analizando el grafico
log-log de F,(s) versus s para cada valor de g.

Fy(s) ~ s"@, (3.2.24)

donde h(q) se conoce como el exponente generalizado de Hurst.

3.2.2. Relacion entre 7(q) y h(q).

Supongamos que las series xj, de longitud NV es estacionaria y normalizada. Para estos
casos no se requiere la técnica MFDFA ya que no hay tendencia que eliminar. De esta forma,
podemos usar el analisis de fluctuaciones estandar, donde usamos una version modificada
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de la varianza (ver eq 3.2.21) para cada segmento v, v = 1,--- , N, de modo tal que se
tiene:

F2.(s,v) =[Y(vs) = Y((v—1)s)]". (3.2.25)

Insertando 3.2.25 en 3.2.23 y usando 3.2.24 se tiene:

2N, 1/q
{2]1\75 Z Y(vs) —Y((v— 1)5)\‘1} ~ MO (3.2.26)

Por simplicidad se asume que la longitud N de la serie temporal es un multiplo entero
de la escala s, obteniendo Ny = N/s. Por lo tanto:

N/s
D Y (vs) = V(v —1)s)|* ~ s@(@OD (3.2.27)
v=1

Para relacionar este formalismo con la dimension generalizada D, empleamos la defini-
cion del perfil dado por la ecuacién 3.2.20. Es evidente que el termino Y (vs) —Y ((v—1)s)
en 3.2.27 es idéntico a la suma de los 2, en cada segmento v de tamano s. Esta suma es
conocida como la caja de probabilidad ps(v):

vs

psv)= > m=Y(vs)-Y((v—1)s) (3.2.28)

k=(r—1)s+1

De esta forma y asociada al exponente de Renyi 7(¢), la funcién de particiéon usando
la notacién segin Kantelhard et al. [22], esta dada por:

N/s
Zy(s) =) Ips()] ~ 579, (3.2.29)
v=1

A partir de 3.2.28 vemos 3.2.29 y 3.2.27 son idénticas de modo tal que comparando,
se obtiene:

7(q) = qh(q) — 1. (3.2.30)
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Recordando la relacién 3.2.13 se tiene:

D(g) = 7(q)  qhlq) — 1

= =" (3.2.31)

Finalmente el espectro multifractal (o espectro de singularidades) f(a) relacionado
con el exponente de Renyi mediante la ecuacion 3.2.14, puede reescribirse en funcién del
exponente generalizado de Hurst h(q). De esta forma se tiene:

dh

alq) = h(q) + gy f(a) = q(a —h(q)) + 1. (3.2.32)

A partir de ahora continuaremos el trabajo usando la técnica MFDFA introducida por
Kantelhard et al [22] y veremos como esta técnica permite distinguir y clasificar las series
de tiempo.

3.3. Series de Tiempo y formalismo multifractal.

Antes de continuar introduciremos una serie de definiciones importantes que caracte-
rizan una serie temporal, de modo tal que al aplicar el MFDFA se obtiene informacion de
dichas caracteristicas.

3.3.1. Persistencia, Correlaciones de largo y corto plazo en series
de tiempo.

Se denomina persistencia en una serie de tiempo, a la probabilidad de que el valor
de un campo no fluctué lo suficiente desde su valor medio para cambiar de signo [23].
Consideremos el incremento Ax; = x; — x;_1 de una serie donde ¢ = 1,--- , N con N
valores medidos en un tiempo equidistante. Uno encuentra que Ax; puede ser persistente,
independiente o anti-persistente. Para datos estacionarios la funcién de auto-covarianza
de los incrementos,

N—s
1
C(s) = (Az; Az ) = N Z Ax; Az, (3.3.1)
i=1

puede estudiarse para determinar el grado de persistencia. Si C(s) es dividido por la
varianza ((Az;)?), se convierte en la funcién de auto-correlacién. Si Az; no estdn correla-
cionados, C'(s) es zero para s > 0.

Se dice que una serie de tiempo esta Correlacionada en el corto plazo cuando los
incrementos Ax; se describen por C(s) de modo tal que disminuye exponencialmente.
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C(s) ~ exp(—s/t,), (3.3.2)

con un tiempo de decaimiento caracteristico t,.

Se dice que una serie de tiempo estd Correlacionada en el largo plazo, si C(s)
decae con una ley de potencia, dada por:

C(s) ocs77, (3.3.3)

con el exponente « variando entre 0 y 1 si la serie de tiempo es estacionaria.

Desde el punto vista del formalismo multifractal, el exponente de Hurst generalizado
para ¢ = 2, corresponde a la dimensién de correlacién. Para estos casos si h(2) > 0.5, la
serie presenta persistencia, si h(2) < 0.5 hablamos de anti-persistencia. Si h(2) = 0.5, la
serie presenta comportamiento aleatorio [24].

Clasificaciéon de Series de tiempo a partir del formalismo multifractal

I) Series Monofractales: Para series de tiempo monofractales, h(q) es independiente
de ¢, ya que el escalamiento de las varianzas F?(s,v) es idéntico para todos los
segmentos v. De esta forma el exponente de Hurst generalizado tiene un tnico valor
que es exactamente el exponente de Hurst, H. Asi, se tiene:

hq) = H, 3.
T(qg) = ¢H -1 (3.3.5)
Algunos valores conocidos de H son:
= Para series de tiempo anti-correlacionadas en el largo plazo se encuentran que
H varia entre 0 < H < 0.5.
» Para series no-correlacionadas se encuentra que H = 0.5
= Para series correlacionadas en el largo plazo se encuentra que 0.5 < H < 1.
En el dltimo caso, si la serie es estacionaria la funcién de autocorrelacién C(s) ~ s77,
con v = 2—2H. De forma alternativa, una serie de tiempo correlacionada en el largo

plazo estd caracterizada por una ley de potencia de modo que su densidad espectral
decae de la forma:

S(f)~ [, (3.3.6)
donde f es la frecuenciay g = 2H — 1.
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IT) Series de tiempo multifractales correlacionadas en el largo plazo. A conti-
nuaciéon mostraremos un ejemplo de estas series. Consideremos un modelo binomial,
donde la serie es de N = 2™me= nuimeros con k =1--- N dado por:

Ty = an(k‘—l)(l _ a)nmax_n(k_l)’ (337)

donde 0.5 < a < 1 es un pardmetro y n(k) es el nimero de digitos iguales a 1 en
representacion binaria del indice k, por ejemplo n(13) = 3, ya que 13 corresponde
al nimero binario 1101. Este bi-fractal puede ser visto en la figura 3.3, en diferentes
acercamientos de modo que se aprecia las caracteristicas de autosimilaridad. Sus
parametros como exponentes de Renyi, Hurst, Holder y espectro multifractal pueden
ser conocidos de manera exacta. De esta forma el exponente de Renyi 7(q) puede
calcularse de forma directa de acuerdo a la ecuacién 3.2.28. Asi, se tiene:

p2s(v) = ps(2v = 1) + ps(2v) = [(1 — a)/a + 1]p;(2v) = ps(2v)/a, (3.3.8)

y la funcién de particién esta dada por:

Zy(s) = iﬁmxwr (3:3.9)
3 tﬁs[ s(2v = D] + [ps(20)]* (3.3.10)
_ {(1 ;qq)" N 1} ]jz/:T[ps(QV)]q
= [1-a)!+af] ]ﬁs[pzs(ﬂ]q

= [T =a)"+a%Z,(2s)

De esta forma usando 3.2.29 y 3.2.30 se tiene:
—In(a?+ (1 —a)?)

m(q) = i , (3.3.11)
Ma) = é_ln(aq;izlz_a)q)' (3.3.12)

Notamos que 7(q) tiene una dependencia no lineal sobre g, indicando multifractali-
dad.

El exponente de Holder y el espectro multifractal estan dados respectivamente por:

—q(a™ + (1—a)Y)
(ar+ (1 - a))in(2) °
—2(a 4 (L= a)™™) | glnfa? + (1 — a)]

@) = wra—onme ) . (3.3.14)

(3.3.13)
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Los resultados tedricos versus los resultados al aplicar el método MFDFA pueden ser
vistos en la figura 3.4. En la figura 3.4a) se observa un régimen lineal caracteristico, donde
para cada momento ¢, existen rectas con diferentes pendientes, las cuales corresponden a
diferentes exponentes de Hurst. El polinomio de ajuste fue de orden 1. En la figura 3.4b)
se observa una curva suave, donde el exponente de Hurst depende de ¢. En la figura 3.4c)
vemos el espectro multifractal que muestra una pardabola simétrica, curva que cumple
con las condiciones 3.2.8 y el ancho del espectro multifractal que da una medida de cuan
complejo es el bifractal estudiado.

Modelo Bifractal

X107 a) Zoom 0x x10°° b) Zoom 10x

0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 2000 4000 6000 8000

Iteraciones N=32768 x10° lteraciones N=32768
x10° c) Zoom 100x x107 d) Zoom 1000x
3 T T T T 8
25
6
ol
X 15 X 4f
1
ol
0.5F
0 . . n n 0 . . . .
0 200 400 600 800 1000 0 20 40 60 80 100
Iteraciones N=32768 Iteraciones N=32768

Figura 3.3: Modelo Bifractal con N=32768 iteraciones: Se observa la auto simila-
ridad geométrica desde un zoom normal en a), zoom 10x en b), zoom 100x en c¢), zoom
1000x en d). Se observa como la amplitud X cambia desde 10~* a 10~7. Fuente: Elabora-
cién propia.
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a) Funcién de Escalamiento Fq

log2(Fq)

16 2 64 128 256 512 1024
Escala (largo de segmento)

b) Exponente Generalizado de Hurst ___ Espectro Multifractal
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Figura 3.4: Resultados tedricos y del método MFDFA: a) Gréfico log-log de la
funcién de fluctuaciones F, versus exponente de longitud de escala s. b) Exponente de
Hurst. ¢) Espectro multifractal. Fuente: Elaboracién propia.

3.3.2. Otros ejemplos.

Se muestran a continuacién ejemplos de series sintéticas que no poseen soluciones
exactas a diferencia del modelo bifractal. Dichas senales sintéticas corresponden a un
monofractal, ruido blanco y multifractal como lo muestra la figura 3.5 y estas senales
junto con el software para el calculo de MFDFA pueden ser obtenidas desde http:
//www.ntnu.edu/documents/170234/1315232/Introduction_to_MFDFA4.zip.

La columna a) en la figura 3.5 muestra una senal sintética monofractal en rojo, rui-
do blanco en azul y multifractal en verde. A la derecha en la columna b) se observan
los regimenes lineales respectivos caracteristicos a cada senal. En el caso de una senal
monofractal observamos lineas rectas que tienden a ser paralelas. Dado que la pendiente
es el exponente de Hurst, podemos deducir que éste es constante. En el caso del ruido
blanco vemos un comportamiento similar. Sin embargo, la naturaleza de las senales es
diferente. El caso del ruido blanco corresponde a un proceso aleatorio, mientras que el
caso monofractal existe un proceso determinista subyacente. El espectro multifractal, al
igual que el caso bifractal muestra diferentes pendientes para cada linea recta. Es decir,
existe mas de un exponente de Hurst.

La figura 3.6 a) muestra el exponte de Hurst generalizado. En rojo vemos que para la
senal monofractal existe una linea paralela al eje ¢ constante, con H = 0.7716, mientras,
que para ruido blanco (en azul) aparece un valor de H = 0.5 el cual es conocido en multi-
ples trabajos [22,[25]. En verde observamos una curva suave que depende de ¢.

En 3.6 b) observamos los espectros multifractales. En el caso monofractal y ruido
blanco es importante notar que f(a) tiende a converger a un punto, mientras que para la
senal multifractal sigue siendo una parabola pero, en este caso, asimétrica.
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a) Series Sinteticas

b) Funcién de Escalamiento Fq
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Figura 3.5: Senales Sintéticas: columna a) en rojo monofractal, en azul ruido
en verde multifractal. columna b) regimen lineal al aplicar la técnica MFDFA,
polinomio de orden 1, para cada senal. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 3.6: Resultados Senales Sintéticas: a) Exponente generalizado de Hurst. b)
Espectro multifractal y sus anchos respectivos. En rojo monofractal, en azul ruido blanco,
en verde multifractal. Fuente: Elaboracion propia.

La figura 3.7 muestra un camino aleatorio multifractal, con H=0.5, 0.6, 0.7, 0.8 y
0.9 con anchos multifractales Aa = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y 0.6. Se observan periodos
intermitentes donde hay variaciones pequenas y grandes de la amplitud. Las grandes va-
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riaciones en la amplitud son detectadas por los momentos positivos, mientras las pequenas
son detectadas por los momentos negativos. Dichas diferencias en las amplitudes se ven
reflejadas en el ancho del espectro multifractal. A mayor ancho, existen mayores fluctua-
ciones, mientras a menor ancho hay menos fluctuaciones a lo largo de la senal.

La asimetria en el espectro multifractal depende de la sensibilidad del método al de-
tectar la variaciéon en las fluctuaciones de la senal, lo cual puede ser visto en la figura
3.8. De esta forma cuando el método no detecta grandes fluctuaciones, existe asimetria
en el espectro multifractal truncandose a la izquierda. Esto se ve reflejado en el exponen-
te generalizado de Hurst, donde para los momentos ¢ > 0 el exponente de Hurst es casi
constante. Por otro lado cuando el método no es capaz de detectar pequenas fluctuaciones
existe asimetria truncandose a la derecha. Esto se ve reflejado en el exponente generalizado
de Hurst, donde para los momentos ¢ < 0 el exponente de Hurst es casi constante.

Multiplicative cascading noise ABH(A(t}} Multifractal spectrum
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Figura 3.7: Series de tiempo multifractal de camino aleatorio: Se observa para
ventanas en torno t=200 y t=500, como las fluctuaciones cambian en cada senal y como
dichos cambios de amplitud afectan el ancho del espectro multifractal. Fuente: Thlen (2013,
p. 933, [26]) (Se cambio la notacién del espectro multifractal por la usada por Halsey [18])
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Figura 3.8: Espectro multifractal con truncamiento: Panel superior muestra trun-
camiento a la derecha. El método no es capaz de detectar pequenas fluctuaciones. Panel
inferior muestra truncamiento a la izquierda. El método no es capaz de detectar altas fluc-
tuaciones. Fuente: Thlen (2012, p. 12, [25])(Se cambio la notacién del espectro multifractal

por la usada por Halsey [18]).
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Capitulo 4

Analisis y Resultados

4.1. Base de Datos

Los datos usados para esta tesis corresponden a series de tiempo de PM, 5 horaria de
publico acceso desde el sitio web del Sistema Nacional de Calidad del Aire (SINCA) [7].
Estos datos son recolectados en estaciones de monitoreo que se encuentran distribuidas en
diferentes comunas del area metropolitana de Santiago, pertenecientes a la red MACAM-
2 [27). Estas cuentan con sensores capaces de medir pardmetros meteoroldgicos como
humedad relativa, temperatura ambiente, direccion y velocidad del viento. También miden
pardmetros contaminantes como agentes primarios (NO,,CO, etc) y agentes secundarios
como el ozono y diéxido de azufre (O4, SO, ) entre otros aerosoles. Dentro de estos aerosoles
se encuentra el PM; 5 medido por el dispositivo MET-ONE BAM1020 |28]. Las estaciones
de monitoreo empleadas fueron Las Condes (LC), La Florida (LF), Parque O’Higgins
(PO) y Pudahuel (PU) ya que tienen registros desde el ano 2000.

Coordinate WGS Elevation

Lat (S) | Long (W) [m]
LC | 33°22°26” | 70°31°21” 811
LF | 33°30'48” | 70°35’09” 654
PO | 33°27°40” | 70°39'39” 562
PU | 33°26°06” | 70°44’52" 953

Tabla 4.1: Coordenadas lat-long: Se indican en grados, minutos y segundos las loca-
ciones de las estaciones de monitoreo, junto con la elevacién respecto al nivel del mar.
Fuente: Elaboracion propia.

En la tabla 4.1 se muestran las coordenadas latitud, longitud y elevacién, mientras
que en la figura 4.1 muestra la ubicacion de las estaciones de monitoreo.
Para estas estaciones, se seleccionaron los datos horarios entre 01 de Enero de 2002 al
31 de Diciembre ambas del ano 2015, teniendo casi 14 anos de datos con un total que
ascendié a N=122712 horas, cuyas perdidas no superan el 2.4 %. Las series de tiempo
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Figura 4.1: Mapa del Area metropolitana de Santiago de Chile: La grilla indica
las coordenadas latitud-longitud en la cual se encuentra. Se aprecia la ubicacion de las
estaciones de monitoreo donde el diamante azul denota, la estacién de Las Condes (LC),
el tridngulo rojo La Florida (LF ), el circulo cyan Pudahuel (PU) y el cuadrado verde
Parque O’Higgins (PO). Fuente: Elaboracién propia.

pueden ser vistas en la figura 4.2

La estacién de monitoreo que registré méas dias sin datos fue Parque O’Higgins con 7
dias consecutivos de perdidas desde el 13 al 20 de Abril y 9 dias consecutivos entre el 10
y 19 de Julio del 2005. Mientras la estacién de Pudahuel registré 9 dias consecutivos sin
datos durante el 01 y 10 de Marzo del 2010. El resto de los datos perdidos se distribuyen
en periodos menores a 4 dias consecutivos. Los datos faltantes fueron rellenados usando
una interpolacion lineal evitando, por un lado, afectar la distribucién estadistica anual y
por otro lado introducir efectos no lineales.

4.2. Metodologia

En una primera etapa se realizé una caracterizacion estadistica de las series de tiempo
calculando medias y desviaciones estdndar, que se resumen en la tabla 4.2a).
Como criterio de seleccién, se calcularon medias diarias, entre inicios del 2002 a fines
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Figura 4.2: Series de tiempo horarias de Concentracion de PM; 5 en Santiago
de Chile: Podemos observar como la comuna de Pudahuel es la que registra mayores
concentraciones horarias en comparacion a las demas estaciones de monitoreo. Fuente:
Elaboracién propia.

del 2015 (2002-2015) para conocer el papel de la varianza subsidiaria de la sefial. A partir
de estas senales se calcularon las tendencias y su significancia estadistica usando el test
de Mann-Kendall modificado segin Hamed y Rao ﬂgﬂ, el cual permite distinguir entre
tendencias monétonamente crecientes o decrecientes bajo la hipétesis nula (H=0) de que
la serie no posee tendencia. Esta hipétesis nula puede ser aceptada (H=0) o rechazada
(H=1) con una significancia a por lo general del 5 %. Los resultados pueden ser vistos en
la tabla 4.3a).

Junto a las medias diarias, se determinaron medias mensuales y anuales las cuales
pueden ser vistas en la figura 4.3.

Para estudiar el comportamiento de la tendencia de las series se dividié cada una en
dos partes iguales tomando los datos desde principios de 2004 a fines de 2008 (2004-2008)
y desde inicios de 2009 a fines de 2013 (2009-2013), realizando nuevamente la caracteriza-
cién estadistica, junto con el calculo de tendencias y sus significancias a partir de medias
diarias que se resumen en las tablas 4.2b), 4.2c), 4.3b) y 4.3c), respectivamente.

Se calcularon también medias estivales desde Octubre hasta Marzo y medias inver-
nales desde Abril a Septiembre las cuales pueden ser vistas en las figuras 4.3a) y 4.3b),
respectivamente y estos resultados pueden ser vistos en la tabla 4.4a), 4.4b), 4.4c), res-
pectivamente, ademds de la razén invernal (I)/estival (E).

Se desarroll6 una descomposicion espectral en tiempo y frecuencia usando la ondeleta
de Morlet que es de uso comun en el estudio de procesos geofisicos y se promedio la
amplitud global de ondeletas en el tiempo entre los anos 2004-2008 y entre los anos 2009-
2013 en cada serie de tiempo segun la correcciéon de Liu et al y la energia concentrada
en torno a los peaks mas importantes.
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Finalmente se hizo un andlisis multifractal de las series de tiempo utilizando la técnica
MFDFA considerando en primera instancia los datos crudos entre los anos 2002-2015,
2004-2008 y 2009-2013 para cada estacion de monitoreo.

Caracterizacién Estadistica de PMy 5

a) 2002-2015 b) 2004-2008 ¢) 2009-2013
Estacién | Media pugm = | Std ugm=3 | Media ugm = | Std ugm =3 | Media pugm= | Std ugm=3
LC 23.66 16.05 24.96 16.87 21.07 12.84
LF 30.97 22.58 34.77 24.70 26.61 17.75
PO 31.23 24.39 33.90 25.86 27.22 19.15
PU 30.87 30.95 32.89 31.45 26.91 26.81

Tabla 4.2: Medias y Desviaciones Estandar (std): Para series de concentracién ho-
raria de cada estacién de monitoreo entre los anos (a)2002-2015, (b)2004-2008 y (c)2009-
2013. Fuente: Elaboracién propia.

Test de Mann-Kendall (Medias diarias, a = 5 %).

a)Trend 2002-2015 | b)Trend 2004-2008 | c¢)Trend 2009-2013
Estacién | pgmPyr=t | H | pgm3yr=t| H | pgm>3yr~t| H
LC -0.39 1 -1.11 1 -0.55 1
LF -0.69 1 -0.45 0 -1.17 1
PO -0.92 1 -0.87 1 -0.55 0
PU -0.60 1 -0.06 0 -1.21 1

Tabla 4.3: Tendencias y resultados del test de Mann-Kendall: Para series de con-
centracion de medias diarias entre los anos (a)2002-2015, (b)2004-2008 y (c)2009-2013.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Medias Invernales (I) y Estivales (E) [ugm ]

a) 2002-2015 b) 2004-2008 ¢) 2009-2013
Estaciéon | 1 E [I/E| 1 E [I/E| 1 E [1/E
LC | 27.29 | 20.00 | 1.36 | 28.62 | 21.27 | 1.36 | 23.61 | 18.51 | 1.28
LF | 3898 | 22.91 | 1.70 | 42.77 | 26.71 | 1.60 | 32.48 | 20.70 | 1.56
PO | 40.83 | 21.54 | 1.89 | 44.09 | 23.64 | 1.87 | 34.62 | 19.77 | 1.75
PU | 4252 | 10.15 | 2.22 | 44.15 | 21.57 | 2.04 | 36.85 | 16.89 | 2.18

Tabla 4.4: Medias Invernales y Estivales: Se muestran las medias invernales (I), es-

tivales (E) y las razones entre estas (I/E) para las cuatro estaciones de monitoreo, entre
los anos (a) 2002-2015, (b) 2004-2008 y (c) 2009-2013. Fuente: Elaboracién propia.

4.3. Analisis Estadistico y Tendencias

Las tablas 4.2a), 4.2b) y 4.2c) muestran las medias y desviaciones estandar entre los
anos 2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013. Se observa una desviacién estandar del mismo
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orden de magnitud que la media, donde destacamos que para la estacion de Pudahuel
(PU) los valores son casi idénticos. Asi entre los anos 2002-2015 la media y desviacién
estandar respectiva es de 30.87 pugm =2y 30.95 pgm=3.

Al comparar 4.2b) con 4.2c) se observa que entre los anos 2009-2013 para la estacién
de Las Condes (LC) la media disminuy6 en una diferencia porcentual del 16 % y la desvia-
cién estandar un 24 %, con respecto a los anos 2004-2013. Para la estacién de La Florida
(LF), Parque O’Higgins (PO) y Pudahuel (PU) las medias disminuyeron un 23 %, 20 %
y 18 %, respectivamente. Por otro lado, las desviaciones estdndar disminuyeron un 28 %,
25 % y 15 %, respectivamente.

El estudio de las tendencias muestra que la concentracion disminuye a tasas diferen-
tes en cada una de las estaciones de monitoreo. Las tablas 4.3a), 4.3b) y 4.3c) muestran
dichas tendencias y la aceptacion o rechazo de la hipdtesis nula resultante del test de
Mann-Kendall. Entre los anos 2002-2015 la tabla 4.3a) muestra que las tendencias son
negativas y decrecientes segin el test de Mann-Kendall, donde Parque O’Higgins (PO)
disminuye més rapido con un valor de -0.92 pugm3yr~!. Entre los afios 2004-2008 4.3b)
se muestran tendencias negativas, siendo en Pudahuel (PU) casi nula. Las Condes (LC)
y Parque O’Higgins (PO) tienen tendencias decrecientes segun el test de Mann Kendall,
disminuyendo a una tasa de -1.11 pugm 3yr—! y -0.87 pgm=3yr~!, respectivamente. Final-
mente entre los anos 2009-2013 3c) se observan tendencias negativas y decrecientes segin
el test de Mann Kendall exceptuando Parque O’Higgins.

La figura 4.3 muestra las series de tiempo obtenidas al calcular medias diarias, men-
suales y anuales, las cuales pueden ser vistas en azul, rojo y verde respectivamente. Se
muestra un aumento en la concentracion de PM, 5 a partir de inicios 2014, volviendo a
valores anteriores al ano 2009.

La figura 4.4a) muestra las medias invernales de cada ano, mientras que la figura 4.4b)
las medias estivales. Se observa que la mayor concentracién de PMs 5 se produce en la
temporada otono-invierno de cada ano mientras que esta disminuye considerablemente en
la temporada primavera verano. En ambas figuras se muestra que en el periodo 2009-2013
la concentracion de PM, 5 disminuyd respecto al periodo 2004-2008, aumentando a partir
del 2014 solo en la temporada otono-invierno. Cabe destacar que las medias estivales han
ido disminuyendo en todo el periodo estudiado.

Las tablas 4a), 4b), 4c) muestra las medias invernales y estivales entre los anos 2002-
2015, 2004-2008 y 2009-2013 en cada estaciéon de monitoreo. En el caso de Pudahuel (PU)
el perfodo invernal tiene valores de 42.52 ugm =3, 44.15 pgm =3 y 36.85 pgm 3, mientras
el periodo estival tiene valores de 19.15 pugm™=3, 21.57 ugm=3, 16.89 ugm=3, donde las
razones entre temporadas estivales e invernales son 2.22, 2.04 y 2.18.

Al comparar las tablas 4b) y 4c) se observa que en la temporada invernal (I) entre
los anios 2009-2013 la concentracién de PMy 5 bajé entre un 17% y 25 %, mientras la
temporada estival (E) bajé entre un 13 % y 23 % respecto a los anos 2004-2008.

60



4.3. ANALISIS ESTADISTICO Y TENDENCIAS

Series de Concentracién de PM, 5 en Santiago, Chile

Las Condes La Florida
— Diarias =Mensuales Anuales — Diarias =Mensuales Anuales

1 1 1 1
1 1 I I I
= : 1 c I I I
=] 1 | o | | |
Eo‘j : | E T | | |
‘:-:‘ 3 | 1 *E 13 | | 1
g2 . S I . :
: : \ | ' MII
&) (o]
Tlempcl> (Ano Tlempo (Ano)
180 Paraue O'Higgins Pudahuel

— Diarias =Mensuales Anuales — Diarias =Mensuales Anuales

| m | ML

h h
2002 3004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2002 2008 2006 2008 010 2012 2014
Tiempo (Afio) Tiempo (Afo)

i

Concentracién
g m=*

Concentracidn
;tgm‘3
[P
o W O N B
o ©O O O o o

2016

Figura 4.3: Medias diarias, mensuales y anuales: En azul, rojo y verde respectivamen-
te, para cada estaciéon de monitoreo entre el 2002-2016. Las lineas entrecortadas indican
los intervalos de tiempo, desde el 1 de Enero del 2004 hasta el 31 de Diciembre del 2008
y desde el 1 de Enero del 2009 hasta el 31 de Diciembre del 2014. Fuente: Elaboracién
propia.
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propia.
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4.4. Ondeletas

La figura 4.5a) muestra la serie de tiempo horaria de la estacién de monitoreo de Pu-
dahuel (PU) entre los anos 2002-2015, mientras en la figura 4.5b) podemos ver el mapa
de contorno de la transformada de ondeleta [30], junto con la escala de colores donde el
azul indica una menor amplitud que parte de 0 pgm 2, mientras el rojo indica una mayor
concentraciéon que no supera los 128 ugm 3. El eje vertical representa el perfodo medido
en dias y el eje horizontal muestra como ha ido evolucionando a lo largo del tiempo entre
los anos 2002-2015. La linea negra muestra el cono de influencia [14,129], donde los datos
fuera de éste no pueden ser interpretados debido a los efectos de borde, por lo cual son
suprimidos de la figura.

Para cualquier ano podemos ver que la mayor amplitud de PMs 5 se concentra en la
temporada invernal desde Abril a Septiembre, especialmente en el ciclo diario donde el
contorno es rojo, mientras que en la temporada estival de Octubre a Marzo disminuye
hacia tonos mas claros como por ejemplo el cyan. Este ciclo es secundado por el ciclo de
medio dia, donde en invierno también se aprecian tonos rojizos que tienden a ser mas
claros. Simultaneamente, la amplitud disminuye gradualmente hacia periodicidades mas
altas como el ciclo semanal (7 dias, donde vemos amplitudes importantes en los afios 2004
y 2008) y el ciclo mensual (30 dias). No obstante, el ciclo anual es también fuerte (amari-
llo) y modula la senal. Las lineas verticales entrecortadas delimitan los intervalos entre los
anos 2004-2008 y 2009-2013 que es donde se encuentra la disminucién en la concentracion
de PMs 5 observada anteriormente tanto en las figuras 4.3 y 4.4, como en los s 4.2b) y
4.2c). Resultados similares al aplicar la transforma de ondeletas pueden ser vistos en las
otras estaciones de monitoreo, en el Apéndice A.

La figura 4.5¢c) corresponde a la amplitud global de ondeletas que se obtiene prome-
diando en el tiempo las amplitudes de los coeficientes de la transformada de ondeletas.
Aqui se muestra como se distribuye la amplitud en todas las componentes de la senal,
entre los anos 2004-2008 (rojo) y 2009-2013 (verde) donde se aprecia que la mayor am-
plitud de la senal se alcanza en el ciclo anual, secundado por el ciclo diario. Se observa
que el ciclo anual disminuyé en un 6 % desde 17.02 ugm=3 a 15.84 pugm =3, mientras el
ciclo diario disminuyé en un 10 % desde 11.38 pugm = a 10.21 ugm =3 respecto a los afios
2004-2008.

La figura 4.6 muestra el espectro global de ondeletas para cada estacién de monitoreo,

donde se identifican tres peaks importantes ubicados en el ciclo de medio dia, diario y
anual.
A partir de este espectro es posible conocer la energia total de la senal (la varianza) pro-
mediando sobre todas las periodicidades y como ésta se concentra en torno a los peaks
de mayor intensidad, eligiendo una ventana de tiempo en torno a estos [11,29]. Para este
caso se seleccionaron ventanas entre 0.4 y 0.6 dias (9-15 horas), 0.8 y 1.13 dias (19-27
horas) y 338 a 402 dias, para cada peak respectivamente.

Para Pudahuel (PU) la figura 4.6a) muestra que la varianza total entre los afios 2004-
2008 (rojo) y 2009-2013 (verde) fue de 974.23 [ugm—3]? y 724.15 [ugm—3]?, respectivamen-
te, disminuyendo en un 25 %. Entre los anos 2004-2008 la varianza fue de 91.01 [ugm 32,
157.53 [ugm=3)* y 87.93 [ugm~3]* en torno a cada peak. Asi mismo, entre los anos 2009-
2013 la varianza fue de 56.80 [ugm=3|%, 137.50 [ugm=3]* y 76.27 [ugm—3]?, respectivamen-
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te. Asi, se tiene que la varianza en cada peak disminuyé en un 37 %, 12 % y 13 %, relativo
a los anos 2004-2008.

Para Las Condes (LC) la figura 4.6b) muestra que la varianza total entre los anos
2004-2008 (rojo) y 2009-2013 (verde) fue de 279.41 [ugm>]? y 165.77 [ugm>]?, respec-
tivamente,disminuyendo en un 41 %. Entre los anos 2004-2008 la varianza fue de 25.21
[ngm=3]%, 66.66 [ugm=>]? y 11.65 [ugm—>]? en torno a cada peak. Asi mismo, entre los
anios 2009-2013 la varianza fue de 15.06 [ugm=3]%, 34.46 [ugm=3]* y 6.11 [ugm=3]% , res-
pectivamente. Asi, se tiene que la varianza en cada peak disminuyé en un 40 %, 48 % y
47 % relativo a los anos 2004-2008.

Para La Florida (LF) la figura 4.6c) muestra que la varianza total entre los anos
2004-2008 (rojo) y 2009-2013 (verde) fue de 603.75 [ugm3]? y 320.27 [ugm—>]?, respec-
tivamente, disminuyendo en un 46 %. Entre los anos 2004-2008 la varianza fue de 109.37
[wgm =32, 77.27 [ugm=3]? y 47.04 [ugm—>]? en torno a cada peak. Asi mismo, entre los
anos 2009-2013 la varianza fue de 60.64 [ugm 2], 43.13 [ugm—>]* y 28.84 [ugm3]?, res-
pectivamente. Asi, se tiene que la varianza en el ciclo de medio dia y diario disminuyé en
un 44 %, mientras que el ciclo anual disminuyé un 38 % relativo a los afios 2004-2008.

Finalmente para Parque O’Higgins (PO) la figura 4.6d) muestra que la varianza to-
tal entre los afios 2004-2008 (rojo) y 2009-2013 (verde) fue de 667.68 [ugm—3]* y 366.18
[gm 3] respectivamente, disminuyendo en un 45 %. Entre los anos 2004-2008 la varianza
fue de 81.30 [ugm=3]%, 64.15 [ugm 3|y 75.75 [ugm—3]* en torno a cada peak. Asi mis-
mo, entre los anos 2009-2013 la varianza fue de 46.25 [ugm—3]%, 43.32 [ugm—3]? y 38.14
[ngm=3)%, respectivamente. Asi, se tiene que la varianza en cada peak disminuyé en un
43 %, 32% y 50 % relativo a los anos 2004-2008.

4.5. Multifractalidad

El analisis multifractal de las senales crudas de contaminaciéon de Pudahuel, mues-
tran en la figura 4.7 b) que para los periodos 2002-2015 y 2009-2013, estos comparten las
mismas longitudes de escala, s, entre 128 y 2048, no asi con el caso 2004-2008 donde las
escalas s se encuentran entre 128 y 1024. Se destaca que entre dichas escalas se encuentra
una diferencia de un orden de magnitud segun lo establece Kantelhard [31]. Entre dichas
escalas existen regimenes lineales que cumplen con la ecuacién 3.2.24, encontrandose que
cada linea recta posee diferente pendiente, es decir diferentes exponentes de Hurst.

La figura 4.8 a) muestra el exponente generalizado de Hurst, para cada uno de los
periodos, donde se observa una curva suave con cambios de pendiente en ¢ = 1, mos-
trando caracteristicas de multifractalidad en cada periodo. La figura 4.8 b) muestra las
curvas caracteristicas del espectro multifractal, en este caso asimétricas con truncamiento
en los momentos negativos. Se observa que el espectro multifractal entre los anos 2004-
2008 tiene un ancho multifractal de 0.4584, mientras el periodo 2009-2013 tiene un ancho
multifractal de 0.3432, es decir este 1ultimo periodo es menos complejo que el anterior.
Para ¢(2), se encuentra entre los periodos 2002-2015, 2004-2008, 2009-2013, los valores de
0.8033, 0.7948, 0.7793, respectivamente. Esto muestra que la serie de tiempo de Pudahuel
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Figura 4.5: Andlisis de ondeletas en Pudahuel: a) Serie de tiempo de Pudahuel. b)
Diagrama de Contorno de la transformada de ondeletas. El eje vertical indica el periodo
medido en dias y el eje horizontal el tiempo. El area en blanco denota el exterior del cono
de influencia donde no se puede hacer una interpretacion de los datos debido a os efectos
de borde. ¢) Amplitud global de ondeletas promediado en el tiempo. Fuente: Elaboracién
propia.

es persistente y correlacionada en el largo plazo en cada periodo.

Para la estacion de monitoreo de Las Condes se encontraron que las escalas s varian
entre 32 y 512, para los periodos 2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013, respectivamente. El
régimen lineal encontrado muestra diferentes exponentes de Hurst.

El exponente de Hurst generalizado, para Las Condes, en la figura 4.9a) muestra curvas
suaves dando cuenta que la serie de contaminacién en los distintos periodos corresponde
a un multifractal. En la figura 4.9b) vemos que las curvas del espectro multifractal son
asimétricas, donde el periodo 2002-2015 es mucho menos complejo que los periodos 2004-
2008 y 2009-2013 con un ancho multifractal de 0.2702, 0.4120 y 0.4912, respectivamente.
Para ¢(2) los valores encontrados fueron de 0.8370, 0.8052 y 0.7789, entre los periodos
2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013 respectivamente. Esto muestra que la serie de tiempo
de Las Condes es persistente y correlacionada en el largo plazo en cada periodo.

Para la estacion de monitoreo de La Florida se encontraron que las escalas s varian
entre 128 y 2048, para los periodos 2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013 respectivamente y
el régimen lineal encontrado muestra diferentes exponentes de Hurst.

El exponente de Hurst generalizado, para La Florida, en la figura 4.10a) muestra curvas
suaves dando cuenta que la serie de contaminacién en los distintos periodos corresponde
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Figura 4.6: Espectro Global de Ondeletas: El eje horizontal corresponde al periodo
medido en dias y el eje vertical corresponde a la Potencia Espectral promediada en el
tiempo. Las lineas rojo y verde indican los intervalos entre los anos 2004-2008 y 2009-
2013. Fuente: Elaboracién propia.

a un multifractal. En la figura 4.10b) vemos que las curvas del espectro multifractal son
asimétricas, donde el periodo 2002-2015 es mucho menos complejo que los periodos 2004-
2008 y 2009-2013 con un ancho multifractal de 0.2252, 0.2958 y 0.3271, respectivamente.
Para ¢(2) los valores encontrados fueron de 0.7773, 0.7929 y 0.7499, entre los periodos
2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013 respectivamente. Esto muestra que la serie de tiempo
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Figura 4.7: Andlisis de Pudahuel 1: La columna a) muestra la serie de tiempo de
Pudahuel entre los afios 2002-2015, 2004-2008, 2009-2013. La columna b), muestra los
regimenes lineales correspondientes al aplicar la técnica MFDFA sobre Pudahuel. El po-
linomio de ajuste para los tres casos fueron de orden 1. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 4.8: Andlisis de Pudahuel 2: a) Exponente de Hurst. En rojo 2002-2015, en
azul 2004-2008, en verde 2009-2013. b) Espectros Multifractales correspondientes. Fuente:
Elaboracién propia.

de La Florida es persistente y correlacionada en el largo plazo en cada periodo.
Para la estacién de monitoreo de Parque O’Higgins se encontraron que las escalas s
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Figura 4.9: Andlisis de Las Condes: a) Exponente de Hurst. En rojo 2002-2015, en
azul 2004-2008, en verde 2009-2013. b) Espectros Multifractales correspondientes. Fuente:
Elaboracién propia.

varian entre 128 y 2048, para el periodo 2002-2015, mientras que las escalas s variaron
entre 128 y 1024, para los periodos 2004-2008 y 2009-2013 respectivamente. Los regimenes
lineales encontrados muestran diferentes exponentes de Hurst.

El exponente de Hurst generalizado, para Parque O’Higgins, en la figura 4.11a) mues-
tra curvas suaves dando cuenta que la serie de contaminacién en los distintos periodos
corresponde a un multifractal. En la figura 4.11b) vemos que las curvas del espectro
multifractal son asimétricas, donde el periodo 2009-2013 es mucho mas complejo que los
periodos 2004-2008 y 2002-2015 con un ancho multifractal de 0.6197, 0.2841 y 0.4540,
respectivamente. Para ¢(2) se encontraron valores de 0.8518, 0.8006 y 0.7432, entre los
periodos 2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013, respectivamente. Esto muestra que la serie
de tiempo de Parque O’Higgins es persistente y correlacionada en el largo plazo en cada
periodo.
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Figura 4.10: Andlisis de La Florida: a) Exponente de Hurst. En rojo 2002-2015, en
azul 2004-2008, en verde 2009-2013. b) Espectros Multifractales correspondientes. Fuente:
Elaboracién propia.

Parque O’Higgins

Exponente Generalizado de Hurst

: : : . ; : ; .
% 2002-2015
18] * 20042008 J
2009-2013
16 1
1.4 1
12} 1
o
T’ % ]
08r %
A
06l 1
04f 1
02f 1
, . . . . . . . .

0.8

0.6

0.4

0.2

Aay, =0.45402

Espectro Multifractal

T
*  2002-2015|
*  2004-2008|
2009-2013|

Aay =0.28414
Aay, =0.61969 /k}
% 4
L%
*
¥
* 4
*
¥
*
* 4
*
*
*
« |
*
*
L L L L L *\
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
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Fuente: Elaboracién propia.



Capitulo 5

Conclusién y Discusion

A partir de los datos horarios estudiados entre los anos 2002-2015, se concluye que
la concentracion de PM, 5 ha disminuido en el drea metropolitana de Santiago con una
fuerte caida a partir de inicios del ano 2009 la cual se mantiene estable hasta fines del
2013 en las cuatro estaciones de monitoreo en estudio.

El anélisis estadistico muestra que dicha disminucién varia entre un 16 % y 23 % para
las medias y entre un 15 % y 28 % para las desviaciones estdndar entre los afios 2009-2013
respecto a los anos 2004-2008. Para las estaciones de monitoreo de Las Condes (LC) y
Parque O’Higgins (PO), se muestra una disminucién respecto al trabajo de Koutrakis
et al |1, quienes estimaron que las razones entre la temporada invernal y estival fueron
de 1.9 y 2.8 entre los anos 1989-2001, las que disminuyeron a 1.36 y 1.89 entre los anos
2002-2015.

Ademas es interesante darse cuenta que de todas las estaciones, Las Condes (LC) es
la que mas se acerca a la concentraciéon media anual establecida por la legislacion chile-
nahttp://www.sinia.cl/1292/articles-47699_recurso_2.pdf, y muy especialmente
entre el 2009-2013 con un valor de 21.07 pg/m?, superando la norma objetivo en s6lo un
1%.

El andlisis mediante ondeletas, para la estacién de Pudahuel (PU), la cual registra con-
centraciones por sobre los 400 ugm =2 en el perfodo invernal, indica que la mayor actividad
se presenta en el ciclo diario, siendo secundado por el ciclo de medio dia, en el periodo in-
vernal (Abril-Septiembre), bajando notablemente en el periodo estival (Octubre-Marzo).
Hacia el ciclo semanal, mensual y otros ciclos mayores, existe una disminuciéon en las
amplitudes de concentracién de PMs 5, tanto en el periodo estival como invernal. Sin em-
bargo, existe un incremento en el ciclo anual, debido a que éste modula la senal. De esta
manera la senal presenta tres ciclos importantes, en el ciclo de medio dia, diario, y anual.
La comparacion entre los anos 2009-2013 con respecto a los anos 2004-2008, muestra que
en los ciclos mds importantes la amplitud decayé entre un 6 % y 10 %. Por otro lado la
varianza en torno a los ciclos mds importantes disminuyé entre un 12 % y 50 %.

Finalmente, el andlisis multifractal (usando MFDFA) mostré que las series de tiempo
originales, en las estaciones de monitoreo de Las Condes (LC), La Florida (LF), Parque
O’Higgins (PO) y Pudahuel (PU) son multifractales, persistentes y correlacionadas en el
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largo plazo, en el periodo 2002-2015, 2004-2008 y 2009-2013.

Cabe destacar que la estacién de monitoreo de Parque O’Higgins (PO), se observa
el mayor ancho del espectro multifractal con un valor de 0.61 entre los anos 2009-2013,
siendo ésta la senal que muestra mayor complejidad.
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Apéndice A

Transformadas de Ondeletas otras
comunas

a) Serie de Concentracion de Las Condes
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Figura A.1: Andlisis de ondeletas en Las Condes: a) Serie de tiempo de Las Condes.
b) Diagrama de Contorno de la transformada de ondeletas. El eje vertical indica el perfodo
medido en dias y el eje horizontal el tiempo. El drea en blanco denota el exterior del cono
de influencia donde no se puede hacer una interpretacion de los datos debido a os efectos
de borde. ¢) Amplitud global de ondeletas promediado en el tiempo. Fuente: Elaboracién
propia.
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a) Serie de Concentracién de La Florida
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Figura A.2: Andlisis de ondeletas en La Florida: a) Serie de tiempo de La Florida. b)
Diagrama de Contorno de la transformada de ondeletas. El eje vertical indica el periodo
medido en dias y el eje horizontal el tiempo. El drea en blanco denota el exterior del cono
de influencia donde no se puede hacer una interpretacion de los datos debido a os efectos
de borde. ¢) Amplitud global de ondeletas promediado en el tiempo. Fuente: Elaboracién
propia.
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a) Serie de Concentraciéon de Parque O'Higgins
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Figura A.3: Andlisis de ondeletas en Parque O’Higgins: a) Serie de tiempo de
Parque O’Higgins. b) Diagrama de Contorno de la transformada de ondeletas. El eje
vertical indica el periodo medido en dias y el eje horizontal el tiempo. El area en blanco
denota el exterior del cono de influencia donde no se puede hacer una interpretacién de
los datos debido a os efectos de borde. ¢) Amplitud global de ondeletas promediado en el
tiempo. Fuente: Elaboracién propia.
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Apéndice B
Trabajos Presentados

A partir de esta tesis se han presentado dos trabajos. Uno de ellos fue la exposicion de
un poster, en el XX Simposio de la Sociedad Chilena de Fisica (SOCHIFI), desarrollado
entre los dias 30 de Noviembre, 01 y 02 de Diciembre del ano 2016.

También se realizo un paper, cuyo manuscrito fue enviado en Septiembre del 2016 a
la revista Aerosol and Air Quality Research (AAQR).
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Resumen

El estudio de las series de tiempo de con-
centracién de PMjy 5 en 4 estaciones de mo-
nitoreo en Santiago de Chile entre los anos
2002-2015, mostrd una fuerte baja entre los
anos 2009-2013, siendo esta tan importante
que en el caso de la estacion de monitoreo
de Las Condes, la concentracién anual se
aproxim¢ por fin a la normativa chilena (20
pg/m? al afio), superandola en solo un 1 %,
lo cual era previsto alcanzar solo para el
afio 2032 [1]. Diferentes tipos de andlisis
estadisticos y espectrales [2, 3] llevados a
cabo sobre las 4 estaciones de monitoreo,
muestran que las series de contaminacion
son moduladas por el ciclo anual, con una
alta actividad en el ciclo de medio dia y
diario, especialmente durante la temporada
invernal y que la energia en estas frecuen-
cias ha cambiado en el transcurso de estos
anos.

Sin embargo, esta disminucién esta presente
en todas las estaciones de monitoreo, tanto
en invierno como en verano, a lo largo de
todas las frecuencias. Es asi, que la medias
y desviaciones estandar disminuyeron entre
un 15% y 28 %, mientras que la energfa
disminuyé entre un 36 % y 46 % respecto a
los afios 2004-2008.

Esta baja hubiera sido una gran noticia, que

“Email: rodrigovalenzue@udec.cl
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confirmaba la tendencia a la baja observa-
da en trabajos anteriores [4]. Sin embargo,
se observa un aumento en la concentracién
a partir del ano 2014 y 2015, volviendo a
valores previos al 2009. No obstante, dicho
incremento solo se detecté en invierno.
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Abstract

The study of concentrations of PM, s time series in four monitoring stations at Santiago, Chile,
between the years 2002-2015 showed a strong reduction between the years 2009-2013. The
reduction is so significant that in the case of one of the monitoring stations, Las Condes, the
annual concentration finally approached Chilean regulation levels (20 pg/m’ per year), only
exceeding them by 1%, which was predicted to occur in the year 2032. Different types of
statistical and spectral analysis show that the series of pollution are modulated by the annual
cycle, with high activity in the half daily and daily cycles, especially during winter, and that the
energy at these frequencies has changed over the course of this period. However, this reduction is
present at all the monitoring stations, in winter as well as summer, and is observed at all
frequencies. As such, the averages and standard deviations decreased by between 15% and 28%,
whilst the energy was reduced by between 36% and 46% with respect to the years 2004-2008.
This reduction would have been excellent news, and would have confirmed a trend implied by the
reduction already observed in previous studies, as well as verifying the various mitigation
policies carried out in the region of Santiago. However, an increase in concentration is observed
from the years 2014 and 2015, returning to levels observed prior to 2009, although this increase

was only detected in winter.

Keywords: PM; 5; Air Pollution; Mann-Kendall Trend Test; Wavelets.
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