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con Mención en Ingenieŕıa Qúımica
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Dpto. de Ingenieŕıa Qúımica, Facultad de Ingenieŕıa
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Sumario

El conocimiento del equilibrio de fases en mezclas azeotrópicas es de gran importancia en la in-

dustria de los combustibles. La separación de estas mezclas en sus componentes puros se lleva a cabo

mediante una destilación azeotrópica; técnica que consiste en el agregado de un componente adicional

conocido como entrainer (agente de arrrastre). El estudio de la mezcla multicomponente resultante

una vez añadido el agente de arrastre, requiere conocer adecuadamente los equilibrios de fases ĺıquido

- vapor (VLE), ĺıquido - ĺıquido (LLE), y ĺıquido - ĺıquido - vapor (VLLE).

Cuando las fases homogéneas (condición isotrópica) están definidas correctamente, tiene sentido

describir el comportamiento anisotrópico de la región interfacial. Las propiedades interfaciales como la

tensión interfacial 1 juegan un rol de gran importancia en una amplia variedad de procesos industriales,

tales como destilación, extracción ĺıquido - ĺıquido y otros.

Debido a que la interfase está acotada por fases homogéneas en equilibrio, es necesario contar con

un modelo capacitado para representar las condiciones homogéneas (ĺımites de la interfase) e inho-

mogénea (interfase). Para llevar a cabo la representación del comportamiento interfacial en mezclas

multicomponentes, se usó la teoŕıa del gradiente (GT) acoplada a la ecuación de estado de Peng -

Robinson (PR-EOS) y a las reglas de mezclado, de van der Waals (QMR) o a la regla modificada de

Huron - Vidal (MHV). El cómputo de la tensión y de las propiedades interfaciales se desarrolló median-

te la solución de una ecuación diferencial ordinaria (ODE) de segundo orden no lineal (para mezclas

binarias) y de un sistema de dos ODEs de segundo orden no lineales (para mezclas ternarias). En los

cálculos realizados se utilizó GT de manera predictiva y de ajuste, con el fin de reducir las desviaciones

de la tensión con respecto a la información experimental.

Se analizaron las siguientes mezclas acuoso - alcohólicas: etanol + agua en VLE, mezclas alcanol

(C4 a C8) + agua en LLE, y butanol + agua en VLLE. También se estudiaron las mezclas binarias

en VLE: CO2 con hidrocarburo (butano, decano), y la mezcla ternaria CO2 + butano + decano.

Respecto a sistemas en VLLE, adicional a la mezcla butanol + agua, se analizó la mezcla heptano +

dimetilformamida, decano + dimetilformamida, y la mezcla ternaria agua + butanol + ciclohexano.

Además de la mezclas anteriores, se estudiaron otros sistemas con la finalidad de ver el impacto del

parámetro simétrico en la tensión interfacial, los cuales fueron: hexano + 2,5-dimetilfurano, metanol

+ butanol, y ciclohexano + tolueno.

El ajuste del parámetro simétrico de GT permitió disminuir la desviación en la tensión interfacial.

De las mezclas en VLE, el sistema agua + etanol presenta una diferencia significativa en la desviación

cuando se empleó un parámetro simétrico ajustado; se obtuvo una desviación del 1.84 % comparado

con el 5.57 % calculado con un valor nulo del parámetro simétrico. Para los sistemas alcanol (C5 a C8)

+ agua se obtuvieron desviaciones estad́ısticas promedios del 39 %, 3.47 % y 0.81 % usando GT como

enfoque predictivo, como enfoque de ajuste, y usando una correlación del parámetro simétrico, respec-

1La palabra interfacial no existe en la Real Academia, sin embargo será empleada a lo largo de este trabajo, debido
a que es usada por los grupos termodinámicos.
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tivamente; el ajuste del parámetro simétrico (constante o correlación) disminuye considerablemente la

desviación en la tensión. Finalmente, para la interfase V-Lα de la mezcla heptano + dimetilformamida

se obtuvo una desviación en tensión del 3.62 % con un parámetro simétrico, significativamente menor

al 11.86 % obtenido con GT de manera predictiva.

Como resultado del trabajo realizado, se puede concluir que:

El cómputo de las propiedades interfaciales en las mezclas multicomponentes, puede ser obtenido

mediante la solución de la ecuación de Euler - Lagrange, que para un sistema binario, se traduce

en una ODE, mientras que para una mezcla ternaria, se transforma en un sistema de dos ODEs.

La rapidez de convergencia del método numérico está sujeta a la técnica empleada para la solución

de la(s) ecuación(es) a resolver: técnica de Kou et al. o elección de la variable monótona.

La combinación de PR-EOS con QMR solamente fue capaz de representar el equilibrio de fases

para una minoŕıa de las mezclas estudiadas en esta tesis. El uso de una regla de mezclado avanza-

da como MHV, mejoró considerablemente los resultados del equilibrio de fases, en comparación

a los obtenidos por QMR.

El cómputo de la tensión interfacial es sensible al valor del parámetro simétrico. Para la mayoŕıa

de los sistemas en VLE y VLLE se observó que GT puede ser usada como un enfoque predictivo.

En cambio para los sistemas en LLE, GT fue usada como un enfoque de ajuste con la finalidad

de disminuir las desviaciones en la tensión interfacial.

La determinación del comportamiento interfacial para sistemas en LLE es más eficaz mediante

la aplicación de GT simplificada, debido a la sencillez de los cálculos y menor desviación de la

tensión con respecto a la información experimental.

El algoritmo de cálculo planteado para determinar el comportamiento interfacial de mezclas

ternarias con parámetros simétricos no nulos (o a los más dos iguales a cero) fue aplicado

satisfactoriamente para la mezcla CO2 + butano + decano.

En las mezclas multicomponentes analizadas, una adecuada predicción del equilibrio de fases,

implica buenos resultados en la predicción de la tensión interfacial.

El comportamiento de las propiedades en la zona interfacial, está directamente relacionado con la

actividad interfacial, ya que ésta condición define la afinidad que pueda tener un componente por

estar en mayor proporción (adsorción) o en menor proporción (desorción) en la región interfacial.
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4.9. Parámetros de los componentes puros en las mezclas binarias alcano + DMF en VLLE. 64
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4.103.VLE isotérmico a 393.40 K para la mezcla butanol(1) + agua(2) con QMR. . . . . . . 110

4.104.Transición de mojabilidad para la mezcla butanol(1) + agua(2). . . . . . . . . . . . . . 110

4.105.Concavidad de la tensión interfacial con respecto a la temperatura trifásica para la

mezcla butanol(1) + agua(2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

xiii



4.106.Variación de la tensión interfacial con la presión a 298.15 K para la mezcla butanol(1)

+ agua(2) con QMR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.107.Variación de la tensión interfacial con la presión a 350.02 K para la mezcla butanol(1)

+ agua(2) con QMR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.108.Variación de la tensión interfacial con la presión a 393.40 K para la mezcla butanol(1)

+ agua(2) con QMR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.109.Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 298.15 K para la mezcla

butanol(1) + agua(2) con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.110.Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla buta-

nol(1) + agua(2) a 298.15 K con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.111.Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla butanol(1)

+ agua(2) a 298.15 K con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.112.Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla buta-

nol(1) + agua(2) a 298.15 K con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.113.Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 350.02 K para la mezcla

butanol(1) + agua(2) con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.114.Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla buta-

nol(1) + agua(2) a 350.02 K con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.115.Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla butanol(1)

+ agua(2) a 350.02 K con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.116.Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla buta-

nol(1) + agua(2) a 350.02 K con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.117.Proyección concentración - concentración a 393.40 K para la mezcla butanol(1) +

agua(2) con β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.118.Proyección concentración - espacio a 393.40 K para la mezcla butanol(1) + agua(2) con

β12 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

xiv



Nomenclatura

Caracteres Alfabéticos
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Caṕıtulo 1

Introducción

El siguiente caṕıtulo describe la importancia de conocer correctamente el comportamiento

de fases en mezclas azeotrópicas, con el objetivo posterior de lograr la separación en sus

componentes puros. Además, debido a que las mezclas acuoso - alcohólicas forman parte de

la mayoŕıa de los sistemas heteroazeotrópicos, también se presenta la relevancia de conocer

los equilibrios de fases ĺıquido - vapor y ĺıquido - ĺıquido de las mismas. En la sección del

estado del arte se presentan las investigaciones que se han realizado hasta la actualidad,

con la metodoloǵıa teórica empleada en esta tesis. Finalmente, se detallan las hipótesis y

objetivos del trabajo.

1.1. Importancia del comportamiento de fases e interfases en mez-

clas azeotrópicas

Debido a los altos niveles de contaminación provocados por los combustibles derivados del petróleo

es necesaria, con urgencia la sustitución de éstos por nuevas formas de enerǵıa. Una alternativa que

ha tomado mucha fuerza en la actualidad es el uso de etanol como biocombustible, producido a través

de la fermentación de los azúcares o del almidón extráıdo de la biomasa de ciertos cultivos y de los

desechos orgánicos o forestales. Estas formas de materias primas permiten que el etanol también sea

denominado como bioetanol [72].

Para que el etanol sea usado como combustible en automóviles, requiere ser mezclado con gasolina,

donde una de las proporciones más frecuentes es de 85 % gasolina y 15 % etanol. Las ventajas del etanol

como recurso renovable es que minimiza la dependencia de las importaciones de combustible y, si se

le compara con los combustibles tradicionales, produce menos emisiones contaminantes de gases de

efecto invernadero [72].

El proceso de fermentación produce un alcohol hidratado con un alto porcentaje en agua y, debido

a que el agua, aunque esté en una cantidad pequeña es perjudicial para los motores de combustión

interna porque provoca problemas de corrosión, es necesario emplear un proceso que permita aumentar

la concentración de etanol hasta una condición lo más pura posible, dicho de otra forma, desarrollar

un proceso para la obtención de etanol anhidro.

Para separar las mezclas se utilizan técnicas como la destilación convencional, en que se aprovecha

la diferencia de los puntos de ebullición de los componentes puros, y será exitosa (mayor pureza del
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destilado) en sistemas que presenten una diferencia significativa en sus puntos de ebullición. Una

limitante de esta técnica son los sistemas azeotrópicos. El estado azeotrópico corresponde al caso en

que las composiciones de las fases son idénticas a una condición dada de temperatura de ebullición o

presión de saturación, en otras palabras, una mezcla ĺıquida de dos o más componentes que posee un

único punto de ebullición, y que al pasar al estado vapor se comporta como un ĺıquido puro, es decir,

como un componente puro. Por ejemplo, la mezcla etanol + agua presenta un punto azeotrópico a una

composición del 90 % de etanol, esto implicaŕıa que con una técnica de destilación convencional sólo

se podŕıa obtener etanol con una pureza del 90 %, debido a esto se requiere una destilación particular

para sistemas azeotrópicos 1.

La técnica de destilación utilizada para separar azeótropos se conoce como destilación azeotrópica.

Para remover la composición del azeótropo o aumentar la composición del mismo, se puede analizar

la sensibilidad del azeótropo ante cambios en la presión [21]. Si la presión no afecta la composición del

azeótropo se debe recurrir al uso de un componente adicional, denominado en inglés como entrainer,

que significa agente de arrastre [7, 21]. La consecuencia del uso de este aditivo es que por ejemplo

para una mezcla binaria, no bastará solamente con estudiar el equilibrio de fases del sistema binario,

será necesario analizar el comportamiento de fases del sistema ternario resultante y de las respectivas

mezclas binarias. Con la adición de este nuevo componente a la mezcla se busca que se forme como

mı́nimo un azeótropo binario o ternario que facilite la separación de la mezcla.

Según la forma en que el entrainer realiza la separación de la mezcla en sus componentes puros, se

tienen dos tipos de destilación azeotrópica, homogénea y heterogénea, en el primer caso, el entrainer

no provoca una separación de las fases ĺıquidas en la mezcla ternaria, en tanto que el segundo tipo

se caracteriza porque el agente de arrastre induce una separación de las fases ĺıquidas en la mezcla

ternaria, lo cual conlleva a la formación de un equilibrio trifásico ĺıquido - ĺıquido - vapor (VLLE) o

heteroazeótropo.

En resumen, la adición del entrainer a la mezcla ternaria, puede producir equilibrio trifásico (VLLE)

con algún otro componente, en otras palabras, se pueden tener mezclas binarias con equilibrio hete-

roazeotrópico, o se puede formar una mezcla ternaria que presente VLLE. Por esta razón, el estudio

del equilibrio trifásico en mezclas binarias y ternarias toma una gran importancia en los procesos de

separación de mezclas azeotrópicas. Es relevante mencionar que las mezclas compuestas por agua,

alcohol e hidrocarburo son casos t́ıpicos de heteroazeótropo [78], donde el entrainer es el hidrocarburo.

La relevancia de estudiar estas mezclas ternarias, radica en que las mezclas acuoso - alcohólicas además

juegan un rol importante en sistemas biológicos y farmacéuticos, donde efectos como la polaridad del

agua y alcohol, la auto - asociación de agua y alcohol, aśı como la asociación transversal entre el agua

y el alcohol son visibles en tales mezclas complejas [22].

El equilibrio de fases ĺıquido - ĺıquido (LLE) también toma relevancia en las mezclas compuestas

por agua y alcohol, debido a que el conocimiento de su equilibrio de fases gobierna la eficiencia y eficacia

de varios procesos en la industria qúımica, por ejemplo en operaciones unitarias de transferencia de

masa interfacial como extracción ĺıquida, destilación extractiva y reacciones qúımicas interfaciales [4].

El estudio de los equilibrios de fases que forman el sistema es de gran importancia para el conoci-

miento de las propiedades interfaciales (tensión interfacial, perfiles interfaciales, espesor interfacial y

la adsorción de Gibbs relativa de uno de los componentes), ya que la interfase corresponde a la zona

que está siendo limitada por contornos homogéneos resultantes del equilibrio de fases. Los fenómenos

1Durante muchos años, el proceso tradicional para la obtención de etanol puro a partir de la mezcla etanol + agua,
ha sido una destilación azeotrópica utilizando el benceno como agente de arrastre [80].
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interfaciales en sistemas ĺıquido - ĺıquido y ĺıquido - vapor están presentes en procesos de separa-

ción tradicional como destilación o extracción. El comportamiento interfacial juega un rol clave en

la industria de los adhesivos, pinturas, detergentes, surfactantes y en procesos desde un punto de

vista biológico como por ejemplo, en peĺıculas delgadas, micelas, las microemulsiones, los ĺıpidos, los

cristales ĺıquidos y los geles [18].

De los párrafos anteriores se puede destacar que el conocimiento del comportamiento interfacial

para los sistemas en VLE, LLE y VLLE son de considerable interés en muchas aplicaciones técnicas. En

estos casos, la concentración interfacial y su actividad interfacial, es decir, adsorción o enriquecimiento

de uno de los componentes en la interfase, tiene un impacto importante en la transferencia de masa

de especies a través de la región interfacial. Lamentablemente, los perfiles de concentración no pueden

ser obtenidos experimentalmente, por esta razón, seŕıa deseable disponer de un modelo teórico para

llevar a cabo el cálculo de las propiedades interfaciales.

El objetivo de esta tesis es describir tanto el equilibrio de fases como propiedades interfaciales de

mezclas azeotrópicas que presentan distintos tipos de equilibrios de fases. Se utilizará el modelo cúbico

de ecuación de estado de Peng - Robinson (PR-EOS) [56] en conjunto a una regla de mezclado, con el

fin de representar el equilibrio de fases de las mezclas multicomponentes. Se emplearán dos reglas de

mezcla, de van der Waals (QMR) [37], y la regla modificada de Huron - Vidal (MHV) [48], la primera

de fácil uso y capacitada para describir el equilibrio de fases en sistemas compuestos por componentes

similares, donde las interacciones sean débiles, y la segunda, de una metodoloǵıa de cálculo más

compleja y capacitada para representar correctamente los sistemas azeotrópicos. Calculado el equilibrio

de fases y definido los contornos de las interfases, se aplicará la teoŕıa del gradiente cuadrado de van

der Waals (GT) con el fin de obtener las propiedades interfaciales de las mezclas en estudio.

1.2. Estado del arte

Debido a la importancia industrial que presenta la tensión interfacial, seŕıa valioso desde un punto

de vista práctico conocer una aproximación o un modelo teórico que sea capaz de correlacionar o

predecir la tensión interfacial en función de propiedades como la temperatura, presión y concentración.

Uno de los enfoques teóricos que ha tenido mayor éxito corresponde a la teoŕıa del gradiente, que

originalmente fue desarrollada por van der Waals, y posteriormente reformulada por Cahn y Hilliard [8].

La teoŕıa del gradiente permite describir la evolución continua de la densidad de enerǵıa de Helmholtz

a lo largo de la interfase, y a partir de la aplicación de esta teoŕıa se puede determinar la tensión

interfacial y realizar el cómputo de los perfiles de concentración en la región interfacial. Una de las

grandes ventajas que presenta GT es que se pueden usar ecuaciones de estado sencillas, con las cuales

se puede determinar tanto el equilibrio de fases como el comportamiento de la tensión interfacial.

Con el paso de los años se han realizado una gran cantidad de investigaciones con el objetivo de

mejorar los resultados obtenidos por la teoŕıa del gradiente, para ello varios autores han hecho uso de

dos metodoloǵıas, usando diferentes ecuaciones de estado para representar lo mejor posible el equilibrio

de fases, o combinando ecuaciones de estado sencillas con reglas de mezclado más sofisticadas, por

ejemplo reglas de mezcla que incluyan modelos de enerǵıa libre de exceso de Gibbs.

La discusión que se presentará a continuación tiene como objetivo presentar los trabajos que se

han realizado para describir el comportamiento interfacial en mezclas bifásicas y trifásicas, empleando

PR-EOS y las reglas de mezclado QMR o MHV.

El primer trabajo que combinó GT con una ecuación de estado cúbica (PR-EOS) fue el realizado
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por Carey et al. [10]. En esta publicación se presenta la aplicación de la combinación GT + PR-EOS

en fluidos puros (alcanos y alcoholes). En el año 1979, Carey [9] analizó el comportamiento interfacial

en sistemas multicomponentes polifásicos en VLE, LLE y LLLE, mediante la combinación de PR-EOS

con QMR. En este trabajo, Carey estudió las propiedades interfaciales en dos sistemas ternarios que

son, hexano + octano + hexadecano, y heptano + agua + alcohol. Luego, en 1980 Carey et al. [11]

describen el comportamiento interfacial para mezclas binarias compuestas por alcohol e hidrocarburo.

En las tres investigaciones descritas anteriomente, para mezclas binarias y ternarias se usó GT como

enfoque predictivo, es decir, un valor nulo para el parámetro simétrico (βij), adicionalmente, sólo para

mezclas binarias se ajustó el parámetro simétrico con el fin de disminuir la desviación en la tensión

interfacial y estudiar el impacto de este parámetro en los perfiles de concentración.

En 1991 Sahimi y Taylor [62] aplicaron GT + PR-EOS + QMR para mezclas binarias en VLE

compuestas por CO2 e hidrocarburos y, obtuvieron resultados satisfactorios tanto en el equilibrio de

fases como en el cómputo de la tensión interfacial. Los autores utilizaron GT de manera predictiva.

En el año 1993, Cornelisse et al. [13, 14], usaron GT + PR-EOS + QMR y realizaron cálculos

de tensión interfacial en fluidos puros, mezclas binarias y una mezcla ternaria (CO2 + butano +

decano). Posteriormente en el año 1997, Cornelisse aplicó GT + PR-EOS + QMR para determinar el

comportamiento interfacial en mezclas polifásicas. Estudió las interfases de sistemas en VLE (alcohol

+ hidrocarburo, agua + metanol, y agua + etanol) y de sistemas en VLLE (agua + butanol, agua

+ hexano, benceno + agua, y hexano + etanol + agua). En los trabajos de 1993 y 1997, los autores

ajustaron el parámetro simétrico de las mezclas binarias. Para la mezcla ternaria CO2 + butano +

decano se usaron valores nulos para los parámetros simétricos de las respectivas mezclas binarias, y

en la mezcla hexano + etanol + agua se usaron los valores de βij ajustados en las mezclas binarias.

Miqueu et al. [51] publicaron en el año 2004 los resultados obtenidos de la aplicación de GT +

PR-EOS + QMR para mezclas binarias y ternarias en VLE. Analizaron las mezclas binarias, CO2 +

hidrocarburo, N2 + hidrocarburo, y CH4 + hidrocarburo, y las ternarias, CO2 + butano + decano, y

N2 + butano + tetradecano. Obtuvieron resultados favorables en los cálculos del equilibrio de fases,

y para la representación del comportamiento interfacial, en mezclas binarias, ajustaron el parámetro

simétrico y también usaron un valor nulo. En cambio, en las mezclas ternarias usaron βij = 0 para las

respectivas mezclas binarias. Observaron que la metodoloǵıa teórica empleada es capaz de predecir la

tensión interfacial para la mayoŕıa de las mezclas analizadas.

Respecto al uso de una regla de mezclado cuadrática combinada con GT y PR-EOS, los trabajos

realizados por Carey et al. [9, 10, 11], Cornelisse et al. [12, 13, 14], Sahimi y Taylor [62], y Miqueu et al.

[49, 51] han demostrado que GT en combinación con PR-EOS y QMR entregan excelentes resultados

en los cálculos de la tensión interfacial para mezclas de dióxido de carbono con hidrocarburos. Sin

embargo, algunas veces la combinación de ecuaciones de estado cúbicas, por ejemplo PR-EOS con

QMR, entrega resultados sin sentido f́ısico para mezclas polares [12], esto se debe a que QMR no

está capacitada para predecir de manera adecuada el VLE en sistemas polares. Para un mayor detalle

sobre las deficiencias de QMR se puede revisar la publicación de Anderko [2].

Las limitaciones que presenta GT para predecir la tensión interfacial en mezclas polares se pue-

den superar usando diferentes caminos. Uno de ellos podŕıa ser el uso de ecuaciones de estado más

sofisticadas (por ejemplo SAFT, APACT) capacitadas para mezclas complejas. Otra alternativa seŕıa

usar ecuaciones de estado cúbicas combinadas con reglas de mezclado mejoradas, por ejemplo, la regla

de mezcla MHV propuesta por Michelsen [48] y la regla de mezclado de WS propuesta por Wong y

Sandler [77]. La predicción del equilibrio de fases con las reglas recién mencionadas, mejora considera-
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blemente si se le compara con QMR, esto se explica porque las reglas MHV y WS incorporan modelos

de enerǵıa de exceso de Gibbs.

En el año 2004, Mej́ıa [42] estudió el comportamiento interfacial para fluidos puros y mezclas

binarias en VLE. Analizó mezclas compuestas por hidrocarburos, alcohol + hidrocarburo, y mezclas

acuoso - alcohólicas donde el alcohol fue metanol, etanol, 1-propanol y 2-propanol. Para la descripción

del comportamiento interfacial utilizó GT + PR-EOS + QMR, dado que no representaba de manera

correcta los sistemas hexano + etanol, y agua con 1-propanol y 2-propanol, empleó la combinación

de GT + PR-EOS + MHV, donde los modelos de actividad utilizados fueron Wilson y NRTL. En

todas las mezclas estudiadas, el autor utilizó GT como un enfoque predictivo y de ajuste, con el fin de

analizar de que si un ajuste en βij mejoraba los resultados de la tensión con respecto a la información

experimental. Parte de los resultados obtenidos por Mej́ıa también pueden ser revisados en [45].

En el año 2005, Mej́ıa et al. [46] aplicaron GT + PR-EOS + QMR para predecir el comporta-

miento interfacial de la mezcla ternaria CO2 + butano + decano y obtuvieron resultados coherentes

con respecto a la información experimental y a los publicados por otros autores. En la publicación,

también se analizan las mezclas acuoso - alcohólicas investigadas en [42], y con el fin de representar

los sistemas agua + 1-propanol, y agua + 2-propanol usaron la combinación GT + PR-EOS + WS,

donde emplearon los modelos de actividad de Wilson y NRTL.

De las publicaciones presentadas en los párrafos anteriores, se puede observar que la combinación

de la teoŕıa del gradiente con PR-EOS y QMR o con MHV ha sido aplicada para mezclas multicom-

ponentes polifásicas. De las investigaciones descritas, sólo Cornelisse [12] describe el comportamiento

interfacial de una mezcla ternaria (agua + hexano + etanol) en VLLE, empleando valores no nulos

para los parámetros simétricos. La desventaja del trabajo de Cornelisse [12] es que no presenta un al-

goritmo de cálculo para la resolución numérica de las ecuaciones de GT en una mezcla ternaria cuando

los parámetros simétricos son distintos de cero. Por otro lado, los autores Carey [9], Mej́ıa et al. [46] y

Miqueu et al. [49, 51] también investigan mezclas ternarias, pero en sus publicaciones no se describe

una metodoloǵıa numérica de cálculo para el caso de βij 6= 0, debido a que los autores usan valores

nulos de los parámetros simétricos para la descripción interfacial de las mezclas ternarias. Además,

de los trabajos anteriores se observa una escasez en la investigación de propiedades interfaciales pa-

ra sistemas multicomponentes en LLE y VLLE. Es relevante mencionar que el estudio interfacial en

sistemas ternarios trifásicos son escasos, incluso con otros modelos de ecuaciones de estado. Desde un

punto de vista de la experimentación, existe una escasa información experimental de tensión interfacial

para mezclas ternarias en VLLE 2.

Continuando con la discusión del párrafo anterior, en los trabajos publicados se observa la aplica-

ción de la teoŕıa del gradiente como un enfoque de ajuste, sin embargo no se presenta un algoritmo

de cálculo para llevar a cabo la optimización del parámetro simétrico en mezclas binarias.

En esta tesis se emplea la combinación GT + PR-EOS + QMR y la combinación con la regla de

mezclado MHV para desarrollar el comportamiento interfacial para mezclas binarias en VLE, LLE

y VLLE, además para una mezcla ternaria en VLE y otra en VLLE. El objetivo de este trabajo

es estudiar la capacidad de predicción de GT en estos sistemas, o establecer parámetros simétricos

óptimos con la finalidad de obtener resultados más favorables, respecto a la segunda observación,

se presenta un fichero de cómputo donde se observa el algoritmo de cálculo para llevar a cabo la

optimización del parámetro simétrico. También se propone una metodoloǵıa numérica de cálculo en

2En la publicación de Murphy et al. [52] se pueden revisar los resultados experimentales de VLLE para 12 mezclas
ternarias.
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mezclas ternarias, para la resolución de las ecuaciones de GT cuando los parámetros simétricos son

no nulos, además se presentan los resultados del algoritmo para la mezcla ternaria CO2 + butano

+ decano; se usó la mezcla anterior debido a la sencillez, y porque el fin era analizar la factibilidad

numérica del algoritmo planteado.
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1.3. Hipótesis

Es posible obtener una predicción consistente y simultánea del equilibrio de fases y comporta-

miento interfacial a través de la combinación de la teoŕıa del gradiente de van der Waals y una

ecuación de estado cúbica, extendida a mezclas mediante las reglas de mezclado QMR o MHV.

Mediante la modificación de la regla de combinación del parámetro de influencia será posible

mejorar el ajuste de la tensión interfacial experimental.

Validar la predicción o ajuste de la teoŕıa del gradiente cuadrado para sistemas en equilibrio

ĺıquido - ĺıquido.

El uso del programa Mathematica permitirá codificar de forma eficiente la teoŕıa del gradiente.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Descripción consistente del comportamiento interfacial en mezclas multicomponentes polifásicas.

1.4.2. Objetivos espećıficos

Determinar las propiedades interfaciales en mezclas multicomponentes (binarias y ternarias),

mediante la solución de la ecuación de Euler - Lagrange.

Analizar la sensibilidad del parámetro simétrico en el cómputo de la tensión interfacial para

mezclas binarias.

Analizar la factibilidad del algoritmo de cálculo planteado en esta tesis, para la aplicación de

GT en mezclas ternarias con parámetros simétricos no nulos.

Estudiar la capacidad de la teoŕıa del gradiente en combinación con la ecuación de estado de

Peng - Robinson y la regla de mezclado cuadrática o la regla de mezcla modificada de Huron -

Vidal, para la caracterización del comportamiento interfacial en mezclas multicomponentes.
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Caṕıtulo 2

Equilibrio de fases

En el siguiente caṕıtulo se describe la herramienta necesaria para llevar a cabo los cálculos

del equilibrio de fases y posteriormente el cómputo de la tensión interfacial, es decir, se

analizará la ecuación de estado junto a las reglas de mezclado empleadas en esta tesis.

Finalmente, se presenta una descripción teórica de los distintos tipos de equilibrios que

pueden ser apreciados en sistemas multicomponentes

2.1. Reglas de mezclado

Las ecuaciones de estado (EOS) corresponden a una herramienta de gran importancia en la indus-

tria qúımica, debido a que a partir de un modelo matemático es posible realizar una descripción del

equilibrio de fases tanto para un componente puro como para mezclas. Además, mediante el uso de

las EOS es posible la obtención de una amplia variedad de propiedades termodinámicas.

Las EOS se pueden clasificar en cúbicas y no cúbicas. Las cúbicas tienen la ventaja de ser modelos

matemáticos simples, esto facilitaŕıa los cálculos de las propiedades de fluidos puros o mezclas. Por

otro lado, los modelos no cúbicos presentan una mayor cantidad de parámetros, razón que los hace

más complejos pero a la vez más precisos respecto a la predicción de propiedades.

Posterior al trabajo de van der Waals (1873), diferentes autores se han dedicado a realizar mo-

dificaciones a la ecuación de estado cúbica propuesta por van der Waals, con el fin de mejorar las

predicciones en volumen, propiedades termof́ısicas y equilibrio de fases 1.

La EOS utilizada en esta tesis corresponde a la ecuación de estado cúbica formulada en 1976 por

Peng y Robinson [56], que en términos de la densidad se expresa como:

P =
RTρ

1− bρ
− aρ2

(1 + d1bρ)(1 + d2bρ)
, d1 = 1 +

√
2 , d2 = 1−

√
2 (2.1)

donde a y b son los parámetros cohesivo y covolumen, respectivamente, que para el compuesto puro

están dados por:

a = 0.45724
(RTc)

2

Pc
α(T ) , b = 0.07780

RTc
Pc

(2.2)

1Una descripción detallada sobre las ecuaciones de estado, su extensión a mezclas y aplicación puede ser revisada en
la publicación de Valderrama [70].
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donde R es la constante universal de los gases, Tc y Pc son las propiedades cŕıticas de temperatura y

presión, respectivamente, y α es la función de cohesión térmica y se define como:

α = 1 +m(1−
√
T/Tc)]

2 , m = 0.37464− 1.54226 ω − 0.26992 ω2 (2.3)

donde m es una funcionalidad de ω, que denota el factor acéntrico.

Esta ecuación de estado (PR-EOS) se caracteriza por ser un modelo matemático sencillo, capaz

de predecir el equilibrio ĺıquido - vapor de fluidos puros y mezclas tanto a baja como alta presión. Sin

embargo, presenta la falencia en la predicción de la densidad ĺıquida.

Un aspecto relevante de las EOS cúbicas en general, es que pueden ser fácilmente extendidas a

mezclas. En las subsecciones 2.1.1 y 2.1.2 se presentan las reglas de mezclado que se utilizaron en este

trabajo.

2.1.1. Regla de mezclado cuadrática (QMR)

Un camino que ha sido ampliamente desarrollado con el propósito de extender las EOS a mezclas, es

el uso de la regla de mezclado de van der Waals, también conocida como regla de mezclado cuadrática

(QMR). Esta regla propone que los parámetros cohesivo y covolumen de la mezcla presentan una

dependencia cuadrática de la composición dando origen a las siguientes relaciones matemáticas [37]:

a =

nc∑
i,j=1

aijxixj (2.4)

b =

nc∑
i,j=1

bijxixj (2.5)

donde aii, bii son los parámetros cohesivo y covolumen de los componentes puros, respectivamente,

aij , bij son los parámetros cruzados de tipo cohesivo y covolumen, respectivamente, xi, xj son las

composiciones en una determinada fase de los componentes i y j, respectivamente, y nc es el número

de componentes de la mezcla.

Los parámetros aii y bii se pueden determinar a partir de las relaciones (2.2) y (2.3). Por otro lado,

los parámetros cruzados están dados por:

aij = aji =
√
aiiajj (1− kij) , bij = bji =

bii + bjj
2

(2.6)

donde kij es el parámetro de interacción entre moléculas diferentes, es decir, si i = j entonces kij = 0.

Este parámetro puede ser obtenido a partir de correlaciones o por ajuste de información de equilibrio de

fases. En este trabajo, el parámetro de interacción fue obtenido por ajuste de información experimental

de equilibrio de fases.

Expresando la composición en términos de la densidad, es decir, xi = ρi/ρ, y usando las relaciones

(2.4), (2.5) y (2.6), los parámetros cohesivo y covolumen para una mezcla binaria y ternaria están

dados por:

Mezcla binaria:

aρ2 = a11ρ
2
1 + 2

√
a11a22 (1− k12)ρ1ρ2 + a22ρ

2
2 , bρ = b11ρ1 + b22ρ2 (2.7)
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Mezcla ternaria:

aρ2 = a11ρ
2
1 + 2

√
a11a22 (1− k12)ρ1ρ2 + 2

√
a11a33 (1− k13)ρ1ρ3 + (2.8)

2
√
a22a33 (1− k23)ρ2ρ3 + a22ρ

2
2 + a33ρ

2
3 , bρ = b11ρ1 + b22ρ2 + b33ρ3

La combinación de alguna EOS cúbica con QMR, solo entregará resultados favorables en cierto

tipos de sistemas. En las siguientes lineas se resumen los aspectos positivos, negativos y limitaciones

que presenta esta metodoloǵıa para la descripción del equilibrio de fases en mezclas [2, 34]:

Aspectos positivos:

Metodoloǵıa de cálculo sencilla y rapidez de convergencia.

Existe una gran variedad de base de datos y correlaciones para determinar el parámetro de

interacción binaria.

La combinación funciona bien para sistemas simples y para algunas mezclas polares. En otras

palabras, se obtienen buenos resultados en sistemas que presenten interacciones débiles (mezclas

de hidrocarburos).

Aspectos negativos:

Sensibilidad al parámetro de interacción, especialmente en mezclas de hidrocarburos.

En mezclas de gases con fluidos polares, el parámetro de interacción no es un valor constante,

siendo usualmente correlacionado con la temperatura.

Deficiencias y limitaciones:

En la mayoŕıa de los casos, el uso de un valor nulo en el parámetro de interacción no entre-

ga predicciones coherentes con la información experimental, entonces es necesario el ajuste de

este parámetro con información experimental de equilibrio de fases, transformando el enfoque

predictivo en un enfoque de ajuste.

La predicción del VLE mediante esta combinación, a veces entrega la formación de una fase

falsa, como es el caso de la mezcla hexano + etanol.

No se obtienen resultados favorables en mezclas polares o mezclas de componentes polares y

no polares, como por ejemplo: acetona + agua, butanol + agua, amina + alcohol o acetona +

hidrocarburo.

El equilibrio ĺıquido - ĺıquido (LLE) en sistemas de agua con alcanos no es correlacionado satisfac-

toriamente. En la mayoŕıa de los casos, la combinación no logra representar ambas solubilidades.
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2.1.2. Regla de mezclado de Huron - Vidal modificada (MHV)

De las observaciones anteriores se deduce que QMR no está capacitada para representar de manera

correcta el equilibrio de fases de todos los sistemas, solo abarca una minoŕıa de ellos. Por esta razón,

se requiere de una regla de mezclado con caracteŕısticas adicionales.

De la teoŕıa se conoce que la aplicación de modelos de enerǵıa de exceso de Gibbs, permite obtener

correctamente el equilibrio ĺıquido - vapor a presiones moderadas mediante el enfoque γ − φ. Los

resultados son satisfactorios debido a que el modelo de exceso entrega una buena descripción de la

fase ĺıquida, a diferencia de una EOS cúbica que la sub - predice. Con el fin de considerar las fortalezas

del modelo de coeficientes de actividad, los autores se han dedicado a reemplazar el modelo de exceso

de Gibbs de una EOS cúbica por un modelo de coeficientes de actividad, que escrito simbólicamente

se expresa:

gEEOS = gEactividad , gE = G̃E/(RT )

donde G̃E es la enerǵıa de exceso de Gibbs, y gE corresponde a la enerǵıa de exceso de Gibbs adimen-

sional.

Para comparar los modelos anteriores se requiere definir una referencia, que puede ser presión

infinita o presión cero. La referencia usada como presión cero corresponde a la regla propuesta por

Michelsen en 1990 [48], que es una modificación a la regla de mezclado de Huron y Vidal (1979) y

se simboliza como MHV. Esta regla de mezcla define el covolumen de mezclado igual que QMR, y

el parámetro cohesivo de mezclado, a diferencia de QMR, lo define como una función impĺıcita del

parámetro adimensional ξm.

Los pasos necesarios para describir la funcionalidad cohesiva de la mezcla son los siguientes:

1. Cálculo de parámetros cohesivo (ai) y covolumen (bi) de los puros, por medio de las expresiones

(2.2) y (2.3). Además, se debe calcular el parámetro ξi a partir de la siguiente relación:

ξi =
ai

biRT
≥ ξmin. Para PR-EOS: ξmin = 4 + 4

√
2 (2.9)

2. Cálculo del volumen ĺıquido de los puros:

ui =
ξi − d1 − d2 −

√
(ξi − d1 − d2)2 − 4(d1d2 + ξi)

2
(2.10)

3. Cálculo de la fugacidad adimensional de ĺıquido a presión cero:

si = −1− ln(ui − 1)− ξi
d1 − d2

ln

(
ui + d1

ui + d2

)
(2.11)

4. Cálculo del covolumen de mezclado:

bm =
1

ρ

nc∑
i=1

ρibi (2.12)

5. Determinar la fugacidad adimensional de ĺıquido en la mezcla a presión cero:
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sm = gE +
1

ρ

nc∑
i=1

ρi

[
si − ln

(
bi
bm

)]
(2.13)

6. Determinar el volumen ĺıquido de mezclado:

um =
ξm − d1 − d2 −

√
(ξm − d1 − d2)2 − 4(d1d2 + ξm)

2
(2.14)

7. Solución de la ecuación no lineal:

−1− ln(um − 1)− ξm
d1 − d2

ln

(
um + d1

um + d2

)
− sm = 0 (2.15)

La ecuación anterior puede ser resuelta usando el algoritmo de Newton.

8. Cálculo de la función cohesiva de mezclado:

am = ξmbmRT (2.16)

A continuación se presentan algunas relaciones adicionales de la dependencia de ξm con la densidad

de los componentes:

Cálculo de la fugacidad adimensional de ĺıquido molar parcial:

si = ln γi + si − ln

(
bi
bm

)
+

bi
bm
− 1

Dependencia del volumen ĺıquido de mezclado con ξm:

dum
dξm

=
1

2

{
1− 1

2
[(ξm − d1 − d2)2 − 4(d1d2 + ξm)]−1/2[−2(ξm − d1 − d2)− 4]

}
Dependencia de ξm con la densidad del componente i:

n
∂ξm
∂ni

= (si − sm)

[
− 1

d1 − d2
ln

(
um + d1

um + d2

)
− 1

um − 1

dum
dξm

+
ξm

(um + d1)(um + d2)

dum
dξm

]−1

Como ρi =
ni
n
ρ, y usando la relación anterior:

∂ξm
∂ρi

=
n

ρ

∂ξm
∂ni

De la expresión (2.13) se observa que la regla de mezclado MHV requiere un modelo para el exceso

de la enerǵıa de Gibbs. En la literatura se encuentra una amplia variedad de modelos de gE ; los

sencillos que presentan una base teórica simple (Porter, Margules, van Laar), y los que presentan un

fundamento teórico más desarrollado (Wilson, NRTL, UNIQUAC, etc). En esta tesis se usaron los

modelos de Wilson y NRTL:

Modelo de Wilson [74]:

Wilson postuló que el exceso de la enerǵıa de Gibbs depende de las concentraciones locales, que se

pueden denotar como z∗i , de modo que:
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G̃E = ∆G̃−∆G̃si = RT

nc∑
i=1

xi ln

(
z∗i
xi

)
(2.17)

Por efecto de las interacciones, moléculas distintas no pueden estar juntas con la misma facilidad

que las moléculas de un mismo tipo. Luego, es esperable que se observe una concentración local

microscópica distinta a la concentración macroscópica que constituye la mezcla.

Sea pii la probabilidad de encontrar un par molecular tipo i− i, y pji la probabilidad de encontrar

un par molecular tipo j − i, entonces:

pii = xi exp
(
− aii
RT

)
, pji = xj exp

(
− aji
RT

)
con aji = aij

donde x es la concentración global, el término exponencial se conoce como función de distribución

de Boltzmann, y aij es el parámetro caracteŕıstico de la enerǵıa de interacción del par i − j; cuando

aij > 0 las fuerzas son de repulsión, y si aij < 0 las fuerzas son atractivas.

Además de las fuerzas intermoleculares, las soluciones también están afectadas por problema de ta-

maño molecular. Wilson sugirió calcular la fracción volumétrica, representativa del tamaño molecular,

mediante la siguiente expresión:

z∗i =
piivi

nc∑
j=1

pjivj

=
vixi exp

(
− aii
RT

)
nc∑
j=1

vjxj exp
(
− aji
RT

) =
xi

nc∑
j=1

xj
vj
vi

exp

(
−aji − aii

RT

) =
xi

nc∑
j=1

xjΛij

(2.18)

Finalmente, reemplazando la expresión (2.18) en (2.17):

gE = −
nc∑
i=1

xi ln

 nc∑
j=1

xjΛij

 con Λij 6= Λji (2.19)

El parámetro Λij de la relación anterior presenta las siguientes caracteŕısticas:

Relacionado con el par de moléculas que interactúan.

Contiene información de tamaño y fuerzas.

Dependiente de la temperatura.

Para el caso del componente puro, Λii = 1. Esto ocurre si moléculas distintas tienen igual

volumen y no hay diferencia entre las enerǵıas caracteŕısticas de interacción.

Por otro lado, los coeficientes de actividad se pueden determinar a partir del exceso de la enerǵıa

de Gibbs adimensional molar parcial [65], que matemáticamente se escribe como:

ln γi =

(
∂ngE

∂ni

) ∣∣∣∣∣
T,P,nj 6=ni

(2.20)

Modelo de Non Randon Two Liquids (NRTL) [60]:

El modelo de NRTL presenta los siguientes aspectos relevantes:

Cuestiona la equiprobabilidad de encontrar moléculas distintas.
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Entre un par aislado de moléculas de distinto tipo operan fuerzas centrales, que actúan sobre

los centros de masa moleculares. Desde un punto de vista clásico, este tipo de fuerzas verifica el

tercer principio de Newton.

En una solución ĺıquida, podemos concebir un grupo de moléculas mayor que el par. Los campos

de enerǵıa potencial que operan entre un par aislado de moléculas i, j se ven perturbados por la

presencia de otras moléculas tipo i y otras moléculas tipo j, situación que dependerá del arreglo

de moléculas formado en la solución

El enfoque molecular aproximado para el desarrollo del modelo permite obtener:

gE =

nc∑
i=1

xi

nc∑
j=1

τjiGjixj

nc∑
l=1

Glixl

(2.21)

donde los parámetros binarios de la expresión anterior están dados por:

τji =
gji − gii
RT

=
Aji
RT

, gji = gij , Gji = exp(−αjiτji) , αji = αij = α 6= 0

En el caso de la interacción de moléculas del mismo tipo: Aii = Ajj = 0

Al igual que en el modelo de Wilson, los coeficientes de actividad del modelo de NRTL pueden ser

determinados mediante la relación (2.20).

Resumiendo, los parámetros Λij , τij y α, pertenecientes a los modelos de Wilson y NRTL son

obtenidos a partir de la literatura o por ajuste de información experimental de equilibrio de fases.

Respecto al parámetro α, de la literatura se observa que vaŕıa en el rango de 0 a 0.4; hay autores

que también lo ajustan para entregarle una mayor flexibilidad al modelo, en cambio otros, proponen

fijar dicho parámetro como 0.2. En esta tesis, los parámetros para los sistemas en VLE se obtuvieron

mediante la aplicación del criterio γ − φ y el ajuste de información experimental de VLE; para la fase

ĺıquida se usó γ y se modeló mediante el modelo de coeficientes de actividad (Wilson o NRTL), y para

la fase vapor se utilizó φ que se representó mediante un comportamiento ideal. Y para sistemas en

LLE, los parámetros fueron obtenidos directamente de la literatura.

Finalmente, a continuación se describen los aspectos positivos y negativos en la predicción del

equilibrio de fases, mediante la combinación de alguna EOS cúbica con la regla de mezclado MHV.

Aspectos positivos:

Amplia variedad de base de datos para la determinación de los parámetros binarios requeridos

en los modelos de coeficientes de actividad.

La combinación se considera como un enfoque predictivo del equilibrio de fases, ya que los

parámetros son obtenidos de la literatura o se ajustan usando el criterio γ − φ.

Resultados satisfactorios en sistemas con equilibrio ĺıquido - vapor, para mezclas con interaccio-

nes débiles o fuertes. Además, buena predicción del equilibrio de fases para sistemas polares y

azeotrópicos.

La combinación EOS + MHV + NRTL, a diferencia de EOS + QMR, predice de mejor forma

las solubilidades del equilibrio ĺıquido - ĺıquido.
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Aspectos negativos:

Metodoloǵıa de cálculo más compleja que QMR, debido a que se debe resolver una ecuación no

lineal adicional, con el fin de establecer la funcionalidad cohesiva de la mezcla.

Ajuste de mayor cantidad de parámetros, por ejemplo para un sistema binario, se requieren 2

en el caso del modelo de Wilson, y al menos 3 para el modelo de NRTL.

2.2. Regla de las fases

La palabra equilibrio estable puede definirse como una condición estática, o dicho de otra forma,

ausencia de un cambio. En termodinámica significa no solo la ausencia de un cambio sino de cualquier

tendencia hacia el cambio en una escala macroscópica. De esta manera, un sistema se encuentra en

equilibrio estable cuando no ocurre ningún cambio de estado [65].

Para cualquier sistema, sin reacción qúımica y en equilibrio, el número de variables independientes

que se deben fijar en forma arbitraria con el fin de establecer su estado intensivo, está dado por la

regla de las fases de Gibbs, dicha relación fue deducida en 1875 y se puede definir por la siguiente

expresión matemática:

F = 2− π + nc (2.22)

donde F son los grados de libertad, π es el número de fases, y nc el número de componentes.

El estado intensivo de un sistema en equilibrio se establece cuando se fija la temperatura, presión

y composición de todas sus fases; que corresponden a las variables de la regla de Gibbs. Por lo tanto,

la regla de las fases de Gibbs entrega el número de variables que deben especificarse para determinar

el estado de un sistema.

Cuando la expresión (2.22) toma el valor nulo, se transforma en:

π = 2 + nc (2.23)

La condición anterior refleja un sistema invariante; π entrega el número máximo de fases que

pueden coexistir en equilibrio para un sistema que contiene nc componentes. Por ejemplo, para el caso

de un componente, la relación (2.23) entrega un valor de 3; este valor indica que en un compuesto

puro a lo más pueden existir tres fases en equilibrio, caso que se conoce como punto triple.

A continuación, en la tabla 2.1 se resumen los grados de libertad necesarios para definir por com-

pleto los sistemas multicomponentes analizados en esta tesis, según el tipo de equilibrio que presenten.

Tabla 2.1: Grados de libertad en sistemas multicomponentes a.

Mezcla Tipo de equilibrio

VLE/LLE VLLE

Binaria 2 1

Ternaria 3 2

a Valores obtenidos usando la ecuación 2.22.

Fuente: Elaboración propia.

De la tabla anterior se observa que para definir el estado de una mezcla binaria en VLE o LLE

se requieren 2 grados de libertad; en el caso del VLE, generalmente se define la variable temperatura
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o presión y alguna composición (ĺıquida o vapor), en cambio, para el LLE se define la composición

de uno de los componentes, que puede estar en la fase orgánica o acuosa. Además, se aprecia que

para mezclas ternarias en VLE o LLE es necesario definir 3 variables intensivas, que generalmente

son las composiciones de uno de los componentes de la mezcla. Por otro lado, respecto a los sistemas

en equilibrio trifásico se observa que en mezclas binarias, el sistema queda completamente definido al

fijar una variable (temperatura o presión), y en mezclas ternarias, se deben fijar 2 grados de libertad

que pueden representar las composiciones de uno de los componentes en una de las fases ĺıquidas o

fase vapor.

2.3. Equilibrio ĺıquido - vapor

Los diagramas que describen el equilibrio de fases en un sistema binario son los diagramas isotérmi-

co e isobárico, el primero muestra el comportamiento de la presión de saturación con la composición de

las fases, en cambio, el segundo ilustra la variación de la temperatura de ebullición con la composición

de las fases.

Generalmente, el equilibrio de fases para un sistema binario presenta un comportamiento como el

que se describe en la figura 2.1.

●

●

P

P1
0

P2
0

x1,y1
0 1

(a) Diagrama P − x1 − y1.

●

●

T

T1
0

T2
0

x1,y1
0 1

(b) Diagrama T − x1 − y1.

Figura 2.1: Diagrama isotérmico e isobárico para una mezcla binaria. (—–) curva de burbuja, (—–)
curva de roćıo, ( • ) condición de los componentes puros. Fuente: Elaboración propia.

De la figura anterior se observa que cualquier punto acotado por las curvas de burbuja y roćıo

corresponde a una condición de VLE.

Además, de la figura 2.1 (a) se observa que a presiones mayores que las de burbuja, se tiene una fase

ĺıquida subenfriada, y a presiones inferiores a las de roćıo, se aprecia una fase de vapor sobrecalentado.

Otro aspecto relevante de la figura 2.1 es que las partes (a) y (b) están relacionadas por el concepto

de volatilidad. En la parte (a) se aprecia que P 0
1 > P 0

2 , luego se deduce que el componente 1 es

más volátil, lo cual implica que la temperatura de ebullición del componente 1 será inferior a la del

componente 2. De esta forma se tiene que la parte (b) de la figura 2.1 es una inversión de la parte (a).

Un concepto que toma importancia en las mezclas binarias es la azeotroṕıa. Un sistema azeotrópico

se define como aquel sistema en que las fases que conforman el equilibrio, tienen igual fracción molar.

En el caso de un VLE, se debe verificar que la fracción molar de la fase ĺıquida es igual a la del vapor,

es decir, el ĺıquido ebulle sin cambio de concentración.

En las figuras 2.2 a 2.4 se ilustran los casos de azeotroṕıa, que se pueden presentar en los diagramas

isotérmico e isobárico para una mezcla binaria.
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(a) Diagrama P−x1−y1 con azeótropo de mı́nima presión
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(b) Diagrama T −x1 −y1 con azeótropo de máxima tem-
peratura de ebullición.

Figura 2.2: Diagrama isotérmico e isobárico con azeótropo de desviación negativa. (—–) curva de
burbuja, (—–) curva de roćıo, (—–) relación P − x1 para la ley de Raoult, ( • ) condición de los
componentes puros, ( ◦ ) punto azeotrópico. Fuente: Elaboración propia.
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(a) Diagrama P −x1 − y1 con azeótropo de máxima pre-
sión de vapor.
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(b) Diagrama T −x1 − y1 con azeótropo de mı́nima tem-
peratura de ebullición.

Figura 2.3: Diagrama isotérmico e isobárico con azeótropo de desviación positiva. (—–) curva de
burbuja, (—–) curva de roćıo, (—–) relación P − x1 para la ley de Raoult, ( • ) condición de los
componentes puros, ( ◦ ) punto azeotrópico. Fuente: Elaboración propia.
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(a) Diagrama P − x1 − y1 con azeótropo de máxima y
mı́nima presión de vapor.
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(b) Diagrama T − x1 − y1 con azeótropo de mı́nima y
máxima temperatura de ebullición.

Figura 2.4: Diagrama isotérmico e isobárico con azeótropo de desviación positiva y negativa. (—–)
curva de burbuja, (—–) curva de roćıo, (—–) relación P − x1 para la ley de Raoult, ( • ) condición de
los componentes puros, ( ◦ ) punto azeotrópico. Fuente: Elaboración propia.

Las figuras anteriores se pueden usar para describir gráficamente algunas caracteŕısticas que pre-
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sentan los azeótropos. Un azeótropo se caracteriza por:

No son separables por técnicas de destilación a presión constante como por ejemplo: destilación

batch, destilación continua convencional.

En todo punto azeotrópico se comprueba que la temperatura y la presión son puntos estacionarios

en la concentración de azeotroṕıa, condición que puede ser apreciada en las figuras 2.2 a 2.4.

Un punto estacionario de mı́nima presión se corresponde con un punto estacionario de máxima

temperatura de ebullición, como se observa en las figuras 2.2 y 2.4. El caso contrario, máxima

P y mı́nima T puede ser observado en la figuras 2.3 y 2.4.

Se clasifican en:

• Azeótropo de desviación negativa con respecto a la ley de Raoult: Se encuentran los casos

de mı́nima presión de saturación y máxima temperatura de ebullición. Este caso se observa

en la figura 2.2 y representa un 14.99 % de los sistemas azeotrópicos. Un ejemplo de este

caso lo presenta la mezcla etanol + butilamina.

• Azeótropo de desviación positiva con respecto a la ley de Raoult: Se encuentran los casos

de máxima presión de saturación y mı́nima temperatura de ebullición. Este tipo puede ser

apreciado en la figura 2.3 y aproximadamente un 85 % de los sistemas azeotrópicos presenta

una condición de desviación positiva. Este ejemplo de azeotroṕıa puede ser apreciado en la

mezcla etanol + agua.

• Azeótropo de desviación positiva y negativa con respecto a la ley de Raoult: Puede ser

ilustrado en la figura 2.4 y corresponde a una combinación de los tipos anteriores y solo

representa un 0.01 % de los sistemas que presentan azeotroṕıa. Este caso de azeotroṕıa lo

presenta la mezcla hexafluorbenceno + benceno.

Para la construcción de los diagramas isotérmico e isobárico ilustrados en las figuras anteriores,

se requiere realizar una serie de cálculos. El procedimiento utilizado en esta tesis es el mismo que el

empleado en el trabajo de memoria de t́ıtulo [31].

En el caso de mezclas ternarias, para realizar el cálculo del VLE se debe agregar al caso binario,

una ecuación de igualdad de potencial qúımico del tercer componente en ambas fases. Luego, el sistema

de ecuaciones resultante puede ser resuelto usando el método de Newton.

Para la representación de los diagramas de fases para las mezclas ternarias en VLE, generalmente

se usa un triángulo equilátero en función de las composiciones de las fases ĺıquida y vapor. Por ejemplo,

si se considera un sistema a temperatura y presión constantes, el VLE de la mezcla ternaria puede

ser ilustrado en la figura 2.5. De esta figura se aprecia que la curvas de burbuja y roćıo conforman

la curva binodal del sistema y se unen en un punto denominado punto cŕıtico. Además, se observa

la ĺınea de reparto (tie - line) que une una composición de ĺıquido con una composición de vapor.

También, se aprecia una región bifásica dentro de la curva binodal y una región unifásica afuera de la

curva binodal.
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Figura 2.5: VLE para un sistema ternario a T y P constantes. (—–) curva de burbuja, (—–) curva de
roćıo, (- - -) ĺınea de reparto, ( • ) punto cŕıtico. Fuente: Elaboración propia.

2.4. Equilibrio ĺıquido - ĺıquido

Una mezcla de dos componentes formará una fase estable a temperatura y presión constantes,

siempre y cuando se cumpla el criterio de estabilidad: d2gE/dx2
1 > 0. En caso contrario, se tiene un

sistema en que coexisten dos fases ĺıquidas en equilibrio, es decir, se está ante la presencia de un

equilibrio ĺıquido - ĺıquido (LLE) [65].

En condiciones de presión constante, o cuando los efectos de la presión son despreciables, una

mezcla binaria en LLE es presentada de manera conveniente en un diagrama de solubilidad, como una

gráfica de temperatura en función de la composición ĺıquida. La figura 2.6 ilustra los diferentes casos

que puede presentar una mezcla binaria en LLE isobárico.

De la figura 2.6 se aprecia que la curva binodal representa el ĺımite entre las regiones de miscibilidad

parcial liquido - ĺıquido y la de miscibilidad total, y está formada por una rama de la fase α, que es rica

en el componente 2, y una rama de la fase β, que es rica en el componente 1. Además, de la figura 2.6

(a) se observa que el sistema presenta un punto estacionario UCST (temperatura de solución cŕıtica

superior) y sobre este punto se encuentra una zona de miscibilidad. En la figura 2.6 (b) se ilustra un

sistema con un punto estacionario LCST (temperatura de solución cŕıtica inferior) y bajo este punto

es posible encontrar una región miscible. Finalmente, en la figura 2.6 (c) se observa que el sistema

está compuesto por dos curvas binodales, que forman una isla, dentro de la cual se encuentra el LLE

acotado por los puntos estacionarios LCST y UCST.

La experimentación indica que un 90 % de los sistemas que forman LLE tienen solamente UCST,

en tanto que muy pocos tienen solamente LCST o simultáneamente UCST / LCST; como por ejemplo

la mezcla nicotina + agua.

Para determinar la composición de equilibrio de los dos componentes en cada una de las fases (α

y β) y con ello definir la curva binodal, será necesario verificar la igualdad de temperatura, presión, y

potencial qúımico de los componentes en cada una de las fases. Esta igualdad de ecuaciones se puede
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Figura 2.6: Diagramas de solubilidad ĺıquido - ĺıquido a presión constante. (—–) curva binodal, ( • )
punto cŕıtico de temperatura superior o inferior. Fuente: Elaboración propia.

generalizar para un sistema multicomponente como:

Tα = T β

Pα = P β (2.24)

µαi = µβi ; i = 1, ..., nc

donde el sistema anterior puede ser resuelto usando el método de Newton.

El estudio experimental de la extracción ĺıquida supone el uso de sistemas compuestos por al menos

tres sustancias diferentes. Aunque las fases insolubles son predominantemente muy distintas desde el

punto de vista qúımico, en la mayoŕıa de los casos los tres componentes aparecen en cada fase [69].

Los diagramas de fases ĺıquido - ĺıquido a temperatura y presión constantes para sistemas ternarios

presentan diferentes tipos de comportamientos y se representan comúnmente en un triángulo equiláte-

ro. Los tipos de diagramas de fases se clasifican de acuerdo al número de pares que son parcialmente

miscibles en un sistema dado. En la figura 2.7 se ilustra el diagrama que representa el 75 % de los

sistemas ternarios en LLE 2.

De la figura anterior se aprecia que al interior de la curva binodal se encuentra una región de

inmiscibilidad, es decir, existe LLE. Por otro lado, afuera de la curva binodal se observa una zona

miscible. También se observa la tie - line, que corresponde a una recta que une la composición de la

fase α con una composición de la fase β.

2Los otros tipos de diagramas pueden ser revisados en la publicación de SØrensen et al. [66].

20



●

LLE
A B

C

Figura 2.7: LLE para un sistema ternario a T y P constantes. (—–) curva de la fase α, (- - -) curva
de la fase β, (- - -) ĺınea de reparto, ( • ) punto cŕıtico. Fuente: Elaboración propia.

2.5. Equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor

El equilibrio entre dos fases ĺıquidas y una fase vapor se conoce como heteroazeótropo, o simple-

mente como equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor (VLLE). Wyczesany [78] se refiere a los cálculos de

VLLE como un tema particularmente interesante, d́ıficil, y que la investigación aún es insuficiente; en

su publicación destaca que el VLLE es importante para la destilación azeotrópica heterogénea que se

usa para separar mezclas azeotrópicas binarias en sus componentes, por ejemplo es relevante el estudio

de mezclas que contienen agua, alcohol e hidrocarburos, debido a que son sistemas importantes en

la industria de combustibles, ya que las gasolinas contienen alcohol, y además porque son sistemas

t́ıpicos que forman heteroazeótropos.

La regla de las fases aplicada a un sistema binario indica que el punto heteroazeotrópico tiene

solamente un grado de libertad; entonces, una temperatura de equilibrio (a presión constante), o una

presión de equilibrio (a temperatura constante) define completamente las composiciones del punto

trifásico. Los sistemas de heteroazeotroṕıa se clasifican en dos clases, de acuerdo a la posición relativa

del azeótropo [71]. En la figura 2.8 (a) se observa la heteroazeotroṕıa de primera clase, y se caracteriza

por una concentración de la fase vapor ubicada en el rango de inmiscibilidad de la fase ĺıquida.

En el caso isotérmico, la presión del punto heteroazeotrópico normalmente supera la presión de los

componentes puros, y en el caso isobárico, la temperatura del punto heteroazeotrópico normalmente

es inferior a la temperatura de ebullición de los componentes puros, como puede ser apreciado en la

figura 2.8 (c). Además, este tipo de heteroazeotroṕıa es representativo de sistemas acuoso - orgánicos

como benceno + agua o isobutanol + agua. La heteroazeotroṕıa de segunda clase es presentada por

los sistemas compuestos por metano + alcanos superiores a butano y mezclas supercŕıticas de metanol

con hidrocarburos, y se caracteriza porque la concentración de la fase vapor se ubica fuera del rango

de inmiscibilidad, tal como se muestra en la figura 2.8 (b). Para este tipo de heteroazeotroṕıa, la

presión del punto trifásico se ubica en el rango de presiones de vapor de los componentes puros, y

en un sistema isobárico, la observación es análoga a la descrita en la heteroazeotroṕıa de primera

especie. Es relevante destacar que cualquier mezcla binaria que produce inmiscibilidad fase ĺıquida

será heteroazeotrópica cuando la presión aplicada permite vaporización parcial [76].
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(c) Heteroazeotroṕıa de primera clase.

Figura 2.8: Diagramas de VLLE en sistemas binarios. (—–) curva de burbuja, (—–) curva de roćıo, (—
–) ĺınea trifásica, (- - -) ramas del LLE, ( • ) condición de los componentes puros. Fuente: Elaboración
propia.

De la figura anterior también se aprecia que la ĺınea trifásica está compuesta por las coordenadas

heteroazeotrópicas de presión o temperatura, composiciones de las fases ĺıquidas y fase vapor, simbo-

lizadas por P ∗ o T ∗, xα1 , xβ1 , y∗1, respectivamente. Para cualquiera de las clases de heteroazeotroṕıa, se

identifican dos equilibrios de fases ĺıquido - vapor (V-Lα y V-Lβ), que abarca desde la condición del

componente puro hasta la condición trifásica. Además, se observa una región de inmiscibilidad ĺıquido

- ĺıquido (Lα-Lβ) que se encuentra sobre la ĺınea trifásica (en el caso isotérmico) e inferior a la ĺınea

triple (en el caso isobárico). Finalmente, de las partes (a) y (b) de la figura 2.8, a diferencia de la parte

(c), se aprecia que las fronteras del LLE son casi verticales, esto es porque la presión tiene sólo una

débil influencia en las solubilidades de los ĺıquidos.

Un punto heteroazeotrópico obedece las condiciones convencionales del equilibrio de fases, debido

a que en este caso el sistema presenta tres fases, se tiene:

Tα = T β = T v

Pα = P β = P v (2.25)

µαi = µβi = µvi ; i = 1, ..., nc

donde el sistema anterior puede ser resuelto usando el método de Newton.

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (2.25), se obtienen las coordenadas heteroazeotrópicas,

y para obtener los diagramas de fases ilustrados en la figura 2.8 se pueden realizar los cálculos del

equilibrio de fases por separado, es decir, entre 0 y xα1 calcular el V-Lα, entre xβ1 y 1 determinar el
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V-Lβ, y por último, entre las composiciones xα1 y xβ1 , realizar el cálculo del LLE.

Para una mezcla ternaria en VLLE, el diagrama isobárico puede ser apreciado en la figura 2.9.

(a) Representación espacial T −x1 −y1 del VLLE
en un sistema ternario.

(b) Proyección de la región del
VLLE.

Figura 2.9: Diagrama isobárico y proyección del VLLE en sistemas ternarios. Fuente: [29].

De la parte (a) de la figura 2.9 se observa que en el prisma están los equilibrios de fases ĺıquido -

vapor de las mezclas binarias O + B, y W + B, además se aprecia el equilibrio trifásico (VLLE) para

la mezcla O + W. La evolución del prisma está dada por las temperaturas de burbuja asociadas a

los equilibrios de fases. En la parte (b) de la figura 2.9 se ilustra la proyección de la superficie sobre

la base del prisma, que corresponde a un triángulo equilátero en función de las composiciones de las

fases. Además se aprecia la curva binodal de composiciones de las fases ĺıquidas, simbolizada por una

curva segmentada. Por otro lado, se tiene la linea de reparto EF que une las composiciones de las

fases ĺıquidas, y la curva punteada Z’R’ que representa las composiciones de la fase vapor del VLLE.

Por último, repecto a la mezcla binaria O + W se puede destacar que las letras C y D denotan las

composiciones de las fases ĺıquidas del punto trifásico, en tanto que Z’ representa la composición de

vapor de heteroazeotroṕıa.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa del Gradiente cuadrado de van

der Waals (GT)

El siguiente caṕıtulo presenta una descripción teórica de la tensión interfacial. Posterior-

mente se describe la teoŕıa del gradiente cuadrado de van der Waals junto a su aplicación

en fluidos puros y mezclas multicomponentes, y finalmente se presenta el procedimiento

numérico para llevar a cabo los cálculos del comportamiento interfacial.

3.1. Teoŕıa sobre la tensión interfacial

En termodinámica se define fase como la región del espacio que presenta propiedades intensivas

constantes, como temperatura, presión y densidad. Al tener dos fases en contacto, éstas deben diferen-

ciarse en algunas de sus propiedades, esto conlleva a la idea de que debe existir una zona de transición

donde las propiedades cambien desde una fase a la otra. Esta zona de transición se denomina inter-

fase, y está caracterizada porque la concentración es anisotrópica, es decir, la densidad presenta un

comportamiento no homogéneo, en cambio, se tiene un comportamiento isotrópico de la densidad en

las fronteras de la interfase, que corresponden a las fases homogéneas. Para el caso del componente

puro, el comportamiento t́ıpico de la concentración en la región interfacial se ilustra en la figura 3.1.

En esta figura se aprecia que la concentración en las fases homogéneas, ĺıquida y vapor, es constante,

y en la interfase se observa un comportamiento inhomogéneo de la densidad.

El comportamiento anisotrópico que presenta la interfase puede ser descrito en base a diferentes

propiedades, en el caso del componente puro, como el perfil de concentración interfacial, espesor

interfacial y la tensión interfacial; que corresponde al valor neto de la tensión (normal - tangencial)

sobre la región interfacial. Y en el caso de mezclas multicomponentes, además de las propiedades

anteriores se puede agregar la propiedad de adsorción de Gibbs.

Respecto a los conceptos de tensión superficial/interfacial, hay autores que hacen la diferencia,

diciendo que el adjetivo superficial se debe considerar cuando las fases son ĺıquido y vapor, en tanto

que, se debe emplear el concepto de tensión interfacial cuando ambas fases son ĺıquidas. En este

trabajo, el concepto de tensión interfacial será aplicado a sistemas fluido - fluido, en general.

Desde un punto de vista termodinámico, la tensión interfacial se puede describir como la cantidad

de enerǵıa requerida para aumentar el área interfacial en un sistema bifásico. A partir de la relación
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Figura 3.1: Perfil general de la densidad interfacial para un fluido puro. (—–) variación de la densidad
en la zona interfacial, ( • ) condición de ĺıquido, ( ◦ ) condición de vapor. Fuente: Elaboración propia.

de Gibbs - Duhem [23] se puede determinar una relación matemática para la tensión interfacial:

dG = −SdT + V dP + σdA +
∑
i

µidni (3.1)

Considerando que la temperatura (T ), presión (P ) y moles (n) permanecen constantes, se tiene

que solo el término σdA de la relación (3.1) es distinto de cero.

De esta forma, se tiene una expresión para determinar la tensión interfacial (σ) en función de la

enerǵıa libre de Gibbs (G) y el área interfacial (A), que matemáticamente se escribe como:

σ =

(
∂G

∂A

)
P,T,n

(3.2)

También, la tensión interfacial puede quedar expresada en términos de la enerǵıa de Helmholtz

como:

σ =

(
∂A

∂A

)
V,T,n

(3.3)

Las relaciones (3.2) y (3.3) se diferencian en el colectivo termodinámico empleado para realizar el

análisis. Se usa el colectivo PTN para el caso de la enerǵıa libre de Gibbs, y el colectivo V TN para

la enerǵıa de Helmholtz.

Desde un punto de vista termodinámico, la tensión interfacial se puede determinar mediante tres

enfoques: la teoŕıa de densidad funcional (DFT), teoŕıa del gradiente de la densidad (DGT) y la

metodoloǵıa del test de áreas.

La teoŕıa de densidad funcional [43] para sistemas no homogéneos consiste en expresar la densidad

de enerǵıa de Helmholtz como una función de la densidad de part́ıcula que vaŕıa espacialmente a lo

largo de la región interfacial. De acuerdo a los trabajos de Evans [24] DFT se divide en un término

de referencia y en un término de perturbación atractiva. El término de referencia incorpora todas las

interacciones de corto alcance, mientras que la perturbación atractiva incorpora las interacciones de

dispersión de largo alcance. Gloor et al. [27] han evaluado el impacto de diferentes aproximaciones para

el término atractivo en el caso de fluidos puros, y han demostrado que la incorporación de correlaciones

de pares en el término atractivo mejora la precisión cuantitativa para las interfases de fluido.

La teoŕıa del gradiente de densidad [43] 1 fue originalmente desarrollada por van der Waals en 1894

1En las secciones 3.2, 3.3 y 3.4 se encontrará una descripción más detallada sobre la teoŕıa del gradiente; metodoloǵıa
usada para el cómputo de las propiedades interfaciales en fluidos puros y mezclas multicomponentes
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y posteriormente reformulada por Cahn y Hilliard. En su enfoque, Cahn y Hilliard desarrollaron una

teoŕıa que describe una evolución de la densidad de enerǵıa de Helmholtz a través de la interfase, a

partir de la cual se pueden calcular los perfiles de concentración, espesor interfacial y tensión interfacial.

En esta teoŕıa, la densidad de enerǵıa de Helmholtz para la interfase fluida es descrita por la suma de

dos contribuciones. La primera parte toma en cuenta la densidad de enerǵıa de Helmholtz en un medio

hipotéticamente homogéneo, mientras que la segunda parte representa la contribución inhomogénea

de la enerǵıa de Helmholtz, mediante el producto entre gradientes de concentración y parámetros

caracteŕısticos. Estos parámetros son usualmente denominados como parámetros de influencia, debido

a que sus valores gobiernan la estabilidad de las interfases. Para describir la enerǵıa de Helmholtz

es necesario utilizar una ecuación de estado que esté capacitada para representar simultáneamente

las fases homogéneas y la interfase. Por esta razón, este enfoque ha sido utilizado por diferentes

autores, quienes han empleado diferentes ecuaciones con el fin de modelar lo mejor posible la enerǵıa

de Helmholtz del sistema. Es relevante mencionar que DGT es un caso particular del enfoque DFT

cuando las correlaciones son despreciadas en el término atractivo [67]. La ventaja de DGT por sobre

DFT es que se puede usar un modelo EOS para predecir tanto el comportamiento homogéneo como

inhomogéneo de mezclas fluidas.

Por último, el enfoque del test de áreas [26] es una técnica que puede ser implementada en métodos

de simulación como Monte Carlo (MC) o Dinámica Molecular (MD) con el fin de realizar el cómputo

de la tensión interfacial. Esta metodoloǵıa consiste en expresar la tensión interfacial como la razón

entre el cambio de enerǵıa libre de Gibbs y el cambio de área interfacial en dos condiciones dadas.

El cambio en la enerǵıa libre de Gibbs se evalúa a partir de pruebas de perturbación en el área del

sistema dentro de una sola simulación. La prueba de estado se utiliza para evaluar la perturbación

de enerǵıa libre pero se hace de tal forma de no afectar las propiedades de referencia del sistema de

interés.

3.2. Comportamiento interfacial

La teoŕıa del gradiente fue primero propuesta por van der Waals (1894) y desarrollada por Cahn y

Hilliard [8] en 1958. Posteriormente ha sido generalizada y modificada por diferentes autores; Bongiorno

et al. [6], Davis y Scriven [18, 19], McCoy y Davis [40], Carey et al. [9, 10, 11], etc. El enfoque de van

der Waals consiste en una descripción del comportamiento inhomogéneo de los fluidos a través de un

modelo continuo de fluidos hipotéticamente homogéneos. Su teoŕıa permite describir tanto el equilibrio

de fases como la zona interfacial a partir de una expresión de la enerǵıa de Helmholtz, debido a esto, se

requiere de un modelo EOS que esté capacitado para representar simultáneamente tanto el equilibrio

de fases como la interfase.

En las subsecciones 3.2.1 y 3.2.2, se presenta en detalle la descripción de la teoŕıa del gradiente

cuadrado de van der Waals (GT) para sistemas bifásicos y trifásicos.

3.2.1. Sistemas bifásicos

La teoŕıa del gradiente plantea que en un colectivo NVT, es decir, número de part́ıculas (N), volu-

men (V) y temperatura (T) constantes, la enerǵıa de Helmholtz se puede describir matemáticamente

como la integral en todo el volumen de la densidad de enerǵıa de Helmholtz, tal como se presenta en

la siguiente expresión:

A(ρ) =

∫
V
a[r, ρ] dV (3.4)
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En la expresión (3.4), r representa la posición en la región interfacial y ρ corresponde al vector densidad,

ρ = [ρ1, ρ2, ρ3, ... ρnc ], donde nc denota el número de componentes.

La densidad de enerǵıa de Helmholtz a[r, ρ] puede ser descrita como una función de la densidad y

sus derivadas. En la teoŕıa, la densidad y sus derivadas son tratadas como variables independientes [8].

Considerando sólo los términos de segundo orden en el gradiente, a[r, ρ] queda expresada de manera

aproximada como una función a[r, (ρ, ∇ρ,∇2ρ)]. De esta forma, la expansión en serie de Taylor de

a[r, ρ] en torno al estado homogéneo (∇ρ = ∇2ρ = 0) logra expresar la densidad de enerǵıa de

Helmholtz como [8]:

a[r, (ρ, ∇ρ,∇2ρ)] = a0(ρ) +
1

2

nc∑
i=1

Ai(∇2ρi) +
1

2

nc∑
i,j=1

Bij(∇ρi · ∇ρj) (3.5)

donde a0(ρ) representa la densidad de enerǵıa de Helmholtz de un fluido hipotéticamente homogéneo

de concentración uniforme, y Ai, Bij son los parámetros obtenidos a partir de la expansión en serie

de Taylor.

Definiendo el parámetro cij = cji = Bij − ∂Ai/∂ρj , (3.5) se convierte en:

a[r, (ρ, ∇ρ,∇2ρ)] = a0(ρ) +
1

2

nc∑
i,j=1

cij(∇ρi · ∇ρj) (3.6)

donde cij se denomina parámetro de influencia. Este parámetro representa la cantidad de enerǵıa

adicional requerida debido a la inhomogenidad del fluido, y es dependiente de las variables densidad

y temperatura.

Reemplazando (3.6) en (3.4), se tiene la siguiente expresión para la enerǵıa de Helmholtz:

A(ρ) =

∫
V

a0(ρ) +
1

2

nc∑
i,j=1

cij(∇ρi · ∇ρj)

 dV (3.7)

Para determinar el comportamiento de la densidad en la región interfacial, ρ(r), es necesario

introducir el concepto del gran potencial termodinámico, que se denota por Ω, y se define de acuerdo

a la siguiente expresión matemática [11]:

Ω(ρ) = a0(ρ)−
nc∑
i=1

ρiµ
0
i (T 0, V 0, ρ0

i ) (3.8)

donde el supeŕındice 0 representa que la propiedad está evaluada en una condición de equilibrio.

La densidad de enerǵıa de Helmholtz homogénea en términos de la concentración, se puede deter-

minar mediante la expresión [75]:

a0 = RTρ

[∫ ρ

0

(
P

RTρ2
− 1

ρ

)
dρ+ ln

(
RT

P ref

)
+

1

ρ

nc∑
i=1

ρi ln ρi

]
(3.9)

donde P ref es una presión de referencia elegida arbitrariamente. En este trabajo, P ref = 1 bar.

Por otro lado, el potencial qúımico se define matemáticamente como la derivada de la densidad

de enerǵıa de Helmholtz en un medio hipotéticamente homogéneo con respecto a la densidad [71], es
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decir:

µi =

(
∂a0

∂ρi

)
T,V,nj

(3.10)

El gran potencial termodinámico se caracteriza por estar sujeto a condiciones de equilibrio y

estabilidad, las cuales están dadas por [19]:

∆Ω = Ω + P 0 = 0 Equilibrio mecánico (3.11)(
∂∆Ω

∂ρi

)
T 0,V 0,ρ0

j 6=i

= µi − µ0
i = 0 Equilibrio qúımico (3.12)(

∂2∆Ω

∂ρ2
i

)
T 0,V 0,ρ0

j 6=i

> 0 Condición de estabilidad (3.13)

La distribución de la densidad en la zona interfacial que satisface las condiciones (3.11), (3.12) y

(3.13), debe ser solución de la ecuación de Euler - Lagrange [8]:

nc∑
j=1

∇ · (cij ∇ρj)−
1

2

nc∑
j,k=1

∂ckj
∂ρi

∇ρk · ∇ρj =
∂Ω

∂ρi
; i, j, k = 1, ..., nc (3.14)

Las condiciones de contorno de la ecuación (3.14) son los valores de las densidades homogéneas

en las fronteras. La ecuación (3.14) define un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs),

o dicho de otra forma, un problema de valor de contorno no lineal, que permite determinar ρ(r), y

puede ser aplicado a interfases planas, gotas esféricas, peĺıculas delgadas, entre otros.

En esta tesis se consideró que la interfase es plana. Aśı, la posición r se transforma en z, que

representa la coordenada perpendicular a la interfase. Además, el operador ∇ se convierte en d/dz.

Adicionalmente al supuesto anterior, se consideró que el parámetro de influencia es independiente

de la densidad, en otras palabras, sólo es función de la temperatura, escrito matemáticamente como

cij(ρ, T ) ' cij(T ). Se usó este supuesto debido a que ha sido realizado por diferentes autores como

McCoy y Davis [40], Carey et al. [9, 10, 11], Miqueu et al. [50], por nombrar algunos.

Con los supuestos anteriores, la ecuacion (3.14) se transforma en:

nc∑
j=1

cij
d2ρj
dz2

=
∂Ω(ρ)

∂ρi
; i, j = 1, ..., nc (3.15)

Las condiciones de contorno de la ecuación (3.15) son:

ρi|z=−∞ = ραi , ρi|z=∞ = ρβi (3.16)

donde α y β simbolizan las fases homogéneas.

La ecuación (3.15) puede ser reescrita en función del potencial qúımico. De la relación (3.8) se

tiene:
∂Ω

∂ρi
= µi(ρ)− µ0

i = ∆µi(ρ) (3.17)

Sustituyendo (3.17) en (3.15):

nc∑
j=1

cij
d2ρj
dz2

= ∆µi(ρ) ; i, j = 1, ..., nc (3.18)
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La ecuación anterior define un sistema de nc ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) de segundo

orden y no lineales.

Resumiendo, tanto la ecuación (3.15) o (3.18) tiene sentido aplicarlas en sistemas con interfases

planas, y donde la concentración sea despreciable en el parámetro de influencia.

Una vez obtenidos los perfiles de concentración en la región interfacial, es posible aplicar la expre-

sión de Bongiorno et al. [6] para calcular la tensión interfacial:

σ =

∫ ∞
−∞

nc∑
i,j=1

cij
dρi
dz

dρj
dz

dz (3.19)

Otra forma de obtener los perfiles de concentración y realizar el cómputo de la tensión interfacial,

consiste en efectuar una transformación de las coordenadas, es decir, en vez de trabajar con ρi − z,
se puede usar ρi − ρj , evitando aśı los ĺımites infinitos de las condiciones de contorno (3.16). En esta

transformación se requiere definir una componente del vector ρ como la variable independiente, que

se denota por ρs, y debe tener la caracteŕıstica de ser monótona definida.

En el año 1979, Carey [9] realizó la transformación matemática del sistema de ecuaciones diferen-

ciales parciales (3.15) en un sistema de nc − 1 ODEs, el cual está dado por: nc∑
i,j=1

cij
dρi
dρs

dρj
dρs

[Hs
dρk
dρs
−Hk

]
+ 2 ∆Ω det(C)

(
d2ρk
dρ2

s

)
= 0 ; k = 1, ..., s, ..., nc (3.20)

donde Hk es el componente k del vector H.

El vector H está dado por:

H(ρ) = det(C) · C−1 · ∇Tρ ∆Ω (3.21)

, C es la matriz de parámetros de influencia que se define como:
c11 · · · c1nc
...

. . .
...

cnc1 · · · cncnc

 (3.22)

y ∇ρ es el operador vectorial:

∇ρ =

[
∂

∂ρ1
, ...,

∂

∂ρnc

]T
(3.23)

Las condiciones de contorno del sistema de nc − 1 ODEs dado por (3.20), se expresan como sigue:

ρk(ρ
α
s ) = ραk , ρk(ρ

β
s ) = ρβk (3.24)

Luego, de la solución de (3.20) se puede obtener el comportamiento ρk − ρs. Posteriormente, para

determinar la distribución de la concentración en el espacio se debe emplear la siguiente expresión:

z = zref +

∫ ρi(z)

ρrefi

√√√√ 1

2∆Ω

nc∑
k,j=1

ckj
dρk
dρi

dρj
dρi

dρi (3.25)

donde ρi = ρs. De esta forma, a partir de (3.25) es posible obtener el perfil de la concentración que es

monótona definida. Los otros perfiles pueden ser determinados mediante la aplicación de la regla de
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la cadena:
dz

dρk
=
dρs
dρk

dz

dρs
; k = 1, ..., s, ..., nc (3.26)

donde el primer y segundo término del miembro derecho de la expresión (3.26), se obtienen mediante

la aplicación de (3.20) y (3.25), respectivamente.

Una vez determinados los perfiles ρk−z, la tensión interfacial puede ser calculada con la expresión

(3.19). También es posible realizar el cómputo de la tensión interfacial a partir de la proyección

ρk − ρs. Los ĺımites de integración (−∞, ∞) de la expresión (3.19) pueden cambiarse por los valores

de las densidades homogéneas en las fronteras (ραi , ρβi ). Para realizar esta transformación, es necesario

modificar el diferencial dz por dρi. Usando la expresión (3.19) y cambiando los ĺımites de integración

se obtiene 2:

σ =

∫ ρβi

ραi

√√√√(2∆Ω)

nc∑
k,j=1

ckj
dρk
dρi

dρj
dρi

dρi (3.27)

La expresión (3.27), a diferencia de (3.19), está acotada por las densidades homogéneas. De esta

forma, se evitaŕıa el cálculo de una integral con contornos infinitos. En (3.27) la integración se realiza

en torno a la variable elegida como monótona definida, es decir, ρi = ρs.

Finalmente, se puede destacar que la ecuación de Euler - Lagrange (3.14) y la expresión para

determinar la tensión interfacial a partir de la distribución concentración - espacio (3.19), son fun-

damentales en la teoŕıa del gradiente. Además, es relevante mencionar que los resultados obtenidos

por la teoŕıa del gradiente están sujetos al modelo de EOS en el caso del componente puro, y a la

combinación de regla de mezclado y EOS, para el caso de las mezclas.

3.2.2. Sistemas trifásicos

En la subsección 3.2.1 se presentaron las ecuaciones fundamentales de GT para mezclas multi-

componentes bifásicas, donde las fases homogéneas estaban representadas por α y β. El objetivo de

esta subsección es describir las interfases en sistemas trifásicos, y posteriormente extender GT para

mezclas multicomponentes bifásicas a mezclas trifásicas.

De acuerdo a la definición de interfase descrita en la sección 3.1, toda interfase está acotada

por dos fases homogéneas en equilibrio. Para un sistema compuesto por nf fases homogéneas en

equilibrio, se puede demostrar que la cantidad total de interfases está dada por la expresión matemática

1/2(nf −1)nf , donde cada una de ellas estará caracterizada por las respectivas tensiones interfaciales.

Como en el caso de sistemas trifásicos, se tiene la coexistencia de tres fases homogéneas en equilibrio,

α, β y γ, entonces se tendrán tres interfases, y sus tensiones serán denotadas por σαβ, σαγ y σβγ .

Un sistema trifásico compuesto por las fases homogéneas α, β y γ, puede ser representado mediante

una ĺınea de contacto trifásico o ĺınea de tensión, que corresponde a la zona de contacto formada por

la intersección de las tres interfases, como se puede apreciar en la figura 3.2.

La figura 3.2 ilustra de manera esquemática, la ubicación de las fases a lo largo de la ĺınea de

tensión, dando origen a los ángulos dihedros: θα, θβ y θγ , que en conjunto conforman una circunferencia

alrededor de la ĺınea de tensión, entonces se puede establecer que θα + θβ + θγ = 2π. Los ángulos

anteriores también se denominan ángulos de contacto, debido a las intersecciones entre las fases α−β,

α− γ y β − γ.

La configuración trifásica descrita anteriormente se puede alcanzar cuando se logra una condición

de equilibrio mecánico, es decir, la fuerza neta que actúa en cualquier elemento de esta ĺınea trifásica

2Para la deducción detallada se puede revisar [31].
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(a) Ĺınea de tensión trifásica. (b) Sección transversal de (a).

Figura 3.2: Representación de interfases en sistemas trifásicos. α, β, γ fases homogéneas, θi ángulos
de contacto. Fuente: [68].

es nula. Para alcanzar esta condición de equilibrio, las tensiones de las tres interfases en conjunto con

los ángulos de contacto, deben satisfacer el siguiente balance de fuerzas que actúan en la ĺınea de

tensión [42]:

σαβ + σβγ cos θβ + σαγ cos θα = 0

σαβ cos θβ + σβγ + σαγ cos θγ = 0 (3.28)

σαβ cos θα + σβγ cos θγ + σαγ = 0

Adicional al sistema de ecuaciones (3.28), se tiene la ecuación dada por la suma de los ángulos de

contacto. De esta forma, sólo dos de estas ecuaciones son independientes y su solución será no trivial

si se garantiza que el determinante de la matriz de coeficientes del sistema (3.28) sea nulo.

Debido a que se tiene una mayor cantidad de incógnitas (6) que de ecuaciones (4), sólo es posible

establecer relaciones entre las variables ángulo de contacto y tensiones de las interfases. Estas relaciones

se pueden generalizar como [42]:

σαβ
σβγ

=
sin θγ
sin θα

, cos θβ =
σ2
αγ − σ2

αβ − σ2
βγ

2σαβσβγ
(3.29)

donde las otras relaciones están dadas por la permutación de α, β y γ en la expresión (3.29).

A partir del sistema de ecuaciones (3.28), es posible establecer algunos casos particulares que serán

descritos a continuación:

1. Triángulo y desigualdades de Neumann [55]:

Neumann estableció que las tensiones de las tres interfases y el suplemento de los ángulos de

contacto, estaban relacionados mediante un triángulo como el ilustrado en la figura 3.3.

Basado en este triángulo, Neumann propuso modificar las condiciones de equilibrio (3.28) por

las siguientes inecuaciones:

σαβ < σαγ + σβγ

σαγ < σαβ + σβγ (3.30)

σβγ < σαβ + σαγ

Las inecuaciones anteriores se pueden generalizar como σij < σik +σjk, y la interpretación f́ısica

31



Figura 3.3: Triángulo de Neumann. α, β, γ fases homogéneas, θi ángulos de contacto, σij tensiones
interfaciales. Fuente: [42].

de esta condición es que la fase homogénea k está en contacto parcial o moja parcialmente la

interfase conformada por las fases homogéneas i y j. Esta observación se ilustra en la figura 3.4.

Figura 3.4: Régimen de mojabilidad parcial. Fuente: [42].

De la figura anterior se aprecia que la fase β moja parcialmente la interfase α− γ.

2. Igualdades de Antonow [3]:

En este caso se tiene una fase homogénea k que forma una peĺıcula delgada entre la interfase

i− j. Matemáticamente, esta condición está descrita por las ecuaciones (3.28) y además porque

los ángulos de contacto están dados por: θα = θβ = π y θγ = 0. Usando estos valores en las

ecuaciones (3.28), se tiene que las igualdades de Antonow están dadas por:

σαβ = σαγ + σβγ

σαγ = σαβ + σβγ (3.31)

σβγ = σαβ + σαγ

Las relaciones (3.31) se pueden generalizar como σij = σik + σjk, y su interpretación f́ısica es

que la fase k está en contacto total o moja totalmente la interfase conformada por las fases i

y j, como puede ser apreciado en la figura 3.5. En esta figura se observa que la fase γ moja

completamente la interfase α− β.

Figura 3.5: Régimen de mojabilidad total. Fuente: [42].
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3. Afinidad de fases y transición de mojabilidad [61]:

La afinidad de las fases presentes en el equilibrio se puede evaluar directamente a partir de la

comparación entre las tensiones que la mezcla presenta por pares de fases. Esta afinidad se mide

mediante el coeficiente de esparcimiento (ψ), y por ejemplo, la afinidad de la fase homogénea k

con respecto a la interfase conformada por otras dos fases homogéneas (i y j), está dada por:

ψk = σij − (σik + σjk)

Dependiendo del valor del coeficiente de esparcimiento se puede determinar si una fase no es

af́ın (ψ > 0) o si es parcial (ψ < 0) o totalmente (ψ = 0) af́ın con la interfase que la rodea. En

otras palabras 3, cuando ψ < 0 se tiene el caso en que la fase homogénea k moja parcialmente

la interfase i− j, y ψ = 0 representa el caso en que la fase k moja totalmente la interfase i− j.

Debido a que σij depende de las condiciones del equilibrio de fases, la afinidad entre fases

variará al modificar las condiciones termodinámicas del equilibrio de fases. En la figura 3.6 se

ilustra la evolución de la afinidad a lo largo de una ĺınea heteroazeotrópica conformada por las

fases α, β y γ.

















  

  

  

0

P

T

E



wp

CEP

Figura 3.6: Transición de mojabilidad a lo largo de una ĺınea trifásica. α, β, γ fases homogéneas, (—–)
ĺınea heteroazeotrópica (αβγE), (◦) punto transicional de mojabilidad (wp), (•) punto cŕıtico terminal
(CEP). Fuente: Elaboración propia.

En la figura anterior se observa que al variar T y P , el coeficiente de esparcimiento cambia de

ψ < 0 a ψ = 0. El lugar donde ocurre esta transición se conoce como punto transicional de

mojabilidad y se denota por wp.

En términos de la tensión, wp es el punto donde σαβ < σαγ + σβγ pasa a σαβ = σαγ + σβγ . Una

vez alcanzado wp el espesor de la fase γ comienza a reducirse a medida que el sistema trifásico

se aproxima al punto cŕıtico terminal (CEP). En este punto, la fase γ se vuelve cŕıtica e idéntica

a la fase β lo que implica que σβγ = σββ = 0.

3El caso en que ψ > 0 es f́ısicamente imposible, debido a que la fase k no está en equilibrio.
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Es relevante destacar que a lo largo de la ĺınea trifásica, las concentraciones de las fases ho-

mogéneas α, β y γ son generalmente distintas (ρα 6= ρβ 6= ργ), lo que implica que las tensiones

entre las fases sean diferentes (σαβ 6= σαγ 6= σβγ). Pero en las cercańıas de un punto CEP, como

el ilustrado en la figura 3.6, ρα 6= ρβ ≈ ργ lo que conduce a σαβ ≈ σαγ y σβγ → 0. Finalmente es

importante mencionar que no necesariamente todas las ĺıneas heteroazeotrópicas presentan wp,

debido a que en algunas situaciones las fases α, β y γ presentan un comportamiento parcialmente

af́ın durante toda la evolución del equilibrio trifásico.

Hasta ahora no se han presentado las expresiones necesarias para el cómputo de las tres tensiones,

σαβ, σαγ y σβγ . Por esta razón, a continuación se describirá la metodoloǵıa de extensión de GT para

mezclas bifásicas a mezclas trifásicas.

Es posible establecer que la extensión de GT a sistemas polifásicos en general, consiste en aplicar

1/2(nf − 1)nf veces las expresiones de GT válidas para sistemas bifásicos. En el caso de un sistema

trifásico conformado por las fases homogéneas α, β y γ, y usando (3.20), los sistemas de nc− 1 ODEs

a resolver en cada interfase están dados por:

Interfase α− β: nc∑
i,j=1

cij
dρi
dρs

dρj
dρs

[Hs
dρk
dρs
−Hk

]
+ 2 ∆Ω det(C)

(
d2ρk
dρ2

s

)
= 0 ; k = 1, ..., s, ..., nc (3.32)

sujeto a las condiciones de frontera:

ρk(ρ
α
s ) = ραk , ρk(ρ

β
s ) = ρβk

Interfase α− γ: nc∑
i,j=1

cij
dρi
dρs

dρj
dρs

[Hs
dρk
dρs
−Hk

]
+ 2 ∆Ω det(C)

(
d2ρk
dρ2

s

)
= 0 ; k = 1, ..., s, ..., nc (3.33)

sujeto a las condiciones de frontera:

ρk(ρ
α
s ) = ραk , ρk(ρ

γ
s ) = ργk

Interfase β − γ: nc∑
i,j=1

cij
dρi
dρs

dρj
dρs

[Hs
dρk
dρs
−Hk

]
+ 2 ∆Ω det(C)

(
d2ρk
dρ2

s

)
= 0 ; k = 1, ..., s, ..., nc (3.34)

sujeto a las condiciones de frontera:

ρk(ρ
β
s ) = ρβk , ρk(ρ

γ
s ) = ργk

A partir de la solución de (3.32), (3.33) y (3.34), es posible obtener los perfiles concentración -

concentración, es decir, ρk−ρs en cada una de las tres interfases. Luego, mediante la aplicación de las

expresiones (3.25) y (3.26) se pueden determinar los perfiles de concentración en la región interfacial

de las interfases α− β, α− γ y β − γ.
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Finalmente, el cómputo de las tensiones interfaciales se puede llevar a cabo mediante la expresión

(3.27) aplicada a cada interfase, escrito matemáticamente como:

Interfase α− β:

σ =

∫ ρβi

ραi

√√√√(2∆Ω)

nc∑
k,j=1

ckj
dρk
dρi

dρj
dρi

dρi (3.35)

Interfase α− γ:

σ =

∫ ργi

ραi

√√√√(2∆Ω)

nc∑
k,j=1

ckj
dρk
dρi

dρj
dρi

dρi (3.36)

Interfase β − γ:

σ =

∫ ργi

ρβi

√√√√(2∆Ω)

nc∑
k,j=1

ckj
dρk
dρi

dρj
dρi

dρi (3.37)

donde ρi = ρs para cada una de las interfases.

3.3. Proyecciones del comportamiento interfacial

El objetivo de esta sección es ilustrar gráficamente las distintas proyecciones del comportamiento

interfacial, como resultado de la aplicación de las ecuaciones de la sección 3.2. Se analizarán las

proyecciones en mezclas binarias bifásicas y trifásicas, en el último caso, se describirá el equilibrio

heteroazeotrópico o VLLE.

3.3.1. Sistemas bifásicos

1. Proyección concentración componente 1 - concentración componente 2

En esta proyección se puede ilustrar la variación de la densidad de un componente respecto al

otro, dando origen a diferentes posibilidades: ambas variables (ρ1 y ρ2) pueden estar definidas de

manera monótona; tal condición implicaŕıa la no existencia de puntos estacionarios, también se puede

dar el caso en que una variable presente un comportamiento monótono; si es aśı, la otra variable

presentaŕıa un punto estacionario, y finalmente está el caso en que las dos variables no presenten un

comportamiento monótono en todo el dominio; esta condición no es tan común, y es caracteŕıstica de

sistemas que presentan al menos dos puntos estacionarios (uno en cada variable) o múltiples puntos

estacionarios (en ambas variables). Los diferentes casos descritos anteriormente pueden ser apreciados

en la figura 3.7.

De la figura 3.7 (a) se observa que ambas densidades están definidas de manera monótona en todo

su dominio.

En la parte (b) de la figura 3.7 se aprecia que la componente 2 presenta un comportamiento

monótono de su densidad, a diferencia de la componente 1 que pierde la monoticidad debido a la

presencia del punto estacionario.

En la figura 3.7 (c) se observa que la monotońıa para ambas densidades se pierde en todo el dominio,

lo cual es debido a la presencia de múltiples puntos estacionarios, condición que no es habitual pero

que podŕıa suceder en ciertos sistemas.

Finalmente, se puede destacar de esta figura que los puntos estacionarios en el componente 1

satisfacen la relación dρ1/dρ2 = 0, en cambio la presencia de puntos estacionarios en el componente 2
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se puede describir por la expresión matemática dρ1/dρ2 =∞.

○○

ρ1

ρ2

○○

(a) Sin puntos estacionarios.

ρ1

ρ2

○○

●●

○○

SP1

(b) Un punto estacionario.

○○

ρ1

ρ2

●●

●●

●●

○○

SP1

SP2

SP2

(c) Múltiples puntos estacionarios.

Figura 3.7: Proyección concentración componente 1 - concentración componente 2 en sistemas bifásicos.
( • ) puntos estacionarios en los componentes 1 y 2, ( ◦ ) fases homogéneas α y β. Fuente: Elaboración
propia.

2. Proyección concentración de los componentes - espacio

Además de la proyección concentración - concentración, la proyección concentración de los com-

ponentes - espacio permite mostrar de manera gráfica la presencia o ausencia de puntos estacionarios.

En la figura 3.8 se ilustran los diferentes casos de los perfiles de densidad en la región interfacial.

De la figura 3.8 (a) se aprecia un comportamiento monótono en ambas densidades, lo cual implica

ausencia de puntos estacionarios. Los perfiles tienen la forma de tangente hiperbólica, caracteŕısticos

de un perfil del componente puro.

En la figura 3.8 (b) sólo la densidad del componente 2 está definida de manera monótona, en

cambio la presencia de un punto estacionario en el otro componente provoca la pérdida de monotońıa.

El punto estacionario en el componente 1 puede ser descrito por la relación dρ1/dz = 0.

En la parte (c) de la figura 3.8 se aprecia que ambas densidades presentan un comportamiento no

monótono en sus densidades, debido a la presencia de puntos estacionarios en los componentes 1 y 2,

caracterizados matemáticamente por dρi/dz = 0, donde i denota el componente respectivo.

Finalmente, de la figura 3.8 se observa un comportamiento isotrópico en los ĺımites de la coordenada

z, es decir, dρ1/dz = dρ2/dz = 0.

En resumen, las proyecciones concentración - concentración y concentración - espacio, están re-

lacionadas en la descripción de puntos estacionarios que pueden presentar las densidades, como ya

se analizó, un punto estacionario de la densidad en la proyección concentración - concentración, es

también un punto estacionario en la proyección concentración - espacio. A partir de este análisis, se
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○○
○○

○○

○○

ρ1, ρ2

z

(a) Sin puntos estacionarios.

○○
○○

○○

ρ1, ρ2

z

○○
●
SP1

(b) Punto estacionario en el componente 1.

○○
○○

○○

ρ1, ρ2

z

●
SP1

○○

●

●
SP2

SP2

(c) Múltiples puntos estacionarios.

Figura 3.8: Proyección concentración de los componentes - espacio en sistemas bifásicos. (- - -) compo-
nente 1, (—–) componente 2, ( • ) puntos estacionarios en los componentes 1 y 2, ( ◦ ) fases homogéneas
α y β. Fuente: Elaboración propia.

puede hacer la generalización de que un punto estacionario corresponde a los lugares geométricos en

donde se cumplen las siguientes relaciones matemáticas:

dρi
dρj

= 0 ,
dρi
dz

= 0 (3.38)

donde los componentes son simbolizados por i y j.

Según Carey [9], el comportamiento de los puntos estacionarios que presentan las mezclas se deno-

mina actividad superficial y está gobernado por los parámetros de influencia de los componentes puros

mediante la relación cii/cjj . F́ısicamente, este comportamiento representa la acumulación de masa en

la región interfacial y se debe a la preferencia que tienen los componentes de estar en la interfase que

en el seno del fluido.

3. Proyección tensión interfacial - fracción molar en fase ĺıquida

Generalmente el comportamiento de la tensión interfacial de una mezcla en equilibrio ĺıquido -

vapor se describe para una condición isotérmica, aśı es posible analizar la dependencia de la tensión

interfacial de la mezcla con la fracción molar en fase ĺıquida o con respecto a la presión del equilibrio

de fases. Este comportamiento no es lineal y puede ser ilustrado en la figura 3.9.

En esta figura se aprecia la presencia de un punto estacionario en la proyección σ − x1. McLure

et al. [41] denominaron estos puntos estacionarios como puntos aneotrópicos, simbolizados por AnP.

Matemáticamente estos puntos cumplen con la condición: (∂σ/∂x1)T = 0, y f́ısicamente están relacio-

nados con la adsorción de Gibbs, ya que la presencia de estos puntos implica un cambio de signo en

dicha adsorción.
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σ

x1

●

▲

△
△

▲

AnP

0 1

Figura 3.9: Proyección tensión interfacial de la mezcla - fracción molar en fase ĺıquida para sistemas
en VLE. (—–) comportamiento normal de la tensión interfacial de la mezcla, (- - -) caso particular
con presencia de un punto aneotrópico (AnP), ( • ) punto aneotrópico, ( 4 ) tensión interfacial del
componente 1, ( N ) tensión interfacial del componente 2. Fuente: Elaboración propia.

La adsorción de Gibbs, denotada por Γi, se define como el cuociente entre la cantidad de moles

del componente i adsorbidos en la interfase, y el área superficial, dando origen a la siguiente expresión

[61]:

Γi =
nσi
As

(3.39)

donde nσi son los moles del componente i presentes en la interfase y As es el área interfacial.

4. Proyección tensión interfacial - presión del equilibrio de fases

Además de la proyección presentada en la figura 3.9, se puede ilustrar la variación de la tensión

interfacial con respecto a la presión del equilibrio de fases, tal como se muestra en la figura 3.10.

σ

●

AzP

AnP

AzP

P

Figura 3.10: Proyección tensión interfacial de la mezcla - presión del equilibrio de fases para sistemas
en VLE. (—–) sistema sin azeótropo, (- - -) sistema de azeótropo negativo, (– –) sistema de azeótropo
positivo, ( • ) punto aneotrópico (AnP), ( ◦ ) punto azeótropico (AzP). Fuente: Elaboración propia.

Esta proyección presenta la ventaja de presentar simultáneamente el comportamiento de la interfase

y del equilibrio de fases. De manera similar a la proyección ilustrada en la figura 3.9 se observa la

presencia de puntos aneotrópicos (AnP). Adicionalmente, en esta proyección se puede apreciar el
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punto azeotrópico (AzP) resultante del equilibrio de fases que cumple con las siguientes relaciones

matemáticas:
∂P

∂x1

∣∣∣
T

= 0⇐⇒ ∂σ

∂P

∣∣∣
T

=∞

3.3.2. Sistemas trifásicos

En esta subsección se ilustrarán las proyecciones del comportamiento interfacial para un sistema

trifásico compuesto por dos fases ĺıquidas y una fase vapor.

1. Proyección concentración componente 1 - concentración componente 2

En la figura 3.11 se aprecia que la variación de la densidad del componente 1 con respecto a la

densidad del componente 2 en V-Lα, corresponde a la suma entre el comportamiento obtenido en V-Lβ

y Lα-Lβ. Además, de la figura se observa que la concentración del componente 2 es monótona en todo

su dominio, mientras que el componente 1 presenta adsorción en la región V-Lβ.

ρ1

ρ2

SP1
●

Figura 3.11: Proyección concentración componente 1 - concentración componente 2 en el punto he-
teroazeotrópico (V-Lα). (—–) V-Lβ, (—–) Lα-Lβ, ( • ) punto estacionario en el componente 1, ( ◦ )
fases homogéneas. Fuente: Elaboración propia.

2. Proyección concentración de los componentes - espacio

En la figura 3.12 se ilustran los perfiles de concentración de los componentes en la región interfacial.

El componente 1 se acumula en la región de la interfase V-Lβ, y presenta un comportamiento monótono

de su densidad en la interfase Lα-Lβ, mientras que la densidad del componente 2 no presenta afinidad

por acumularse en las interfases V-Lβ y Lα-Lβ. Las observaciones son análogas a las realizadas en el

análisis de la figura 3.11.

Es importante mencionar que los puntos estacionarios presentes en las proyecciones 3.11 y 3.12

satisfacen las mismas relaciones matemáticas descritas en la subsección 3.3.1.

Respecto a las proyecciones de la tensión interfacial para sistemas en VLLE, generalmente se ilustra

la variación de la tensión con respecto a la fracción molar de la fase ĺıquida, o versus la presión del

equilibrio de fases. Estos casos podrán ser apreciados en los ı́tem 3. y 4.

3. Proyección tensión interfacial - fracción molar de la fase ĺıquida

En la figura 3.13 se observan las tres interfases del sistema trifásico y sus respectivas tensiones. En

este caso se aprecia que el componente 2 es el mayor predominante de la tensión de la interfase V-Lα,

a diferencia del componente 1, quien controla en mayor proporción la tensión de la interfase V-Lβ.

39



Además, se aprecia que la tensión de la interfase Lα-Lβ está formada por dos ramas, que corresponden a

las ramas del equilibrio ĺıquido - ĺıquido. Por último, se puede apreciar que las tensiones de las interfases

V-Lα y V-Lβ están relacionadas con la rama de la izquierda y derecha del Lα-Lβ, respectivamente,

debido a las composiciones ĺıquidas del punto heteroazeotrópico (xα1 y xβ1 ).

ρ1, ρ2

z

SP1●

Figura 3.12: Proyección concentración de los componentes - espacio en el punto heteroazeotrópico
(V-Lα). (- - - , —–) concentración componente 1 y 2 en V-Lβ, (- - - , —–) concentración componente 1
y 2 en Lα-Lβ, ( • ) punto estacionario en el componente 1, ( ◦ ) fases homogéneas. Fuente: Elaboración
propia.

▲

△

0 1

● ●

●●

x1
α

x1
β

x1

σ

Figura 3.13: Proyección tensión interfacial - fracción molar de la fase ĺıquida para sistemas en VLLE.
(—–) tensión interfase V-Lα, (—–) tensión interfase V-Lβ, (—–) tensión interfase Lα-Lβ, ( • ) compo-
siciones de heteroazeotroṕıa, ( 4 ) tensión interfacial del componente 1, ( N ) tensión interfacial del
componente 2. Fuente: Elaboración propia.

4. Proyección tensión interfacial - presión del equilibrio de fases

Además de la proyección anterior, también se puede ilustrar la dependencia de las tensiones inter-

faciales con respecto a la presión del equilibrio de fases, tal como se ilustra en la figura 3.14. De esta

figura se deduce que la tensión de la interfase V-Lα decrece con el aumento de la presión, en cambio, a

medida que aumenta la presión, la tensión de la interfase V-Lβ también se ve aumentada, y la tensión

de la interfase Lα-Lβ permanece aproximadamente constante. Finalmente, de la figura 3.14 se observa
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que las tres tensiones tienen en común un mismo punto, que corresponde a la condición de presión

trifásica o heteroazeotrópica (P ∗).

σ

P

●

●

●

P
*

Figura 3.14: Proyección tensión interfacial - presión del equilibrio de fases para sistemas en VLLE.
(—–) tensión interfase V-Lα, (—–) tensión interfase V-Lβ, (—–) tensión interfase Lα-Lβ, ( • ) presión
de heteroazeotroṕıa. Fuente: Elaboración propia.

5. Proyección tensión interfacial - temperatura del punto heteroazeotrópico 4

En la sección 3.3.2 se describió que según la condición heteroazeotrópica del equilibrio de fases, los

valores de las tres tensiones afectan directamente en la afinidad de una fase homogénea con respecto a

la interfase conformada por las fases homogéneas restantes. El comportamiento de estas tres tensiones

a lo largo de la ĺınea trifásica se puede apreciar a partir de una proyección que ilustre la variación de

la tensión interfacial con respecto a la temperatura o presión del punto heteroazeotrópico. En la figura

3.15 se aprecia la proyección de la tensión interfacial versus la temperatura heteroazeotrópica.

σ

T●

TW

TCEP

●

Figura 3.15: Proyección tensión interfacial - temperatura del punto heteroazeotrópico para sistemas en
VLLE. (—–) σLα−Lβ , (—–) σV−Lβ , (—–) σV−Lα , (- - -) σV−Lβ +σLα−Lβ , (◦) transición de mojabilidad,
(•) punto cŕıtico terminal. Fuente: Elaboración propia.

4La proyección presentada en la figura 3.15 corresponde al caso 3 (transición de segundo orden) de la clasificación
propuesta por Costas et al. [15]. Una descripción de los tipos de transición de mojabilidad también puede ser revisada
en la publicación de Mej́ıa y Vega [47].
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De la figura 3.15 se observa que a medida que T y P aumentan, ρLα ≈ ρLβ lo que implica

que σV−Lα ≈ σV−Lβ y σLα−Lβ → 0. Cuando el sistema alcanza la temperatura CEP (TCEP) se

tendrá que ρLα = ρLβ lo que conduce σV−Lα = σV−Lβ y σLα−Lβ = 0. También se aprecia que

el sistema experimenta una transición de mojabilidad en la temperatura TW, donde se cumple la

igualdad σV−Lα = σV−Lβ + σLα−Lβ .

3.4. Aplicación de GT

3.4.1. Fluido puro

En el caso de un componente puro 5, el sistema de nc ODEs (3.18) se transforma en una ODE de

segundo orden:

c
d2ρ

dz2
= ∆µ(ρ) (3.40)

donde c representa el parámetro de influencia del compuesto puro.

La ODE está sujeta a las siguientes condiciones de contorno:

ρ|z=−∞ = ρα , ρ|z=∞ = ρβ

A partir de la solución de la ODE (3.40) se puede determinar el perfil de la concentración en la

región interfacial. De manera complementaria, y además, para evitar la solución de una ODE con

contornos infinitos, la concentración interfacial puede ser obtenida mediante la siguiente expresión:

z = zref +

√
c

2

∫ ρ(z)

ρref

1√
Ω(ρ) + P 0

dρ (3.41)

donde P 0 es la presión resultante del equilibrio de fases y Ω corresponde al gran potencial termo-

dinámico asociado al componente puro.

Por otro lado, el cómputo de la tensión interfacial se puede llevar a cabo mediante una integración

con ĺımites infinitos, es decir, usando la expresión:

σ = c

∫ ∞
−∞

(
dρ

dz

)2

dz (3.42)

o de manera análoga, el cálculo se puede realizar en torno a una integral con ĺımites finitos aplicando

la siguiente expresión:

σ =
√

2

∫ ρβ

ρα

√
c[Ω(ρ) + P 0] dρ (3.43)

Las expresiones anteriores dependen de propiedades del equilibrio de fases, y además del parámetro

c, que hasta ahora solo ha sido descrito como el parámetro de influencia del compuesto puro. De

manera independiente, Bongiorno et al. [6] y Yang et al. [79] definieron el parámetro de influencia del

componente puro por la siguiente expresión:

c(ρ, T ) =
kBT

6

∫
s2C0(s; ρ) d3s (3.44)

5El desarrollo de la obtención de las expresiones (3.40), (3.41), (3.42) y (3.43) puede ser revisado en [31].
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donde kB representa la constante de Boltzmann y C0(s; ρ) es la función de correlación directa del

fluido homogéneo de densidad ρ.

Debido a que la funcionalidad de C0(s; ρ) no está disponible para la mayoŕıa de los sistemas de un

interés práctico, muchos autores se han dedicado a determinar expresiones más sencillas que (3.44), con

el objetivo de calcular de una forma más simple el parámetro de influencia. De acuerdo a los trabajos

de McCoy y Davis [40] y Carey [9], entre otros, el parámetro de influencia depende débilmente de la

densidad. Bajo esta consideración, se puede suponer que el parámetro c es función de la temperatura

o simplemente constante.

En la literatura se pueden encontrar diferentes correlaciones del parámetro de influencia, válidas

para una sustancia pura espećıfica o un grupo de compuestos similares en un rango de temperatu-

ras. En [31] se puede revisar en detalle algunas correlaciones del parámetro de influencia usadas en

la literatura, y que han sido obtenidas mediante la combinación de GT y PR-EOS. Para obtener

mejores resultados en el comportamiento interfacial de las mezclas multicomponentes, en esta tesis

el parámetro de influencia de los componentes puros fue ajustado mediante información de tensión

interfacial experimental a la temperatura especificada, y en el caso de que el sistema estuviese a una

condición isobárica, se ajustó el parámetro de influencia en un rango de temperaturas, obteniéndose

una correlación dependiente linealmente de la temperatura.

3.4.2. Mezclas binarias

En el caso de mezclas binarias, el parámetro de influencia cruzado se simboliza por cij con i 6= j.

Bongiorno et al. [6] y Yan et al. [79] definieron el parámetro de influencia cruzado como:

cij(ρ, T ) =
kBT

6

∫
s2Cij0 (s; ρ) d3s (3.45)

donde i, j simbolizan las especies homogéneas que actúan de a pares y Cij0 (s; ρ) es la función de

correlación directa entre un par de part́ıculas de tipo i y j.

De igual forma que en el caso del componente puro, las expresiones para la función de correlación

directa Cij0 sólo están disponibles para una minoŕıa de sistemas. Por esta razón, para facilitar el cálculo

del parámetro de influencia cruzado, varios autores hacen uso de la relación propuesta por Carey [9];

quien define el parámetro de influencia cruzado de manera análoga a la definición del parámetro

cohesivo cruzado de la regla cuadrática, es decir, expresa el parámetro de influencia cruzado como

el producto entre un factor positivo y la media geométrica de los parámetros de influencia de los

componentes puros, que matemáticamente se define como:

cij = (1− βij)
√
ciicjj (3.46)

donde βij representa el parámetro simétrico 6, cii y cjj son los parámetros de influencia de los com-

ponentes puros i y j, respectivamente.

El parámetro de influencia cruzado definido por la expresión (3.46) es sensible a los valores de

los parámetros de influencia de los puros, pero aún más al valor del parámetro simétrico. Carey [9],

Cornelisse [12], Davis y Scriven [19], por nombrar algunos, recomiendan usar un valor de βij en el

intervalo [0, 1[; estos valores garantizan la estabilidad del sistema mediante el determinante de la

matriz de parámetros de influencia, el cual debe ser positivo, simbólicamente escrito como det(C) > 0.

6Puede ser obtenido por ajuste de información experimental de tensión interfacial.
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En las expresiones que se presentarán posteriormente se deben considerar las siguientes observa-

ciones:

Para un sistema binario, el parámetro de influencia cruzado adopta la forma:

c12 = c21 = (1− β12)
√
c11c22 (3.47)

La componente 2 será la variable monótona definida, es decir, k = 1 y s = 2.

Según el valor que adopte el parámetro simétrico, se tienen dos caminos de solución para la deter-

minación de los perfiles de concentración en la región interfacial.

Caso 1: β12 = 0 7

Para una mezcla binaria, usando GT como un enfoque predictivo, es decir, un valor nulo para el

parámetro simétrico, las variables concentración de los componentes están relacionadas por una ecua-

ción no lineal dependiente de los parámetros de influencia de los puros y de los potenciales qúımicos,

y está dada por:

√
c22∆µ1(ρ1, ρ2)−

√
c11∆µ2(ρ1, ρ2) = 0 (3.48)

De la solución numérica de la ecuación no lineal (3.48), se puede obtener el perfil ρ1 − ρ2. Luego,

el perfil de densidad ρ2 en la región interfacial puede ser calculado con la expresión:

z = zref +

∫ ρ2(z)

ρref2

√√√√ 1

2∆Ω

[
c11

(
dρ1

dρ2

)2

+ 2c12
dρ1

dρ2
+ c22

]
dρ2 (3.49)

y el perfil de concentración ρ1 puede ser obtenido como sigue:

dz

dρ1
=
dρ2

dρ1

dz

dρ2
(3.50)

Por otro lado, el cómputo de la tensión interfacial se puede llevar a cabo en un contorno infinito

usando la siguiente expresión:

σ =

∫ ∞
−∞

[
c11

(
dρ1

dz

)2

+ 2c12
dρ1

dz

dρ2

dz
+ c22

(
dρ2

dz

)2
]
dz (3.51)

o también, mediante la siguiente integración con ĺımites finitos:

σ =

∫ ρβ2

ρα2

√√√√2∆Ω

[
c11

(
dρ1

dρ2

)2

+ 2c12
dρ1

dρ2
+ c22

]
dρ2 (3.52)

La derivada dρ1/dρ2 presente en las expresiones (3.49) y (3.52) puede ser calculada numéricamente

mediante diferencias finitas, o anaĺıticamente usando la siguiente expresión:

dρ1

dρ2
=

√
c22(∂µ1/∂ρ2)−√c11(∂µ2/∂ρ2)
√
c22(∂µ1/∂ρ1)−√c11(∂µ2/∂ρ1)

(3.53)

7La deducción de las expresiones (3.48) a (3.53) puede ser revisada en [31].
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Finalmente, es importante destacar que la ecuación (3.48) y la expresión (3.53) se pueden genera-

lizar para el caso de nc componentes, dando origen a los siguientes resultados [42]:

√
css∆µk(ρ) =

√
ckk∆µs(ρ) , k = 1, ..., s, ..., nc (3.54)

dρk
dρs

=

√
css(∂µk/∂ρs)−

√
ckk(∂µs/∂ρs)√

css(∂µk/∂ρk)−
√
ckk(∂µs/∂ρk)

, k = 1, ..., s, ..., nc (3.55)

La ecuación (3.54) representa un sistema de nc − 1 ecuaciones algebraicas, con el cual es posible

determinar el comportamiento ρk(ρs).

Caso 2: 0 < β12 < 1

De la ecuación (3.20) se tiene que para un sistema binario, la ecuación anterior se transforma en

una ODE de segundo orden no lineal definida matemáticamente como 8:{
c22 + 2c12

dρ1

dρ2
+ c11

(
dρ1

dρ2

)2
}{

(c11∆µ2 − c12∆µ1)
dρ1

dρ2
− (c22∆µ1 − c12∆µ2)

}
+

2∆Ω (c11c22 − c2
12)

d2ρ1

dρ2
2

= 0 (3.56)

La ODE anterior está sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

ρ1(ρα2 ) = ρα1 , ρ1(ρβ2 ) = ρβ1

De la solución de la ODE (3.56) es posible determinar el perfil ρ1 − ρ2. Por otro lado, los perfiles

de concentración en la región interfacial pueden ser obtenidos con las expresiones (3.49) y (3.50), y el

cómputo de la tensión interfacial se puede realizar con las relaciones (3.51) o (3.52).

Finalmente, es relevante mencionar que el parámetro simétrico se obtiene por minimización de la

función objetivo:

FO(β12) : Min

n∑
i=1

|σexpi − σteoi |
σexpi

(3.57)

donde n es el número de puntos analizados, σexp es el valor experimental de la tensión interfacial, y

σteo corresponde a la tensión teórica calculada con GT.

La ecuación (3.57) fue aplicada tanto para sistemas con VLE o LLE. Además, en el caso de sistemas

con LLE se obtuvo una correlación para el parámetro simétrico. En primer lugar se calculó el parámetro

simétrico óptimo a cada temperatura asociada al valor de tensión experimental disponible, para ello

se minimizó una función similar a (3.57), pero sin considerar la sumatoria. Una vez finalizada la

optimización de todos los parámetros, se analizó la dependencia de β12 con la temperatura, obteniendo

aśı correlaciones polinomiales de distinto orden.

3.4.3. Mezclas ternarias

Para el análisis de las expresiones que se presentarán posteriormente se deben considerar las si-

guientes observaciones:

8La deducción de la ecuación (3.56) puede ser revisada en [31].
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Para un sistema ternario, los parámetros de influencia cruzados están dados por:

c12 = c21 = (1− β12)
√
c11c22 , c13 = c31 = (1− β13)

√
c11c33 , c23 = c32 = (1− β23)

√
c22c33

La componente 3 será la variable monótona definida, es decir, k = 1, 2 y s = 3.

En un sistema ternario, independientemente de los valores de los parámetros simétricos, GT

será usada como un enfoque predictivo, debido a que los parámetros son ajustados en las mezclas

binarias. Si en las mezclas binarias, GT es usada de manera predictiva o como un enfoque de ajuste,

se tendrán los siguientes casos que serán analizados a continuación.

Caso 1: β12 = β13 = β23 = 0

Desarrollando la ecuación (3.54) para nc = 3, se tiene el siguiente sistema de 2 ecuaciones no

lineales:

√
c33∆µ1(ρ1, ρ2, ρ3)−

√
c11∆µ3(ρ1, ρ2, ρ3) =

√
c33∆µ2(ρ1, ρ2, ρ3)−

√
c22∆µ3(ρ1, ρ2, ρ3) = 0 (3.58)

De la solución del sistema anterior, es posible obtener los perfiles ρ1 − ρ3 y ρ2 − ρ3.

Los perfiles de concentración en la interfase pueden ser obtenidos mediante la expresión (3.25). La

sumatoria presente en (3.25) tiene la forma:

nc∑
k,j=1

cij
dρk
dρi

dρj
dρi

=

3∑
i,j=1

cij
dρi
dρ3

dρj
dρ3

Desarrollando la sumatoria anterior:

=
3∑
j=1

[
c1j

dρ1

dρ3

dρj
dρ3

+ c2j
dρ2

dρ3

dρj
dρ3

+ c3j
�
�dρ3

�
�dρ3

dρj
dρ3

]

= c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c21
dρ2

dρ3

dρ1

dρ3
+ c31

dρ1

dρ3
+ c12

dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ c32
dρ2

dρ3
+ c13

dρ1

dρ3
+ c23

dρ2

dρ3
+ c33

= c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ 2c12
dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ 2c13

dρ1

dρ3
+ 2c23

dρ2

dρ3
+ c33 (3.59)

Reemplazando (3.59) en (3.25), se tiene una relación para obtener el perfil de densidad en función

de la variable monótona ρ3:

z = zref +

∫ ρ3(z)

ρref3

√√√√ 1

2∆Ω

[
c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ 2c12
dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ 2c13

dρ1

dρ3
+ 2c23

dρ2

dρ3
+ c33

]
dρ3

(3.60)

Usando (3.26) se pueden obtener los otros perfiles de concentración:

dz

dρ1
=
dρ3

dρ1

dz

dρ3
,

dz

dρ2
=
dρ3

dρ2

dz

dρ3
(3.61)
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El cómputo de la tensión interfacial en un sistema ternario se puede realizar a partir de la expresión

(3.19) o (3.27). Desarrollando la sumatoria presente en (3.19) y reordenando:

=
3∑
j=1

[
c1j

dρ1

dz

dρj
dz

+ c2j
dρ2

dz

dρj
dz

+ c3j
dρ3

dz

dρj
dz

]

= c11

(
dρ1

dz

)2

+ 2c12
dρ1

dz

dρ2

dz
+ 2c13

dρ1

dz

dρ3

dz
+ 2c23

dρ2

dz

dρ3

dz
+ c22

(
dρ2

dz

)2

+ c33

(
dρ3

dz

)2

(3.62)

Realizando la sustitución de (3.62) en (3.19):

σ =

∫ ∞
−∞

[
c11

(
dρ1

dz

)2

+ 2c12
dρ1

dz

dρ2

dz
+ 2c13

dρ1

dz

dρ3

dz
+ 2c23

dρ2

dz

dρ3

dz
+ c22

(
dρ2

dz

)2

+ c33

(
dρ3

dz

)2
]
dz

(3.63)

Luego, a partir de los perfiles de concentración y resolviendo la integral de ĺımites infinitos de la

expresión anterior, se puede determinar el valor de la tensión interfacial de la mezcla ternaria.

Por otro lado, la sumatoria presente en (3.27) tiene la forma de la expresión (3.59). Reemplazando

(3.59) en (3.27):

σ =

∫ ρβ3

ρα3

√√√√2∆Ω

[
c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ 2c12
dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ 2c13

dρ1

dρ3
+ 2c23

dρ2

dρ3
+ c33

]
dρ3 (3.64)

Entonces considerando que la variable ρ3 es monótona definida y usando las proyecciones ρ1 − ρ3

y ρ2 − ρ3, la tensión interfacial para una mezcla ternaria puede ser calculada con la expresión (3.64).

Las derivadas presentes en (3.60) y (3.64) pueden calcularse anaĺıticamente usando la relación

(3.55):

dρ1

dρ3
=

√
c33(∂µ1/∂ρ3)−√c11(∂µ3/∂ρ3)
√
c33(∂µ1/∂ρ1)−√c11(∂µ3/∂ρ1)

,
dρ2

dρ3
=

√
c33(∂µ2/∂ρ3)−√c22(∂µ3/∂ρ3)
√
c33(∂µ2/∂ρ2)−√c22(∂µ3/∂ρ2)

(3.65)

Caso 2: Todos los βij 6= 0 o a lo más dos βij = 0

En este caso, la metodoloǵıa para llevar a cabo el estudio del comportamiento interfacial se basa

en la resolución del sistema de nc − 1 ODEs dado por (3.20).

La ecuación (3.20) se puede descomponer en los términos A, B y C: nc∑
i,j=1

cij

(
dρi
dρs

)(
dρj
dρs

)
︸ ︷︷ ︸

A

[
Hs

dρk
dρs
−Hk

]
︸ ︷︷ ︸

B

+ 2 ∆Ω det(C)

(
d2ρk
dρ2

s

)
︸ ︷︷ ︸

C

= 0 (3.66)

Desarrollando cada uno de los términos se tiene:

Para A:

Como A es equivalente a la sumatoria desarrollada en (3.59), entonces:

A = c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ 2c12
dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ 2c13

dρ1

dρ3
+ 2c23

dρ2

dρ3
+ c33 (3.67)

Para B:
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El término B para k = 1 está dado por:

B = H3
dρ1

dρ3
−H1 (3.68)

y para k = 2 se expresa como sigue:

B = H3
dρ2

dρ3
−H2 (3.69)

La matriz de parámetros de influencia toma la forma: c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


Calculando el determinante de la matriz anterior:

det(C) = c11c22c33 − c2
13c22 + 2c12c13c23 − c11c

2
23 − c2

12c33 (3.70)

Además,

C−1 =
1

det(C)

 −c2
23 + c22c33 c13c23 − c12c33 −c13c22 + c12c23

c13c23 − c12c33 −c2
13 + c11c33 c12c13 − c11c23

−c13c22 + c12c23 c12c13 − c11c23 −c2
12 − c11c22

 (3.71)

Por otro lado, usando (3.23) se tiene que el vector ∇ρ∆Ω está dado por:

∇ρ∆Ω =

[
∂∆Ω

∂ρ1
,
∂∆Ω

∂ρ2
,
∂∆Ω

∂ρ3

]T
(3.72)

Relacionando (3.8) y (3.11):

∆Ω(ρ1, ρ2, ρ3) = a0(ρ1, ρ2, ρ3)− (ρ1µ
0
1 + ρ2µ

0
2 + ρ3µ

0
3) + P 0 (3.73)

donde la densidad de enerǵıa de Helmholtz homogénea para un sistema ternario puede ser

obtenida por la relación (3.9):

a0 = RTρ

[∫ ρ

0

(
P

RTρ2
− 1

ρ

)
dρ+ ln

(
RT

P ref

)
+

1

ρ
(ρ1 ln ρ1 + ρ2 ln ρ2 + ρ3 ln ρ3)

]
(3.74)

y los potenciales qúımicos de los componentes en mezcla se relacionan con la densidad de enerǵıa

de Helmholtz por:

µ1 =
∂a0

∂ρ1
, µ2 =

∂a0

∂ρ2
, µ3 =

∂a0

∂ρ3
(3.75)

Determinando las derivadas parciales de la expresión (3.73) con respecto a las densidades:

∂∆Ω

∂ρ1
=
∂a0

∂ρ1
− µ0

1 ,
∂∆Ω

∂ρ2
=
∂a0

∂ρ2
− µ0

2 ,
∂∆Ω

∂ρ3
=
∂a0

∂ρ3
− µ0

3
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Sustituyendo las relaciones de (3.75) en la expresiones anteriores:

∂∆Ω

∂ρ1
= µ1 − µ0

1 = ∆µ1 ,
∂∆Ω

∂ρ2
= µ2 − µ0

2 = ∆µ2 ,
∂∆Ω

∂ρ3
= µ3 − µ0

3 = ∆µ3 (3.76)

(3.76) en (3.72):

∇ρ∆Ω = [∆µ1,∆µ2,∆µ3]T (3.77)

Reemplazando (3.70), (3.71) y (3.77) en (3.21), y simplificando:

H =

 −c2
23 + c22c33 c13c23 − c12c33 −c13c22 + c12c23

c13c23 − c12c33 −c2
13 + c11c33 c12c13 − c11c23

−c13c22 + c12c23 c12c13 − c11c23 −c2
12 − c11c22

 ·
∆µ1

∆µ2

∆µ3


= [H1, H2, H3]T (3.78)

donde los componentes del vector (3.78) están dados por:

H1 = (−c2
23 + c22c33)∆µ1 + (c13c23 − c12c33)∆µ2 + (−c13c22 + c12c23)∆µ3

H2 = (c13c23 − c12c33)∆µ1 + (−c2
13 + c11c33)∆µ2 + (c12c13 − c11c23)∆µ3 (3.79)

H3 = (−c13c22 + c12c23)∆µ1 + (c12c13 − c11c23)∆µ2 + (−c2
12 + c11c22)∆µ3

Luego, reemplazando (3.79) en (3.68), se tiene que el término B para k = 1 se expresa como:

B = [(−c13c22 + c12c23)∆µ1 + (c12c13 − c11c23)∆µ2 + (−c2
12 + c11c22)∆µ3]

dρ1

dρ3
−

(−c2
23 + c22c33)∆µ1 − (c13c23 − c12c33)∆µ2 − (−c13c22 + c12c23)∆µ3 (3.80)

y reemplazando (3.79) en (3.69), se tiene que el término B para k = 2 se expresa como:

B = [(−c13c22 + c12c23)∆µ1 + (c12c13 − c11c23)∆µ2 + (−c2
12 + c11c22)∆µ3]

dρ2

dρ3
−

(c13c23 − c12c33)∆µ1 − (−c2
13 + c11c33)∆µ2 − (c12c13 − c11c23)∆µ3 (3.81)

Para C:

El término C para k = 1 se expresa como:

C = 2∆Ω det(C)
d2ρ1

dρ2
3

(3.82)

y para k = 2:

C = 2∆Ω det(C)
d2ρ2

dρ2
3

(3.83)

Reemplazando (3.70) en (3.82) se tiene que C para k = 1 está dado por:

C = 2∆Ω (c11c22c33 − c2
13c22 + 2c12c13c23 − c11c

2
23 − c2

12c33)
d2ρ1

dρ2
3

(3.84)

49



y haciendo la sustitución de (3.70) en (3.83) se tiene que C para k = 2 está dado por:

C = 2∆Ω (c11c22c33 − c2
13c22 + 2c12c13c23 − c11c

2
23 − c2

12c33)
d2ρ2

dρ2
3

(3.85)

Finalmente, reemplazando los términos de A, B y C para k = 1, 2 en (3.66) se tiene un sistema de

dos ODEs de segundo orden no lineales:{
c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ 2c12
dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ 2c13

dρ1

dρ3
+ 2c23

dρ2

dρ3
+ c33

}
{[(−c13c22 + c12c23)∆µ1 + . . .}{

. . . (c12c13 − c11c23)∆µ2 + (−c2
12 + c11c22)∆µ3]

dρ1

dρ3
− (−c2

23 + c22c33)∆µ1 − (c13c23 − c12c33)∆µ2 − . . .
}

{. . . (−c13c22 + c12c23)∆µ3}+ 2∆Ω (c11c22c33 − c2
13c22 + 2c12c13c23 − c11c

2
23 − c2

12c33)
d2ρ1

dρ2
3

= 0

(3.86){
c11

(
dρ1

dρ3

)2

+ c22

(
dρ2

dρ3

)2

+ 2c12
dρ1

dρ3

dρ2

dρ3
+ 2c13

dρ1

dρ3
+ 2c23

dρ2

dρ3
+ c33

}
{[(−c13c22 + c12c23)∆µ1 + . . .}{

. . . (c12c13 − c11c23)∆µ2 + (−c2
12 + c11c22)∆µ3]

dρ2

dρ3
− (c13c23 − c12c33)∆µ1 − (−c2

13 + c11c33)∆µ2 − . . .
}

{. . . (c12c13 − c11c23)∆µ3}+ 2∆Ω (c11c22c33 − c2
13c22 + 2c12c13c23 − c11c

2
23 − c2

12c33)
d2ρ2

dρ2
3

= 0

(3.87)

El sistema de ODEs compuesto por las ecuaciones (3.86) y (3.87) está sujeto a las siguientes

condiciones de contorno:

ρ1(ρα3 ) = ρα1 , ρ1(ρβ3 ) = ρβ1

ρ2(ρα3 ) = ρα2 , ρ2(ρβ3 ) = ρβ2

De la solución del sistema de ODEs se puede determinar el comportamiento ρ1 − ρ3 y ρ2 − ρ3.

Luego, los perfiles de densidad en la interfase pueden ser obtenidos usando las relaciones (3.60) y

(3.61). Por otro lado, el cómputo de la tensión interfacial se puede realizar en un contorno infinito

usando la expresión (3.63) o mediante una integración con ĺımites finitos empleando la relación (3.64).

Finalmente, es importante mencionar que en este caso, todos los parámetros simétricos son ajusta-

dos con información experimental de tensión interfacial de las respectivas mezclas binarias, o a lo más,

GT puede ser usada de manera predictiva para dos mezclas binarias, y como un enfoque de ajuste

para una mezcla binaria.

3.5. Procedimiento numérico para el cálculo de propiedades inter-

faciales

En la sección 3.4 se analizó que para trabajar con las ecuaciones de GT, necesarias para efectuar el

cómputo del comportamiento interfacial en mezclas multicomponentes, se debe elegir en primer lugar

la componente del vector densidad que presente un comportamiento monótono (ρs). A continuación

se describen algunos criterios que permiten la elección del componente s:
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1. Según conceptos termodinámicos, generalmente el componente que presenta menor tensión inter-

facial tendrá una mayor posibilidad de acumularse en la región interfacial, entonces presentaŕıa

un punto estacionario. Luego, el otro componente debe ser elegido como la variable s [42]. Este

criterio puede ser usado para la mayoŕıa de los sistemas. Sin embargo, solo es útil cuando el

sistema presenta un punto estacionario.

2. Por ejemplo, para una mezcla binaria con múltiples puntos estacionarios, se pueden realizar los

siguientes pasos:

a) Iniciar con el criterio 1., elegir ρ2 como variable monótona, discretizar y resolver ρ1(ρ2)

hasta que dρ2/dρ1 = 0.

b) Elegir ρ1 como variable monótona, discretizar y resolver ρ2(ρ1) hasta que dρ1/dρ2 = 0.

c) Si aún no se ha alcanzado todo el dominio de ρ1, se debe volver al paso a), si fuera necesario

al b) y aśı sucesivamente.

Además de la técnica anterior, basada en la elección de la componente s, para el caso particular de

βij = 0, en esta tesis también se utilizó la metodoloǵıa propuesta por Kou et al. [35]. No fue factible

utilizar solamente esta metodoloǵıa, debido a que en sistemas con múltiples puntos estacionarios en las

densidades de los componentes, la técnica no era capaz de predecir completamente el comportamiento

concentración - concentración; esto puede ser explicado por los sucesivos problemas de convergencia.

La técnica de Kou et al. [35] consiste en aplicar GT de manera predictiva a un sistema multi-

componente, agregando una variable auxiliar u que es monótona definida, para evitar aśı la elección

de la componente s del vector concentración. Los autores proponen resolver el siguiente sistema de

ecuaciones no lineales:

nc∑
i=1

√
cii
λ
ρi = u (3.88)

√
c11∆µi(ρ) =

√
cii∆µ1(ρ) ; 2 ≤ i ≤ nc (3.89)

donde nc es el número de componentes, u es la variable auxiliar que vaŕıa en el rango finito y acotado

[uα, uβ], y el parámetro λ está dado por:

λ =

nc∑
i=1

cii

Además, las condiciones uα y uβ pueden ser determinadas aplicando (3.88) en las fases homogéneas

α y β.

Discretizando la variable auxiliar u y resolviendo el sistema de ecuaciones (3.88) y (3.89), se puede

obtener la dependencia de las densidades de los componentes con la variable u.

Finalmente, usando θ = 0.5, los perfiles de concentración en la interfase se pueden calcular como:

zi+1 = zi +
ui+1 − ui

θ

√
2

λ
[Ω(ρi)− Ω0] + (1− θ)

√
2

λ
[Ω(ρi+1)− Ω0]

(3.90)

y la tensión interfacial puede ser obtenida aplicando la siguiente expresión matemática:

σ '
n−1∑
i=0

θ(ui+1 − ui)
{√

2λ[Ω(ρi)− Ω0] +
√

2λ[Ω(ρi+1)− Ω0]
}

(3.91)
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donde n es el número de puntos utilizados en la discretización de u.

Otro aspecto relevante a considerar es el ajuste de parámetros de los componentes puros presentes

en las mezclas. A continuación se describe la metodoloǵıa empleada para el ajuste del parámetro mi

y del parámetro de influencia (cii):

Parámetro mi:

Para sistemas en VLE, se ajustó con información experimental de presión de vapor o temperatura

de ebullición a una condición dada, y usando el algoritmo de Newton - Raphson para la resolución

iterativa de la ecuación:

mk+1 = mk −
FOk
FO′k

; FO = lnφl − lnφv

En caso de no existir la presión de vapor o temperatura de ebullición a una condición dada,

y para sistemas en LLE, el parámetro mi se obtuvo mediante la correlación de Soave, que se

expresa en términos del factor acéntrico (ω) como:

mi = 0.37464− 1.54226ωi − 0.26992ω2
i

Parámetro de influencia:

En condición isotérmica, el parámetro de influencia se puede obtener a partir de información

experimental de tensión interfacial y usando la relación (3.43). Despejando c de (3.43) y reescri-

biendo la expresión resultante:

cii =

[
σexp(T 0)

2

]2
[∫ ρl

ρv

√
Ω(ρ) + P 0 dρ

]−2

(3.92)

donde σexp(T 0) es el valor de la tensión experimental a la temperatura T 0 y P 0 es la presión del

equilibrio de fases.

En condición isobárica, se aplicó la relación (3.92) a un rango de temperaturas (según rango

de tensión experimental disponible). Luego, se ajustó el parámetro de influencia mediante una

expresión dependiente linealmente de la temperatura.

La metodoloǵıa descrita anteriormente, también fue usada para aquellos componentes puros

donde no exist́ıa un valor de tensión experimental a una temperatura dada.

3.5.1. Mezclas binarias

Según el valor de β12, se analizarán las metodoloǵıas usadas en este trabajo para mezclas binarias.

Caso 1: β12 = 0

Elección de la variable monótona:

En este caso se debe resolver la ecuación no lineal (3.48). El primer paso para resolver la ecuación

no lineal consiste en elegir la variable monótona a discretizar, elección que se puede realizar

usando los criterios descritos en los párrafos de introducción de la sección 3.5.
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Para explicar la resolución numérica de la ecuación anterior, se elegirá ρ2 como variable monóto-

na. Sea FO la función objetivo definida como sigue:

FO =
√
c22∆µ1(ρ1, ρ2)−

√
c11∆µ2(ρ1, ρ2)

Fijando ρ2, se debe aplicar el algoritmo de Newton - Raphson para resolver iterativamente la

siguiente ecuación:

ρ1,k+1 = ρ1,k −
FOk
FO′k

(3.93)

La iteración de la ecuación (3.93) se detiene cuando |ρ1,k+1 − ρ1,k| < tol.

Luego, para obtener el comportamiento de ρ1 en todo su dominio (ρα1 a ρβ1 ), se requiere resolver

la ecuación (3.93) para cada punto equiespaciado del dominio de ρ2 (ρα2 a ρβ2 ), definido como:

ρ2 = ρα2 + i
ρβ2 − ρα2

n
; i = 0, ..., n (3.94)

donde n denota el número de puntos utilizados en la discretización de la variable ρ2. En esta

tesis se dividió el dominio de ρ2 en 1000 puntos.

Finalmente, a partir de los resultados anteriores se puede realizar la descripción de la proyección

ρ1 − ρ2.

Luego, usando (3.49) y (3.50) se pueden calcular los perfiles de concentración en la interfase.

Por otro lado, el cálculo de la tensión del sistema binario se puede llevar a cabo a partir de la

expresión (3.52). Debido a que se dispone de un set de datos para (ρ2, ρ1), la única forma de

resolución de la integral (3.52), consiste en expresar la integral como la siguiente suma:

σ =

∫ ρα+h
2

ρα2

[. . .] dρ2 + . . .+

∫ ρβ2

ρβ−h2

[. . .] dρ2

donde [. . .] representa el argumento de la integral (3.52), y h es el tamaño de paso, que corres-

ponde a la distancia entre punto y punto de la discretización de ρ2.

Técnica de Kou et al.:

La resolución del sistema de ecuaciones (3.88) y (3.89) aplicado a una mezcla binaria, se puede

llevar a cabo mediante la aplicación del método de Newton, que consiste en la resolución iterativa

de:

xk+1 = xk − JFO−1(xk) · FO(xk) (3.95)

donde el vector incógnitas se define como:

x = [ρ1, ρ2]T

y la función objetivo está dada por:

FO = [f1, f2]T
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donde los componentes del vector FO se expresan como sigue:

f1 =

√
c11

c11 + c22
ρ1 +

√
c22

c11 + c22
ρ2 − u

f2 =
√
c11∆µ2(ρ1, ρ2)−

√
c22∆µ1(ρ1, ρ2)

Y la matriz jacobiana se define de la siguiente forma:[
∂f1/∂ρ1 ∂f1/∂ρ2

∂f2/∂ρ1 ∂f2/∂ρ2

]

La iteración finaliza cuando se satisface una cierta tolerancia, es decir:

||xk+1 − xk|| < tol (3.96)

El método iterativo recién descrito, debe ser aplicado para cada punto equiespaciado del dominio

de la variable u, que se define como:

u = uα + i
uβ − uα

n
; i = 0, ..., n (3.97)

donde n = 500 (valor empleado en este trabajo).

Luego, de la solución numérica del método iterativo se tendrá el comportamiento ρ1−u y ρ2−u
para cada punto de la discretización de u.

Finalmente, los perfiles de densidad y el cómputo de la tensión interfacial, se puede llevar a cabo

con la aplicación de las expresiones (3.90) y (3.91), respectivamente.

Caso 2: 0 < β12 < 1

Elección de la variable monótona:

Como introducción al desarrollo de la solución de la ODE (3.56), se presentará el esquema

de diferencias finitas utilizado para aproximar la primera y segunda derivada de una función

arbitraria f(x).

Sea la función f(x), donde la variable independiente pertenece al dominio [a, b] y cada punto xi

del dominio satisface la relación:

xi = a+ ih ; h =
b− a
n

donde n representa el número de puntos del dominio de la función f(x), y h es el tamaño de

paso.

La primera y segunda derivada de la función se pueden expresar por las siguientes aproximacio-

nes:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
(3.98)

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(3.99)
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Luego, para resolver numéricamente la ODE (3.56), es necesario expresar la ODE en diferencias

finitas y luego resolver el sistema de ecuaciones resultante producto de la discretización de ρ2
9

Usando las relaciones (3.98) y (3.99) y expresando la ODE (3.56) en diferencias finitas:{
c22 + 2c12

(ρ1,i+1 − ρ1,i−1)

2h
+ c11

(ρ1,i+1 − ρ1,i−1)2

4h2

}{
(c11∆µ2,i − c12∆µ1,i)

(ρ1,i+1 − ρ1,i−1)

2h
− . . .

}
{. . . (c22∆µ1,i − c12∆µ2,i)}+ 2∆Ωi(c11c22 − c2

12)
(ρ1,i+1 − 2ρ1,i + ρ1,i−1)

h2
= 0 (3.100)

donde i vaŕıa desde 1 hasta n− 1.

Las incógnitas del sistema de ecuaciones anterior son: ρ1,i con i = 1, ..., n − 1, y las variables

conocidas son:

ρ1,0 = ρα1 , ρ2,0 = ρα2 y ρ1,n = ρβ1 , ρ2,n = ρβ2

El sistema (3.100) está compuesto por n − 1 ecuaciones, y puede resolverse numéricamente a

partir del método de Newton, que consiste en la resolución iterativa de (3.95), donde el vector

de incógnitas se define como:

x = [ρ1,1, ..., ρ1,n−2, ρ1,n−1]T

y la función objetivo está dada por:

FO = [f1, ..., fn−2, fn−1]T

donde las componentes de FO representan a cada una de las ecuaciones del sistema (3.100).

Y la matriz jacobiana se define de la siguiente forma:
∂f1

∂ρ1,1
· · · ∂f1

∂ρ1,n−1
...

. . .
...

∂fn−1

∂ρ1,1
· · · ∂fn−1

∂ρ1,n−1

 (3.101)

El criterio de detención del método iterativo está dado por (3.96).

Debido a la alta no linealidad de las ecuaciones, la convergencia del método de Newton es muy

sensible al vector de valores iniciales. Por esta razón, para acelerar la convergencia del método,

se usó como vector inicial de ρ1, el obtenido con β12 = 0.

Finalmente, los perfiles de concentración y el cómputo de la tensión interfacial se puede realizar de

manera análoga al análisis descrito en el caso 1 para la técnica elección de la variable monótona.

3.5.2. Optimización del parámetro simétrico

En esta subsección se describe la metodoloǵıa de cálculo para determinar el parámetro simétrico

óptimo que representa de manera más precisa la tensión interfacial experimental. Los pasos a realizar

son los siguientes:

1. Determinar los parámetros de los componentes puros:

9La discretización es análoga a la expresión (3.94).
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Se deben fijar las propiedades cŕıticas de temperatura y presión de los puros (Tci y Pci). Además,

se debe definir el factor acéntrico de la correlación de Soave o establecer el parámetro mi óptimo

del equilibrio de fases del fluido puro. Adicional a los parámetros anteriores, se deben calcular

los parámetros de influencia de los puros (cii).

2. Cálculo del equilibrio de fases:

Por ejemplo, considerando un equilibrio de fases ĺıquido - vapor en condición isotérmica, se debe

fijar el rango de composición molar de la fase ĺıquida (x1) y realizar cálculos de burbuja para

obtener los vectores resultantes del equilibrio de fases: presión del equilibrio de fases, fracción

molar fase vapor, densidad de la fase ĺıquida, y densidad de la fase vapor, variables que pueden

ser representadas simbólicamente por P 0, y1, ρl, y ρv, respectivamente.

3. Resolución de la ecuación no lineal a β12 = 0:

Para resolver la ecuación no lineal en las variables ρ1 y ρ2, se puede aplicar la técnica de elección

de la variable monótona. Discretizando ρ2 para cada componente del vector x1, la ecuación no

lineal debe ser resuelta numéricamente mediante el algoritmo de Newton para cada punto de la

discretización de ρ2 a una composición fija x1. Con ello se obtendrán los vectores de ρ1 para

cada composición x1, lo cual puede ser representado matemáticamente como ρ1
j , donde j denota

cada componente del vector x1.

Para destacar que los resultados son calculados con β12 = 0, el resultado anterior se simboli-

zará como ρ1
j (β12 = 0).

4. Optimización de β12:

Para determinar el parámetro simétrico óptimo se debe minimizar la función objetivo dada por

la expresión (3.57). Esta minimización se puede llevar a cabo mediante la aplicación del método

de Newton, que consiste en resolver iterativamente la siguiente ecuación no lineal:

βk+1
12 = βk12 −

FO′

FO′′
(3.102)

El método iterativo finaliza cuando se satisface que |βk+1
12 − βk12| < tol.

Debido a que la función objetivo (3.57) no es una función anaĺıtica, la única forma de representar

las derivadas presentes en (3.102) es mediante aproximación en diferencias finitas.

Como el parámetro simétrico incide directamente en el cómputo de la tensión y, la variable

tensión está en la expresión de la función objetivo, se puede establecer el siguiente vector del

parámetro simétrico: β12 = {β12 − dβ, β12, β12 + dβ} donde dβ = 0.01, con el fin de expresar

las derivadas de manera discreta.

Para cada componente del vector β12 se tienen las siguientes funciones objetivos:

FO1 = FO(β12 − dβ) , FO2 = FO(β12) , FO3 = FO(β12 + dβ)

Luego, las derivadas de la ecuación (3.102) se pueden expresar mediante diferencias finitas como:

FO′ =
FO1 − FO3

dβ
, FO′′ =

FO1 − 2FO2 + FO3

dβ2
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Para un valor inicial del parámetro simétrico, β0, se puede construir el vector inicial β12,in =

{β0−dβ, β0, β0 +dβ}. Posteriormente, para cada componente del vector anterior se debe resol-

ver numéricamente la ODE no lineal. Usando como valores iniciales los vectores ρ1
j (β12 = 0), se

determinarán los vectores de concentración del componente 1 para cada composición x1 a cada

valor del parámetro simétrico, expresado simbólicamente como ρ1
j
k donde j representa a cada

componente del vector x1, y k es el k-ésimo componente del vector β12,in. Con los valores obte-

nidos se puede realizar el cómputo de la tensión interfacial y determinar las funciones objetivos

FO1, FO2 y FO3.

Finalmente, a partir de la ecuación (3.102) se puede obtener el nuevo valor del parámetro simétri-

co y continuar con la metodoloǵıa descrita en el párrafo anterior hasta satisfacer el criterio de

detención.

3.5.3. Mezclas ternarias

Según los valores de los parámetros βij se analizarán las metodoloǵıas empleadas en esta tesis para

mezclas ternarias.

Caso 1: β12 = β13 = β23 = 0

Elección de la variable monótona:

En este caso se debe resolver el sistema de ecuaciones (3.58). Para resolver este sistema se

debe fijar la variable monótona definida; la componente s del vector concentración será aquel

componente que presente mayor tensión interfacial. Es importante mencionar que la elección

anterior será correcta sólo en sistemas donde exista la ausencia de puntos estacionarios en la

variable s.

Para explicar la resolución numérica del sistema (3.58), se elegirá ρ3 como variable monótona.

El sistema anterior puede ser resuelto iterativamente mediante el método de Newton definido

por (3.95), donde el vector de incógnitas está dado por:

x = [ρ1, ρ2]T

y la función objetivo se expresa:

FO = [f1, f2]T

donde las componentes de FO son:

f1 =
√
c33∆µ1(ρ1, ρ2, ρ3)−

√
c11∆µ3(ρ1, ρ2, ρ3)

f2 =
√
c33∆µ2(ρ1, ρ2, ρ3)−

√
c22∆µ3(ρ1, ρ2, ρ3)

Y la matriz jacobiana está dada por:[
∂f1/∂ρ1 ∂f1/∂ρ2

∂f2/∂ρ1 ∂f2/∂ρ2

]

La iteración finaliza cuando se satisface el criterio de detención (3.96).

El método iterativo debe ser aplicado para cada punto equiespaciado del dominio de la variable
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ρ3, que se define como:

ρ3 = ρα3 + i
ρβ3 − ρα3

n
; i = 0, ..., n (3.103)

donde n = 1000 (valor usado en esta tesis).

Finalmente, a partir de los resultados anteriores se puede realizar la descripción del comporta-

miento ρ1 − ρ3 y ρ2 − ρ3.

Luego, usando (3.60) y (3.61) se pueden determinar los perfiles de concentración.

Por otro lado, el cálculo de la tensión del sistema ternario, se puede llevar a cabo a partir de la

expresión (3.64).

Debido a que se dispone de un set de datos para (ρ3, ρ1) y (ρ3, ρ2), la única forma de resolución

de la integral (3.64) consiste en expresar la integral como:

σ =

∫ ρα+h
3

ρα3

[. . .] dρ3 + . . .+

∫ ρβ3

ρβ−h3

[. . .] dρ3

donde [. . .] es el argumento de la integral (3.64), y h es el tamaño de paso de la variable ρ3.

Técnica de Kou et al.:

La resolución del sistema de ecuaciones (3.88) y (3.89) aplicado a una mezcla ternaria, se puede

llevar a cabo mediante la aplicación del método de Newton, que consiste en la resolución iterativa

de (3.95), donde el vector incógnitas se define como:

x = [ρ1, ρ2, ρ3]T

y la función objetivo está dada por:

FO = [f1, f2, f3]T

donde los componentes del vector FO se expresan como sigue:

f1 =

√
c11

c11 + c22 + c33
ρ1 +

√
c22

c11 + c22 + c33
ρ2 +

√
c33

c11 + c22 + c33
ρ3 − u

f2 =
√
c11∆µ2(ρ1, ρ2, ρ3)−

√
c22∆µ1(ρ1, ρ2, ρ3)

f3 =
√
c11∆µ3(ρ1, ρ2, ρ3)−

√
c33∆µ1(ρ1, ρ2, ρ3)

Y la matriz jacobiana se define de la siguiente forma: ∂f1/∂ρ1 ∂f1/∂ρ2 ∂f1/∂ρ3

∂f2/∂ρ1 ∂f2/∂ρ2 ∂f2/∂ρ3

∂f3/∂ρ1 ∂f3/∂ρ2 ∂f3/∂ρ3


La iteración finaliza cuando se satisface el criterio (3.96).

El método iterativo debe ser aplicado para cada punto equiespaciado del dominio de la variable

u definido por (3.97).

Luego, de la solución numérica del método iterativo se tendrá el comportamiento ρ1 − u, ρ2 − u
y ρ3 − u para cada punto de la discretización de u.
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Finalmente, los perfiles de densidad y el cómputo de la tensión interfacial, se puede llevar a cabo

con la aplicación de las expresiones (3.90) y (3.91), respectivamente.

Caso 2: Todos los βij 6= 0 o a lo más dos βij = 0

Elección de la variable monótona:

En este caso se debe resolver el sistema de ODEs definido por las ecuaciones (3.86) y (3.87) de

manera numérica empleando el método de Newton.

Usando un esquema de diferencias finitas en el sistema de ODEs, el sistema de ecuaciones

resultante debe ser resuelto para cada punto de la discretización de la variable monótona (por

ejemplo, ρ3
10).

Las derivadas presentes en el sistema de ODEs, se pueden expresar numéricamente como:

dρ1

dρ3
=
ρ1,i+1 − ρ1,i−1

2h

dρ2

dρ3
=
ρ2,i+1 − ρ2,i−1

2h

d2ρ1

dρ3
3

=
ρ1,i+1 − 2ρ1,i + ρ1,i−1

h2

d2ρ2

dρ3
3

=
ρ2,i+1 − 2ρ2,i + ρ2,i−1

h2

Del reemplazo de las derivadas numéricas anteriores en las ecuaciones (3.86) y (3.87), y conside-

rando que los potenciales qúımicos y el gran potencial termodinámico dependen de cada punto

de la discretización, se tiene un sistema de 2(n− 1) ecuaciones no lineales.

Las incógnitas del sistema resultante están dadas por: ρ1,i y ρ2,i con i = 1, ..., n−1, y las variables

conocidas son:

ρ1,0 = ρα1 , ρ2,0 = ρα2 , ρ3,0 = ρα3 y ρ1,n = ρβ1 , ρ2,n = ρβ2 , ρ3,n = ρβ3

La solución del sistema puede obtenerse a partir de la aplicación del método de Newton (3.95),

donde el vector de incógnitas se define:

x = [ρ1,1, ..., ρ1,n−1, ..., ρ2,1, ..., ρ2,n−1]T

y la función objetivo está dada por:

FO = [f1, ..., f2n−2]T

donde las componentes de FO representan a cada una de la ecuaciones del sistema de ecuaciones

resultante.

10La discretización es idéntica a la realizada en (3.103).
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Y la matriz jacobiana se define de la siguiente forma:
∂f1

∂ρ1,1
· · · ∂f1

∂ρ1,n−1
· · · ∂f1

∂ρ2,1
· · · ∂f1

∂ρ2,n−1
...

. . .
...

∂f2n−2

∂ρ1,1
· · · ∂f2n−2

∂ρ1,n−1
· · · ∂f2n−2

∂ρ2,1
· · · ∂f2n−2

∂ρ2,n−1


El método iterativo finaliza cuando se cumple (3.96).

De manera similar al tratamiento de mezclas binarias, para acelerar la convergencia del método,

se utilizaron como vectores iniciales ρ1 y ρ2, obtenidos con β12 = β13 = β23 = 0.

Finalmente, los perfiles de concentración y el cómputo de la tensión se puede realizar de manera

análoga al ánalisis descrito en el caso 1 para la técnica elección de la variable monótona.
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Caṕıtulo 4

Sistemas polifásicos

En el siguiente caṕıtulo se entregan los resultados obtenidos de los equilibrios de fases

ĺıquido - vapor, ĺıquido - ĺıquido y ĺıquido - ĺıquido - vapor para diferentes mezclas. Además,

se ilustran los resultados del comportamiento interfacial para las mezclas estudiadas. Junto

a los resultados obtenidos, se presentan las desviaciones entre la predicción teórica y la

información experimental disponible.

4.1. Parámetros de los componentes puros presentes en las mezclas

La información cŕıtica de los fluidos puros que componen los distintos sistemas bifásicos y trifásicos

estudiados en esta tesis, fue obtenida para la gran mayoŕıa, de la misma fuente de datos, tal como se

describe en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Parámetros cŕıticos de los componentes puros presentes en las mezclas a.

Fluido Tc (K)Tc (K)Tc (K) Pc (bar)Pc (bar)Pc (bar)

Agua 647.3 220.48

Benceno 562.1 48.94

Butano 425.2 38.00

Butanol 562.9 44.18

Ciclohexano 553.4 40.73

Decano 617.6 21.08

Dimetilformamida (DMF) b 649.6 44.2

2,5-Dimetilfurano (2,5-DMF) c 559.0 41.6

Dióxido de carbono 304.2 73.8

Etanol 516.2 63.83

Heptano 540.2 27.36

Heptanol 633.0 30.40

Hexano 507.4 29.69

Hexanol 610.0 40.53

Metanol 512.6 80.96

Octanol b 652.5 27.77

Pentanol 586.0 38.50

Tolueno 591.7 41.14
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La información cŕıtica ha sido tomada de: a Reid et al. [59],

b DIADEM [17], c Alvarez et al. [1].

Fuente: Elaboración Propia.

Una buena representación de la mezcla, requiere que las propiedades de los fluidos puros sean lo

mejor predichas. Por esta razón, se ajustó el parámetro mi de la correlación de Soave a la condición

isotérmica o isobárica del VLE (según la información experimental disponible). En caso de no existir

la presión de vapor o temperatura de ebullición a una condición dada, el parámetro mi se obtuvo

mediante la combinación de la correlación de Soave y el valor del factor acéntrico; esta caracterización

también fue utilizada para los sistemas en LLE. Además, se ajustó el parámetro mi y el parámetro

de influencia cii a la temperatura de la información de tensión interfacial experimental. En el caso

isobárico, para el parámetro de influencia se obtuvo una correlación dependiente linealmente de la

temperatura. Los parámetros obtenidos se resumen en las siguientes tablas.

Tabla 4.2: Parámetros de los componentes puros en la mezcla etanol + agua en VLE.

Fluido mimimi a 323.15 K a cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 323.15 K b

Etanol 1.257939 0.448965

Agua 0.848231 0.148166

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información

experimental de presión de vapor tomada de: a Kurihara et al. [36]. b La información

experimental de tensión interfacial utilizada para cii ha sido obtenida de Vázquez et al. [73].

Fuente: Elaboración Propia.

Tabla 4.3: Parámetros de los componentes puros en la mezcla hexano + 2,5-DMF en VLE.

Fluido mimimi a 0.94 bar a mimimi a 303.15 K cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 303.15 K d

Hexano 0.805309 0.809342 b 4.453325

2,5-DMF 0.828429 0.839343 c 2.518706

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información tomada de: a Mej́ıa et al. [44],

b DIADEM [17], c usando factor acéntrico de Alvarez et al. [1]. d La información experimental de tensión interfacial

utilizada para cii ha sido obtenida de Mej́ıa et al. [44]. Fuente: Elaboración Propia.

Tabla 4.4: Parámetros de los componentes puros en la mezcla metanol + butanol en VLE.

Fluido mimimi a 298.15 K a cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 298.15 K b

Metanol 1.136126 0.230167

Butanol 1.291656 1.326280

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información

de presión de vapor tomada de: a DIADEM [17]. b La información experimental de tensión

interfacial utilizada para cii ha sido obtenida de Benson y Lam. [5].

Fuente: Elaboración Propia.
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Tabla 4.5: Parámetros de los componentes puros en la mezcla ciclohexano + tolueno en VLE.

Fluido mimimi a 298.15 K a cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 298.15 K b

Ciclohexano 0.702643 3.240977

Tolueno 0.773358 3.597987

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información de

presión de vapor tomada de: a DIADEM [17]. b La información experimental de tensión

interfacial utilizada para cii ha sido obtenida de Lam y Benson. [38].

Fuente: Elaboración Propia.

Tabla 4.6: Parámetros de los componentes puros en la mezcla CO2 + butano + decano en VLE.

Fluido mimimi a 344.3 K cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 344.3 K

Dióxido de carbono 0.707984 a 0.285492 c

Butano 0.672501 b 2.038371 d

Decano 1.071977 b 13.216292 e

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información tomada de:

a usando factor acéntrico de Reid et al. [59], b Reamer y Sage [58]. La información experimental de

tensión interfacial utilizada para cii ha sido obtenida de: c DIADEM [17], d Hsu et al. [32], e Nagarajan

y Robinson [54]. Fuente: Elaboración Propia.

Tabla 4.7: Parámetros de los componentes puros en las mezclas acuoso - alcohólicas en LLE.

Fluido ωiωiωi
a cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 b,c

c0c0c0 c1 x103c1 x103c1 x103

Agua 0.344 0.052698 0.283724

Butanol 0.590 0.312339 3.906637

Pentanol 0.580 1.008109 4.568864

Hexanol 0.560 1.166006 3.275495

Heptanol 0.560 3.951627 -

Octanol 0.583 b 4.702331 -

Información experimental ha sido tomada de: a Reid et al. [59],

b DIADEM [17]. c El ajuste se ha hecho considerando un ajuste

lineal en temperatura: cii = c0 + c1T . Fuente: Elaboración Propia.

Tabla 4.8: Parámetros de los componentes puros en la mezcla butanol + agua en VLLE.

Fluido mimimi a 298.15 K cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 298.15 K c

Butanol 1.283297 a 1.357062

Agua 0.844416 b 0.141688

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información

de presión de vapor tomada de: a MacLennan [39], b DIADEM [17]. c La información

experimental de tensión interfacial utilizada para cii ha sido obtenida de DIADEM [17]

Fuente: Elaboración Propia.
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Tabla 4.9: Parámetros de los componentes puros en las mezclas binarias alcano + DMF en VLLE.

Fluido mimimi a 353.15 K a mimimi a 298.15 K a cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019cii (Jm5mol−2) x1019 a 298.15 K b

Heptano - 0.889759 5.829264

Decano 1.079932 1.088759 13.164207

DMF 0.851713 0.860182 4.222338

El ajuste del parámetro mi de la correlación de Soave, se ha realizado con información de presión de vapor tomada de: a DIADEM

[17]. b La información experimental de tensión interfacial utilizada para cii ha sido obtenida de Schäfer et al. [64].

Fuente: Elaboración Propia.

4.2. Parámetros binarios utilizados en las mezclas y desviaciones

estad́ısticas

Para una caracterización adecuada del equilibrio de fases y comportamiento interfacial, fue ne-

cesario ajustar los parámetros de las reglas de mezclado: QMR y MHV combinada con los modelos

de coeficientes de actividad de Wilson o NRTL. Además del ajuste de estos parámetros utilizados en

la representación del equilibrio de fases, se ajustó el parámetro simétrico, necesario para ilustar el

comportamiento interfacial. En la tablas 4.10 a 4.13, se resumen los parámetros binarios empleados.

Tabla 4.10: Parámetros binarios para las mezclas en VLE.

Mezcla QMR a Modelo de Wilson a Parámetro simétrico

kijkijkij ΛijΛijΛij ΛjiΛjiΛji βijβijβij
b,p

Etanol + Agua c,j -0.085712 0.166163 0.862975 1.001397

0 ≤ x1 ≤ 0.502 : βij = 0.3664− 2.1748x1

Hexano + 2,5-DMF d,k 0.016657 - - +4.5811x21 − 3.3447x31
0.502 < x1 ≤ 1 : βij = 0

Metanol + Butanol e,l -0.012024 - - 0

Ciclohexano + Tolueno f,m 0.023686 - - 0.036071

CO2 + Butano g,n 0.124207 - - 0

CO2 + Decano h,ñ 0.091007 - - 0

Butano + Decano i,o 0.010365 - - 0

a El ajuste del parámetro de interacción binaria kij , y de los parámetros del modelo de Wilson, se han realizado con información de

VLE tomada de: c Kurihara et al. [36], d Mej́ıa et al. [44], e Polák et al. [57], f Katayama et al. [33], g Hsu et al. [32], h Nagarajan et

al. [53], i Reamer y Sage. b La información de tensión interfacial experimental para el ajuste de βij ha sido obtenida de: j Vázquez

et al. [73], k Mej́ıa et al. [44], l Benson y Lam [5], m Lam y Benson [38], n Hsu et al. [32], ñ Nagarajan y Robinson [54], o sin

información experimental. p El parámetro βij se ha calculado con el uso de GT + MHV + Wilson para etanol + agua, y con GT

+ QMR para el resto de las mezclas. Fuente: Elaboración Propia.

64



Tabla 4.11: Parámetros binarios según la regla de mezclado para los sistemas en LLE.

Mezcla QMR a Modelo de NRTL b,c

kijkijkij aijaijaij bijbijbij cijcijcij ajiajiaji bjibjibji cjicjicji

Butanol + Agua -0.162945 -2261.400 15.260 -0.029 -3271.214 22.874 -0.023

Pentanol + Agua -0.167815 -1820.550 12.639 -0.024 -2902.701 21.372 -0.019

Hexanol + Agua -0.123466 -1111.475 8.166 -0.016 -4004.985 30.721 -0.034

Heptanol + Agua -0.199158 -1030.746 8.419 -0.017 -3080.545 26.608 -0.028

Octanol + Agua -0.227462 -1884.200 12.942 -0.022 -4331.230 36.352 -0.042

a El ajuste del parámetro de interacción binaria kij , se ha realizado con información de LLE tomada de Góral

et al. [30]. b Los parámetros del modelo de NRTL han sido obtenidos de Cárdenas et al. [16]. c αij = αji =

α = 0.2, τij = Aij/T y τji = Aji/T , donde Aij = aij + bijT + cijT
2, Aji = aji + bjiT + cjiT

2 y T está en K.

Fuente: Elaboración Propia.

Tabla 4.12: Parámetros binarios de tensión interfacial para los sistemas en LLE.

Mezcla βijβijβij
a

óptimo b correlación c

Butanol + Agua 0 -

Pentanol + Agua 0.024586 0.0061 + 0.0003T − 7.7320x10−7T 2

Hexanol + Agua 0.024715 −1.6667 + 0.0156T − 4.7449x10−5T 2 + 4.7250x10−8T 3

Heptanol + Agua 0.035536 −13.6476 + 0.1693T − 0.0008T 2 + 1.6235x10−6T 3 − 1.2587x10−9T 4

Octanol + Agua 0.035536 0.6439− 0.0080T + 3.2164x10−5T 2 − 4.0938x10−8T 3

a El parámetro simétrico βij ha sido obtenido por ajuste con información experimental de tensión interfacial tomada

de Cárdenas et al. [16]. Para el ajuste se ha utilizado GT + MHV + NRTL. b El βij óptimo se ha obtenido considerando

el rango de temperaturas. c La correlación para βij se ha determinado mediante el ajuste entre los βij óptimos a cada

temperatura. Fuente: Elaboración propia.

Tabla 4.13: Parámetros binarios para los sistemas en VLLE.

Mezcla QMR a Modelo de NRTL a Parámetro simétrico b,c

kijkijkij ααα τijτijτij τjiτjiτji βijβijβij

Butanol + Agua d,g -0.158601 0.418897 0.915263 3.461890 0

Heptano + DMF e,h 0.092390 0.156982 1.155694 2.135954 V-Lα: βij = 0.111446 j

Decano + DMF e,h 0.072453 0.1 0.388187 1.941286 0

Sistema Agua + Butanol + Ciclohexano

Agua + Butanol f,i - 0.3634 1284.51/T 143.71/T 0

Agua + Ciclohexano f,i - 0.1353 3398.65/T 807.30/T 0

Butanol + Ciclohexano f,i - 0.2936 -105.01/T 1003.30/T 0

a El ajuste del parámetro de interacción binaria kij , y de los parámetros del modelo de NRTL, se ha realizado con información

experimental de VLLE tomada de: d MacLennan [39], e Schäfer et al. [63], f los parámetros han sido obtenidos de Gómis et al.

[28], donde T está en K. b La información de tensión interfacial experimental para el ajuste de βij ha sido obtenida de: g Murphy

et al. [52], h Schäfer et al. [64], i No se ha utilizado información experimental; sólo se asignó un valor nulo para βij .
c El parámetro

βij se ha calculado con el uso de GT + MHV + NRTL. El valor es obtenido para los tres equilibrios bifásicos, a no ser que se

mencione lo contrario, y j la fase α denota la fase rica en DMF. Fuente: Elaboración propia.
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Usando los valores teóricos y la información experimental disponible, se pueden obtener las des-

viaciones estad́ısticas en las propiedades analizadas, tal como se muestra en las tablas 4.14 a 4.18.

Tabla 4.14: Desviaciones estad́ısticas en propiedades de VLE y tensión interfacial para las mezclas d.

Mezcla AADPAADPAADP % a ∆y1∆y1∆y1 %
b AADσAADσAADσ% a

QMR c MHV + Wilson QMR c MHV + Wilson βijβijβij nulo βijβijβij ajustado

Etanol + Agua 2.146 0.510 2.047 0.336 5.570 1.844

Hexano + 2,5-DMF 0.048 - 0.888 - 0.709 0.296

Metanol + Butanol 0.245 - 0.229 - 1.711 1.711

Ciclohexano + Tolueno 0.902 - 0.285 - 0.554 0.104

CO2 + Butano 1.066 - 1.081 - 14.063 14.063

CO2 + Decano 2.769 - 0.295 - 15.929 15.929

Butano + Decano 0.055 - 0.029 - - -

CO2 + Butano + Decano 1.704 - 1.859 - - -

a Desviación media absoluta de la propiedad M , AADM % = (100/Np)

Np∑
i=1

|Mexp
i −Mteo

i |/|M
exp
i |; Np representa el número de

puntos analizados, y M representa la presión de vapor de la mezcla (P ) y la tensión interfacial (σ). b Desviación en fracción de la

fase vapor, ∆y1 % =(100/Np)

Np∑
i=1

|yexp1,i −y
teo
1,i |. c Desviaciones obtenidas usando kij óptimos. d Estas desviaciones han sido determi-

nadas usando la información citada en las tablas 4.1 a 4.6 y 4.10. Fuente: Elaboración propia.

Tabla 4.15: Desviaciones estad́ısticas en propiedades de LLE para las mezclas c.

Mezcla ∆xα1∆xα1∆xα1 % a ∆xβ1∆xβ1∆xβ1 % a

QMR b MHV + NRTL QMR b MHV + NRTL

Butanol + Agua 1.172 0.117 3.916 2.753

Pentanol + Agua 0.394 0.041 4.400 0.786

Hexanol + Agua 0.080 0.017 4.129 1.058

Heptanol + Agua 0.026 0.006 0.583 0.568

Octanol + Agua 0.007 0.0001 1.638 0.235

a Desviación en fracción de la fase acuosa (α) y orgánica (β), ∆x1 % =(100/Np)

Np∑
i=1

|xexp1,i − x
teo
1,i |; Np

representa el número de puntos analizados. b Desviaciones obtenidas usando kij óptimos. c Estas

desviaciones han sido determinadas usando la información citada en las tablas 4.1, 4.7 y 4.11.

Fuente: Elaboración propia.

Tabla 4.16: Desviaciones estad́ısticas en la tensión interfacial para las mezclas en LLE b.

Mezcla AADσAADσAADσ% a

βijβijβij nulo βijβijβij óptimo βijβijβij correlación

Butanol + Agua 11.672 11.672 -

Pentanol + Agua 43.049 5.632 1.099

Hexanol + Agua 37.680 4.517 0.935

Heptanol + Agua 40.585 1.520 0.554

Octanol + Agua 35.175 2.227 0.635

a Desviación media absoluta de la tensión interfacial, AADσ % = (100/Np)·
Np∑
i=1

|σexp − σteo|/|σexp|; Np representa el número de puntos analizados. b Estas

desviaciones han sido determinadas usando la información citada en las tablas 4.1,
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4.7 y 4.12. Fuente: Elaboración propia.

De la tabla 4.14 se puede concluir que, la regla de mezclado QMR predice satisfactoriamente el

equilibrio de fases ĺıquido - vapor para las mezclas estudiadas, excepto para la mezcla etanol + agua;

esto se debe a la incapacidad que presenta QMR para predecir de manera correcta el equilibrio de fases

en sistemas azeotrópicos o que presentan fuertes interacciones. Sin embargo, las desviaciones en presión

y fracción de vapor se ven disminuidas, al emplear la regla de mezclado MHV combinada con el modelo

de coeficientes de actividad de Wilson; la disminución en la desviaciones se debe a que los modelos de

actividad incluyen la enerǵıa libre de exceso de Gibbs. Respecto a la tensión interfacial, un valor óptimo

del parámetro simétrico, permite disminuir la desviación entre los valores teóricos y experimentales de

tensión, para las mezclas etanol + agua, hexano + 2,5-DMF, y ciclohexano + tolueno. Para el resto

de las mezclas, un valor nulo del parámetro simétrico, permite una menor desviación en la tensión, en

otras palabras, la teoŕıa del gradiente es usada como un enfoque de carácter predictivo.
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ió
n

d
e

la
m

ez
cl

a
.
g

N
o

p
re

se
n
ta

V
L

L
E

.
b

D
es

v
ia

ci
ó
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ó
n

en
fr

a
cc

ió
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De las tablas 4.15 y 4.16, se puede observar que para los sistemas en LLE, el empleo de la regla de

mezclado MHV combinada con el modelo de actividad de NRTL, reduce las desviaciones de las fraccio-

nes liquidas tanto en la fase acuosa como orgánica. Además, se concluye que las menores desviaciones

en tensión interfacial, se obtienen bajo el uso de una correlación para el parámetro simétrico; esta

observación excluye a la mezcla butanol + agua, debido a que se encontró que la menor desviación en

tensión es obtenida con un parámetro simétrico equivalente a cero.

De la tabla 4.17 se observa que la regla de mezclado MHV + NRTL presenta las menores desvia-

ciones en el punto trifásico de las mezclas en VLLE. Las desviaciones obtenidas con QMR son más

altas, debido a que esta regla no es capaz de predecir correctamente el LLE.

Por otro lado, de la tabla 4.18 se deduce que para las mezclas en VLLE, la teoŕıa del gradiente

puede ser empleada como un enfoque predictivo de las tensiones para los diferentes equilibrios bifásicos

(V-Lα, V-Lβ y Lα-Lβ), debido a que βij presenta un valor cero. No obstante, para la mezcla heptano

+ DMF, un valor óptimo de βij reduce la desviación de la tensión en la región V-Lα.

Un análisis más detallado, se puede llevar a cabo a partir de las siguientes figuras, donde se ilustra el

equilibrio de fases y comportamiento interfacial de las mezclas. El análisis de las mezclas será realizado

en las secciones 4.3, 4.4 y 4.5, según el tipo de equilibrio de fases.

4.3. Sistemas en equilibrio ĺıquido - vapor

4.3.1. Etanol(1) + Agua(2)

El equilibrio de fases ĺıquido - vapor para la mezcla etanol + agua, no se representa correctamente

con el uso de QMR, como se aprecia en la figura 4.1. La regla de mezclado es incapaz de predecir el

equilibrio de fases de sistemas altamente polares o con interacciones fuertes. Sin embargo, al usar una

regla de mezclado más sofisticada como MHV combinada con el modelo de actividad de Wilson, se

representa de mejor forma el equilibrio de fases y además, es capaz de predecir el punto azeotrópico

de composición aprox. x1 = 0.9, como se ilustra en la figura 4.2.

De las figuras 4.3 y 4.4 se observa que el uso de un parámetro simétrico óptimo (βij = 1.0014),

representa la tensión interfacial con una menor desviación, si se compara con el caso de βij = 0.

Trabajos realizados con esta mezcla destacan que: al usar QMR, con βij = 0 bastaŕıa para predecir

la tensión interfacial (Mej́ıa [42]), y usando QMR con βij = 1 se obtiene una menor desviación en la

tensión (Cornelisse [12]); esta conclusión no es coherente con GT, ya que la teoŕıa requiere como requi-

sito una buena representación del contorno (equilibrio de fases) para representar de manera adecuada

la interfase. A partir del análisis anterior, se concluye que para el trabajo realizado, śı tiene sentido

optimizar el parámetro simétrico, debido a que el equilibrio de fases está siendo bien representado por

la regla de mezclado empleada (MHV + Wilson). Otra observación relevante de la tensión interfacial

se encuentra en la figura 4.5, que corresponde a la proyección tensión versus presión, donde se puede

apreciar el punto azeotrópico del equilibrio de fases, como se ilustra en la figura 4.2.

Finalmente, de las figuras 4.6 y 4.7 se aprecia adsorción del etanol en la región interfacial, lo

cual ocurre debido a que el etanol presenta una mayor afinidad de estar en la interfase que la fase

homogénea. A medida que aumenta la fracción molar de etanol en la interfase, la adsorción empieza

a desaparecer. Para el caso del agua, se observa un comportamiento monótono de la densidad en la

región interfacial.
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Figura 4.1: VLE isotérmico a 323.15 K para la mezcla etanol(1) + agua(2). (•,•) Kurihara et al. [36],
(—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.2: VLE isotérmico a 323.15 K para la mezcla etanol(1) + agua(2). (•,•) Kurihara et al. [36],
(—– , —–) burbuja y roćıo con MHV + Wilson. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.3: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 323.15 K para la mezcla
etanol(1) + agua(2). (•) Vázquez et al. [73], (—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo con MHV + Wilson.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.4: Variación de la tensión interfacial con la presión a 323.15 K para la mezcla etanol(1) +
agua(2). (•) Vázquez et al. [73], (N) punto azeotrópico (AzP), (—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo con
MHV + Wilson. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.5: Variación de la tensión interfacial con la presión a 323.15 K para la mezcla etanol(1) +
agua(2) (Ampliación). (•) Vázquez et al. [73], (N) AzP, (—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo con MHV
+ Wilson. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.6: Proyección concentración - concentración a 323.15 K para la mezcla etanol(1) + agua(2)
con β12 = óptimo. (—–) x1 = 0.3, (—–) x1 = 0.6, (—–) x1 = 0.9, (•) densidades en el equilibrio, (N)
SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.7: Proyección concentración - espacio a 323.15 K para la mezcla etanol(1) + agua(2) con
β12 = óptimo. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a x1 = 0.3, 0.6, 0.9, (- - -, - - -, - - -)
concentración del componente 2 a x1 = 0.3, 0.6, 0.9, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente:
Elaboración propia.

4.3.2. Hexano(1) + 2,5-DMF(2)

El VLE isobárico de la mezcla hexano + 2,5-DMF se representa adecuadamente bajo el uso de una

regla de mezclado sencilla como QMR, observación que puede ser apreciada a partir de la figura 4.8.

De la figura 4.9 se aprecia que GT se puede usar como un enfoque predictivo para representar

el comportamiento interfacial de la mezcla. Sin embargo, una correlación del parámetro simétrico

permite disminuir aún más la desviación en la tensión.

Otra observación interesante que surge debido al uso de la correlación del parámetro simétrico, se

ilustra en las figuras 4.10 y 4.11. En el rango de 0 a 0.3 en fracción molar de hexano, la correlación

del parámetro simétrico permite eliminar la desorción de hexano en la región interfacial. En cambio si

se usara un valor nulo del parámetro simétrico, el hexano presentaŕıa simultáneamente acumulación

y no acumulación; fenómeno poco habitual en mezclas y que dificultaŕıa la transferencia de masa. De

manera complementaria a la figuras 4.10 y 4.11, en la figura 4.12 se puede observar el comportamiento

no monótono de la densidad de hexano en la interfase, debido a la presencia de puntos estacionarios

de adsorción y desorción simultánea para el caso de βij = 0, y sólo de adsorción para el caso de la

correlación de βij . Además, se aprecia que según el valor usado para el parámetro simétrico, tanto el

espesor interfacial como la ubicación del punto estacionario de adsorción se modifican.
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Figura 4.8: VLE isobárico a 0.94 bar para la mezcla hexano(1) + 2,5-DMF(2). (•,•) Mej́ıa et al. [44],
(—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.9: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 303.15 K para la mezcla
hexano(1) + 2,5-DMF(2). (•) Mej́ıa et al. [44], (—–) β12 = 0, (—–) β12 = correlación con QMR.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.10: Proyección concentración - concentración a 303.15 K para la mezcla hexano(1) + 2,5-
DMF(2) con β12 = 0. (—–) x1 = 0.1, (—–) x1 = 0.2, (—–) x1 = 0.3, (•) densidades en el equilibrio,
(N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.11: Proyección concentración - concentración a 303.15 K para la mezcla hexano(1) + 2,5-
DMF(2) con β12 = correlación. (—–) x1 = 0.1, (—–) x1 = 0.2, (—–) x1 = 0.3, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.12: Proyección concentración componente 1 - espacio a 303.15 K para la mezcla hexano(1) +
2,5-DMF(2). (—–, —–, —–) x1 = 0.1, 0.2, 0.3 con β12 = 0, (- - -, - - -, - - -) x1 = 0.1, 0.2, 0.3 con β12

= correlación, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

4.3.3. Metanol(1) + Butanol(2)

A partir de la figura 4.13 se observa que QMR está capacitada para predecir el equilibrio de fases

ĺıquido - vapor de la mezcla metanol + butanol, lo cual está de acuerdo con la teoŕıa, que garantiza

buenos resultados para mezclas con interacciones débiles o formadas por componentes similares.

De la figura 4.14 se aprecia que GT no predice satisfactoriamente la tensión interfacial para la

mezcla en estudio. Un valor nulo del parámetro simétrico genera una gran desviación respecto a la

información experimental de tensión. Luego, se podŕıa pensar que variando el parámetro simétrico,

el resultado seŕıa más favorable. Sin embargo, de la figura 4.15 se observa que para x1 = 0.1090, a

medida que aumenta el parámetro simétrico en el rango de 0 a 1, la tensión interfacial se aleja del

valor experimental (24 mN/m). Del análisis anterior, se concluye que βij = 0 es la condición óptima

para predecir el comportamiento interfacial; resultado idéntico al obtenido por Carey [9].

Finalmente, de las figuras 4.16 y 4.17 se observa que en todo el rango de composiciones, el metanol

se acumula en la región interfacial. Mientras que el butanol presenta un comportamiento monótono de

la densidad a bajas composiciones, y a medida que aumenta la fracción molar de metanol en la región

interfacial, el butanol presenta adsorción y desorción simultánea; esta observación implicaŕıa falta de
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confiabilidad en los resultados obtenidos del comportamiento interfacial.
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Figura 4.13: VLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla metanol(1) + butanol(2). (•,•) Polák et al.
[57], (—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.14: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 298.15 K para la mezcla
metanol(1) + butanol(2). (•) Benson y Lam [5], (N) punto aneotrópico, (—–) β12 = 0 con QMR.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.15: Variación de la tensión interfacial con β para la mezcla metanol(1) + butanol(2) a 298.15
K y x1 = 0.1090 (σexp = 24 mN/m). Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.16: Proyección concentración - concentración a 298.15 K para la mezcla metanol(1) + buta-
nol(2) con β12 = 0. (—–) x1 = 0.2, (—–) x1 = 0.5, (—–) x1 = 0.8, (•) densidades en el equilibrio, (N)
SP1, (H) SP2. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.17: Proyección concentración - espacio a 298.15 K para la mezcla metanol(1) + butanol(2)
con β12 = 0. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a x1 = 0.2, 0.5, 0.8, (- - -, - - -, - - -)
concentración del componente 2 a x1 = 0.2, 0.5, 0.8, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1, (H) SP2.
Fuente: Elaboración propia.

4.3.4. Ciclohexano(1) + Tolueno(2)

Como la mezcla ciclohexano + tolueno está compuesta por componentes similares, el VLE isotérmi-

co es representado adecuadamente por la combinación de PR-EOS y QMR, tal como se ilustra en la

figura 4.18.

De la proyección tensión interfacial versus la composición ĺıquida, ilustrada en la figura 4.19, se

observa que un ajuste del parámetro simétrico (βij = 0.036) permite representar de mejor forma

la tensión interfacial; resultado coherente al obtenido por Carey [9], quien propone representar el

comportamiento interfacial con un parámetro simétrico equivalente a 0.05.

Finalmente, de las figuras 4.20 y 4.21 se aprecia que con el uso de un valor nulo del parámetro

simétrico, ambos componentes presentan un comportamiento monótono de sus densidades en la región

interfacial. No obstante, a bajas composiciones un parámetro simétrico óptimo indica que el ciclohe-

xano presenta adsorción, es decir, se acumula en la interfase. Estas mismas observaciones pueden ser

apreciadas en la figura 4.22, además a partir de esta figura, se observa que según el valor del parámetro

simétrico empleado, el espesor interfacial se modifica.
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Figura 4.18: VLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla ciclohexano(1) + tolueno(2). (•,•) Katayama
et al. [33], (—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.19: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 298.15 K para la mezcla
ciclohexano(1) + tolueno(2). (•) Lam y Benson [38], (—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo con QMR.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.20: Proyección concentración - concentración a 298.15 K para la mezcla ciclohexano(1) +
tolueno(2) con β12 = 0. (—–) x1 = 0.1, (—–) x1 = 0.4, (—–) x1 = 0.7, (•) densidades en el equilibrio.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.21: Proyección concentración - concentración a 298.15 K para la mezcla ciclohexano(1) +
tolueno(2) con β12 = óptimo. (—–) x1 = 0.1, (—–) x1 = 0.4, (—–) x1 = 0.7, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.22: Proyección concentración componente 1 - espacio a 298.15 K para la mezcla ciclohexano(1)
+ tolueno(2). (—–, —–, —–) x1 = 0.1, 0.4, 0.7 con β12 = 0, (- - -, - - -, - - -) x1 = 0.1, 0.4, 0.7 con β12

= óptimo, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

4.3.5. CO2(1) + Butano(2) + Decano(3)

Para predecir el VLE isotérmico de la mezcla CO2 + butano + decano con la combinación de

PR-EOS y QMR, en primer lugar se requiere ajustar los parámetros de interacción con la información

del equilibrio de fases de las mezclas binarias. Estos resultados se ilustran en las figuras 4.23, 4.24 y

4.25. A partir de estas figuras se concluye que QMR está capacitada para representar los equilibrios

de fases de estas mezclas binarias con interacciones débiles. Una vez calculados los equilibrios bifásicos

binarios, se puede obtener el equilibrio de fases de la mezcla ternaria, tal como se ilustra en la figura

4.26.

De las figuras 4.27 y 4.28 se aprecia que la teoŕıa del gradiente es usada como un enfoque predictivo

para representar el comportamiento interfacial de estas mezclas. Para el caso de la mezcla butano +

decano, como no se dispone de información experimental de tensión, se usó por defecto un valor nulo

del parámetro simétrico. Por otro lado, la predicción de la tensión interfacial para la mezcla ternaria

en estudio se ilustra en la figura 4.29. De esta figura se observa que a medida que aumenta la presión,

disminuye la desviación entre la información experimental y teórica. Es relevante destacar que, los
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resultados obtenidos están de acuerdo a los trabajos realizados por Cornelisse [12], Mej́ıa et al. [46],

Miqueu et al. [51], y Sahimi y Taylor [62].

A partir de las figuras 4.30, 4.31 y 4.32 se concluye que para la condición x1 = 0.802 y x2 = 0.098, las

concentraciones de butano y decano presentan un comportamiento monótono en la región interfacial,

mientras que el CO2 se acumula en la interfase.

Con el objetivo de probar el algoritmo de cálculo de solución del sistema de ODEs, en el caso

de una mezcla ternaria con diferentes valores de los parámetros simétricos binarios, se analizó el

comportamiento interfacial de la mezcla ternaria con todos los casos posibles de valores para βij .

Los resultados obtenidos se ilustran en las figuras 4.33 a 4.36. De estas figuras se aprecia que para

los parámetros simétricos analizados, el CO2 se acumula en la interfase, y la ubicación del punto

de adsorción depende según el set de parámetros simétricos usados. En cambio, la densidad de los

otros componentes (butano y decano) presenta un comportamiento monótono, y el perfil interfacial se

modifica según los parámetros simétricos empleados.
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Figura 4.23: VLE isotérmico a 344.3 K para la mezcla CO2(1) + butano(2). (•,•) Hsu et al. [32], (—–
, —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

20

40

60

80

100

120

140

x1,y1

P
(b
ar
)

Figura 4.24: VLE isotérmico a 344.3 K para la mezcla CO2(1) + decano(2). (•,•) Nagarajan y Robinson
[54], (—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.25: VLE isotérmico a 344.3 K para la mezcla butano(1) + decano(2). (•,•) Reamer y Sage
[58], (—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.

Figura 4.26: VLE isotérmico a 344.3 K para la mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3). (•,•) Naga-
rajan et al. [53], (—– , —–) burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.27: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 344.3 K para la mezcla
CO2(1) + butano(2). (•) Hsu et al. [32], (—–) β12 = 0 con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.28: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 344.3 K para la mezcla
CO2(1) + decano(2). (•) Nagarajan y Robinson. [54], (—–) β12 = 0 con QMR. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.29: Variación de la tensión interfacial con la presión a 344.3 K para la mezcla CO2(1) +
butano(2) + decano(3). (•) Nagarajan et al. [53], (—–) βij = 0 con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.30: Proyección concentración componente 1 - concentración componente 3 a 344.3 K para la
mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3) con βij = 0. (—–) x1 = 0.802 y x2 = 0.098, (•) densidades
en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.31: Proyección concentración componente 2 - concentración componente 3 a 344.3 K para la
mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3) con βij = 0. (—–) x1 = 0.802 y x2 = 0.098, (•) densidades
en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.32: Proyección concentración - espacio a 344.3 K para la mezcla CO2(1) + butano(2) +
decano(3) con βij = 0. (—–, - - -, – – –) concentración del componente 1, 2 y 3 a x1 = 0.802 y
x2 = 0.098, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.33: Proyección concentración del componente 1 - espacio a 344.3 K y x1=0.802, x2=0.098 para
la mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3) con varios valores de βij . (—–) βij = 0, (—–) β12 = 0.1,
β13 = 0.2 y β23 = 0.3, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0.2 y β23 = 0, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0 y β23 = 0, (•)
densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.34: Proyección concentración del componente 1 - espacio a 344.3 K y x1=0.802, x2=0.098 para
la mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3) con varios valores de βij (Ampliación). (—–) β12 = 0.1,
β13 = 0.2 y β23 = 0.3, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0.2 y β23 = 0, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0 y β23 = 0, (N)
SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.35: Proyección concentración del componente 2 - espacio a 344.3 K y x1=0.802, x2=0.098 para
la mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3) con varios valores de βij . (—–) βij = 0, (—–) β12 = 0.1,
β13 = 0.2 y β23 = 0.3, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0.2 y β23 = 0, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0 y β23 = 0, (•)
densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.

0 20 40 60 80 100 120
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

z
*

ρ
3
*

Figura 4.36: Proyección concentración del componente 3 - espacio a 344.3 K y x1=0.802, x2=0.098 para
la mezcla CO2(1) + butano(2) + decano(3) con varios valores de βij . (—–) βij = 0, (—–) β12 = 0.1,
β13 = 0.2 y β23 = 0.3, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0.2 y β23 = 0, (—–) β12 = 0.1, β13 = 0 y β23 = 0, (•)
densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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4.4. Sistemas en equilibrio ĺıquido - ĺıquido

4.4.1. Butanol(1) + Agua(2)

El LLE isobárico de la mezcla butanol + agua puede ser representado de manera adecuada, usando

la regla de mezcla MHV combinada con el modelo de NRTL, como se aprecia en la figura 4.38. Al

emplear una regla de mezclado más sencilla como QMR, el resultado es desfavorable, como se ilustra en

la figura 4.37. Debido a esta razón, en las siguientes mezclas acuoso - alcohólicas se trabajó solamente

con MHV + NRTL.

El comportamiento interfacial puede ser apreciado en las figuras 4.39 a 4.42. De estas figuras se

deduce que QMR no es capaz de predecir correctamente la tensión, a pesar de la alta desviación con

la información experimental, la curva obtenida no presenta la forma (parabólica) de la información

experimental. El uso de MHV permite reducir la desviación en la tensión. Además, se observa que

tanto el agua como el butanol presentan un comportamiento monótono en la interfase.
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Figura 4.37: LLE isobárico a 1 atm para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•) Góral et al. [30], (—–)
QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.38: LLE isobárico a 1 atm para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•) Góral et al. [30], (—–)
MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.39: Tensión interfacial a 1 atm para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•) Cárdenas et al. [16],
(—–) β12 = 0 con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.40: Tensión interfacial a 1 atm para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•) Cárdenas et al. [16],
(—–) β12 = 0 con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.41: Proyección concentración - concentración a 1 atm para la mezcla butanol(1) + agua(2)
con β12 = 0. (—–) T = 290 K, (—–) T = 320 K, (—–) T = 350 K, (•) densidades en el equilibrio.
Fuente: Elaboración propia.

85



0 2 4 6 8
0

1

2

3

4

z
*

ρ
*

Figura 4.42: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla butanol(1) + agua(2) con
β12 = 0. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350 K, (- - -, - - -, - -
-) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el equilibrio. Fuente:
Elaboración propia.

4.4.2. Pentanol(1)+ Agua(2)
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Figura 4.43: LLE isobárico a 1 atm para la mezcla pentanol(1) + agua(2). (•) Góral et al. [30], (—–)
MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.44: Tensión interfacial a 1 atm para la mezcla pentanol(1) + agua(2). (•) Cárdenas et al. [16],
(—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo, (—–) β12 = correlación con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.45: Proyección concentración - concentración a 1 atm para la mezcla pentanol(1) + agua(2)
con β12 = correlación. (—–) T = 290 K, (—–) T = 320 K, (—–) T = 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.46: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla pentanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350 K, (- - -, - - -,
- - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.47: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla pentanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación (Ampliación). (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350
K, (- - -, - - -, - - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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4.4.3. Hexanol(1) + Agua(2)
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Figura 4.48: LLE isobárico a 1 atm para la mezcla hexanol(1) + agua(2). (•) Góral et al. [30], (—–)
MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.

260 280 300 320 340 360
3

4

5

6

7

T(K)

σ
(m
N
/m

)

Figura 4.49: Tensión interfacial a 1 atm para la mezcla hexanol(1) + agua(2). (•) Cárdenas et al. [16],
(—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo, (—–) β12 = correlación con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.50: Proyección concentración - concentración a 1 atm para la mezcla hexanol(1) + agua(2)
con β12 = correlación. (—–) T = 290 K, (—–) T = 320 K, (—–) T = 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.51: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla hexanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350 K, (- - -, - - -,
- - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.52: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla hexanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación (Ampliación). (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350
K, (- - -, - - -, - - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

4.4.4. Heptanol(1) + Agua(2)
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Figura 4.53: LLE isobárico a 1 atm para la mezcla heptanol(1) + agua(2). (•) Góral et al. [30], (—–)
MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.54: Tensión interfacial a 1 atm para la mezcla heptanol(1) + agua(2). (•) Cárdenas et al. [16],
(—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo, (—–) β12 = correlación con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.55: Proyección concentración - concentración a 1 atm para la mezcla heptanol(1) + agua(2)
con β12 = correlación. (—–) T = 290 K, (—–) T = 320 K, (—–) T = 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.56: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla heptanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350 K, (- - -, - - -,
- - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.57: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla heptanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación (Ampliación). (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350
K, (- - -, - - -, - - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

4.4.5. Octanol(1) + Agua(2)
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Figura 4.58: LLE isobárico a 1 atm para la mezcla octanol(1) + agua(2). (•) Góral et al. [30], (—–)
MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.59: Tensión interfacial a 1 atm para la mezcla octanol(1) + agua(2). (•) Cárdenas et al. [16],
(—–) β12 = 0, (—–) β12 = óptimo, (—–) β12 = correlación con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.60: Proyección concentración - concentración a 1 atm para la mezcla octanol(1) + agua(2)
con β12 = correlación. (—–) T = 290 K, (—–) T = 320 K, (—–) T = 350 K, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.61: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla octanol(1) + agua(2) con
β12 = correlación. (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350 K, (- - -, - - -,
- - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.62: Proyección concentración - espacio a 1 atm para la mezcla octanol(1) + agua(2) con β12 =
correlación (Ampliación). (—–, —–, —–) concentración del componente 1 a T = 290, 320, 350 K, (- -
-, - - -, - - -) concentración del componente 2 a T = 290, 320, 350 K, (•) densidades en el equilibrio,
(N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

92



▲▲
▲▲
▲▲
▲▲

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ρ2
*

ρ
1
*

Figura 4.63: Proyección concentración - concentración a 350 K y 1 atm para los sistemas alcanol(1) +
agua(2) con β12 = correlación y MHV + NRTL. (—–) butanol, (—–) pentanol, (—–) hexanol, (—–)
heptanol, (—–) octanol, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

De las figuras 4.43 a 4.62 se observa que la regla de mezclado MHV en conjunto con el modelo

de actividad de NRTL, está capacitada para representar el equilibrio ĺıquido - ĺıquido isobárico de las

mezclas acuoso - alcohólicas.

Respecto a la variación de la tensión interfacial con la temperatura, se aprecia que GT no puede

ser usada como un enfoque predictivo, debido a que un valor nulo del parámetro simétrico subpredice

la tensión. Por otro lado, usando un ajuste del parámetro simétrico o una correlación del mismo,

la desviación en la tensión con respecto a la información experimental disminuye. Es importante

mencionar que las menores desviaciones en tensión, se obtienen cuando se utiliza una correlación para

el parámetro simétrico.

Además, de las proyecciones concentración - concentración o concentración - espacio, se aprecia

la acumulación del alcohol en la región interfacial, debido a que presenta una mayor afinidad de

permanecer en la interfase que en la fase homogénea. En el caso del agua, se observa una caracteŕıstica

monótona de su densidad en la interfase. Finalmente, a partir de la figura 4.63 se concluye que a

medida que crece la cadena del alcohol, la adsorción del mismo aumenta en la interfase, es decir, se

acumula más en la región interfacial.

A continuación se realizará un análisis más detallado de los resultados obtenidos para los sistemas

en LLE y su comparación con los resultados publicados por Cárdenas et al. [16]. Los autores de esta

investigación determinaron el comportamiento interfacial de las mezclas en LLE, mediante la aplicación

de la teoŕıa del gradiente cuadrado simplificada combinada al modelo de coeficientes de actividad de

NRTL. Este enfoque teórico permite eliminar la presión como variable de estado y reemplazar la

densidad de enerǵıa de Helmholtz inhomogénea por la densidad de enerǵıa de Gibbs inhomogénea.

De la tabla 4.15 y de la publicación de Cárdenas et al. se observa que las desviaciones en la fase

ĺıquida acuosa presenta el mismo orden de magnitud que los resultados obtenidos por los autores. En

cambio, para la fase ĺıquida orgánica, las desviaciones estad́ısticas de este trabajo son más altas que

las obtenidas por los autores, observación que excluye a la mezcla octanol + agua; en esta tesis se

obtuvo una desviación del 0.24 %, comparada al 0.4 % obtenida por Cárdenas et al.

Comparando los resultados de la tabla 4.16 con la publicación de Cárdenas et al. se observa que las

desviaciones en tensión interfacial para las mezclas butanol + agua y pentanol + agua son más altas

que las obtenidas por los autores. Para las restantes mezclas acuoso - alcohólicas (hexanol a octanol),

los resultados de la desviación en tensión son del mismo orden de magnitud.
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La variación de la tensión interfacial con la temperatura ilustrada en las figuras anteriores, presenta

un comportamiento análogo al reportado por Cárdenas et al.

Un análisis adicional se puede llevar a cabo a partir de las figuras que ilustran la proyección

concentración - espacio. Los autores reportan la proyección concentración - espacio para la mezcla

pentanol + agua (ver figura 4.64), de la cual se aprecia un comportamiento monótono para la densidad

de ambos componentes en un rango de temperaturas. Sin embargo, en esta tesis se obtuvo monoticidad

para la concentración del agua, y un comportamiento no monótono para el pentanol, debido a que

éste presentó adsorción (acumulación) en la región interfacial, como puede ser ilustrado en la figura

4.46.

Resumiendo, la metodoloǵıa teórica (GT simplificada) aplicada por Cárdenas et al., a pesar de ser

una aproximación de GT y una técnica de cálculo sencilla, permite obtener desviaciones estad́ısticas

más bajas que las calculadas en este trabajo. Finalmente se puede destacar que GT simplificada es

incapaz de predecir la adsorción de los componentes en mezcla, a diferencia de GT que predice la

acumulación de los alcoholes (pentanol a octanol) en la región interfacial de las fases ĺıquidas.

(a) Perfil del pentanol en la región in-
terfacial.

(b) Perfil del agua en la región interfa-
cial.

Figura 4.64: Proyección composición - espacio a 1 atm para la mezcla pentanol(1) + agua(2) obtenido
por Cárdenas et al. [16]. (—–) 288.15 K, (— —) 318.15 K, (–..–) 358.15 K. Fuente: [16].

4.5. Sistemas en equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor

4.5.1. Butanol(1) + Agua(2)

En la figura 4.65 se aprecia el equilibrio trifásico para la mezcla butanol + agua, y se deduce que

QMR no es capaz de predecir correctamente el punto heteroazeotrópico de la mezcla. A partir de la

figura 4.66 se aprecia que la regla de mezclado MHV combinada con el modelo de actividad de NRTL,

está capacitada para representar adecuadamente tanto los equilibrios bifásicos como las coordenadas

del punto trifásico.

De las figuras 4.67 a 4.69 se observa que GT es usada de manera predictiva para representar

el comportamiento interfacial de la mezcla butanol + agua. Esta observación está de acuerdo a lo

obtenido por Cornelisse [12]. Además es interesante apreciar la figura 4.68, porque se observa que

las tensiones de las tres interfases tienen en común un mismo valor de presión, que corresponde a la

presión del punto heteroazeotrópico.

La proyección concentración - concentración y concentración - espacio puede ser apreciada en las

figuras 4.70 a 4.73, donde se observa que la interfase V-Lα es la suma de las interfases restantes.
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También se observa que el butanol a diferencia del agua, se acumula en la interfase V-Lβ.
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Figura 4.65: VLLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•,•) MacLennan [39],
(- - -, —–, —–, —–) Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.66: VLLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•,•) MacLennan [39],
(- - -, —–, —–, —–) Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.67: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 298.15 K para la mezcla
butanol(1) + agua(2). (•,•) Murphy et al. [52], (N,H,•) trifásico V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ Murphy et al. [52],
(—– , —–) V-Lα, V-Lβ, (N,H,•) punto trifásico con β12 = 0 y MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.68: Variación de la tensión interfacial con la presión a 298.15 K para la mezcla butanol(1) +
agua(2). (•,•) Murphy et al. [52], (N,H,•) trifásico V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ Murphy et al. [52], (—–, —–,
—–) V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ, (N,H,•) punto trifásico con β12 = 0 y MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.69: Variación de la tensión interfacial con la presión a 298.15 K para la mezcla butanol(1) +
agua(2) (Ampliación). (N,H) trifásico V-Lα, V-Lβ Murphy et al. [52], (—– , —–) V-Lα, V-Lβ, (N,H)
punto trifásico con β12 = 0 y MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.

▲▲

0 1 2 3 4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

ρ2
*

ρ
1
*

Figura 4.70: Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 298.15 K y 3.78 kPa para
la mezcla butanol(1) + agua(2) con β12 = 0. (—– , —–) V-Lβ, Lα-Lβ, (•) densidades en el equilibrio,
(N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.71: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 298.15 K y 3.78 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración
del componente 2, (•) densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.72: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 298.15 K y 3.78 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración
del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.73: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 298.15 K y 3.78 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración
del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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4.5.2. Heptano(1) + DMF(2)

A partir de las figuras 4.74 y 4.75 se observa que no existe mucha diferencia en la predicción del

punto trifásico, respecto si se emplea QMR o MHV + NRTL. En ambos casos, las reglas de mezclado

presentan desviaciones en el punto heteroazeotrópico; notar que esta desviación es menor cuando se

usa la regla de mezcla MHV + NRTL. Además, es relevante mencionar que MHV + NRTL a diferencia

de QMR, predice un punto homoazeotrópico de composición aprox. x1 = 0.945, tal como se aprecia

en la figura 4.76.

De la figura 4.77 se aprecia que GT predice la tensión interfacial en la interfase V-Lβ. Sin embargo,

no sucede lo mismo para la interfase V-Lα, debido a que se requiere un ajuste del parámetro simétrico

(βij = 0.111) con el fin de disminuir la desviación en la tensión. El resultado es coherente al publicado

por Schäfer et al. [64], quienes usaron PCP-SAFT y proponen βij = 0.108.

Finalmente, de la proyecciones ilustradas en las figuras 4.78 a 4.82 se observa que cuando se emplea

βij = 0, la interfase V-Lα es la suma de las interfases restantes. En cambio, no sucede lo mismo cuando

el βij de una de las interfases ya no es cero. Además, mencionar que el heptano solo se acumula en la

interfase Lα-Lβ, y el DMF presenta un comportamiento monótono en las tres interfases.
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Figura 4.74: VLLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla heptano(1) + DMF(2). (•,•) Schäfer et al.
[63], (- - -, —–, —–, —–) Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.75: VLLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla heptano(1) + DMF(2). (•,•) Schäfer et al.
[63], (- - -, —–, —–, —–) Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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Figura 4.76: VLLE isotérmico a 298.15 K para la mezcla heptano(1) + DMF(2) (Ampliación). (—– ,
—–) burbuja y roćıo con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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(a) Tensión en las interfases V-Lα y V-Lβ .
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(b) Tensión en la interfase Lα-Lβ .

Figura 4.77: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 298.15 K para la mezcla
heptano(1) + DMF(2). (•,•) Schäfer et al. [64], (—–,—–,•) V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ con β12 = 0, (- - -)
V-Lα con β12 = óptimo y MHV + NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.78: Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 298.15 K y 6.09 kPa para
la mezcla heptano(1) + DMF(2) con β12 = 0 y β12 = óptimo. (—– , —– ) V-Lβ, Lα-Lβ, (•) densidades
en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.79: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla hep-
tano(1) + DMF(2) a 298.15 K y 6.09 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1,
concentración del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

0 2 4 6 8 10 12
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

z
*

ρ
*

Figura 4.80: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla heptano(1)
+ DMF(2) a 298.15 K y 6.09 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concen-
tración del componente 2, (•) densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.81: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla heptano(1)
+ DMF(2) a 298.15 K y 6.09 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concen-
tración del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.82: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla heptano(1)
+ DMF(2) a 298.15 K y 6.09 kPa con β12 = óptimo. (—– , - - -) concentración del componente 1,
concentración del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

4.5.3. Decano(1) + DMF(2)

Una regla de mezclado sencilla como QMR, está incapacitada para predecir el punto trifásico de

la mezcla decano + DMF, situación que se ilustra en la figura 4.83. Al emplear la regla de mezclado

MHV en conjunto con el modelo de actividad de NRTL, se disminuye considerablemente la desviación

en la fracción de vapor heteroazeotrópica, como se puede apreciar en la figura 4.84. No obstante, igual

se observa una leve desviación en la predicción de las fracciones ĺıquidas.

De la figura 4.85 se aprecia que GT sobrepredice la tensión en las interfases V-Lα y V-Lβ. Resultado

similar al obtenido por Schäfer et al. [64]. Además, de esta figura se observa que el decano es el

predominante en la interfase V-Lβ, y el DMF predomina en la interfase V-Lα.

Finalmente, a partir de las figuras 4.86 a 4.89 se concluye que en el punto trifásico, la suma de las

interfases Lα-Lβ y V-Lβ es equivalente a V-Lα. Además, destacar que el decano presenta un punto

de adsorcion en la interfase V-Lβ, es decir, a diferencia del DMF presenta una mayor afinidad de

permanecer en la interfase que en las fases homogéneas.
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Figura 4.83: VLLE isotérmico a 353.15 K para la mezcla decano(1) + DMF(2). (•,•) Schäfer et al.
[63], (- - -, —–, —–, —–) Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.84: VLLE isotérmico a 353.15 K para la mezcla decano(1) + DMF(2). (•,•) Schäfer et al.
[63], (- - -, —–, —–, —–) Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.
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(a) Tensión en las interfases V-Lα y V-Lβ .
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(b) Tensión en la interfase Lα-Lβ .

Figura 4.85: Variación de la tensión interfacial con la composición ĺıquida a 298.15 K para la mezcla
decano(1) + DMF(2). (•,•) Schäfer et al. [64], (—–,—–,•) V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ con β12 = 0 y MHV +
NRTL. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.86: Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 298.15 K y 0.63 kPa para
la mezcla decano(1) + DMF(2) con β12 = 0. (—– , —– ) V-Lβ, Lα-Lβ, (•) densidades en el equilibrio,
(N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.87: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla decano(1)
+ DMF(2) a 298.15 K y 0.63 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concen-
tración del componente 2, (•) densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.88: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla decano(1) +
DMF(2) a 298.15 K y 0.63 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración
del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.89: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla decano(1) +
DMF(2) a 298.15 K y 0.63 kPa con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración
del componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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4.5.4. Agua(1) + Butanol(2) + Ciclohexano(3)

El equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor isobárico de la mezcla agua + butanol + ciclohexano puede

ser representado usando la regla de mezclado MHV combinada con el modelo de actividad de NRTL,

tal como se ilustra en la figura 4.90. De la figura se aprecia una desviación en la predicción de las

fracciones de la fase ĺıquida orgánica y fase vapor, y se observa que una de las fases ĺıquidas es rica en

agua. A partir de la figura anterior, también se deduce que las mezclas binarias agua + ciclohexano, y

agua + butanol presentan equilibrio trifásico a 101.3 kPa. Es relevante mencionar que los resultados

obtenidos están de acuerdo a los publicados por Gómis et al. [28].

Respecto a la tensión interfacial de la mezcla analizada, aún no es posible encontrar información

experimental en la literatura. Además destacar que la predicción del comportamiento interfacial para

la mezcla en estudio aún no ha sido analizada por otros autores.

Con el fin de predecir la tensión interfacial para la mezcla agua + butanol + ciclohexano, en esta

tesis se usó GT + PR-EOS + MHV. Como la mezcla presenta equilibrio trifásico, se deben determinar

las tres tensiones respectivas a cada equilibrio bifásico.

En los cálculos de estas tensiones se encontraron muchos problemas de convergencia asociados a la

presencia de múltiples puntos estacionarios en los componentes de la mezcla. Debido a la problemática

de la convergencia, sólo se obtuvo el comportamiento interfacial de la interfase V-Lβ para diferentes

composiciones de x3, como se ilustra en las figuras 4.91 a 4.100.

De las figuras 4.91 a 4.93 se aprecia que a una composición pequeña de ciclohexano (x3 = 0.014),

la concentración de agua y butanol presentan un comportamiento monótono en la región interfacial.

Por otro lado, el ciclohexano se acumula en la interfase.

A medida que aumenta la composición del ciclohexano, se observa una pérdida de la monoticidad

en los componentes. El agua y el butanol presentan adsorción interfacial, es decir, mayor afinidad de

estar en la interfase que permanecer en las fases homogéneas. Un fenómeno poco habitual en mezclas

es experimentado por el ciclohexano, quien presenta adsorción y desorción simultánea en la interfase.

Esta observación surge a partir del análisis de las figuras 4.94 a 4.99.

Figura 4.90: VLLE isobárico a 101.3 kPa para la mezcla Agua(1) + Butanol(2) + Ciclohexano(3).
(•,•) Gomis et al. [28], (—– , —–) curva binodal no isotérmica y curva de vapor con MHV + NRTL.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.91: Proyección concentración componente 2 - concentración componente 1 a 101.3 kPa para
la mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (—–) x3 = 0.014, (•) densidades en el
equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.92: Proyección concentración componente 3 - concentración componente 1 a 101.3 kPa para
la mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (—–) x3 = 0.014, (•) densidades en el
equilibrio, (�) SP3. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.93: Proyección concentración - espacio a 101.3 kPa para la mezcla agua(1) + butanol(2) +
ciclohexano(3) con βij = 0. (—–, - - -, – – –) concentración del componente 1, 2 y 3 a x3 = 0.014, (•)
densidades en el equilibrio, (�) SP3. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.94: Proyección concentración componente 2 - concentración componente 1 a 101.3 kPa para
la mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (—–) x3 = 0.276, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1, (H) SP2. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.95: Proyección concentración componente 3 - concentración componente 1 a 101.3 kPa para
la mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (—–) x3 = 0.276, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1, (�) SP3. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.96: Proyección concentración - espacio a 101.3 kPa para la mezcla agua(1) + butanol(2) +
ciclohexano(3) con βij = 0. (—–, - - -, – – –) concentración del componente 1, 2 y 3 a x3 = 0.276, (•)
densidades en el equilibrio, (N) SP1, (H) SP2, (�) SP3. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.97: Proyección concentración componente 2 - concentración componente 1 a 101.3 kPa para
la mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (—–) x3 = 0.832, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1, (H) SP2. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.98: Proyección concentración componente 3 - concentración componente 1 a 101.3 kPa para
la mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (—–) x3 = 0.832, (•) densidades en el
equilibrio, (N) SP1, (�) SP3. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.99: Proyección concentración - espacio a 101.3 kPa para la mezcla agua(1) + butanol(2) +
ciclohexano(3) con βij = 0. (—–, - - -, – – –) concentración del componente 1, 2 y 3 a x3 = 0.832, (•)
densidades en el equilibrio, (N) SP1, (H) SP2, (�) SP3. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.100: Variación de la tensión interfacial V-Lβ con la composición ĺıquida a 101.3 kPa para la
mezcla agua(1) + butanol(2) + ciclohexano(3) con βij = 0. (•) MHV + NRTL. Fuente: Elaboración
propia.

4.6. Transición de mojabilidad en la mezcla butanol(1) + agua(2)

Esta sección tiene por objetivo ilustrar los resultados del comportamiento interfacial en la zona

de transición de mojabilidad para la mezcla butanol + agua. Los cálculos del equilibrio de fases y

la determinación de las propiedades interfaciales se realizaron a partir de la combinación de GT +

PR-EOS + QMR.

Previo a realizar el análisis del comportamiento interfacial fue necesario identificar el tipo de

diagrama de fases que presenta la mezcla butanol + agua. Los autores Garćıa et al. [25] muestran en

su publicación que el sistema butanol + agua corresponde a un diagrama de fases tipo VI, como el

que se ilustra en la figura 4.101.

P

T

●

●
●

Figura 4.101: Diagrama de fases clase VI. (—–) curva cŕıtica, (—–) inmiscibilidad ĺıquido - ĺıquido, (–
–) curva de presión de los componentes puros, (- - -) equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor, (•) presiones de
vapor de los componentes puros, (•) punto cŕıtico inferior (LCEP), (◦) punto cŕıtico superior (UCEP).
Fuente: Elaboración propia.

De acuerdo a la figura anterior, el diagrama clase VI [20] además de presentar las caracteŕısticas

de un diagrama clase I (curva cŕıtica unida a las curvas de presión de saturación de los componentes
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puros), presenta una zona de inmiscibilidad ĺıquido - ĺıquido a altas presiones, y a bajas presiones,

se aprecia el equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor que comienza en un punto cŕıtico inferior (LCEP) y

culmina en un punto cŕıtico superior (UCEP); en estos puntos cŕıticos ocurre el colapso de dos fases,

situación que origina el equilibrio entre una fase cŕıtica y una fase anexa. Además se observa una curva

en U que une a los puntos LCEP y UCEP; esta curva en U se origina debido a la existencia de puntos

mı́nimos y máximos del equilibrio ĺıquido - ĺıquido.

Como el objetivo de esta tesis fue analizar si la mezcla butanol + agua presentaba transición de

mojabilidad, sólo se calculó el UCEP, debido a que se encontró que la temperatura TW está en el

rango 298.15 K a TUCEP. Para realizar el cálculo del punto UCEP se resolvieron las ecuaciones del

equilibrio trifásico para un rango de temperaturas, y se finalizó el cálculo cuando ocurrió el colapso

de las fases ĺıquidas a una condición dada de temperatura. Los resultados obtenidos se resumen en la

siguiente tabla.

Tabla 4.19: Propiedades termodinámicas en el punto cŕıtico superior (UCEP) ∗.

T (K)T (K)T (K) P (bar)P (bar)P (bar) ρc (mol/cm3)ρc (mol/cm3)ρc (mol/cm3) ρa (mol/cm3)ρa (mol/cm3)ρa (mol/cm3) xc1x
c
1x
c
1 xa1x

a
1x
a
1

393.40 2.32 0.03232 0.00007 0.09704 0.12434

∗ Las fases c y a representan la fase cŕıtica y anexa (o no cŕıtica), respectivamente.

Fuente: Elaboración propia.

En la figura 4.65 se ilustró el VLLE para la mezcla butanol + agua a 298.15 K, en que se apreció el

caso de heteroazeotroṕıa de primera especie. A medida que aumenta la temperatura, por ejemplo a

350.02 K, se mantiene la caracteŕıstica de heteroazeotroṕıa (ver figura 4.102) pero se observa una

variación en las coordenadas del punto trifásico, debido a un aumento en la presión heteroazeotrópica.

Por otro lado, cuando se alcanza la temperatura del punto cŕıtico terminal superior, desaparece la

inmiscibilidad ĺıquido - ĺıquido provocando un colapso en el equilibrio ĺıquido - ĺıquido - vapor, y como

consecuencia un equilibrio ĺıquido - vapor entre una fase cŕıtica (ĺıquida) y anexa (vapor), como puede

ser ilustrado en la figura 4.103.
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Figura 4.102: VLLE isotérmico a 350.02 K para la mezcla butanol(1) + agua(2). (- - -, —–, —–, —–)
Lα-Lβ, ĺınea triple, burbuja y roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.

Para determinar el punto transicional de mojabilidad se calcularon las tensiones de las tres in-

terfases para cuatro temperaturas diferentes en el rango de 298.15 K a 393.40 K. Posteriormente se

ajustaron los puntos obtenidos mediante polinomios de tercer grado y se analizó si se satisfaćıa la

igualdad de Antonow. Los resultados obtenidos se pueden ilustrar gráficamente en la figura 4.104.
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Figura 4.103: VLE isotérmico a 393.40 K para la mezcla butanol(1) + agua(2). (—– , —–) burbuja y
roćıo con QMR. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.104: Transición de mojabilidad para la mezcla butanol(1) + agua(2). (•, •, •, •) puntos
teóricos de σLα−Lβ , σV−Lβ , σV−Lα , σV−Lβ + σLα−Lβ , (—–, —–, —–, —–) ajustes polinomiales de
σLα−Lβ , σV−Lβ , σV−Lα , σV−Lβ + σLα−Lβ . Fuente: Elaboración propia.

De acuerdo a la literatura, la transición de mojabilidad ilustrada en la figura anterior pertenece

a la categoŕıa c (transición de segundo orden) de la publicación de Costas et al. [15]. Esta clase de

transición se caracteriza porque una vez alcanzado el punto transicional TW, la mojabilidad del sistema

se mantiene hasta la condición del CEP. De la figura 4.104 no se puede deducir con precisión el punto

de transición (TW). Por esta razón, en la figura 4.105 se analiza la segunda derivada de las tensiones

σV−Lα y σV−Lβ + σLα−Lβ .

De la figura anterior se aprecia que el punto de transición de mojabilidad se alcanza en TW ≈ 372

K. En otras palabras, a partir de 372 K, la fase ĺıquida Lβ pasa de ser parcialmente af́ın a mojar

totalmente la interfase conformada por las fases vapor V y ĺıquida Lα.

La variación de la tensión interfacial con la presión a una condición fija de temperatura, puede ser

apreciada en las figuras 4.106 a 4.108. De la figura 4.106 se observa que las tensiones de las interfases

V-Lα y V-Lβ presentan una desviación con respecto a la información experimental disponible. También

se aprecia una desviación en la predicción de los puntos trifásicos de las tres tensiones.

De la predicción de la tensión interfacial a 350.02 K ilustrada en la figura 4.107 se deduce que el

sistema aún presenta equilibrio trifásico, debido a que se aprecian las tensiones de las tres interfases.

Además se observa que la tensión de la interfase ĺıquido - ĺıquido alcanza valores más bajos, lo cual es

coherente con la evolución de la afinidad de las fases a lo largo de la ĺınea heteroazeotrópica.
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Figura 4.105: Concavidad de la tensión interfacial con respecto a la temperatura trifásica para la
mezcla butanol(1) + agua(2). (—–) σV−Lα , (—–) σV−Lβ + σLα−Lβ . Fuente: Elaboración propia.

Por otro lado, una caracteŕıstica común a las figuras 4.106 y 4.107 es que a medida que la presión

aumenta se observa, un aumento en la tensión de la interfase V-Lβ, disminución en la tensión de la

interfase V-Lα, y un cambio despreciable en la tensión de la interfase Lα-Lβ; observación que está de

acuerdo con la teoŕıa debido a que el equilibrio ĺıquido - ĺıquido isotérmico casi no experimenta cambios

en la presión.

Finalmente, es relevante destacar la figura 4.108 pues se ilustra la variación de la tensión interfacial

en el CEP, condición cŕıtica en que ocurre el colapso del VLLE. Por esta razón, a diferencia de las

figuras anteriores, acá se aprecia uno de los comportamientos que puede presentar la tensión interfacial

para sistemas en equilibrio ĺıquido - vapor. En esta proyección se puede apreciar el punto azeotrópico

del equilibrio de fases ilustrado en la figura 4.103, pues se cumple que la presión de azeotroṕıa satisface

la relación (∂σ/∂P )T =∞ (ver figura 4.108).

El aumento de la temperatura del equilibrio trifásico influirá directamente en los perfiles interfa-

ciales en las tres interfases. La condición de temperatura afectará la posición del punto de adsorción

(acumulación) del butanol en la región interfacial y además modificará el espesor interfacial. Una

caracteŕıstica común a los perfiles de las tres interfases es que los perfiles de la interfase V-Lα son

equivalentes a la suma de los perfiles de la interfase V-Lβ y Lα-Lβ. Las observaciones anteriores pueden

ser apreciadas en las figuras 4.109 a 4.118.
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Figura 4.106: Variación de la tensión interfacial con la presión a 298.15 K para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) con QMR. (•,•) Murphy et al. [52], (N,H,•) trifásico V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ Murphy et al. [52],
(—–, —–, —–) V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ, (N,H,•) punto trifásico con β12 = 0. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.107: Variación de la tensión interfacial con la presión a 350.02 K para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) con QMR. (—–, —–, —–) V-Lα, V-Lβ, Lα-Lβ, (N,H,•) punto trifásico con β12 = 0. Fuente:
Elaboración propia.
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Figura 4.108: Variación de la tensión interfacial con la presión a 393.40 K para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) con QMR. Fuente: Elaboración propia.

▲▲

0 1 2 3 4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

ρ2
*

ρ
1
*

Figura 4.109: Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 298.15 K para la mezcla
butanol(1) + agua(2) con β12 = 0. (—– , —–) V-Lβ, Lα-Lβ, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.110: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 298.15 K con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración del
componente 2, (•) densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.111: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 298.15 K con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración del
componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.112: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 298.15 K con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración del
componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.113: Proyección concentración - concentración en el punto trifásico a 350.02 K para la mezcla
butanol(1) + agua(2) con β12 = 0. (—– , —–) V-Lβ, Lα-Lβ, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.114: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (Lα-Lβ) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 350.02 K con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración del
componente 2, (•) densidades en el equilibrio. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.115: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lβ) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 350.02 K con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración del
componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.116: Proyección concentración - espacio en el punto trifásico (V-Lα) para la mezcla butanol(1)
+ agua(2) a 350.02 K con β12 = 0. (—– , - - -) concentración del componente 1, concentración del
componente 2, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.117: Proyección concentración - concentración a 393.40 K para la mezcla butanol(1) + agua(2)
con β12 = 0. (—–) x1 = 0.09704, (•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 4.118: Proyección concentración - espacio a 393.40 K para la mezcla butanol(1) + agua(2) con
β12 = 0. (—–) concentración del componente 1, (- - -) concentración del componente 2 a x1 = 0.09704,
(•) densidades en el equilibrio, (N) SP1. Fuente: Elaboración propia.

De las figuras anteriores se observa que, el punto estacionario de acumulación del butanol en

la interfase conformada por las fases ĺıquida y vapor, va disminuyendo a medida que aumenta la
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temperatura heteroazeotrópica, dicho de otra forma, conforme aumenta la temperatura de la condición

trifásica, el butanol se va acumulando cada vez menos en la región interfacial. También se aprecia que

el aumento de la temperatura conlleva a una reducción del espesor interfacial.

Finalmente, de la figura 4.118 se aprecian los t́ıpicos perfiles de concentración interfacial para

sistemas en equilibrio ĺıquido - vapor, lo cual está de acuerdo a lo descrito en la teoŕıa, pues en esta

temperatura (393.40 K), la mezcla butanol + agua ha alcanzado la condición cŕıtica del equilibrio

trifásico originando un equilibrio de fases ĺıquido - vapor.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

El cómputo de las propiedades interfaciales en las mezclas multicomponentes, puede ser obtenido

mediante la solución de la ecuación de Euler - Lagrange, que para un sistema binario, se traduce

en una ODE, mientras que para una mezcla ternaria, se transforma en un sistema de dos ODEs.

La rapidez de convergencia del método numérico está sujeta a la técnica empleada para la

solución de la(s) ecuación(es) a resolver. Para las mezclas donde la variable monótona elegida

no teńıa puntos estacionarios, la técnica de elección de la variable monótona fue exitosa, y en

el caso de sistemas con múltiples puntos estacionarios (con a lo más un punto estacionario por

componente), la técnica de Kou et al. aceleraba la convergencia en los cálculos. En el caso de

sistemas que no cumpĺıan con la condición recién mencionada, se recurrió a la técnica de elección

de la variable monótona, provocando una lentitud en la obtención de los resultados.

La combinación de PR-EOS con QMR solamente fue capaz de representar correctamente el

VLE para mezclas compuestas por componentes similares, conclusión que está de acuerdo a

lo reportado en la literatura. Además, QMR no está capacitada para describir el LLE de los

sistemas agua + alcanol, debido a que las interacciones reales en estas mezclas no forman parte

del fundamento teórico de la regla cuadrática. Y respecto a los sistemas en VLLE, QMR también

presentó una deficiencia para representar correctamente el equilibrio de fases de estos sistemas.

La implementación de mejores reglas de mezclado, como el caso de MHV, le otorga una mayor

flexibilidad a los cálculos del equilibrio de fases, lo cual conlleva a una mejor representación del

equilibrio de fases en mezclas con fuertes interacciones. La regla de mezclado MHV fue capaz de

caracterizar adecuadamente el VLE, LLE y VLLE de los sistemas analizados en esta tesis.

El cómputo de la tensión interfacial es sensible al valor del parámetro simétrico. Para la mayoŕıa

de los sistemas en VLE y VLLE se observó que GT puede ser usada como un enfoque predictivo,

pese a probar con valores del parámetro simétrico distintos de cero, se encontró que la menor

desviación en tensión se alcanzaba para βij = 0. Por otro lado, las mezclas etanol + agua,

y ciclohexano + tolueno requieren un parámetro simétrico distinto cero con la finalidad de

disminuir la desviación en la tensión interfacial, mientras que para la mezcla hexano + 2,5-

dimetilfurano, se obtuvo una correlación para el parámetro simétrico, que permitió disminuir

la desviación de la tensión con respecto a la información experimental y, además eliminar la

desorción del hexano en la región interfacial. En las mezclas alcanol (C5 a C8) + agua en LLE,

se determinó que un ajuste del parámetro simétrico disminúıa considerablemente la diferencia

entre los valores teóricos y experimentales de tensión. Finalmente, de las mezclas en VLLE, sólo
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en el sistema compuesto por heptano y dimetilformamida se encontró que un valor no nulo del

parámetro simétrico es capaz de disminuir la desviación en la tensión de la interfase V-Lα.

La determinación del comportamiento interfacial para sistemas en LLE es más eficaz mediante

la aplicación de GT simplificada, debido a la sencillez de los cálculos y menor desviación de la

tensión con respecto a la información experimental.

El algoritmo de cálculo planteado para determinar el comportamiento interfacial de mezclas

ternarias con parámetros simétricos no nulos (o a los más dos iguales a cero) fue aplicado satis-

factoriamente para la mezcla CO2 + butano + decano. De los cálculos realizados con diferentes

posibilidades de valores para los parámetros simétricos, se concluye que tanto los perfiles de con-

centración como el valor de la tensión interfacial están sujetos al set de valores de los parámetros

simétricos.

Las mezclas caracterizadas por una adecuada representación del equilibrio de fases, presentaron

buenos resultados en la tensión interfacial.

El comportamiento de las propiedades interfaciales, está directamente relacionado con el con-

cepto de actividad interfacial; condición que define la afinidad de un componente por estar en

mayor proporción (adsorción) o en menor proporción (desorción) en la región interfacial.
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Apéndice A

Procedimiento en Mathematica:

Equilibrio de fases

El siguiente caṕıtulo ilustra los algoritmos desarrollados en el programa Mathematica, ne-

cesarios para determinar el equilibrio de fases en mezclas multicomponentes, mediante la

combinación PR-EOS + QMR. Los ficheros presentes a continuación, describen los proce-

dimientos numéricos para sistemas con equilibrio ĺıquido - vapor.

A.1. Cómputo del VLE en mezclas binarias

A manera de ilustración se ha seleccionado la mezcla ciclohexano(1) + tolueno(2) en equilibrio

ĺıquido - vapor a 298.15 K. En el fichero de cómputo se describe el cómputo del equilibrio de fases

mediante cálculos de burbuja en un rango de composición para la fase ĺıquida. Para realizar el equilibrio

de fases se utilizó la condición de isopotencial qúımico, donde la determinación de los potenciales

qúımicos de los componentes puros se llevó a cabo mediante el enfoque termodinámico de enerǵıa de

Helmholtz. En la siguiente tabla se resumen las variables de entrada y salida de este fichero.

Tabla A.1: Condiciones de entrada y salida para el cómputo del VLE en mezclas binarias.

Variables Śımbolos

Variables de entrada

Condiciones del equilibrio de fases T , x1

Parámetros de los componentes puros Tci, Pci, ωi o mi

Parámetros del modelo EOS Ωa, Ωb, d1, d2, α(T )

Parámetro de interacción de QMR k12

Resultados del fichero

Condiciones del equilibrio de fases P , y1, ρl, ρv

Gráfico Proyección isotérmica del VLE en P − x1 − y1

Fuente: Elaboración propia.

El fichero puede ser revisado en las siguientes hojas.
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(*VLE para ciclohexano1 + tolueno2 a 298.15 K*)

(*Parámetros de los componentes puros*)

Tc1 = 553.4;(*K*)

Pc1 = 40.73; (*bar*)

m1 = 0.702643228568343`;

Tc2 = 591.7; (*K*)

Pc2 = 41.14; (*bar*)

m2 = 0.7733576573154617`;

(*Parámetros y expresiones para PR-EOS*)

omegaa = 0.457235;

omegab = 0.077796;

d1 = 1 - Sqrt[2.0];

d2 = 1 + Sqrt[2.0];

R = 83.14; (*bar cm3 mol-1 K-1*)

Pref = 1; (*bar*)

(*Expresión de la presión para PR-EOS*)

P = R * T * ro  1 - b * ro - a * ro2  1 + d1 * ro * b * 1 + d2 * ro * b;

(*Densidad de energía de Helmholtz para PR-EOS*)

a0 = R * T * ro1 * Logro1  ro + ro2 * Logro2  ro - R * T * ro * Log[1 - ro * b] -

(ro * a)  b * d2 - d1 * Log1 + d2 * ro * b  1 + d1 * ro * b -

R * T * ro * Log[Pref / (R * T * ro)];

(*Regla de mezclado cuadrática: QMR*)

(*Parámetros cohesivo y covolumen de los puros*)

alfa1 = 1 + m1 * 1 - SqrtT  Tc12;

a1 = omegaa * R * Tc12 * alfa1  Pc1;

b1 = omegab * R * Tc1  Pc1;

alfa2 = 1 + m2 * 1 - SqrtT  Tc22;

a2 = omegaa * R * Tc22 * alfa2  Pc2;

b2 = omegab * R * Tc2  Pc2;

(*Parámetro de interacción*)

k12 = 0.02368581329062645`;

(*Parámetro cohesivo y covolumen de la mezcla*)

a =
1

ro2
* ro12 * a1 + 2 * ro1 * ro2 * a1 * a2 * 1 - k12 + ro22 * a2;

b =
1

ro
* ro1 * b1 + ro2 * b2;

(*Cálculo de los potenciales químicos*)

ro = ro1 + ro2;

pq1 = D[a0, ro1];

pq2 = D[a0, ro2];

(*Sistema de ecuaciones fo1, fo2 y fo3 del equilibrio de fases*)
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Clear[ro];

ro1 = x1 * ro;

ro2 = x2 * ro;

x2 = 1 - x1;

P = P;

Pl = P /. {ro → rol, x1 → x1};

Pv = P /. {ro → rov, x1 → y1};

pq1 = pq1;

pq2 = pq2;

vmin = FullSimplify[b /. {x1 → 0}];

Clear[ro1, ro2, x2];

fo1 = pq1 /. {ro → rol, x1 → x1} - pq1 /. {ro → rov, x1 → y1};

fo2 = pq2 /. {ro → rol, x1 → x1} - pq2 /. {ro → rov, x1 → y1};

fo3 = P /. {ro → rol, x1 → x1} - P /. {ro → rov, x1 → y1};

(*Condiciones de entrada del equilibrio de fases*)

T = 298.15;

(*Vector de composición líquida*)

xf = 0.9999999;

x0 = 0.0000001;

n = 100;

dx = xf - x0  n;

(*Resolución numérica del sistema de ecuaciones: fo1,

fo2 y fo3, para cada punto de burbuja x1*)

(*Valores iniciales*)

rol0 = 1  1.1 vmin;

rov0 = 1  100 000;

y10 = 0.2;

(*Método de Newton*)

k = 0;

Table[k = k + 1;

s = {rol, rov, y1} /. FindRoot[{fo1 ⩵ 0, fo2 ⩵ 0, fo3 ⩵ 0},

{rol, rol0}, {rov, rov0}, {y1, y10}, WorkingPrecision → 50];

rol0 = s[[1]];

rov0 = s[[2]];

y10 = s[[3]];

psatl = Pl /. {rol → rol0};

psatv = Pv /. {rov → rov0, y1 → y10};

valores = N[{x1, Re[y10], Re[rol0], Re[rov0], Re[psatl]}];

jn = Length[valores];

Table[Mk,j = valores[[j]], {j, 1, jn}];

, {x1, x0, xf, dx}];

(*Extracción de datos de la matriz Mk,j*)

matriz = Table[Mi,j, {i, 1, k}, {j, 1, jn}];

2     A.1 Cómputo del VLE en mezclas binarias.nb

127



(*Condiciones de salida del equilibrio de fases*)

valy1 = matriz[[All, 2]];

valrol = matriz[[All, 3]] (*molcm3*)

valrov = matriz[[All, 4]] (*molcm3*)

valP = matriz[[All, 5]] (*bar*)

(*Proyección isotérmica del VLE en P-x1-y1*)

valx1 = matriz[[All, 1]];

dataPx1 = Table[{valx1[[i]], valP[[i]]}, {i, 1, k}];

dataPy1 = Table[{valy1[[i]], valP[[i]]}, {i, 1, k}];

plotPx1 = ListLinePlot[dataPx1, PlotStyle → Blue,

PlotLegends → {"Curva de burbuja"}, PlotRange → All];

plotPy1 = ListLinePlot[dataPy1, PlotStyle → Red,

PlotLegends → {"Curva de rocío"}, PlotRange → All];

plotPxy1 = Show[plotPx1, plotPy1, AxesLabel → {"x1,y1", "P (bar)"}]

A.1 Cómputo del VLE en mezclas binarias.nb     3
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A.2. Cómputo del VLE en mezclas ternarias

A modo de ejemplo se presenta el fichero para el cálculo del equilibro de fases ĺıquido - vapor de

la mezcla ternaria CO2(1) + butano(2) + decano(3) a 344.3 K. El enfoque termodinámico utilizado

es el mismo que el descrito en la sección A.1. Debido a que existe un grado de libertad adicional con

respecto a las mezclas binarias, el cómputo del equilibrio de fases se realiza a una temperatura fija y

un rango de valores para las composiciones de las fases ĺıquidas de los componentes 1 y 2. En la tabla

A.2 se detallan las variables de entrada y salida presentes en el fichero.

Tabla A.2: Condiciones de entrada y salida para el cómputo del VLE en mezclas ternarias.

Variables Śımbolos

Variables de entrada

Condiciones del equilibrio de fases T , x1, x2

Parámetros de los componentes puros Tci, Pci, ωi o mi

Parámetros del modelo EOS Ωa, Ωb, d1, d2, α(T )

Parámetros de interacción de QMR k12, k13, k23

Resultados del fichero

Condiciones del equilibrio de fases P , y1, y2, ρl, ρv

Gráfico para el componente 1 Proyección isotérmica del VLE en P − x1 − y1

Gráfico para el componente 2 Proyección isotérmica del VLE en P − x2 − y2

Fuente: Elaboración propia.

En las siguientes hojas puede ser revisado el fichero descrito anteriormente.
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(*VLE para CO21 + butano2 + decano3 a 344.3 K*)

(*Parámetros de los componentes puros*)

Tc1 = 304.20; (*K*)

Pc1 = 73.8; (*bar*)

w1 = 0.225;

m1 = 0.37464 + 1.54226 * w1 - 0.26992 * w12;

Tc2 = 425.20; (*K*)

Pc2 = 38; (*bar*)

m2 = 0.6725006529304973`;

Tc3 = 617.6; (*K*)

Pc3 = 21.1; (*bar*)

m3 = 1.0719768060371537`;

(*Parámetros y expresiones para PR-EOS*)

omegaa = 0.457235;

omegab = 0.077796;

d1 = 1 - Sqrt[2.0];

d2 = 1 + Sqrt[2.0];

R = 83.14; (*bar cm3 mol-1 K-1*)

Pref = 1; (*bar*)

(*Expresión de la presión para PR-EOS*)

P = R * T * ro  1 - b * ro - a * ro2  1 + d1 * ro * b * 1 + d2 * ro * b;

(*Densidad de energía de Helmholtz para PR-EOS*)

a0 = R * T * ro1 * Logro1  ro + ro2 * Logro2  ro + ro3 * Logro3  ro -

R * T * ro * Log[1 - ro * b] - (ro * a)  b * d2 - d1 *

Log1 + d2 * ro * b  1 + d1 * ro * b - R * T * ro * Log[Pref / (R * T * ro)];

(*Regla de mezclado cuadrática: QMR*)

(*Parámetros cohesivo y covolumen de los puros*)

alfa1 = 1 + m1 * 1 - SqrtT  Tc12;

a1 = omegaa * R * Tc12 * alfa1  Pc1;

b1 = omegab * R * Tc1  Pc1;

alfa2 = 1 + m2 * 1 - SqrtT  Tc22;

a2 = omegaa * R * Tc22 * alfa2  Pc2;

b2 = omegab * R * Tc2  Pc2;

alfa3 = 1 + m3 * 1 - SqrtT  Tc32;

a3 = omegaa * R * Tc32 * alfa3  Pc3;

b3 = omegab * R * Tc3  Pc3;

(*Parámetros de interacción: kij*)

k12 = 0.12420673624200468`;

k13 = 0.09100650865820321`;

k23 = 0.010365127406257892`;

(*Parámetro cohesivo y covolumen de la mezcla*)

a12 = Sqrt[a1 * a2] * 1 - k12;

a13 = Sqrt[a1 * a3] * 1 - k13;
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a23 = Sqrt[a2 * a3] * 1 - k23;

a = a1 * ro12 + 2 * a12 * ro1 * ro2 +

2 * a23 * ro2 * ro3 + 2 * a13 * ro1 * ro3 + a2 * ro22 + a3 * ro32  ro2;

b = b1 * ro1 + b2 * ro2 + b3 * ro3  ro;

(*Cálculo de los potenciales químicos*)

ro = ro1 + ro2 + ro3;

pq1 = D[a0, ro1];

pq2 = D[a0, ro2];

pq3 = D[a0, ro3];

(*Sistema de ecuaciones fo1, fo2, fo3 y fo4 del equilibrio de fases*)

Clear[ro];

ro1 = x1 * ro;

ro2 = x2 * ro;

ro3 = x3 * ro;

x3 = 1 - x1 - x2;

P = P;

Pl = P /. {ro → rol, x1 → x1, x2 → x2};

Pv = P /. {ro → rov, x1 → y1, x2 → y2};

pq1 = pq1;

pq2 = pq2;

pq3 = pq3;

vmin = FullSimplify[b];

Clear[ro1, ro2, ro3, x3];

fo1 = pq1 /. {ro → rol, x1 → x1i, x2 → x2i} - pq1 /. {ro → rov, x1 → y1, x2 → y2};

fo2 = pq2 /. {ro → rol, x1 → x1i, x2 → x2i} - pq2 /. {ro → rov, x1 → y1, x2 → y2};

fo3 = pq3 /. {ro → rol, x1 → x1i, x2 → x2i} - pq3 /. {ro → rov, x1 → y1, x2 → y2};

fo4 = P /. {ro → rol, x1 → x1i, x2 → x2i} - P /. {ro → rov, x1 → y1, x2 → y2};

(*Condiciones de entrada del equilibrio de fases*)

T = 344.3;

(*Vector de composición líquida del componente 1*)

h1 = 0.637;

h2 = 0.87974;

np = 500;

hx1 = h2 - h1  np;

valx1 = Table[h1 + i * hx1, {i, 0, np}];

n = Length[valx1];

(*Vector de composición líquida del componente 2*)

h11 = 0.157;

h22 = 0.066316;

hx2 = h22 - h11  np;

valx2 = Table[h11 + i * hx2, {i, 0, np}];

(*Resolución numérica del sistema de ecuaciones: fo1,

2     A.2 Cómputo del VLE en mezclas ternarias.nb
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fo2, fo3 y fo4, para cada set de datos x1, x2*)

(*Valores iniciales*)

x10 = 0.637;

x20 = 0.157;

y10 = 0.948;

y20 = 0.029;

rol0 = 1  1.1 * vmin /. {x1 → x10, x2 → x20};

rov0 = 1  500 000;

(*Método de Newton*)

k = 0;

Table[x1i = valx1[[i]], {i, 1, n}];

Table[x2i = valx2[[i]], {i, 1, n}];

Table[k = k + 1;

sol = {rol, rov, y1, y2} /.

FindRoot[{fo1 ⩵ 0, fo2 ⩵ 0, fo3 ⩵ 0, fo4 ⩵ 0}, {rol, rol0}, {rov, rov0},

{y1, y10}, {y2, y20}, WorkingPrecision → 100, MaxIterations → 500];

rol0 = sol[[1]];

rov0 = sol[[2]];

y10 = sol[[3]];

y20 = sol[[4]];

Psatv = Re[Pv /. {rov → rov0, y1 → y10, y2 → y20}];

valores = N[{x1i, x2i, y10, y20, rol0, rov0, Psatv}];

jn = Length[valores];

Table[Mk,j = valores[[j]], {j, 1, jn}];

, {i, 1, n}];

(*Extracción de datos de la matriz Mk,j*)

matriz = Table[Mi,j, {i, 1, k}, {j, 1, jn}];

(*Condiciones de salida del equilibrio de fases*)

valy1 = Re[matriz[[All, 3]]];

valy2 = Re[matriz[[All, 4]]];

valrol = matriz[[All, 5]] (*molcm3*)

valrov = matriz[[All, 6]] (*molcm3*)

valP = Re[matriz[[All, 7]]]; (*bar*)

(*Proyección isotérmica del VLE en P-x1-y1*)

dataPx1 = Table[{valx1[[i]], valP[[i]]}, {i, 1, k}];

dataPy1 = Table[{valy1[[i]], valP[[i]]}, {i, 1, k}];

plotPx1 = ListLinePlot[dataPx1, PlotStyle → Blue,

PlotLegends → {"Curva de burbuja"}, PlotRange → All];

plotPy1 = ListLinePlot[dataPy1, PlotStyle → Red,

PlotLegends → {"Curva de rocío"}, PlotRange → All];

plotPxy1 = Show[plotPx1, plotPy1, AxesLabel → {"x1,y1", "P (bar)"},

PlotRange → All]

A.2 Cómputo del VLE en mezclas ternarias.nb     3
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(*Proyección isotérmica del VLE en P-x2-y2*)

dataPx2 = Table[{valx2[[i]], valP[[i]]}, {i, 1, k}];

dataPy2 = Table[{valy2[[i]], valP[[i]]}, {i, 1, k}];

plotPx2 = ListLinePlot[dataPx2, PlotStyle → Blue,

PlotLegends → {"Curva de burbuja"}, PlotRange → All];

plotPy2 = ListLinePlot[dataPy2, PlotStyle → Red,

PlotLegends → {"Curva de rocío"}, PlotRange → All];

plotPxy2 = Show[plotPx2, plotPy2, AxesLabel → {"x2,y2", "P (bar)"},

PlotRange → All]

4     A.2 Cómputo del VLE en mezclas ternarias.nb
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Apéndice B

Procedimiento en Mathematica:

Comportamiento interfacial

El siguiente caṕıtulo presenta los ficheros de cálculo para determinar las propiedades inter-

faciales en mezclas binarias, mediante la aplicación de la teoŕıa del gradiente con PR-EOS

+ QMR. Se presentan algoritmos numéricos para la resolución de la ecuación de Euler -

Lagrange según el valor del parámetro simétrico (βij).

B.1. Técnica de elección de la variable monótona para β12 = 0β12 = 0β12 = 0

A manera de ilustración se presenta el fichero de cálculo para la mezcla ciclohexano(1) + tolueno(2)

a 298.15 K. En el algoritmo de cálculo se describe el cómputo de las propiedades interfaciales de la

mezcla en estudio. En primer lugar se presenta el cálculo del equilibrio de fases ĺıquido - vapor, que

corresponde a un cálculo de burbuja a una condición de temperatura y fracción molar fase ĺıquida

definida. Posteriormente, fijando la variable monótona ρ2, se resuelve numéricamente la ecuación no

lineal. Finalmente, se presentan los resultados de las propiedades interfaciales. En la siguiente tabla

se resumen las variables de entrada y salida presentes en el fichero.

Tabla B.1: Condiciones de entrada y salida para el cómputo del comportamiento interfacial en mezclas
binarias.

Variables Śımbolos

Variables de entrada

Condiciones del equilibrio de fases T , x1

Parámetros de los componentes puros Tci, Pci, ωi o mi, cii

Parámetros del modelo EOS Ωa, Ωb, d1, d2, α(T )

Parámetro de interacción de QMR k12

Resultados del fichero

Tensión interfacial σ

Gráfico concentración - concentración Proyección ρ∗1 − ρ∗2
Gráficos concentración - espacio Proyecciones ρ∗1 − z∗ y ρ∗2 − z∗

Fuente: Elaboración propia.
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(*VLE + Propiedades interfaciales para ciclohexano1 +

tolueno2 a 298.15 K*)

(********************Cálculo del punto de burbuja********************)

(*Parámetros de los componentes puros*)

Tc1 = 553.4; (*K*)

Pc1 = 40.73;(*bar*)

m1 = 0.702643228568343`;

c11 = 3.240976636255134` * 10-19; (*J m5 mol-2*)

Tc2 = 591.7; (*K*)

Pc2 = 41.14;(*bar*)

m2 = 0.7733576573154617`;

c22 = 3.59798717699404` * 10-19; (*J m5 mol-2*)

(*Parámetros y expresiones para PR-EOS*)

omegaa = 0.457235;

omegab = 0.077796;

d1 = 1 - Sqrt[2.0];

d2 = 1 + Sqrt[2.0];

R = 83.14; (*bar cm3 mol-1 K-1*)

Pref = 1; (*bar*)

(*Expresión de la presión para PR-EOS*)

P = R * T * ro  1 - b * ro - a * ro2  1 + d1 * ro * b * 1 + d2 * ro * b;

(*Densidad de energía de Helmholtz para PR-EOS*)

a0 = R * T * ro1 * Logro1  ro + ro2 * Logro2  ro - R * T * ro * Log[1 - ro * b] -

(ro * a)  b * d2 - d1 * Log1 + d2 * ro * b  1 + d1 * ro * b -

R * T * ro * Log[Pref / (R * T * ro)];

(*Regla de mezclado cuadrática: QMR*)

(*Parámetros cohesivo y covolumen de los puros*)

alfa1 = 1 + m1 * 1 - SqrtT  Tc12;

a1 = omegaa * R * Tc12 * alfa1  Pc1;

b1 = omegab * R * Tc1  Pc1;

alfa2 = 1 + m2 * 1 - SqrtT  Tc22;

a2 = omegaa * R * Tc22 * alfa2  Pc2;

b2 = omegab * R * Tc2  Pc2;

(*Parámetro de interacción*)

k12 = 0.02368581329062645`;

(*Parámetro cohesivo y covolumen de la mezcla*)

a = ro12 * a1 + 2 * ro1 * ro2 * Sqrt[a1 * a2] * 1 - k12 + ro22 * a2  ro2;

b = ro1 * b1 + ro2 * b2  ro;

(*Cálculo de los potenciales químicos*)

ro = ro1 + ro2;

pq1 = D[a0, ro1];
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pq2 = D[a0, ro2];

(*Sistema de ecuaciones fo1, fo2 y fo3 del equilibrio de fases*)

vmin = FullSimplifyb /. ro1 → x1 * ro, ro2 → 1 - x1 * ro;

P = P;

pq1 = pq1;

pq2 = pq2;

fo1 = pq1 /. ro1 → x1 * rol, ro2 → 1 - x1 * rol -

pq1 /. ro1 → y1 * rov, ro2 → 1 - y1 * rov;

fo2 = pq2 /. ro1 → x1 * rol, ro2 → 1 - x1 * rol -

pq2 /. ro1 → y1 * rov, ro2 → 1 - y1 * rov;

fo3 = P /. ro1 → x1 * rol, ro2 → 1 - x1 * rol -

P /. ro1 → y1 * rov, ro2 → 1 - y1 * rov;

(*Condiciones de entrada del equilibrio de fases*)

T = 298.15;

x1 = 0.2;

(*Resolución numérica del sistema de ecuaciones: fo1,

fo2 y fo3 para la condición de burbuja*)

(*Valores iniciales*)

rol0 = 1  1.1 * vmin;

rov0 = 1  200 000;

y10 = 0.1;

(*Método de Newton*)

sol = {rol, rov, y1} /. FindRoot[{fo1 ⩵ 0, fo2 ⩵ 0, fo3 ⩵ 0},

{rol, rol0}, {rov, rov0}, {y1, y10}, WorkingPrecision → 50];

Clear[rol, rov, y1];

rol0 = Re[sol[[1]]];

rov0 = Re[sol[[2]]];

y10 = Re[sol[[3]]];

Psat = P /. ro1 → x1 * rol0, ro2 → 1 - x1 * rol0;

(*Condiciones del VLE*)

rol = rol0; (*molcm3*)

rov = rov0; (*molcm3*)

y1 = y10;

P = Psat; (*bar*)

(********************************************************************)

(**********Cómputo del comportamiento interfacial a β12=0*************)

(*Densidades homogéneas de los componentes*)

ro1l = x1 * rol;

ro2l = 1 - x1 * rol;

2     B.1 Técnica de elección de la variable monótona para parámetro simétrico nulo.nb
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ro1v = y1 * rov;

ro2v = 1 - y1 * rov;

(*Potenciales químicos en el equilibrio*)

pqe1 = pq1 /. {ro1 → ro1l, ro2 → ro2l};

pqe2 = pq2 /. {ro1 -> ro1l, ro2 → ro2l};

(*Ecuación no lineal a resolver*)

ec = Sqrt[c11] * pq2 - pqe2 - Sqrt[c22] * pq1 - pqe1;

(*Tensión interfacial de los puros desde Paper: Lam y Benson*)

ten1 = 24.38; (*mN/m*)

ten2 = 27.94; (*mN/m*)

(*Elección de la variable monótona*)

(*Como ten2 > ten 1, se elige ρ2 como variable monótona*)

(*Discretización de la variable ρ2*)

h1 = ro2v;

h2 = ro2l;

n = 1000;

h = h2 - h1  n ;

valro2 = Table[h1 + j * h, {j, 0, n}];

q = Length[valro2];

(*Algoritmo de Newton*)

ro10 = ro1v;

k = 0;

Table[k = k + 1;

s = {ro1} /. FindRoot[ec == 0, {ro1, ro10}, WorkingPrecision → 50];

ro10 = s[[1]];

val = {ro2, ro10};

kn = Length[val];

Table[Mk,j = val[[j]], {j, 1, kn}];, {ro2, valro2}];

(*Extracción de datos de la matriz Mk,j*)

matriz = Table[Mi,j , {i, 1, k}, {j, 1, kn}];

valro1 = matriz[[All, 2]];

(*Cómputo de la tensión interfacial*)

c12 = Sqrt[c11 * c22];

(*Usando como variable la densidad

del componente 2 porque es monótona definida*)

valro11 = valro1;

valro22 = valro2;

poldro = Interpolation[Transpose[Join[{valro22}, {valro11}]]][ro2];

(*Derivada dρ1dρ2 numérica*)
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d1d2 = D[poldro, ro2] /. {ro2 → valro22};

W = a0 - ro1 * pqe1 + ro2 * pqe2;

wsat = -P;

den2 = 2 * W /. {ro1 → valro11} - wsat;

num2 = c22 + 2 * c12 * dro1dro2 + c11 * dro1dro22 /. {dro1dro2 → d1d2};

g2 = Sqrt[den2 * num2];

mm = Length[valro11];

valtension2 = Table[

NIntegrate[g2[[i]], {ro2, valro22[[i]], valro22[[i + 1]]}], {i, 1, mm - 1}];

p2 = Length[valtension2];

(*Tensión interfacial*)

tension = Sum[valtension2[[i]], {i, 1, p2}] * Sqrt101325  1.01325 * 109

(*mN/m*)

(*Proyección ρ1
*-ρ2

**)

data = Table[{valro2[[i]] * b1, valro1[[i]] * b1}, {i, 1, k}];

plot1 = ListLinePlot[data, PlotStyle → Black];

puntov = {{ro2v * b1, ro1v * b1}};

puntol = {{ro2l * b1, ro1l * b1}};

plotv = ListPlot[puntov, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotl = ListPlot[puntol, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

graficoro1ro2 =

Show[plotv, plotl, plot1, PlotRange → All, AxesLabel → {"ρ2*", "ρ1*"}]

(*Proyecciones concentración - espacio*)

datagpt = W /. {ro1 → valro1, ro2 → ro2i};

Table[deri = d1d2[[i]], {i, 1, q}];

z1 = 0;

Table[GPTi = datagpt[[i]], {i, 1, q}];

valz = -ReTablezi+1 = Re[zi] +

NIntegrateSqrt1  2 * (GPTi - wsat) * c11 * deri2 + 2 * c12 * deri + c22,

{ro2i, valro2[[i + 1]], valro2[[i]]}, {i, 1, q - 1};

qq = Length[valz];

dataro11 = Table[valro1[[i]] * b1, {i, 2, q}];

datos1 = Tablevalz[[i]] * Sqrta1  c11, dataro11[[i]], {i, 1, qq};

punto1 = {{z1, ro1v * b1}};

dataro1z = Join[punto1, datos1];

dataro22 = Table[valro2[[i]] * b1, {i, 2, q}];

datos2 = Tablevalz[[i]] * Sqrta1  c11, dataro22[[i]], {i, 1, qq};

punto2 = {{z1, ro2v * b1}};

dataro2z = Join[punto2, datos2];

(*Proyección ρ1
*-z**)

puntov1z = {{0, ro1v * b1}};

puntol1z = Last[valz] * Sqrta1  c11, ro1l * b1;

plotv1z = ListPlot[puntov1z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotl1z = ListPlot[puntol1z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];
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plotro1z = ListLinePlot[dataro1z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

graficoro1z =

Showplotv1z, plotl1z, plotro1z, AxesLabel → "z*", "ρ1*", PlotRange → All

(*Proyección ρ2
*-z**)

puntov2z = {{0, ro2v * b1}};

puntol2z = Last[valz] * Sqrta1  c11, ro2l * b1;

plotv2z = ListPlot[puntov2z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotl2z = ListPlot[puntol2z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotro2z = ListLinePlot[dataro2z, PlotStyle → Blue, PlotRange → All];

graficoro2z =

Show[plotv2z, plotl2z, plotro2z, AxesLabel → {"z*", "ρ2*"}, PlotRange → All]
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B.2. Técnica de Kou et al. para β12 = 0β12 = 0β12 = 0

De manera complementaria a la sección B.1, en este fichero se presenta el cómputo del comporta-

miento interfacial para la misma mezcla binaria y a las mismas condiciones del equilibrio. Sólo que en

este caso, se utiliza el procedimiento numérico de Kou et al.

Gran parte del fichero pertenece al fichero B.1, debido a que se realiza el mismo cómputo del

equilibrio de fases. Las novedades del fichero B.2 es la implementación de la técnica de Kou et al.,

para llevar a cabo el cálculo de la tensión interfacial y la determinación de los perfiles de concentración

en la interfase, ρ∗1 − z∗ y ρ2 − z∗.
Las condiciones de entrada y salida del fichero que será presentado a continuación son equivalentes

a las descritas en la tabla B.1.

El fichero de cómputo puede ser revisado en las siguientes hojas.
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(*VLE + Propiedades interfaciales para ciclohexano1 +

tolueno2 a 298.15 K*)

(*Desde "Parámetros de los componentes puros" a

"potenciales químicos en el equilibrio": Idéntico a fichero B.1*)

(*Implementación de la técnica de Kou et al. 2014:

Usar variable auxiliar "u"*)

(*Expresiones y dominio de u*)

landa = c11 + c22;

uv = Sqrtc11  landa * ro1v + Sqrtc22  landa * ro2v;

ul = Sqrtc11  landa * ro1l + Sqrtc22  landa * ro2l;

(*Discretización de la variable u*)

h1 = uv;

h2 = ul;

n = 500;

h = h2 - h1  n ;

valu = Table[h1 + j * h, {j, 0, n}];

q = Length[valu];

(*Sistema de ecuaciones a resolver con la técnica de Kou et al.*)

ec1 = Sqrtc11  landa * ro1 + Sqrtc22  landa * ro2 - u;

ec2 = Sqrt[c11] * pq2 - pqe2 - Sqrt[c22] * pq1 - pqe1;

(*Resolución numérica del sistema de ecuaciones*)

(*Valores iniciales*)

ro10 = ro1v;

ro20 = ro2v;

(*Método de Newton*)

k = 0;

Table[k = k + 1;

s = {ro1, ro2} /. FindRoot[{ec1 == 0, ec2 ⩵ 0}, {ro1, ro10}, {ro2, ro20}];

ro10 = s[[1]];

ro20 = s[[2]];

val = {u, ro10, ro20};

kn = Length[val];

Table[Mk,j = val[[j]], {j, 1, kn}];, {u, valu}];

(*Extracción de datos de la matriz Mk,j*)

matriz = Table[Mi,j , {i, 1, k}, {j, 1, kn}];

valro1 = matriz[[All, 2]];

valro2 = matriz[[All, 3]];

(*Cómputo de la tensión interfacial*)
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c12 = Sqrt[c11 * c22];

W = a0 - ro1 * pqe1 + ro2 * pqe2;

wsat = -P;

valgpt = W /. {ro1 → valro1, ro2 → valro2};

(*Tensión interfacial*)

tension =

Sum0.5 * valu[[i + 1]] - valu[[i]] * Sqrt[2 * landa * (valgpt[[i]] - wsat)] +

Sqrt2 * landa * valgpt[[i + 1]] - wsat,

{i, 1, k - 1} * Sqrt101325  1.01325 * 109 (*mN/m*)

(*Proyección ρ1
*-ρ2

**)

data = Table[{valro2[[i]] * b1, valro1[[i]] * b1}, {i, 1, k}];

plot1 = ListLinePlot[data, PlotStyle → Black];

puntov = {{ro2v * b1, ro1v * b1}};

puntol = {{ro2l * b1, ro1l * b1}};

plotv = ListPlot[puntov, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotl = ListPlot[puntol, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

graficoro1ro2 =

Show[plotv, plotl, plot1, PlotRange → All, AxesLabel → {"ρ2*", "ρ1*"}]

(*Proyecciones concentración - espacio*)

z1 = 0;

tetha = 0.5;

Table[ui = valu[[i]], {i, 1, q}];

Table[gpti = valgpt[[i]], {i, 1, q}];

valz =

Tablezi+1 = Re[zi] + (ui+1 - ui)  tetha * Sqrt2  landa * (gpti - wsat) + 1 - tetha *

Sqrt2  landa * (gpti+1 - wsat), {i, 1, q - 1};

qq = Length[valz];

dataro11 = Table[valro1[[i]] * b1, {i, 2, q}];

datos1 = Tablevalz[[i]] * Sqrta1  c11, dataro11[[i]], {i, 1, qq};

punto1 = {{z1, ro1v * b1}};

dataro1z = Join[punto1, datos1];

dataro22 = Table[valro2[[i]] * b1, {i, 2, q}];

datos2 = Tablevalz[[i]] * Sqrta1  c11, dataro22[[i]], {i, 1, qq};

punto2 = {{z1, ro2v * b1}};

dataro2z = Join[punto2, datos2];

(*Proyección ρ1
*-z**)

puntov1z = {{0, ro1v * b1}};

puntol1z = Last[valz] * Sqrta1  c11, ro1l * b1;

plotv1z = ListPlot[puntov1z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotl1z = ListPlot[puntol1z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotro1z = ListLinePlot[dataro1z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

graficoro1z =

Showplotv1z, plotl1z, plotro1z, AxesLabel → "z*", "ρ1*", PlotRange → All
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(*Proyección ρ2
*-z**)

puntov2z = {{0, ro2v * b1}};

puntol2z = Last[valz] * Sqrta1  c11, ro2l * b1;

plotv2z = ListPlot[puntov2z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotl2z = ListPlot[puntol2z, PlotStyle → Black, PlotRange → All];

plotro2z = ListLinePlot[dataro2z, PlotStyle → Blue, PlotRange → All];

graficoro2z =

Show[plotv2z, plotl2z, plotro2z, AxesLabel → {"z*", "ρ2*"}, PlotRange → All]
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B.3. Técnica de elección de la variable monótona para 0 < β12 < 10 < β12 < 10 < β12 < 1

La otra posibilidad de cálculo de la ecuación de Euler - Lagrange es cuando el parámetro simétrico

está en el rango ]0, 1[. En este caso la ecuación de Euler - Lagrange se reduce a una ODE de segundo

orden no lineal.

El presente fichero es una extensión del fichero B.1, en que para resolver de manera numérica el

sistema de ecuaciones no lineales resultante de la aproximación por diferencias finitas de la ODE, se

consideran como valores iniciales del vector ρ1 los obtenidos para β12 = 0 (en el fichero B.1).

Además de las variables de entrada y salida presentes en la tabla B.1, se debe agregar la condición

de entrada del valor del parámetro simétrico.

Para el cálculo de las propiedades interfaciales: tensión interfacial, proyección concentración -

concentración, y perfiles concentración - espacio, se debe poner atención en la NOTA descrita al final

del fichero B.3.

En la siguiente puede ser revisado el fichero B.3.
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(*VLE + Propiedades interfaciales para ciclohexano1 +

tolueno2 a 298.15 K*)

(*Desde "Parámetros de los componentes puros" a

"Extracción de datos de la matriz Mk,j": Idéntico a fichero B.1*)

(**********Cómputo del comportamiento interfacial a β12≠0*************)

Clear[β];

β = 0.036070605541072075`;

c12 = 1 - β * Sqrt[c11 * c22];

(*Solución de la ODE*)

dpq1 = pq1 - pqe1 /. {ro1 → ro1i, ro2 → ro2i};

dpq2 = pq2 - pqe2 /. {ro1 → ro1i, ro2 → ro2i};

gpt = W /. {ro1 → ro1i, ro2 → ro2i};

Table[ro2i = h1 + i * h, {i, 0, n}];

(*Concentraciones homogéneas de los puros*)

ro10 = ro1v;

ro1n = ro1l;

ro20 = ro2v;

ro2n = ro2l;

(*ODE no lineal a resolver*)

ode =

Tablec22 + 2 * c12 * ro1i+1 - ro1i-1  2 * h + c11 * ro1i+1 - ro1i-1  2 * h2 *

c11 * dpq2 - c12 * dpq1 * ro1i+1 - ro1i-1  2 * h - c22 * dpq1 - c12 * dpq2 +

2 * (gpt - wsat) * c11 * c22 - c122 *

ro1i+1 - 2 * ro1i + ro1i-1  h2 ⩵ 0, {i, 1, n - 1};

(*Vector inicial de ρ1: Obtenido con β12=0*)

valro1ini = Table[valro1[[i]], {i, 2, n}];

valoresini = Table[{ro1i, valro1ini[[i]]}, {i, 1, n - 1}];

(*Método de Newton*)

solucion = FindRoot[ode, valoresini, WorkingPrecision → 10];

(*Vector de ρ1 para β12≠0*)

dataro1 = Table[ro1i /. solucion, {i, 0, n}];

(*Cómputo de la tensión interfacial*)

(*Proyección ρ1
*-ρ2

**)

(*Proyecciones concentración - espacio*)

(*NOTA: El algoritmo de cálculo de las

propiedades anteriores es similar al del fichero B.1,

sólo se debe cambiar "c12" por "c12=(1-β)*Sqrt[c11*c22]",

y "valro1" por "dataro1"*
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B.4. Optimización de β12β12β12 en mezclas binarias

El presente fichero ilustra el algoritmo de cálculo para llevar a cabo la optimización del parámetro

simétrico en la mezcla ciclohexano(1) + tolueno(2) a 298.15 K. En primer lugar se presentan los

cálculos de burbuja para el rango de composición molar fase ĺıquida. Posteriormente se desarrolla

el cómputo del vector de concentración ρ1 para cada composición x1 a β12 = 0. Luego, los valores

obtenidos son utilizados como valores iniciales del vector ρ1 para la resolución de la ODE no lineal a

β12 6= 0. Finalmente se describe el cálculo de los vectores de tensión interfacial para cada composición

x1 a cada valor de β12. Estos valores se evalúan en la función objetivo y según el criterio de detención

del método de Newton, se decide si continuar o finalizar con la optimización de β12. En la siguiente

tabla se resumen las variables de entrada y salida presentes en el fichero.

Tabla B.2: Condiciones de entrada y salida para la optimización de β12.

Variables Śımbolos

Variables de entrada

Condiciones del equilibrio de fases T , x1

Parámetros de los componentes puros Tci, Pci, ωi o mi, cii

Parámetros del modelo EOS Ωa, Ωb, d1, d2, α(T )

Parámetro de interacción de QMR k12

Resultados del fichero

Parámetro simétrico óptimo β12

Primera derivada de la función objetivo FO′ (β12)

Segunda derivada de la función objetivo FO′′ (β12)

Fuente: Elaboración propia.

En las siguientes hojas puede ser revisado el fichero de cómputo descrito anteriormente.
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(*Optimización de β12 para la mezcla ciclohexano1 + tolueno2 a 298.15 K*)

(**********Cálculo del VLE para un rango de composición x1**********)

(*Parámetros de los componentes puros*)

Tc1 = 553.4; (*K*)

Pc1 = 40.73; (*bar*)

m1 = 0.702643228568343`;

c11 = 3.240976636255134` * 10-19; (*J m5 mol-2*)

Tc2 = 591.7; (*K*)

Pc2 = 41.14; (*bar*)

m2 = 0.7733576573154617`;

c22 = 3.59798717699404` * 10-19; (*J m5 mol-2*)

(*Parámetros y expresiones para PR-EOS*)

omegaa = 0.457235;

omegab = 0.077796;

d1 = 1 - Sqrt[2.0];

d2 = 1 + Sqrt[2.0];

alfa1 = 1 + m1 * 1 - SqrtT  Tc12;

a1 = omegaa * R * Tc12 * alfa1  Pc1;

b1 = omegab * R * Tc1  Pc1;

alfa2 = 1 + m2 * 1 - SqrtT  Tc22;

a2 = omegaa * R * Tc22 * alfa2  Pc2;

b2 = omegab * R * Tc2  Pc2;

R = 83.14; (*bar cm3 mol-1 K-1*)

Pref = 1; (*bar*)

(*Expresión de la presión para PR-EOS*)

P = R * T * ro  1 - b * ro - a * ro2  1 + d1 * ro * b * 1 + d2 * ro * b;

(*Densidad de energía de Helmholtz para PR-EOS*)

a0 = R * T * ro1 * Logro1  ro + ro2 * Logro2  ro - R * T * ro * Log[1 - ro * b] -

(ro * a)  b * d2 - d1 * Log1 + d2 * ro * b  1 + d1 * ro * b -

R * T * ro * Log[Pref / (R * T * ro)];

(*Regla de mezclado cuadrática: QMR*)

(*Parámetros cohesivo y covolumen de los puros*)

alfa1 = 1 + m1 * 1 - SqrtT  Tc12;

a1 = omegaa * R * Tc12 * alfa1  Pc1;

b1 = omegab * R * Tc1  Pc1;

alfa2 = 1 + m2 * 1 - SqrtT  Tc22;

a2 = omegaa * R * Tc22 * alfa2  Pc2;

b2 = omegab * R * Tc2  Pc2;
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(*Parámetro de interacción*)

k12 = 0.02368581329062645`;

(*Parámetro cohesivo y covolumen de la mezcla*)

a =
1

ro2
* ro12 * a1 + 2 * ro1 * ro2 * a1 * a2 * 1 - k12 + ro22 * a2;

b =
1

ro
* ro1 * b1 + ro2 * b2;

(*Cálculo de los potenciales químicos*)

ro = ro1 + ro2;

pq1 = D[a0, ro1];

pq2 = D[a0, ro2];

(*Sistema de ecuaciones fo1,fo2 y fo3 del equilibrio de fases*)

vmin = FullSimplify[b] /. ro1 → x10 * rol, ro2 → 1 - x10 * rol;

P = P;

pq1 = pq1;

pq2 = pq2;

fo1 = pq1 /. ro1 → x1 * rol, ro2 → 1 - x1 * rol -

pq1 /. ro1 → y1 * rov, ro2 → 1 - y1 * rov;

fo2 = pq2 /. ro1 → x1 * rol, ro2 → 1 - x1 * rol -

pq2 /. ro1 → y1 * rov, ro2 → 1 - y1 * rov;

fo3 = P /. ro1 → x1 * rol, ro2 → 1 - x1 * rol -

P /. ro1 → y1 * rov, ro2 → 1 - y1 * rov;

(*Condiciones de entrada del equilibrio de fases*)

T = 298.15; (*K*)

(*Vector de composición

líquida: Desde información experimental de tensión (Paper de Lam y Benson)*)

valx1 = {0.1048, 0.2148, 0.3135, 0.3674, 0.3982, 0.5050, 0.5918, 0.7455};

m = Length[valx1];

(*Resolución numérica del sistema de ecuaciones: fo1,

fo2 y fo3, para cada punto de burbuja x1*)

(*Método de Newton*)

k = 0;

Tablek = k + 1;

(*Valores iniciales*)

y10 = 0.1;

x10 = x1;

rol0 = 1  1.1 * vmin;

rov0 = 1  200000;

(*Resolución iterativa del método de Newton*)
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sol = {rol, rov, y1} /. FindRoot[{fo1 ⩵ 0, fo2 ⩵ 0, fo3 ⩵ 0},

{rol, rol0}, {rov, rov0}, {y1, y10}, WorkingPrecision → 50];

Clear[rol, rov, y1];

rol0 = sol[[1]];

rov0 = sol[[2]];

y10 = sol[[3]] ;

Psat = P /. ro1 → x1 * rol0, ro2 → 1 - x1 * rol0;

valeq = {x1, Re[y10], Re[rol0], Re[rov0], Re[Psat]};

jn = Length[valeq];

Table[Mk,j = valeq[[j]], {j, 1, jn}];, {x1, valx1};

(*Extracción de datos de la matriz Mk,j*)

matriz1 = Table[Mi,j, {i, 1, k}, {j, 1, jn}];

(*Condiciones resultantes del equilibrio de fases*)

x1 = matriz1[[All, 1]];

y1 = matriz1[[All, 2]];

rol = matriz1[[All, 3]]; (*molcm3*)

rov = matriz1[[All, 4]];(*molcm3*)

P = matriz1[[All, 5]]; (*bar*)

(*******************************************************************)

(*******Cómputo de la tensión para cada composición x1 a β12=0*******)

(*Valor de β12*)

beta = 0;

(*Vectores de densidades homogéneas de los componentes*)

ro1l = x1 * rol;

ro2l = 1 - x1 * rol;

ro1v = y1 * rov;

ro2v = 1 - y1 * rov;

(*Gran potencial termodinámico*)

W = a0 - pqe1 * ro1 + pqe2 * ro2;

(*Vector del gran potencial termodinámico en el equilibrio*)

wsat = -P;

(*Asignando los valores homogéneos de las densidades a cada subíndice i,

que representa cada composición x1*)

Table[ro1vi = ro1v[[i]], {i, 1, m}];

Table[ro1li = ro1l[[i]], {i, 1, m}];

Table[ro2vi = ro2v[[i]], {i, 1, m}];
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Table[ro2li = ro2l[[i]], {i, 1, m}];

(*Discretización de la variable ρ2 para cada composición x1*)

Table

h1 = ro2vi;

h2 = ro2li;

n = 1000; (*número de puntos utilizados*)

h = h2 - h1  n ;

valro2i = Table[h1 + j * h, {j, 0, n}], {i, 1, m};

(*Vectores de potenciales químicos en el equilibrio*)

pq1le = pq1 /. {ro1 → ro1l, ro2 → ro2l};

pq2le = pq2 /. {ro1 → ro1l, ro2 → ro2l};

pqe1 = pq1le;

pqe2 = pq2le;

(*Solución de la ecuación no lineal a resolver ρ1(ρ2)*)

kk = 0;

Tablekk = kk + 1;

(*Ecuación no lineal a resolver*)

ec = Sqrt[c11] * pq2 - pqe2[[i]] - Sqrt[c22] * pq1 - pqe1[[i]];

(*Algoritmo de Newton*)

l = 0;

(*Valor inicial de ρ1*)

ro10 = ro1vi;

Table[l = l + 1;

ss = {ro1} /. FindRoot[{ec == 0}, {ro1, ro10}, WorkingPrecision → 10];

ro10 = ss[[1]];

valores = {ro2, ro10};

ln = Length[valores];

Table[MMkk,l,j = valores[[j]], {j, 1, ln}];, {ro2, valro2i}];, {i, 1, m};

(*Observación: el algoritmo anterior resuelve iterativamente la ecuación no

lineal para cada composición x1 en cada punto de la discretización de ρ2*)

(*Extracción de datos de la matriz MMkk,l,j*)

matriz2 = Table[Table[MMK,L,j, {L, 1, l}, {j, 1, ln}], {K, 1, kk}];

Table[valx1i = matriz2[[i, All]], {i, 1, m}];

(*Vector de concentración del componente 1 para cada composición x1*)

Table[valro1i = valx1i[[All, 2]], {i, 1, m}];

(*******************************************************************)
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(************************Optimización de β12*************************)

(*Información experimental de tensión interfacial: Paper de Lam y Benson*)

valtenexp = {27.22, 26.66, 26.09, 25.82, 25.81, 25.37, 25.13, 24.72} * 0.001; (*N/m*)

nexp = Length[valtenexp];

(*Valor de β12 inicial*)

β0 = 0.03;

dβ = 0.01;

nbeta = 3;

c12 = 1 - β * Sqrt[c11 * c22];

(*Solución de la ODE no lineal*)

tol = 1;

While Abs[tol] > 1 * 10-6, (*Criterio para realizar la optimización*)

βi = β0;

g = 0;

Tableg = g + 1;

kkk = 0;

Tablekkk = kkk + 1;

(*Guardando información con índice "j" para cada punto de

x1 y con índice "i" para cada punto de la discretización de ρ2*)

ll = 0;

Tablell = ll + 1;

PQ1 = pq1 /. ro1 → ro1i
j

, ro2 → ro2i
j

;

PQ2 = pq2 /. ro1 → ro1i
j

, ro2 → ro2i
j

;

GPT = a0 /. ro1 → ro1i
j

, ro2 -> ro2i
j

 - pqe1[[j]] * ro1i
j

+ pqe2[[j]] * ro2i
j

;

val = {PQ1 - pqe1[[j]], PQ2 - pqe2[[j]], GPT};

lln = Length[val];

Table[MMMkkk,ll,t = val[[t]], {t, 1, lln}];, {i, 1, n};, {j, 1, m};

(*Extracción de datos de la matriz MMMkkk,ll,t*)

matriz3 = Table[Table[MMMK,L,t, {L, 1, ll}, {t, 1, lln}], {K, 1, kkk}];

Table[rangoj = matriz3[[j, All]], {j, 1, m}];

(*Vectores de Δμ1*)

Table[deltapotqui1j = rangoj[[All, 1]], {j, 1, m}];

(*Vectores de Δμ1*)

Table[deltapotqui2j = rangoj[[All, 2]], {j, 1, m}];

(*Vectores de Ω*)

Table[granptj = rangoj[[All, 3]], {j, 1, m}];
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(*Guardando ro2i
j

:

para cada composición x1 (i) en cada punto de la discretización de ρ2 (j) *)

Tablehj = ro2lj - ro2vj  n; ro2i
j

= ro2vj + i * hj, {j, 1, m}, {i, 0, n};

(*Vectores de valores iniciales para ρ1. Valores obtenidos en β12=0*)

valinicial = Tablero1i-1
j

, valro1j[[i]], {j, 1, m}, {i, 2, n};

(*Vectores de condiciones homogéneas*)

Tablero10
j

= ro1vj, {j, 1, m};

Tablero1n
j

= ro1lj, {j, 1, m};

Tablero20
j

= ro2vj, {j, 1, m};

Tablero2n
j

= ro2lj, {j, 1, m};

(*Guardando el vector de

condiciones iniciales de ρ1 para cada incógnita de ρ1*)

xx = 0;

Tablexx = xx + 1;

x = 0;

Tablex = x + 1;

datos = ro1i
j

, valro1j[[i + 1]];

xn = Length[datos];

Table[NNxx,x,e = datos[[e]], {e, 1, xn}], {i, 1, n - 1};, {j, 1, m};

(*Extracción de datos de la matriz NNxx,x,e*)

matriz4 = Table[Table[NNK,L,j, {L, 1, x}, {j, 1, xn}], {K, 1, xx}];

Table[rango2j = matriz4[[j, All]], {j, 1, m}];

Table[inro1j = rango2j[[All, 1]], {j, 1, m}];

Table[invalro1j = rango2j[[All, 2]], {j, 1, m}];

Table[

valinicialesj = Table[{inro1j[[i]], invalro1j[[i]]}, {i, 1, n - 1}], {j, 1, m}];

(*Resolución de la ODE no lineal para un rango de composición de x1*)

(*Aplicación del método de Newton para

la resolución del sistema de ecuaciones no lineales*)

rr = 0;

Tablerr = rr + 1;

ode =

Table c22 + 2 * c12 * ro1i+1
j

- ro1i-1
j

 2 * hj + c11 * ro1i+1
j

- ro1i-1
j

 2 * hj
2

*

c11 * deltapotqui2j[[i]] - c12 * deltapotqui1j[[i]] *
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ro1i+1
j

- ro1i-1
j

 2 * hj - c22 * deltapotqui1j[[i]]

- c12 * deltapotqui2j[[i]] + 2 * (granptj[[i]] - wsat[[j]]) *

c11 * c22 - c122 * ro1i+1
j

- 2 * ro1i
j

+ ro1i-1
j

 hj2 ⩵ 0, {i, 1, n - 1};

solucion = FindRoot[ode, valinicialesj];

dataro1 = Tablero1i
j

/. solucion, {i, 0, n};

data = {dataro1};

rrn = Length[data];

Table[MMrr,r = data[[r]], {r, 1, rrn}];, {j, 1, m};

(*Extracción de datos de la matriz MMrr,r*)

matriz5 = Table[MMQ,j, {Q, 1, rr}, {j, 1, rrn}];

(*Vector de ρ1 para cada composición x1*)

Table[dataden1j = Part[matriz5[[j, All]], 1], {j, 1, m}];

(*Observación: El método de Newton anterior permite determinar el nuevo vector

de ρ1 para β12≠0 para cada composición x1 (j) en cada punto de la

discretización de ρ2 (i). El vector resultante se denota por "dataden1j"*)

(*Cómputo de la tensión para cada composición x1 a β12≠0*)

bb = 0;

Tablebb = bb + 1;

valro11 = dataden1j;

valro22 = valro2j;

poldro = Interpolation[Transpose[Join[{valro22}, {valro11}]]][ro2];

d1d2 = D[poldro, ro2] /. {ro2 → valro22};

granpt = a0 - ro1 * pqe1[[j]] + ro2 * pqe2[[j]];

den2 = 2 * granpt /. {ro1 → valro11} - wsat[[j]];

num2 = c22 + 2 * c12 * dro1dro2 + c11 * dro1dro22 /. {dro1dro2 → d1d2};

g2 = Sqrt[den2 * num2];

mm = Length[valro11];

valtension2 =

Table[NIntegrate[g2[[i]], {ro2, valro22[[i]], valro22[[i + 1]]}], {i, 1, mm - 1}];

p2 = Length[valtension2];

(*La tensión a continuación está en N/m*)

tension2 = Sum[valtension2[[i]], {i, 1, p2}] * Sqrt101325  1.01325 * 1003;

dataten = {tension2};

bbn = Length[dataten];

Table[RRbb,i = dataten[[i]], {i, 1, bbn}];,

{j, 1, m};
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(*Extracción de datos de la matriz RRbb,i*)

matriz6 = Table[RRB,j, {B, 1, bb}, {j, 1, bbn}];

(*Vector de tensión para cada composición x1 a un β12 fijo*)

datatension = matriz6[[All, 1]];

valbetatension = {datatension};

ggn = Length[valbetatension];

Table[Gg,o = valbetatension[[o]], {o, 1, ggn}];, {β, {βi - dβ, βi, βi + dβ}};

(*Extracción de datos de la matriz Gg,o*)

matriz7 = Table[GGG,j, {GG, 1, g}, {j, 1, ggn}];

(*Vectores de tensión para el rango de x1 en cada valor de β12*)

Table[valtenteoj = Part[matriz7[[j]], 1], {j, 1, nbeta}];

(*Función objetivo a minimizar*)

Tablefoj = 100  nexp * Sum[Abs[valtenexp[[i]] - valtenteoj[[i]]] / valtenexp[[i]],

{i, 1, nexp}], {j, 1, nbeta};

(*Diferencias finitas para la primera y segunda derivada*)

dfo = (fo3 - fo1)  2 * dβ;

d2fo = fo3 - 2 * fo2 + fo1  dβ2;

(*Nuevo valor de β12 obtenido con el método de Newton*)

β0 = βi - dfo  d2fo;

tol = dfo;

(*Imprime el vector compuesto por: valor de β12,

primera derivada, segunda derivada*)

Print[{β0, dfo, d2fo}];

(*Observación: El método de optimización finalizará

para el primer valor de "dfo" menor o igual a 10-6. En este

caso se debe verificar que el valor de d2fo sea mayor que cero,

para que realmente el β12 obtenido minimice la función objetivo*)
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