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Resumen

Esta tesis trata sobre el estudio de teorías de gravedad con campos escalares aco-
plados no minimalmente en formalismo de primer orden, dando especial énfasis al
estudio del lagrangiano conformal. Primero se presenta la teoría gravitacional y su
motivación a partir del alma de ésta: El Principio de Equivalencia. Luego, se hace un
repaso de Relatividad General estándar (es decir, con el constraint de torsión nula)
para luego enfocarse en el estudio de Relatividad General en el formalismo de segundo
orden.

Más tarde se presentan las teorías tensoescalares y lo que motiva el estudio de
éstas. Asimismo se estudiará el caso más general en este contexto: el lagrangiano de
Horndeski, pero ahora en el formalismo de primer orden. Estudiaremos sus ecuacio-
nes de campo y las dificultades que aparecen al recuperar a posteriori el formalismo
de segundo orden con torsión nula, debido a una interesante relación entre torsión y
campos escalares para acoplamientos no minimales que también será expuesta. Luego
se estudiará un caso interesante contenido en el Horndeski: un lagrangiano de Brans-
Dicke modificado, cuyas ecuaciones de campo son mucho más manejables que el caso
anterior y permiten una mejor comparación con las ecuaciones de campo estándar
sin torsión.

Finalmente se hablará sobre teorías conformales, advirtiendo sobre la diferencia
entre transformación y simetría conformal en espacios curvos. Además, se revisarán
las bondades del estudio del lagrangiano conformal estándar y es aquí donde pregun-
tamos: ¿Puede ser construido un lagrangiano en el formalismo de primer orden tal
que sea invariante conformal?. Veremos que la respuesta es sí. Observaremos también
que este nuevo lagrangiano conformal no está contenido como un caso particular del
Horndeski con torsión, y se discutirán las interesantes consecuencias de considerar
términos torsionales explícitos en este caso (lagrangiano conformal con torsión). Para
concluir, se analizará la conexión entre nuestro lagrangiano invariante conformal con
tensores de energía-momentum sin traza.
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Capítulo 1

Introducción: Principio de
Equivalencia

En esta sección introduciremos los elementos fundamentales para el posterior es-
tudio de teorías de gravedad en el formalismo de primer orden.

La siguiente discusión está basada y puede ser leída con más detalle en [1], [2],
[3], [4].

1.1. Principio de Equivalencia

Los principios básicos de la Relatividad Especial son el Principio de Relatividad,
que nos asegura que todos los observadores inerciales son equivalentes para todas las
leyes de la física, y el otro principio es la Constancia de la Velocidad de la Luz para
todos los observadores.

Recordemos que Galileo, quién según el mito arrojaba pesos de masas pequeñas
y grandes desde lo alto de la torre Pisa (en realidad hizo rodar objetos de distintas
masas por planos inclinados).

Figura 1.1: Galileo. Fuente: www.historiaybiografias.com

1

http://historiaybiografias.com/galileo2/


2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN: PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

Tuvo la gran intuición de que todos cuerpos caerían a la vez si los efectos de roce
con el aire podrían despreciarse, aunque en su época no se sabía por qué ocurría esto.
No fue sino hasta el descubrimiento de las leyes de gravitación de Newton que se
infirió esto significa que la masa inercial y masa gravitacional son equivalentes.
Así, para un cuerpo tendremos asociadas dos masas, la masa inercial de un cuerpo,
mI , la cual es definida como aquella cantidad que mide la resistencia de un cuerpo a
cambiar su estado de movimiento, de acuerdo a la segunda ley de Newton:∑

~F = mI~a, (1.1)

Por otro lado, se define la masa gravitacional,mG , de un cuerpo como la cantidad
que mide la magnitud de la fuerza que este cuerpo experimenta al estar en una región
del espacio con campo gravitacional ~g:

~FG = −mG
~∇Φ (1.2)

De manera que la aceleración de un cuerpo debido a un campo gravitacional ~g es
dado por

d2~x

dt2
=

(
mG

mI

)
~g.

de manera que la masa gravitacional es el análogo gravitacional a la carga el
eléctrica (es decir, es entendida como la carga gravitacional del cuerpo. La interacción
gravitacional parece (de acuerdo a todas observaciones realizadas hasta hoy) tener la
propiedad única que todos los cuerpos aceleran en la misma dirección y con la misma
magnitud en un campo gravitacional dado. En general se eligen las unidades de masa
tal que mI = mG.

Esta relación no tiene nada de inocente, de hecho es muy profunda pues nos dice
la trayectoria de los cuerpos sometidos (solamente) a la acción de la gravedad es in-
dependiente de las propiedades del cuerpo (carga, composición, temperatura, color,
etc.) y sólo depende del campo gravitacional en el que se encuentra (determinado
por los otros cuerpos en el sistema) y de la posición y velocidad inicial de éste, este
principio es conocido como el Principio de Equivalencia Débil (WEP) el cual ha sido
avalado experimentalmente desde las primeras observaciones de Galileo, hasta ahora
con los más precisos y modernos experimentos. Debido a esta equivalencia si Usted
estimado lector estuviese encerrado en una caja sellada (suficientemente pequeña y en
un tiempo suficientemente corto), le sería imposible distinguir a través de experimen-
tos mecánicos si está sobre el planeta tierra o en una nave espacial con aceleración
constante ~g. Ver figura (1.2)

Acabamos de mencionar un detalle muy importante: esta equivalencia solamente
funciona a nivel local. Si la caja fuese lo suficientemente grande podemos percibir
efectos de marea (es decir, inhomogeneidades del campo gravitacional).
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Figura 1.2: Principio de Equivalencia. Fuente: www.fantasymundo.com

1.2. Relatividad General

En la construcción de la teoría de Relatividad General de Einstein, éste asume
como ingrediente crucial para su construcción el Principio de Equivalencia Débil:

En una región (espacio-temporal) suficientemente pequeña (donde las
in-homogeneidades del campo gravitacional puedan ser despreciadas), y respecto a
un Sistema de Referencia en caída libre, las trayectorias de todo (pequeño) cuerpo,

libre de fuerzas no-gravitacionales, son líneas rectas con velocidad constante.

Sin embargo, parece bastante poco realista restringirse solamente a experimentos
puramente mecánicos. Debido a esto es que existen dos versiones del Principio de
Equivalencia, el que mencionamos anteriormente que nos habla sobre la equivalencia
de masa inercial con masa gravitacional, llamado Principio de Equivalencia Débil
(WEP) y la generalización de éste realizada por Einstein quién postuló que los Siste-
mas de Referencia (SR) en caída libre son en toda situación, es decir, para todo tipo
de fenómeno físico (no solamente mecánico, también por ejemplo, electromagnético),
equivalentes a los Sistemas de Referencia Inerciales (SRI’s) en ausencia de gravita-
ción; ésta generalización es llamada el Principio de Equivalencia de Einstein (EEP).
Donde un SRI es entendido como un sistema de ejes rectos ortogonales respecto a
los cuales un cuerpo libre de fuerzas externas se mueve en línea recta con velocidad
constante. Como los fenómenos físicos no-gravitacionales conocidos son descritos exi-
tosamente en el marco de la Teoría Especial de la Relatividad, Einstein asumió en su
teoría de Relatividad General, que incorpora la gravitación, que es en los SRLI’s en
caída libre donde son válidas las leyes conocidas en la teoría de Relatividad Especial.

Para concluir recordemos que en Relatividad Especial los Sistemas de Referencia
Inerciales (SRI) tienen extensión infinita; no hay un límite para la extensión de la
región del espacio donde las partículas libres de fuerzas se mueven en línea recta a
velocidad constante.

En Relatividad General (RG), sólo consideramos Sistemas de Referencia Local-
mente Inerciales (SRLI) por lo que su extensión es necesariamente finita, porque sólo
en regiones suficientemente pequeñas se pueden despreciar los efectos de la grave-
dad. Así, en Relatividad General no existen SRI globales, sólo locales, de manera

http://www.fantasymundo.com/articulos/7258/100_a%C3%B1os_relatividad_general_m%C3%A1s_all%C3%A1_einstein
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que no tiene sentido comparar velocidades relativas entre observadores inerciales en
caída libre lejanos entre sí, puesto que encontraríamos que acelera uno con respecto
del otro (debido a la curvatura espaciotemporal). Con extensión finita nos referimos
a una región espaciotemporal suficientemente pequeña donde las inhomogeneidades
puedan ser despreciadas, y tal que con respecto a un SR en caída libre, las trayecto-
rias de todo (pequeño) cuerpo, libre de fuerzas no-gravitacionales, son líneas rectas
con velocidad constante.

Estas ideas corresponden al Principio de Equivalencia de Einstein (EEP) el cual
es el corazón y alma de la teoría gravitacional pues nos dice que si el EEP es válido,
entonces los efectos de gravedad deben ser equivalentes a los efectos de vivir en un
espaciotiempo curvo. Debido a esto es que el Principio de Equivalencia de Einstein es
tan poderoso y podemos presentarlo de manera más compacta diciendo que establece
que (para más detalles se recomienda revisar [5]):

El principio de equivalencia débil es válido (WEP).

El resultado de cualquier experimento local no-gravitacional es independiente
del sistema de referencia en caída libre en el que se lleva a cabo.

El resultado de cualquier experimento local no-gravitacional es independiente
de dónde y cuándo se lleva a cabo en el universo (homogeneidad e isotropía a
nivel local).

La segunda parte es llamada la invariancia local de Lorentz, y la tercera parte es
llamada la invariancia local de posición.

1.3. Relatividad General en el Formalismo de Einstein

1.3.1. Formalismo matemático

Por esto, en la teoría de Einstein se asume que un campo gravitacional general
puede ser descrito por un espaciotiempo cuadridimensional curvo (tensor de curvatura
no nulo, métrica no constante), geometrizando de esta forma la interacción gravitacio-
nal. En Relatividad General es necesario considerar que las ecuaciones que describen
algún sistema físico son covariantes bajo transformaciones generales de coordenadas
(es decir, válidas con la misma forma en cualquier sistema de coordenadas), y tales
que se reducen a las ecuaciones válidas en la teoría de Relatividad Especial en siste-
mas de coordenadas geodésicas (asociados a SRLI’s).

Metricidad y paralelismo

En cuatro dimensiones, el espaciotiempo posee 1 dimension temporal y 3 dimen-
siones espaciales. Éste es descrito por una variedad pseudo-Riemanniana M dotada
de una métrica gµν con signatura lorentziana. El tensor de rango 2 simétrico, gµν ,
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codifica toda la dinámica del espacio tiempo. El tensor métrico gµν , proporciona la
noción de distancia entre puntos vecinos xµ y xµ + dxµ:

ds2 = gµνdx
µdxν .

De manera que las propiedades relevantes definidas sobre la variedad pueden ser
construidas a partir de la métrica.

Es importante hacer una diferencia entre las características métrica y affín del
espaciotiempo. La propiedad affín (regla) define la noción de transporte paralelo,
mientras que la noción de distancia y de cómo son medidas las distancias en la varie-
dad, son descritas por la propiedad métrica (compás).

En geometría diferencial, nuestro concepto de paralelismo está codificado por la
conexión affín: Γαβγ . Ahora bien, puesto que sabemos que la derivada parcial de un
tensor no define un nuevo tensor bajo transformaciones generales de coordenadas
(TGC’s) (esto es debido a que resta vectores definidos en distintos puntos, lo que im-
plica que si las derivadas de un vector se anulan en un Sistema Coordenado entonces
éstas no se anulan necesariamente en otro). Por lo que necesitamos una nueva defi-
nición de derivada tal que permita medir el cambio de un tensor al ser transportado
paralelamente; a partir de una conexión affín y de un campo vectorial (covariante) es
posible definir la siguiente una combinación, que sí es un tensor bajo TGC’s:

∇µAν
.
= ∂µAν − ΓανµAα. (1.3)

donde ∇µ es llamada derivada covariante. Conviene notar que Γ está definida
sobre nuestra variedad y puede ser concebida, en general, como un objeto geométrico
no necesariamente relacionado con una métrica.

En Relatividad General estándar, Einstein asume el mínimo número de campos
dinámicos, por lo que en su teoría los únicos grados de libertad son los grados de
libertad métricos, para esto en necesario imponer un constraint. El cual en términos
matemáticos es expresado en términos del tensor de Torsión:

Tαµν = Γαµν − Γανµ. (1.4)

La conexión affín que satisface esto es conocida como la conexión o símbolos de
Christoffel Γ̊λµν :

Γ̊λµν =
1

2
gλρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν)

Donde observamos que el paralelismo está codificado a través de la métrica gµν .
Donde se usa el círculo˚para denotar los términos sin torsión.
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Otro objeto de estudio interesante es el conmutador de dos derivadas covariantes
actuando de un vector arbitrario V ρ:

[∇µ,∇ν ]V ρ = Rρσµν − T λµν∇λV rho. (1.5)

Donde T λµν corresponde al tensor de Torsión y Rρσµν es conocido como el tensor
de curvatura de Riemann, el cual está dado por

Rρσµν = ∂µΓrhoνσ − ∂νΓrhoµσ + ΓrhoµλΓλνσ − ΓrhoνλΓλµσ. (1.6)

Además se definen,

Rµν ≡ Rαµαν , (1.7)
R ≡ gµνRµν (1.8)

las cuales son conocidos como el tensor de Ricci y la curvatura escalar de Ricci,
respectivamente.

1.3.2. Acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica

Debido a que no es posible construir un escalar invariante con las estructuras fun-
damentales: gµν ,Γαµν . Para la construcción de un lagrangiano invariante que entregara
ecuaciones de segundo orden, Hilbert eligió la curvatura escalar de Ricci R, debido
a que es la única lineal en la segunda derivada de gµν . De manera que la acción de
Einstein-Hilbert en 4-dimensiones con constante cosmológica corresponde a

S
(4)
EH =

∫
d4x
√
−gR. (1.9)

Tal que su variación conduce a las ecuaciones de campo (en el vacío)

Gµν + Λgµν = 0 (1.10)

donde Gµν es conocido como el tensor de Einstein y es definido como sigue

Gµν = R̊µν −
1

2
gµνR̊. (1.11)
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1.4. Relatividad General en el formalismo de Cartan

1.4.1. La variedad y el espacio tangente

En términos matemáticos el principio de equivalencia se traduce en que el espa-
ciotiempo está dotado de una variedad D-dimensional M suave, diferenciable y con
singularidades aisladas, tal que en cada punto de la variedad x ∈M puedo definir un
espacio tangente D-dimensional Tx de signatura Lorentziana (−,+, ..,+). La relación
de esto con el principio de equivalencia es que justamente al pasar de un abierto enM
a un abierto en Tx se hace un cambio de sistema de referencia a la de un observador
en caída libre. Este isomorfismo es justamente una manera de relacionar los tensores
en el espacio en M y en Tx, y viceversa. Este isomorfismo es representado por un
mapeo lineal (biyectivo) e, llamado el vielbein.

1.4.2. El vielbein

Este isomorfismo es el alma de la teoría ya que nos asegura la validez del principio
de equivalencia, por ello es sumamente importante y el nombre que le otorgamos de-
penderá de la dimensión en que estemos trabajando, por ejemplo, en D-dimensiones
(para un número arbitrario D), son llamados vielbeine, del alemán viel=muchas y
bein(e)=piernas, es decir, muchas patas. En 1-dimensión es llamado einbein, en 2-
dimensiones zweibeine, en 3-dimensiones dreibeine, en 4-dimensiones vierbeine. Este
isomorfismo tiene la misma cantidad de patas tanto en la base ortonormal (la cuál
estará representada por índices latinos) como en la base coordenada (con índices grie-
gos).

Este isomorfismo es justo un cambio de coordenadas espaciotemporales entre M
y la colección de espacios tangentes en cada punto de la variedad Tx, así es posible
construirlo como una transformación de coordenadas entre un abierto en M con
coordenadas locales xµ, y un marco ortonormal en el espacio de Minskowski Tx con
coordenadas za. Con matriz Jacobiana dada por,

∂za

∂xµ
= eaµ(x), (1.12)

la cual es suficiente para definir una relación uno a uno entre tensores en cada
espacio.

Consideremos ahora la separación de coordenadas dxµ entre dos puntos infinite-
simalmente cercanos sobre M , entonces su correspondiente separación en Tx es

dza = eaµdx
µ.

Así, la longitud de arco en Tx será ds2 = ηabdz
adzb, la cual induce una métrica

sobre M , ya que permite ser expresada de la forma
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ds2 = ηabe
a
µ(x)ebν(x)dxµ ∧ dxν ,

donde la métrica en M es definida como sigue,

gµν = ηabe
a
µ(x)ebν(x). (1.13)

Esto además implica que,

ηab = gµνeaµe
b
ν , (1.14)

donde gµν es el inverso de la métrica gµν , y ηab es el inverso de ηab. Multipliquemos
a ambos lados de (1.14) por ηbcecλ con el objetivo de mostrar que ambos lados son
equivalentes,

⇒ ηabηbce
c
λ =gµνeaµe

b
νηbce

c
λ

δac e
c
λ =gµνeaµgνλ

eaλ =eaλ.

Por otro lado, si observamos la ec. (1.13), vemos que eaµ determina la métrica,
por consiguiente, el vielbein codifica toda la información de metricidad y de tamaño
sobre la variedad. Sin embargo, el inverso no es cierto: dada una métrica gµν , existen
infinitas elecciones del vielbein que reproducen la misma métrica, por ejemplo, consi-
deremos el caso enD = 4 y la simetría de la métrica (gµν = gνµ), vemos que la métrica
posee 10 componentes independientes. Por otro lado, tenemos 16 incógnitas, ya que
los a y µ pueden tomar cuatros valores, por lo que hay cierta libertad en la elección
del vielbeine, que es justamente la diferencia entre estos valores ( 16−10 = 6), el cual
corresponde al número independiente de rotaciones en 4-dimensiones. Sin embargo,
diferentes elecciones nos llevan a la misma métrica; éstas corresponden a las diferen-
tes elecciones del marco local ortonormal que pueden ser usados como base para el
espacio de vectores tangentes en Tx. En efecto, es posible rotar el vielbein por una
transformación de Lorentz y esto debería ser indetectable desde el punto de vista de
la variedad M . No obstante, recordemos que este isomorfismo el válido localmente,
es decir, para un laboratorio suficientemente pequeño y para un lapso de tiempo de
los experimentos suficientemente corto, en efecto, una transformación de Poincaré sí
sería detectable, ya que estaríamos realizando transformaciones que se alejan de la
vecindad-abierto isomorfo a RD- y, por lo tanto, perdiendo localidad.

1.4.3. La conexión de Lorentz

Sea ua(x) ∈ Tx un vector de Lorentz, es decir, transforma como ua → Λabu
b. Sin

embargo, la derivada de sus componentes no cambia como un vector de Lorentz:
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du′a = Λabdu
b + (dΛab)u

b.

Donde dΛab 6= 0, puesto que Relatividad General es una teoría sin observadores
privilegiados. Necesitamos una derivada que sí sea invariante bajo el grupo de Lorentz.

Transportemos paralelamente un vector ua(x+dx) desde Tx+dx al espacio tangente
Tx, ver figura (1.3). Este transporte paralelo del campo vectorial ua(x + dx) desde
x+ dx a x, es un vector ua||(x+ dx), definido como

Figura 1.3: Transporte paralelo. Fuente: Elaboración propia.

ua|| =u
a(x) + ωabµ(x)ub()dxµ, (1.15)

=ua(x) + dxµ
[
∂µu

a(x) + ωabµ(x)ub(x)
]
, (1.16)

.
=ua(x) + dxµDµu

a(x). (1.17)

Donde la 1-forma ωabµ define el transporte parelelo de tensores de Lorentz en el
espacio tangente entre Tx y Tx+dx. Y definimos la derivada covariante como

Dµu
a(x) = ∂µu

a(x) + ωabµ(x)ub(x). (1.18)

En consecuencia, la derivada covariante Dµ mide el cambio en un tensor produ-
cido por el transporte parelelo entre dos puntos vecinos x y x+ dx.

Debido a que la derivada covariante transforma como un vector bajo el grupo de
Lorentz,

Dua(x) = ΛabDu
b(x). (1.19)

Se requiere que ωabµ(x) transforme como

ωabµ(x)→ ω′abµ(x) = Λac(x)Λb
d(x)ωcdµ(x) + Λac(x)∂Λb

c(x). (1.20)
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También podemos evitar el índice coordenado, definiendo ωab = ωabµdx
µ.

Esto nos dice que ωabµ claramente transforma como conexión. En efecto, esta
cantidad nos indica cómo el concepto de transporte paralelo cambia en cada punto
de la variedad.

1.4.4. Tensores invariantes

El grupo SO(D − 1, 1) tiene solamente dos tensores invariantes: la métrica de
Minkowski, ηab y el tensor de Levi-Civita totalmente antisimético, εa1a2···aD . Estos
tensores están definidos por la estructura algebraica del grupo de Lorentz y por lo
tanto, son los mismo en cada espacio tangente. Por lo tanto, éstos deben ser constantes
a través de la variedad dηab = 0 = dεa1a2···aD . Además, como son invariantes deben
también ser constantes covariantemente,

dηab = Dηab = 0

dεa1a2···aD = Dεa1a2···aD = 0

donde

Dηab = dηab − ωcbηac − ωcaηcb.

Esto implica que la conexión de spin satisface las siguientes identidades

ηacω
c
b = −ηcbωca, (1.21)

εb1a2···aDω
b1
a1 + εa1b2···aDω

b2
a1 + . . .+ εa1a2···bDω

bD
a1 = 0.

Notemos que la relación (1.21) restringe a la conexión a ser antisimétrica en sus
índices de Lorentz, ωab = −ωba.

1.4.5. Curvatura y Torsión

Hasta ahora hemos introducido dos 1-formas,

ea, (1.22)

ωab. (1.23)

El vielbein y la conexión de Lorentz, respectivamente. Donde ea establece el iso-
morfismo entre la variedadM y el espacio tangente plano Tx en cada punto x ∈M ; y
ωab está relacionado con el transporte parelelo y la derivada covariante D = Dµdx

µ,
donde esta última exigía -justamente para ser covariante-, que ωab transforme como

ωab → ωab = ω′ab = Λac (ωcd + δcdd) Λb
d. (1.24)

De esta manera, tanto el vielbein: el cual está relacionado con las propiedades
métricas; así como la conexión de Lorentz: que nos habla de propiedades afines; son
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características independientes. Se podría exigir que una propiedad estuviese relacio-
nada con la otra, como lo hace Riemannan. Pero si no se hace ésto, ambos son objetos
fundamentales que cumplen distintos roles y no tienen por qué estar relacionados en-
tre sí. Es decir, la 1-forma que hace el isomorfismo entre el espacio tangente y el
espacio de la geometría local no tiene por qué depender de la 1-forma responsable del
transporte paralelo sobre la superficie al pasar de un espacio tangente a otro. Ahora
estudiaremos qué otros objetos geométricos interesantes pueden construirse en este
formalismo, llamado formalismo de primer orden.

Se define la 2-forma torsión T a como la derivada covariante de la 1-forma viel-
bein,

T a ≡ Dea = dea + ωabe
b, (1.25)

la cual debido a la definición de derivada covariante, involucra tanto al vielbein como
a la conexión de spin.

Mientras que la derivada exterior covariante de la 2-forma torsión corresponde a

DT a = Dea = d (Dea) + ωacDe
c.

Después de un simple cálculo se muestra que

DT a = (dωab + ωacω
c
b) e

b, (1.26)

donde el factor entre paréntesis es definido como la 2-forma curvatura

Rab ≡ dωab + ωacω
c
b. (1.27)

Así, podemos reescribir (1.26) como

DT a = Rabe
b.

Las ecuaciones (1.25) y (1.27) definen la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión,
respectivamente, son llamadas ecuaciones de estructura debido a que éstas descri-
ben la estructura geométrica de la variedad M . Donde estas 2-formas satisfacen las
siguientes identidades de Bianchi,

DT a = Rabe
b,

DRab = 0.

1.4.6. 4-forma Lagrangiana en el formalismo de primer orden

Utilizando los tensores invariantes de Lorentz ηab y εabcd y las formas: ea, ωab, Rab, T a.
La 4-forma lagrangiana para la geometría que no incluye términos de borde es: (con
κ4 = 8πG y c = velocidad de la luz)
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L(4)
G =

1

cκ4

(
1

4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed − 1

4!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
. (1.28)

Si además consideramos un lagrangiano un lagrangiano de materia tal que

δeLM = −1

c
∗ Td ∧ δed, (1.29)

δωLM =
1

2c
δωab ∧ ∗σab. (1.30)

De manera que la variación total L = LG + LM , con respecto al vielbein escrita
en el lenguaje coordenado corresponde a la famosa ecuación de campo de Einstein-
Hilbert con constante cosmológica,

Rµν −
1

2
R+ Λgµν = κ4Tµν , (1.31)

mientras que su variación con respecto a la conexión de Lorentz escrita en el
lenguaje coordenado, toma la forma

T λµν = κ4

(
σλµν +

1

2

(
σγγµδ

λ
ν − σγγνδλµ

)]
. (1.32)

Donde T λµν es la torsión en el lenguaje coordenado. Esta última ecuación nos
dice que la torsión solamente puede ser no nula en presencia de materia. Vemos que
estas ecuaciones son tal que si imponemos torsión nula a posteriori en las ecuaciones
de campo, recuperamos el caso de Relatividad General estándar.



Capítulo 2

Teorías Tenso escalares

Las teorías tenso-escalares de gravedad son una de las teorías alternativas mejor
estudiadas que existen en la literatura [6], [7]. Frecuentemente se usan como la mane-
ra estándar en la que se modelan las desviaciones de la Relatividad General, y son de
particular interés, debido a la estructura relativamente simple de sus ecuaciones de
campo lo que permite un cálculo exacto y soluciones analíticas que se encuentran en
una serie de situaciones físicamente interesantes. La existencia de un campo gravita-
cional adicional en el sector gravitacional puede tener importantes consecuencias en
Relatividad General, en este contexto el prototipo de escenario es la teoría de Brans-
Dicke [8]. Cabe destacar que si bien el escenario más simple a considerar es la adición
de un campo escalar extra φ, existen teorías alternativas a gravedad estudiadas en [9].

Entre las diversas teorías tenso escalares que se han estudiado durante años, la
teoría de Horndeski es la teoría más general en 4-dimensiones que entrega ecuacio-
nes de campo de segundo orden [10]. En este capítulo se estudiará el lagrangiano de
Horndeski y sus ecuaciones de campo en el formalismo de primer orden. La teoría de
Einstein-Cartan-Sciama-Kibble es en muchos casos equivalente a Relatividad General
pero falla cuando al menos un campo de materia tiene espín intrínseco. La teoría ha
sido estudiada en [11], y más recientemente en [12]. Nosotros estudiaremos la relación
entre campos escalares y torsión para acoplamientos no minimales, y una manera de
recuperar las ecuaciones de Relatividad General en este contexto.

En la segunda parte de este capítulo, tendremos el mismo interés de estudio, pero
ahora para un Brans-Dicke modificado, que corresponderá a un caso particular del
lagrangiano de Horndeski con torsión. Este segundo trabajo ha sido motivado prin-
cipalmente por el paper [13], al cual desembocamos para ciertas elecciones especiales
en el lagrangiano.

Sabemos que el lagrangiano de Horndeski es el más general en 4-dimensiones para
gravedad acoplado a un campo escalar que genere ecuaciones de segundo orden [10].
Está dado por

13
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LH = δαβγµνσ

[
κ1(φ,X)∇µ∇αφRβγνσ +

2

3

∂κ1(φ,X)

∂X
∇µ∇αφ∇ν∇βφ∇γφ

+κ3(φ,X)∇αφ∇µφRβγνσ + 2
∂κ3(φ,X)

∂X
∇αφ∇µφ∇ν∇βφ∇σ∇γφ

]
+ δαβµν [(F (φ,X) + 2W (φ))Rαβ

µν

+2
∂F (φ,X)

∂X
∇µ∇αφ∇ν∇βφ+ 2κ8(φ,X)∇αφ∇µφ∇ν∇βφ

]
− 6

[
∂

∂φ
(F (φ,X) + 2W (φ)−Xκ8(φ,X)

]
∇µ∇µφ+ κ9(φ,X).

Con

X = −1

2
∂µφ∂

µφ,

y

κ1 = κ1(φ,X),

κ3 = κ3(φ,X),

κ8 = κ8(φ,X),

κ9 = κ9(φ,X),

F = F (φ,X),

W = W (φ).

Si se cumple el constraint

∂F

∂X
= 2

(
κ3 + 2X

∂κ3

∂X
− ∂κ1

∂φ

)
.

2.1. Lagrangiano de Horndeski con Torsión

En esta sección estudiaremos el lagrangiano de Horndeski y sus ecuaciones de
campo sin imponer el constraint T = 0. Para esto introduciremos un nuevo operador
que mapea p-formas en (p− q)-formas∑

a1...aq
: Ωp

(
M (d)

)
→ Ωp−q

(
M (d)

)
y está definido como∑

a1...aq
= (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗ ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧ ∗

En términos de componentes, su acción sobre una p-forma

Φ =
1

p!
Φn1...npe

n1 ∧ . . . ∧ enp
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queda descrita a través de∑
a1...aq

Φ = (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗
(
ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧ ∗Φ

)
∗ Φ =

1

p!(d− p)!
Φn1...npεn1...npl1...lp−pe

l1 ∧ . . . ∧ eld−p .

El más importante de todos es el caso q = 1,∑
a

= (−1)d(p−1)−p(p−1)+η− ∗ ea ∧ ∗,

= (−1)d(p−1)+η− ∗ ea ∧ ∗

Ahora, si además consideramos una variedad 4-dimensional∑
a

= − ∗ ea ∧ ∗

La demostración de cómo actúa este operador sobre una p-forma se encuentra
detallada en el apéndice A.

Luego, utilizamos este operador para definir en función de la 0-forma escalar φ,
la 0-forma vector de Lorentz

Za =
∑a

dφ

Por supuesto, en un espaciotiempo ordinario con signatura de Minkowski (−,+,+,+)
tenemos Za = (−1)η− ∗ (ea ∗ dφ) = − ∗ (ea ∗ dφ) .

En términos de ella definimos

X = −1

2
ZaZa,

y las 1-formas de Lorentz

πa =DZa,

θa =dφZa.

Por lo tanto, por definición se cumplen algunas propiedades importantes

1. eaZa = dφ

2. θa ∧ θb = ea ∧ θb = 0

3. Dθa = πa ∧ dφ

4.
∑aθb = ZaZb

5. X = −1
2

∑
aθ
a

6. X = −1
2(−1)η− ∗ (dφ ∧ ∗dφ)

7.
∑

adX = −1
2

∑
ad
∑

bθ
b
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Estas definiciones también nos entregan importantes propiedades concernientes a las
derivadas de funciones del tipo f = f (φ,X). Como

∂X

∂Za
= −Za,

entonces

∂f

∂Za
=

∂f

∂X

∂X

∂Za

= −Za ∂f
∂X

⇒ ∂f

∂X
=
Za

2X

∂f

∂Za
.

Dado que dX = −Zaπa, se tiene que la derivada exterior de f puede escribirse de
varias formas equivalentes

df =
∂f

∂φ
dφ+

∂f

∂X
dX,

=
∂f

∂φ
dφ− Za

∂f

∂X
πa,

=
∂f

∂φ
dφ+

∂f

∂Za
πa.

2.1.1. El Lagrangeano

En términos de las nuevas variables que hemos definido, el lagrangiano de Horn-
deski en el lenguaje de formas diferenciales está dado por

L(4)
H (φ, e, w) =2κ1εabcdR

ab ∧ ec ∧ πd +
2

3

∂κ1

∂X
εabcdπ

a ∧ πb ∧ πc ∧ ed + 2κ3εabcdR
ab ∧ ec ∧ θd

+ 2
∂κ3

∂X
εabcdθ

a ∧ πb ∧ πc ∧ ed + (F + 2W )εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed +

∂F

∂X
εabcdπ

a ∧ πb ∧ ec ∧ ed

+ κ8εabcdθ
a ∧ πb ∧ ec ∧ ed −

[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ κ9
1

4!
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

donde las funciones arbitrarias (i = 1, 3, 8, 9)

κi = κi(φ,X), (2.1)
F = F (φ,X), (2.2)
W = W (φ,X), (2.3)

(2.4)

deben satisfacer el constraint de Horndeski
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C(φ,X) =
∂F

∂X
− 2

(
κ3 + 2X

∂κ3

∂X
− ∂κ1

∂φ

)
= 0,

con

X =
1

2
ZaZa. (2.5)

Es importante mencionar que el teorema de Horndeski [10] establece que cuando
se impone el constraint T a = 0, se puede asegurar que las ecuaciones de campo serán
de segundo orden. En efecto, cuando no se impone el constraint de torsión nula el
teorema de Horndeski ya no es válido. En este trabajo no se pretende generalizar el
teorema de Horndeski para el caso de torsión no nula. De hecho, es fácil ver que si
trabajamos con torsión no nula, lo más recomendable sería incorporar términos con
torsión explícita en el lagrangiano y no solamente pasar el lagrangiano de Horndeski
al formalismo de primer orden. Por lo tanto, encontrar el lagrangiano más general en
el formalismo de primer orden y que además entregue ecuaciones de segundo orden
no será estudiado en esta tesis.

2.1.2. Variaciones

Debido a que podemos escribir Za en términos del operador Σa como

Za =Σadφ, (2.6)

entonces Za = Za(e, ∂φ). Esto significa que las variaciones en φ y en ea inducen una
variación en Za.

Variaciones δZa y δφ

De (2.6) tenemos que

δφZ
a =δφΣadφ

=Σadδφ.

Consideremos una d-forma Ha tal que no contenga ninguna dependencia implícita de
los campos

HaδφZa =HaΣadδφ. (2.7)

Ésto nos permitirá variar un término del lagrangiano con dependencia implícita y
explícita de manera independiente (por ejemplo, para un término tipo Xεabcdea∧eb∧
ec ∧ ed, su variación corresponderá a −ZaδZaεabcdea ∧ eb ∧ ec ∧ ed y se identifica para
este caso Ha = −Zaεabcdea ∧ eb ∧ ec ∧ ed).
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Ahora bien, usando la propiedad de Σ:

α(d) ∧ Σa1...aqβ
(q) =β(q) ∧ Σa1...aqα

(d),

para el caso q = 1, y aplicando esta propiedad en (2.7) vemos que podemos re-
escribirla como

HaδφZa = dδφ ∧ ΣaHa.

Luego integramos por parte, obteniendo

d(δφΣaHa) =dδφ ∧ ΣaHa + δφd(ΣaHa),

con lo que finalmente tenemos

HaδφZa =− δφd(ΣaHa) + d(δφΣaHa).

Y módulo términos de borde,

HaδφZa =− δφd(ΣaHa).

Variaciones δZa y δea

Habíamos definido

Za = eaµ∂
µφ,

πa = DZa,

θa = dφZa,

X = −1

2
ZaZa.

Vemos que estos términos nos dificultan el cálculo cuando deseamos variar con res-
pecto al vielbein.
Con el fin de hacer un tratamiento análogo al descrito anteriormente, definimos una
1-forma ha = habe

b tal que

1

2
ha =δea.

De manera que,

δeaµ =
1

2
habe

b
µ.
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Así,

ea
µebµ =δba

⇒ (δea
µ) ebµ + ea

µ
(
δebµ

)
=0

⇒ (δea
µ) ebµ + ea

µ 1

2
hbce

c
µ =0

⇒ (δea
µ) ebµ + δca

1

2
hbc =0/eb

ν

⇒ δea
ν +

1

2
hbaeb

ν =0

⇒ δea
ν =− 1

2
hbaeb

ν .

Luego,

δeZa =δea
µ∂µφ

=− 1

2
hbaeb

µ∂µφ

=− 1

2
hbaZb.

Y como

δeb =
1

2
hbae

a,

podemos escribirlo en función del operador Σa como

1

2
hbae

a =δeb

⇒ 1

2
hba =Σaδe

b.

Luego,

δeZa = −Σaδe
bZb

= −ZbΣaδe
b.

Así, si consideramos la d-forma Ha

HaδeZa = −HaZbΣaδe
b,

y usando la propiedad

α(d) ∧ Σa1...aqβ
(q) =β(q) ∧ Σa1...aqα

(d),

por consiguiente podemos escribir

HaδeZa =− δeb ∧ ZbΣaHa,
=Σa (Ha) ∧ Zbδeb.
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Finalmente, tenemos que dada una d-forma Ha se cumplen las relaciones

HaδφZa = −δφd (ΣaHa) , (2.8)
HaδeZa = Σa (Ha)Zd ∧ δe. (2.9)

En definitiva, tendremos que al variar el lagrangiano de Horndeski con respecto
a φ y ea, éste puede variar directamente por el cambio explícito en φ y ea, o puede
variar a través de la dependencia en Za con δφZa ó δeZa.

Y por supuesto, tenemos que variar de las 1-formas πa y θa a través de ésta
dependencia como sigue

δZπ
a = DδZa, (2.10)

δZθ
a = dφδZa. (2.11)

2.1.3. Ecuaciones de campo

A continuación se presentan las ecuaciones de campo en el formalismo de primer
orden, que resultan de variar con respecto a los campos independientes de la teoría
ωab, ea, y φ, de acuerdo al método introducido en la sección [citar sección]. Las varia-
ciones detalladas son muy tediosas y extensas para mostrar todo el cálculo explícito
en esta tesis, debido a esto solamente nos enfocamos en explicar el método utilizado
para calcularlas y la ventaja de usar tal método al momento de lidiar con tantos
duales de Hodge ∗.

Primero veamos la variación con respecto a la conexión de Lorentz, la cual produce
las ecuaciones de campo Eab = 0, donde Eab es una 3-forma dada por

Eab = −εabcdT c ∧
[
κ1π

d + κ3θ
d + (F + 2W ) ed

]
+

+ εabcde
c ∧
[
dκ1 ∧ πd + κ1R

d
eZ

e + dκ3 ∧ θd+

−κ3dφ ∧ πd +
1

2
d (F + 2W ) ∧ ed

]
+

− 1

2
(Zaεbcde − Zbεacde)

[
κ1R

cd+

+ πc ∧
(
∂κ1

∂X
πd + 2

∂κ3

∂X
θd +

∂F

∂X
ed
)

+

+
1

2

(
κ8θ

c −
[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
ec
)
∧ ed

]
∧ ee (2.12)

Las ecuaciones de campo obtenidas con respecto al vielbein y el campo escalar son
respectivamente
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Ea = Ea + Σb (Sb + Tb + Ub)Za = 0, (2.13)

E = E + Z − dΣb (Sb + Tb + Ub) = 0, (2.14)

donde

Ed = εabcd

(
2κ1R

ab ∧ πc +
2

3

∂κ1

∂X
πa ∧ πb ∧ πc+

+ 2κ3R
ab ∧ θc + 2

∂κ3

∂X
θa ∧ πb ∧ πc+

+ 2 (F + 2W )Rab ∧ ec + 2
∂F

∂X
πa ∧ πb ∧ ec+

+ 2κ8θ
a ∧ πb ∧ ec +

1

3!
κ9e

a ∧ eb ∧ ec+

−3

[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
πa ∧ eb ∧ ec

)
, (2.15)

E = εabcd

[
2

(
∂κ1

∂φ
− κ3

)
Rab ∧ ec ∧ πd +

+ 2

(
1

3

∂2κ1

∂φ∂X
− ∂κ3

∂X

)
πa ∧ πb ∧ πc ∧ ed+

+ 2
∂κ3

∂φ
Rab ∧ ec ∧ θd+

+ 2
∂2κ3

∂φ∂X
θa ∧ πb ∧ πc ∧ ed+

+

(
∂F

∂φ
+ 2

∂W

∂φ

)
Rab ∧ ec ∧ ed+

+

(
∂2F

∂φ∂X
− κ8

)
πa ∧ πb ∧ ec ∧ ed+

+
∂κ8

∂φ
θa ∧ πb ∧ ec ∧ ed+

−
[
∂2 (F + 2W )

∂φ2
−X∂κ8

∂φ

]
πa ∧ eb ∧ ec ∧ ed+

+
1

4!

∂κ9

∂φ
ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed

]
, (2.16)

Z =

[
2dκ3 ∧Rab + 2d

∂κ3

∂X
∧ πa ∧ πb+

+ dκ8 ∧ πa ∧ eb+

+Dπa ∧
(

4
∂κ3

∂X
πb + κ8e

b

)]
∧ ecZd+

+ 2εabcd

[
κ3R

ab +
∂κ3

∂X
πa ∧ πb+

+κ8π
a ∧ eb

]
∧ T cZd, (2.17)
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y las 4-formas Sa, Ta y Ua están dadas por

Sd = 2εabcd

[
Dπa ∧ eb ∧

(
2
∂κ1

∂X
πc + 2

∂κ3

∂X
θc +

∂F

∂X
ec
)

+

+ πa ∧ eb ∧ dX ∧
(
∂2κ1

∂X2
πc + 2

∂2κ3

∂X2
θc +

∂2F

∂X2
ec
)

+

+
1

2
ea ∧ eb ∧ dX ∧

(
θc
∂κ8

∂X
− ec ∂

∂X

{
∂F

∂φ
−Xκ8

})]
, (2.18)

Td = 2εabcd

[
κ1R

ab +
∂κ1

∂X
πa ∧ πb + 2

∂κ3

∂X
πa ∧ θb+

+ 2
∂F

∂X
πa ∧ eb +

1

2
κ8e

a ∧ θb+

−3

2

(
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

)
ea ∧ eb

]
∧ T c, (2.19)

Ue = εabcd

[
−Rab ∧ ec ∧

(
Cde + 2

∂κ1

∂X
δgdefZgπ

f

)
+

− πa ∧ πb ∧ ec ∧
(
C̄de +

2

3

∂2κ1

∂X2
πdZe

)
+

+πa ∧ eb ∧ ec ∧Md
e + ea ∧ eb ∧ ec ∧Kd

e

]
. (2.20)

Y las 1-formas de la ec. (2.20): Cab, C̄
a
b, K

a
b, y M

a
b, son definidas como

Cab = 2dφ

[
∂κ3

∂X
ZaZb −

(
κ3 −

∂κ1

∂φ

)
δab

]
+

+ eaZb
∂F

∂X
, (2.21)

C̄ab = 2dφ

[
∂2κ3

∂X2
ZaZb −

(
3
∂κ3

∂X
− ∂2κ1

∂φ∂X

)
δab

]
+

+ eaZb
∂2F

∂X2
, (2.22)

Ka
b =

[
∂2

∂φ2
(F + 2W )−X∂κ8

∂φ

]
dφδab+

− 1

4!
eaZb

∂κ9

∂X
, (2.23)

Ma
b =

(
2

[
κ8 −

∂2F

∂φ∂X

]
δab −

∂κ8

∂X
ZaZb

)
dφ+

+ eaZb
∂

∂X

[
∂F

∂φ
−Xκ8

]
. (2.24)

Donde Cab y C̄
a
b satisfacen las propiedades

ΣbCab = ZaC, (2.25)

ΣbC̄ab = Za
∂C
∂X

, (2.26)
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y C (φ,X) = 0 es el constraint de Horndeski (2.5).
La torsión en los términos Ta y Z aparece como resultado del acoplamiento no

minimal.

2.1.4. Volviendo al lenguaje de segundo orden y los multiplicadores
de Lagrange

Para recuperar las ecuaciones de campo estándar sin torsión, no basta imponer
el constraint T a = 0 en las ecuaciones de movimiento. Esto sucede porque en general
para acoplamientos no minimales la torsión y la dinámica del campo escalar están ín-
timamente relacionados, conduciendo generalmente a T a ∼ ∂φ. Por lo tanto, imponer
torsión nula en las ecuaciones de movimiento eliminaría toda la dinámica del campo
escalar. De manera que si queremos recuperar el caso estándar sin torsión desde las
ecuaciones de movimiento debemos incluir una 2-forma multiplicador de Lagrange
con un índice de Lorentz, Λa, en el lagrangiano de la forma

LH = LH + Λa ∧ T a, (2.27)

con las nuevas ecuaciones de movimiento dadas por

Ēa = Ea −DΛa = 0, (2.28)
Ē = E = 0, (2.29)

Ēab = Eab − 1

2

(
Λa ∧ eb − Λb ∧ ea

)
= 0, (2.30)

T a = 0. (2.31)

Donde
Λa = 2ΣbEab +

1

2
ea ∧ ΣbcEbc. (2.32)

Por lo tanto, las ecuaciones de campo estándar sin torsión para la teoría de Horndeski
son recuperadas cuando

Ea − 2DΣbEab +
1

2
ea ∧ dΣbc Ebc

∣∣∣
Ta=0

= 0, (2.33)

E|Ta=0 = 0. (2.34)

Para ver detalles del cálculo de estos multiplicadores, ver apéndice B.

Cabe mencionar que este comportamiento contrasta con el estudiado para el caso
de Einstein-Cartan con campos acoplados minimalmente. Debido a que en dicho caso,
la condición T a = 0 es una ecuación de campo en el vacío y es innecesario introducir
multiplicadores de Lagrange para recuperar el caso sin torsión (a diferencia de este
caso donde imponer torsión nula lleva a perder la dinámica del campo escalar φ).
De hecho en ese caso, solamente campos fermiónicos pueden ser fuente de torsión,
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la cual se comporta como un campo no propagante (ver, por ejemplo, sección 8.4 [14]).

Este trabajo, además del estudio de ondas gravitaciones en un marco teórico
torsional y sus interesantes consecuencias son presentados en [15], aunque éste último
estudio no será tratado en esta tesis.

2.2. Brans-Dicke generalizado

En Relatividad General el espaciotiempo es descrito por un tensor de rango 2, la
métrica gµν . En el formalismo de primer orden, el vielbein y la conexión de Lorentz
son conceptos independientes, de manera que la geometría no está completamente de-
terminada por métrica, debido a esto aparece una nueva cualidad del espaciotiempo:
la torsión, T a, la cual en el formalismo de segundo orden es fijada por el constraint
T a = 0.

En esta sección presentamos una generalización del lagrangiano de Brans-Dicke
incluyendo un acoplamiento no minimal al término de Gauss-Bonnet sin imponer la
condición de torsión nula. Este trabajo a sido motivado por el paper [13]. Se estudiará
la relación entre torsión y acoplamientos no minimales para una geometría FLRW.
Además, se estudiará si en este marco teórico es posible recuperar las ecuaciones de
campo estándar sin torsión para el caso de Brans-Dicke.

Definimos la 4-forma Lagrangeana como

LT =
1

4κ4
N(φ)εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

[
M(φ)X − V (φ)

]
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed + U(φ)εabcdR
ab ∧Rcd + LM .

(2.35)

Donde LM representa la posible presencia de otras formas de materia no geomé-
tricas. (Recordemos que en el caso de Brans-Dicke el campo escalar φ se comporta
como un campo geométrico que hace el rol de constante cosmológica).

Con

Za = Σadφ,

X = −1

2
ZaZa.

Donde Σa es el operador que mapea p-formas en (p − 1)-formas y está definido
como (ver apéndice A)

Σa = (−1)d(p−1)+η− ∗ ea ∗ .

Notemos que si hacemos las elecciones
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N(φ) =

{
NNM = 1 + κ4ξφ

NBD = φ

M(φ) =

{
MNM = σ

κ4

MBD = σ
φκ4

V (φ) =

{
VNM = λ

4φ
4

VBD = 0

Obtener el Lagrangeano con acoplamiento no minimal,

LNM =
1

4κ4

(
1 + κ4ξφ

2
)
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

(
σ

κ4
X − λ

4
φ4

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed.

O el Lagrangeano de Brans-Dicke,

LBD =
1

4κ4
φεabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

σ

φκ4
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed.

Sin embargo, no haremos ninguna elección a priori y vamos a variar el lagrangiano
para funciones arbitrarias.

2.2.1. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de movimiento fueron encontradas de acuerdo al método explicado
en 2.1.2.

Así, la variación de este lagrangiano, en términos de los campos independientes
está dada por

δφL =

{
1

4κ4

∂N(φ)

∂φ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

(
∂M(φ)

∂φ
X − ∂V (φ)

∂φ

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

3!
M(φ)εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +
1

3!

∂M(φ)

∂φ
εabcdθ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

2!
M(φ)ZaεabcdT

b ∧ ec ∧ ed +
∂U(φ)

∂φ
εabcdR

ab ∧Rcd
}
δφ

+ d
(
M(φ)Zaεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ edδφ
)
.

δeL =

[
1

2κ4
N(φ)εabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
M(φ)ZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef +
1

3!
[M(φ)X − V (φ)]εabcde

a ∧ eb ∧ ec
]
∧ δed.

δωL =εabcd

{
− 1

2κ4
N(φ)T c ∧ ed − 1

4κ4

∂N(φ)

∂φ
dφ ∧ ec ∧ ed − 2

∂U(φ)

∂φ
Rcd ∧ dφ

}
∧ δωab

+
1

4!
d(N(φ)εabcdδω

ab ∧ ec ∧ ed) + 2d(U(φ)εabcdδω
ab ∧Rcd).
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donde se define la cero forma

Za = Σadφ, (2.36)

y las 1-formas

πa = DZa, (2.37)
θa = Zadφ. (2.38)

Con el fin de usar un lenguaje compatible con aquél introducido en la sección
anterior.

2.2.2. Postulado Cosmológico

Las observaciones cosmológicas han demostrado que el Universo es altamente si-
métrico a escalas muy grandes, sin embargo, estas mediciones no fueron hechas en
el tiempo en que Friedmann y Lemaître comenzaron sus investigaciones sobre la di-
námica del Universo considerando la distrubución de masa más simple: homogénea e
isotrópica, usando las ecuaciones de Einstein. Más tarde estas suposiciones (homoge-
neidad e isotropía) fueron llamadas el Principio Cosmológico.

Así a escalas cosmológicas el Universo (visto desde un observador co-móvil con el
fluído cosmológico) es homogéneo e isotrópico. La métrica más general en 4−dimensiones
que satisface el principio cosmológico es la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker (FLRW). En coordenadas esféricas está dada por

e0 = dt,

e1 =
a(t)√

1− kr2
dr,

e2 = a(t)rdθ,

e3 = a(t)r sin θdϕ.

Definimos ahora la constante de HubbleH en función del parámetro de aceleración
a(t) como

H =
ȧ(t)

a(t)
, (2.39)

puesto que sólo tiene componente temporal, vemos que

H0 =
ȧ(t)

a(t)
= H,
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luego,

⇒ Hâ = 0.

De manera que,

de1 = He0 ∧ e1,

de2 = He0 ∧ e2 +

√
1− kr2

a(t)r
e1 ∧ e2,

de3 = He0 ∧ e3 +

√
1− kr2

a(t)r
e1 ∧ e3 +

cot θ

a(t)r
e2 ∧ e3,

Por otro lado, dado que estamos trabajando con torsión no nula, debemos encon-
trar una torsión que cumpla con el postulado cosmológico, es decir, que sea homogénea
e isotrópica.

Sabemos que la torsión puede ser escrita como

T a =
1

2!
[T acd] e

c ∧ ed,

y la torsión que satisface el postulado cosmológico será

T a =
1

2!

[
δabcdhb + 2ηaf εbfcdf

b
]
ec ∧ ed,

con los vectores hb = h0 = h(t) y fb = f0 = f(t) sólo dependientes del tiempo.
En [16] se detalla la manera de encontrar la métrica y torsión que satisfacen el pos-
tulado cosmológico, cabe mencionar que nosotros reproducimos todos los cálculos y
llegamos al mismo resultado. De ahora en adelante se usará la notación a = (0, â),
donde a=0 es el índice temporal y â los índices espaciales, es decir, toman los valores
â = 1, 2, 3.

Luego,

T â = −he0 ∧ eâ + f(t)ηâf̂ εf̂ ĉd̂e
ĉ ∧ ed̂.

Es trivial notal que T 0. De esta forma,
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κâ0 = −hoeâ

= −h(t)eâ

= −κ0â,

κâb̂ = −ηâm̂ηb̂n̂ε0m̂n̂f̂f
0ef̂

= −ηâm̂ηb̂n̂εm̂n̂f̂f(t)ef̂ .

De todo lo anterior podemos obtener la conexión de Lorentz completa, es decir,
ωab = ω̊ab + κab, la cuál está dada por

ω0̂i = (H + h)eî,

ω12 = −
√

1− kr2

a(t)r
e2 − f(t)e3,

ω13 = −
√

1− kr2

a(t)r
e3 − f(t)e2,

ω23 = − cot θ

a(t)r
e3 − f(t)e1.

Por lo tanto, la 2-forma curvatura de Lorentz tiene la forma

R0â =
[(
Ḣ + ḣ

)
+H(H + h)

]
e0 ∧ eâ + f(t) (H + h) ηâm̂εm̂ĉf̂e

ĉ ∧ ef̂ ,

Râb̂ =

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
eâ ∧ eb̂ +

(
ḟ +Hf

)
ηâm̂ηb̂ĉεm̂ĉf̂e

f̂ ∧ e0.

Estos resultados, como es de esperar coinciden con los estudiados en el paper
paper [13], ya que se trabajó con el mismo vielbein y torsión.

Ahora bien, para el campo escalar en el caso cosmológico tenemos que se cumplirá

θa = Zadφ,

⇒ θ0 = Z0dφ

= −φ̇ (∂0φ) dx0

= −φ̇φ̇e0

= −φ̇2e0,

⇒ θâ = 0.

Za = −δa0 φ̇,
⇒ Z0 = −φ̇,
⇒ Z â = 0.
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πa = DZa

= −δa0Dφ̇

= −
(
δa0dφ̇+ φ̇ωa0

)
= −

(
φ̈e0 + φ̇ωâ0

)
= −φ̈e0 − φ̇ (H + h) eâ,

dφ = φ̇e0,

X = −1

2
ZaZ

a

=
1

2
(Z0)2

=
1

2
φ̇2

2.2.3. Ecuaciones de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

Consideremos un Lagrangeano de materia tal que

δeLM = − ∗ τd ∧ δed,

δωLM = −1

2
δωab ∧ ∗σab,

δφLM = −δφ ∗Θ.

De manera que

LT = L+ LM

Ecuaciones de campo con respecto al campo φ

δφ(L+ LM ) = 0

⇒ 3

κ4

∂N(φ)

∂φ

{[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

]
+

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]}
+

{
−∂M(φ)

∂φ

1

2
φ̇2 − ∂V (φ)

∂φ

}
−M(φ)

{
φ̈+ 3φ̇ (H + h)

}
+ 3φ̇hM(φ)

+4!
∂U(φ)

∂φ

{[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

] [
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 2f(H + h)(ḟ +Hf)

}
−Θ = 0.

Ecuaciones de campo con respecto al campo e

δe(L+ LM ) = 0

Para T0
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⇒
{
− 3

3!κ4
N(φ)

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
+

1

3!

[
M(φ)

1

2
φ̇2 + V (φ)

]}
εâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ ∧ δe0 = + ∗ T0 ∧ δe0

⇒ 1

3!

{
3

κ4
N(φ)

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
−
[
M(φ)

1

2
φ̇2 + V (φ)

]}
εâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ = − ∗ T0

Para Td̂

⇒

{
1

κ4
N(φ)

[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

]
+

1

2κ4
N(φ)

[(
H

c
+ h

)2

+
k

a2
− f2

]

+
1

2!

[
M(φ)

1

2
φ̇2 − V (φ)

]}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eb̂ ∧ eĉ ∧ δed̂ = + ∗ Td̂ ∧ δe
d̂

⇒

{
1

κ4
N(φ)

[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

]
+

1

2κ4
N(φ)

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]

+
1

2!

[
M(φ)

1

2
φ̇2 − V (φ)

]}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eb̂ ∧ eĉ = + ∗ Td̂

Variación con respecto al campo ω

δω(L+ LM ) = 0

Para σ0b̂{
1

2κ4
N(φ)h− 1

4κ4
φ̇
∂N(φ)

∂φ
− 2

∂U(φ)

∂φ
φ̇

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eĉ ∧ ed̂ ∧ δω0b̂ =
1

2
∗ σ0b̂ ∧ δω

0b̂

⇒
{

1

2κ4
N(φ)h− φ̇

(
1

4κ4

∂N(φ)

∂φ
+ 2

∂U(φ)

∂φ

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

])}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eĉ ∧ ed̂ =
1

2
∗ σ0b̂

Para σâb̂

{
−f 1

κ4
N(φ) + 8

∂U(φ)

∂φ
φ̇ (H + h) f

}
e0 ∧ eâ ∧ eb̂ ∧ δω

âb̂ =
1

2
∗ σâb̂ ∧ δω

âb̂

f

{
1

κ4
N(φ)− 8

∂U(φ)

∂φ
φ̇ (H + h)

}
e0 ∧ eâ ∧ eb̂ = −1

2
∗ σâb̂

2.2.4. Caso de un Fluído Perfecto

Consideremos un fluído perfecto en equilibrio termodinámico

T +
µν = (p+ ρ)UµUν + pgµν .
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Donde ρ corresponde a la densidad de energía propia del fluído, p es la presión y
Uµ es la cuadrivelocidad local,

U0 = 1,

Uµ̂ = 0,

de manera que

T +
00 = (ρ+ p) + pg00,

= ρ+ p(1 + g00),

y

T +
0ν̂ = pg0ν̂ ,

T +
µ̂ν̂ = pgµ̂ν̂

En nuestro caso, g00 = −1 y g0ν̂ = 0, de manera que

T +
00 = ρ,

T +
µ̂ν̂ = pgµ̂ν̂ .

En la base de Lorentz tenemos

T +
00 = p,

T +

âb̂
= pηâb̂

Así,

∗T0 = ∗e0T00,

= − 1

3!
ρεâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ,

y

∗T ĉ = ∗em̂Tm̂ĉ,
= ∗em̂T m̂ĉ,
= ∗em̂pδm̂ĉ ,
= p ∗ eĉ,

= −p 1

2!
εâb̂ĉe

0̂ ∧ eâ ∧ eb̂.



32 CAPÍTULO 2. TEORÍAS TENSO ESCALARES

Y las ecuaciones de campo se transforman en

3

κ4

∂N(φ)

∂φ

{[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

]
+

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]}
+

{
−∂M(φ)

∂φ

1

2
φ̇2 − ∂V (φ)

∂φ

}
−M(φ)

{
φ̈+ 3φ̇ (H + h)

}
+ 3φ̇hM(φ)

+4!
∂U(φ)

∂φ

{[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

] [
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 2f(H + h)(ḟ +Hf)

}
= 0,

(2.40)
3

κ4
N(φ)

[
(H + h)

2
+

k

a2
− f2

]
−
[
M(φ)

1

2
φ̇2 + V (φ)

]
= ρ,

(2.41)
1

κ4
N(φ)

[
(Ḣ + ḣ) +H(H + h)

]
+

1

2κ4
N(φ)

[
(H + h)

2
+

k

a2
− f2

]
+

1

2!

[
M(φ)

1

2
φ̇2 − V (φ)

]
= − 1

2!
p,

(2.42)
1

2κ4
N(φ)h− φ̇

(
1

4κ4

∂N(φ)

∂φ
+ 2

∂U(φ)

∂φ

[
(H + h)

2
+

k

a2
− f2

])
= 0,

(2.43)

f

{
1

κ4
N(φ)− 8

∂U(φ)

∂φ
φ̇ (H + h)

}
= 0.

(2.44)

Comparación con el caso del paper [13]:

Para este caso se deben elegir las funciones en (2.35) de la forma U = (H + h),
N(φ) = cte. = 1, M(φ) = 0, V (φ) = cte. = Λ

κ4
, U(φ) = φ

4κ4
. De manera que,

(U̇ +HU)

(
U2 +

k

a2
− f2

)
− 2fU(ḟ +HF ) = 0,

3

κ4

[
U2 +

k

a2
− f2

]
− 1

κ4
Λ = ρ,

1

κ4

[
U̇ + UH

]
+

1

2κ4

[
U2 +

k

a2
− f2

]
− 1

2!

1

κ4
Λ = −1

2
p,

1

2κ4
h− 2φ̇

1

4κ4

[
U2 +

k

a2
− f2

]
= 0,

f
1

κ4
− 8

1

4κ4
fφ̇U = 0.

Luego, obtenemos
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(U̇ +HU)

(
U2 +

k

a2
− f2

)
− 2fU(ḟ +HF ) = 0

U2 +
k

a2
− f2 − Λ

3
=
κ4

3
ρ

2
[
U̇ + UH

]
+ U2 +

k

a2
− f2 − Λ = −κ4p

h− φ̇
[
U2 +

k

a2
− f2

]
= 0

f(1− 2φ̇U) = 0

que coinciden con las ecuaciones estudiadas en el paper.

2.2.5. Volviendo al lenguaje de segundo orden y comparación con
las ecuaciones de Brans-Dicke sin torsión

Análogamente al caso de Horndeski, tenemos que la torsión es generada por la
dinámica del campo escalar por lo que para obtener las ecuaciones de campo están-
dar para el caso de Brans-Dicke hay que incorporar los multiplicadores de Lagrange
presentados en B.

Para nuestro lagrangeano (2.35) el multiplicador corresponde a (usando el sistema
de unidades κ4 = c = 1),

DΛa =
{
N ′′∂γφ∂

λφ−N ′′∂σφ∂σφδλγ +N ′δλγ∂
ν∂νφ−N ′∂λ∂γφ

}
. (2.45)

Vemos que el caso de Brans-Dicke corresponde a las elecciones:

N = φ,

N ′ = 1,

N ′′ = 0,

∂ν∂νφ = �φ.

Luego,

DΛa =
(
δλγ�φ− ∂λ∂γφ

)
,

=
(
gλαδ

λ
γ�φ− ∂α∂γφ

)
,

= (gγα�φ− ∂α∂γφ) ,

= (gµν�φ− ∂µ∂νφ) .
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Por lo tanto,

δeL−DΛa ∧ ea = Tµν ,

(2.46)

Rµν − gµν
R

2
− σ

φ2
∇µφ∇νφ−

1

φ
∇µ∇ν + gµν

(
�φ
φ

+
σ

2φ2
(∇φ)2 +

V

φ

)
=

1

φ
Tµν .

(2.47)

Todos estos resultados, además del interesante análisis cosmológico de las ecua-
ciones (2.40)-(2.44) es presentado en [17].



Capítulo 3

Teoría conformal

“Mi trabajo siempre ha tratado de unir la verdad y la belleza, pero cuando tengo
que escoger el uno o el otro, generalmente escojo la belleza. La interrogante de los fun-
damentos más profundos y el significado último de las matemáticas permanece como
un problema abierto; no sabemos en qué dirección encontrará su solución final o si si-
quiera una respuesta final y objetiva puede ser esperada. ‘Matematizar’ es quizás una
actividad creativa del hombre, como el lenguaje o la música, de originalidad primor-
dial, y cuyo curso histórico desafiará siempre una racionalización objetiva completa.
”

Hermann Weyl

Geometría de Weyl y Transformaciones conformales:

Una de las suposiciones de la geometría Riemanniana aplicada a gravedad es que
las unidades físicas definidas por los instrumentos son localmente las mismas en todas
partes y en todo tiempo, independiente del campo gravitacional presente. En 1918
el alemán Hermann Weyl propuso ir más allá, la idea de Weyl fue la siguiente: el
transporte paralelo de dos vectores V i y W j desde xi hasta xi + dxi es generalizado,
el ángulo α entre los vectores se mantiene fijo bajo el transporte paralelo, pero se
rompe la suposición de que la longitud de ambos vectores permanecerá invariante.
Así, el ángulo entre ellos será intocable pero la noción de transporte paralelo cam-
biará, en efecto, el lema de Ricci (o compatibilidad métrica) ya no será válido por
lo que los símbolos de Christoffel, los cuales determinan el transporte paralelo, son
modificados; si la derivada covariante de la métrica es nula, entonces recuperamos la
geometría Riemanniana.
Weyl ahora permite una estructura geométrica en la cual el transporte paralelo infini-
tesimal de un vector puede resultar con un cambio en su longitud. Así, si consideramos
la derivada covariante de la métrica no nula y dada por ∇αgµν = Aα(x)gµν , y multi-
plicamos los coeficientes de la métrica por un factor de escala Ω(x) > 0 (dilatación),
entonces

35
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gµν → Ω(x)gµν ,

⇒ ∇αḡµν = ∇αΩ(x)gµν + Ω(x)∇αgµν ,

usando que ∇αgµν = Aα(x)gµν , ∇αḡµν = Āα(x)ḡµν y dividiendo por Ω(x) > 0,
tenemos

Āαgµν =

[
∇αΩ(x)

Ω(x)
+Aα

]
gµν

De manera que

gµν → Ω(x)gµν ,

Aµ → Aµ +∇µ ln(Ω(x)), (3.1)

Todo esto sugiere fuertemente identificar Aµ con el potencial electromagnético,
y las transformaciones (3.1) con una transformación de gauge afectando simultánea-
mente gravedad y electromagnetismo. Haciendo una especial elección para Ω(x) a la
que Weyl llamó “Eichung”(=“gauge”).

Belleza matemática versus realidad Física: En 1928 Weyl escribió una carta a
Einstein anunciando un próximo paper sobre la unificación de gravedad y electromag-
netismo y preguntando si el paper podía ser presentado por Einstein a la Academia
de Ciencias de Berlín. Luego de una correspondencia infructuosa donde en una de las
cartas Einstein escribió a Weyl “Por bella que sea tu idea, debo admitir abiertamente
que de acuerdo a mi punto de vista es imposible que la teoría corresponda a la natu-
raleza”. El resultado fue que la comunidad de físicos de la época criticaron duramente
a Weyl. Sin embargo, un par de años más tarde la idea de Weyl tuvo un renacimiento
inesperado y modificación en el marco teórico de mecánica cuántica, Weyl arregló su
idea (en lugar de un cambio de escala, la transformación de gauge fue interpretada
como un cambio en la fase de la función de onda) y lo que descubrió fue que podía
describir el electromagnetismo como teoría de gauge. [18]

Sobre transformaciones conformales y simetrías:

Sea M una variedad D-dimensional con métrica gµν de signatura Lorentziana. Y
consideremos la transformación

ḡµν = Ω2(x)gµν , (3.2)

entonces se dice que ḡµν surge de una transformación conformal, siempre que
Ω(x) sea una función suave y estrictamente positiva. Es importante enfatizar que
una transformación conformal no está asociada, en general, a un difeomorfismo de
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M . Un difeomorfismo ψ : M → M para el cual ψ∗gµν = Ω2(x)gµν es llamado una
isometría conformal [19], en particular el espacio de Minkowski posee los 15 genera-
dores del grupo conformal (translaciones, rotaciones, dilataciones y transformaciones
espaciales) [20]. Para resaltar la diferencia entre una simetría y una transformación
conformal, escribamos la ecuación a resolver para encontrar los vectores de Killing
conformales en espacios curvos

d

2

[
R̊µλ∇̊λζµ + ∇̊µR̊µλζλ

]
= (d− 1)�B∇̊λζλ, (3.3)

vemos que resolver esta ecuación para un métrica dada es altamente no trivial,
porque para empezar, ¿Qué ansatz razonable para la métrica postular? De manera
que no podemos asegurar que existirán vectores de killing conformales en una varie-
dad arbitrariaM . Para ver detalles del cálculo, ver apéndice C. Por consiguiente, una
cosa es tener una transformación conformal que induzca para cierto peso conforme,
por ejemplo, una invariancia en algún lagrangiano; y otra cosa es tener una isometría
conformal que me hable de direcciones en las cuáles puedo “arrastar ” un tensor sin
deformarlo.

Las transformaciones conformales preservan la estructura causal de la variedad y
han sido usadas en varios contextos en relatividad general, en particular, en la defi-
nición de asintóticamente plano [21]. Básicamente para una transformación del tipo
(3.2), con Ω(x) = exp [2σ(x)], es decir, para una dilatación (no una transformación
general del grupo conformal), el espaciotiempo sí se da cuenta de que se realizó esta
transformación y por lo tanto cambiará tanto la conexión afín como la curvatura de
Riemann de la forma

¯̊
Γαµν =

1

2
ḡαβ {∂µḡβν + ∂ν ḡβµ − ∂β ḡµν}

=
1

2
e−2σgαβ

{
e2∂µgβν + e2∂νgβµ − e2∂βgµν + 2e2σgβν∂µσ + 2e2σgβµ∂νσ − 2e2σgµν∂βσ

}
= Γαµν + δαν ∂µσ + δαµ∂νσ − gµν∂ασ. (3.4)

¯̊
Rλµρν = R̊λµρν + δλν∂µ∂ρσ − δλρ∂µ∂νσ + gµρ∂ν∂

λσ − gµν∂ρ∂λσ
+ δλρ∂µσ∂νσ − δλν∂µσ∂νσ + gµν∂ρσ∂

λσ − gµρ∂νσ∂λσ

+
(
gµρδ

λ
ν − gµνδλρ

)
∂ασ∂ασ. (3.5)

Donde el círculo indica que no se consideran efectos de la torsión, es decir,
Γ̊λρα = Γ̊λαρ.

Invariancia conformal:

Consideremos el lagrangiano del non-minimal coupling,

−1

2
gµν∂µφ∂ν −

ξ

2
Rφ2 − αφ4,
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este lagrangiano es conformalmente invariante para la elección particular de ξ =
1/6, bajo las transformaciones conformales

gµν → Ω2(x)gµν , (3.6)
φ→ Ωs(x)φ, (3.7)

con s = −1, donde s es llamado el peso conformal. Así el lagrangiano,

−1

2
gµν∂µφ∂ν −

1

12
Rφ2 − αφ4, (3.8)

es llamado el lagragiano del conformal coupling. Este es un caso muy particular
de un lagrangiano invariante bajo transformaciones conformales, donde la transfor-
mación conformal del campo φ compensa la transformación de la métrica solamente
si nos quedamos con la elección ξ = 1/6. Este acoplamiento especial para el campo
escalar φ es la única prescripción que asegura la validez del principio de equivalen-
cia en espacios curvos [22]. Además de que las ecuaciones de campo a resolver son
mucho más amigables. Debido a esto en la siguiente sección nos interesamos en estu-
diar precisamente el conformal coupling pero ahora en un contexto más general: con
torsión.

3.1. El Lagrangiano Conformal con torsión

La motivación de este trabajo ha sido inspirada en el paper [23], la pregunta
fundamental fue ver si se podría construir un lagrangiano invariante conformal en el
formalismo de primer orden, y ver si se siguen obteniendo las mismas bondades que
se obtienen en la geometría de Riemann, esto es que sea una prescripción que ase-
gure la validez del principio de equivalencia en espacios curvos, que el tensor energía
momentum tenga traza cero y las ecuaciones de campo sean más amigables.

Para esto recordemos que para recuperar la geometría Riemannianna debemos
imponer

T a ≡ 0, (3.9)

⇒ dea + ωab ∧ eb = 0, (3.10)

eso implica que ωab satisface una ecuación algebraica que se puede despejar, tal
que al final del día se obtiene la dependencia: ωab = ωab(e, ∂e). El requerimiento de
torsión nula es una suposición evidentemente no necesaria, pero es una posibilidad.
Sin embargo, considerar esta posibilidad elimina inmediatamente un campo indepen-
diente del juego, al mismo tiempo que se restringen las ecuaciones de movimiento.
Así, lo más transparente es considerar una conexión sin imponer el constraint T a = 0,
de modo que consideraremos una conexión de Lorentz tal que



3.1. EL LAGRANGIANO CONFORMAL CON TORSIÓN 39

ωab = ω̊ab + κab, (3.11)

donde la primera parte es tal que su correspondiente torsión se anula, es decir,

dea + ω̊ab ∧ eb = 0. (3.12)

Así, llamaremos a esta parte de la conexión ω̊ab la conexión libre de torsión, la
cual está completamente determinada por la estructura métrica de la variedad.

Y puesto que la torsión viene dada por

T a = dea + ωab ∧ eb,
= dea + [̊ωab + κab] ∧ eb,
= κab ∧ eb.

De manera que si no imponemos el constraint T a = 0, toda la información torsio-
nal está contenida en κab, la cual es una 1-forma llamada contorsión.

3.1.1. Construcción del Lagrangiano Conformal con Torsión

A continuación se hará una generalización a la transformación conformal usual
para una variedad con torsión no nula. Sea la transformación conformal

gµν → ḡµν = e2σgµν , (3.13)

es decir, una dilatación y que corresponde en términos del vielbein a

ea → ēa = exp (σ)ea. (3.14)

Definimos

ξa =
∑a

dσ = − ∗ (ea ∧ ∗dσ), (3.15)

con el operador
∑a y sus propiedades mostradas en el apéndice A, y tal que∑

a
= − ∗ ea ∧ ∗,

donde ∗ corresponde al dual de Hodge en D = 4, así se cumple

dσ = ξce
c. (3.16)

Por lo tanto la conexión sin torsión transforma como (para detalles del cálculo
ver apéndice D)

ω̊
ab

= ω̊ab + eaζb − ebζa. (3.17)
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Ahora haremos la hipótesis de que la contorsión no re-escala bajo transformaciones
conformales,

κab → κ̄ab = κab, (3.18)

y que por lo tanto la conexión completa re-escala bajo transformaciones conformales
de la forma

ωab → ω̄ab = ωab +
[
eaξb − ebξa

]
. (3.19)

Esto significa que la torsión T a = κab ∧ eb sí re-escala bajo transformaciones confor-
males, y en efecto lo hace de la misma forma que el vielbein

T a → T̄ a = exp(σ)T a. (3.20)

De manera que quedándonos con el ansatz κ̄ab = κab, es decir, imponiendo que la
contorsión no re-escala, tenemos que

Rab → R̄ab = Rab +D
[
eaξb − ebξa

]
+ [eaξc − ecξa] ∧

[
ecξb − ebξc

]
, (3.21)

utilizando (3.16) en [eaξc − ecξa] ∧
[
ecξb − ebξc

]
, implica

eaξb ∧ dσ − eaebξ2 −���
��:0

ece
cξaξb + ξadσ ∧ eb = −dσ ∧

(
eaξb − ebξa

)
− ea ∧ ebξ2.

Por lo tanto, podemos escribir finalmente cómo cambia la curvatura bajo transfor-
maciones conformales

R̄ab = Rab + T aξb − T bξa −
[
ea ∧Dξb − eb ∧Dξa

]
−
[
dσ ∧

(
eaξb − ebξa

)
+ ξ2ea ∧ eb

]
.

(3.22)

Ahora bien, esto suele escribirse como

Ω = exp(σ),

y por lo tanto,

σ = ln Ω, (3.23)

dσ =
1

Ω
dΩ, (3.24)

ξa =
1

Ω

∑a
dΩ

≡ 1

Ω
Za. (3.25)

Luego, en términos de Ω tenemos que

R̄ab = Rab +D

[
1

Ω

(
eaZb − ebZa

)]
− 1

Ω2

[
dσ ∧

(
eaZb − Zaeb

)
+ Z2ea ∧ eb

]
(3.26)
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Consideremos ahora el término completo del lagrangeano de Einstein-Hilbert y vea-
mos cómo cambia bajo la transformación conformal ēa → Ωea, esto es

εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed → εabcdR̄

ab ∧ ēc ∧ ēd.

El detalle de cómo transforma conformalmente este término está detallado en el
apéndice D, usamos este resultado y luego re-etiquetamos,

Ω→ φ, (3.27)
⇒ Za = Σadφ (3.28)

y definiendo (para mantener un lenguaje consistente con las definiciones de capítulos
anteriores)

−2X ≡ ZaZa = ∂µφ∂µφ,

θa ≡ dΩΞa = dφeaµ∂
µφ.

Podemos definir un lagrangeano conformal Lc como la transformación conformal del
término de Einstein-Hilbert, dado por

Lc =φ2εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed + 2εabcdXe

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ 6εabcdθ
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed + 4φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed

+ 2d
[
εabcdφe

aZb ∧ ec ∧ ed
]
.

Este lagrangeano es invariante bajo las transformaciones

ea → λea, (3.29)

φ→ 1

λ
φ, (3.30)

κab → κab. (3.31)

Nótese además que el término

αφ4εabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed,

es trivialmente invariante, con α una constante adimensional, así ignorando los
términos de borde, escribimos el lagrangiano conformal como

Lc =φ2εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed + 2εabcdXe

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ 6εabcdθ
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed + 4φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed

− αφ4εabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed.

Puesto que se descompuso la conexión de Lorentz, tal que una parte sea depen-
diente de la métrica ωab = ω̊ab + κab. En consecuencia, los campos independientes en
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esta teoría serán el vielbein ea, la contorsión κab y el campo escalar φ.

Luego, el paso a realizar es romper la simetría, es decir, restamos el lagrangiano
conformal a un término no invariante que corresponde al término de Einstein-Hilbert
con constante cosmológica y regularizando para obtener las unidades correctas, ob-
tenemos el siguiente lagrangiano con el que trabajaremos de ahora en adelante

L =
1

4κ4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed − Λ

4!κ4
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed − 1

4!
φ2εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed

+
1

4!
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed − 1

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed − α

4!
φ4εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed.
(3.32)

Este lagrangiano coincide con el estudiado en [23] cuando pasamos al lengua-
je coordenado y apagamos la torsión. Por simplicidad se considerará el sistema de
unidades ~ = c = 1

3.2. Ecs. de campo en el lenguaje de primer orden

Definimos un lagrangiano total LT como la suma de un lagrangiano de materia Lc
que corresponderá a la parte invariante conformal, más un lagrangiano de geometría
LG que corresponde al término de Einstein Hilbert con constante cosmológica.

Donde el Lagrangeano de materia LM será tal que

δeLM =− ∗Td ∧ δed, (3.33)

δωLM =− 1

2
δωab ∧ ∗σab, (3.34)

δφLM =0. (3.35)

Y un Lagrangiano de geometría LG, de manera que el Lagrangiano completo es
de la forma

L = LG + LM

Identificamos para nuestro caso el Lagrangiano de geometría como los términos
de Einstein-Hilbert con constante cosmológica y al Lagrangiano de materia a aquellos
que provienen de la invariancia conforme.
Así encontramos las ecuaciones de campo en el lenguaje de primer orden al variar
con respecto a los campos independientes (para detalles del cálculo ver apéndice E).

A continuación se presentan las ecuaciones de campo para los 3 campos inde-
pendientes de la teoría. Para mantener un lenguaje consistente con los capítulos
anteriores, se utilizará la definición de la 1-forma πa = DZa al momento de escribir
las ecuaciones de campo, donde Za = eaµ∂

µφ(= Σadφ).
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3.2.1. Variación con respecto al campo φ

De la ec. (3.35) vemos que

δφ(LG + LM ) = 0.

Luego,

− 2

4!
φεabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

3!
εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +
1

2!
ZaεabcdT

b ∧ ec ∧ ed +
1

3!
εabcddφ ∧ T abnen ∧ ec ∧ ed

− 1

3!
εabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed − α

3!
φ3εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

= 0 (3.36)

3.2.2. Variación con respecto al campo e

De (3.33) la ecuación para el campo e toma la forma

δeLG = − ∗ Td ∧ δed.

Luego,

−1

2
εabcdR

ab ∧ ec +
1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec =− 8πG ∗ Td. (3.37)

Donde

− ∗ Td =
1

3!
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec +
1

3!
φZdεabcqT

ba
ne
n ∧ ec ∧ eq +

1

3!
dφεabcdZ

aeb ∧ ec

+
1

3!
φεabcdπ

a ∧ eb ∧ ec − 1

3!
ZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef . (3.38)

3.2.3. Variación con respecto al campo ω

De acuerdo a la ec.(3.34), encontramos que

δωLG = −1

2
δωab ∧ ∗σab.

Luego,

εabcdT
c ∧ ed = κ4 ∗ σab (3.39)

Con

∗σab =
1

3!
φ2εabcdT

c ∧ ed +
1

3!
φεabcddφ ∧ ec ∧ ed −

1

3
φεlbcdZ

lηfae
f ∧ ec ∧ ed. (3.40)

Esta ecuación nos dice que la torsión es generada por la dinámica del campo
escalar. Al igual que en los casos anteriores tratados en esta tesis.
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3.2.4. Volviendo al lenguaje de segundo orden y los dos caminos no
compatibles

Es importante enfatizar que si uno escribe una acción asumiendo torsión no nula,
T a 6= 0, y luego varía independientemente la conexión y el vielbein para encontrar las
ecuaciones de movimiento, existe la posibilidad de que se desee imponer a posteriori
torsión nula, T a = 0, que sería como recordar al final del trabajo que en realidad se
estaban buscando soluciones tipo geometría de Riemann. En general, ese camino no
va a coincidir con imponer torsión nula en la acción y luego variarla. Como vimos
anteriormente, para el caso del lagrangiano tratado en los trabajos [15], [17], para
recuperar las ecuaciones estándar con torsión nula, es necesario introducir multipli-
cadores de Lagrange que compensen esta inconsistencia. En efecto, argumentamos de
forma entusiasta que debido a que la ecuación de campo que resulta de variar con
respecto a la conexión de Lorentz nos dice que la torsión es generada por la dinámica
de los campos, T a ≈ ∂φ, entonces imponer T a = 0 a posteriori significaría perder
toda la información de la dinámica del campo φ. Ver apéndice B

Sin embargo, para este caso pasa algo bastante peculiar. Primero recordemos
que nuestro lagrangiano conformal (3.32), posee un término con torsión explícita a
diferencia de los casos estudiados anteriormente. Ahora llevemos nuestras ecuaciones
de campo al lenguaje de segundo orden e impongamos torsión nula. Entonces, usando
los resultados del apéndice E, tenemos que las ecuaciones de campo son

G̊µν + Λgµν =8πGTµν , (3.41)

�̊φ− 1

2
R̊φ− 4αφ2 = 0, (3.42)

donde �̊ ≡ gµν∇̊µ∇̊ν , y

Tµν =∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

αβ∂αφ∂βφ+
1

6

[
gµν�− ∇̊µ∇̊ν +Gµν

]
φ2 − αgµνφ4. (3.43)

Las cuales son equivalentes a las ecuaciones de campo del paper [23].

Es decir, a pesar de que en este caso la torsión también es generada por la dinámica
del campo escalar, no necesitamos introducir los multiplicadores de Lagrange para
compensar la inconsistencia de ir por dos caminos distintos para tratar de llegar al
mismo destino. Para este lagrangiano conformal con un término explícito torsional,
ambos caminos nos conducen al mismo resultado. Esto se debe a que al variar el
término con torsión en (3.32) con respecto al vielbein, se llega exactamente a los
términos que surgen de calcular los multiplicadores de Lagrange Λa presentados en
el apéndice F para este caso, a saber:

δe

(
1

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed
)

= −DΛa ∧ δea.
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Revisar apéndice [] para el calculo detallado de los multiplicadores.

Esta coincidencia ha motivado la pregunta: ¿Podría siempre agregarse un tér-
mino con torsión explícita en el lagrangiano tal que haga coincidir estos dos caminos?
Al menos en 4-dimensiones la respuesta podría ser positiva, recordando además que
no hay ninguna restricción para incorporar términos de este tipo en el principio de
acción, aunque en general esto no se haga. Es necesario acentuar que si se hubiese to-
mado el lagrangiano del paper [23] y se hubiese escrito en el lenguaje de primer orden
con torsión no nula, no aparece el término torsional φεabcdZaT b ∧ ec ∧ ed responsable
de esta especial coincidencia. Conjeturamos que para el caso [17], es posible agregar
término(s) al lagrangiano con torsiones explícitas tal que su variación con respecto al
vielbein coincida con los multiplicadores de lagrange calculados para ese caso, incluso
es posible arriesgarse y generalizar la hipótesis diciendo que sucede para cualquier
lagrangiano acoplado no minimalmente a un campo escalar en 4-dimensiones. Sin
embargo, esto modificaría las ecuaciones de campo y naturalmente lleva a la pre-
gunta ¿Cuál sería el lagrangiano más razonable o el más correcto físicamente? Si
bien para nuestro lagrangiano esta coincidencia se ajusta a la perfección, aún no es
motivo suficiente para añadir términos torsionales al principio de acción. Sin embar-
go, una estrategia transparente sería considerar el lagrangiano con torsión explícita,
puesto que es menos restrictivo y no eliminaría posibilidades que podrían llegar a ser
interesantes.

3.3. Traza del tensor energía-momentum en presencia de
Torsión

Sabemos que lagrangeano conformal con torsión Lc es invariante bajo las trans-
formaciones

ea → exp(λ)ea, (3.44)

φ→ 1

exp(λ)
φ, (3.45)

κab → κab. (3.46)

O en otras palabras podemos decir que el lagrangeano de materia cumple con

LM
(
ea, ωab, φ

)
= LM

(
exp(λ)ea, ωab +

1

exp(λ)

[
eaZb − ebZa

]
,

1

exp(λ)
φ

)
,

donde

Za = Σadλ = − ∗ (ea ∧ ∗dλ) .

A nivel infinitesimal, esto puede expresarse como
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Λ = 1 + λ

Za = Σad(1 + λ)

= Σadλ

= − ∗ (ea ∧ ∗dλ)

1

Λ
= (1 + λ)−1

= 1− λ

Ahora estudiaremos la versión infinitesimal de las transformaciones finitas (3.44)-
(3.46),

δea = λea, (3.47)
δφ = −λφ, (3.48)

δωab = (1− λ)
[
eaΣb − ebΣa

]
dλ

=
[
eaΣb − ebΣa

]
dλ. (3.49)

La variación del lagrangiano LM bajo una transformación infinitesimal arbitraria
de los campos está dada por

δLM = − ∗ Td ∧ δed +
1

2
∗ σab ∧ δωab + Eδφ+ d

(
Ma ∧ δea +Mab ∧ δωab +Mδφ

)
en donde

E = 0

corresponde a las de ecuaciones de campo para φ y los dMa, dMab y dM son los tér-
minos de borde de ea, ωab y φ, respectivamente. Entonces, la variación del lagrangiano
para las transformaciones infinitesimales (3.47)-(3.49) ,está dada por

− ∗ Td ∧ λed +
1

2
∗ σab ∧

[
eaΣb − ebΣa

]
dλ− Eλφ+ d

(
λMa ∧ ea +Mab ∧

[
eaΣb − ebΣa

]
dλ−Mλφ

)
= 0,

− ∗ Td ∧ λed + ∗σab ∧ eaΣbdλ− Eλφ+ d
(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ−Mλφ

)
= 0.

Cuando p+ q − 1 = d se cumple (ver apéndice A)

α(p) ∧ Σaβ
(q) = (−1)d(p−1)β(q) ∧ Σaα

(p),

así tenemos,

(∗σab ∧ ea) Σbdλ = dλ ∧ Σb (∗σab ∧ ea)

= d
[
λΣb (∗σab ∧ ea)

]
− λdΣb (∗σab ∧ ea)

= −d
[
λΣb (ea ∧ ∗σab)

]
+ λdΣb (ea ∧ ∗σab)
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por consiguiente

λ
(
− ∗ Td ∧ ed + dΣb (ea ∧ ∗σab)− Eφ

)
+ d

(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ

)
+d
(
−λΣb (ea ∧ ∗σab)−Mλφ

)
=0,

⇒ λ
(
ed ∧ ∗Td + dΣb (ea ∧ ∗σab)− Eφ

)
+ d

(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ

)
+d
(
−λΣb (ea ∧ ∗σab)−Mλφ

)
=0.

Multiplicando la última ecuación por −∗, obtenemos

λ
(
− ∗ ed ∧ ∗Td − ∗dΣb (ea ∧ ∗σab) + ∗Eφ

)
− ∗d

(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ

)
− ∗ d

(
−λΣb (ea ∧ ∗σab)−Mλφ

)
=0.

(3.50)

Pero para una variedad 4-dimensional con signatura Lorentziana tenemos que se
cumple (ver apéndice A)

Σd = − ∗ ed ∧ ∗.

De esta manera, el término −∗ed∧∗Td podrá ser escrito como ΣdTd y la ecuación
(3.50) tomará la forma

λ
(

ΣdTd − ∗dΣb (ea ∧ ∗σab) + ∗Eφ
)
− ∗d

(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ− λΣb (ea ∧ ∗σab)−Mλφ

)
= 0.

Ahora bien, identificando la traza del tensor de energía momentum

ΣdTd = T dd = T ,

tenemos que

λ
(
T − ∗dΣb (ea ∧ ∗σab) + ∗Eφ

)
− ∗d

(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ− λΣb (ea ∧ ∗σab)−Mλφ

)
= 0.

Por otra parte, podemos mover el signo menos del segundo término de la siguiente
manera

Σb (ea ∧ ∗σab) = − ∗ eb ∧ ∗ (ea ∧ ∗σab)
= ∗ebΣaσab,

= ∗ebσaba,
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y finalmente obtener

λ
(
T − ∗d ∗

[
ebσaba

]
+ ∗Eφ

)
− ∗d

(
λMa ∧ ea + 2Mab ∧ eaΣbdλ− λ ∗ ebσaba −Mλφ

)
= 0.

(3.51)

Apliquemos una vez más el hodge, invoquemos las ecuaciones de movimiento
e ignoremos los términos de borde. Luego, apliquemos nuevamente el hodge para
obtener

T − ∗d ∗
[
ebσaba

]
= 0. (3.52)

Ahora bien, las ecuaciones de movimiento del sistema completo

L = LEH + LM

son

1

2
εabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
λεabcde

a ∧ eb ∧ ec = κ4 ∗ Td,

εabcdT
c ∧ ed = κ4 ∗ σab,
E = 0,

donde tanto ∗Td como ∗σab son distintos de cero de acuerdo a las ecuaciones de
movimiento (3.38) y (3.40), respectivamente. También podemos escribir esto en el
lenguaje tensorial como

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = κ4Tµν ,

T λαβ − δλαT γγβ + δλβT
γ
γα = κ4σ

λ
αβ.

De esta última ecuación tenemos que on-shell se satisface

2

κ4
T γγα = σλαλ.

Finalmente, introduciendo esto en la ecuación (3.52), tenemos que on-shell y sobre
el bulk se cumple que

T − 2

κ4
∗ d ∗

[
T aabe

b
]

= 0, (3.53)

con lo que hemos demostrado que las teorías invariantes conformales poseen (on-
shell) un tensor energía-momentum con traza nula, T µµ = 0, porque se impone el
constraint T a = 0. Sin embargo, el caso trivial es considerar torsión nula, un caso
menos restrictivo y que podría ser más interesante es si se trabaja en un marco teórico
con torsión no nula, pero se satisface:

∗d ∗
[
T aabe

b
]

= 0. (3.54)
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Donde ∗d∗, a diferencia de la derivada exterior, mapea una p-forma en una (p−1)-
forma. Es llamada derivada exterior adjunta o co-erivada y se denota por d†. Un
análisis profundo de éste último resultado queda pendiente para un posible trabajo
futuro, así como el estudio de grupos de homología y cohomología para poder visuali-
zar qué tan razonable sería realizar el teorema de descomposición espectral de Hodge
(aunque primero se debería ir desde la variedad Lorentziana a la variedad Rieman-
niana) para este caso y sus posibles consecuencias.

Además se calcularon las ecuaciones de campo utilizando el postulado cosmológico
G.



Capítulo 4

Conclusiones

En esta tesis se contempló el estudio de teorías tenso escalares en el formalismo
de primer orden en tres contextos distintos. El primero fue para el lagrangiano más
general en 4-dimensiones acoplado a un campo escalar que entregue ecuaciones de
segundo orden: El lagrangiano de Horndeski. Donde se concluyó lo siguiente:

Se introdujo el operador Σa, el cual tiene propiedades muy interesantes y resulta
muy útil al momento de calcular las ecuaciones de campo para lagrangianos que
contengan tantos duales de hogde anidados como es el caso del lagrangiano de
Horndeski; debido a que este operador se construye usando ∗, pero entre una de
sus propiedades más interesantes está el hecho de que a pesar que se construye
usando el hodge, este operador satisface la regla de Leibniz.

Existe una íntima relación entre acoplamientos no minimales de campos esca-
lares a la geometría y torsión. Se encontró que en este marco teórico la torsión
es generada por la dinámica del campo escalar.

Es necesario incluir multiplicadores de lagrange para recuperar las ecuaciones
de movimiento para el lagrangiano de Horndeski con torsión y todos los casos
particulares de éste donde se tengan derivadas del campo escalar en el lagran-
giano.

El teorema de Horndeski ya no es válido en un escenario con torsión no nula.
En efecto, hay muchos términos torsionales que pueden ser agregados al lagran-
giano los cuales entreguen ecuaciones de segundo orden. Por lo que encontrar
el lagrangiano más general en cuatro dimensiones para este caso sigue siendo
un problema abierto.

Lo segundo que se hizo fue estudiar caso particular del lagrangiano de Horndeski
con torsión, que es una generalización del lagrangiano de Brans-Dicke estándar. Se
estudiaron sus ecuaciones de campo y evidentemente por estar contenido en caso an-
teriormente mencionado también es necesario introducir multiplicadores de lagrange
para recuperar las ecuaciones de campo estándar, aunque para este caso es mucho
más claro todo y se calculan los multiplicadores para mostrar que efectivamente son
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necesarios para recuperar las ecuaciones de campo estándar.

Lo tercero explorado en esta tesis fue el estudio del lagrangiano conformal cuando
se trabaja en el formalismo de segundo orden, es decir, con torsión no nula. Los
resultados de este estudio fueron muy interesantes ya que contrastan con lo que se
obtuvo anteriormente y se motiva la inclusión de términos nuevos en el lagrangiano
para los casos vistos previamente. Las conclusiones pueden ser resumidas como sigue:

Se construyó un lagrangiano que sea invariante conformal en el formalismo de
primer orden, tal que no está contenido en el Horndeski con torsión.

Los términos torsionales explícitos que aparecen en el lagrangiano conformal con
torsión permiten recuperar a posteriori las ecuaciones de campo en el formalismo
de segundo orden sin necesidad de introducir los multiplicadores de lagrange.

Debido al punto anterior, se descarta la hipótesis de introducir multiplicadores
de lagrange para todos los acoplamientos no minimales (tal que contengan tér-
minos con derivadas explícitas del campo escalar en el lagrangiano) con el fin de
recuperar a posteriori las ecuaciones de campo sin torsión. Además se conjetu-
ra que si se introducen elecciones inteligentes de términos torsionales explícitos
en los casos anteriores se obtienen ecuaciones de campo que desembocan de
manera natural en el formalismo estándar.

Se demostró que la propiedad de traza nula ya no sigue siendo válida en el
marco teórico de un lagrangiano que posea invariancia conformal con torsión.

Para posibles trabajos futuros quedan como problemas abiertos

Intentar demostrar la validez de la conjetura planteada anteriormente.

Estudiar en profundidad el paper [22] en un marco teórico torsional.

Ver si hay alguna consecuencia interesante cuando se considera:

d†
[
T aabe

b
]

= 0. (4.1)



Apéndice A

El operador Σa

Encontramos un nuevo operador que mapea p-formas en (p− q)-formas∑
a1...aq

: Ωp
(
M (d)

)
→ Ωp−q

(
M (d)

)
y está definido como∑

a1...aq
= (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗ ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧ ∗

En términos de componentes, su acción sobre una p-forma

Φ =
1

p!
Φn1...np

en1 ∧ . . . ∧ enp

queda descrita a través de∑
a1...aq

Φ = (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗
(
ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧ ∗Φ

)
,

donde

∗Φ =
1

p!(d− p)!
Φn1...npεn1...npl1...lp−p

el1 ∧ . . . ∧ eld−p .

Entonces,

φ̄ = ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧
1

p!(d− p)!
Φn1...npεn1...npm1...mp−pe

m1 ∧ . . . ∧ emd−p

Donde

ea1 ∧ . . . ∧ eaq = ηa1b1 . . . ηaqbqe
b1 ∧ . . . ∧ ebq

Luego, φ̄ se puede escribir como

φ̄ = ηa1b1 . . . ηaqbqe
b1 ∧ . . . ∧ ebq 1

p!(d− p)!
Φn1...npεn1...npm1...md−p

eb1 ∧ . . . ∧ ebq ∧ em1 ∧ . . . ∧ emd−p

Pero,

eb1 ∧ . . . ∧ ebq ∧ em1 ∧ . . . ∧ emd−p =
1

(d− p+ q)!
δ
b1...bqm1...md−q
c1...cd−p+q ec1 ∧ . . . ∧ ecd−p+q
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Así,

φ̄ =
1

(d− p+ q)!

[
1

(d− p+ q)!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...npεn1...npm1...md−p

δ
b1...bqm1...md−q
c1...cd−p+q

]
ec1 ∧ . . . ∧ ecd−p+q

=
1

(d− p+ q)!

(
φa1...aq

)
c1...cd−p+q

ec1 ∧ . . . ∧ ecd−p+q

Ahora, calculemos el Hodge

∗φ̄ =
1

(d− p+ q)!

1

(p− q)!
(
φa1...aq

)c1...cd−p+q εc1...cd−p+qd1...dp−qe
d1 ∧ . . . ∧ edp−q

εc1...cd−p+qd1...dp−q = ηc1l1 . . . ηcd−p+qld−p+q
ηd1s1 . . . ηdp−qsp+q (−1)η−εl1...ld−p+qs1...sp−q

⇒ ∗φ̄ =
(−1)η−

(d− p+ q)!

1

(p− q)!
(φa1...aq )l1...ld−p+q

εl1...ld−p+qs1...sp−qes1 ∧ . . . ∧ esp−q

Luego,

∗φ̄ =
(−1)η−

(d− p+ q)!

1

(p− q)!
1

p!(p− q)!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...npεn1...npm1...md−p

δ
b1...bqm1...md−q

l1...ld−p+q
εl1...ld−p+qs1...sp−q

× es1 ∧ . . . ∧ esp−q

=
(−1)η−

(d− p+ q)!

1

(p− q)!
1

p!(p− q)!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...npδ

l1...ld−p+qs1...sp−q
n1...npm1...md−p δ

b1...bqm1...md−p

l1...ld−p+q
es1 ∧ . . . ∧ esp−q

=
(−1)η−

(p− q)!
1

(d− p+ q)!

1

p!(d− p)!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...np(d− p+ q)!δ

b1...bqm1...md−ps1...sp−q
n1...npm1...md−p es1 ∧ . . . ∧ esp−q

Donde

δ
b1...bqm1...md−ps1...sp−q
n1...npm1...md−p = (−1)(d−p)(p−q)δ

b1...bqs1...sp−qm1...md−p
n1...npm1...md−p

Entonces,

∗φ̄ =(−1)η−
1

(p− q)!
1

p!(d− p)!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...np(−1)(d−p)(p−q)δ

b1...bqs1...sp−qm1...md−p
n1...npm1...md−p es1 ∧ . . . ∧ esp−q

=(−1)(d−p)(p−q)+η−
1

(p− q)!
1

p!(d− p)!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...np(d− p)!δb1...bqs1...sp−q

n1...np
es1 ∧ . . . ∧ esp−q

=(−1)(d−p)(p−q)+η−
1

(p− q)!
1

p!
ηa1b1 . . . ηaqbqΦn1...npδb1...bqs1...sp−q

n1...np
es1 ∧ . . . ∧ esp−q

=(−1)(d−p)(p−q)+η−
1

(p− q)!
1

p!
ηa1b1 . . . ηaqbqp!Φ

b1...bqs1...sp−qes1 ∧ . . . ∧ esp−q

=(−1)(d−p)(p−q)+η−
1

(p− q)!
Φa1...aqs1...sp−q

es1 ∧ . . . ∧ esp−q

Luego, ∑
a1...aq

Φ =(−1)(d−p)(p−q)+η− ∗
(
ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∗ Φ

)
=(−1)[(d−p)(p−q)+η−]2 1

(p− q)!
Φa1...aqs1...sp−q

es1 ∧ . . . ∧ esp−q

⇒
∑

a1...aq
Φ =

1

(p− q)!
Φa1...aqn1...np−q

en1 ∧ . . . ∧ enp−q
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El más importante de todos es el caso q = 1,∑
a

= (−1)d(p−1)−p(p−1)+η− ∗ ea ∧ ∗,

= (−1)d(p−1)+η− ∗ ea ∧ ∗

Ahora, si además consideramos d = 4∑
a

= − ∗ ea ∧ ∗

Propiedades de
∑

a1...aq

Este operador, es muy útil para el cálculo debido a que satisface las siguientes propieda-
des:

1. (p−q)!
p! ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧

∑
a1...aq

Φ = Φ (e.d., el operador
∑

es invertible)

2.
∑
a1...aq

= 1
q!δ

b1...bq
a1...aq

∑
b1...bq

(e.d., el operador
∑

es antisimétrico)

3.
∑
a

∑
b1...bq

=
∑
b1...bqa

(e.d., toda la familia de operadores se puede generar en forma
recursiva a partir de

∑
a)

4.
∑
a

∑a
= 0 (e.d.,

∑
a satisface una propiedad análoga a d2 = 0)

5.
∑
a

(
α(p) ∧ β(q)

)
=
∑
aα

(p) ∧ β(q) + (−1)pα(p) ∧
∑
aβ

(q) (e.d.,
∑
a satisface la regla de

Leibniz)

6. D
∑
a +

∑
aD = eµaDµ

7. α(d−r+q) ∧
∑
a1...aq

β(r) = (−1)(d−r)(r−q)β(r) ∧
∑
a1...aq

α(d−r+q) (e.d., satisface una
generalización de α(p) ∧ ∗β(p) = β(p) ∧ ∗α(p))

8. α(d) ∧
∑
a1...aq

β(q) = β(q) ∧
∑
a1...aq

α(d) (e.d., el caso particular r = q en la propiedad
anterior)

9. Dada una 0-forma λb1...br y una p-forma Φ,
∑
a1...aq

(
λb1...brΦ

)
= λb1...br

∑
a1...aq

Φ

(esto se debe a que ∗
(
λb1...brΦ

)
= λb1...br ∗ Φ)

10.
∑
be
a = δab



Apéndice B

Torsión nula y multiplicadores de
Lagrange

Consideremos una d-forma lagrangeana del tipo

L =L
(
ea, ωab, φ,ΨA, ∂e, ∂ω, ∂φ, ∂ψ

)
en donde φ es una 0-forma y ψA es una p-forma campo fermiónico.

Entonces su variación viene dada por

δL =Ea ∧ δea + Eab ∧ δωab + Eδφ+ EA ∧ δψA + d
(
Ba ∧ δea + Bab ∧ δωab + Bδφ+ BA ∧ δψA

)
.

Entonces, en general
T ≈ ∂φ.

Es decir, la torsión es generada por campos variables. ¿Cómo recupero las ecuaciones
de campo estándar, i.e., T a = 0 sin imponer el constraint φ = constante?.

Para esto definimos el lagrangeano restringido, igual al lagrangeano antiguo más
una (d− 2)-forma Λa por la torsión, como sigue

L̄ =L+ Λa ∧ T a

con la (d−2)-forma multiplicador de Lagrange Λa. Luego, tenemos que la variación
de este nuevo término se escribe

δ (Λa ∧ T a) =−DΛa ∧ δea −
1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea) ∧ δωab + δΛa ∧ T a + d (Λa ∧ δea) .

Puesto que su variación con respecto al vielbein está dada por

δeL̄ = δeL+ Λa ∧Dδea
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d(Λa ∧ δea) = DΛa ∧ δea + (−1)dΛa ∧Dδea

⇒ Λa ∧Dδea = (−1)dd(Λa ∧ δea)− (−1)dDΛa ∧ δea

Así,

δeL̄ = δeL − (−1)dDΛa ∧ δea + (−1)dd(. . .)

=
[
ξa − (−1)dDΛa

]
∧ δea + d(. . .).

Y la variación con respecto a la conexión de Lorentz tiene la forma

δωL̄ = δωL+ Λa ∧ δωab ∧ eb

= δωL − Λa ∧ eb ∧ δab

= ξab ∧ δωab −
1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea) ∧ δωab

=

[
ξab −

1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea)

]
δωab=0

así tenemos que la variación del lagrangeano con vínculo viene dada por

δL̄ = [Ea −DΛa] ∧ δea +

[
Eab −

1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea)

]
∧ δωab + Eδφ+ EA ∧ δψA + δΛa ∧ T a

+ d
(

[Ba + Λa] ∧ δea + Babδωab + Bδφ+ BA ∧ δψA
)
. (B.1)

Por lo que finalmente obtenemos ecuaciones de campo de la forma

Ea −DΛa =0, (B.2)

Eab − 1

2

(
Λa ∧ eb − Λb ∧ ea

)
=0, (B.3)

E =0, (B.4)
EA =0, (B.5)
T a =0. (B.6)

Notamos que para recuperar las ecuaciones de campo estándar tenemos que des-
pejar el multiplicador

Λa =
1

(d− 2)!
Λam1···md−2

em1 ∧ · · · ∧ emd−2 ,

de la segunda ecuación de movimiento y reemplazarlo en la primera para obtener
las ecuaciones estándar sin torsión (si la torsión es nula entonces el vielbein y la
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conexión son conceptos dependientes y sólo debe haber una ec. de campo asociada a
estos campos).
Vamos a resolver en d = 4, pero lo mismo se puede hacer en dimensiones más altas.
Tenemos entonces

Λa =
1

2!
Λarse

s ∧ et,

Eab =
1

3!
Eabpqrep ∧ eq ∧ er.

Despejemos esto considerando la segunda ecuación, la cuál que surge de la varia-
ción del lagrangiano restringido con respecto a la conexión de espín L̄ωcd y vamos a
reescribirla como

εabcd

[
Eab − 1

2

(
Λa ∧ eb − Λb ∧ ea

)]
∧ δωcd =0.

Después de un poco de álgebra llegamos a

1

3!
Eabpqrδpqrcabmn + δcpramn

1

2!
Λapr =0,

recordando que

δcpramn =δcaδ
pr
mn − δcmδpran + δcnδ

pr
am,

llegamos a

1

3!
Eabpqrδpqrcabmn + (Λcmn + δcnΛaam − δcmΛaan) =0.

Trazando sobre c y m, tenemos que

Λccn =− 1

2
Eababn

y por lo tanto,

Λlmn =
1

2
δlnEababm −

1

2
δlmEababn +

1

3!
Eabpqrδlpqrabmn.

Esto se puede simplificar usando que

δlpqrabmn =δlaδ
pqr
bmn − δ

l
bδ
pqr
amn + δlmδ

pqr
abn − δ

l
nδ
pqr
abm
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así,

1

3!
Eabpqrδlpqrabmn =2E lbbmn + δlmEababn − δlnEababm.

Reemplazando eso, tenemos finalmente que

Λamn =2Eappmn +
1

2
(δamEpqpqn − δanEpqpqm) .

Entonces, cuando la torsión es cero tenemos

DΛa =

[
2DEappmn +

1

2
(δamDEpqpqn − δanDEpqpqm)

]
∧ em ∧ en.

Ahora que hemos obtenido la forma de Λa resolviendo la ec. (B.3), debemos re-
emplazarla en (B.2) para recuperar el caso T a = 0.

Donde Λa en términos de nuestro operador Σa, puede escribirse como

Λa = 2ΣbEab +
1

2
ea ∧ ΣbcEbc. (B.7)

Por lo tanto, concluimos que para obtener las ecuaciones de campo estándar sin
torsión debemos resolver las ecuaciones

Ea − 2DΣbEab +
1

2
ea ∧ dΣbc Ebc

∣∣∣
Ta=0

= 0, (B.8)

E|Ta=0 = 0. (B.9)



Apéndice C

Ecuación de Killing conformal en
espacios curvos

Consideremos un Lie dragging finito φ∗ y una función Λ(x) finita, tal que,

φ∗gµν(x) = Λ(x)gµν(x) (C.1)

A primer orden infinitesimal,

φ∗ =1 + εLζ
Λ(x) =1 +K(x)

donde 1 + εLζ puede verse como la transformación infinitesimal del generador del
grupo de isometrías. Además, notamos que si Λ(x) = 1 es trivial ver que obtenemos
la ec. de Killing usual.

Así, vemos que (C.1) toma la forma

[1 + εLζ ] gµν(x) = [1 +K(x)] gµν(x)

Donde la derivada de Lie de gµν con respecto al campo vectorial de Killing con-
formal ζ debe ser proporcional a gµν . Luego, usando

Lζgµν = ∇̊µζν + ∇̊νζµ

obtenemos la ec. de los Killing conformales

∇̊µζν + ∇̊νζµ = K(x)gµν(x). (C.2)

Tomando la traza de (C.2), evaluamos la función K(x), obteniendo
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K(x) =
2

d
∇̊γζγ ,

por lo tanto, la ec. de Killing conformal será

∇̊µζν + ∇̊νζµ =
2

d
∇̊γζγgµν(x). (C.3)

y

Λ(x) = 1 + ε
2

d
∇̊γζγ +O(ε2).

Tomemos la derivada ∇̊ν de la ec. (C.3), se sigue que

∇̊ν∇̊µζν + ∇̊ν∇̊νζµ =
2

d
∇̊ν∇̊γζγgµν(x).

Definiendo el Laplaciano de Bochner como

�̊B = −∇̊ν∇̊ν ,

tenemos

∇̊ν∇̊µζν − �̊Bζµ =
2

d
∇̊µ∇̊γζγ[

∇̊ν , ∇̊µ
]
ζν + ∇̊µ∇̊γζγ − �̊Bζµ =

2

d
∇̊µ∇̊γζγ[

∇̊ν , ∇̊µ
]
ζν − �̊Bζµ =

(
2

d
− 1

)
∇̊µ∇̊γζγ (C.4)

En general, es un espacio curvo con torsión el conmutador de las derivadas cova-
riantes actuando sobre un vector, toma la forma

[∇λ,∇µ] ζρ = Rρσλµζ
σ − T σλµ∇σζρ.

Por lo que, si la torsión es nula

[
∇̊λ, ∇̊µ

]
ζλ = R̊µλζ

λ

Finalmente la ec. (C.4) se escribirá
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R̊µλζ
λ − �̊Bζµ =

(
2

d
− 1

)
∇̊µ∇̊λζλ

⇒ �̊Bζµ − R̊µλζλ =

(
1− 2

d

)
∇̊µ∇̊λζλ (C.5)

Ahora si tomamos la derivada covariante ∇̊ν a la ec. (C.5) y usando el hecho de
que

(�B∇ν −∇ν�B) ζµ = Rλν∇λζµ,

obtenemos

−R̊λν∇̊λζµ + �B∇̊νζµ − ∇̊νR̊µλζλ =

(
1− 2

d

)
∇̊ν∇̊µ∇̊λζλ (C.6)

Después intercambiando índices µ ↔ ν, y sumando la expresión resultante a la
ecuación (C.6) tenemos

−R̊λν∇̊λζµ − R̊λµ∇̊λζν + �B

[
∇̊µζν + ∇̊νζµ

]
− ∇̊µR̊νλζλ − ∇̊νR̊µλζλ =

(
1− 2

d

)[
∇̊µ∇̊ν + ∇̊ν∇̊µ

]
∇̊λζλ

(C.7)

Usando la ec. (C.3), vemos que (C.7) se escribe como

−R̊λν∇̊λζµ − R̊λµ∇̊λζν + �B

[
2

d
∇̊λζλgµν

]
− ∇̊µR̊νλζλ − ∇̊νR̊µλζλ =

(
1− 2

d

)[
∇̊µ∇̊ν + ∇̊ν∇̊µ

]
∇̊λζλ

(C.8)

Tomando la traza de (C.8),

−R̊µλ∇̊λζµ − R̊νλ∇̊ζν + �B

[
2∇̊λζλ

]
− ∇̊νR̊νλζλ − ∇̊µR̊µλζλ =

(
4

d
− 2

)
�B∇̊λζλ

equivalente a

d

2

[
R̊µλ∇̊λζµ + ∇̊µR̊µλζλ

]
= (d− 1)�B∇̊λζλ (C.9)

Si consideramos espacios planos con una métrica constante de la forma ηµν =
diag(−1, . . . ,+1, . . .), entonces la ecuación anterior se reduce a

(d− 1)�(∂ · ε) = 0 . (C.10)



Apéndice D

Invariancia conforme con Torsión
no nula

En este apéndice se detallará la construcción del Lagrangeano conformal

Tenemos que

ea = exp [σ(x)] ea, (D.1)

y definiremos ω̊ab como la conexión sin torsión para e̊a y ω̊ab como la conexión sin
torsión para ea, i.e,

D̊ea = 0,

D̊ea = 0.

Por comodidad llamaremos

∆ab = ω̊
ab − ω̊ab.

Entonces, tenemos

D̊ēa = 0

dea + ω̊
a
b ∧ eb = 0

d exp [σ(x)] ∧ ea + exp[σ(x)]dea + exp [σ(x)] ω̊
a
b ∧ eb = 0

exp [σ(x)] dσ ∧ ea − exp [σ(x)] ω̊ab ∧ eb + exp [σ(x)] ω̊
a
b ∧ eb = 0

Ahora, definiendo

ζa = Σadσ

tenemos

ζbe
b ∧ ea − ω̊ab ∧ eb + ω̊

a
b ∧ eb = 0
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y por lo tanto

∆a
b ∧ eb − ζbea ∧ eb = 0.

Ahora, escribiendo

∆a
b = ∆a

bce
c,

tenemos

∆a
bce

c ∧ eb − ζbea ∧ eb = 0

−1

2
(∆a

mn −∆a
nm) em ∧ en − 1

2
ζcδ

ac
mne

m ∧ en = 0

− (∆a
mn −∆a

nm)− ζcδacmn = 0

y por lo tanto

∆abc −∆acb = ζbηac − ζcηab.

Considerando las permutaciones cíclicas

∆abc −∆acb = ζbηac − ζcηab (D.2)
∆bca −∆bac = ζcηba − ζaηbc (D.3)
∆cab −∆cba = ζaηcb − ζbηca (D.4)

sumando (D.2)+(D.3) y restando (D.4), obtenemos

∆abc −∆acb + ∆bca −∆bac − (∆cab −∆cba) = ζbηac − ζcηab + ζcηba − ζaηbc − (ζaηcb − ζbηca)
∆abc −∆bac −∆acb −∆cab + ∆bca + ∆cba = ζb (ηac + ηca) + ζc (ηba − ηab)− ζa (ηbc + ηcb)

2∆abc = 2ζbηac − 2ζaηbc

∆abc = ζbηac − ζaηbc
∆ab

c = ζbδac − ζaδbc
∆ab = eaζb − ebζa

Así, tenemos que la conexión sin torsión bajo una transformación conformal del tipo
(D.1) cambia como

ω̊
ab

= ω̊ab + eaζb − ebζa. (D.5)

Además se hace la hipótesis de que la contorsión no re-escala bajo transformacio-
nes conformales,

κab → κ̄ab = κab, (D.6)

y que por lo tanto la conexión completa re-escala bajo transformaciones conformales
de la forma

ωab → ω̄ab = ωab +
[
eaξb − ebξa

]
. (D.7)
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Y la torsión T a = κab ∧ eb lo hace de la misma forma que el vielbein

T a → T̄ a = exp(σ)T a. (D.8)

De manera que quedándonos con el ansatz κ̄ab = κab, es decir, imponiendo que la
contorsión no re-escala, tenemos que

Rab → R̄ab = Rab +D
[
eaξb − ebξa

]
+ [eaξc − ecξa] ∧

[
ecξb − ebξc

]
, (D.9)

utilizando (3.16) en [eaξc − ecξa] ∧
[
ecξb − ebξc

]
, implica

eaξb ∧ dσ − eaebξ2 −���
��:0

ece
cξaξb + ξadσ ∧ eb = −dσ ∧

(
eaξb − ebξa

)
− ea ∧ ebξ2.

Por lo tanto, podemos escribir finalmente cómo cambia la curvatura bajo transfor-
maciones conformales

R̄ab = Rab + T aξb − T bξa −
[
ea ∧Dξb − eb ∧Dξa

]
−
[
dσ ∧

(
eaξb − ebξa

)
+ ξ2ea ∧ eb

]
.

(D.10)

Ahora bien, esto suele escribirse como

Ω = exp(σ),

y por lo tanto,

σ = ln Ω, (D.11)

dσ =
1

Ω
dΩ, (D.12)

ξa =
1

Ω

∑a
dΩ

≡ 1

Ω
Za. (D.13)

Luego, en términos de Ω tenemos que

R̄ab = Rab +D

[
1

Ω

(
eaZb − ebZa

)]
− 1

Ω2

[
dσ ∧

(
eaZb − Zaeb

)
+ ZfZfe

a ∧ eb
]
.

(D.14)

Consideremos el término completo del lagrangeano de Einstein-Hilbert, y veamos
cómo cambia bajo la transformación ēa → Ωea,

εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed → εabcdR̄

ab ∧ ēc ∧ ēd (D.15)

Para poder hacer esto usamos la ec. (refcurvaturafinal), de manera que

εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed →εabcd

{
Rab +

1

Ω

(
T aZb − T bZa

)
−
[
ea ∧D

(
1

Ω
Zb
)
− eb ∧D

(
1

Ω
Za
)]

− 1

Ω2

[
dΩ ∧

(
eaZb − Zaeb

)
+ ZfZfe

a ∧ eb
]}

Ω2ec ∧ ed

(D.16)

Ahora, podemos notar inmediatamente que hay dos términos triviales:



65

El primer término Ω2εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed.

Y el último −Ω2εabcdZ
fZfe

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

Por otro lado, vemos que

εabcd

[
ea ∧D

(
1

Ω
Zb
)
− eb ∧D

(
1

Ω
Za
)]

= εabcd

[
2ea ∧D

(
1

Ω
Zb
)]

,

dado que me interesa calcular el término

εabcd

[
2ea ∧D

(
1

Ω
Zb
)]
∧ Ω2ec ∧ ed

integramos por partes

D

(
2εabcd

1

Ω
eaZb ∧ Ω2ec ∧ ed

)
=D

(
2εabcd

1

Ω
eaZb

)
Ω2 ∧ ec ∧ ed

− 2εabcd
1

Ω
eaZb ∧D

(
Ω2ec ∧ ed

)
, (D.17)

donde

D
(

Ω2ec ∧ ed
)

= 2ΩdΩec ∧ ed + Ω2D
(
ec ∧ ed

)
= 2ΩdΩec ∧ ed + Ω2

(
T c ∧ ed − ec ∧ T d

)

⇒ D

(
2εabcd

1

Ω
eaZb ∧ Ω2ec ∧ ed

)
=D

(
2εabcd

1

Ω
eaZb

)
Ω2 ∧ ec ∧ ed

− 4εabcd
1

Ω
eaZbΩ ∧ dΩec ∧ ed

− 2εabcd
1

Ω
eaZbΩ2

(
T c ∧ ed − ec ∧ T d

)
Así,

D

(
2εabcd

1

Ω
eaZb

)
=d
(

2εabcdΩe
aZb ∧ ec ∧ ed

)
+ 2εabcd

1

Ω
eaZb ∧D

(
Ω2ec ∧ ed

)
=d
(

2εabcdΩe
aZb ∧ ec ∧ ed

)
+ 4εabcddΩZa ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ 4ΩεabcdZ
aT b ∧ ec ∧ ed (D.18)

Por otro lado, el término

− 1

Ω2
εabcd

[
dΩ ∧

(
eaZb − ebZa

)]
∧ ec ∧ edΩ2 =− dΩ ∧

(
εabcde

aZb − εbacdebZa
)
∧ ec ∧ ed

=− 2Ω ∧ εabcdZbea ∧ ec ∧ ed

=2Ω ∧ εbacdZbea ∧ ec ∧ ed

=2Ω ∧ εabcdZaeb ∧ ec ∧ ed (D.19)
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Por lo tanto, el término εabcdR̄ab ∧ ēc ∧ ēd transforma como

εabcdR̄
ab ∧ ēc ∧ ēd =Ω2εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed − εabcdZfZfea ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ 6dΩ ∧ εabcdZaeb ∧ ec ∧ ed + 4ΩεabcdZ
aT b ∧ ec ∧ ed

+ d
[
2εabcdΩe

aZb ∧ ec ∧ ed
]

(D.20)

Re-etiquetando,

Ω→ φ, (D.21)

y definiendo (para ser consistente con el lenguaje utilizado en capítulos anteriores)

−2X = ZaZa, (D.22)
θa = dφZa, (D.23)

la expresión anterior se transforma en el lagrangeano

Lc =φ2εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed + 2εabcdXe

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed + 6εabcdθ
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ 4φεabcdZ
aT b ∧ ec ∧ ed + 2d

[
εabcdφe

aZb ∧ ec ∧ ed
]
. (D.24)

El cual es invariante bajo las transformaciones

ea → λea, (D.25)

φ→ 1

λ
φ, (D.26)

κab → κab. (D.27)



Apéndice E

Ecuaciones de campo para el
lagrangiano conformal

De acuerdo al método introducido en 2.1.2, mostramos las variaciones que re-
sultan al variar cada término del lagrangiano conformal con respecto a los campos
independientes de la teoría.

Variación con respecto a ωab

δω

(
1

4κ4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed
)

= − 2

4κ4
εabcdT

c ∧ ed ∧ δωab,

δω

(
1

4!
φ2εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed
)

= − 2

4!
φ2εabcdT

c ∧ ed ∧ δωab − 2

4!
φεabcddφ ∧ ec ∧ ed ∧ δωab,

δω

(
1

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed
)

=
1

3!
φεlcdbZ

lηfae
f ∧ ec ∧ ed ∧ δωab.

Variación respecto a φ

δφ

(
1

4!
φ2εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed
)

=
2

4!
φεabcdR

ab ∧ ec ∧ edδφ,

δφ

(
1

4!
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

=

(
1

3!
εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +
1

2!
ZaεabcdT

b ∧ ec ∧ ed
)
δφ,

δφ

(
1

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed
)

=
1

3!

(
εabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed − dφεabcdT abnen ∧ ec ∧ ed
)
δφ,

δφ

(α
4!
φ4εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

=
α

3!
φ3εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ edδφ.
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Variación con respecto a ea

δe

(
1

4κ4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed
)

=
1

2κ4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ δed,

δe

(
Λ

4!κ4
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

=
Λ

3!κ4
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ δed,

δe

(
1

4!
φ2εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed
)

=
2

4!
φ2εabcdR

ab ∧ ec ∧ δed,

δe

(
1

4!
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

=

(
− 1

3!
ZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef +
1

3!
Xεabcfe

b ∧ ec ∧ ef
)
∧ δed

δe

(
1

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed
)

=

(
− 1

3!
φZdεabcfT

ba
ne
n ∧ ec ∧ ef +

2

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec
)
∧ δed

− 1

3!
dφεabcdZ

aeb ∧ ec ∧ δed − 1

3!
φεabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ δed

− 2

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ δed,

δe

(α
4!
φ4εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

=
α

3!
φ4εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ δed.

Ecs. de campo en el lenguaje de primer orden

δφL =

{
− 2

4!
φεabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

3!
εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

2!
ZaεabcdT

b ∧ ec ∧ ed +
1

3!
εabcddφ ∧ T abnen ∧ ec ∧ ed

− 1

3!
εabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed − α

3!
φ3εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
}
δφ.

δeL =

{
1

2κ4
εabcdR

ab ∧ ec − 1

12
φ2εabcdR

ab ∧ ec

+
1

3!

[
X − Λ

κ4
− αφ4

]
εabcde

a ∧ eb ∧ ec +
1

3!
φZdεabcfT

ba
ne
n ∧ ec ∧ ef

+
1

3!
dφεabcdZ

aeb ∧ ec +
1

3!
φεabcdπ

a ∧ eb ∧ ec +
2

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec

− 2

3!
φεabcdZ

aT b ∧ ec − 1

3!
ZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef
}
∧ δed.

δωL =

{
− 1

2κ4

[
1− 1

6
φ2κ4

]
εabcdT

c ∧ ed +
1

12
φεabcddφ ∧ ec ∧ ed

− 1

3!
φεlbcdZ

lηfae
f ∧ ec ∧ ed

}
∧ δωab.
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Volviendo al lenguaje de segundo orden

Ecs. de caso en el lenguaje coordenado,
Tenemos

Xεabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ δed = −3!

2
gµνg

αβ∂αφ∂βφ[δe]νµv(4)

dφεabcdZ
a ∧ eb ∧ ec ∧ δed =

(
2!gµνg

αβ∂αφ∂βφ− 2!∂µφ∂νφ
)
v(4)[δe]νµ

ZaZdεabcfe
b ∧ ec ∧ ef ∧ δed = −3!∂µφ∂νφ[δe]νµv(4)

εabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ δed = 3!gµν [δe]νµv(4)

εabcdR
ab ∧ ec ∧ δed = [Rgµν − 2Rµν ] [δe]νµv(4)

εabcdπ
a ∧ eb ∧ ec ∧ δed =

(
2!gµνg

αβ∇α∇βφ− 2!∇µ∇νφ
)
v(4)[δe]νµ

Luego,

δeL =

{
1

2κ4
εabcdR

ab ∧ ec − 1

12
φ2εabcdR

ab ∧ ec

+
1

3!

[
X − Λ

κ4
− αφ4

]
εabcde

a ∧ eb ∧ ec +
1

3!
φZdεabcfT

ba
ne
n ∧ ec ∧ ef

+
1

3!
dφεabcdZ

aeb ∧ ec +
1

3!
φεabcdπ

a ∧ eb ∧ ec

− 1

3!
ZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef
}
∧ δed.

considerando la torsión nula obtenemos

δeL =

{
1

2κ4
[Rgµν − 2Rµν ]− 1

12
φ2 [Rgµν − 2Rµν ]

+
1

3!

[
− Λ

κ4
− αφ4

]
3!gµν −

1

3!
3gµνg

αβ∂αφ∂βφ

+
1

3!

(
2!gµνg

αβ∂αφ∂βφ− 2!∂µφ∂νφ
)

+
1

3!
φ
(

2!gµνg
αβ∇α∇βφ− 2!∇µ∇νφ

)
− 1

3!
(−3!∂µφ∂νφ)

}
[δe]νµv(4) = 0,

=

{
1

2κ4
[Rgµν − 2Rµν ]− 1

12
φ2 [Rgµν − 2Rµν ]

+
1

3!

[
− Λ

κ4
− αφ4

]
3!gµν −

1

2
gµνg

αβ∂αφ∂βφ+
1

3

(
gµνg

αβ∂αφ∂βφ− ∂µφ∂νφ
)

+
1

6
gµνg

αβ∇α∇βφ2 − 1

3
gµνg

αβ∂αφ∂βφ+
1

6
∇µ∇νφ2 − 1

3
∂µφ∂νφ

+∂µφ∂νφ} [δe]νµv(4) = 0,

= {Gµν + Λgµν − 8πGTµν} [δe]νµv(4) = 0.
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Donde

Tµν =
1

6
φ2 [Gµν ]− αφ4gµν

− 1

2
gµνg

αβ∂αφ∂βφ+
1

3
gµνg

αβ∂αφ∂βφ

− 1

3
∂µφ∂νφ−

1

3
gµνg

αβ∂αφ∂βφ+
1

3
∂µφ∂νφ

+
1

6

[
gµνg

αβ∇α∇β −∇µ∇ν
]
φ2 + ∂µφ∂νφ

=∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

αβ∂αφ∂βφ+
1

6
[gµν�−∇µ∇ν +Gµν ]φ2 − αφ4gµν .

Donde se usó

∇µ∇νφ2 = 2φ∇µ∇νφ+ 2∂µφ∂νφ

⇒ ∇µ∇νφ =
1

2φ

[
∇µ∇νφ2 − 2∂µφ∂νφ

]
.



Apéndice F

Multiplicadores de Lagrange para
el lagrangiano conformal

En este apéndice usaremos los resultados de B para calcular los multiplicadores
de lagrange para el lagrangniano conformal con torsión.

El término DΛa correponde a

DΛa =

[
2DEappmn +

1

2

(
δamDEjijin − δal DEjijin

)]
∧ em ∧ en.

donde para nuestro caso escribimos

Eabcdf =
1

3!

1

12
φεabmnδ

mnl
cdf Zl −

1

3!

1

3!
φεlbijδ

ijk
cdfZ

lηak

=
1

3!

1

12
φεabmnδ

lmn
cdf Zl −

1

3!

1

3!
φεlbijδ

kij
fcdZ

lηak

=
1

3!

1

12
φεabmn

(
δlcδ

mn
df − δldδmncf + δlfδ

mn
cd

)
Zl −

1

3!

1

3!
φεlbij

(
δkf δ

ij
cd − δ

k
c δ
ij
fd + δkdδ

ij
fc

)
Z lηak

=
1

3!

2

12
φ
(
εabdfδ

l
c − εabcfδld + εabcdδ

l
f

)
Zl −

1

3!

2

3!
φ
(
εlbcdδ

k
f − εlbfdδkc + εlbfcδ

k
d

)
Z lηak

=
1

3!

1

6
φ (εabdfZc − εabcfZd + εabcdZf )− 1

3!

1

3
φ (εlbcdηaf − εlbfdηac + εlbfcηad)Z

l

=
1

3!

1

6
φεabdfZc −

1

3!

1

3
φ (εlbcdηaf − εlbfdηac + εlbfcηad)Z

l

De manera que,
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ηbcEabcdf =
1

3!

1

6
φ
(
εabdfZcη

bc − ηbcεabcfZd + ηbcεabcdZf

)
− 1

3
φ
(
ηbcεlbcdηaf − ηbcεlbfdηac + ηbcεlbfcηad

)
Z l

=
1

3!

1

6
φεabdfZ

b − 1

3!

1

3
φ
(
−εlbfdηacηbc

)
Z l

=
1

3!

1

6
φεabdfZ

b +
1

3!

1

3
φεlbfdδ

b
aZ

l

=
1

3!

1

6
φεabdfZ

b +
1

3!

1

3
φεlafdZ

l

=
1

3!

1

6
φεabdfZ

b − 1

3!

1

3
φεladfZ

l

ηacηbdEabcdf =
1

3!

1

6
ηacηbdφεabdfZc −

1

3!

1

3
φ
(
εlbcdηafη

acηbd − εlbfdηacηacηbd + εlbfcηadη
acηbd

)
Z l

= 0− 1

3!

1

3
φ
(
εlbcdδ

c
fη

bd − εlbfdηbd + εlbfcδ
c
dη
bd
)
Z l

= − 1

3!

1

3
φ
(
εlbfdη

bd − εlbfdηbd + εlbfcη
bc
)
Z l

= 0

Así,

DΛa =

[
2DEappmn +

1

2

(
δamDEjijin − δal DEjijin

)]
∧ em ∧ en

= 2DηbcEabcdf ∧ ed ∧ ef

= 2D

(
1

3!

1

6
φεabdfZ

b − 1

3!

1

3
φεladfZ

l

)
∧ ed ∧ ef

= 2

[
1

3!

1

6
dφεabdfZ

b +
1

3!

1

6
φεabdfπ

b − 1

3!

1

3
dφεladfZ

l − 1

3!

1

3
φεladfπ

l

]
∧ ed ∧ ef

=
1

3!
2

[
1

6
dφεabdfZ

b +
1

6
φεabdfπ

b − 1

3
dφεladfZ

l − 1

3
φεladfπ

l

]
∧ ed ∧ ef

Luego,
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DΛa ∧ δea =
1

3!
2

[
1

6
dφεabdfZ

b +
1

6
φεabdfπ

b − 1

3
dφεladfZ

l − 1

3
φεladfπ

l

]
∧ ed ∧ ef ∧ δea

=
1

3!

[
1

3
dφεabdfZ

b +
1

3
φεabdfπ

b − 2

3
dφεladfZ

l − 2

3
φεladfπ

l

]
∧ ed ∧ ef ∧ δea

=
1

3!

{
1

3
∂µφεabdfe

b
ν∂

νφdxµ +
1

3
φεabdfe

b
ν∇µ∂νφdxµ

− 2

3
∂µφεladfe

l
ν∂

νφdxµ − 2

3
φεladfe

l
ν∇µ∂νφdxµ

}
edαe

f
βe
a
σ [δe] σγdx

α ∧ dxβ ∧ dxγ

=
1

3!

{
1

3
∂µφεabdfe

b
ν∂

νφ+
1

3
φεabdfe

b
ν∇µ∂νφ

− 2

3
∂µφεladfe

l
ν∂

νφ− 2

3
φεladfe

l
ν∇µ∂νφ

}
edαe

f
βe
a
σ [δe] σγdx

µ ∧ dxα ∧ dxβ ∧ dxγ

=
1

3!

{
1

3
∂µφεσναβ∂

νφ+
1

3
φεσναβ∇µ∂νφ

− 2

3
∂µφενσαβ∂

νφdxµ − 2

3
φενσαβ∇µ∂νφdxµ

}
εµαβγ [δe] σγv

(4)

=
1

3!

{
1

3
∂µφδ

µαβγ
σναβ∂

νφ+
1

3
φδµαβγσναβ∂µ∂

νφ− 2

3
∂µφδ

µαβγ
νσαβ∂

νφ− 2

3
φδµαβγνσαβ∂µ∂

νφ

}
[δe] σγv

(4)

=
1

3!

{
2!

3
∂µφδ

µγ
σν∂

νφ+
2!

3
φδµγσν∂µ∂

νφ+
4

3
∂µφδ

µγ
σν∂

νφ+
4

3
φδµγσν∇µ∇νφ

}
[δe] σγv

(4)

=
1

3!

{
2!

3
∂µφ (δµσδ

γ
ν − δµν δγσ) ∂νφ+

2!

3
φ (δµσδ

γ
ν − δµν δγσ)∇µ∇νφ

+
4

3
∂µφ (δµσδ

γ
ν − δµν δγσ) ∂νφ+

4

3
φ (δµσδ

γ
ν − δµν δγσ)∇µ∇νφ

}
[δe] σγv

(4)

=
1

3!

{
2!

3
∂σφ∂

γφ− 2!

3
δγσ∂νφ∂

νφ+
2!

3
φ∇σ∇γφ−

2!

3
φδγσ∇ν∇νφ

+
4

3
∂σφ∂

γφ− 8δγσ∂νφ∂
νφ+

4

3
φ∇σ∇γφ− 8φδγσ∇ν∇νφ

}
[δe] σγv

(4)

=
1

3!

{
gαγ

2!

3
∂σφ∂

γφ− gαγ
2!

3
δγσ∂νφ∂

νφ+ gαγ
2!

3
φ∇σ∇γφ− gαγ

2!

3
φδγσ∇ν∇νφ

+ gαγ
4

3
∂σφ∂

γφ− gαγ
4

3
δγσ∂νφ∂

νφ+ gαγ
4

3
φ∇σ∇γφ− gαγ

4

3
φδγσ∇ν∇νφ

}
[δe] σαv(4)

=
1

3!

{
2!

3
∂σφ∂αφ− gασ

2!

3
∂νφ∂

νφ+
2!

3
φ∇σ∇αφ− gασ

2!

3
φ∇ν∇νφ

+
4

3
∂σφ∂αφ− gασ

4

3
∂νφ∂

νφ+
4

3
φ∇σ∇αφ− gασ

4

3
φ∇ν∇νφ

}
[δe] σαv(4)

Por lo tanto, vemos que
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⇒ DΛa ∧ δea =
1

3!

{
2!

3
∂σφ∂αφ− gασ

2!

3
∂νφ∂

νφ+
2!

3
φ∇σ∇αφ− gασ

2!

3
φ∇ν∇νφ

+
4

3
∂σφ∂αφ− gασ

4

3
∂νφ∂

νφ+
4

3
φ∇σ∇αφ− gασ

4

3
φ∇ν∇νφ

}
[δe] σαv(4)

=
1

3!
{2∂σφ∂αφ− 2gασ∂νφ∂

νφ+ 2φ∇σ∇αφ− 2gασφ∇ν∇νφ} [δe] σαv(4)

=
1

3!

(
∇σ∇αφ2 − gασ∇ν∇νφ2

)
[δe] σαv(4)

=

(
1

6
∇σ∇αφ2 − 1

6
gασ∇ν∇νφ2

)
[δe] σαv(4)



Apéndice G

Ecuaciones cosmológicas para el
lagrangiano conformal

En este apéndice se escriben las ecuaciones de movimiento utilizando el postulado
cosmológico en un marco teórico con torsión no nula tratado en 2.2.2.

Variación

δφ(L+ LM ) = 0

⇒ −φ
{

(Ḣ + ḣ) +H(H + h) + (H + h)2 +
k

a2
− f2

}
− 4αφ3

−
{
φ̈+ 3φ̇ (H + h)

}
+ 2φ̇h = 0,

⇒ −φ
{
Ḣ + ḣ+ 2H2 + 3Hh+ h2 +

k

a2
− f2

}
− 4αφ3

−
{
φ̈+ 3φ̇ (H + h)

}
+ 2φ̇h = 0.

Variación

δe(L+ LM ) = 0

Para δe0

{
−
(

1

2κ4
− 1

12
φ2

)[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 1

3!

[
X − Λ

κ4
− αφ4

]
+

1

3!
φ2 +

1

3!
φh+

1

3!
φφ̇(H + h)

}
εâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ ∧ δe0 = 0,

⇒
{
− 1

2κ4

(
1− 1

6
φ2κ4

)[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 1

3!

[
X − Λ

κ4
− αφ4

]
+

1

3!

[
φ2 + 2φh+ φφ̇H

]}
εâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ = 0.
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Consideremos κ4 = 1

⇒
{
−1

2

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 1

3!

[
X − Λ− αφ4

]
+

1

3!

[
φ2

(
1 +

1

2

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

])
+ 2φh+ φφ̇H

]}
εâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ = 0.

Para δed̂

{(
1

2κ4
− 1

12
φ2

)[
2(Ḣ + ḣ) + 2H(H + h) + (H + h)2 +

k

a2
− f2

]

+
1

2!

[
X − Λ

κ4
− αφ4

]
− 1

3!
φ̇2 − 1

3!

[
φ̈+ 2φ̇ (H + h)

]}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eb̂ ∧ eĉ ∧ δed̂ = 0,

⇒

{(
1

2κ4
− 1

12
φ2

)[
2(Ḣ + ḣ) + 2H(H + h) + (H + h)2 +

k

a2
− f2

]

+
1

2!

[
X − Λ

κ4
− αφ4

]
− 1

3!
φ̇2 − 1

3!

[
φ̈+ 2φ̇ (H + h)

]}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eb̂ ∧ eĉ = 0.

Con κ4 = 1

⇒

{(
1

2
− 1

12
φ2

)[
2(Ḣ + ḣ) + 2H(H + h) + (H + h)2 +

k

a2
− f2

]

+
1

2!

[
X − Λ− αφ4

]
− 1

3!
φ̇2 − 1

3!

[
φ̈+ 2φ̇ (H + h)

]}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eb̂ ∧ eĉ = 0.

Variación

δω(L+ LM ) = 0

Para δω0b̂

{
1

κ4

[
1− 1

6
φ2κ4

]
h+

1

6
φφ̇− φφ̇

}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eĉ ∧ ed̂ ∧ δω0b̂ = 0,

⇒
{

1

κ4

[
1− 1

6
φ2κ4

]
h− 5

6
φφ̇

}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eĉ ∧ ed̂ = 0.

Con κ4 = 1

⇒
{[

1− 1

6
φ2

]
h− 5

6
φφ̇

}
εb̂ĉd̂e

0 ∧ eĉ ∧ ed̂ = 0.
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Para δωâb̂

{
− 1

2κ4

[
1− 1

6
φ2κ4

]
f

}
e0 ∧ eâ ∧ eb̂ ∧ δω

âb̂ = 0,

Con κ4 = 1

{
−1

2

[
1− 1

6
φ2

]
f

}
e0 ∧ eâ ∧ eb̂ ∧ δω

âb̂ = 0.

Y las ecuaciones de campo se transforman en (con κ4 = 1)

−φ
{
Ḣ + ḣ+ 2H2 + 3Hh+ h2 +

k

a2
− f2

}
− 4αφ3

−
{
φ̈+ 3φ̇ (H + h)

}
+ 2φ̇h = 0,

−1

2

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 1

3!

[
X − Λ− αφ4

]
+

1

3!

[
φ2

(
1 +

1

2

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

])
+ 2φh+ φφ̇H

]
= 0,(

1

2κ4
− 1

12
φ2

)[
2(Ḣ + ḣ) + 2H(H + h) + (H + h)2 +

k

a2
− f2

]
+

1

2!

[
X − Λ− αφ4

]
− 1

3!
φ̇2 − 1

3!

[
φ̈+ 2φ̇ (H + h)

]
= 0,[

1− 1

6
φ2

]
h− 5

6
φφ̇ = 0,

−1

2

[
1− 1

6
φ2

]
f = 0.

De la última ecuación, vemos que f = 0, luego

−φ
{
Ḣ + ḣ+ 2H2 + 3Hh+ h2 +

k

a2

}
− 4αφ3

−
{
φ̈+ 3φ̇ (H + h)

}
+ 2φ̇h = 0,

−1

2

[
(H + h)2 +

k

a2

]
− 1

3!

[
X − Λ− αφ4

]
+

1

3!

[
φ2

(
1 +

1

2

[
(H + h)2 +

k

a2

])
+ 2φh+ φφ̇H

]
= 0,(

1

2κ4
− 1

12
φ2

)[
2(Ḣ + ḣ) + 2H(H + h) + (H + h)2 +

k

a2

]
+

1

2!

[
X − Λ− αφ4

]
− 1

3!
φ̇2 − 1

3!

[
φ̈+ 2φ̇ (H + h)

]
= 0,[

1− 1

6
φ2

]
h− 5

6
φφ̇ = 0.
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