Universidad de Concepcion

Direccion de Postgrado
Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas — Programa de
Magister en Ciencias con Mencién en Fisica

Agujeros de Gusano Fantasma

de tamano finito con una
funcion de forma cuadratica

Tesis presentada a la Direccion de Postgrado de la Universidad
de Concepcién para optar al grado de Magister en Ciencias con
Mencion en Fisica

FABIAN ENRIQUE ORELLANA VERDUGO

Concepcion — Chile
2017

Profesor Guia: Mauricio Cataldo Monsalves

Profesor Cotutor: Julio Eduardo Oliva Zapata

Dpto. de Fisica, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién



Tabla de Contenido

Indice de figuras I11
Resumen v
Abstract Vv
Agradecimientos VI
1. Introduccién 1
2. La Métrica 3
2.1. Relatividad Especial . . . . . . . ... ... o 3

3. Agujero Negro Esférico 5
3.1. La métrica de Schwarzschild . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 6
3.1.1. Limite de campo débil . . . . . ... ... ... ... .. 9

3.1.2. El radio de Schwarszchild . . . . . . . . .. . ... ... .. 11

3.1.3. Teorema de Birkhoff’s . . . . . . . . .. ... ... ... 11

4. Déficit Angular 12
5. Condiciones de Energia 15
5.1. Condicion de Energia Débil (WEC) . . . .. ... ... ... .. 16
5.2. Condicion de energia Nula (NEC) . . .. .. ... ... ... ... .. 17
5.3. Condicion de Energia Fuerte (SEC) . . . .. ... ... ... ... .. 17
5.4. Condicion de Energia Dominante (DEC) . . . .. ... ... ... .. 18

6. Agujero de Gusano 19
6.1. La métrica de Morris y Thorne . . . . . . . .. .. ... ... .... 20
6.1.1. Ecuaciones de Campo y Tensor energia momentum . . 21

6.2. Embebimiento . . . . . . . . .. 24
6.3. Condicion de Flare Out o de ensanchamiento . . . . . . . . . . . . .. 26
6.4. Condiciones de energia . . . . . . . . . ... ... 26

II



6.5. Defecto topologico . . . . . . . .. .. 28

7. Agujero de Gusano Fantasma con una funcién de forma cuadratica 30

7.1. Condiciones para la construccion de un agujero de gusano . . . . . . 33
7.1.1. Casos en los que es posible la construccion de un agujero de

GUSANO . . . v e e e e e e e e 34

7.2. Densidad de Energia y Condiciones de Energia . . . . . . . .. .. .. 35

7.2.1. Densidad de Energia . . . . . . ... .. ... 35

7.2.2. Condiciones de energia . . . . . . . . ... ... ... 38

7.2.3. Agujeros de Gusano de tamano finito . . ... ... .. ... 41

7.3. Construccion de agujeros de Gusano . . . . . . . . . ... ... .. 42

7.3.1. Agujero de Gusano con densidad de energia positiva . . . . . . 43

7.3.2. Agujeros de Gusano Microscopicos . . . . . . .. ... .. .. 44

7.3.3. Agujero de Gusano con densidad de energia negativa . . . . . 45

7.3.4. Agujero de gusano con dependencia de energia mixta . . . . . 47

8. Discusion final y Conclusiones 50

Bibliografia 52

III



Indice de figuras

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

La figura muestra el comportamiento de la densidad de energia para
los casos donde: (a) a3 < 0y az > 0;y (b) a1 <0y asz < 0. Fuente:
Elaboraciéon propia. . . . . . . . ... 37
La figura muestra el comportamiento de la densidad de energia para
el caso a; > 0 y az > 0. La linea discontinua representa el caso para
el cual p(rg) < 0. La linea solida y la linea punteada, representan
los casos donde p(r9) > 0 y p(r,) = 0, respectivamente. Podemos
ver que en el caso de la linea soélida, la densidad de energia es siempre
positiva, mientras que para la linea discontinua, la densidad de energia
es negativa para rg < r < 79, y comieza a ser positiva para r > rs.
Fuente: Elaboracion propia. . . . . . . . ... ... ... ... 38
En la figura (a) se muestra el comportamiento de las ecuaciones (7.42)-
(7.44) y de la ecuacion de estado P,.(r)/p(r); y en la figura (b) se mues-
tra el comportamiento de la funcién de embebimiento, para valores de
a; = 1/5y az = 4/5 en ambos casos. Podemos ver en (a) y (b), que
el agujero de gusano fantasma esta conectado a una distribuciéon de
energia oscura. Fuente: Elaboracion propia. . . . . . . . . . .. .. .. 44
La figura muestra el comportamiento de las ecuaciones (7.56)-(7.60).
Podemos ver, que la densidad de energia es negativa para 1 < r < 2
y positiva para 2 < r < 4, mientras que la presion radial es siempre
negativa, la presion lateral es positiva para 1 < r < 2, y negativa para
2 < r < 4. por otro lado, p(r) + P.(r) y p(r) + P.(r) son negativas
para 1 < r < 2,y positivas para 2 < r < 4. Fuente: Elaboraciéon propia. 47
Las lineas negras de la figura muestran el intervalo donde existe un
agujero de gusano fantasma, es decir, entre 1 < r < 2. Los puntos
grises muestran el sector del espacio tiempo que esta compuesto por
energia oscura, este sector esta limitado por en 2 < r < 4. Fuente:
Elaboraciéon propia. . . . . . . . ... Lo 49

v



Resumen

En la presente tesis se presentan soluciones estéticas de agujeros de gusano fan-
tasma con una funcién de forma cuadrética sobre la coordenada radial r. Principal-
mente, el estudio se centra en agujeros de gusano sustentados por materia exética con
densidad de energia positiva (vista por cualquier observador estatico) y una ecuacion
variable de estado P.(r)/p(r) < —1, denominada materia fantasma. Ademas de un
agujero de gusano fantasma que se extiende hasta el infinito en el espacio tiempo,
se muestra que una funcién de forma cuadratica nos permite construir un espacio
tiempo estéatico de tamano finito, compuesto por un agujero de gusano fantasma
conectado a una distribuciéon anisotrépica de energia oscura esféricamente simétrica.
La parte del espacio tiempo del agujero de gusano no cumple con la condicién de
energia dominante, mientras que la parte de la distribucion de energia oscura si lo
hace.



Abstract

In this thesis we derive new static phantom traversable wormhole by assuming a
shape function with a quadratic dependence on the radial coordinate r. We mainly
focus our study on wormholes sustained by exotic matter with positive energy den-
sity (as seen by any static observer) and a variable equation of state P.(r)/p(r) < —1
dubbed phantom matter. Also phantom wormhole spacetime extending to infinity,
we show that a quadratic shape function allows us to contruct static spacetimes of
finite size, composed by a phantom wormhole connected to an anisotropic spheri-
cally symmetric distribution of dark energy. The wormhole part does not fulfill the
dominant energy condition, while the dark energy distribution part does.
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Capitulo 1

Introduccion

La expasion acelerada del universo es uno de los descubrimientos mas interesantes
y significantes de la cosmologia moderna. En el marco de la Relatividad General, la
energia oscura es una de las hipotesis mas aceptadas que explica este comportamien-
to. Sin embargo, existe evidencia observacional de que el fluido césmico que conduce
al universo a la aceleracion puede ser debido también a otro tipo de materia, llamado
"Fluido Fantasma".

Un agujero de gusano es una de las soluciones de las ecuaciones de campo de
Einstein, que describen una configuracion del espacio-tiempo que conecta dos regio-
nes lo suficientemente lejanas de éste, o, que conecta dos Universos diferentes.

La manera de estudiar estos cuerpos geométricos es a través de su funciéon de forma
b(r). Generalmente la funcion de forma utilizada para estudiar agujeros de gusano
es de tipo potencia, y no se han estudiado funciones de forma més complejas, como
lo son las de tipo cuadratica.

Una funcién de forma cuadratica engloba otras funciones mas simples consideradas
anteriormente para Agujeros de Gusano y permite ademas un estudio de configura-
ciones mas complejas, ofreciéndonos una amplia gama de soluciones.

Los agujeros de gusano son soportados por un tipo especial de materia cuya pre-
sion es negativa, le llamamos Materia exoética al tipo de materia que cumple con
esta propiedad. Pero también es posible modelar agujeros de gusano con otro tipo de
materia, con materia tipo fantasma. Esta materia cumple con ciertas caracteristicas
que discutiremos en el transcurso de la presente tesis.

Los agujeros de gusano son modelados desde una distancia minima, llamda garganta
(punto donde la distancia radial toma el minimo valor posible) hasta un punto 7,4,
que generalmente tiene la misma extension que el espacio tiempo que lo contiene.
En el presente estudio se analizara este tipo de solucion y discutiremos ademas casos



donde es posible construir agujeros de gusano de tamano finito, es decir, la extension
donde existe tal agujero de gusano es menor que el espacio tiempo sobre el cual esta
definido.

El presente trabajo esta ordenado de tal manera que pueda darle una facil lectu-
ra, comenzando por un rapido repaso de Relatividad Especial para poder definir el
concepto de métrica, con ello nos es posible estudiar agujeros negros esféricos y la
relacion que existe entre la materia y la geometria. Esto nos permitird adentrarnos
en el estudio de los agujeros de gusano y los elementos que lo caracterizan. Es por
ello que antes de hacer un analisis completo de ellos, presentamos conceptos que nos
ayudaran a entender mejor los agujeros de gusano.

Finalmente nos centraremos en el estudio de agujeros de gusano de tamano finito
soportados por una distribucién de energia fantasma.



Capitulo 2

La Métrica

2.1. Relatividad Especial

Einstein utiliz6 dos postulados para desarrollar la Teoria Especial de la Relativi-
dad

1. Las leyes de la fisica son las mismas para todos los observadores inerciales
2. La velocidad de la luz es la misma para todos los observadores inerciales

Entonces, la velocidad de la luz es la misma, para todos los sistemas de referencia, es
razonable entonces considerar el valor numérico para ¢ como un factor de conversion
entre las unidades usadas en la mediciéon del espacio y en la mediciéon del tiempo.
Entonces cdt es un intérvalo de tiempo medido en las mismas unidades usadas para
medir unidades de espacio.

No es posible asumir a priori que dos observadores realizan la misma medida para
el tiempo y el espacio de igual manera. Pero podemos saber de algo en lo que si
coinciden, en el valor de una distancia en el espaciotiempo As? dada por

As? = —(cAt)? + (Az)? + (Ay)? + (Az)? (2.1)

donde el intervalo del espaciotiempo medido se encuentra entre los suceso A y B. Si
la separaciéon de los intérvalos es consierada infinitesimal, entonces la diferencia A
puede ser reemplazada por el simbolo diferencial d. Asi en el limite de los pequenos
desplazamientos tenemos.

ds® = —(cdt)? + d® + dy* + dz* (2.2)

Ahora, un punto en el espaciotiempo consiste de una especificacion del valor de la
coordenada tres espacial y del valor de la coordenada temporal, la convensiéon usual
es referirnos a este punto del espacio tiempo como un evento.



Podemos definir el intervalo entre dos eventos A y B de un espacio cuadridimen-
sional (como se vi6 en las ecuaciones (2.1) y (2.2)) a partir de un tensor métrico
dado por:

-1 0 0 0
0O 1 00
0 001

donde a y b tienen el rango 0,1,2,3 y 2° = cdt.
Estos eventos estan definidos en un intervalo en el espacio de Minskowski, que
difiere del espacio Euclideano por el signo menos de la primera coordenada. Por ello
es que podemos escribir la ecuacion (2.2) de una forma mas compacta utilizanodo el
tensor meétrico 74p:

ds® = nepdaz®dx® (2.4)

donde hemos utilizado el convenio de suma de Einstein' para los indices a y b
de la ecucion (2.4).

La métrica (2.4) es usada para representar eventos en espacios planos. Para res-
presentar eventos en espacios curvos pero que localmente sean planos utilizamos el
tensor métrico gu, por lo tanto escribimos nuestra representacion de un evento en

un espacio curvo dado por
ds® = ggpdx®da® (2.5)

Teniendo este tensor métrico podemos definir conceptos como distancia, angulo y
volumen y asi poder caracterizar geométricamente el espaciotiempo sobre el cual se
esta trabajando. 2

'En el convenio de suma de Einstein, se han suprimido los simbolos de sumatorias, para abreviar
la escritura
2Para escribir este capitulo se ha utilizada [7].
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Capitulo 3

Agujero Negro Esférico

En este capitulo nos centraremos en el estudio de un agujero negro esfércio.
Un agujero negro puede ser definido como una regién del espaciotiempo en la que
existe un horizonte de eventos.
Un horizonte de eventos es una superficie que separa dos regiones del espaciotiempo
desconectadas causalmente. Estas dos regiones son llamdas regiéon interior y region
exterior del agujero negro.

Consideraremos que nuestro objeto de estudio tiene una simetria esférica, por lo
tanto nuestra métrica elegida debe tener dicha configuracion. La otra caracteristica
de estudio sera que la solucién de este agujero negro debe ser estatica.

i Estatico o Estacionario?

Para proseguir con el estudio, debemos hacer primero la distinciéon de una solu-
cion estatica y una estacionaria, entender a que se refiere cada una.
Una solucién es estacionaria si esta es independiente del tiempo, lo que no signi-
fica que no evoluciones, es decir, puede evolucionar pero su cambio es independiente
del tiempo. Por ejemplo, un rio que fluye siempre de la misma manera, se mantendra
fluyendo independiente del tiempo.
Entonces, en una soluciéon estacionaria la métrica debe ser independiente del tiempo,
pero el elemento de linea seguira teniendo en general términos fuera de la diagonal
(dx°dz® con o = 1,2, 3).

Una solucién es estatica si esta no evolciona, es decir, que se mantendra una
simetria temporal si elegimos un origen cualquiera para el tiempo, en tal situacion,
en la métrica no existiran términos fuera de la diagonal, solo habran términos del
tipo dz*dz" donde p = 0,1, 2, 3.



3.1. La métrica de Schwarzschild

Una de las primeras soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein
de la Relatividad General fue la que nos entrego6 el fisico aleman Karl Schwarzschild
(1873-1916) en el ano 1916, aproximadamente un mes después de publicada la Teoria
de la Relatividad General, y describe la geometria de un cuerpo masivo, tanto asi,
que nada puede escapar de la region interior de este, estos objetos cosmologicos son
llamados Agujeros Negros.

A continuacion veremos la manera de encontrar la métrica de Schwarszchild que
describe un agujero negro estético.
Consideraremos al espaciotiempo descrito por una simetria esférica, por lo tanto
nuestra métrica estaré escrita en coordenadas que respeten tal simetria.
Considere la métrica generalizada:

ds® = —A(t,r)dt* + 2B(t,r)dtdr + C(t,r)dr* + D(t,r)(d6* + sin?(9)d¢?)  (3.1)

Introducimos ahora una nueva coordenada radial dada por la transformaciéon
r =1 = D(t,r)"/?, asi la ecuacién (3.1) nos queda:

ds® = —A'(t,r")dt* + 2B'(t,r")dtdr' + C'(t,r")dr" + r"*(d6* + sin*(0)dp*)  (3.2)

Sabemos que cuando las ecuaciones diferenciales son inhomogeneas podemos multi-
plicarle un factor integrante para volverlas homogeneas. Entonces multiplicamos el
factor integrante I(t,r’) a la ecuacion diferencial B'(t, r")dr’ — A'(t,r")dt, y definamos
un nuevo tiempo ¢ dado por:

dt' = I(t,r")[B'(t,r")dr" — A'(t,r")dt] (3.3)

Para asegurar la existencia de este nuevo tiempo tiempo t’, se debe cumplir que:

9 N Y AN 9 . N Al /
El(t,r)B(t,T)—arl( I(t,r")A'(t,r")

Siguiendo con la ecuacion (3.3) tenemos:

dt”? = I*(t,7")[B?(t,r')dr® — 2B'(t,7")A'(t,r")dtdr’ + A (t,r")dt*]
—A'(t,r")dt? + 2B (t, 7" )dtdr’ = — A7 (t, T2 (t, ) dt* + AL B & ) 2dr"?

para reescribir la ecuacion (3.2) como:

d82 — —Alfl(t, 1”/)[72(@ r’)dt2+[C’(t, 7,/)_i_A/—l(t’ T’I)B/Z(t, T/)]dT/Z—l—TIQ(d92+Sin2(6)d¢2)
(3.4)



Definimos unas nuevas funciones:

AN, T2t r) = ¢
C'(t,r') + A7t 7 B?(t,r") e

donde v = v(t,r) y A = A(t,7). En un principio estas nuevas funciones no tienen por
que ser como se eligieron ahora, podrian ser f(t,7) y g(t,7). La razon de eligirlas asi
es por la forma de la derivada de las funciones exponenciales que nos simplificaran el
trabajo al calcular las ecuaciones de campo de Einstein. Ahora hacemos una nueva
transformacion de coordenadas que consiste en retirar la cremilla (’) de la métrica
(3.4), y reemplazamos las nuevas funciones en ella, quedandonos:

ds® = —e®di* + e dr? + 7“2(d92 + sin2(9)d¢>2) (3.5)

Para encontrar las ecuaciones de campo de Einstein utilizaremos el formalismo de
Cartan, con ello podremos encontrar la solucion estatica sujeta a las condiciones de
vacio (esto significa tener un configuracion del tensor energia momentum sin materia
en la region exterior del agujero negro, es decir, 7),, = 0).

Introducimos entonces el sistema de referencia ortonormal:

wl = e’dt

W' = e dr

W = rdf

W =1 sin(6)d¢ (3.6)

Ahora debemos utilizar la primera ecuacion estructural de Cartan:
dw? = =P AW (3.7)

donde dw” corresponde a la derivada exterior de la uno forma base elegida. Utiliza-
remos ademaés la antisimetria de la conexion de spin 0z = —€)p; para encontrar las
componentes no nulas de la conexion de espin sin torsion.

N 1
QG?: _Qré‘_ _e—,\we
T
~ R 1 ~
Q0 = Q" = Zew?
T ) r
R o é
0% = - Tcot(Q)w

(3.8)



Donde la cremilla (') significa derivada con respecto a r, y el punto (-) significa la
derivada con respecto t.
Utilizando ahora la segunda ecuacion estructural de Cartan:

R = d™ + OF A Q7 (3.9)
podemos encontrar las componentes no nulas de la curvatura sin torsion.
R =— {e—”(y" LW =N — e+ (V)P - m)} WAL (3.10)
- 1 JU R .
t - -t —v, T 0
Rg——;e (Ve w' + Xe™Pw") Aw (3.11)
- 1 - R ~
thA) = ——e (Ve W+ Xe W) A w? (3.12)
r
7 L, 7 0
R = e d) —b(r))w" Aw (3.13)
o1 / T A0
R'; = Q—T?’(rb (r)=b(r))w" Aw (3.14)
;b)) 5 5
o _ 9" 5, &
R’ el Aw (3.15)
Ahora si escribimos esta 2-forma curvatura usando la expresion R" 5= %Rﬁ 9,38“’5 Aw®

podemos obtener las componentes no nulas del tensor de Riemann. Las que utiliza-
remos para escribir el tensor de Riccil, y el escalar de curvatura de Ricci2. Con esto
finalmente podemos construir el tensor de Einstein®, sus componentes no nulas son:

Gy =—Ne 2+ gz (l—e ) (3.16)
L, on 1 —2X

G’,:;: = ;y'e — ﬁ (1 — € ) (317)
1

Gg=—e 2/ +r(W)? — /N +1/ = X) (3.18)
r

G(% = Ggg (3.19)

Sabemos ademés que la soluciéon de Schwarzschild, es una soluciéon de vacio, es por
esto que las ecuaciones anteriores son nulas. Por lo que obtenemos tres ecuaciones

independientes a resolver:
N1 1
e (— — —) +—=0 (3.20)

roor? r2
/
[V 1 1
L) == 3.21
© (r * 7’2> r2 ( )
A= (3.22)
"Ry = Raﬁ&ﬁ
2R = g" Ry

3Gpp = Rap — 3Rypw



Ademas si sumamos las ecuaciones (3.20) y (3.21) encontramos que v/ + X = 0,
integrando:
v+ A= h(t) (3.23)

donde h(t) es una funciéon de integracion.
Con esto podemos resolver la ecuacion (3.20):

e —re N =1 (3.24)
(re ) =1 (3.25)
re*=r+C (3.26)
C
-2
=1-—— 3.27
‘ - (3.27)
Donde C' es una constante de integracion.

Si exponenciamos la ecuacion (3.23) obtenemos:

e’ = =2 (3.28)

Luego, haciendo un reescalamiento para la coordenada temporal* encontramos que:

~1
ds?® = — (1 — g) dt® + (1 — g) dr® + r*(d6? + sin?(0)d¢?) (3.29)
.

r

3.1.1. Limite de campo débil

Consideremos un campo gravitacional debil, entonces el espaciotiempo se encuen-
tra ligeramente curvado, es decir, es un espacio plano pero con una ligera curvatura.
Podemos escribir la metrica que describe esta configuracion del espaciotiempo como
una metrica de Minkowski mas una pequena perturbacion.

Guv = Ny + hf,uu ‘hMV| <1 (330)

Asumiendo que los cuerpos se mueven muy lentamente podemos aproximar dr ~ dt,
dr 4z’ ~ d2°  Asf la ecuacion de la geodésica:

entonces o -~ cy -~ -
d?zt dx? dz¥
7.2 + F“ME 7T =0 (3.31)
queda
d?zH dz®dz®  d*a*
W + #OOEE = W + F#OOCQ =0 (332)
LM dt = dt



Consideremos ademéas un campo gravitacional estacionario (9;h, = 0)

1
Moo = — 59“”81/900

1
= —igwau(ﬁoo + hoo)

1
= —577W3uh00 (3.33)

Reemplazando (3.33) en (3.32) tenemos que:

2
Cii::: ~ —F“0002
~ %277’“/5:/%0
Cg:; ~ %277 dohoo = gathoo
Cf;_x; ~ %nz‘u&,hoo = —%2Vh00 =—-Vo¢ & hy = %¢
Por lo tanto: )
Goo ~ 1+ 2; (3.34)

Ahora, un punto situado en el origen de un cuerpo de masa M tiene como potencial
gravitatorio ¢ = — M Asi:
T

2¢ GM
1+—==1-2 3.35
* c? c2r (3:35)
Comparando ahora la ecuacion (3.29) con (3.35) obtenemos:
GM C 2GM
1-27 0 21—~ —= (= (3.36)
c2r r c?
Por lo que la ecuacién (3.29) queda de la forma:®
Ts rs\ ! .
ds? = — (1 - —) dt? + (1 - —) dr? + r2(d6? + sin(0)dg?) (3.37)
r r
Donde 7, = 2§2M .

Debemos notar que cuando nos acercamos al infinito (r — 00), la métrica es asin-
toticamente plana.

5Siempre podemos elegir ¢ = 1
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3.1.2. El radio de Schwarszchild

El valor ry = 2(;21\4 es llamado el radio de Schwarszchild y tiene los diferentes

comportamientos segun la regiéon en la que nos ubiquemos.

Si una masa esférica tiene radio R > ry , entonces la métrica de Schwarszchild
en la region r > R nos entrega su campo gravitacional exterior; si la region r > r;
es vacia entonces la métrica de Schwarszchild para r > 75 nos entrega el campo gra-
vitacional exterior de un agujero negro.

Dentro de r = r, , la métrica de Schwarszchild es nuevamente una solucién de
vacio de las ecuaciones de campo de Einstein, y nos entrega la geometria interior de
un agujero negro.

espacio Para r = 0 el coeficiente de la parte temporal de la métrica va hacia el
infinito en contraste a la singularidad aparente del radio de Schwarszchild, esta sin-
gularidad no puede ser removida por una elecciéon diferente de coordenadas. Esta es
una singularidad fisica donde el espaciotiempo se curva infinitamente y las lineas de
mundo tipo tiempo terminan.

Notar que la superficie donde r = r4 es llamado el horizonte de eventos, este es
el limite en el cual una particula puede escapar de la atraccion gravitatoria. Cuando
se encuentra en algin punto de r < ry, la particula no puede escapar.

3.1.3. Teorema de Birkhoff’s

“Una solucién de vacio esféricamente simétrica en la regién exterior es necesaria-
mente estatica”.
La métrica de Schwarszchild es la tnica con simetria esférica, y con una soluciéon
exterior de vacio cuyo campo gravitacional satisface las ecuaciones de campo de
Einstein. 6

6Para escribir este capitulo se ha utilizado [4].
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Capitulo 4

Déficit Angular

La teoria gravitatoria tridimensional (241) es una teoria sin un campo gravita-
torio, donde no hay materia presente, puesto que el espacio es plano!. Una curvatura
podria surgir solo si el tensor de Ricci fuese distinto de cero, es decir, si hubiese
materia presente.

Supongamos que existe un punto en el espacio que contiene un cuerpo pesado, ais-
lado y muy pequeno. Entonces estamos tratando con una configuracion del espacio
donde generalmente la métrica es plana, excepto talvés en el punto en el que existe
el cuerpo puntual y muy pesado. Se debe hacer notar que estamos tratando con un
métrica estatica. Por lo tanto, la inica superficie que cumple con estas caracteristicas
€s un cono.

Una métrica estatica, axialmente simétrica en su forma general es dada por:
ds? = =M g2 4 AN dr? 4 2 dg? (4.1)

donde 0 < r < ooy 0 < ¢ < 27. Debe ser mencioando que 0 y 27 estan identificados.
Ahora si el tensor de Ricci es cero R, = 0 entonces encontramos que M =constante
y N =constante. Sin perdida de generalidad podemos hacer un reescalamiento del
tiempo ' = eMt y luego sacar la cremilla (’) del nuevo tiempo. Asf, la ecuacion (4.1)
queda como:

ds® = —dt* + e*Ndr? 4 r’d¢? (4.2)
Si hacemos una transformacién a las coordenadas
R=¢e"r d=c"op (4.3)

obtenemos la siguiente métrica

ds* = —dt* + dR* + R*d® (4.4)

1Si hubiese materia presente, entonces el espacio tendria una curvatura, por lo que éste dejaria
de ser plano
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Aunque la métrica presentada en (4.4) es localmente plana, el espacio descrito por
ella no necesariamente lo es, puesto que el defecto presentado en la parte angular
agrega unas modificaciones al espacio descrito. Estas modificaciones se encuentran
en los limites 0 < ® < e V27 < 27, donde N es un ndmero entero.Asi, el espacio
descrito con tales caracteristicas corresponde a un cono, que localmente es plano,
pero globalmente no lo es.

El mecanismo con el cuél analizaremos el defecto topologico en el caso cuadridi-
mensional (3+41), es similar al utilizado en el caso antes mencionado para la teoria
gravitatoria tridimensional (2+1).

Para analizar este caso consideraremos una dimension extra que no habiamos inclui-
do en el caso tridimensional, y la asociamos a un dngulo de nuestra métrica, esto para
tener una simetria esférica que describa nuestro objeto de estudio. En consecuencia,
esto nos traera un defecto topolégico asociado a la parte angular de la métrica (4.5)
donde seran los dos angulos que varian en vez de uno. Tenemos presente entonces la
variacion de un angulo sélido en el caso de tener algin tipo de defecto topologico.
Consideremos la siguiente métrica estatica y con simetria esférica:

ds® = —dt* + o*dr® + r*dQ? (4.5)

donde 0 < t < ooy dQ? = df? + sin’(6)d¢? con0<O0<my0<¢<2m.
Si hacemos una transformacion a las coordenadas:

1

R=oar Q=-0 (4.6)
a
Obtenemos la siguiente métrica:
ds? = —dt* + dR? + R?dQ) (4.7)

con d2 = df” + Sin2(§)d52, ydonde § =10y ¢=1g.

Claramente aqui podemos distinguir tres posibiles casos para el analisis de la ecua-
cion (4.7).

1. Si0 < é < 1 entonces nuestra métrica presenta un déficit angular, es decir,
0<i0<f<m y0< 1o <o <2m

2. Si a = 1, entonces nuestra métrica no presenta defecto topolégico asociado al
angulo.

3. Si 0 < a < 1, entonces nuestra métrica presenta un exceso angular, es decir,
0<f9<7T<ily0<¢<2r<lio
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Como podemos ver, en su forma general la métrica (4.7) tiene simetria esférica, pero
el factor é le agrega un defecto topolédgico asociado al angulo, por lo tanto la simetria
de nuestro objeto de estudio cambia levemente. Y puede presentar un déficit o un
exceso angular.?

2Para escribir este capitulo se ha consultado a [32]
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Capitulo 5

Condiciones de Energia

En el contexto de la relatividad general es razonable esperar que el tensor ener-

gia momentum satisfaga ciertas condiciones, tal como que la densidad de energia sea
positiva o que esta domine por sobre las presiones.
En este capitulo revisaremos aquellas condiciones de energia que fueron propuestas
por Hawking and Ellis en 1973.! que serdn necesarias para el analisis de las proximas
secciones. Estas son la condicion de energia débil (o WEC por sus siglas en inglés);
la condicion de energia nula (NEC); la condicion de energia fuerte (SEC); y la con-
dicion de energia dominante (DEC).

Para describir las condiciones de energia debemos saber las contribuciondes de los
diferentes campos de materia que dan descripcién del tensor energia momentum.
Consideramos una simetria esférica para la descripcion del tensor energia momen-
tum, cuyo campo de materia es diferente de cero. Ademas la descripcion se realizara
para métricas cuyos componentes fuera de la diagonal son ceros, por lo tanto, el
tensor a utilizar seréa:

p 0 0 0
0P 0 0

e I (5.1)
00 0 P

Algunas condiciones de energfas son formuladas en funcién de un vector tipo
tiempo v* normalizado que representa la cuadrivelocidad de un observador arbitrario
en el espaciotiempo. Tal vector puede ser escrito como.

v =~(1,a,b,c) y=(1—-a>—=b* - 3?2 (5.2)

donde a, b y ¢ son funciones arbitrarias de las coordenadas, restringidas por a? + b? +

!The large scale structure of space-time [35]

15



c? < 1.2, Necesitaremos ademés de un vector tipo nulo k* arbitrario:
k= (1,d",V,) (5.3)

donde ', b’ y ¢ son funciones arbitrarias de las coordenadas, restringidas por a’? +
b/2 + C/2 =1

5.1. Condicién de Energia Débil (WEC)

La condiciéon de energia débil establece que la densidad de energia de cualquier
distribuciéon de materia, medida por un observador con cuadrivelocidad v* no puede

ser negativa, esto es:
T,,0"v" >0 (5.4)

Asi, con la ecuaciones (5.1) y (5.2) la ecuacion (5.4) queda como:
p+a*P. +b*Py+ 2Py > 0 (5.5)

Como a,b y ¢ son parametros arbitrarios, podemos hacer diferentes elecciones para
sus componentes que cumplan con a® + b* + ¢ < 1.

= Elegimos a = b = ¢ = 0, lo que nos entrega que:
p>0 (5.6)

» Si elegimos b = ¢ = 0, encontramos que p + a?>P, > 0. Recordando que a? debe
ser menor a 1, obtenemos entonces que 0 < p + a>P, < p + P,. Por lo tanto:

p+P.>0 (5.7)

» Sia=c=0, encontramos que p+b*Py > 0= 0<p+b’Py < p+ Py, por lo
tanto
p+FPy>0 (58)

» Sia=b=0, enconstramos que p+ *Py > 0= 0< p+ *P, < p+ P,. Por
lo tanto:
p+Py>0 (5.9)

Resumiendo entonces,las ecuaciones (5.6)-(5.9) nos dicen que la condiciéon de
energia débil debe cumplir que:

p=0 p+ P >0 (5.10)

donde i = (r,0, ¢)
2Notar que n* = diag(—1,1,1,1)
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5.2. Condicién de energia Nula (NEC)

La condiciéon de energia nula se encuentra de la misma manera que la condicion
de energia débil, pero ahora, utilizamos un vector arbitrario tipo nulo k*. Entonces,

se debe cumplir que:
Twk'"E" >0 (5.11)

Sustituyendo ahora las ecuaciones (5.1) y (5.3) en la ecuacion (5.11) encontramos
que se debe cumplir que:

p+a?P. + %Py +?Py >0 (5.12)

Eligiendo & = ¢ = 0 encontramos que a’ = 1, asi la ecuacion (5.12) queda como
p+ P, > 0, con un tratamiento similar al de la seccion 5.1 para Fy y P, podemos
construir la condicién de energia nula expresada como:

p+ P >0 (5.13)

donde nuevamente i = (r, 6, ¢).
Note ademas que la condiciéon de energia débil implica la condiciéon de energia nula.

5.3. Condicion de Energia Fuerte (SEC)

La condicion de energia fuerte nos dice que para cualquier vector tipo tiempo v*,
se debe cumplir que:

1
(TW — §Tg,w) v >0 (5.14)

o equivalentemente 7}, v*v” > —1T. Sustituyendo las ecuaciones (5.1) y (5.2) en esta
ultima encontramos que:

1
YA (p+ a®P, + b Py + ¢*Py) > 5(p — P, — Py — Py) (5.15)

Podemos hacer diferentes elecciones para los parametros a, b y ¢ de la misma manera
que en la seccién 5.1.

» Elegiendo a = b = ¢ = 0 encontramos que v = 1 y obtenemos que

p‘f‘Pr—i-Pg—l-Pd)ZO (516)

» Ahora si elegimos b = ¢ = 0 vemos que 72 = ﬁ que con manipulacion simple
encontramos:
p+ P+ P+ Py >a*(Pp+Py—p—P) (5.17)

17



como a? < 1 entonces se debe cumplir que p+ P, > 0. Con un procedimiento similiar
para las otras componentes construimos finalmente la condiciéon de energia fuerte
dada por:

p+> P>0 p+ P >0 (5.18)

donde i = (7,0, ¢). Debe ser notado que esta condicion no implica la condicion de
energia débil.

5.4. Condicion de Energia Dominante (DEC)

La condiciéon de energia dominante nos dice que para cualquier vector tipo tiempo
v* se debe cumplir que:

10" >0 y T,,v" no es tipo espacio (5.19)

Esto nos dice que la densidad de energia local medida es siempre positiva, y que el
flujo de energia es tipo tiempo o tipo nulo. Entonces con las ecuaciones (5.1) y (5.2),
y exigiendo que T},,v” no sea tipo espacio, tenemos que:

P2 —a®P? —V*Py— P, > 0 (5.20)

Si elegimos ahora a = b = ¢ = (0 encontramos que p? > 0, y por la condicién sobre
T,,v"” tenenos que p > 0.

Ahora, si elegimos b = ¢ = 0 nos encontramos con que p*> > a’*P? y como a? <
1 tenemos que p > |P,|. Un tratamiento similar para P y Ps nos entregan las
condiciones de energia dominante dadas por:

p=0 p>|P| (5.21)

donde i = (r,0, ¢).

Se debe mencionar que la condiciéon de energia dominante implica la condiciéon de
energia débil, y asi también la condiciéon de energia nula, pero no necesariamente
implica la condicién de energia fuerte.

También existen otras tres condiciones de energias: Condicion de energia Prome-
dio (ANEC); Condicion de energia débil promedio (AWEC); y la condicion de energia
fuerte promedio (ASEC). Dichas condiciones no seran analizadas en este trabajo por
no ser necesarias para el analisis de las siguientes secciones.?

3Para redactar este capitulo se han utilizado los libros: [23], [4], [35]
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Capitulo 6

Agujero de Gusano

Imagine que el Universo es una manzana, ahora visualice a un gusano viajando
por la superficie de ésta. Si este gusano viaja desde algiin punto de la manzana a su
antipoda, éste debera recorrer la mitad de la circunferencia de la manzana. Ahora,
si el gusano se percata que puede cavar un agujero por la manzana, entonces éste
decide llegar desde el punto en el que se encuentra a su antipoda cavando un agujero
a través de la manzana, entonces ahora recorre una distancia menor que si hubiese
llegado por la superficie.

Esta es la analogia que utilizo el fisico teérico estadounidense John Wheeler en 1957
para describir lo que es un agujero de gusano, hasta ese entonces conocido como
puente Einstein-Rosen.

Un agujero de gusano es una de las soluciones de las ecuaciones de campo de
Einstein, que describen una configuracién del espaciotiempo que conecta dos regio-
nes lo suficientemente lejanas de éste, o, que conecta dos Universos diferentes.

En 1935 A. Einstein y N. Rosen [1| postularon la posibilidad de usar la métrica
de Schwarzschild como un puente entre dos regiones del espaciotiempo. Esto através
de un conveniente cambio de variable en la coordenada radial, para asi evitar la
singularidad en r = 0 y lograr conectar de forma suave dos espaciotiempos asinté-
ticamente planos. El problema con esto, es que un cambio de coordenada no evita
la singularidad, puesto que el espacio tiempo sigue siendo el mismo. El puente Eins-
tein.Rosen no corresponde realmente a un puente (o agujero de gusano) entre dos
espaciotiempos asintoticamente planos, no a uno atravesable por lo menos, esto de-
bido a que existiria un horizonte de eventos en la garganta siendo asi imposible
atravesar el hipotético agujero de gusano sin pasara través del horizonte de eventos
y caer en el agujero negro. Sin embargo, esto fundo la base para el entendimiento de
lo que hoy en dia conocemos como agujeros de gusano.

En este capitulo estudiaremos la solucion de Morris y Thorne de un agujero de
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gusano. Para ello analizaremos la geometria de dicho objeto geométrico y la materia
que lo soporta. Estudiaremos ademas las condiciones de energia que estan involucra-
das en el agujero de gusano y la funciéon de embebimiento, que nos permite entender
de forma gréfica estos objetos.

6.1. La métrica de Morris y Thorne

Carl Sagan en su novela Contacto hace una descripcion sobre los viajes inter-
estelares. A raiz de esto, Morris y Thorne en 1987 describieron este tipo de viajes
con los mejores conocimientos de las leyes de fisica que se tenian en 1987. Fue ahi
donde naci6 la descripcion fisica de un agujero de gusano atravesable, y es estudiado
a través de la métrica de Morris y Thorne (6.1)

La solucion de Morris y Thorne [17] describe un agujero de gusano estatico,
atravesable, con simetria esférica y que conecta dos regiones asintéticamente planas.
La métrica utilizada por Morris y Thorne para describir este puente espaciotemporal
es dada por

d 2
ds? — —e2®0) g2 % + 72(d0? + sin(0)dg?) (6.1)

)

r

donde ®(r) y b(r) son dos funciones arbitrarias que dependen solo de la coordenada
radial.

La funcion redshift ®(r) determina el corrimiento al rojo gravitacional, es decir, el
estiramiento de objetos en formas finas y delgadas debido a extremas fuerzas de ma-
rea que presenta un cuerpo en presencia de un campo gravitatorio. Y la funcion de
forma b(r) determina la forma geométrica del agujero de gusano.

Notar que la ecuacion (6.1) tiene simetria esférica que se visualiza en la componente
do? + sin2(9)d¢2 de la métrica, donde 0 < 0 <71y 0 < ¢ < 27, donde 0 y 27 estan
identificados.

Para tener la geometria de un agujero de gusano exigimos que la funciéon de for-
ma y la funcién redshift cumpla algunas condiciones discutidas por Morris y Thorne.

1. Condiciéon de no horizonte, es decir ®(r) es finita en todo el espaciotiempo,
para asegurar la ausencia de horizonte de eventos y de singularidades

2. Existencia de un minimo para la coordenada radial, correspondiente
a la garganta del agujero de gusano, esto es, b(r) = r = rg, donde 7 es un

nimero que nos entrega el tamano de la garganta.
3. Distancia radial propia finita @ < 1, esto significa que la coordenada
radial debe ser bien comportada cerca de la garganta, esto es, la distancia
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radial propia

==+ [ ——c 62)

1= b

T

debe ser bien comportada en todas partes, es decir que I(r) debe ser finito a
través del espaciotiempo. El signo + nos dice si nos encontramos en la parte
superior del universo (4) o si nos encontramos en la parte inferior de éste (—).
Debe ser notado que C' es una constante de integracion.
Notar ademéas que cuando se cumple la condicion 2, b(rg) = r = rg la coorde-
nada [(r) — oo se va a infinito.

4. Region asintéticamente plana, es decir, la coordenada radial lejos de la
garganta debe ser asintoticamente plana, esto se traduce en pedir que

i 20— g (6.3)

r—oo T

6.1.1. Ecuaciones de Campo y Tensor energia momentum

Necesitamos ahora encontrar las ecuaciones de campo de Einstein para poder
entender la forma en que la geometria de un agujero de gusano afecta a la materia
que lo soporta. Para ello utilizaremos el formalismo de Cartan
Introducimos el sistema de referencia ortonormal:

W =7 sin(0)d¢ (6.4)

Utilizando ahora la primera ecuacion estructural de Cartan (3.7), podemos encontrar
las componentes no nulas de la conexién de spin sin torsion.

Qt;,: = QT? = 1-— T@%T)Wt

_ R 1 -

0% = —Q=1/1- M—we
ror

~ . 1 ~

Q% = -0 =1/1- bl
¢ ror

N Y L GR I
ror
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Donde la ’ significa derivada con respecto a r.
Utilizando ahora la segunda ecuacion estructural de Cartan (3.9) podemos encontrar
las componentes no nulas de la curvatura sin torsion.

R = {— ( — b(r—r)) [@"(r) + (')?] + 2—(rb’(r) — b(r))} W AW (6.6)
N (1 _ b(r)) & (1) Ao (6.7)
)

”

R, = —% (1 - @ ' (r)w’ Aw? (6.8)

R = %(m’m b)) AP (6.9)

R = 2%3(7"6/(7“) b)) A w? (6.10)

RO = @cﬁ/\ w® (6.11)

Ahora si escribimos esta 2-forma curvatura usando la expresion R" 5= %Rﬁ 9,3&‘*}'3 Aw?
podemos obtener las componentes no nulas del tensor de Riemann.

Riggs= Rl = Rl =~ Ry = @ (6.12)

R%?% - _R?&Z? - Raﬁ?&? . _Riﬁ% - W (6.13)

R?A?A - _R?é?? - Rg?é? - _Rg?@ - %r—?)b(r) (6.14)

R e ‘Cb/y) (1 - b(:)) (6.15)

Rlo= R =R =R = —(Dy) ( - b(r—r)) (6.16)

Rtﬁ? - _Rt?ﬁ? - R?ff? - _R????
= (1= M) -0+ 080 — b e = WO ) - @)
(6.17)

Las que utilizaremos para escribir el tensor de Ricci y el escalar de curvatura de Ricci.
Con esto podemos construir finalmente el tensor de Einstein, cuyas componentes no
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nulas son:

Gy = @ (6.18)

G = QCD/Y) (1 - b(:)) (6.19)
e (1 YO (g Y = 00) gy ) () — b(r)

GGG G¢¢ (1 r ) (q) ( ) 27"(7" _ b(?“)) P ( ) + (CI) ( )) + r 27’(((7; 2—0;)(7"))

El tensor energia-momentum

El teorema de Birkhoff nos dice que existe una tinica soluciéon esféricamente simé-
trica cuyo campo gravitacional satisface las ecuaciones de Campo de Einstein, esta
es la soluciéon de vacio de Schwarzschild. Como sabemos, un agujero de gusano de
Scharzschild no es atravesable, ademas es una solucion a las ecuaciones de campo
para el vacio. Por lo tanto un agujero de gusano atravesable debe contener materia
0 un campo cuyo tensor energia momentum sea diferente de cero.

Dada la simetria esférica de (6.1), y la solucién para el tensor de Einstein dada en
(6.18)-(6.20), entonces las tnicas componentes distintas de cero del tensor energia
momentum seran Ti, 1o y Top = 153.

Como estamos utilizando una base cuyos observadores estan en reposo con respec-
to al sistema de referencia, entonces la interpretacion fisica de las componentes del
tensor sera la siguiente:

T = p(r) T = Pu(r) Th5 =T55=Ri(r) (6.21)

donde p(r) es la densidad total de energia medida en g/cm3, P,.(r) es la presion radial
medida en dyn/cm?, y P/(r) es la presion lateral (que es ortogonanal a la presion
radial) medida en dyn/cm?

Las ecuaciones de campo de Einstein

Teniendo ahora ambos lados de las ecuaciones de campo de Einstein, podemos
proseguir con su construccion a través de la expresion

Gap = k1w (6.22)
Donde k = 8Z¢.
Entonces, introduciendo los valores de las ecuaciones (6.18)-(6.21) en la ecuaciéon
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(6.22), podemos finalmente obtener la relacion entre la geometria de un agujero de
gusano y la materia que lo soporta, esta es:

W)

2

kp(r) . (6.23)

KP(r) = 2 (1 _ M) o'(ry = A1) (6.24)

r r r3
b(r) rb'(r) + b(r) — 2r rb'(r) — b(r)
Pry=[(1-—=2) |®" d'(r)? — P'(r) - — 2 V7
i) = (1= 52 o)+ w0y - R ) - SR
(6.25)
De las ecuaciones (6.23)-(6.25) podemos obtener la ecuacion del equilibrio hidrosté-
tico para la materia que soporta el agujero de gusano:

2

r

F(r)

T

[Pi(r) = Pu(r)] = [p(r) + P (r)]¥(r) (6.26)

Conocida también como ecuacién de conservaciéon de la energia, y nos habla
justamente de la invariancia con la cual permanece una cantidad total de energia en
un sistema aislado, lo que no quita que ésta se pueda transformar en otra forma de
energia.

La ecuacion (6.26) también puede derivarse de la conservacion del tensor energia
momentum?!.

Las ecuaciones de campo (6.23)-(6.25) son un conjunto de tres ecuaciones diferencia-
les que relacionan cinco funciones desconocidas de r : b(r), ®(r), p(r), P.(r) y Bi(r).
El procedimiento usual para resolver dicho sistema de ecuaciones es introducir algin
tipo especifico de materia o campo que describa la fuente del tensor energia momen-
tum, y mediante el analisis fisico de dicha fuente, obtener las ecuaciones de estado
para las presiones como funcion de la densidad de energia, es decir, P, = P.(p) y
P, = P,(p). Sin embargo, en el estudio de agujeros de gusano atravesables, la filosofia
de como resolver estas ecuaciones de campos es diferente de lo usual. Esto ya que
deseamos encontrar una soluciéon que cumpla con ciertas propiedades geométricas,
luego ver que el tensor de energia momentum pueda soportar tal geometria y final-
mente ver que tipo de fuente es descrita por este tensor. Mateméaticamente, esto nos
permite imponer condiciones solo sobre las funciones b(r) y ®(r), y las funciones p, P.
y P, quedan sujetas a las ecuaciones de campo junto con las restricciones elegidas
por nuestros b(r) y ®(r) para describir un agujero de gusano atravesable.

6.2. Embebimiento

Sabemos que la métrica de Morris y Thorne es simétricamente esférica, por lo
tanto, sin perdida de generalidad nos enfocamos en un plano ecuatorial de la esfera,

Iy, T =0
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y para ello hacemos 6 = 7/2. Ademas, nos enfocamos en un instante fijo en el espacio
tridimensional, es decir, fijamos el tiempo t¢.
Por lo tanto la métrica (6.1) queda escrita como:

dr?

1 )

T

ds* = + r2dg? (6.27)

Deseamos ahora visualizar este plano ecuatorial como si fuese removido desde el
espaciotiempo y embebido en un espacio Euclideano, para ello introducimos el espacio
Euclideano en coordenadas cilindricas.

ds* = dz* + dr* + r’d¢? (6.28)

La superficie embebida sera axialmente simétrica, entonces la podemos describir por
una funcion z = z(r), asi podemos escribir:

dz\?
1 Niid
()
Este elemento de linea es igual a nuestro plano ecuatorial de la garganta del aguje-
ro de gusano (6.27) si identificamos la coordenada (r,¢) del espacio embebido con

la coordenada (7, ¢) del espaciotiempo del agujero de gusano. Podemos ver que la
funcion z(r) describe la superficie embebida, asi, esta quedaria descrita por

% —-— <b(r—r) P 1)_1/2 (6.30)

Podemos ver de esta expresion que al alejarnos de la garganta del agujero de gusano
(r — 00), el diagrama de embebimiento nos entrega dos regiones asintéticamente
planas. Mateméaticamnete esto significa que

ds* = dr® + r?dg? (6.29)

dz

— =0 6.31
dr ( )

=00

Nota sobre la componente radial de la métrica

Notemos que la signatura utilizada en la métrica (6.1) es (-,4,+,+) y ésta se debe
preservar en toda la extension del espaciotiempo definido, esto se logra exigiendo
que la componente radial de (6.1) sea siempre positiva, asi se preserva la signatura
Lorentziana utilizada, esto es

Grr = >0eb(r)<r (6.32)



6.3. Condicion de Flare Out o de ensanchamiento

Cuando hablamos de un agujero de gusano, hablamos de una configuracion del
espaciotiempo en la cual existen dos regiones asintoéticamente planas conectadas atra-
vés de una garganta que no se cierre, una manera de lograr esto es pedir que el agujero
de gusano se ensanche constantemente. Para esto utilizamos entonces al criterio de
la segunda derivada.

Para analizar dicha condicion utilizamos el inverso de la funciéon z(r) en la ecuacion

(6.30)

dr r
Y L (6.33)
dz b(r)
derivando con respecto a z la ecuacion (6.33), entonces z(rg) sera un minimo relativo
si en dicho punto o en su cercania, dicha funcién es mayor a cero

d*r b(r) =V (r)r

dz2 2b%(r)
Dicha condicién es conocida como la Condiciéon de Flare-Out o Condicién de
ensanchamiento y nos entrega la condicion necesaria para que exista una garganta

que no se cierre en el agujero de gusano.
Evaluando la ecuacion (6.34) en la garganta encontramos que b'(rg) < 1.

>0 (6.34)

6.4. Condiciones de energia

Analizaremos ahora lo que sucede con las condiciones de energia, para esto nos
enfocaremos en el punto de radio minimo para el agujero de gusano, es decir, su
garganta (rg).

La condicién de Flare Out evaluada en la garganta nos dice algo sobre esto:
d*r _ b(rg) — b (r0)r0
dz? B 2b2(rg)

r=ro

>0 <= ro(1 =0 (rg)) >0 (6.35)

Elegimos el parametro ry positivo, para evitar posibles problema més adelante?. Por
lo tanto, la ecuacion (6.35) queda como:

b (ro) < 1 (6.36)

Ahora, analizando la ecuacion (6.23) en la garganta, y utilizando lo encontrado en
la ecuacion anterior encontramos que:
b/(T’o)

1
kp(ro) = 2 < > (6.37)

2ry es un parametro libre, podemos fijar a mano cualquier valor para este.
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Como vemos esta expresion es positiva, solo se nos exige que kp(rg) < 1/r2, por lo
tanto, hasta ahora es innecesario el uso de algin tipo de materia especial para cons-
truir un agujero de gusano del tipo de Morris y Thorne. Debemos seguir avanzando
para ver cuales son las restricciones que nos arrojaran las ecuaciones.

Si vemos ahora que sucede con la presion radial (6.24) encontramos que:

<P (ro) = r2_o (1 - b(;;)o)) B 5(7%0)
_ —rig <0 (6.38)

Podemos ver aqui que, para que se sostenga el agujero de gusano es necesario un
tipo de materia cuya presion radial sea negativa en la garganta. Ademéas podemos
ver que si sumamos las ecuaciones (6.23) y (6.24) tenemos:

ddﬂ+ﬂv»:§@_ﬁg)wm_ﬂﬁigﬁz
4 % (1 ) @) W —Zbigr) % (6.39)

Que evaluado en la garganta (r = ry) encontramos:

2 b b 2()2 T d2r
w(p) + Bilro) = 2 (1= E0 ) ) = 20
0 T=T0
o dr
TS’ dZ2 T=T0
2 d?r
T T det 6.40
To d2’2 r=ro ( )

Vemos que en la expresion anterior esta presente la condicion de Flare Out, la cual
es positiva siempre, incluyendo la garganta, por lo tanto dicha expresion es negativa,
es decir:

k(p(ro) + Pr(rg)) <0 (6.41)

Esta expresion viola las condiciones de energia débil, fuerte y nula.

Si bien la densidad de energia de la garganta del agujero de gusano es positiva (6.37),
su presion radial es negativa (6.38) y ademés se violan algunas condiciones de energia
(6.41). Podemos concluir entonces que se necesita de algtn tipo de materia especial
que soporte estos agujeros de gusano, a ésta tipo de materia con esas caracterisitcas
especiales le llamamos materia exotica.
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Debe ser mencionado que la presion lateral evaluada en la garganta es dada por:

MDY [y e ) B 2 ) < b0)
et = (1= 532 ) |00 + 0 - EEEE R e 0 - S
_ b(ro) _27% (ro)ro (6.42)

que como vemos es positivo si y solo si &/(rg) < 1, pero esto ya lo sabiamos.
Si sumamos la ecuacion (6.23) y (6.25), y si evaluamos en la garganta obtenemos:

k(p(ro) + Py(ro)) = b(ro) ;TEOI)/(TO)

B 1+ 0 (ro) 1
. 27“(2) T(Q)

(6.43)

que como vemos es positivo. Si sumamos las ecuaciones (6.23)-(6.25) y evaluamos en
la garganta tenemos:

K(p(ro) + Pr(ro) +26,(r0)) = 0

6.5. Defecto topolégico

Como bien sabemos, podemos escribir la métrica (6.1) en funcién del tensor
métrico, como se muestra en la ecuacion (2.5). Hacemos esto para poder describir
mejor el defecto topolégico asociado a los agujeros de gusano descritos, y con esto
poder ver si tienen déficit o exceso angular.

Escribimos entonces la métrica (6.1) usando el tensor métrico.

ds® = gudt® + grodr® + gopd6”® + goude® (6.44)
donde
gir = e~ 22
1
Grr = @
goo = 17

Gsp = 1 sin’(0)

Ahora, queremos ver si la métrica (6.1) tiene algiun defecto topologico. Para ello
es que reescribimos la parte radial de la métrica en funciéon de una nueva coordenada

I(r):
I(r) ==+ / VGrrdr +C (6.45)
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Que reemplazando el valor de la componente radial g,, podemos escribir como

I(r) = / /jdwc (6.46)

Analizando la ecuacion (6.46) podemos deducir que [(r) existe si y solo si b(r) < r.
Luego de encontrar esta nueva funcion (6.46) debemos encontrar su inversa (1), para
ast construir la funciéon r%(1) = aR? (donde R o I(r)) y poder deducir si el Agujero
de Gusano estudiado corresponde a uno que tenga algin tipo de déficit o exceso
angular.

Asi podemos reescribir la euacion (6.1) como:

ds? = —e 20d? 4 di(r)? + R¥(d§° + sin?(8)de?) (6.47)
donde 0 = af y ¢ = oo

La funcién « nos permitira saber si el Agujero de Gusano presenta algin tipo
de defecto topologico. El agujero de gusano presenta déficit angular si 0 < a < 1,y
presenta exceso angular si o > 1.

3

3En este capitulo se ha utilizado [17], [2] y [24]
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Capitulo 7

Agujero de Gusano Fantasma con
una funcion de forma cuadratica

El tipo de materia del que esta compuesto nuestro universo puede ser entendido
a través de la ecuacion de estado w = IZ(SS). En el marco de la Relatividad General,
sabemos que si —1 < w(r) < —1/3 entonces estamos en presencia de energia oscura,
segun los descubrimientos de la cosmologia moderna, esta es la hipotesis mas acepta-
da que explica la aceleracion observada del Universo. Sin embargo, existe evidencia
observacional de que el fluido cosmico que conduce al universo a la aceleracién puede
satisfacer también una ecuacion de estado de la forma P(r)/p(r) < —1, con densi-
dad de energfa positiva. Un fluido césmico que cumple con tal ecuacion de estado
es llamado "fluido fantasma", y si dicho fluido dominase la expansiéon cosmica del
universo, entonces este podria terminar en una singularidad tipo Big Rip, es decir,
en un desgarramiento cosmico.’.
El fluido fantasma tiene una presion negativa tan fuerte que viola la condicion de
energia dominante (DEC), pero esta es una condicion necesaria para la existencia de
agujeros de gusano estaticos.

La energfa cosmica fantasma es un campo homogeneo con presion isotrépica, ademés,
los agujeros de gusano son configuraciones inhomogeneas del espacio tiempo. Espe-
cificamente, para agujeros de gusano estaticos, la materia fantasma es considerada
como un fluido inhomogeneo y anisotrépico, con una presion radial que satsiface la
relacion P,.(r)/p(r) < —1.

En general, en un espacio tiempo esféricamente simétrico la presion radial y late-
ral son diferentes, entonces debemos pedir que el modelo satisfaga DEC, dado por
p(r) >0y —p(r) < Pi(r) < p(r), donde P; son las presiones radial y lateral.

'En un Big Rip, la energfa fantasma presente en todo el universo, seria tan fuerte que la ener-
gia dentro de los atomos no lograria contrarrestar la expansion acelerada producida por el fluido
fantasma, desgarrando asi el &tomo debido a la enorme fuerza tratando de separarlo
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En este capitulo estudiaremos una ecuacion de estado variable con dependencia ra-
dial w(r) = IZ(—E,T)) y analizaremos el caso en que w(r) < —1.

Estudiaremos ademaés la solucion de Morris y Thorne [17] con una funcion redshift
dada ®(r) = &y = cte, y una funcion de forma cuadratica del tipo

b(r) = a1 + agr + as (7.1)

donde aq,as y az son pardmetros constantes.

La funcion de forma (7.1) tiene en principio 3 parametros libres, donde la liber-
tad de estos parametros depende de las condiciones necesarias para construir un
agujero de gusano discutidas en el capitulo 6. Lo que haremos sera reemplazar uno
de estos parametros por el valor de la garganta del agujero de gusano ry que es algo
que podemos fijar con mas libertad, y asi trabajaremos solo con dos parametros en
vez de tres.
Para ello utilizaremos la condicion de un minimo para la coordenada radial b(ry) = ro,
para reescribir la ecuacion (7.1) y dejarla solo en funcion de los parametros ay, as y
de la garganta 7.

b(r) = ayr® — (airo + % —r+as (7.2)

0

Consideremos entonces una solucion atravesable de un agujero de gusano estatico,
no cargado, con simetria esférica y que conecte dos regiones asintéticamente planas,
para ello introducimos entonces la métrica de Morris y Thorne (6.1). Reemplazamos
luego el valor para la funcion de forma a estudiar (7.2) y encontramos la métrica con
la cual trabajaremos en adelante.

dr?

a
a1r2—(a1ro+%—1)r+a3

ds? = —e2®M g2 1 + 72(d6* + sin*(0)d¢?) (7.3)

1 —

T

Analizaremos entonces las condiciones necesarias para hacer posible un viaje a
través de este tipo de agujero de gusano con las respectivas restricciones mostradas
en el capitulo 6.

Consideremos ahora la funciéon redshift ®(r) = ¢y = &'(r) = 0, introduciendo
ademaés la funcion de forma (7.2) y considerando el pardmetro £ = 1 encontramos
que las ecuaciones de campo de Einstein (6.23)-(6.25) quedan escritas como

_aro(2r — 1) + 1o — as

p(r) (7.4)
P(r) = _(T—To)(ag— o)+ (7.5)
P(r) = 221 (7.6)
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notar que la ecuacion (7.5) puede ser escrita en funcién de p(r). 2

Si sumamos ahora las ecuaciones (7.4) y (7.5) tenemos:

CL1T2 — as

p(r) + Bi(r) = (77)
Si sumamos las ecuaciones (7.1) y (7.6) tenemos:
b(r) +rb'(r)

2r3
3a1m? = 2(a1rg + B — 1)r +a
_ (arro + 55 = Ur + as (7.8)

2r3

La positividad de las ecuaciones (7.4)-(7.8) dependera en general de los valores ele-
gidos para los pardmetros aq, as y 7, y si estamos analizando el agujero de gusano o
el espacio tiempo en el cual estéd contenido.
Ahora si sumamos las ecuaciones (7.4)-(7.6) tenemos:

p(r) + Po(r) + 2P (r) = 0 (7.9)

p(r) + Fi(r) =

En un analisis posterior mostraremos que el agujero de gusano construido con la
funcion de forma (7.2), viola las condiciones de energia débil, fuerte y nula.

La funcién de estado variable

Una ecuacion de estado variable nos entrega informacion sobre el tipo de materia
del que esta compuesto nuestro universo. Analizaremos esta ecuacién para catacte-
rizar nuestro agujero de gusano estético en estudio y el espacio tiempo sobre el cual
éste vive. Tenemos entonces que:

P”"
w(r) = "

_ 70 (r—ro)(arr — ) +r (7.10)

o arro(2r — o) + 1o — ag

Al analizar la ecuacion de estado (7.10) en la garganta del agujero de gusano

encontramos que:

et (7.11)

as __ —
o aiTo 1

Esta se convierte en un parametro constante que depende del punto donde ubiquemos
la garganta y los valores para los parametros a, y as.

2Po(r) = & (a1r® — ag) — p(r)
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7.1. Condiciones para la construccién de un agujero
de gusano

Lo primero que debemos analizar para ver si es posible construir un agujero de
gusano es la condicién de Flare-Out, que nos entrega la informacioén necesaria para
la existencia de una garganta estable, es decir, que no colapse en su proceso de
formacion. Para ello analizamos la ecuacion (6.34) que es valida cuando
b(r) — b'(r)r > 0, reemplazando ahora por el valor de la funcion de forma (7.2) esto
se traduce en pedir que

as —a;r® >0 (7.12)

Entonces, para todo conjunto de valores de a; y a3z que cumplan con (7.12), existe
un agujero de gusano cuya garganta no se cierra en su proceso de formacion.

Por otro lado la componente radial de la métrica (7.3) la podemos escribir como

1 7T
rr — - 7.13
Im =180 T (r— o) (ag — arrro) (7.13)

claramente tanto r como rg son positivos, por lo tanto el numerador de la ecuaciéon
(7.13) es positivo. Por definicion, r — 9 > 0 porque el agujero de gusano tiene un
radio minimo en 7 = 7 (su garganta), por lo mismo el factor (a3 — a;rrg) > 0 en
todo lugar en que se cumpla la condicion de Flare-Out (7.12).

Podemos decir entonces que la componente radial de (7.3) es positiva en toda
extension donde se cumpla la ecuacion (7.12), por lo tanto el agujero de gusano
generado esta contenido en todo el espacio definido en (7.3).

Lo que queremos ver ahora es el rango de validez de la inmersion, es decir, si la
inmersion es acotada (sobre que rango de valores) o si no lo es. Para esto reescribimos
la ecuacion (6.30) como

dz = i&dr (7.14)
r—b(r)
El denominador de la ecuacion (7.14) es positivo por definiciéon, por lo tanto, para
ver el rango de validez de la inmersion debemos analizar los ceros de la funcion b(r),
y esto lo hacemos teniendo en cuenta la condicion de Flare-Out y los valores que
toma la componente radial.
Asi, los ceros de la funcion (7.2) quedan dados por

airo + %0 —1 1 as
=2 4+ — ——-1)2 -4 7.15
r4+ 2@1 20,1 (CLlTQ + ro ) aijas ( )
Definamos ahora a A = (ayrg + == )? — 4ayaz, entonces
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= Si A = 0 entonces existe una solucién que corta al eje r en un punto
= Si A > 0 existen dos soluciones que cortan al eje r en dos puntos
= Si A < 0 no existen soluciones que corten al eje r en algtin punto

Lo que se intenta encontrar con la ecuacion (7.15) son los valores positivos de la
funcion b(r) y los puntos en los que corta al eje r de la grafica b(r) v/s r, esto
porque ello tiene estrecha relacion con la construccion del agujero de gusano cuando
queremos graficar z(r) v/s r.

Reconocemos entonces tres casos en los que es posible construir un agujero de gusano
en funciéon de los valores que pueden tomar los parametros a; y as segin lo expone
la ecuacion (7.12)

7.1.1. Casos en los que es posible la construccién de un agu-
jero de gusano
En el anélisis de la ecuacion (7.12) podemos clasificar tres tipos de soluciones que

nos permiten construir agujeros de gusanos. Ademas de la ecuacion (7.13) podemos
ver la extension del espacio tiempo en el cual estos estan contenidos.

1. Caso I:
Cuando a; < 0y ag > 0, el agujero de gusano existe para 0 < rqg < r < oco.
Mas adelante, para analizar este caso escribiremos a; = —|ay| y asi tener una

mejor visualizacion del fenémeno.

2. Caso II:
Cuando a; < 0y a3 < 0, la existencia del agujero de gusano se encuentra en el

rango /% <rop <r < oo.

ai
En un anélisis posterior escribimos a; = —|a;| y ag = —|as|, para este caso.
Notemos que:

3. Caso I1I:
Sia; >0y ag > 0, el agujero de gusano existe en 0 < rg < r < syel

espacio tiempo queda definido hasta r < ag/a;jro.

Podemos notar ademés que existe un cuarto caso de posibles valores para los para-
metros: a; > 0y ag < 0, pero para estos, no se cumple la ecuacion (7.12), por lo
tanto no existe un agujero de gusano en esta configuracion gravitacional.

En la seccién que sigue analizaremos los posibles casos donde se cumple la ecuacion
(7.12) que mantiene los paramteros a; y az diferentes de cero.
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7.2. Densidad de Energia y Condiciones de Energia

Nos enfocaremos ahora en estudiar la densidad de energia de la materia que
sostiene el agujero de gusano, ademés veremos el tipo de materia que esta presente
en el espacio tiempo que sostiene contiene el agujero de gusano.

Analizaremos ademas las condiciones de energia de los agujeros de gusano y del
espacio tiempo que lo contiene, para ver si el tenosr energia momentum cumple o no
con las restricciones analizadas en el capitulo 5.

7.2.1. Densidad de Energia

La construccion de agujeros de gusano cuya densidad de energia sea positiva,
nos asegura que cualquier observador estatico puede medir una densidad de energia
positiva para nuestro cuerpo geométrico de estudio. La positividad de la densidad de
energia se analiza estudiando las condiciones que debiesen cumplir los pardmetros a;
y as en la ecuacion (7.4). Por ello es que se analizan tres casos.

Caso I:

Para el caso en que a; < 0y az > 0, la densidad de energia (7.4) es dada por:

—|ay|ro(2r — ro) + 1o — as
L 7.16
ol0) (7.16)

donde vemos que:

a) Siag > 19 — r3|a;|, entonces p(rg) < 0, por lo que la densidad de energia es
negativa para todo lugar donde r > rg.

b) Si az < ry — r2ai|, entonces p(ry) > 0 y obtenemos que p(r) < 0 para r > rs,
r07a3+\a1|r[2)
2|a1|ro

y p(r) > 0 para ry < r < 73, donde r3 =

Caso I1

Ahora si tenemos valores de a; < 0y a3z < 0 ecuacion (7.4) queda escrita como:

_ 20 )
p(r) = —lealrol2r = ro) 70 F Jas| (7.17)

21

donde podemos considerar dos casos a analizar:

a) Si |asz| < r2lai| — ro, entonces p(rg) < 0, por lo que la densidad de energfa es
negativa para todo sector donde r > 1.

b) Si |az| > 7r2|ai| — ro, entonces p(rg) > 0 y obtenemos que p(r) > 0 para

. 2
ro <7 <r,y p(r) <0 parar > ry, donde ry = EoHnl
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Caso 111

Finalmente, cuando a; > 0 y a3 > 0 la ecuacion (7.4) queda como sigue:

aro(2r —ro) + ro — as
27

p(r) =

(7.18)

De aqui podemos analizar dos posibilidades:

a) Siag < airg + ro entonces p(rg) > 0, y la densidad de energia p(r) > 0 para
r>Tp.

b) Si az > a;rg + ro entonces p(rg) < 0. Asi, obtenemos que p(r) < 0 para
a3+a1rgfr0
2a179

ro <1 <7r9,y p(r) >0 parar > ry, donde ry =

En conclusion,para los tres casos analizados es posible construir agujeros de gu-
sano tipo fantasma. En las figura (7.1) y (7.2), se muestra el comportamiento de la
densidad de energia para estos tres casos.
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(a) La linea discontinua representa el caso pa- (b) La linea discontinua representa el caso pa-
ra el cual p(rg) > 0. La linea solida y la ra el cual p(rg) > 0. La linea solida y la
linea punteada, representan los casos donde linea punteada, representan los casos donde
p(ro) = 0y p(r,) < 0, respectivamente. Po- p(rg) < 0 y p(r,) = 0, respectivamente. Po-
demos ver que en los casos de la linea so6lida demos ver que en los casos de la linea solida
y la linea punteada, la densidad de energia es y la linea punteada, la densidad de energia es
siempre negativa para todo r > rg, mientras siempre negativa, mientras que para la linea
que para la linea discontinua, la densidad de discontinua, la densidad de energia es positiva
energia es positiva para rgp < r < r3, y comieza para rop < r < ry, y comieza a ser negativa
a ser negativa para r > r3. para r > ry.

Figura 7.1: La figura muestra el comportamiento de la densidad de energia para los
casos donde: (a) a; < 0y asz > 0;y (b) a3 <0y as < 0. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.2: La figura muestra el comportamiento de la densidad de energia para el
caso a; > 0y ag > 0. La linea discontinua representa el caso para el cual p(rg) < 0.
La linea solida y la linea punteada, representan los casos donde p(r9) > 0y p(r,) = 0,
respectivamente. Podemos ver que en el caso de la linea solida, la densidad de energia
es siempre positiva, mientras que para la linea discontinua, la densidad de energia es
negativa para ro < r < ry, y comieza a ser positiva para r > ry. Fuente: Elaboracion
propia.

7.2.2. Condiciones de energia

Sabemos que la violacion de la Condiciones de Energia Dominante (DEC)

p>0, p+p, 20, p+p >0 (7.19)

es una condicidén necesaria para la existencia de agujeros de gusano estaticos. Debe
ser mencionado que la condicion de energia fuerte (SEC) (5.18) es satisfecha para
el caso en que ¢(r) =cte. Por lo tanto, la relacion p+ P, +2P, = 0 sera siempre valida.

Si evaluamos la presion radial (7.5) en la garganta nos percatamos que esta es nega-
tiva, P, = —1/r2, mientras que la presién lateral se mantiene positiva
P = (a3 —ayrg)/2r3 segin la condiciéon de Flare Out (7.12) evaluada en la garganta.

Ahora si queremos analizar DEC, debemos fijarnos en los valores que toman los
parametros a; y as. Es por ello que analizamos tres casos, a diferencia con los casos
anteriores, es que ahora analizaremos todo el espacio tiempo de definicién, no solo
donde es posible construir el agujero de gusano, sino que en toda la extension donde
vive.
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Caso 1

Para el caso en que a; < 0y az > 0, podemos escribir la ecuacion (7.16), la
presion radial y lateral como:

— 2 —
(r) = 27|f”| + |a1|7"°;;;° % (7.20)
2 _ 2 _
P.(r) = ’alfrrg as ’a1|ro;r7(’)0 as (7.21)
mm:ﬁ%?ﬁ (7.22)
Podemos ver que la ecuacion (7.20) es negativa siempre que:
|a1|r(2) +1r9g—as <0 (7.23)

Si no se cumple esta expresion, entonces la densidad de energia se anula para algin
valor de r cambiando su signo, como se pudo ver en el Caso I de la seccién 7.2.1.
En tanto que la presion radial puede ser positiva como negativa, y en la garganta
tiene un valor de P,.(rg) = —1/r2 que sera negativa para todo valor donde r > rq.
Mientras que la presion lateral es siempre positiva.

Por otro lado, las ecuaciones (7.7) y (7.8) quedan como:

2
p(r) + Pu(r) = ——'aﬂrr; = (7.24)
2 2 _
o(r) + B(r) =~ =3 Jarlro +7o = oy (7.25)

2r3 r2ro
La expresion (7.24) es negativa para todo valor donde r > ry. En la garganta, p(ry) +

2rg— 2_ . o .
Pi(rg) = %goas? que puede ser tanto negativo como positivo, al igual que la

ecuacion (7.25).

Caso 11

Si los parametros a; < 0 a3 < 0 podemos escribir la ecuacion (7.17), la presion
radial y lateral como:

. —2’0/1‘ ]al\rg + 1o+ ]a;;]
= +

7.26
p(r) . . (7.26)
lay|r? + |ag]  as| + |ai|rd + 1o
P. = — 7.27
(r) =l (1.27)
!CL1|7“2 — |as|
Ri(r) = (7.28)
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La densidad de energia puede ser tanto positiva como negativa, como se analizé en
el Caso II de la seccion 7.2.1.

En la garganta, la presion radial es negativa para todo r > rg, y la expresion (7.27)
puede ser tanto negativa como positiva, dependiendo de los valores de a; y az. Mien-
tras que la presion lateral es negativa para r < \/ag/a; y positiva para valores de

> \/as/ay.

Si analizamos ahora las ecuaciones (7.7) y (7.8):

2
as| — (ag|r
o(r) + Br(r) = 12l = ol T3| ! (7.29)
lay|r? + |ag]  as| + |ai|rd + o
pr) + R(r) = ———5—— + =5 (7:30)

Podemos ver que la ecuacion (7.29) se anula para r = \/|as|/|a1|, y que esta es

positiva cuando r < y/|ag|/|a1|, y negativa cuando \/az/a; < ro <.
En la garganta encontramos que p(rg) + P(ro) = 1/r3, que como vemos es positiva.
La ecuacion (7.30) puede tomar tanto valores positivos como negativos.

Caso III

Ahora cuando los parametros a; > 0 y az > 0, podemos reescribir la densidad,
la presion radial y la presion lateral como:

C2ay  ag+airg — 7o

p(r) = - U r2r, (7.31)
P =-2 -5y Wi;—;g_”’ (7.32)
Py = o5 w
Es claro que la expresion (7.31) es positiva siempre que:
as+arg —ro <0 (7.34)

Si esta ecuacion no es satisfecha, entonces la densidad de energia se anula para algin
r cambiando su signo, como se pudo ver en el caso III de la seccion 7.2.1.

De la ecuacion (7.32) podemos concluir que la presion radial es negativa siempre
que se cumpla la ecuacion (7.34). Podemos ver ademaés, de la ecuacion (7.33) que
la presion lateral desaparece para r = y/as/a; y ocurre que P, > 0 para ro < r <
Vas/ay.

Si analizamos el comportamiento de p(r) + P,(r) y de p(r) + F(r) tenemos para la

primera:

o(r) + Pi(r) = 492 (7.35)

r3
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En la garganta esta relacion nos dice que:

p(r) + Po(r) = % (a1 - a—;”) (7.36)
Podemos notar que la expresion (7.35) se anula para r = y/as/a;.

Del Caso III de la seccion 7.1.1 podemos ver que 1o < y/as/aj, lo que implica que
a; < ag/r¢, por lo tanto en la garganta se viola WEC, es decir, p(r) + P.(r) < 0. Co-
mo era de esperarse, la condicion de energia débil es violada para ro < r < \/as/a;.
Para el rango y/as/a; < r < as/a; se cumple que p(r) + P.(r) > 0, entonces se
cumple DEC en este intervalo de valores para la componente radial.

La otra expresion queda como:

3a; a3 a3+a1r§—ro
+ P s R— '
p(r) 1(7) o + 573 27, (7.37)

Si se cumple con la ecuacion (7.34), entonces la ecuacion (7.37) es siempre positiva.
2
a17g—a3~+2ro

Y en la garganta del agujero de gusano, tiene un valor de p(rq) + P(rg) = PR
0

que en general puede ser positivo como negativo.

7.2.3. Agujeros de Gusano de tamano finito

En esta seccion nos enfocaremos en estudiar agujeros de gusano de tamano finito.
Para hacer este estudio nos hemos centrado en el Caso 111, es decir, consideraremos
agujeros de Gusano donde los parametros a; y ag son positivos.

Para ésto, estudiaremos los diagramas de embebimiento (7.14) y el rango de vali-
dez de éste (7.15), para ello es que nos encausamos en el analisis del término

A = (ayro + ‘;—3 — )2 — 4aia3 que nos entrega el ntimero de soluciones reales de la
ecuacion (7.15).

a) Caso A =0
En este caso existe una tnica raiz para la ecuacion (7.15), donde se cumple que
b(r) > 0. Esta condiciéon nos entrega una restriccion sobre az dada por

as =Ty + CllT(Q) + 2T0\/CL1TO (738)
entregandonos asi dos soluciones para la ecuacion (7.15):

re =10 % )2 (7.39)
ai

Y para este caso, la funcion de forma queda dada por:
b(r) =710+ (r —710)* — 2(r — ro)\/arro (7.40)
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7.3.

rota1r2+2ro\/airg
al :
Algo que debemos considerar al momento de elegir la rama positiva o negativa

de 7,4 €8 que:

Y el agujero de gusano se extiende desde ry hasta 7., =

_ \/TO + ayrd — 2ro\/airo
To

a1

si a; < 1/4ry para la rama negativa de 7,,,,. Mientras que para la rama positiva
se cumple que:

a1

- \/7”0+a17‘(2)+27”0\/a17“0
To

para cualquier a; > 0

Caso A <0

Cuando A < 0, no hay soluciones reales para (7.15), pero sucede que b(r) > 0.
Por lo tanto el embebimiento existe siempre que el pardmetro as satisfaga la
restriccion:

ro(1 + airg — 2\/a1ro) < az < ro(1 + airo + 2v/ai7g) (7.41)

Recordemos ademas que los parametros a; y az son positivos, entonces el agu-
jero de gusano obtenido a partir de la restriccion (7.41) puede ser embebido
de forma completa en el espacio Euclideano, es decir, el espacio tiempo del

agujero de gusano y al mismo tiempo su embebimiento, se extienden desde un
as
airo’

ro hasta un r,,,, =

Caso A >0

Si la condicion (7.41) no se cumple, entonces las raices 7, y r_ de la ecuacion
(7.15) son reales, puesto que el determinante A es positivo. Asi, la funcion de
forma para este caso es positiva en los intervalos (—oo,r_) U (r, +00), enton-
ces el diagrama de embebimiento de una agujero de gusano de tamano finito
puede existir parcialmente en un espacio Euclidea restringido por(—oo,r_) U

(ry, +00), donde el agujero de gusano existe desde un 7y hasta un r,,,, = a‘f—io

Construcciéon de agujeros de Gusano

En esta parte, nos centraremos en en la construccion de agujeros de gusano es-
taticos tipo fantasma, es decir, agujeros de gusano que cumplan con la condicion
P/p < —1. Para realizar este estudio nos enfocamos en el Caso III, donde los pa-
rametros a; y as son positivos y en la condicion (7.34). El cumplimiento de esta

ecuac
tivas,

i6n nos asegura que la densidad de energia, y p(r) + F,(r) seran siempre posi-
mientras que la presion radial serda negativa en toda su extension.
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Para llevar a cabo este analisis dejaremos fijo los valores de los pardmetros a; y
az para construir ejemplos especificos, y veremos el comportamiento de la densidad
de energia, la presion radial y lateral, las condiciones de energia y el parametro w(r).

7.3.1. Agujero de Gusano con densidad de energia positiva

Consideremos los parametros a; = 1/5 y a3 = 4/5. Del Caso III de la seccion
7.1 concluimos que el agujero de gusano se extiende desde ro = 1 hasta r,,. = 2.
La densidad de energia, y la presion radial y lateral estan dada por:

4 —1r?
5r’ 1073
Es claro que la densidad de energia es positiva para todo valor de r, y la presiéon

radial es negativa. Mientras que la presion lateral es negativa para 1 < r < 2y
positiva para r > 2. De la ecuacion (7.42), encontramos que:

P(r)= -4 P(r) =

5p3

p(r) = (7.42)

pr) + Po(r) = (7.43)
plr) + Bi(r) = 2ot (7.44)

Podemos ver que se viola DEC cuando 1 < r < 2, es decir, p(r) + P.(r) < 0. Note
ademés que la métrica (7.3) dada por:

dr?

1\ (4
=2 G-3%
deja de ser Lorentziana para r > 4, por lo tanto, el espacio tiempo se extiende desde
la garganta en ro = 1 hasta r =4
Entonces, el espacio tiempo completo es de tamano finito, como tambien lo es el
agujero de gusano que esta contenido dentro de este.

Se puede ver que el agujero de gusano esta conectado a un espacio tiempo compuesto
por una distribucién de energia oscura, que se extiende desde r = 2 hasta r = 4. En

dicho sector se cumple DEC, es decir, p(r) + P,.(r) > 0. En este caso la funcion de
forma es dada por:

ds? = dt® — — r2(d6? + sin? 0d¢?) (7.45)

b(r) = (r — 1) (g - %) +r (7.46)

que en general es positiva para cualquier valor de la coordenada radial, en conse-
cuencia, el embebimiento existe para el espacio tiempo completo (7.45).

Ahora, si analizamos el comportamiento del parametro de estado w(r) = P.(r)/p(r),
encontramos que:

= Para 1 <r < 2 tenemos un comportamiento tipo fantasma, puesto que —2.5 <
w < —1.
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= Mientras que para 2 < r < 4, encontramos que —1 < w < —0.625.

Lo que quiere decir que el agujero de gusano estd conectado a una distribucion
de energia oscura. Esto lo podemos visualizar en la figura 7.3, donde ademés se
muestra el comportamiento para las ecuaciones (7.42)-(7.44), para la ecuacion de
estado P,.(r)/p(r) = w(r) y su diagrama de embebimiento.

1 p z(r)
v : /
] 5 /
: /
. /
E . /
: //
E 5 s Dark
] f // Energy
: /
-/
| v/
/
7
J s
Phantom/
Energy//

/

: S
To \/% =2
(a) En la figura podemos ver que la densidad (b) La funcién de embebimiento es dada por
de energia es siempre positiva, y la presion 2(r) = f /5 Tjt&dr, y su segunda derivada
radial siempre negativa. La presion lateral es T

es positiva para 1 < r < 2, y negativa para
2 < r < 4. Por otro lado, para 1 < r < 2
la ecuaciéon de estado tiene un caracter tipo
fantasma dado por —2.5w(r)/p < —1, mien-
tras que para 2 < r < 4 la ecuacién de esta-
do se comporta como energia oscura, esto es,

-1 < w(r) < —0.625.

r

1
a3 _ g
a1

se anula en r = 2. El espacio tiempo se extien-
de desde rp = 1 hasta r = 4, y el agujero de
gusano fantasma se extiende desde la gargan-
ta hasta r = 2, donde un punto de inflecciéon
esta presente. Una distribucién de energia os-
cura existe desde r = 2 hasta r = 4, la cual
esta conectada a un agujero de gusano fantas-
ma. Para r < 2, DEC es vioalda, mientras que
para r > 2, DEC es cumplida.

Figura 7.3: En la figura (a) se muestra el comportamiento de las ecuaciones (7.42)-
(7.44) y de la ecuacion de estado P,.(r)/p(r); y en la figura (b) se muestra el com-
portamiento de la funcion de embebimiento, para valores de a; = 1/5y ag = 4/5
en ambos casos. Podemos ver en (a) y (b), que el agujero de gusano fantasma esta
conectado a una distribucién de energia oscura. Fuente: Elaboracion propia.

7.3.2. Agujeros de Gusano Microscoépicos

Es interesante notar que la parte del espacio tiempo donde existe el agujero de
gusano puede ser arbitrariamente pequena. Para esto los pardmetros a; y asz deben ser
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elegidos de tal manera que cumplan que y/as/a; ~ ry. Podemos construir agujeros
de gusano microscopicos usando la ecuacion (7.34), e imponiéndo la igualdad:

az+arg —rg =0 (7.47)
Lo que implica que a; ~ ﬁ y az ~ %2

Como ejemplo, consideraremos el caso en el cual ry = 1. Podemos construir un
agujero de gusano arbitrariamente pequeno haciendo a; = % —dyasz= % + ¢, donde
0~ 0.

Utilizaremos un valor de 6 = 0.01. El agujero de gusano se extiende desde rq = 1
hasta r = 1.0202, y el espacio tiempo total hasta » = 1.04082.

Para la densidad de energia y las presiones, tenemos que:

0.98 2 0.51 — 0.49r2
_ , Po(r) = —0814040%  p oy r (7.48)

p(?") r & 27“3

Claramente p(r) > 0y BP.(r) < 0 en todas partes donde esta definido el espacio
tiempo.
Por otro lado:

—0.51 + 0.49r2

p(r) + Pp(r) = 3 (7.49)
p(r) + B(r) = w (7.50)

La relacion (7.49) es negativa para 1 < r < 1.0202, mientras que se mantiene positiva
para 1.0202 < r < 1.04082. Para este caso, en el agujero de gusano encontramos que
—1.0204 < w(r) < —1, y para la distribucion de energia oscura del espacio tiempo,
se tiene que —1 < w(r) < —0.9804.

7.3.3. Agujero de Gusano con densidad de energia negativa

También es posible construir un agujero de gusano finito con una densidad de
energia negativa. Para hacer esto posible pedimos que la densidad de energia se anule

en r = y/as/a;. Lo que implica que , /Z—f = %, segun lo analizado en el Caso
IIT de la seccién 7.2.1. Esta condicion se satisface, exigiendo que:
as + ro £ 2,/asr

S S (7.51)

7o

a; =
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Esto nos permite escribir dos ramas de soluciones (una rama positiva y una negativa)
para la densidad de energia y las presiones.

PO N NG G )
Ruwvﬁw%i“fg$“”@2 (7.53)
Hw%=_“ﬁat§§§ﬂ+wﬁ3 (7.54)

Estas relaciones nos permiten escribir el parametro de estado:

P(r)  (VroEas)r Froy/as (7.55)

o(r) ~ 2r(y/io £ yas)

Para un ejemplo especifico, tomamos los valores 1o = 1,a; = 1 y ag = 4. Para la
rama negativa, las expresiones (7.52)-(7.54) quedan como:

o) =232 (7.56
Py = -1 ;32)2 (7.57)
B(r) = 22T (7.58)
v ademés tenemos que
o)+ P (1) = (7.59
o) + Ay = E =222 (7.60)

El comportamiento general de estas magnitudes fisicas es mostrado en la figura 7.4.
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Figura 7.4: La figura muestra el comportamiento de las ecuaciones (7.56)-(7.60).
Podemos ver, que la densidad de energia es negativa para 1 < r < 2 y positiva para
2 < r < 4, mientras que la presion radial es siempre negativa, la presion lateral es
positiva para 1 < r < 2, y negativa para 2 < r < 4. por otro lado, p(r) + P.(r)
y p(r) + P.(r) son negativas para 1 < r < 2, y positivas para 2 < r < 4. Fuente:
Elaboracion propia.

7.3.4. Agujero de gusano con dependencia de energia mixta

Estamos ahora interesados en la construccion de un agujero de gusano finito con
una densidad de energia que muestre una dependencia mixta de fluidos, es decir,
que la densidad de energia cambie su signo para alguna esfera de radio rg < ry <
az/ay, donde p(ry) = 0,y ry = ﬁ% Anteriormente habiamos discutido que
si la densidad de energia se anula para algin r, entonces en la garganta siempre
p(ro) < 0. Por lo tanto, si g < ry < y/ag/ai, entonces p(r) < 0 en este rango, y
para ry < r < az/a; la densidad de energia es positiva. De este modo, la condicion

az+ai T% —Tr0
To < 2a170

< y/az/a; implica que el parametro a; satisface que:

1
0<a1<1(1+\/ﬁ)

mientras que el pardmetro as satisface la condiciéon

2 2 4 3
—ay+ay + 2 —ai+ay + 2 ai —aj; — 1
—atats g Tarars o) azanl

ay a ay
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Podemos construir un agujero de gusano que cumpla con tales requisitos. Por ejem-
plo, para ro = 1,a; = 1 y a3 = 3, obteniendo las cantidades:

2r—3
p(r) = =
—r?4+3r—3
P.(r) = —3
3 —r?
Fitr) = 2r3
r2—3
o) + ) =
3(r—1)*
p(r) + Bi(r) = 55

Los cambios de signo para la densidad de energia, pueden también ocurrir para al-
gun radio entre \/az/a; y asz/a;. En este caso, exigimos que a3 > a; + 2\/a; + 1.
Esto implica que para la estructura del agujero de gusano, de la densidad de energia
exotica es siempre positiva. mientras que para una distribucién anisotrépica esferica-
mente simétrica de materia que respeta DEC, la densidad de energia cambia su signo.

Podemos también construir soluciones de agujeros de gusano para los cuales la den-
sidad de energia es negativa para todo el espacio tiempo, es decir, en o < r < az/a;.
Exigiendo que la densidad de energia se anule en ag/a;, podemos asegurar que
p(r) < 0 en todo el espacio.

a3+r(2]a1 —70 as

De la condiciéon e = b obtenemos que si 79 = 1/2, se cumple que a; = 2

y as > 2. Ahora si la garganta esta localizada entre 0 < ry < 1/2, entonces

0 <a < Tg_;#, mientras que para % < ro < ag/a; (con 1y # 1) se cumple

que a; > T_g# Note que para ry = 1 no es posible la construccion de tal espacio
0

tiempo con p(ag/a;) = 0.
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Finalmente, podemos construir un agujero de gusano utilizando todo lo analizado,
es por ello que para hacer este diagrama nos enfocamos en la secciéon 7.3.1. Utilizamos
los mismos valores para los parametros a; = 1/5y a3 = 4/5.

Asi el diagrama tridimensional de la figura 7.3.a mostrado en la figura 7.5 es:

2 Phantom
== Energy

Dark
Energy

Figura 7.5: Las lineas negras de la figura muestran el intervalo donde existe un
agujero de gusano fantasma, es decir, entre 1 < r < 2. Los puntos grises muestran
el sector del espacio tiempo que esta compuesto por energia oscura, este sector esta
limitado por en 2 < r < 4. Fuente: Elaboraciéon propia.

Podemos ver en la figura, que un agujero de gusano compuesto por energia fantas-
ma existe en el intervalo 1 < r < 2, este agujero de gusano fantasma esta conectado
con un espacio tiempo compuesto por energia oscura, la energia oscura se extiende
en el intervalo 2 < r < 4.
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Capitulo 8

Discusion final y Conclusiones

En esta investigacion hemos encontrado nuevos agujeros de gusano estaticos atra-

vesables simétricamente esféricos con una funciéon de forma cuadratica, cuya depen-
dencia es sobre la coordenada radial. Mostramos ademas agujeros de gusano sopor-
tados por una distribucion de energia fantasma.
Para realizar este estudio hemos analizado el caracter variable de la ecuaciéon de es-
tado w(r) = ];”(E“T)). Principalmente nuestro estudio se centr6é en agujeros de gusano
soportados por una materia exética con densidad de energia positiva, vista por cual-
quier observador estatico.

Una caracteristica importante de la descripcion de agujeros de gusano con una
funcién de forma de tipo cuadratica, es que esta incluye agujeros de gusano tipo
fantasma que se extienden hasta el infinito, al igual que el espacio tiempo que los
contienen. Encontramos ademés, bajo este modelo, un espacio tiempo de tamano
finito compuesto por un agujero de gusano tipo fantasma unido a una distribuciéon
esféricamente simétrica, inhomogenea y anisotropica de energia oscura.

Por dltimo, se encontraron soluciones de agujeros de gusano con materia fantas-
ma confinada a una regiéon cercana a la garganta del agujero de gusano, que esta
conectada a una distribucién de energia oscura.

En la pate del espacio tiempo donde esta definido el agujero de gusano la condicion
de energia dominante no se cumple, como era de esperarse para agujeros de gusano
estaticos, mientras que en la parte donde existe la distribucién de energia oscura, si
se cumple con DEC.

En general, para agujeros de gusano de tamano finito, que se construyen a partir de
la restriccion a; > 0y 5 > 0, para la funcion de forma b(r) = (r —ro) <a1r — ff—;’> +r,
la materia exotica de la que esta formado el agujero de gusano, se extiende desde la

garganta en 7y a una esfera de radio 7,,,, = \/as/ai, y el espacio tiempo completo
se extiende hasta un r = as/a;. Ahora, la fuente de materia de la configuracion
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gravitacional para y/as/a; < r < ag/a; es de energia oscura, y en este intervalo la
condicion de energia débil es satisfecha.

Finalmente, se muestra una imagen tridimensional de un agujero de gusano fan-
tasma, conectado a un espacio tiempo con una distribucién de energia oscura.
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