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Resumen

El presente trabajo está dedicado al estudio de un esquema numérico que resuelve un sis-
tema de ecuaciones de tipo Lifshitz-Slyozov. Dicho esquema entrega soluciones aproximadas
que, eventualmente, convergen a la solución exacta del sistema de ecuaciones a medida que
la malla de discretización del dominio se hace más fina. Esto último se demuestra utilizando
el concepto de varación acotada que permite establecer argumentos de compacidad.

Las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov originales se propusieron para modelar la precipitación
de soluciones sólidas sobresaturadas. Sin embargo, aquí se utiliza una variación de éstas para
describir el fenómeno de sorción, entendida como una reacción química reversible en la cual
iones de metal se adhieren a la superficie de un polímero o se desprenden de ésta.

El capítulo 1 muestra una introducción que permite conocer el contexto de las ecuaciones.
Para ello, se inicia con una motivación que explica los procesos de separación de sustancias
y su importancia, siendo la sorción un ejemplo de éstos. Además, se explica en qué consiste
la sorción y cuáles son sus cantidades involucradas.

Ya introducido el tema, en el capítulo 2 se plantean las ecuaciones de interés, las cuales
se obtienen a partir de las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov. Por comodidad de notación y de
resolución computacional, se hace necesario reescalar el problema para que las variables y
el dominio utilizado tengan una forma que facilite tanto el desarrollo del esquema numérico
como el planteamiento de las ecuaciones. Se presenta, además, la formulación débil que es el
verdadero problema que pretende resolver el método numérico propuesto posteriormente.

El capítulo 3 describe el esquema numérico en forma detallada, definiendo el dominio
discreto sobre el cual se trabaja y un sistema de ecuaciones discreto que encuentra la solución
aproximada del problema débil. Este sistema de ecuaciones incluye un esquema de volúmenes
finitos. Se expone de manera formal el teorema que garantiza la convergencia del esquema, es
decir, aquel que garantiza que la solución numérica tiende a la solución exacta del problema
débil cuando la malla que discretiza al dominio tiende a hacerse más fina.

Una vez presentado el teorema de convergencia del esquema, el capítulo 4 presenta di-
versos resultados que son necesarios para demostrar dicho teorema. Se demuestra entonces
la estabilidad L∞ del método y una estimación de la variación total, junto a propiedades
que contribuyen tanto a las demostraciones de este mismo capítulo como a algunos pasos del

xii



Resumen xiii

desarrollo del capítulo siguiente.

La demostración del teorema de convergencia se concreta en el capítulo 5, en el cual
primero se establecen resultados de compacidad con ayuda del Teorema de Arzelà-Ascoli
y utilizando el hecho de que las soluciones aproximadas poseen variación total acotada. Se
prueba, entonces, que la solución del método numérico converge a un elemento, para luego
demostrar que dicho elemento es solución del problema débil. Esto último corresponde a la
demostración del teorema planteado al final del capítulo 3, lo cual valida el método propuesto.

Por último, el capítulo 6 muestra los resultados obtenidos al resolver el esquema numérico
a través de cuatro ejemplos distintos que incluyen diversas graficas que dejan en evidencia
el comportamiento asintótico de las soluciones a lo largo del tiempo.



Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Se conoce como proceso de separación a aquel que permite eliminar ciertos compuestos
de interés a partir de una muestra que contiene otras sustancias que pueden reaccionar de
manera similar. Se aplican, por ejemplo, a la preparación de compuestos puros a partir de
una mezcla (Meloan, 1999).

Un ejemplo de proceso de separación es la adsorción,1 que se define como la formación
de una capa de gas, líquido o sólido en la superficie de otro material sólido o, menos fre-
cuentemente, líquido. Cuando dicha capa se forma mediante enlaces químicos se denomina
quimisorción, a diferencia de la fisisorción que ocurre debido a fuerzas de Vander Waals más
débiles. Así, dicha superficie involucrada en la adsorción se llama adsorbente. Al proceso
inverso, donde la sustancia adsorbida es liberada, se le denomina desorción (Oxford, 2008).

Un adsorbente común es el carbón activado, el cual consiste en carbón con poros de
tamaño molecular que permiten la adsorción. Se obtiene a partir del carbón natural u otras
sustancias como las maderas duras, cáscaras de coco y otros sistemas macromoleculares. El
carbón activado se utiliza para la purificación del agua y del aire, además de la separación
de algunas mezclas de gases (Marsh y Rodríguez-Reinoso, 2006).

Dentro de los métodos de separación, es conocida la adsorción por cambio de presión, cuyo
nombre se suele reemplazar por sus siglas en inglés PSA (Pressure Swing Adsorption). Este
proceso consiste en utilizar un adsorbente para retirar un material específico de una mezcla
y, posteriormente, regenerar dicho adsorbente mediante cambios de presión a temperaturas
determinadas que provocan la desorción.

1No se debe confundir la adsorción con la absorción. En este último, la sustancia absorbida penetra la
otra sustancia. (Oxford, 2008)

1
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Entre las aplicaciones más importantes del proceso PSA se encuentran la separación del
aire, el secado del aire y la purificación del nitrógeno (N2) e hidrógeno (H2). Para este último,
normalmente se alcanza una pureza de un 99.995% o más, a diferencia del nitrógeno que
suele alcanzar niveles de pureza cercanos a un 99.5%.

El hidrógeno ultrapuro se suele recuperar a partir del gas combustible, utilizando ad-
sorbentes como el carbón activado o las zeolitas.2 Esta última es ampliamente utilizada en
diversas aplicaciones del proceso PSA. Para el secado del aire, se utiliza alúmina (Al2O3)
que adsorbe la humedad.

Si bien muchos niveles de pureza pueden ser evaluados como altamente efectivos, estos
procesos generalmente tienen limitaciones económicas que sólo permiten aplicarlos a pequeña
escala. Sin embargo, procesos como la separación del hidrocarburo en refinerías de petróleo
pueden llegar a una producción superior a 100 toneladas diarias (Ruthven et al., 1994).

Otro ejemplo de separación en grandes volúmenes es aquel en que se aprovecha el fenó-
meno de adsorción para purificar agua contaminada con arsénico. Para este caso, se introdu-
cen al agua contaminada flóculos de materiales con una fuerte afinidad al arsénico disuelto,
tales como el hierro y el hidróxido de aluminio. De esta forma, la superficie de estos sólidos
atrae al arsénico, facilitando su retiro en una etapa posterior (Johnston y Heijnen, 2001).

Se pueden mencionar muchos casos alrededor del mundo en los cuales el arsénico contenido
en el agua potable ha superado los estándares sugeridos por la OMS (Organización Mundial
de la Salud). Dicha organización recomienda una concentración máxima de 10 µg/L (World
Health Organization, 2001). Sin embargo, la OMS identifica al proceso de coagulación como
el mejor método para eliminar arsénico en grandes volúmenes (World Health Organization,
2002), tal como se ha aplicado en la zona norte de Chile desde finales de la década de
1970 (Sancha, 2006) y en casos más extremos como el de Bangladés, donde unas 5 millones
de personas estaban expuestas a concentraciones mayores a 200 µg/L de arsénico en el
agua potable, además de otras 19 millones expuestas a concentraciones mayores a 50 µg/L
(Flanagan et al., 2012).

En general, los métodos de adsorción son importantes para controlar los niveles de con-
centración en que se encuentran los metales pesados en sus diversas fuentes. Muchos de éstos
son escenciales para la vida y el ecosistema, siempre y cuando se encuentren en cantidades
correctas. Por ejemplo, una baja exposición a algunos metales de manera crónica puede afec-
tar severamente la salud y el medio ambiente, pero el exceso de estos materiales puede ser
venenoso (Wang et al., 2009).

Una técnica particular de separación para purificar agua utilizando la adsorción consiste
en introducir un polímero específico en la solución acuosa, de manera que el estado final
esté compuesto solamente por el mismo polímero pero más pesado -debido a la adhesión de

2Una zeolita es un aluminosilicato hidratado, natural o sintético, con una estructura tridimensional de
cristal abierta, cuyas cavidades mantienen a las moléculas de agua (Oxford, 2008).
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iones- y el agua pura. Posteriormente, el agua se filtra a través de una membrana porosa que
impide el paso del polímero. Los detalles del fenómeno se explican en (Rivas et al., 2003) y
(Rivas et al., 2011).

La interacción entre un polímero y un ion en la adsorción se describe en la sección
siguiente, siendo el fenómeno que motiva el desarrollo de este trabajo.

1.2. Fenómeno de sorción

Un polímero es una macromolécula que está formada por unidades más pequeñas, llama-
das monómeros, que se encuentran unidas de extremo a extremo. Éstos se pueden encontrar
en materiales usados en la vida cotidiana tales como plástico, caucho y fibras, que son
aprovechados como aislantes eléctricos o en llantas de neumáticos y envasado de alimentos,
por mencionar algunos ejemplos. No existen sustitutos para dichos materiales que cumplan
aquellas funciones (McCrum et al., 1997).

Dentro del área de la Química que estudia a los polímeros, es de especial interés anali-
zar las interacciones que se generan entre dichas macromoléculas y los iones de metal. Los
polímeros que permiten la adhesión de iones de metal son utilizados principalmente en las
técnicas de purificación del agua, fundamental en diversos procesos que van desde el trata-
miento de aguas contaminadas hasta la producción de agua ultrapura para fines comerciales.
Aunque este fenómeno se asocia generalmente a la purificación de agua, es posible utilizarlo
en cualquier proceso de separación donde se desee extraer una sustancia altamente diluida
en otro líquido (Zagorodni, 2007).

El fenómeno de adhesión y separación de un ion a una molécula de un polímero se deno-
mina sorción, el cual se entiende en este documento como una reacción química reversible,
tal como lo menciona (Rivas et al., 2006). Por lo tanto, la adsorción mencionada en la sección
anterior consiste en la adhesión del ion al polímero y la desorción corresponde a la reacción
inversa, es decir, la separación del ion. Por otra parte, el polímero en cuestión debe poseer
moléculas que estén disponibles para recibir a los iones de la solución. A los conjuntos de
estas últimas se les denomina grupos funcionales.

Cabe notar que este trabajo se enfoca en la interacción polímero-metal. En (Hingant y
Sepúlveda, 2015) se muestra un análisis que incluye la interacción polímero-polímero.

Siguiendo la notación de (Hingant y Sepúlveda, 2015), dado un polímero, sea x ∈ N el
número de grupos funcionales e y ∈ {0, ..., x} el número de iones situados en el polímero. Se
dice entonces que el par (x, y) es la configuración del polímero, por lo cual este último se
representa por Px,y. Si M es un ion de metal libre, la reacción química reversible entre el ion
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de metal y el polímero se puede escribir en la forma

Px,y +M
kx,y


lx,y+1

Px,y+1 (1.1)

donde kx,y es la tasa de adsorción con la cual un polímero de configuración (x, y) capta un
ion de metal para obtener la nueva configuración (x, y+1), y lx,y+1 es la tasa de desorción con
la cual un polímero de configuración (x, y + 1) libera un ion de metal para obtener la nueva
configuración (x, y). Notar que las tasas de adsorción y desorción dependen de la cantidad
de grupos funcionales y de iones adheridos a éstos que tenga el polímero.

Las ecuaciones que modelan el fenómeno de sorción se plantean en el capítulo siguiente.



Capítulo 2

Planteamiento del problema

El capítulo anterior introduce el fenómeno de sorción junto a los términos adsorción,
desorción, grupos funcionales y configuración del polímero. El presente capítulo, en cambio,
propone el modelo de interés que se obtiene a partir de las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov.
Se plantea el problema débil que es el verdadero sistema de ecuaciones que pretende resolver
el esquema numérico expuesto posteriormente.

2.1. Modelo de Lifshitz-Slyozov

Si se compara la precipitación de soluciones supersaturadas con la sorción, ambos poseen
cierta similitud. En el primero, se forman partículas sólidas dentro de un líquido, o descrito
de otra forma, existen monómeros que se acoplan continuamente a conjuntos más grandes
de éstos, denominados clústers, como se menciona en (Collet y Goudon, 2000). Este acople
de monómeros a los clústers se asemeja a la adhesión de iones a los polímeros en la sorción,
motivo por el cual en (Hingant y Sepúlveda, 2015) se modela la sorción tal como se hace con
la precipitación mencionada.

La precipitación de soluciones supersaturadas se modela en (Becker y Döring, 1935), don-
de se proponen las ecuaciones de Becker-Döring. Este modelo involucra variables discretas,
pues éstas corresponden a cantidades de partículas. Si bien el modelo discreto debería ser
considerado como la forma correcta de describir este fenómeno, usualmente es más práctico
trabajar con variables continuas, tomando en cuenta que la existencia o ausencia de una
partícula significa una diferencia “muy pequeña”.

En (Lifshitz y Slyozov, 1961) se estudia la precipitación de soluciones supersaturadas
con variables continuas, donde se presentan las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov, difiriendo de
la naturaleza discreta presente en las ecuaciones de Becker-Döring, a pesar de tratarse del
mismo fenómeno. Dicha propuesta está lejos de ser una simple transformación al azar, pues

5
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la conexión entre el sistema discreto y el continuo está desarrollada de manera formal en
documentos tales como (Collet et al., 2002) y (Yvinec et al., 2015).

Las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov originales están escritas en la forma

∂tf(t, x) + ∂x [(k(x)c(t)− q(x))f(t, x)] = 0, t ∈ (0, T ), x > 0, (2.1a)

c(t) +

∫ ∞
0

xf(t, x)dx = ρ, t ∈ (0, T ), (2.1b)

según se menciona en (Collet y Goudon, 2000).

En este caso, las variables independientes t y x corresponden al tiempo y al volumen de
los clústers, respectivamente. Así, la función de densidad de tamaño f(t, x) describe, para
un determinado tiempo t, la distribución de clústers respecto de sus volúmenes x.

La ecuación (2.1a) es una ecuación de transporte para la función de densidad f(t, x).
Los coeficientes cinéticos k(x) y q(x) representan las tasas con las cuales los monómeros son
añadidos y extraídos, respectivamente, en un clúster de tamaño x. El término c(t) representa
la cantidad de monómeros dispersos en la solución, en el tiempo t.

Por otro lado, (2.1b) es una ecuación integral que corresponde a la conservación de la
masa total. De esta forma, el término ∫ ∞

0

xf(t, x)dx

es la cantidad de monómeros que se encuentran en forma de clústers en el tiempo t. Por lo
tanto, ρ es la cantidad total de monómeros. Dichas cantidades pueden ser expresadas, por
ejemplo, como masa o concentración molar.

A partir de la sección 2.2 se exponen las ecuaciones para el caso de interés, es decir, el
fenómeno de sorción con sus respectivas cantidades relacionadas con los polímeros y los iones
de metal.

2.2. Modelo de interés

El modelo a estudiar se basa en la reacción (1.1), suponiendo que existe un gran número de
partículas correspondientes a iones y polímeros dentro de una solución. De aquí en adelante,
se usa el término “polímeros” para referirse a partículas de dicha sustancia.

Las ecuaciones involucran tres variables independientes t, p, q, de las cuales la primera
corresponde al tiempo y las otras dos están relacionadas con la configuración de los polímeros.
La variable p ∈ R+ es la cantidad de grupos funcionales que posee un polímero y q ∈ R+

es la cantidad de grupos funcionales que dicho polímero tiene ocupados, es decir, aquellos
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que están asociados a algún ion. Evidentemente, la cantidad de grupos funcionales ocupados
debe ser menor que la cantidad total de éstos, por lo cual el conjunto de configuraciones
admisibles para los polímeros está dado por

S := {(p, q) ∈ R2
+ : 0 < q < p}.

De esta forma, pueden existir muchos polímeros cuya cantidad total de grupos funciona-
les y cantidad de grupos funcionales ocupados son p y q, respectivamente, lo cuales están
representados por un sólo elemento de S.

Lo anterior sugiere una función de distribución que describa las cantidades de polímeros
presentes para cada configuración. Se sabe que, para la sorción, las configuraciones de polí-
meros varían en el tiempo. Por lo tanto, se define la función de densidad f : R+ × S → R+

que indica que, para cada t ∈ R+, la distribución de polímeros es f(t, ·, ·). Dicho de otra
forma, la cantidad f(t, p, r) representa la densidad de polímeros con configuración (p, r) en
el tiempo t.

A partir de estas definiciones, se plantean las ecuaciones basadas en las originales de
Lifshitz-Slyozov. La primera ecuación involucrada está dada por

∂f

∂t
+

∂

∂q
(Vf) = 0, en R+ × S, (2.2)

donde V es la tasa de sorción definida en la forma

V(u(t), p, q) = k(p, q)u(t)− l(p, q),

la cual incluye a la tasa de adsorción k, la tasa de desorción l y la concentración de iones de
metal libres u(t). Tanto k como l son no negativos. La segunda ecuación está dada por

u(t) +

∫
S

qf(t, p, q)dqdp = ρ, en R+, (2.3)

donde ρ es la cantidad total de iones de metal en el sistema. Observar que el término∫
S

qf(t, p, q)dqdp

corresponde a la cantidad total de iones que están acoplados a polímeros.

El problema consiste, entonces, en encontrar f y u que satisfagan (2.2) y (2.3), además
de la condición de borde

f = 0, en ∂S := {(p, q) ∈ R+ : q = 0 ∨ p = q}, (2.4)

y las condiciones iniciales
f(t = 0, ·, ·) = f in, en S,

u(t = 0) = uin,
(2.5)
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donde f in es una función no negativa en S y uin un número real no negativo.

Las ecuaciones recién definidas presentan el inconveniente de que el conjunto S posee
una forma “triangular” y no acotada, lo cual incomoda al momento de resolver de manera
computacional. Para facilitar aquello, se debe reescalar el problema.

2.3. Problema reescalado

A continuación, se redefine el conjunto S de manera que su forma sea “rectangular” y
acotada. Como consecuencia, las ecuaciones también sufren el reescalamiento pues se debe
obtener un problema equivalente a lo planteado en la sección 2.2. Para cumplir este objetivo,
se define la variable

r :=
q

p
,

la cual representa, para un polímero, la proporción de grupos funcionales ocupados respecto
de su cantidad total, cuyo valor está entre 0 y 1. Con esto, se abandona el trío de variables
independientes t, p, q para comenzar a utilizar t, p, r. Se trabaja, entonces, con el nuevo
espacio configuracional

S = R+ × (0, 1).

Con la nueva notación, se dice que un polímero posee configuración (p, r) cuando la cantidad
de grupos funcionales es p y la proporción de grupos funcionales ocupados por iones respecto
de la cantidad total es r.

Por otro lado, se define

f̂(t, p, r) := pf(t, p, rp), (2.6a)

V̂(u(t), p, r) :=
1

p
V(u(t), p, rp). (2.6b)

Con estas nuevas definiciones, la ecuación (2.2) se escribe en la forma

∂f̂

∂t
+

∂

∂r
(V̂ f̂) = 0.

Por comodidad se escriben f̂ y V̂ como f y V , entendiéndose que se trabaja desde ahora en
adelante con estas nuevas definiciones dadas por el problema reescalado.

Para poder utilizar un dominio finito que se pueda implementar computacionalmente, se
fijan T, P > 0, considerando ahora el dominio

[0, T ]× SP ⊂ R+ × S,

donde SP := (0, P )× (0, 1).
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El problema, con las nuevas variables, queda escrito en la forma

∂f

∂t
+

∂

∂r
(Vf) = 0, en [0, T ]× SP , (2.7a)

u(t) +

∫
SP
rpf(t, p, r)drdp = ρ, en [0, T ], (2.7b)

f = 0, en [0, T ]× ∂SP , (2.7c)

f(t = 0, ·, ·) = f in, en SP , (2.7d)

u(t = 0) = uin, (2.7e)

donde f in ∈ L1(SP ) y uin son no negativos.

2.4. Formulación débil

Una vez propuesto el sistema de ecuaciones (2.7), se tiene el siguiente problema débil
asociado:

Encontrar (f, u), con f ∈ C([0, T );L1(SP )) y u ∈ C([0, T )), tales que∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)ϕt(t, p, r)drdpdt+

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

+

∫ T

0

∫
SP
V(t, p, r)f(t, p, r)∂rϕ(t, p, r)drdpdt = 0, (2.8a)

u(t) +

∫
SP
rpf(t, p, r)drdp = ρ, en [0, T ), (2.8b)

para todo ϕ ∈ C1
c ([0, T )× SP ).

En el capítulo 3 se discretiza el problema (2.8) para presentar un esquema de volúmenes
finitos, proponiendo así una solución numérica, es decir, aproximaciones de las funciones f
y u que converjan a la solución exacta de (2.8).



Capítulo 3

Descripción del esquema numérico

En el presente capítulo se expone el problema discretizado que permite encontrar una
solución aproximada (fh, uh) del problema débil (2.8).

En primer lugar, se define una malla que discretiza al dominio [0, T )×SP , particionando
[0, T ), [0, P ] y [0, 1] en intervalos regulares. Luego, se plantea el sistema de ecuaciones discreto
para encontrar fh y uh, incluyendo un esquema de volúmenes finitos obtenido a partir de
la ecuación (2.7a). Por último, se establece un teorema, con sus respectivas hipótesis, que
garantiza que la solución del esquema numérico converge a la solución del problema débil a
medida que la malla se hace más fina.

El teorema mencionado sólo se declara en este capítulo y su demostración se posterga
para el capítulo 5 debido a que requiere las propiedades establecidas en el capítulo 4.

3.1. Discretización del dominio

Una vez fijos P > 0 y T > 0, se debe discretizar el dominio [0, T )×SP , definiendo primero
la cantidad de celdas respecto de cada variable involucrada. Para ello, se fijan N, J, I ∈ N,
los cuales determinan la cantidad de divisiones que poseen los intervalos [0, T ), [0, P ] y [0, 1],
respectivamente. Se procede, entonces, a definir los nodos de cada uno de los intervalos
mencionados.

Para discretizar [0, T ), se definen

tn, n ∈ {0, ..., N},

donde
tn = n∆t, ∆t = T/N.

10
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Con esto, se tiene una partición de [0, T ) dada por

{[tn, tn+1)}n∈{0,...,N−1}.

Para el espacio SP se utiliza la malla definida por

(Λj,i)(j,i)∈{0,...,J}×{0,...,I},

donde cada celda Λj,i está definida por

Λj,i = (pj−1/2, pj+1/2)× (ri−1/2, ri+1/2), j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I}.

Los valores

pj−1/2, j ∈ {0, ..., J + 1},

ri−1/2, i ∈ {0, ..., I + 1},

corresponden a las posiciones extremas de cada elemento Λj,i en las variables p y r, respec-
tivamente, donde

pj−1/2 = j∆p, ri−1/2 = i∆r,

con
∆p =

P

J + 1
< 1, ∆r =

1

I + 1
.

De esta manera, los centros de cada Λj,i están dados por (pj, ri), para cada (j, i) ∈ {0, ..., J}×
{0, ..., I}.

3.2. Sistema de ecuaciones discreto

Una vez discretizado el espacio, se utiliza un esquema de volúmenes finitos, el cual consiste
en encontrar una sucesión de valores fnj,i, para (j, i) ∈ {0, ..., J}×{0, ..., I} y n ∈ {0, ..., N−1},
que aproximen los valores medios de f en cada volumen Λj,i, para cada tiempo tn, es decir,

fnj,i ≈
1

|Λj,i|

∫
Λj,i

f(tn, p, r)drdp. (3.1)

Así, la solución numérica que aproxima a la solución exacta f está dada por

fh :=
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i1[tn,tn+1)×Λj,i
,

donde h = (∆t,∆p,∆r). Se define |h| := máx(∆t,∆p,∆r).
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Para obtener el esquema, se integra la ecuación (2.7a) sobre [tn, tn+1)× Λj,i, de donde∫
Λj,i

f(tn+1, p, r)drdp−
∫

Λj,i

f(tn, p, r)drdp

+

∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

(
Vf
)

(t, p, ri+1/2)dpdt

−
∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

(
Vf
)

(t, p, ri−1/2)dpdt = 0.

Dividiendo esta última ecuación por |Λj,i|,

1

|Λj,i|

∫
Λj,i

f(tn+1, p, r)drdp−
1

|Λj,i|

∫
Λj,i

f(tn, p, r)drdp

+
1

|Λj,i|

∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

(
Vf
)

(t, p, ri+1/2)dpdt

− 1

|Λj,i|

∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

(
Vf
)

(t, p, ri−1/2)dpdt = 0. (3.2)

Si se definen los flujos numéricos

F n
j,i+1/2 ≈

1

∆t∆p

∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

(
Vf
)

(t, p, ri+1/2)dpdt, (3.3)

para j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {−1, ..., I}, y además se utilizan las definiciones dadas en (3.1) y
(3.3), la ecuación (3.2) permite obtener

fn+1
j,i − fnj,i +

∆t

∆r
(F n

j,i+1/2 − F n
j,i−1/2) = 0,

o, equivalentemente,

fn+1
j,i = fnj,i −

∆t

∆r
(F n

j,i+1/2 − F n
j,i−1/2), j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I}, (3.4)

lo cual corresponde a un esquema conservativo.

Por otro lado, se debe encontrar valores que aproximen a u, dados por

un ≈ u(tn),

para n ∈ {0, ..., N − 1}. De la ecuación (2.7b), se propone

un = ρ−
J∑
j=0

I∑
i=0

ripjf
n
j,i∆r∆p, n ∈ {0, ..., N},
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cuyos valores serán necesarios para calcular los flujos numéricos F n
j,i+1/2 que dependen de V

y, a su vez, éste último depende de u. Con esto, se encuentra una solución que aproxime a u
dada por

uh :=
N−1∑
n=0

un1[tn,tn+1).

Los valores iniciales están dados por

f 0
j,i =

1

|Λj,i|

∫
Λj,i

f in(p, r)drdp, j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I}, (3.5a)

u0 = uin. (3.5b)

A partir del esquema explícito (3.4) se pueden proponer distintos esquemas numéricos,
donde la diferencia entre uno y otro está en definir cómo calcular los flujos numéricos.

En este documento se utiliza un flujo similar al de Engquist-Osher, como aparece en
(Leveque, 2002). Para ello, se hace necesario definir

Vnj,i+1/2 := V(un, pj, ri+1/2), i ∈ {−1, 0, ..., I}, j ∈ {0, ..., J}.

Luego, se define el flujo

F n
j,i+1/2 =

V
n
j,i+1/2f

n
j,i, si Vj,i+1/2 ≥ 0,

Vnj,i+1/2f
n
j,i+1, si Vj,i+1/2 < 0,

el cual se puede escribir como

F n
j,i+1/2 = Vn+

j,i+1/2f
n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1, i ∈ {0, ..., I − 1}, j ∈ {0, ..., J}, (3.6)

donde

Vn+
j,i+1/2 := máx(Vnj,i+1/2, 0),

Vn−j,i+1/2 := −mı́n(Vnj,i+1/2, 0),

es decir, Vn+
j,i+1/2 y Vn−j,i+1/2 corresponden a la parte positiva y la parte negativa de Vnj,i+1/2,

respectivamente.

Para el flujo en los extremos, se impone

F n
j,−1/2 = F n

j,I+1/2 = 0.

Resumiendo, el problema discretizado consiste en:



3.3. Declaración de la convergencia 14

Encontrar (fh, uh), con

fh :=
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i1[tn,tn+1)×Λj,i
,

uh :=
N−1∑
n=0

un1[tn,tn+1),

tales que para n ∈ {0, ..., N − 1},

fn+1
j,i = fnj,i −

∆t

∆r
(F n

j,i+1/2 − F n
j,i−1/2), j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I},

un = ρ−
J∑
j=0

I∑
i=0

ripjf
n
j,i∆r∆p,

F n
j,i+1/2 = Vn+

j,i+1/2f
n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1, j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I − 1},

F n
j,−1/2 = 0, j ∈ {0, ..., J},

F n
j,I+1/2 = 0, j ∈ {0, ..., J}, (3.7)

y además

f 0
j,i =

1

|Λj,i|

∫
Λj,i

f in(p, r)drdp, j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I},

u0 = uin. (3.8)

3.3. Declaración de la convergencia

Para establecer el teorema que asegura la convergencia del esquema numérico (3.7)-(3.8),
se requieren las siguientes hipótesis.

(H1) Para la distribución inicial se tiene f in ∈ W 1,1(SP )∩L∞(SP ), con f in(p, r) ≥ 0,∀(p, r) ∈
SP . Además uin ≥ 0, con

uin +

∫
SP
rpf in(p, r)drdp = ρ.

(H2) Las tasas de adsorción y desorción satisfacen k, l ∈ W 2,∞(SP ), con k(p, r) ≥ 0 y
l(p, r) ≥ 0, ∀(p, r) ∈ SP . Los términos K̃ y L̃ son valores positivos tales que

‖k‖L∞(SP ) = K̃, ‖l‖L∞(SP ) = L̃. (3.9)
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(H3) Para la tasas de adsorción y desorción se tiene que k(p, r = 1) = 0 y l(p, r = 0) = 0,
respectivamente, para p ∈ [0, P ].

(H4) Se propone la condición CFL (Courant-Friedrichs-Levy)

2
∆t

∆r
‖V‖L∞((0,ρ)×SP ) < 1. (3.10)

(H5) Por último, se supone la condición

K̃PM in∆t < 1, (3.11)

donde
M in :=

∫
SP
f in(p, r)drdp.

Observar que para V , en la condición (3.10), se considera la primera variable sólo dentro
de un intervalo (0, ρ). Esto es debido a que uh(t) posee valores sólo dentro de dicho intervalo,
para t ∈ [0, T ), tal como se demuestra posteriormente en la proposición 4.3. Además, la
hipótesis (H3) es equivalente a decir que

V(u, p, r = 0) ≥ 0, V(u, p, r = 1) ≤ 0, (3.12)

para (p, r) ∈ SP . Esta hipótesis se impone para que el problema tenga sentido físico, pues un
polímero sin iones de metal no puede experimentar desorción, es decir l(p, r = 0) = 0, y un
polímero lleno de iones de metal no puede experimentar adsorción, de donde k(p, r = 1) = 0.

De aquí en adelante, se dan por supuestas las hipótesis ya mencionadas, por lo cual no
es necesario mencionarlas de nuevo. Se establece, de esta forma, el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Convergencia del esquema numérico). Sea {(fh, uh)} una familia de solucio-
nes del esquema numérico (3.7)-(3.8). Entonces, existen f ∈ C([0, T );L1(SP )), u ∈ C([0, T ))
y una subsucesión (fh, uh)h tales que

fh → f en L∞([0, T );L1(SP )),

uh → u en L∞([0, T )),
(3.13)

cuando |h| → 0, y (f, u) es solución de (2.8).

La demostración del teorema 3.1 se muestra en el capítulo 5, cuyo desarrollo necesita de
las propiedades expuestas en el capítulo 4.



Capítulo 4

Propiedades del esquema numérico

Este capítulo se divide en dos secciones: una dedicada a demostrar la estabilidad L∞

del esquema numérico y la otra a probar que su solución posee variación total acotada. Así,
la sección 4.1 asegura que la solución numérica siempre entrega valores que están acotados
por las mismas cantidades fijas, independiente de cuán fina sea la malla. La sección 4.2, en
cambio, propone cotas para la variación total de f(t, ·, ·), para cada t ∈ [0, T ), para cada
variable r y p por separado, siendo éstas utilizadas para acotar la variación total global de
fh por un valor que no depende de la malla de discretización.

Para ambas secciones, se hace necesario definir las derivadas discretas de V , dadas por

Anj,i :=
Vnj,i+1/2 − Vnj,i−1/2

∆r
,

j ∈ {0, ..., J},
i ∈ {0, ..., I},

Bn
j+1/2,i+1/2 :=

Vnj+1,i+1/2 − Vnj,i+1/2

∆p
,

j ∈ {0, ..., J − 1},
i ∈ {−1, ..., I},

además de los términos

An+
j,i :=

Vn+
j,i+1/2 − V

n+
j,i−1/2

∆r
, An−j,i :=

Vn−j,i+1/2 − V
n−
j,i−1/2

∆r
,

j ∈ {0, ..., J},
i ∈ {0, ..., I},

Bn+
j+1/2,i+1/2 :=

Vn+
j+1,i+1/2 − V

n+
j,i+1/2

∆p
, Bn−

j+1/2,i+1/2 :=
Vn−j+1,i+1/2 − V

n−
j,i+1/2

∆p
,

j ∈ {0, ..., J − 1},
i ∈ {−1, ..., I}.

4.1. Estabilidad

Para demostrar la estabilidad L∞ de uh, es necesario introducir los momentos discretos
y probar que éstos se conservan en el tiempo.

16
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Proposición 4.1 (Conservación de los momentos). Se definen los momentos discretos de
orden 0 y 1

Mn
0,h :=

J∑
j=0

I∑
i=1

fnj,i∆p∆r, Mn
1,h :=

J∑
j=0

I∑
i=1

pjf
n
j,i∆p∆r,

respectivamente. Dichos momentos satisfacen las igualdades

Mn
0,h = M0

0,h = M in, Mn
1,h = M0

1,h,

para todo n ∈ N.

Demostración. Observar que

I∑
i=0

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
= 0

para todo j ∈ {0, ..., J}. Luego,

Mn+1
0,h =

J∑
j=0

I∑
i=0

fn+1
j,i ∆p∆r

=
J∑
j=0

I∑
i=0

(
fnj,i −

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

))
∆p∆r

=
J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i∆p∆r −
J∑
j=0

I∑
i=0

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
∆p∆r

= Mn
0,h

La igualdad Mn
0,h = M in se obtiene directamente de la definición de f 0

j,i. Por otro lado,

Mn+1
1,h =

J∑
j=0

I∑
i=0

pjf
n+1
j,i ∆p∆r

=
J∑
j=0

I∑
i=0

pj

(
fnj,i −

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

))
∆p∆r

=
J∑
j=0

I∑
i=0

pjf
n
j,i∆p∆r −

J∑
j=0

pj

I∑
i=0

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
∆p∆r

= Mn
1,h,

de donde quedan demostradas ambas igualdades.



4.1. Estabilidad 18

Por comodidad de los cálculos que siguen, se definen los valores exteriores de fh

fnj,−1 := 0, fnj,I+1 := 0, j ∈ {−1, ..., J + 1},

fn−1,i := 0, fnJ+1,i := 0, i ∈ {−1, ..., I + 1}.

Proposición 4.2 (No negatividad de fh y uh). Para todo n ∈ {0, ..., N − 1} se satisface

fnj,i ≥ 0, j ∈ {0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I},

un ≥ 0.

Demostración. Es sabido que

f 0
j,i :=

1

Λj,i

∫
SP
f in(p, r)drdp ≥ 0.

Si se fija n ∈ {0, ..., N − 2}, y además se supone que fnj,i ≥ 0, se puede observar que

F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2 =
(
Vn+
j,i+1/2f

n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1

)
−
(
Vn+
j,i−1/2f

n
j,i−1 − Vn−j,i−1/2f

n
j,i

)
,

debido a la definición de los flujos numéricos. Luego,

fn+1
j,i = fnj,i −

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
= fnj,i −

∆t

∆r

[
Vn+
j,i+1/2f

n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1 − Vn+

j,i−1/2f
n
j,i−1 + Vn−j,i−1/2f

n
j,i

]
=

1

2

(
1− 2

∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2

)
fnj,i +

1

2

(
1− 2

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

)
fnj,i

+
∆t

∆r

(
Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1 + Vn+

j,i−1/2f
n
j,i−1

)
≥ 0,

debido a que la condición CFL (3.10) implica que(
1− 2

∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2

)
> 0,

(
1− 2

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

)
> 0.

Como además f 0
j,i ≥ 0, por inducción se tiene que fnj,i ≥ 0, para todo n ∈ {0, ..., N − 1}.

Por otra parte, se fija nuevamente n ∈ {0, ..., N − 2} y se supone que un ≥ 0. Por
definición, se sabe que

un := ρ−
J∑
j=0

I∑
i=0

ripjf
n
j,i∆r∆p,
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de donde

un+1 = ρ−
J∑
j=0

I∑
i=0

ripjf
n+1
j,i ∆r∆p

= ρ−
J∑
j=0

I∑
i=0

ripj

[
fnj,i −

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)]
∆r∆p

= un +
J∑
j=0

I∑
i=0

ripj
(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
∆t∆p.

Recordando que F n
j,−1/2 = F n

j,I+1/2 = 0,

I∑
i=0

ri
(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
=

I∑
i=0

riF
n
j,i+1/2 −

I∑
i=0

riF
n
j,i−1/2

=
I+1∑
i=1

ri−1F
n
j,i−1/2 −

I∑
i=0

riF
n
j,i−1/2

=
I∑
i=0

ri−1F
n
j,i−1/2 −

I∑
i=0

riF
n
j,i−1/2

= −
I∑
i=0

F n
j,i−1/2∆r.

Luego,

un+1 = un −
J∑
j=0

I∑
i=0

pjF
n
j,i−1/2∆r∆p∆t. (4.1)

Notar que
Vn+
j,i−1/2 ≤ K̃un,

por lo cual, de la definición de F n
j,i−1/2 en (3.6) y de la nonegatividad de los valores fnj,i

recientemente obtenida,

F n
j,i−1/2 ≤ Vn+

j,i−1/2f
n
j,i−1 ≤ K̃unfnj,i−1,

de donde, utilizando en (4.1), resulta la desigualdad

un+1 ≥ un − K̃unP
J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i−1∆r∆p∆t
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≥ un − K̃unPMn
0,h∆t

= un − K̃unPM in∆t,

es decir,

un+1 ≥ (1− K̃PM in∆t)un. (4.2)

De (3.11) se sabe que (1− K̃PM in∆t) > 0. Con la suposición un ≥ 0, se tiene que un+1 ≥ 0.
Dado que u0 = uin ≥ 0, por inducción se obtiene que un ≥ 0, para todo n ∈ {0, ..., N−1}.

Proposición 4.3. [Estabilidad L∞ para uh] Los valores un, para n ∈ {0, ..., N−1}, satisfacen

0 ≤ un ≤ ρ. (4.3)

Además, existe una constante C > 0, independiente de n, tal que

|un+1 − un| ≤ C∆t. (4.4)

Demostración. Si n ∈ {0, ..., N−1}, por proposición 4.2 se sabe que un y fn son no negativos,
por lo cual, si se toma en cuenta que

un +
J∑
j=0

I∑
i=0

ripjf
n
j,i∆r∆p = ρ,

entonces es evidente que un ≤ ρ.

Por otro lado, si se procede de forma análoga a la obtención de (4.2), utilizando el hecho
de que

F n
j,i−1/2 ≥ −Vn−j,i−1/2f

n
j,i,

de (4.1) se tiene

un+1 ≤ un + P

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn−j,i−1/2f
n
j,i∆r∆p∆t

≤ un + (K̃ρ+ L̃)P
J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i∆r∆p∆t

= un + (K̃ρ+ L̃)PM in∆t, (4.5)

y además, (4.2) permite saber que

un+1 ≥ un − K̃unPM in∆t ≥ un − (K̃ρ+ L̃)PM in∆t. (4.6)
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Así, utilizando (4.5) y (4.6), se obtiene la desigualdad

−(K̃ρ+ L̃)PM in∆t ≤ un+1 − un ≤ (K̃ρ+ L̃)PM in∆t,

lo cual es equivalente a
|un+1 − un| ≤ (K̃ρ+ L̃)PM in∆t,

demostrando (4.4).

Observación 4.4. De la proposición 4.3 se sabe que un está acotado, por lo cual, sumado
a que k, l ∈ W 2,∞(SP ), se tiene que existe una constante K > 0, independiente de n, tal que
satisface diversas desigualdades, por ejemplo∣∣Vnj,i+1/2

∣∣ < K, Vn+
j,i+1/2 < K, Vn−j,i+1/2 < K, (4.7)∣∣Anj,i∣∣ < K,
∣∣An+

j,i

∣∣ < K,
∣∣An−j,i ∣∣ < K, (4.8)∣∣Bn

j+1/2,i+1/2

∣∣ < K,
∣∣∣Bn+

j+1/2,i+1/2

∣∣∣ < K,
∣∣∣Bn−

j+1/2,i+1/2

∣∣∣ < K, (4.9)∣∣Anj,i+1 − Anj,i
∣∣

∆r
< K,

∣∣Anj+1,i+1 − Anj,i+1

∣∣
∆p

< K. (4.10)

De aquí en adelante, la constante K > 0 siempre se referiere a la cota recién mencionada.

Para fh, la estabilidad se expone en la proposición 4.5, cuya demostración para la cota
superior se realiza de una forma similar al lema 3.2 de (Filbet y Laurençot, 2003).

Proposición 4.5. [Estabilidad L∞ para fh] Los valores fnj,i, para n ∈ {0, ..., N − 1}, j ∈
{0, ..., J}, i ∈ {0, ..., I}, satisfacen

0 ≤ fnj,i ≤ eKT‖f in‖L∞(SP ). (4.11)

Además, existe una constante C > 0, independiente de n, tal que

J∑
j=0

I∑
i=0

∣∣fn+1
j,i − fnj,i

∣∣∆p∆r ≤ C∆t. (4.12)

Demostración. Del esquema numérico, se puede escribir

fn+1
j,i = fnj,i −

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
= fnj,i −

∆t

∆r

[
Vn+
j,i+1/2f

n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1 − Vn+

j,i−1/2f
n
j,i−1 + Vn−j,i−1/2f

n
j,i

]
=

1

2

[(
1− 2

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

)
fnj,i + 2

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1

]
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+
1

2

[(
1− 2

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

)
fnj,i + 2

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2f

n
j,i−1

]
+

∆t

∆r

(
Vnj,i−1/2 − Vnj,i+1/2

)
fnj,i

≤ 1

2

[(
1− 2

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

)
fnj,i + 2

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1

]
+

1

2

[(
1− 2

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

)
fnj,i + 2

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2f

n
j,i−1

]
+K∆tfnj,i, (4.13)

donde en el último paso se utilizó (4.8). Ahora, se definen las constantes

λ1
j,i :=

1

2

(
1− 2

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

)
, λ2

j,i :=
∆t

∆r
Vn−j,i+1/2,

λ3
j,i :=

1

2

(
1− 2

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

)
, λ4

j,i :=
∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2, λ5

j,i :=K∆t,

a partir de las cuales se puede definir

λ̃kj,i :=
λkj,i

(1 +K∆t)
,

para k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Notar que, nuevamente gracias a la condición CFL, estas constantes
son todas no negativas, y además satisfacen

5∑
k=1

λ̃kj,i = 1.

Entonces, la desigualdad (4.13) se puede reescribir como

fn+1
j,i

(1 +K∆t)
≤ λ̃1

j,if
n
j,i + λ̃2

j,if
n
j,i+1 + λ̃3

j,if
n
j,i + λ̃4

j,if
n
j,i−1 + λ̃5

j,if
n
j,i,

lo cual muestra que fn+1
j,i /(1 + K∆t) es una combinación convexa de fnj,i−1, fnj,i y fnj,i+1. En

consecuencia, se tiene que
fn+1
j,i ≤ (1 +K∆t) sup

i
{fnj,i}, (4.14)

y si además se toma el supremo con respecto a j, se tiene que

fn+1
j,i ≤ (1 +K∆t) sup

j,i
{fnj,i},

de donde
fnj,i ≤ (1 +K∆t)n sup

j,i
{f 0

j,i} ≤ eKn∆t sup
j,i
{f 0

j,i} ≤ eKT‖f in‖L∞(SP ),

De esta forma, se concluye que

0 ≤ fnj,i ≤ eKT‖f in‖L∞(SP ),
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para i ∈ {0, ..., I}, j ∈ {0, ..., J}, n ∈ {0, ..., N − 1}.

Por otra parte, es evidente que∣∣fn+1
j,i − fnj,i

∣∣∆p∆r =
∣∣F n

j,i+1/2 − F n
j,i−1/2

∣∣∆p∆t
=
∣∣∣Vn+

j,i+1/2f
n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1 − Vn+

j,i−1/2f
n
j,i−1 + Vn−j,i−1/2f

n
j,i

∣∣∣∆p∆t,
de donde

J∑
j=0

I∑
i=0

∣∣fn+1
j,i − fnj,i

∣∣∆p∆r ≤ 4M inP sup
u
‖V(u, ·)‖L∞(SP )∆t,

lo cual demuestra (4.12).

4.2. Variación total acotada

Se define a continuación la variación total de una función y el espacio de funciones de
variación acotada.

Definición 4.6. (Godlewski y Raviart, 1991) Sea Ω ⊂ Rn un abierto. Dada una función
g ∈ L1

loc(Ω), se define la variación total de g

TV (g) := sup

{∫
Ω

g div ϕdx, ϕ ∈ C1
0(Ω)n, ‖ϕ‖L∞ ≤ 1

}
.

Además, se define el espacio de las funciones de variación acotada

BV (Ω) :=
{
g ∈ L1

loc(Ω) : TV (g) < +∞
}
.

En esta sección se demuestra que, para cada t ∈ [0, T ), fh(t, ·, ·) ∈ BV (SP ), es decir,
fh(t, ·, ·) posee variación total acotada. Esta propiedad es útil para demostrar resultados de
compacidad en el capítulo 5.

Dado que interesa analizar la variación total de fh(t, ·, ·), se define

fn := fh(t, ·, ·), para algún t ∈ [tn, tn+1).

Para este caso, utilizando la definición 4.6 de la variación acotada, se puede escribir

TV (fn) =
∑
i,j

{
∆p
∣∣fnj,i+1 − fnj,i

∣∣+ ∆r
∣∣fnj+1,i − fnj,i

∣∣} , (4.15)

tal como se menciona en (Godlewski y Raviart, 1996) para cualquier caso discreto en dos
variables. Luego, se definen también

gnj,i+1/2 :=
fnj,i+1 − fnj,i

∆r
, i ∈ {−1, ..., I}, j ∈ {0, ..., J},
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hnj+1/2,i :=
fnj+1,i − fnj,i

∆p
, i ∈ {0, ..., I}, j ∈ {−1, ..., J}.

Por lo tanto, se utiliza la notación

TVp(f
n) :=

J∑
j=−1

I∑
i=0

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p∆r, TVr(f
n) :=

J∑
j=0

I∑
i=−1

∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆p∆r,
para escribir (4.15) en la forma

TV (fn) = TVp(f
n) + TVr(f

n).

Entonces, para demostrar que fn es de variación acotada en SP , se buscan cotas para
TVr(f

n+1) y TVp(fn+1), dependientes de fn, en las proposiciones 4.7 y 4.8, respectivamente,
para utilizarlas en la demostración del lema 4.9, el cual propone una cota para TV (fn+1)
independiente de n.

4.2.1. Cota para la variación total en r

Proposición 4.7. Para todo n ∈ N, se satisface la desigualdad

TVr(f
n+1) ≤ (1 +K∆t)TVr(f

n) +K∆tM in.

Demostración. Dado que

TVr(f
n+1) =

J∑
j=0

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆p∆r,
en esta demostración se fija j ∈ {0, ..., J} y se acota el término

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r,
para luego multiplicar por ∆p y sumar para cada índice j ∈ {0, ..., J}, obteniendo así una
cota para TVr(fn+1).

Para acotar aquel término, se descompone en la forma

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r =
I−2∑
i=0

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r︸ ︷︷ ︸
(I)

+
∣∣∣gn+1
j,1/2

∣∣∣∆r︸ ︷︷ ︸
(II)

+
∣∣∣gn+1
j,I−1/2

∣∣∣∆r︸ ︷︷ ︸
(III)

+
∣∣∣gn+1
j,−1/2

∣∣∣∆r︸ ︷︷ ︸
(IV )

+
∣∣∣gn+1
j,I+1/2

∣∣∣∆r︸ ︷︷ ︸
(V )

y se acota cada término del lado derecho por separado, los cuales están enumerados para
mayor claridad.
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(I) Cota para
I−2∑
i=0

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r.
Para i ∈ {1, ..., I − 1},

fn+1
j,i = fnj,i −

∆t

∆r

(
F n
j,i+1/2 − F n

j,i−1/2

)
= fnj,i −

∆t

∆r

(
Vn+
j,i+1/2f

n
j,i − Vn−j,i+1/2f

n
j,i+1 − Vn+

j,i−1/2f
n
j,i−1 + Vn−j,i−1/2f

n
j,i

)
= fnj,i +

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

(
fnj,i+1 − fnj,i

)
+

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

(
fnj,i−1 − fnj,i

)
+

∆t

∆r

(
Vnj,i−1/2 − Vnj,i+1/2

)
fnj,i.

Luego

fn+1
j,i = fnj,i +

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2g

n
j,i+1/2∆r − ∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2g

n
j,i−1/2∆r −∆tAnj,if

n
j,i, (4.16)

lo cual se puede escribir también para i+ 1 en la forma

fn+1
j,i+1 = fnj,i+1 +

∆t

∆r
Vn−j,i+3/2g

n
j,i+3/2∆r − ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2g

n
j,i+1/2∆r −∆tAnj,i+1f

n
j,i+1. (4.17)

Si a (4.17) se le resta (4.16), resulta

gn+1
j,i+1/2∆r =

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

)
gnj,i+1/2∆r

+
∆t

∆r
Vn−j,i+3/2g

n
j,i+3/2∆r +

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2g

n
j,i−1/2∆r

+ ∆t(Anj,i − Anj,i+1)fnj,i −∆tAnj,i+1g
n
j,i+1/2∆r,

de donde, aplicando valor absoluto y desigualdad triangular,∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r ≤ (1− ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

) ∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r
+

∆t

∆r
Vn−j,i+3/2

∣∣gnj,i+3/2

∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

∣∣gnj,i−1/2

∣∣∆r
+ ∆t

∣∣Anj,i − Anj,i+1

∣∣
∆r

fnj,i∆r + ∆t
∣∣Anj,i+1g

n
j,i+1/2

∣∣∆r.
para i ∈ {1, ..., I − 2}. De (4.10) y (4.8),∣∣∣gn+1

j,i+1/2

∣∣∣∆r ≤ (1− ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

) ∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r
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+
∆t

∆r
Vn−j,i+3/2

∣∣gnj,i+3/2

∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

∣∣gnj,i−1/2

∣∣∆r
+K∆tfnj,i∆r +K∆t

∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r,
por lo cual, si se suma para i = 1, ..., I − 2, se obtiene

I−2∑
i=1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r ≤ I−2∑
i=1

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

) ∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r
+

I−2∑
i=1

∆t

∆r
Vn−j,i+3/2

∣∣gnj,i+3/2

∣∣∆r +
I−2∑
i=1

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

∣∣gnj,i−1/2

∣∣∆r
+

I−2∑
i=1

K∆tfnj,i∆r +
I−2∑
i=1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r. (4.18)

(II) Cota para
∣∣∣gn+1
j,1/2

∣∣∣∆r.
Observar que

fn+1
j,0 = fnj,0 −

∆t

∆r
F n
j,1/2

= fnj,0 −
∆t

∆r

(
Vn+
j,1/2f

n
j,0 − Vn−j,1/2f

n
j,1

)
= fnj,0 −

∆t

∆r

(
Vn+
j,1/2f

n
j,0 − Vn−j,1/2f

n
j,1 − Vn+

j,−1/2f
n
j,−1 + Vn−j,−1/2f

n
j,0

)
, (4.19)

debido a que Vn−j,−1/2 = 0, por (3.12). Similar a como se hizo para i = 1, ..., I − 2, se
tiene para este caso

fn+1
j,0 = fnj,0 +

∆t

∆r
Vn−j,1/2g

n
j,1/2∆r − ∆t

∆r
Vn+
j,−1/2g

n
j,−1/2∆r −∆tAnj,0f

n
j,0. (4.20)

Además, de (4.16) se sabe que

fn+1
j,1 = fnj,1 +

∆t

∆r
Vn−j,3/2g

n
j,3/2∆r − ∆t

∆r
Vn+
j,1/2g

n
j,1/2∆r −∆tAnj,1f

n
j,1. (4.21)

Restando (4.21) y (4.20),

gn+1
j,1/2∆r =

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,1/2

)
gnj,1/2∆r

+
∆t

∆r
Vn−j,3/2g

n
j,3/2∆r +

∆t

∆r
Vn+
j,−1/2g

n
j,−1/2∆r
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+ ∆t
(Anj,0 − Anj,1)

∆r
fnj,0 −∆tAnj,1g

n
j,1/2∆r,

de donde ∣∣∣gn+1
j,1/2

∣∣∣∆r ≤(1− ∆t

∆r
Vn+
j,1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,1/2

) ∣∣gnj,1/2∣∣∆r
+

∆t

∆r
Vn−j,3/2

∣∣gnj,3/2∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn+
j,−1/2

∣∣gnj,−1/2

∣∣∆r
+K∆tfnj,0∆r +K∆t

∣∣gnj,1/2∣∣∆r. (4.22)

(III) Cota para
∣∣∣gn+1
j,I−1/2

∣∣∣∆r.
De la misma forma que el caso anterior,

fn+1
j,I = fnj,I +

∆t

∆r
F n
j,I−1/2

= fnj,I −
∆t

∆r

(
−Vn+

j,I−1/2f
n
j,I−1 + Vn−j,I−1/2f

n
j,I

)
= fnj,I −

∆t

∆r

(
Vn+
j,I+1/2f

n
j,I − Vn−j,I+1/2f

n
j,I+1 − Vn+

j,I−1/2f
n
j,I−1 + Vn−j,I−1/2f

n
j,I

)
, (4.23)

debido a que Vn+
j,I+1/2 = 0. Entonces, se tiene que

fn+1
j,I = fnj,I +

∆t

∆r
Vn−j,I+1/2g

n
j,I+1/2∆r − ∆t

∆r
Vn+
j,I−1/2g

n
j,I−1/2∆r −∆tAnj,If

n
j,I . (4.24)

Además, de (4.16) se sabe que

fn+1
j,I−1 = fnj,I−1 +

∆t

∆r
Vn−j,I−1/2g

n
j,I−1/2∆r− ∆t

∆r
Vn+
j,I−3/2g

n
j,I−3/2∆r−∆tAnj,I−1f

n
j,I−1. (4.25)

Restando (4.24) y (4.25),

gn+1
j,I−1/2∆r =

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,I−1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,I−1/2

)
gnj,I−1/2∆r

+
∆t

∆r
Vn−j,I+1/2g

n
j,I+1/2∆r +

∆t

∆r
Vn+
j,I−3/2g

n
j,I−3/2∆r

+ ∆t
(Anj,I−1 − Anj,I)

∆r
fnj,I−1 −∆tAnj,Ig

n
j,I−1/2∆r,

de donde ∣∣∣gn+1
j,I−1/2

∣∣∣∆r ≤ (1− ∆t

∆r
Vn+
j,I−1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,I−1/2

) ∣∣gnj,I−1/2

∣∣∆r
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+
∆t

∆r
Vn−j,I+1/2

∣∣gnj,I+1/2

∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn+
j,I−3/2

∣∣gnj,I−3/2

∣∣∆r
+K∆tfnj,I−1∆r +K∆t

∣∣gnj,I−1/2

∣∣∆r. (4.26)

(IV ) Cota para
∣∣∣gn+1
j,−1/2

∣∣∣∆r.
De (4.19), se tiene que∣∣∣gn+1

j,−1/2

∣∣∣∆r = fn+1
j,0

= fnj,0 −
∆t

∆r

(
Vn+
j,1/2f

n
j,0 − Vn−j,1/2f

n
j,1 − Vn+

j,−1/2f
n
j,−1 + Vn−j,−1/2f

n
j,0

)
=

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,−1/2

)
fnj,0 +

∆t

∆r
Vn−j,1/2f

n
j,1

=

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,−1/2

)
fnj,0 +

∆t

∆r
Vn−j,1/2(fnj,1 − fnj,0)

+ ∆t
(Vn−j,1/2 − V

n−
j,−1/2)

∆r
fnj,0 +

∆t

∆r
Vn−j,−1/2f

n
j,0,

de donde∣∣∣gn+1
j,−1/2

∣∣∣∆r ≤(1− ∆t

∆r
Vn+
j,1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,−1/2

) ∣∣gnj,−1/2

∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn−j,1/2

∣∣gnj,1/2∣∣∆r
+K∆t

∣∣gnj,−1/2

∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn−j,−1/2

∣∣gnj,−1/2

∣∣∆r. (4.27)

(V ) Cota para
∣∣∣gn+1
j,I+1/2

∣∣∣∆r.
De (4.23), se tiene∣∣∣gn+1

j,I+1/2

∣∣∣∆r = fn+1
j,I

= fj,I −
∆t

∆r

(
Vn+
j,I+1/2f

n
j,I − Vn−j,I+1/2f

n
j,I+1 − Vn+

j,I−1/2f
n
j,I−1 + Vn−j,I−1/2f

n
j,I

)
=

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,I+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,I−1/2

)
fnj,I +

∆t

∆r
Vn+
j,I−1/2f

n
j,I−1

=

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,I+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,I−1/2

)
fnj,I +

∆t

∆r
Vn+
j,I−1/2(fnj,I−1 − fnj,I)

+ ∆t
(Vn+

j,I−1/2 − V
n+
j,I+1/2)

∆r
fnj,I +

∆t

∆r
Vn+
j,I+1/2f

n
j,I ,
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de donde∣∣∣gn+1
j,I+1/2

∣∣∣∆r ≤ (1− ∆t

∆r
Vn+
j,I+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,I−1/2

) ∣∣gnj,I+1/2

∣∣∆ +
∆t

∆r
Vn+
j,I−1/2

∣∣gnj,I−1/2

∣∣∆r
+K∆t

∣∣gnj,I+1/2

∣∣∆r +
∆t

∆r
Vn+
j,I+1/2

∣∣gnj,I+1/2

∣∣∆r. (4.28)

Sumando las cinco desigualdades (4.18), (4.22), (4.26), (4.27) y (4.28), se obtiene

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r ≤ I∑
i=−1

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

) ∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r
+

I−1∑
i=−2

∆t

∆r
Vn−j,i+3/2

∣∣gnj,i+3/2

∣∣∆r +
I+1∑
i=0

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

∣∣gnj,i−1/2

∣∣∆r
+

I−1∑
i=0

K∆tfnj,i∆r +
I∑

i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r.
Cambiando los índices en las sumatorias, la desigualdad anterior se escribe de forma equiva-
lente

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r ≤ I∑
i=−1

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

) ∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r
+

I∑
i=−1

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r +
I∑

i=−1

∆t

∆r
Vn+
j,i+1/2

∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r
+

I−1∑
i=0

K∆tfnj,i∆r +
I∑

i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r,
cuyos términos del lado derecho se pueden, evidentemente, sumar para obtener

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r ≤ (1 +K∆t)
I∑

i=−1

∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r +
I−1∑
i=0

K∆tfnj,i∆r.

La desigualdad anterior se satisface para j ∈ {0, ..., J}, por lo cual, si se aplica sumatoria
sobre j y se multiplica por ∆p, resulta

J∑
j=0

I∑
i=−1

∣∣∣gn+1
j,i+1/2

∣∣∣∆r∆p ≤ (1 +K∆t)
J∑
j=0

I∑
i=−1

∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆r∆p+
J∑
j=0

I∑
i=0

K∆tfnj,i∆r∆p,
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siendo equivalente a

TVr(f
n+1) ≤ (1 +K∆t)TVr(f

n) +K∆tM in, (4.29)

recordando que
J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i∆r∆p = Mn
0,h = M0

0,h = M in,

debido a la proposición 4.1.

4.2.2. Cota para la variación total en p

Proposición 4.8. Para todo n ∈ N, se satisface la desigualdad

TVp(f
n+1) ≤ (1 + 2K∆t)TVp(f

n) + 2K∆t · TVr(fn) +K∆tM in.

Demostración. Dado que

TVp(f
n+1) =

J∑
j=−1

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p∆r,
se descompone el siguiente término

J∑
j=−1

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p =
J−1∑
j=0

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p︸ ︷︷ ︸
(I)

+
I∑
i=0

∣∣∣hn+1
1/2,i

∣∣∣∆p︸ ︷︷ ︸
(II)

+
I∑
i=0

∣∣∣hn+1
J+1/2,i

∣∣∣∆p︸ ︷︷ ︸
(III)

para proceder acotando cada término del lado derecho, sumando las desigualdades obtenidas
y multiplicando por ∆r.

(I) Cota para
J−1∑
j=0

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p.
Sea j ∈ {0, ..., J − 1}. Primero, notar que

F n
j+1,i+1/2 − F n

j,i+1/2 = Vn+
j+1,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p− Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p

+ (Vn+
j+1,i+1/2 − V

n+
j,i+1/2)fnj,i + (Vn−j,i+1/2 − V

n−
j+1,i+1/2)fnj+1,i+1

= Vn+
j+1,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p− Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p

+Bn+
j+1/2,i+1/2f

n
j,i∆p−Bn−

j+1/2,i+1/2f
n
j+1,i+1∆p.
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Sumando y restando Bn−
j+1/2,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p

2 en el lado derecho de la expresión anterior,

F n
j+1,i+1/2 − F n

j,i+1/2 = Vn+
j+1,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p− Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p

+Bn+
j+1/2,i+1/2f

n
j,i∆p−Bn−

j+1/2,i+1/2f
n
j+1,i+1∆p

−Bn−
j+1/2,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p

2 −Bn−
j+1/2,i+1/2f

n
j,i∆p

+Bn−
j+1/2,i+1/2f

n
j+1,i∆p,

y si se reordenan los términos resulta

F n
j+1,i+1/2 − F n

j,i+1/2 = Vn+
j+1,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p− Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p

+Bn
j+1/2,i+1/2f

n
j,i∆p−Bn−

j+1/2,i+1/2g
n
j+1,i+1/2∆p∆r

−Bn−
j+1/2,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p

2. (4.30)

Por otro lado,

−F n
j+1,i−1/2 + F n

j,i−1/2 = −Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p+ Vn−j,i−1/2h

n
j+1/2,i∆p

− (Vn+
j+1,i−1/2 − V

n+
j,i−1/2)fnj,i−1 − (Vn−j,i−1/2 − V

n−
j+1,i−1/2)fnj+1,i

= −Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p+ Vn−j,i−1/2h

n
j+1/2,i∆p

−Bn+
j+1/2,i−1/2f

n
j,i−1∆p+Bn−

j+1/2,i−1/2f
n
j+1,i∆p.

Sumando y restando Bn
j+1/2,i−1/2f

n
j,i∆p, se tiene

−F n
j+1,i−1/2 + F n

j,i−1/2 = −Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p+ Vn−j,i−1/2h

n
j+1/2,i∆p

−Bn+
j+1/2,i−1/2f

n
j,i−1∆p+Bn−

j+1/2,i−1/2f
n
j+1,i∆p

+Bn+
j+1/2,i−1/2f

n
j,i∆p−Bn−

j+1/2,i−1/2f
n
j,i∆p

+Bn
j+1/2,i−1/2f

n
j,i∆p,

y reordenando,

−F n
j+1,i−1/2 + F n

j,i−1/2 = −Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p+ Vn−j,i−1/2h

n
j+1/2,i∆p

+Bn+
j+1/2,i−1/2g

n
j,i−1/2∆p∆r +Bn−

j+1/2,i−1/2h
n
j+1/2,i∆p

2

−Bn
j+1/2,i−1/2f

n
j,i∆p. (4.31)

Por lo tanto, si se suman (4.30) y (4.31), se tiene que

F n
j+1,i+1/2 − F n

j,i+1/2 − F n
j+1,i−1/2 + F n

j,i−1/2 =
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Vn+
j+1,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p− Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p

− Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p+ Vn−j,i−1/2h

n
j+1/2,i∆p

−Bn−
j+1/2,i+1/2g

n
j+1,i+1/2∆p∆r +Bn+

j+1/2,i−1/2g
n
j,i−1/2∆p∆r

+ (Bn−
j+1/2,i−1/2 −B

n−
j+1/2,i+1/2)hnj+1/2,i∆p

2

+ (Bn
j+1/2,i+1/2 −Bn

j+1/2,i−1/2)fnj,i∆p. (4.32)

Notar que

(Bn
j+1/2,i+1/2 −Bn

j+1/2,i−1/2)∆p = Vnj+1,i+1/2 − Vnj,i+1/2 − Vnj+1,i−1/2 + Vnj,i−1/2

= (Anj+1,i − Anj,i)∆r,

y, de igual forma,

(Bn−
j+1/2,i+1/2 −B

n−
j+1/2,i−1/2)∆p = (An−j+1,i − An−j,i )∆r,

por lo cual (4.32) se escribe

F n
j+1,i+1/2 − F n

j,i+1/2 − F n
j+1,i−1/2 + F n

j,i−1/2 =

Vn+
j+1,i+1/2h

n
j+1/2,i∆p− Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p

− Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p+ Vn−j,i−1/2h

n
j+1/2,i∆p

−Bn−
j+1/2,i+1/2g

n
j+1,i+1/2∆p+Bn+

j+1/2,i−1/2g
n
j,i−1/2∆p∆r

+ (An−j,i − An−j+1,i)h
n
j+1/2,i∆p∆r + (Anj+1,i − Anj,i)fnj,i∆r.

Esta última expresión nos permite obtener, para j ∈ {0, ..., J − 1}, i ∈ {0, ..., I},

hn+1
j+1/2,i∆p = hnj+1/2,i∆p−

∆t

∆r

[
F n
j+1,i+1/2 − F n

j,i+1/2 − F n
j+1,i−1/2 + F n

j,i−1/2

]
=

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

)
hnj+1/2,i∆p

+
∆t

∆r
Vn−j,i+1/2h

n
j+1/2,i+1∆p+

∆t

∆r
Vn+
j+1,i−1/2h

n
j+1/2,i−1∆p

+ ∆tBn−
j+1/2,i+1/2g

n
j+1,i+1/2∆p−∆tBn+

j+1/2,i−1/2g
n
j,i−1/2∆p

+ ∆t(An−j+1,i − An−j,i )hnj+1/2,i∆p+ ∆t
(Anj,i − Anj+1,i)

∆p
fnj,i∆p,
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de donde, utilizando las ya conocidas cotas para las derivadas discretas, se tiene la
desigualdad∣∣∣hn+1

j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ (1− ∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

) ∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p
+

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

∣∣hnj+1/2,i+1

∣∣∆p+
∆t

∆r
Vn+
j+1,i−1/2

∣∣hnj+1/2,i−1

∣∣∆p
+K∆t

∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p+K∆t
∣∣gnj,i−1/2

∣∣∆p
+ 2K∆t

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+K∆tfnj,i∆p.

Si se suma para i ∈ {0, ..., I},

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ I∑
i=0

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

) ∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p
+

I∑
i=0

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

∣∣hnj+1/2,i+1

∣∣+
I∑
i=0

∆t

∆r
Vn+
j+1,i−1/2

∣∣hnj+1/2,i−1

∣∣∆p
+

I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p+
I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj,i−1/2

∣∣∆p
+

I∑
i=0

2K∆t
∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
I∑
i=0

K∆tfnj,i∆p,

lo cual se puede escribir en la forma

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ I∑
i=0

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

) ∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p
+

I+1∑
i=1

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
I−1∑
i=−1

∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p
+

I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p+
I−1∑
i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆p
+

I∑
i=0

2K∆t
∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
I∑
i=0

K∆tfnj,i∆p. (4.33)

Como
Vn−j,−1/2 = Vn+

j+1,I+1/2 = 0,
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la desigualdad reciente se puede escribir

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ I∑
i=0

(
1− ∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2 −

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

) ∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p
+

I∑
i=0

∆t

∆r
Vn−j,i−1/2

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
I∑
i=0

∆t

∆r
Vn+
j+1,i+1/2

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p
+

I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p+
I−1∑
i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆p
+

I∑
i=0

2K∆t
∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
I∑
i=0

K∆tfnj,i∆p. (4.34)

Haciendo las sumas correspondientes en el lado derecho, se obtiene

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ (1 + 2K∆t)
I∑
i=0

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p
+

I−1∑
i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆p+
I∑
i=0

K∆tfnj,i∆p. (4.35)

Sumando para j ∈ {0, ..., J − 1},

J−1∑
j=0

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ (1 + 2K∆t)
J−1∑
j=0

I∑
i=0

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆p+
J−1∑
j=0

I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p
+

J−1∑
j=0

I−1∑
i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆p+
J−1∑
j=0

I∑
i=0

K∆tfnj,i∆p. (4.36)

(II) Cota para
I∑
i=0

∣∣∣hn+1
1/2,i

∣∣∣∆p.
Se tiene que

hn+1
−1/2,i∆p = fn+1

0,i

= fn0,i −
∆t

∆r

(
F n

0,i+1/2 − F n
0,i−1/2

)
= fn0,i −

∆t

∆r

(
Vn+

0,i+1/2f
n
0,i − Vn−0,i+1/2f

n
0,i+1 − Vn+

0,i−1/2f
n
0,i−1 + Vn−0,i−1/2f

n
0,i

)
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=

(
1− ∆t

∆r
Vn+

0,i+1/2 −
∆t

∆r
Vn−0,i−1/2

)
fn0,i +

∆t

∆r
Vn−0,i+1/2f

n
0,i+1 +

∆t

∆r
Vn+

0,i−1/2f
n
0,i−1

(4.37)

para i = 1, ..., I − 1, por lo cual si se suman aquellos términos resulta

I∑
i=1

hn+1
−1/2,i∆p =

I−1∑
i=1

(
1− ∆t

∆r
Vn+

0,i+1/2 −
∆t

∆r
Vn−0,i−1/2

)
fn0,i

+
I∑
i=2

∆t

∆r
Vn−0,i−1/2f

n
0,i +

I−2∑
i=0

∆t

∆r
Vn+

0,i+1/2f
n
0,i. (4.38)

Además,

hn+1
−1/2,0∆p = fn+1

0,0

= fn0,0 −
∆t

∆r

(
F n

0,1/2

)
= fn0,0 −

∆t

∆r

(
Vn+

0,1/2f
n
0,0 − Vn−0,1/2f

n
0,1

)
=

(
1− ∆t

∆r
Vn+

0,1/2 −
∆t

∆r
Vn−0,−1/2

)
fn0,0 +

∆t

∆r
Vn−0,1/2f

n
0,1 +

∆t

∆r
Vn−0,−1/2f

n
0,0, (4.39)

y de manera similar se obtiene

hn+1
−1/2,I∆p = fn+1

0,I

=

(
1− ∆t

∆r
Vn+

0,I+1/2 −
∆t

∆r
Vn−0,I−1/2

)
fn0,I +

∆t

∆r
Vn+

0,I−1/2f
n
0,I−1 +

∆t

∆r
Vn+

0,I+1/2f
n
0,I ,

(4.40)

de donde, de (4.38), (4.39) y (4.40), se pueden sumar los términos para i ∈ 0, ..., I,
obteniéndose

I∑
i=1

hn+1
−1/2,i∆p =

I∑
i=0

(
1− ∆t

∆r
Vn+

0,i+1/2 −
∆t

∆r
Vn−0,i−1/2

)
fn0,i

+
I∑
i=0

∆t

∆r
Vn−0,i−1/2f

n
0,i +

I∑
i=0

∆t

∆r
Vn+

0,i+1/2f
n
0,i

=
I∑
i=1

fn0,i
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=
I∑
i=1

hn−1/2,i∆p. (4.41)

Luego,
I∑
i=1

∣∣∣hn+1
−1/2,i

∣∣∣∆p =
I∑
i=1

∣∣hn−1/2,i

∣∣∆p. (4.42)

(III) Cota para
I∑
i=0

∣∣∣hn+1
J+1/2,i

∣∣∣∆p.
De forma análoga al desarrollo de la igualdad (4.42), se puede obtener

I∑
i=1

∣∣∣hn+1
J+1/2,i

∣∣∣∆p =
I∑
i=1

∣∣hnJ+1/2,i

∣∣∆p. (4.43)

Por lo tanto, utilizando (4.36), (4.42) y (4.43), se obtiene

J∑
j=−1

I∑
i=0

∣∣∣hn+1
j+1/2,i

∣∣∣∆p ≤ (1 + 2K∆t)
J∑

j=−1

I∑
i=0

∣∣hnj+1/2,i

∣∣∆ +
J∑
j=0

I∑
i=0

K∆t
∣∣gnj+1,i+1/2

∣∣∆p
+

J∑
j=0

I−1∑
i=−1

K∆t
∣∣gnj,i+1/2

∣∣∆p+
J∑
j=0

I∑
i=0

K∆tfnj,i∆p, (4.44)

de lo cual, multiplicando por ∆r,

TVp(f
n+1) ≤ (1 + 2K∆t)TVp(f

n) + 2K∆t · TVr(fn) +K∆tM in, (4.45)

recordando que Mn
0,h = M0

0,h = M in debido a la proposición 4.1.

4.2.3. Cota para la variación total global

Lema 4.9. Para todo n ∈ N, fn ∈ BV (SP ), es decir, existe una constante K > 0 indepen-
diente de h tal que

TV (fn) ≤ K. (4.46)

Demostración. De las proposiciones 4.7 y 4.8 se sabe que

TVr(f
n+1) ≤ (1 +K∆t)TVr(f

n) +K∆tM in,

TVp(f
n+1) ≤ (1 + 2K∆t)TVp(f

n) + 2K∆t · TVr(fn) +K∆tM in.
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Sumando ambas desigualdades, se puede obtener

TV (fn+1) ≤ (1 + 2K∆t)TVp(f
n) + (1 + 3K∆t)TVr(f

n) + 2K∆tM in

≤ (1 + 3K∆t)TVp(f
n) + (1 + 3K∆t)TVr(f

n) + 3K∆tM in

= (1 + 3K∆t)TV (fn) + 3K∆tM in.

Si se suma M in en ambos lados de dicha desigualdad, se tiene que

TV (fn+1) +M in ≤ (1 + 3K∆t)
{
TV (fn) +M in

}
.

Como esta última desigualdad se cumple para todo n ∈ N, se puede afirmar que

TV (fn) +M in ≤ (1 + 3K∆t)n
{
TV (f 0) +M in

}
≤ e3Kn∆t

{
TV (f 0) +M in

}
≤ e3KT

{
TV (f 0) +M in

}
.

Si se resta M in en ambos lados,

TV (fn) ≤ e3KTTV (f 0) + (e3KT − 1)M in. (4.47)

Sólo falta acotar TV (f 0). Dado que f in ∈ W 1,1(SP ), se sabe que

∑
j,i

{∫
Λj,i

∣∣∣∣f in(p, r + ∆r)− f in(p, r)

∆r

∣∣∣∣ drdp+

∫
Λj,i

∣∣∣∣f in(p+ ∆p, r)− f in(p, r)

∆p

∣∣∣∣ drdp
}

→ ‖∂rf in‖L1(SP ) + ‖∂pf in‖L1(SP ),

cuando |h| → 0, por lo cual existe α > 0, independiente de h, tal que

∑
j,i

{∫
Λj,i

∣∣∣∣f in(p, r + ∆r)− f in(p, r)

∆r

∣∣∣∣ drdp+

∫
Λj,i

∣∣∣∣f in(p+ ∆p, r)− f in(p, r)

∆p

∣∣∣∣ drdp
}
≤ α.

Por lo tanto,

TV (f 0) =
∑
j,i

{∣∣f 0
j,i+1 − f 0

j,i

∣∣
∆r

∆p∆r +

∣∣f 0
j+1,i − f 0

j,i

∣∣
∆p

∆p∆r

}

=
∑
j,i

{∣∣∣∣∣
∫

Λj,i

f in(p, r + ∆r)− f in(p, r)

∆r
drdp

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫

Λj,i

f in(p+ ∆p, r)− f in(p, r)

∆p
drdp

∣∣∣∣∣
}

≤
∑
j,i

{∫
Λj,i

∣∣∣∣f in(p, r + ∆r)− f in(p, r)

∆r

∣∣∣∣ drdp+

∫
Λj,i

∣∣∣∣f in(p+ ∆p, r)− f in(p, r)

∆p

∣∣∣∣ drdp
}
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≤ α,

de donde (4.47) resulta en

TV (fn) ≤ e3KTα + (e3KT − 1)M in,

demostrando (4.46).



Capítulo 5

Convergencia del método

En este capítulo se utilizan las propiedades expuestas previamente para demostrar el
teorema 3.1 que garantiza la convergencia del esquema (3.7) a una solución del problema
débil (2.8), al menos para una subsucesión. Para ello, se demuestra, en primer lugar, que si
{(fh, uh)} es una sucesión de soluciones del esquema (3.7), entonces existe una subsucesión
(fh, uh)h que converge a algún (f, u). Posteriormente, se prueba que ese mismo par (f, u) es
solución del problema débil (2.8).

5.1. Resultados de compacidad

Para garantizar que existe una subsucesión (fh, uh)h convergente, se utiliza el Teorema
de Arzelà-Ascoli que relaciona los conceptos de compacidad y equicontinuidad. Este último
se expone a continuación, a partir de Definición 1.3.1 de (Vrabie, 1995).

Definición 5.1 (Equicontinuidad). Sea X un espacio de Banach real (con norma ‖ · ‖X).
Un subconjunto K de C([a, b];X) es llamado equicontinuo si

∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que ∀ t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| < δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖X < ε,

uniformemente para todo f ∈ K.

La forma del teorema de Arzelà-Ascoli que conviene utilizar es la que se encuentra en el
Teorema 1.3.1 de (Vrabie, 1995). Así, se trabaja directamente con un espacio de Banach X
y un subconjunto de C([a, b];X).

Teorema 5.2 (Arzelà-Ascoli). Sea X un espacio de Banach real. Un subconjunto K de
C([a, b];X) es relativamente secuencialmente compacto si y sólo si

39
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1. K es equicontinuo,

2. existe un subconjunto D denso en [a, b] tal que, para cada t ∈ D, la sección transversal
de K en t definida por

K(t) := {f(t) : f ∈ K}
es relativamente compacto en X.

Demostración. Ver Teorema 0.4.11 de (Edwards, 1965).

Para cada (fh, uh) solución del esquema (3.7), se definen las funciones auxiliares f̃h :
[0, T )× SP → R y ũh : [0, T )→ R tales que

f̃h(t, p, r) :=
J∑
j=0

I∑
i=0

[
fnj,i +

t− tn
∆t

(
fn+1
j,i − fnj,i

)]
1Λj,i

(p, r),

ũh(t) := un +
t− tn

∆t

(
un+1 − un

)
, (5.1)

para t ∈ [tn, tn+1). A estas funciones se les puede aplicar el Teorema de Arzelà-Ascoli, luego
de probar equicontinuidad.

Proposición 5.3. Los conjuntos {f̃h} y {ũh} son equicontinuos.

Demostración. Sean s1, s2 ∈ [0, T ), con s1 < s2, y sean n1, n2 ∈ N, con n1 < n2, tales que

tn1−1 < s1 < tn1 , tn2 < s2 < tn2+1.

Entonces, utilizando desigualdad triangular,

‖f̃h(s1, ·, ·)− f̃h(s2, ·, ·)‖L1(SP ) ≤ ‖f̃h(s1, ·, ·)− f̃h(tn1 , ·, ·)‖L1(SP )

+

n2−1∑
n=n1

‖f̃h(tn, ·, ·)− f̃h(tn+1, ·, ·)‖L1(SP )

+ ‖f̃h(tn2 , ·, ·)− f̃h(s2, ·, ·)‖L1(SP ). (5.2)

Por un lado, como el segundo término del lado derecho está evaluado en valores de t donde
f̃h = fh, éste satisface

n2−1∑
n=n1

‖f̃h(tn, ·, ·)− f̃h(tn+1, ·, ·)‖L1(SP ) =

n2−1∑
n=n1

J∑
j=0

I∑
i=0

|fnj,i − fn+1
j,i |∆p∆r

≤
n2−1∑
n=n1

C∆t
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= C(tn2 − tn1), (5.3)

donde la desigualdad la asegura (4.12). Por otro lado,

‖f̃h(s1, ·, ·)− f̃h(tn1 , ·, ·)‖L1(SP ) =
J∑
j=0

I∑
i=0

∣∣∣∣fn1−1
j,i +

s1 − tn1−1

∆t

(
fn1
j,i − f

n1−1
j,i

)
− fn1

j,i

∣∣∣∣∆p∆r
=

J∑
j=0

I∑
i=0

∣∣∣∣s1 − tn1

∆t
(fn1
j,i − f

n1−1
j,i )

∣∣∣∣∆p∆r
≤ C(tn1 − s1). (5.4)

Análogamente, se demuestra que

‖f̃h(tn2 , ·, ·)− f̃h(s2, ·, ·)‖L1(SP ) ≤ C(s2 − tn2). (5.5)

Luego, de (5.3), (5.4) y (5.5), se tiene para (5.2)

‖f̃h(s1, ·, ·)− f̃h(s2, ·, ·)‖L1(SP ) ≤ C(s2 − s1).

Por lo tanto, si s1, s2 ∈ [0, T ) son arbitrarios, se satisface

‖f̃h(s1, ·, ·)− f̃h(s2, ·, ·)‖L1(SP ) ≤ C|s1 − s2|, (5.6)

es decir, {f̃h} es equicontinuo.

De manera similar, si s1, s2 ∈ [0, T ) con s1 < s2, como al inicio de esta demostración,

|ũh(s1)− ũh(s2)| ≤ |ũh(s1)− ũh(tn1)|+
n2−1∑
n=n1

|ũh(tn)− ũh(tn+1)|+ |ũh(tn2)− ũh(s2)|

=

∣∣∣∣s1 − tn1

∆t

(
un1 − un1−1

)∣∣∣∣+

n2−1∑
n=n1

∣∣un − un+1
∣∣+

∣∣∣∣s2 − tn2

∆t

(
un2+1 − un2

)∣∣∣∣
≤ C(tn1 − s1) +

n2−1∑
n=n1

C∆t+ C(s2 − tn2)

= C(s2 − s1), (5.7)

donde las desigualdades son consecuencias de la desigualdad triangular y de (4.4). Luego,
para cualquier par s1, s2 ∈ [0, T ) arbitrarios,

|ũh(s1)− ũh(s2)| ≤ C|s1 − s2|,

es decir, {ũh} es equicontinuo.
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Proposición 5.4. Existe una subsucesión (fh, uh)h y funciones f ∈ C([0, T );L1(SP )) y
u ∈ C([0, T )) tales que

fh → f en L∞([0, T );L1(SP ))

uh → u en L∞([0, T ))

Demostración. Es evidente que f̃h ∈ C([0, T );L1(SP )).

Utilizando la definición de f̃h junto a (4.12), se puede obtener

sup
[0,T )

‖fh(t, ·, ·)− f̃h(t, ·, ·)‖L1(SP ) ≤ sup
n∈{0,...,N−2}

J∑
j=0

I∑
i=0

∣∣fn+1
j,i − fnj,i

∣∣∆p∆r
≤ C∆t. (5.8)

Por otro lado, del lema 4.9 se sabe que TV (f̃h(t, ·, ·)) < K, para todo t ∈ [0, T ). Por
Corolario 5.3.4 de (Ziemer, 1989), el conjunto

{f ∈ L1(SP ) : ‖f‖L1(SP ) + TV (f) ≤ κ},

con κ ∈ R fijo, es compacto en L1(SP ), por lo cual {f̃h(t, ·, ·)} es relativamente compacto en
L1(SP ), para cada t ∈ [0, T ).

Lo anterior corresponde a la condición 2 del teorema 5.2 (Arzelà-Ascoli). Como además se
sabe que {f̃h} es equicontinuo, se cumplen ambas condiciones para aplicar dicho teorema y así
afirmar que {f̃h} es relativamente secuencialmente compacto. Luego, existe una subsucesión
(f̃h)h y una función f ∈ C([0, T );L1(SP )) tales que

f̃h → f en C([0, T );L1(SP )), (5.9)

cuando |h| → 0.

Por lo tanto, por desigualdad triangular, se tiene para la subsucesión (fh)h mencionada

sup
[0,T )

‖fh(t, ·, ·)− f(t, ·, ·)‖L1(SP ) ≤ sup
[0,T )

‖fh(t, ·, ·)− f̃h(t, ·, ·)‖L1(SP )

+ sup
[0,T )

‖f̃h(t, ·, ·)− f(t, ·, ·)‖L1(SP ),

donde, si se utilizan (5.8) y (5.9), ambos términos del lado derecho tienden a 0 cuando
|h| → 0.

Por proposición 4.1, fh ∈ L∞([0, T );L1(SP )), por lo cual lo recientemente obtenido per-
mite afirmar que existe una subsucesión (fh)h tal que

fh → f en L∞([0, T );L1(SP )), (5.10)
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cuando |h| → 0, con f ∈ C([0, T );L1(SP )).

De manera similar, se sabe que ũh ∈ C([0, T )). La proposición 4.3 permite saber que
{ũh(t)} ⊂ [0, ρ] para cualquier t ∈ [0, T ), por lo cual {ũh(t)} es relativamente compacto en
R, para todo t ∈ [0, T ). Además, la proposición 5.3 asegura la equicontinuidad de {ũh}, por
lo cual el teorema 5.2 garantiza que {ũh} es relativamente secuencialmente compacto. Luego,
existe una subsucesión (ũh)h y u ∈ C([0, T )) tales que

ũh → u en C([0, T )), (5.11)

cuando |h| → 0. Además, de la definición de ũh y de (4.4),

sup
t∈[0,T )

|uh(t)− ũh(t)| ≤ sup
n∈{0,...,N−2}

|un+1 − un| ≤ C∆t. (5.12)

Utilizando (5.11) y (5.12),

sup
[0,T )

|uh(t)− u(t)| ≤ sup
[0,T )

|uh(t)− ũh(t)|+ sup
[0,T )

|ũh(t)− u(t)| → 0,

cuando |h| → 0, para una subsucesión (uh)h. Por lo tanto, existe una subsucesión (uh)h tal
que

uh → u en L∞([0, T )) (5.13)

cuando |h| → 0, con u ∈ C([0, T );L1(SP )).

5.2. Demostración de la convergencia

En la sección 5.1 se demuestra que el esquema numérico converge a un elemento. Sin
embargo, es necesario demostrar que ese mismo elemento es solución exacta del problema
débil (2.8). De esto se encarga la siguiente proposición.

Proposición 5.5. El par de funciones (f, u) dados por (5.10) y (5.13) en la proposición 5.4
satisface la formulación débil (2.8).

Demostración. En esta demostración se supone que los valores de h son aquellos correspon-
dientes a la subsucesión convergente presentada en la proposición 5.4. Por lo tanto, si por
ejemplo se menciona un límite cuando |h| → 0, se refiere sólo a aquella subsucesión aunque
no se exprese de forma explícita.

Utilizando la expresión entregada por el esquema numérico (3.7), se puede escribir

fn+1
j,i = fnj,i +

∆t

∆r
Vn−j,i+1/2

(
fnj,i+1 − fnj,i

)
+

∆t

∆r
Vn+
j,i−1/2

(
fnj,i−1 − fnj,i

)
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+
∆t

∆r

(
Vnj,i−1/2 − Vnj,i+1/2

)
fnj,i. (5.14)

Sea ϕ ∈ C1
c ([0, T )× SP ). Se definen

ϕnj,i :=
1

∆t∆r∆p

∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

ϕ(t, p, r)drdpdt,

Y h
1 :=

N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

∆r
(
fn+1
j,i − fnj,i

)
ϕnj,i∆p,

Y h
2 :=

N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

∆tVn−j,i+1/2

(
fn+1
j,i+1 − fnj,i

)
ϕnj,i∆p

+
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

∆tVn+
j,i−1/2

(
fn+1
j,i−1 − fnj,i

)
ϕnj,i∆p

+
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

∆t
(
Vnj,i−1/2 − Vnj,i+1/2

)
fnj,iϕ

n
j,i∆p.

De (5.14) se puede observar claramente que

Y h
1 = Y h

2 .

Por otro lado, se definen

Zh
1 := −

∫ T

0

∫
SP
fh(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp,

Zh
2 := −

∫ T

0

∫
SP
∂rṼ(uh(t), p, r)fh(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

+

∫ T

0

∫
SP
fh(t, p, r)∂r(Ṽ(uh(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt,

donde

Ṽ(u(t), p, r) := V(u(t), p, ri−1/2) +
r − ri−1/2

∆r

(
V(u(t), p, ri+1/2)− V(u(t), p, ri−1/2)

)
,

para r ∈ [ri−1/2, ri+1/2). Observar que Ṽ es la función lineal a trozos en la variable r tal que

Ṽ(u(t), p, ri+1/2) = V(u(t), p, ri+1/2),
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para i ∈ {−1, 0, 1, ..., I}, por lo cual se sabe que Ṽ → V , cuando |h| → 0.

Las proposiciones 4.3 y 4.11 que aseguran la estabilidad L∞ de uh y fh, respectivamente,
permiten saber que uh y fh poseen cotas uniformes. Además, Ṽ es acotada debido a que V lo
es. Esto permite utilizar la proposición 5.4 y el Teorema de la Convergencia Dominada para
obtener

ĺım
|h|→0

Zh
1 = −

∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp,

ĺım
|h|→0

Zh
2 = −

∫ T

0

∫
SP
∂rV(u(t), p, r)f(t, p, r))ϕ(t, p, r)drdpdt

+

∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂r(V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt.

Si se restan ambos límites, se tiene una expresión similar a la ecuación (2.8a) del problema
débil, por lo cual se debe seguir desarrollando para llegar a una expresión que sea exactamente
igual a dicha ecuación.

Por un lado,

Zh
1 = −

N−1∑
n=0

∫
SP
fh(tn, p, r) [ϕ(tn+1, p, r)− ϕ(tn, p, r)] drdp−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

=
N−2∑
n=0

∫
SP

(fh(tn+1, p, r)− fh(tn, p, r))ϕ(tn+1, p, r)drdp

+

∫
SP

(
fh(0, p, r)− f in(p, r)

)
ϕ(0, p, r)drdp.

Luego,

Zh
1 − Y h

1 =
N−2∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

(fn+1
j,i − fnj,i)

∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

ϕ(tn+1, p, r)− ϕ(t, p, r)

∆t
drdpdt

+

∫
SP

(fh(0, p, r)− f in(p, r))ϕ(0, p, r)drdp,

de donde

|Zh
1 − Y h

1 | ≤
N−2∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

|fn+1
j,i − fnj,i|

∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

|∂tϕ|drdpdt

+ ‖fh(0, ·, ·)− f in(·, ·)‖L1(SP )‖ϕ‖L∞([0,T )×SP )
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≤
N−2∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

|fn+1
j,i − fnj,i|∆t∆p∆r‖∂tϕ‖L∞([0,T )×SP )

+ ‖fh(0, ·, ·)− f in(·, ·)‖L1(SP )‖ϕ‖L∞([0,T )×SP )

≤ T‖∂tϕ‖L∞([0,T )×SP ) sup
0≤n≤N−2

J∑
j=0

I∑
i=0

|fn+1
j,i − fnj,i|∆p∆r

+ ‖fh(0, ·, ·)− f in(·, ·)‖L1(SP )‖ϕ‖L∞([0,T )×SP ),

y de (4.12),
|Zh

1 − Y h
1 | ≤ C(ϕ)∆t. (5.15)

Por otro lado,

Zh
2 = −

N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

1

∆r
(Vnj,i+1/2 − Vnj,i−1/2)fnj,i

∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

ϕ(t, p, r)drdpdt

+
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

fnj,i

∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

(Vnj,i+1/2ϕ(t, p, ri+1/2)− Vnj,i−1/2ϕ(t, p, ri−1/2))dpdt

=
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

1

∆r
(Vnj,i−1/2 − Vnj,i+1/2)fnj,i

∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

ϕ(t, p, r)drdpdt

+
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn+
j,i−1/2(fnj,i−1 − fnj,i)

∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

ϕ(t, p, ri−1/2)dpdt

+
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn−j,i+1/2(fnj,i+1 − fnj,i)
∫ tn+1

tn

∫ pj+1/2

pj−1/2

ϕ(t, p, ri+1/2)dpdt,

de donde

Zh
2 − Y h

2 =
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn+
j,i−1/2(fnj,i−1 − fnj,i)

∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

ϕ(t, p, ri−1/2)− ϕ(t, p, r)

∆r
drdpdt

+
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn−j,i+1/2(fnj,i+1 − fnj,i)
∫ tn+1

tn

∫
Λj,i

ϕ(t, p, ri+1/2)− ϕ(t, p, r)

∆r
drdpdt.

Luego

|Zh
2 − Y h

2 | ≤ ∆t∆p∆r
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn+
j,i−1/2|f

n
j,i−1 − fnj,i|‖∂rϕ‖L∞([0,T )×SP )
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+ ∆t∆p∆r
N−1∑
n=0

J∑
j=0

I∑
i=0

Vn−j,i+1/2|f
n
j,i+1 − fnj,i|‖∂rϕ‖L∞([0,T )×SP )

≤ 2T∆r‖∂rϕ‖L∞([0,T )×SP )‖V‖L∞([0,T )×SP ) sup
0≤n≤N−1

J∑
j=0

I∑
i=−1

|fnj,i+1 − fnj,i|∆p,

y recordando que

J∑
j=0

I∑
i=−1

|fnj,i+1 − fnj,i|∆p =
J∑
j=0

I∑
i=−1

|gj,i+1/2|∆p∆r = TVr(f
n) ≤ TV (fn) ≤ K,

cuya última desigualdad se sabe del lema 4.9, se tiene

|Zh
2 − Y h

2 | ≤ C(ϕ)∆r. (5.16)

Como Y h
1 = Y h

2 , de (5.15) y (5.16)

|Zh
1 − Zh

2 | ≤ |Zh
1 − Y h

1 |+ |Zh
2 − Y h

2 | ≤ C(ϕ)(∆t+ ∆r),

por lo cual Zh
1 − Zh

2 → 0 cuando |h| → 0. Por lo tanto,

0 = ĺım
|h|→0

Zh
1 − ĺım

|h|→0
Zh

2

= −
∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

+

∫ T

0

∫
SP
∂rV(u(t), p, r)f(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂r(V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt. (5.17)

El resultado (5.17) es parecido a la ecuación (2.8a) del problema débil. La diferencia está
en las derivadas, las cuales no se pueden modificar con tanta facilidad debido a que no está
asegurada la regularidad de f . Por este motivo, se utilizan molificadores.

Sea η el molificador estándar dado por

η(x) :=

{
c · e

1
|x|2−1 , |x| < 1

0 , |x| ≥ 1
,

para x ∈ R, donde c es tal que ∫
R
η(x)dx = 1.
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Sea
ηε(x) :=

1

ε
η
(x
ε

)
.

Para una función w : (a, b) → R localmente integrable, se define la molificación de w, con
parámetro ε, por

wε(x) := (w ∗ ηε)(x) =

∫ b

a

ηε(x− y)w(y) dy,

para x ∈ (a+ ε, b− ε). En la sección C.4 de (Evans, 2010) se demuestra que wε es suave en
(a + ε, b − ε) para cualquier ε > 0, sin importar la forma de w, y además wε → w cuando
ε→ 0. Estas definiciones se deben aplicar a la función f(t, p, ·), con t y p fijos, por lo cual se
define

f ε(t, p, r) =

∫ 1

0

ηε(r − y)f(t, p, y) dy,

para (t, p, r) ∈ [0, T )× SP (ε), con

SP (ε) := [0, P ]× [ε, 1− ε].

Así, esta función es suave para la variable r, en (ε, 1− ε).

Para una función g ∈ L∞([0, T );L1(SP )), se define el operador

L(g) := −
∫ T

0

∫
SP
g(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

+

∫ T

0

∫
SP
∂rV(u(t), p, r)g(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫
SP
g(t, p, r)∂r(V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt.

Por los resultados de molificadores ya mencionados y utilizando el Teorema de Convergencia
Dominada,

ĺım
ε→0

L(f ε) = −
∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

+

∫ T

0

∫
SP
∂rV(u(t), p, r)f(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂r(V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt,

y por (5.17), de lo anterior se tiene que

ĺım
ε→0

L(f ε) = 0. (5.18)
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Por otro lado,

L(f ε) := −
∫ T

0

∫
SP (ε)

f ε(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−
∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

+

∫ T

0

∫
SP (ε)

∂rV(u(t), p, r)f ε(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫
SP (ε)

f ε(t, p, r)∂r(V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt.

Se aprovecha la suavidad de f ε para escribir los dos últimos términos en la forma∫ T

0

∫
SP (ε)

∂rV(u(t), p, r)f ε(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫
SP (ε)

f ε(t, p, r)∂r(V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r))drdpdt

=

∫ T

0

∫
SP (ε)

∂rV(u(t), p, r)f ε(t, p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

+

∫ T

0

∫
SP (ε)

∂rf
ε(t, p, r)V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫ P

0

[f ε(t, p, r)V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r)]r=1−ε
r=ε dpdt

=

∫ T

0

∫
SP (ε)

∂r (V(u(t), p, r)f ε(t, p, r))ϕ(t, p, r)drdpdt

−
∫ T

0

∫ P

0

[f ε(t, p, r)V(u(t), p, r)ϕ(t, p, r)]r=1−ε
r=ε dpdt

= −
∫ T

0

∫
SP (ε)

V(t, p, r)f ε(t, p, r)∂rϕ(t, p, r)drdpdt.

de donde

L(f ε) = −
∫ T

0

∫
SP (ε)

f ε(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−
∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

−
∫ T

0

∫
SP (ε)

V(t, p, r)f ε(t, p, r)∂rϕ(t, p, r)drdpdt,

Se utiliza nuevamente el Teorema de la Convergencia Dominada para obtener

ĺım
ε→0

L(f ε) = −
∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt−

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp (5.19)
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−
∫ T

0

∫
SP
V(t, p, r)f(t, p, r)∂rϕ(t, p, r)drdpdt. (5.20)

Luego, de (5.18) y (5.19), se obtiene∫ T

0

∫
SP
f(t, p, r)∂tϕ(t, p, r)drdpdt+

∫
SP
f in(p, r)ϕ(0, p, r)drdp

+

∫ T

0

∫
SP
V(t, p, r)f(t, p, r)∂rϕ(t, p, r)drdpdt = 0. (5.21)

Por último, del esquema (3.7), se sabe que

un = ρ−
J∑
j=0

I∑
i=0

ripjf
n
j,i∆r∆p.

Si se define

Ih(p, r) =
J∑
j=0

I∑
i=0

ripj1Λj,i
(p, r),

se observa que Ih → pr cuando |h| → 0. Así, el esquema permite escribir

uh(t) = ρ−
∫
SP
Ih(p, r)fh(t, p, r)drdp,

lo cual, si |h| → 0,

u(t) = ρ−
∫
SP
rpf(t, p, r)drdp, (5.22)

debido a la proposición 5.4.

Las afirmaciones (5.21) y (5.22) indican que (f, u) de la proposición 5.4 es solución del
problema débil (2.8).

Observación 5.6. La demostración del teorema 3.1 asegura la existencia de una subsucesión
de {(fh, uh)} que converge a un (f, u) que es solución del problema débil, lo cual garantiza
la existencia de solución del problema. Sin embargo, en este documento no se demuestra la
unicidad de dicha solución.



Capítulo 6

Resultados

En este capítulo se muestran algunos ensayos numéricos, incluyendo sus respectivos pará-
metros, gráficos y observaciones. Para resolver, se utilizaron rutinas desarrolladas por el autor
en lenguaje Fortran 90. Las imágenes fueron obtenidas a través de los software ParaView
5.4.0 y MATLAB R2017a (9.2.0.538062).

En los ejemplos expuestos se garantiza el cumplimiento de las condiciones de estabilidad
(3.10) y (3.11). Para ello, se procede como se describe a continuación.

Recordar que las condiciones de estabilidad están dadas por

2
∆t

∆r
‖V‖L∞((0,ρ)×SP ) < 1, K̃PM in∆t < 1,

las cuales se pueden escribir en la forma

∆t <
∆r

2‖V‖L∞
, ∆t <

1

K̃PM in
.

Si τ es el valor de ∆t propuesto inicialmente, lo anterior sugiere que, al momento de imple-
mentar el esquema, un valor correcto para ∆t sería

∆t = mı́n

{
τ,

∆r

2‖V‖L∞
,

1

K̃PM in

}
. (6.1)

Así, una vez sugerido el valor ∆t = τ , éste se modifica si no satisface las condiciones de
estabilidad.

Con el fin de proponer una forma discreta de (6.1), se reemplaza ‖V‖L∞ por

V ∗ := sup
u∈[0,ρ]

j∈{0,...,J}
i∈{0,...,I}

|V(u, pj, ri)| = máx
j∈{0,...,J}
i∈{0,...,I}

máx
u∈[0,ρ]

{|k(pj, ri)u− l(pj, ri)|} .

51



52

Observar que, si pj y ri están fijos y sólo u es variable, los máximos de |k(pj, ri)u− l(pj, ri)|
en [0, ρ] se encuentran en los extremos u = 0 y u = ρ, por lo cual

V ∗ = máx
j,i

máx {|k(pj, ri)ρ− l(pj, ri)|, l(pj, ri)} .

Además, se reemplaza K̃ por
K∗ := máx

j,i
k(pj, ri).

Luego, el valor para ∆t con el cual se resuelve el esquema de forma computacional resulta
en

∆t = mı́n

{
τ,

∆r

2V ∗
,

1

K∗PM0
0,h

}
.

Para todos los ejemplos que se muestran a continuación, el espacio SP se ha discretizado
bajo los parámetros

J = 500,

I = 500.

Además, en cada caso se propone τ = 0,001.

Se utiliza la notación
u∞ = ĺım

t→∞
uh(t).

Para efectos prácticos, se calcula u∞ ≈ uh(T ), pues en cada ejemplo se tiene que uh se
estabiliza en el tiempo con valores muy cercanos a su respectiva asíntota.
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6.1. Ejemplo 1

Siguiendo el ejemplo de (Hingant y Sepúlveda, 2015), para P = 1 y T = 8,01, se utilizan
las tasas de adsorción y desorción

k(p, r) = 4p(1− r), l(p, r) = r,

con distribución inicial
f in(p, r) = m · r(1− r)p(P − p).

Los parámetros utilizados son

uin = 0,9

ρ = 1,

y m es tal que

uin +

∫ P

0

∫ 1

0

rpf in(p, r)drdp = ρ.

Se calculó que ∆t ≈ 2,4975× 10−4.

Las figuras 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9 y 6.10 muestran a fh para distintos
tiempos y la figura 6.11 muestra a uh.

Observar que uh se estabiliza a través del tiempo y los valores de fh disminuyen en todo SP
a medida que el tiempo avanza, salvo en una curva donde aumenta de forma aparentemente
indefinida. Dicha curva corresponde a los puntos (p, r) ∈ SP tales que V(u∞, p, r) = 0, como
se puede apreciar si se compara con el gráfico de V(u∞, ·, ·) en la figura 6.48.

Esto se interpreta como una tendencia al estado de equilibrio en el fenómeno de sorción:
dado un conjunto de polímeros de tamaño p, todos ellos logran tener la misma proporción de
grupos funcionales ocupados r y ocurre justamente cuando los iones se acoplan y se sueltan
de ellos a la misma rapidez, es decir, cuando V(u∞, p, r) = 0. Esta tendencia al equilibrio
provoca que los iones libres se mantengan en una cantidad constante u∞ a medida que el
tiempo avanza, tal como muestra la figura 6.11.
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Figura 6.1: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 0; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P −p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.2: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 0,125; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.3: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 0,25; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.4: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 0,5; ·, ·) con f in(p, r) = m·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.5: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 0,75; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.6: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 1; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P −p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.7: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 2; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P −p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.8: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 3; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P −p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.9: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 5; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P −p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.10: Ejemplo 1: Gráfico de fh(t = 8; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.11: Ejemplo 1: Gráfico de uh con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P − p), uin = 0,9 y tasas
de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.



6.1. Ejemplo 1 65

Figura 6.12: Ejemplo 1: Gráfico de V(u∞, ·, ·) con k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r, junto a la
curva V(u∞, ·, ·) = 0.
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6.2. Ejemplo 2

En el ejemplo anterior se observa que el comportamiento asintótico de fh depende de V ,
por lo cual es natural intuir que el lugar donde se acumula fh no depende de las condiciones
iniciales. Esto motiva un segundo experimento que coincide con lo previsto.

Este ejemplo utiliza las mismas condiciones que el ejemplo anterior, es decir, P = 1 y
T = 8,01, con tasas de adsorción y desorción

k(p, r) = 4p(1− r), l(p, r) = r,

y parámetros

uin = 0,9

ρ = 1,

excepto la distribución inicial que se reemplaza por

f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),

donde m es tal que

uin +

∫ P

0

∫ 1

0

rpf in(p, r)drdp = ρ.

En este caso también se calculó que ∆t ≈ 2,4975× 10−4.

Las figuras 6.13, 6.14, 6.15, 6.16, 6.17, 6.18, 6.19, 6.20, 6.21 y 6.22 muestran a fh para
distintos tiempos y la figura 6.23 muestra a uh. Además, la figura 6.48 muestra V(u∞, ·, ·),
donde la línea negra corresponde a V(u∞, ·, ·) = 0.

Como se puede observar al comparar este ejemplo con el anterior, una función f in distinta
no cambia la curva donde fh se acumula.
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Figura 6.13: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 0; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.14: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 0,125; ·, ·) con f in(p, r) = m·(1−cos(4πr))p(P−p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.15: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 0,25; ·, ·) con f in(p, r) = m ·(1−cos(4πr))p(P −p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.16: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 0,5; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.



6.2. Ejemplo 2 71

0.05

0.1

0.2

0.5

1

2

5

10

20

50

100

200 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

Figura 6.17: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 0,75; ·, ·) con f in(p, r) = m ·(1−cos(4πr))p(P −p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.18: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 1; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.19: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 2; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.20: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 3; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.21: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 5; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.22: Ejemplo 2: Gráfico de fh(t = 8; ·, ·) con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.23: Ejemplo 2: Gráfico de uh con f in(p, r) = m · (1− cos(4πr))p(P − p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r.
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Figura 6.24: Ejemplo 2: Gráfico de V(u∞, ·, ·) con k(p, r) = 4p(1− r) y l(p, r) = r, junto a la
curva V(u∞, ·, ·) = 0.
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6.3. Ejemplo 3

Para P = 1 y T = 20,01, se utilizan las tasas de adsorción y desorción

k(p, r) = k0p
α(1− r)α, l(p, r) = l0p

βrβ,

con k0 = 0,5, l0 = 0,8, α = 1/3, β = 2/3, y con distribución inicial

f in(p, r) = m · r(1− r)p(P − p).

Los parámetros utilizados son

uin = 0,9

ρ = 1,

donde m es tal que

uin +

∫ P

0

∫ 1

0

rpf in(p, r)drdp = ρ.

Se calculó que ∆t = τ = 0,001.

Las figuras 6.25, 6.26, 6.27, 6.28, 6.29, 6.30, 6.31, 6.32, 6.33 y 6.34 muestran a fh para
distintos tiempos y la figura 6.35 muestra a uh. Además, la figura 6.48 muestra V(u∞, ·, ·),
donde la línea negra corresponde a V(u∞, ·, ·) = 0.

Observar que, en este caso, las tasas de adsorción y desorción violan la hipótesis (H2)
debido a que k, l /∈ W 2,∞(SP ). El comportamiento de fh y uh es similar a los dos ejemplos
anteriores.
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Figura 6.25: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 0; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.26: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 0,25; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.27: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 0,5; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.28: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 1; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.29: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 2; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.30: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 3; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.31: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 4; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.32: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 5; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.33: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 10; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.34: Ejemplo 3: Gráfico de fh(t = 20; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.35: Ejemplo 3: Gráfico de uh con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P − p), uin = 0,9 y tasas
de sorción k(p, r) = 0,5p1/3(1− r)1/3 y l(p, r) = 0,8p2/3r2/3.
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Figura 6.36: Ejemplo 3: Gráfico de V(u∞, ·, ·) con k(p, r) = 0,5p1/3(1 − r)1/3 y l(p, r) =
0,8p2/3r2/3, junto a la curva V(u∞, ·, ·) = 0.
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6.4. Ejemplo 4

Dado que fh tiende a acumularse en el tiempo en la curva V(u∞, ·, ·) = 0, surgió el interés
por saber, por ejemplo, qué ocurre cuando V(u∞, p, ·) se anula en más de un punto, para un
p ∈ (0, P ) fijo. Esto es posible de realizar cumpliento todas las hipótesis pues ninguna exige,
directa o indirectamente, que V(u, p, ·) sea monótona.

Se escoge, entonces, P = 1 y T = 4,01, con las tasas de adsorción y desorción

k(p, r) = 1 + cos(5πr), l(p, r) = p(1− cos(5πr)),

y la distribución inicial
f in(p, r) = m · r(1− r)p(P − p).

Los parámetros utilizados son

uin = 0,9

ρ = 1,

donde m es tal que

uin +

∫ P

0

∫ 1

0

rpf in(p, r)drdp = ρ.

Se calculó que ∆t ≈ 4,9900× 10−4.

Las figuras 6.37, 6.38, 6.39, 6.40, 6.41, 6.42, 6.43, 6.44, 6.45 y 6.46 muestran a fh para
distintos tiempos y la figura 6.47 muestra a uh.

En este ejemplo, si se compara el comportamiento asintótico de fh con el gráfico de
V(u∞, ·, ·) en la figura 6.48, se observa que fh se acumula sólo en algunas partes de la curva
V(u∞, ·, ·) = 0, que corresponden a aquellas en donde además ∂rV(u∞, ·, ·) ≤ 0.

La interpretación que se le puede dar a este caso, de forma absolutamente intuitiva, es
que el equilibrio sólo se da en V(u∞, ·, ·) = 0 cuando ∂rV(u∞, ·, ·) ≤ 0 debido a que si r
aumenta cerca de esa zona, la tasa de sorción se hace negativa, por lo cual los iones se
sueltan a una tasa más rápida de la que se acoplan, provocando que los iones acoplados r
comiencen a disminuir. En cambio, si r disminuye cerca de esa zona, los iones se acoplan a
una tasa más rápida de la que se sueltan, provocando que los iones acoplados r comiencen
a aumentar. Dicho de otra forma, aquellos polímeros con configuraciones correspondientes a
esa zona tienden a soltar iones más rápido cuando estos aumentan y a acoplar más rápido
cuando disminuyen, aumentando entonces la cantidad de polímeros que acoplan y sueltan
iones a la misma rapidez, explicando la acumulación de fh.

Por otro lado, en las zonas en que V(u∞, ·, ·) = 0 y ∂rV(u∞, ·, ·) ≥ 0, si r aumenta
entonces los polímeros con aquellas configuraciones tienden a acoplar iones más rápido. Si
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t 0 < r < 1/3 1/3 < r < 2/3 2/3 < r < 1

0 11,11 % 48,15 % 40,74 %
0,05 7,24 % 53,18 % 39,58 %
0,1 5,56 % 54,58 % 39,86 %
0,15 4,83 % 54,97 % 40,20 %
0,2 4,51 % 55,09 % 40,40 %
0,3 4,32 % 55,13 % 40,55 %
0,5 4,26 % 55,14 % 40,60 %
1 4,25 % 55,13 % 40,61 %
2 4,25 % 55,13 % 40,61 %
4 4,25 % 55,13 % 40,61 %

Tabla 6.1: Ejemplo 4: Distribución (aproximada) de la masa
∫
SP
rpfh(t, p, r)drdp, a través

del tiempo, en las zonas de SP donde se acumula fh.

r disminuye, los polímeros tienden a soltar iones más rapido. Así, ningún polímero termina
con configuraciones cercanas a dicha zona.

La tabla 6.1 muestra cómo se distribuye la masa
∫
SP
rpfh(t, p, r)drdp (cantidad de iones)

en las regiones 0 < r < 1/3, 1/3 < r < 2/3 y 2/3 < r < 1, que corresponden a regiones de
SP del mismo tamaño, donde cada una incluye una curva de acumulación de fh. Los valores
fueron calculados con la aproximación ya conocida∫

SP
rpfh(t, p, r)drdp ≈

J∑
j=0

I∑
i=0

ripjfh(t, pj, ri)∆r∆p

y la tabla muestra, a su vez, valores aproximados de los porcentajes de la masa correspon-
diente a cada zona.
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Figura 6.37: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.38: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0,05; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.39: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0,1; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.40: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0,15; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.41: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0,2; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).



6.4. Ejemplo 4 99

0.05

0.1

0.2

0.5

1

2

5

10

20

50

100 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

   r   

Figura 6.42: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0,3; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.43: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 0,5; ·, ·) con f in(p, r) = m · r(1 − r)p(P − p),
uin = 0,9 y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.44: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 1; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.45: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 2; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.46: Ejemplo 4: Gráfico de fh(t = 4; ·, ·) con f in(p, r) = m ·r(1−r)p(P−p), uin = 0,9
y tasas de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.47: Ejemplo 4: Gráfico de uh con f in(p, r) = m · r(1− r)p(P − p), uin = 0,9 y tasas
de sorción k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1− cos(5πr)).
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Figura 6.48: Ejemplo 4: Gráfico de V(u∞, ·, ·) con k(p, r) = 1 + cos(5πr) y l(p, r) = p(1 −
cos(5πr)), junto a la curva V(u∞, ·, ·) = 0.



Conclusiones

En esta memoria se analizó un sistema de ecuaciones de tipo Lifshitz-Slyozov aplicado
a un modelo de polímeros, proponiendo un esquema numérico que incluye al método de
volúmenes finitos y demostrando su validez al garantizar que éste converge a la solución
exacta del problema débil.

Si bien algo similar se realizó en (Hingant y Sepúlveda, 2015), el presente documento se
enfoca en desarrollar la demostración utilizando el hecho de que el esquema es de variación
acotada. Esto último fue tal vez la parte menos convencional, pues se puede encontrar una
gran cantidad de documentos que demuestran resultados de variación acotada en una sola
dimensión y no en forma bidimensional. Esto motivó al autor a argumentar, por idea propia,
a través de estimaciones en cada dimensión que no tienen utilidad por separado, siendo
eficaces sólo al combinarlas.

Otra diferencia con el mencionado estudio fue que se eliminó la condición de monotonía
de la tasa de sorción, siendo útil para respaldar el ejemplo 4 donde se experimenta con una
tasa de sorción que provoca más de una zona de equilibrio del fenómeno, desconociendo, a
su vez, si esto puede existir en un caso real. Fue necesario, además, establecer una hipótesis
más fuerte respecto de las tasas de adsorción y desorción, presentada como (H2).

Las hipótesis fueron planteadas para poder desarrollar la demostración del teorema que
garantiza la convergencia del esquema numérico. Sin embargo, el ejemplo 3 sugiere que existen
hipótesis que se pueden relajar, como (H2) en dicho caso, ya que los resultados mostraron en
forma gráfica que el comportamiento es similar al resto de los ejemplos que sí satisfacen las
hipótesis. Para poder desarrollar las demostraciones con hipótesis más relajadas se requieren
otras herramientas que no están al alcance de este trabajo.

Los resultados experimentales mostraron el comportamiento asintótico de la función de
distribución f , mostrando que ésta se acumula en la curva donde la tasa de sorción es nula.
Esto coincide con la documentación existente sobre las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov, por
ejemplo (Filbet y Laurençot, 2003) y (Tine et al., 2013).

Cabe notar que los ejemplos fueron realizados con parámetros, condiciones iniciales y
tasas de adsorción y desorción cuya consistencia con modelos reales no se investigó, siendo
el ejemplo 4 el que podría estar más alejado de la realidad debido a la forma de la tasa de
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sorción. Esto ocurrió debido a que el presente trabajo trata sobre la matemática presente en
el fenómeno, estableciendo las hipótesis que se deberían considerar al probar modelos reales.

Si se observa la forma que tiene la función f a través del tiempo, los valores de ésta pierden
relevancia en la mayor parte del dominio, siendo útiles sólo aquellos datos que representan
puntos cercanos a la curva donde se anula la tasa de sorción. Por este motivo, si se exigiera
mayor presición en los resultados, una malla más fina provocaría un uso excesivo de memoria
computacional con datos que en su mayoría son similares. Para solucionar esto, se pueden
aplicar esquemas adaptativos que se encargan de refinar la malla sólo en aquellas zonas
donde la pendiente de la función es muy elevada, es decir, generan más datos en las zonas
más relevantes. Para más información al respecto, ver (Harten, 2010) y los trabajos (Bürger
et al., 2008a) y (Bürger et al., 2008b).
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