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Resumen

El presente trabajo esta dedicado al estudio de un esquema numérico que resuelve un sis-
tema de ecuaciones de tipo Lifshitz-Slyozov. Dicho esquema entrega soluciones aproximadas
que, eventualmente, convergen a la solucién exacta del sistema de ecuaciones a medida que
la malla de discretizacion del dominio se hace mas fina. Esto tltimo se demuestra utilizando
el concepto de varacion acotada que permite establecer argumentos de compacidad.

Las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov originales se propusieron para modelar la precipitacion
de soluciones solidas sobresaturadas. Sin embargo, aqui se utiliza una variacién de éstas para
describir el fenémeno de sorcién, entendida como una reacciéon quimica reversible en la cual
iones de metal se adhieren a la superficie de un polimero o se desprenden de ésta.

El capitulo 1 muestra una introduccion que permite conocer el contexto de las ecuaciones.
Para ello, se inicia con una motivacion que explica los procesos de separacién de sustancias
y su importancia, siendo la sorciéon un ejemplo de éstos. Ademas, se explica en qué consiste
la sorcion y cuéles son sus cantidades involucradas.

Ya introducido el tema, en el capitulo 2 se plantean las ecuaciones de interés, las cuales
se obtienen a partir de las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov. Por comodidad de notacion y de
resoluciéon computacional, se hace necesario reescalar el problema para que las variables y
el dominio utilizado tengan una forma que facilite tanto el desarrollo del esquema numérico
como el planteamiento de las ecuaciones. Se presenta, ademas, la formulacion débil que es el
verdadero problema que pretende resolver el método numérico propuesto posteriormente.

El capitulo 3 describe el esquema numérico en forma detallada, definiendo el dominio
discreto sobre el cual se trabaja y un sistema de ecuaciones discreto que encuentra la solucion
aproximada del problema débil. Este sistema de ecuaciones incluye un esquema de voltimenes
finitos. Se expone de manera formal el teorema que garantiza la convergencia del esquema, es
decir, aquel que garantiza que la solucion numérica tiende a la solucién exacta del problema
débil cuando la malla que discretiza al dominio tiende a hacerse mas fina.

Una vez presentado el teorema de convergencia del esquema, el capitulo 4 presenta di-
versos resultados que son necesarios para demostrar dicho teorema. Se demuestra entonces
la estabilidad L*> del método y una estimacion de la variacion total, junto a propiedades
que contribuyen tanto a las demostraciones de este mismo capitulo como a algunos pasos del

XII



RESUMEN XIII

desarrollo del capitulo siguiente.

La demostracion del teorema de convergencia se concreta en el capitulo 5, en el cual
primero se establecen resultados de compacidad con ayuda del Teorema de Arzela-Ascoli
y utilizando el hecho de que las soluciones aproximadas poseen variacion total acotada. Se
prueba, entonces, que la solucion del método numérico converge a un elemento, para luego
demostrar que dicho elemento es solucién del problema débil. Esto altimo corresponde a la
demostracion del teorema planteado al final del capitulo 3, lo cual valida el método propuesto.

Por ltimo, el capitulo 6 muestra los resultados obtenidos al resolver el esquema numérico
a través de cuatro ejemplos distintos que incluyen diversas graficas que dejan en evidencia
el comportamiento asintético de las soluciones a lo largo del tiempo.



Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Motivacidon

Se conoce como proceso de separacion a aquel que permite eliminar ciertos compuestos
de interés a partir de una muestra que contiene otras sustancias que pueden reaccionar de
manera similar. Se aplican, por ejemplo, a la preparaciéon de compuestos puros a partir de
una mezcla (Meloan, 1999).

Un ejemplo de proceso de separacion es la adsorcion,! que se define como la formacion
de una capa de gas, liquido o solido en la superficie de otro material sélido o, menos fre-
cuentemente, liquido. Cuando dicha capa se forma mediante enlaces quimicos se denomina
quimisorcion, a diferencia de la fisisorcion que ocurre debido a fuerzas de Vander Waals mas
débiles. Asi, dicha superficie involucrada en la adsorciéon se llama adsorbente. Al proceso
inverso, donde la sustancia adsorbida es liberada, se le denomina desorcion (Oxford, 2008).

Un adsorbente comiin es el carbéon activado, el cual consiste en carbén con poros de
tamano molecular que permiten la adsorciéon. Se obtiene a partir del carbén natural u otras
sustancias como las maderas duras, cascaras de coco y otros sistemas macromoleculares. El
carbon activado se utiliza para la purificacion del agua y del aire, ademas de la separacion
de algunas mezclas de gases (Marsh y Rodriguez-Reinoso, 2006).

Dentro de los métodos de separacion, es conocida la adsorciéon por cambio de presion, cuyo
nombre se suele reemplazar por sus siglas en inglés PSA (Pressure Swing Adsorption). Este
proceso consiste en utilizar un adsorbente para retirar un material especifico de una mezcla
y, posteriormente, regenerar dicho adsorbente mediante cambios de presiéon a temperaturas
determinadas que provocan la desorcion.

INo se debe confundir la adsorcién con la absorcidn. En este tltimo, la sustancia absorbida penetra la
otra sustancia. (Oxford, 2008)



1.1. Motivacién 2

Entre las aplicaciones méas importantes del proceso PSA se encuentran la separacion del
aire, el secado del aire y la purificacion del nitrogeno (Ns) e hidrogeno (Hy). Para este ultimo,
normalmente se alcanza una pureza de un 99.995% o mas, a diferencia del nitrogeno que
suele alcanzar niveles de pureza cercanos a un 99.5 %.

El hidrogeno ultrapuro se suele recuperar a partir del gas combustible, utilizando ad-
sorbentes como el carbén activado o las zeolitas.? Esta ultima es ampliamente utilizada en
diversas aplicaciones del proceso PSA. Para el secado del aire, se utiliza alimina (AlyO3)
que adsorbe la humedad.

Si bien muchos niveles de pureza pueden ser evaluados como altamente efectivos, estos
procesos generalmente tienen limitaciones econémicas que s6lo permiten aplicarlos a pequena
escala. Sin embargo, procesos como la separacion del hidrocarburo en refinerias de petréleo
pueden llegar a una produccion superior a 100 toneladas diarias (Ruthven et al., 1994).

Otro ejemplo de separacion en grandes volimenes es aquel en que se aprovecha el feno-
meno de adsorciéon para purificar agua contaminada con arsénico. Para este caso, se introdu-
cen al agua contaminada floculos de materiales con una fuerte afinidad al arsénico disuelto,
tales como el hierro y el hidréxido de aluminio. De esta forma, la superficie de estos so6lidos
atrae al arsénico, facilitando su retiro en una etapa posterior (Johnston y Heijnen, 2001).

Se pueden mencionar muchos casos alrededor del mundo en los cuales el arsénico contenido
en el agua potable ha superado los estandares sugeridos por la OMS ( Organizacion Mundial
de la Salud). Dicha organizacion recomienda una concentracion maxima de 10 pg/L (World
Health Organization, 2001). Sin embargo, la OMS identifica al proceso de coagulacién como
el mejor método para eliminar arsénico en grandes volimenes (World Health Organization,
2002), tal como se ha aplicado en la zona norte de Chile desde finales de la década de
1970 (Sancha, 2006) y en casos mas extremos como el de Bangladés, donde unas 5 millones
de personas estaban expuestas a concentraciones mayores a 200 pg/L de arsénico en el
agua potable, ademés de otras 19 millones expuestas a concentraciones mayores a 50 pg/L
(Flanagan et al., 2012).

En general, los métodos de adsorciéon son importantes para controlar los niveles de con-
centracion en que se encuentran los metales pesados en sus diversas fuentes. Muchos de éstos
son escenciales para la vida y el ecosistema, siempre y cuando se encuentren en cantidades
correctas. Por ejemplo, una baja exposicion a algunos metales de manera crénica puede afec-
tar severamente la salud y el medio ambiente, pero el exceso de estos materiales puede ser
venenoso (Wang et al., 2009).

Una técnica particular de separacion para purificar agua utilizando la adsorciéon consiste
en introducir un polimero especifico en la solucién acuosa, de manera que el estado final
esté compuesto solamente por el mismo polimero pero mas pesado -debido a la adhesion de

2Una zeolita es un aluminosilicato hidratado, natural o sintético, con una estructura tridimensional de
cristal abierta, cuyas cavidades mantienen a las moléculas de agua (Oxford, 2008).
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iones- y el agua pura. Posteriormente, el agua se filtra a través de una membrana porosa que
impide el paso del polimero. Los detalles del fenémeno se explican en (Rivas et al., 2003) y
(Rivas et al., 2011).

La interacciéon entre un polimero y un ion en la adsorcion se describe en la seccion
siguiente, siendo el fenémeno que motiva el desarrollo de este trabajo.

1.2. Fendémeno de sorcidon

Un polimero es una macromolécula que esta formada por unidades mas pequenas, llama-
das mondmeros, que se encuentran unidas de extremo a extremo. Estos se pueden encontrar
en materiales usados en la vida cotidiana tales como pléstico, caucho y fibras, que son
aprovechados como aislantes eléctricos o en llantas de neumaticos y envasado de alimentos,
por mencionar algunos ejemplos. No existen sustitutos para dichos materiales que cumplan
aquellas funciones (McCrum et al., 1997).

Dentro del area de la Quimica que estudia a los polimeros, es de especial interés anali-
zar las interacciones que se generan entre dichas macromoléculas y los iones de metal. Los
polimeros que permiten la adhesién de iones de metal son utilizados principalmente en las
técnicas de purificacion del agua, fundamental en diversos procesos que van desde el trata-
miento de aguas contaminadas hasta la produccion de agua ultrapura para fines comerciales.
Aunque este fenémeno se asocia generalmente a la purificacién de agua, es posible utilizarlo
en cualquier proceso de separacion donde se desee extraer una sustancia altamente diluida
en otro liquido (Zagorodni, 2007).

El fenémeno de adhesion y separacion de un ion a una molécula de un polimero se deno-
mina sorcion, el cual se entiende en este documento como una reaccién quimica reversible,
tal como lo menciona (Rivas et al., 2006). Por lo tanto, la adsorcion mencionada en la seccion
anterior consiste en la adhesion del ion al polimero y la desorcion corresponde a la reaccion
inversa, es decir, la separacion del ion. Por otra parte, el polimero en cuestiéon debe poseer
moléculas que estén disponibles para recibir a los iones de la soluciéon. A los conjuntos de
estas tdltimas se les denomina grupos funcionales.

Cabe notar que este trabajo se enfoca en la interaccion polimero-metal. En (Hingant y
Sepilveda, 2015) se muestra un andlisis que incluye la interaccion polimero-polimero.

Siguiendo la notaciéon de (Hingant y Sepulveda, 2015), dado un polimero, sea z € N el
namero de grupos funcionales e y € {0, ..., 2} el nimero de iones situados en el polimero. Se
dice entonces que el par (z,y) es la configuracion del polimero, por lo cual este ultimo se
representa por P, ,. Si M es un ion de metal libre, la reaccién quimica reversible entre el ion
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de metal y el polimero se puede escribir en la forma

kz,y
Pm,y + M = P$’y+1 (11)

lﬂcyy+1

donde k., es la tasa de adsorcion con la cual un polimero de configuracion (z,y) capta un
ion de metal para obtener la nueva configuracion (x,y+1),y 1, 11 es la tasa de desorcion con
la cual un polimero de configuracion (x,y + 1) libera un ion de metal para obtener la nueva
configuracion (x,y). Notar que las tasas de adsorcion y desorcion dependen de la cantidad
de grupos funcionales y de iones adheridos a éstos que tenga el polimero.

Las ecuaciones que modelan el fenémeno de sorcion se plantean en el capitulo siguiente.



Capitulo 2

Planteamiento del problema

El capitulo anterior introduce el fenémeno de sorcién junto a los términos adsorcion,
desorcion, grupos funcionales y configuracion del polimero. El presente capitulo, en cambio,
propone el modelo de interés que se obtiene a partir de las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov.
Se plantea el problema débil que es el verdadero sistema de ecuaciones que pretende resolver
el esquema numérico expuesto posteriormente.

2.1. Modelo de Lifshitz-Slyozov

Si se compara la precipitacion de soluciones supersaturadas con la sorcién, ambos poseen
cierta similitud. En el primero, se forman particulas solidas dentro de un liquido, o descrito
de otra forma, existen mondémeros que se acoplan continuamente a conjuntos més grandes
de éstos, denominados clusters, como se menciona en (Collet y Goudon, 2000). Este acople
de monoémeros a los clusters se asemeja a la adhesion de iones a los polimeros en la sorcién,
motivo por el cual en (Hingant y Sepulveda, 2015) se modela la sorcion tal como se hace con
la precipitacion mencionada.

La precipitacion de soluciones supersaturadas se modela en (Becker y Doring, 1935), don-
de se proponen las ecuaciones de Becker-Déring. Este modelo involucra variables discretas,
pues éstas corresponden a cantidades de particulas. Si bien el modelo discreto deberia ser
considerado como la forma correcta de describir este fenémeno, usualmente es més préctico
trabajar con variables continuas, tomando en cuenta que la existencia o ausencia de una
particula significa una diferencia “muy pequena’”.

En (Lifshitz y Slyozov, 1961) se estudia la precipitacion de soluciones supersaturadas
con variables continuas, donde se presentan las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov, difiriendo de
la naturaleza discreta presente en las ecuaciones de Becker-Doring, a pesar de tratarse del
mismo fenémeno. Dicha propuesta esté lejos de ser una simple transformacion al azar, pues
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la conexién entre el sistema discreto y el continuo estda desarrollada de manera formal en
documentos tales como (Collet et al., 2002) y (Yvinec et al., 2015).

Las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov originales estan escritas en la forma

Of(t,x) + 0y [(k(x)c(t) — q(x)) f(t,x)] =0, te (0,7), >0, (2.1a)
c(t) + /OO zf(t,x)dx = p, te(0,7), (2.1b)

segin se menciona en (Collet y Goudon, 2000).

En este caso, las variables independientes ¢ y x corresponden al tiempo y al volumen de
los clusters, respectivamente. Asi, la funcién de densidad de tamano f(t,z) describe, para
un determinado tiempo ¢, la distribucién de clasters respecto de sus voltmenes .

La ecuacion (2.1a) es una ecuacion de transporte para la funcion de densidad f(t,z).
Los coeficientes cinéticos k(x) y ¢(x) representan las tasas con las cuales los monémeros son
anadidos y extraidos, respectivamente, en un claster de tamano z. El término ¢(t) representa
la cantidad de monémeros dispersos en la solucion, en el tiempo t.

Por otro lado, (2.1b) es una ecuacion integral que corresponde a la conservacion de la
masa total. De esta forma, el término

/Oo xf(t,z)dz
0

es la cantidad de monémeros que se encuentran en forma de clisters en el tiempo ¢. Por lo
tanto, p es la cantidad total de mondémeros. Dichas cantidades pueden ser expresadas, por
ejemplo, como masa o concentracién molar.

A partir de la seccion 2.2 se exponen las ecuaciones para el caso de interés, es decir, el
fenémeno de sorciéon con sus respectivas cantidades relacionadas con los polimeros y los iones
de metal.

2.2. Modelo de interés

El modelo a estudiar se basa en la reaccion (1.1), suponiendo que existe un gran nimero de
particulas correspondientes a iones y polimeros dentro de una solucion. De aqui en adelante,
se usa el término “polimeros” para referirse a particulas de dicha sustancia.

Las ecuaciones involucran tres variables independientes ¢, p, q, de las cuales la primera
corresponde al tiempo y las otras dos estén relacionadas con la configuracion de los polimeros.
La variable p € RT es la cantidad de grupos funcionales que posee un polimero y ¢ € R™
es la cantidad de grupos funcionales que dicho polimero tiene ocupados, es decir, aquellos
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que estan asociados a algtn ion. Evidentemente, la cantidad de grupos funcionales ocupados
debe ser menor que la cantidad total de éstos, por lo cual el conjunto de configuraciones
admisibles para los polimeros estd dado por

S:={(p.q) €R} : 0 < g <p}.

De esta forma, pueden existir muchos polimeros cuya cantidad total de grupos funciona-
les y cantidad de grupos funcionales ocupados son p y ¢, respectivamente, lo cuales estan
representados por un solo elemento de S.

Lo anterior sugiere una funciéon de distribuciéon que describa las cantidades de polimeros
presentes para cada configuracion. Se sabe que, para la sorcion, las configuraciones de poli-
meros varfan en el tiempo. Por lo tanto, se define la funcion de densidad f : RT x & — R*
que indica que, para cada t € R*, la distribucion de polimeros es f(,,-). Dicho de otra
forma, la cantidad f(t,p,r) representa la densidad de polimeros con configuracion (p,r) en
el tiempo t.

A partir de estas definiciones, se plantean las ecuaciones basadas en las originales de
Lifshitz-Slyozov. La primera ecuaciéon involucrada esta dada por

af

9 .
at+a—q(Vf)—0, en R x S, (2.2)

donde V es la tasa de sorcion definida en la forma

V(u(t),p,q) = k(p, qu(t) = l(p,q),

la cual incluye a la tasa de adsorcion k, la tasa de desorcion [ y la concentracion de iones de
metal libres u(t). Tanto k& como [ son no negativos. La segunda ecuacion esta dada por

u(t) + /Sqf(t,p, q)dgdp = p, en RY, (2.3)

donde p es la cantidad total de iones de metal en el sistema. Observar que el término

/S qf(t,p,q)dgdp

corresponde a la cantidad total de iones que estan acoplados a polimeros.

El problema consiste, entonces, en encontrar f y u que satisfagan (2.2) y (2.3), ademaés
de la condicién de borde

f=0, endS:={(p,q) eRT:q=0Vp=q}, (2.4)
y las condiciones iniciales

(2.5)
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donde f es una funcién no negativa en S y ' un ntimero real no negativo.

Las ecuaciones recién definidas presentan el inconveniente de que el conjunto S posee
una forma “triangular” y no acotada, lo cual incomoda al momento de resolver de manera
computacional. Para facilitar aquello, se debe reescalar el problema.

2.3. Problema reescalado

A continuacion, se redefine el conjunto S de manera que su forma sea “rectangular” y
acotada. Como consecuencia, las ecuaciones también sufren el reescalamiento pues se debe
obtener un problema equivalente a lo planteado en la seccion 2.2. Para cumplir este objetivo,
se define la variable

la cual representa, para un polimero, la proporcion de grupos funcionales ocupados respecto
de su cantidad total, cuyo valor esta entre 0 y 1. Con esto, se abandona el trio de variables
independientes ¢, p,q para comenzar a utilizar ¢,p,r. Se trabaja, entonces, con el nuevo
espacio configuracional

S=R"x(0,1).

Con la nueva notacion, se dice que un polimero posee configuracion (p, r) cuando la cantidad
de grupos funcionales es p y la proporcion de grupos funcionales ocupados por iones respecto
de la cantidad total es r.

Por otro lado, se define

ft,p,r) = pf(t,p,rp), (2.6a)

~

1
V(u(t),p,r) := ];V(U(t),p, rp). (2.6b)
Con estas nuevas definiciones, la ecuacion (2.2) se escribe en la forma

of 0 oa
o t 5,0V =0.

Por comodidad se escriben f y Y como f v V, entendiéndose que se trabaja desde ahora en
adelante con estas nuevas definiciones dadas por el problema reescalado.

Para poder utilizar un dominio finito que se pueda implementar computacionalmente, se
fijan T, P > 0, considerando ahora el dominio

0,7 x Sp C R4 x S,
donde Sp := (0, P) x (0, 1).
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El problema, con las nuevas variables, queda escrito en la forma

% + %(Vf) =0, en[0,7] x Sp, (2.7a)

u(t) + /SP rpf(t,p,r)drdp = p, en [0,T], (2.7b)
F£=0, en[0,T] x OSp, (2.7¢)

flt=0,--)=f" en Sp, (2.7d)

u(t = 0) = u™, (2.7e)

donde f™ € L'(Sp) y u™ son no negativos.

2.4. Formulacion débil

Una vez propuesto el sistema de ecuaciones (2.7), se tiene el siguiente problema débil
asociado:

Encontrar (f,u), con f € C([0,T); L*(Sp)) y u € C([0,T)), tales que

T
/ F(t, s )t p, ) drdpdt + / (0, 7)0(0, p, 7)drdp
0o Jsp )

T
T / V(t, py ) (£ s 1) Ot p, r)drdpdt = 0, (2.80)
0 Sp

u(t) +/S rpf(t,p,r)drdp = p, en[0,T), (2.8b)

para todo p € CL([0,T) x Sp).

En el capitulo 3 se discretiza el problema (2.8) para presentar un esquema de volimenes
finitos, proponiendo asi una solucién numérica, es decir, aproximaciones de las funciones f
y u que converjan a la solucion exacta de (2.8).



Capitulo 3

Descripcion del esquema numérico

En el presente capitulo se expone el problema discretizado que permite encontrar una
solucion aproximada (fp,, uy) del problema débil (2.8).

En primer lugar, se define una malla que discretiza al dominio [0,T") x Sp, particionando
[0,7), [0, P] y [0, 1] en intervalos regulares. Luego, se plantea el sistema de ecuaciones discreto
para encontrar fj, v uy, incluyendo un esquema de volimenes finitos obtenido a partir de
la ecuacion (2.7a). Por ultimo, se establece un teorema, con sus respectivas hipotesis, que
garantiza que la soluciéon del esquema numérico converge a la solucion del problema débil a
medida que la malla se hace mas fina.

El teorema mencionado solo se declara en este capitulo y su demostraciéon se posterga
para el capitulo 5 debido a que requiere las propiedades establecidas en el capitulo 4.

3.1. Discretizacion del dominio

Una vez fijos P > 0y T > 0, se debe discretizar el dominio [0,T) X Sp, definiendo primero
la cantidad de celdas respecto de cada variable involucrada. Para ello, se fijan N, J,I € N,
los cuales determinan la cantidad de divisiones que poseen los intervalos [0,7'), [0, P] y [0, 1],
respectivamente. Se procede, entonces, a definir los nodos de cada uno de los intervalos
mencionados.

Para discretizar [0,T), se definen
tn, n€{0,...,N},
donde
t, = nAt, At =T/N.

10
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Con esto, se tiene una particion de [0,7") dada por

{[tTIJtn+1)}n€{0,...,N—l}~
Para el espacio Sp se utiliza la malla definida por
(g Gi)et0,. 1y 40,01
donde cada celda A;; esta definida por
Aji = (pj—1/2>pj+1/2) X (7’1‘—1/2,7"z‘+1/2)7 j€{0,....J}, i€{0,..,I}.
Los valores
pi—1/2, J €10,...,J + 1},
7’1‘_1/2, 1€ {0, ,I+ ].},

corresponden a las posiciones extremas de cada elemento A;; en las variables p y r, respec-
tivamente, donde

Pj—1/2 = JAp, Ti_1/3 = IAr,

con s .
Ap=——<1, Ar=——.
R 1 e 7.7 B
De esta manera, los centros de cada A;; estan dados por (p;,r;), para cada (j,4) € {0, ..., J} X

{0,.... I}

3.2. Sistema de ecuaciones discreto

Una vez discretizado el espacio, se utiliza un esquema de voliimenes finitos, el cual consiste

. n o
en encontrar una sucesion de valores f7;, para (j,i) € {0, ..., J} x{0,..., I} yn € {0, ..., N—1},
que aproximen los valores medios de f en cada volumen A;;, para cada tiempo t,, es decir,

1
/ F(tn, py r)drdp. (3.1)
Ajil Ja,,

~
A
J5

Asi, la solucién numérica que aproxima a la solucion exacta f esta dada por

J 1
: : z :fjl [tn77L+1)><A]z7

7=0 =0

=

-1

i
=)

donde h = (At, Ap, Ar). Se define |h| := méx(At, Ap, Ar).
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Para obtener el esquema, se integra la ecuacion (2.7a) sobre [t,,t,41) X A;;, de donde

/ f(tng1, p,r)drdp — / f(tn,p,r)drdp
Aj,i Aj,i

tnt1l  fPj41/2
+ / / <Vf> (t, D, Ti1/2)dpdt
tn ;

Pj-1/2
tny1 LPj+1/2
—/ / (Vf) (t7p7 T’i—1/2)dpdt = 0.
tn Pj—1/2

Dividiendo esta tltima ecuacion por |A;;],

1 1
|A| /A f(tn-f-lvp’r)drdp_ |A| /A f(t’rwpﬂr)drdp
Dt Gyi Dt Gyi

1 lnt1  fPjt1/2
+ / / (Vf) (t,, Tig1/2)dpdt
Al S, -

p]—1/2

1 tnt1  Pj+1/2
N A ] / / (Vf) (t,p,7i—1/2)dpdt = 0. (3.2)
Jel Jtn Pj—1/2

Si se definen los flujos numéricos

. 1 tn+t1 Dj+1/2
Fiigae = AlAp /tn /p (Vf) (¢, p, 7it1/2)dpd, (3.3)

ji—1/2

para j € {0,...,J}, i € {—1,...,1}, y ademas se utilizan las definiciones dadas en (3.1) y
(3.3), la ecuacion (3.2) permite obtener

At
n+1 n n n
]z+ — Jji + E(Fj,z‘H/Q - Fj,z’—l/Q) =0,

0, equivalentemente,

n+1 __ At

n_

ii = Jji E(Fﬁiﬂm - Ffiq/z)a j€{0,...,J}, ie{0,... I}, (3.4)

lo cual corresponde a un esquema conservativo.
Por otro lado, se debe encontrar valores que aproximen a u, dados por
u" &~ u(ty),

paran € {0,...,N — 1}. De la ecuacién (2.7b), se propone
J oI
u" = p— Z ripj f1iArAp, n € {0,..,N},
=0

J =0
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cuyos valores seran necesarios para calcular los flujos numeéricos FJ ‘it1/2 que dependen de V

y, a su vez, éste ultimo depende de u. Con esto, se encuentra una solucién que aproxime a u

dada por
N-1
up = Z UL, i)
n=0

Los valores iniciales estdn dados por

1 )

]?i = ] / f"(p,r)drdp, j€{0,..,J},i€{0,...,1}, (3.5a)
Jitl SN

u = u™. (3.5b)

A partir del esquema explicito (3.4) se pueden proponer distintos esquemas numéricos,
donde la diferencia entre uno y otro esta en definir como calcular los flujos numeéricos.

En este documento se utiliza un flujo similar al de Engquist-Osher, como aparece en
(Leveque, 2002). Para ello, se hace necesario definir

22’—&—1/2 = V(u”,pj,riﬂ/g), 1€ {—1,0, ...,[}, j € {O, ceey J}

Luego, se define el flujo

n n g
Vj7i+1/2fj,i7 S1 Vj,i+1/2 > 0,

n _X
Fj,i+1/2 =
n n ]
Vj,i+1/2fj,i+17 S1 Vj,i+1/2 < O,

el cual se puede escribir como

FjT,LiJrl/2 = V‘;,L;:-I/Q JT,Lz - V;’?;_l/Qf]T,LiJrlﬂ i S {07 7I - 1}7 .] € {07 ERES) J}7 (36)
donde
Z;—l/Q = ml’n(V;‘?i—l-l/% 0),

es decir, V;f;jrl PR V;f;rl /o corresponden a la parte positiva y la parte negativa de V7, /2
respectivamente.

Para el flujo en los extremos, se impone
n _ n —
5 10 = Firpp =0

Resumiendo, el problema discretizado consiste en:
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Encontrar (fy, u), con

N—1 J I
=222 bt xse
n=0 j=0 =0
N-1
Up = un]‘[tnythrl)?
n=0
tales que para n € {0,..., N — 1},
n+1 n At n n . .
i —Ji E(Fj,iJrl/Q - F}',ifl/Q)v j€10,....J}, i €{0,..., I},
J oI
=p=2_ 2 rinsfiiArap,
7=0 =0
Fiive = Vil = Vigyeliia j€10,....J}, i€{0,.... [ -1},
FP_yy=0, j €10,...,J},
Fr'yiae =0, j€{0,..,J}, (3.7)
y ademaés
N— Iy |/ f™(p, r)drdp, j€{0,..,J}, i€{0,..., 1},
7,8
UO — um. (38)

3.3. Declaraciéon de la convergencia

Para establecer el teorema que asegura la convergencia del esquema numérico (3.7)-(3.8),
se requieren las siguientes hipotesis.

(H1) Para la distribucion inicial se tiene f € W'(Sp)NL>®(Sp), con f"(p,r) > 0,Y(p,r) €
Sp. Ademas u™ > 0, con

u™ + / rpf™ (p,r)drdp = p.
Sp

(H2) Las tasas de adsorciéon y desorcion satisfacen k,l € W2*(Sp), con k(p,7) > 0y
I(p,r) >0, ¥(p,r) € Sp. Los términos K y L son valores positivos tales que

1kl oe(sp) = K, [1]| oo (sp) = L. (3.9)
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(H3) Para la tasas de adsorciéon y desorcion se tiene que k(p,r = 1) =0y l(p,r = 0) = 0,
respectivamente, para p € [0, P.

(H4) Se propone la condicion CFL (Courant-Friedrichs-Levy)
At
2EHVHL°°((O,¢))XSP) < 1. (3.10)

(H5) Por ultimo, se supone la condicion
KPM™At < 1, (3.11)

donde

M™ .= f™(p, r)drdp.
Sp

Observar que para V, en la condicion (3.10), se considera la primera variable s6lo dentro
de un intervalo (0, p). Esto es debido a que wuy(t) posee valores solo dentro de dicho intervalo,
para t € [0,7), tal como se demuestra posteriormente en la proposicion 4.3. Ademés, la
hipotesis (H3) es equivalente a decir que

V(u,p,r=0) >0, V(u,p,r=1) <0, (3.12)

para (p,r) € Sp. Esta hipotesis se impone para que el problema tenga sentido fisico, pues un
polimero sin iones de metal no puede experimentar desorcion, es decir I(p,r = 0) = 0, y un
polimero lleno de iones de metal no puede experimentar adsorcion, de donde k(p,r = 1) = 0.

De aqui en adelante, se dan por supuestas las hipotesis ya mencionadas, por lo cual no
es necesario mencionarlas de nuevo. Se establece, de esta forma, el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Convergencia del esquema numeérico). Sea {(fn,un)} una familia de solucio-
nes del esquema numérico (3.7)-(3.8). Entonces, existen f € C([0,T); L*(Sp)), u € C([0,T))
y una subsucesion (fn,un)n tales que

fo— f en L=([0,T); L'(Sp)),

up — u en L=([0,7)), (313)

cuando |h| — 0, y (f,u) es solucion de (2.8).

La demostracion del teorema 3.1 se muestra en el capitulo 5, cuyo desarrollo necesita de
las propiedades expuestas en el capitulo 4.



Capitulo 4

Propiedades del esquema numeérico

Este capitulo se divide en dos secciones: una dedicada a demostrar la estabilidad L*°
del esquema numeérico y la otra a probar que su solucién posee variaciéon total acotada. Asi,
la seccion 4.1 asegura que la soluciéon numérica siempre entrega valores que estan acotados
por las mismas cantidades fijas, independiente de cuén fina sea la malla. La seccion 4.2, en
cambio, propone cotas para la variacion total de f(t,-,-), para cada t € [0,T), para cada
variable r y p por separado, siendo éstas utilizadas para acotar la variacion total global de
fn por un valor que no depende de la malla de discretizacion.

Para ambas secciones, se hace necesario definir las derivadas discretas de V, dadas por

A" V;f”l/Q - Vﬁi—1/2 j€A0,..,J},
jii

Ar 2 i€{0,...,1},
B o ;‘L+1,z'+1/2 - V]T?i+1/2 j€{0,..,J—1},
J+1/24+1/2 *— Ap ) = {_17 _”’]},
ademas de los términos
n—+ n—+ n— n— .
nt Vj,i+1/2 - Vj,i—1/2 n— ._ Vj,i+1/2 — Vii-1/2 j€{0,..,J},
g Ar ) VI Ar ’ i€{0,..,1},
n+ n+ n— n— .
Bt L Vj+1,i+1/2 = Vii+1/2 B Vitit1/2 T Va2 ] € {0, ey — 1},
GH1/2,i41/2 " Ap v Phit1/2441/2 T Ap © e {-1,..,1}.

4.1. Estabilidad

Para demostrar la estabilidad L* de uy, es necesario introducir los momentos discretos
y probar que éstos se conservan en el tiempo.

16
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Proposicion 4.1 (Conservacion de los momentos). Se definen los momentos discretos de

orden 0 y 1
J I
Mg = Z nApAr, MY, = Z Zp] n ApAr,
7=0 =1

7=0 =1

respectivamente. Dichos momentos satisfacen las iqualdades
0 n 0
on = Moy, =M™, th = My,

para todo n € N.

Demostracion. Observar que

1
Z Ar (Fﬁm/z - Ffi—m) =0

7=0 =0
J I

=2 ( 7i = 2y (Fiye = Fja 1/2)> ApAr
7=0 =0

J I J I At
=D D FbpAr =3 > = (Fisgs = Fiorys) ApAr
j=0 i=0 j=0 i=0
= My,

La igualdad My, = M ™ se obtiene directamente de la definicion de fjoZ Por otro lado,

Mf;{l Zij ”+1ApAr

7=0 =0

I n At mn mn
Pi\Jii = A, (Fj,i+1/2 - Fj,i—1/2) ApAr
=0

7=

~

J I
i f i ApAr — ij Ar (Fjisrje — FJii1)n) ApAr

i=0 j=0 =0

_ n
= My,

- 1

<.
Il
o

de donde quedan demostradas ambas igualdades. O]
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Por comodidad de los calculos que siguen, se definen los valores exteriores de f,
T =0, fi=0, je{-1,..,J+1},
=0, fra,=0ie{-1,.., I+1}
Proposicion 4.2 (No negatividad de fj, y up). Para todo n € {0, ..., N — 1} se satisface
>0, 7€{0,...,J}, i€{0,..., 1},

u"™ > 0.

Demostracion. Es sabido que

1 .
]Ql. = / f"(p,r)drdp > 0.
T N s,

n
1 = 0, se puede observar que

n N i) _ n—+ no_ yn— n - n—+ n _ yn— n
Fliva)e Fj,ifl/Z_(Vj,i—s-l/z i Vj,i+1/2fj,i+1) (Vj,i—1/2fjﬂ'*1 Vj,i—l/zfj,i>7

debido a la definiciéon de los flujos numéricos. Luego,

Si se fija n € {0, ..., N — 2}, y ademads se supone que

n+l _ pn At

ga = 7= 5 (Fiivap = Fjioaya)
n At + = n =+ n n— n
— Jii Ar [V;’fiﬂﬂ an < V;’?i—&-l/Z gyl V;i—l/z Gi-1 T Vj,i—l/? Jsi
1 At 1 At
— _9_ n+ n - _ 9" "yn— n
T 9 (1 QATVj,i+1/2) Jst + 2 (1 QAT,Vj,il/Z) Jst

At n— n mn n
+ E <Vj,i+1/2fj7i+l + Vj,;r—l/2fj»i*1>
>0

Y

debido a que la condicion CFL (3.10) implica que

At At
(1 - QEV;“/Q) >0, (1 - 2EVM._1/2) > 0.

Como ademés fjoZ > 0, por induccion se tiene que f7; > 0, para todo n € {0,..,N —1}.

Por otra parte, se fija nuevamente n € {0,.... N — 2} y se supone que u™ > 0. Por

definicion, se sabe que
J oI
n.__ n
u =p—= E E ripj [ ArAp,
§=0 i=0
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de donde

T'iDj { i T Ay (Fjivie = Flisap) | ArAp

J oI
=u'+ Z Z TiDj (E]’T,Li+1/2 - F}Tfi,lﬂ) AtAp.

Recordando que F}'_, , = Fi'; ;5 =0,

I I I
n n _ n i n
> ori (Fli R = D BERRR > iy
i=0 =0 =0
I+1 I
4 n mn
s Z Tilej,ifl/Q - Z TiFj,z‘q/z
=1 1=0

I I

— n n

= § :Ti—le,i—1/2 - E :riFj,z’—l/Z
=0 =0

I
= Z F;’ZZ-_I/QAT.
i=0
Luego,
W=t = SN Ry ArApAL, (4.1)
Notar que

n
VG

~—

por lo cual, de la definicion de F; /o €N (3.6) vy de la nonegatividad de los valores

recientemente obtenida,

n n+ n . nofn
Fiiap S Vil plii < Ku' [,

de donde, utilizando en (4.1), resulta la desigualdad

J oI
ut > — KU”PZ Z Iri1ArApAt

j=0 i=0
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> " — Ku"PMy, At
= u" — Ku"PM™At,
es decir,
u"tt > (1 — KPM™At)u®. (4.2)

De (3.11) se sabe que (1 — KPM™At) > 0. Con la suposicion u” > 0, se tiene que u*! > 0.
Dado que u® = u'™ > 0, por induccién se obtiene que u™ > 0, para todon € {0,..., N—1}. O

Proposicion 4.3. [Estabilidad L* para uy| Los valores u™, paran € {0, ..., N—1}, satisfacen
0<u"<p. (4.3)
Ademds, existe una constante C' > 0, independiente de n, tal que

[u"t! —u"| < CAt. (4.4)

Demostracion. Sin € {0, ..., N—1}, por proposicion 4.2 se sabe que ™ y f™ son no negativos,
por lo cual, si se toma en cuenta que

u"

J

I
Z rip; [ ArAp = p,

J
=0 =0

entonces es evidente que u"” < p.

Por otro lado, si se procede de forma analoga a la obtencion de (4.2), utilizando el hecho
de que
i1 2 =V plie

J = 4,i—1/2

de (4.1) se tiene

J I
ut < ut+ PY N VI ArApAt

j=0 i=0

J I
<u'+ (Kp+L)PY Y flArApAt
j=0 =0
="+ (Kp+ L)PM™At, (4.5)

y ademas, (4.2) permite saber que

" >yt — Ku"PM™At > u" — (Kp + LYPM™AL. (4.6)
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Asi, utilizando (4.5) y (4.6), se obtiene la desigualdad
—(Kp+ L)PM™At < u™ —u" < (Kp+ L)PM™AL,

lo cual es equivalente a . . ‘
U™t — " < (Kp+ LYPM™At,

demostrando (4.4). O

Observacion 4.4. De la proposicion 4.3 se sabe que u™ esta acotado, por lo cual, sumado
a que k,l € W>°°(8p), se tiene que existe una constante K > 0, independiente de n, tal que
satisface diversas desigualdades, por ejemplo

V| < K, Vit < K, e < K (4.7)
A" | < K, |ATF| < K, AT < K, (4.8)

| B1j24172] < K, ’ e, 1—1—1/2’ < K, ‘B;:l/z H—l/Q‘ <K, (4.9)
|A" Z+1AT, A - K B l+1Ap A% K (4.10)

De aqui en adelante, la constante K > 0 siempre se referiere a la cota recién mencionada.
Para f,, la estabilidad se expone en la proposicién 4.5, cuya demostracion para la cota
superior se realiza de una forma similar al lema 3.2 de (Filbet y Laurencot, 2003).

Proposicién 4.5. [Estabilidad L> para fy] Los valores f7;, para n € {0,...,N — 1}, j €
{0, ..., J}, i €{0,..., I}, satisfacen

0< 7 < TN f™ |noe(sp)- (4.11)
Ademds, existe una constante C' > 0, independiente de n, tal que
J I
ZZ | frrt ‘ ApAr < CAt. (4.12)

j=0 i=0

Demostracion. Del esquema numérico, se puede escribir

At

n-l—l n n
15 A (Flisrje — Fisaya)
—Jii T Ay [ Gi+1/2d 50 7,+1/2 Jit+l T Vi 1/2sz  +V g 1/2 g

2 Ar Jyit1/2 Ar Jyi+1/2J g+l

:1[(1—2ﬁ n- ) ”+2A v n
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1 At P YaUy n At n
+3 [(1—2A—VZ 1/2) j,z‘+2A (AP e 1} A_r( 2 = Vi) £

1 At n A n
< 9 1- QE Jii+1/2 A N Jii+1/27 g1

donde en el ultimo paso se utilizo (4.8). Ahora, se definen las constantes
1 At At
1 . n— 2 n—
A "9 (1 o 2EVj,i+1/z) ’ Aji ‘_Evj}i—l—l/za
1 At At
3 . 4, 5.
)\j,’i N 2 (1 - 2A_V‘] i— 1/2) ) )\ AT‘VJ i— 1/2, )\],’L —KAt,

a partir de las cuales se puede definir
k
P (14 KAt

para k € {1,2,3,4,5}. Notar que, nuevamente gracias a la condicion CFL, estas constantes
son todas no negativas, y ademas satisfacen

Entonces, la desigualdad (4.13) se puede reescribir como

fﬂfl 1 rn Y2 rn N3 rn Y4 rn 35 rn
T RAg < Mild + Maffa + Ml Maffo + X8
lo cual muestra que f”+1 (1 + KAt) es una combinacion convexa de f7; 1, fi; v ffi11- En
consecuencia, se tiene que
S < (14 KAt sup{f7,}, (4.14)

y si ademas se toma el supremo con respecto a j, se tiene que

n+1 n
< (1+ KAt) S;llp{ Jits
de donde

< (1+ KAH)" Sup{fjoz} < efnat SUP{fJOz} < T F | oo (s
75t

De esta forma, se concluye que

0 < [ < "N f™ Loe(sp)s
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parai € {0,...,I}, 7€{0,....,J}, ne€{0,.... N —1}.

Por otra parte, es evidente que

3 = Tl ApAr =[Fji e = Flioa | At
z+1/2 Jnl z+1/2 JnH-l Jyi— 1/2 an 1_'_an 1/2 ]T,Lz ApAt,
de donde
J oI
SO BT = 1] ApAr < AM™Psup [V (u, )| 1 (s,) At
j=0 i=0 v
lo cual demuestra (4.12). O

4.2. Variacion total acotada

Se define a continuacion la variaciéon total de una funcion y el espacio de funciones de
variacion acotada.

Definicion 4.6. (Godlewski y Raviart, 1991) Sea @ C R"™ un abierto. Dada una funciéon
g € L} (Q), se define la variacion total de g

1v(g) = sup{ [ g div pdo, o < CH" Ilom <1}
Q
Ademés, se define el espacio de las funciones de variacion acotada

BV(Q):={g€ L, (Q): TV(g) < 400} .

En esta seccion se demuestra que, para cada t € [0,7T), fu(t,-,) € BV (Sp), es decir,
fn(t,-,-) posee variacion total acotada. Esta propiedad es ttil para demostrar resultados de
compacidad en el capitulo 5.

Dado que interesa analizar la variacion total de fi,(¢,-,-), se define
[ = fult,-,:), paraalgant € [t,,t,11).
Para este caso, utilizando la definiciéon 4.6 de la variaciéon acotada, se puede escribir

=S AP = ]+ A | = 1] (4.15)

tal como se menciona en (Godlewski y Raviart, 1996) para cualquier caso discreto en dos
variables. Luego, se definen también

n 1'?72—&-1_ 7,Lz . .
gj,iJrl/Q = ]A—Tj, 1€ {—17...,]-}, ] € {O, ...,J},
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n . jn+17i T ;?z . .
J+1/2,4 T A—p, 1€ {0,...,[}, J € {—1, ,J}

Por lo tanto, se utiliza la notacién

J 1

JoI
- Z Z |h;‘l+1/2,i| ApAr,  TV,(f") := Z Z ’92i+1/2‘ ApAr,

Jj==11=0 j=0 i=—1
para escribir (4.15) en la forma
TV (") =TV,(f") + TV, ().

Entonces, para demostrar que f" es de variaciéon acotada en Sp, se buscan cotas para
TV, (f™1) y TV,(f™*'), dependientes de f™, en las proposiciones 4.7 y 4.8, respectivamente,
para utilizarlas en la demostracion del lema 4.9, el cual propone una cota para TV (f")
independiente de n.

4.2.1. Cota para la variacién total en r

Proposicion 4.7. Para todo n € N, se satisface la desigualdad

TV,(f*) < (1 + KAOTV,(f") + KAtM™.
Demostracion. Dado que

A I
fn+l n+1
]Z+1/2

7=0 i=-1

ApAr,

en esta demostracion se fija j € {0,..., J} y se acota el término

I

2.

i=—1

n+1

Gjiv1y2| AT

para luego multiplicar por Ap y sumar para cada indice j € {0, ..., J}, obteniendo asi una
cota para TV,.(f").

Para acotar aquel término, se descompone en la forma

I -2
n+1 n+1 n+1 n+1
Z Jz+1/2‘AT—Z ]z+1/2‘A7’+ 9; 1/2‘A7"+ 951-1/2 1/2‘Ar+ ]I+1/2‘AT
i=— 7,—0 _
~~ d (H) (IH) (IV) (V)

(1)

y se acota cada término del lado derecho por separado, los cuales estan enumerados para
mayor claridad.
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-2
(I) Cota para Z g;f;;ll/Q Ar.
i=0
Paraie {1,...,1 — 1},
At
n+1 __ n m
fia =1 T Ar (Fg i+1/2 Fj,i—1/2)
VAN
- fj,i_ E ( Jz+1/2fﬂ z+1/2fjl+1 Ji— 1/2sz  +V Gri— 1/2f31>
- f',i + E Gyi+1/2 (fj,iJrl - fj,z) Ar ij 1/2 (fj,ifl - fj,i)
At 3 n n
A (Viicrye = Vi) fi
Luego
At At
n+l _ fn n— n n n o rn
f A it A—TVJ,ZH/QQJ z+1/2A7" Arvj;;tl/ng,i—l/QAr - AtAj,i 40
lo cual se puede escribir también para 7 + 1 en la forma

At

AN
n+l _ rn n n
fj,i+1 = fj,i+1 + Ar V] ,+3/293,z+3/2A7" Ar VJ i+1/295, z+1/2A7” - AtAj,i+1fj,i+1'

Si a (4.17) se le resta (4.16), resulta
At At
n+1 n— n
]H-l/QAr ( Ar V] ir1/2 Arvj,i+1/2> gj,i+1/2Ar

A At "
A o Vs 0iavap AT + Evjf—wgm'fmm"
+ At(An Agbz—f—l) AtAj z—l—lg] z+1/2Ar
de donde, aplicando valor absoluto y desigualdad triangular,

n+1

At At
iv1j2| AT < ( Ar Vyz+1/2 Ar ],’L+1/2> A z+1/2}AT

At At
A Ar J,z+3/2‘gjl+3/2|AT+ Ar jz 1/2 ’932 1/2‘A7”

n

‘A { A]H-l‘ n
+AtT AT+At|A]l+1g]Z+1/2|A7’.

parai € {1,....] —2}. De (4.10) y (4.8),

n+1

At JAN?
iv1y2| AT < ( - ATVJ i+1/2 T A yz+1/2) |95 z+1/2}A7’

(4.16)

(4.17)
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por lo cual, si se suma para 1 =1, ...,

-2
At

<
Ar < 2 ( A

-2

n+1
Z 9ji+1/2
=1

n+1

91/2A

(I1) Cota para

Observar que

n+1l _ prn

30 T J50

_

—Ji0

. fm
- ]70

debido a que V" T =
tiene para este caso

Artiire

A

+ x5, Vs |9 ivaya| AT + Ay

At

ZA

V z+1/2 A

432 ‘93 z+3/2| Ar + Z A

I — 2, se obtiene

At
7s z+1/2> ‘gj Z+1/2| Ar

I2At

I1-2

+ZKAt PAr+ Y CKAL|gh | Ar.

At
!
!

Vitnfio =

Viipfio=

= 0, por (3.12). Similar a como se hizo para i = 1,...,

=1

Vineia)

V;L;/2f;11 Vn+1/2fyn 1t Vn71/2 Jn0>

s At At " en
Ademas, de (4.16) se sabe que
Restando (4.21) y (4.20),
At At

g]”f/gA'r = (

A
A

V 1/2

Js

Ar Vgn1/2> 921/2AT

A TL

Ve 9 e| AT

i 1/2 ‘gzi—1/2| Ar

(4.18)

(4.19)

I —2 se

(4.20)

(4.21)
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(A% = A2 0 o

A
+ At Ar

de donde

Ar<( Ve vﬂ/z) g7 0| Ar

n+1
9j1/2

At At o
+ 5 Vi 9l Ar+ Vi o |97 o] Ar
+ KALfT Ar + KAE gl | Ar. (4.22)
(I1I) Cota para j"}rll/z‘ Ar.

De la misma forma que el caso anterior,

jfl =Jir T EFJJA/Q
= J41 E (‘ij—yz g,I—1 + Vj,1—1/2 j,I)
n At n-+ n n-+ n n— n
— Jir T A (Vy I+1/2fJI jI+1/2fJJ+1 a Vj,[—l/zfj,l—l + Vj,1—1/2fj,1) ) (4-23)
debido a que V d+1/2 = = 0. Entonces, se tiene que
fid = A V] 1+1/295, G412 AT — Ar V r_ 1/29]1 1281 — ALAT  f7. (4.24)
Ademas, de (4.16) se sabe que

1#1 gI-171 Ar V I— 1/29]1 1/2A7’ Ar V G, I— 3/29]1 3/2A7“_At14j,171fj,171- (4.25)

Restando (4.24) y (4.25),

At At
n+1 n n— n
J}r 1/2AT ( ATVJ;F 1/2 Ar j,1—1/2> gj,171/2A7’

At n At n
+ E j,1+1/29j,1+1/2A7’ + Evj,;r_g/ng,IfiSﬂAr

(Anlfl - Anf) n n .n
! 2 fj,171 - AtAj,Igj,Iq/zATa

At
+ Ar
de donde
n At n At n— n
gj,}rfl1/2 Ar < (1 - A_V];r 12 Arvj,ll/2> ’gj,1—1/2‘ Ar
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LA,
A V] I+1/2

Ar.

1/2

(IV) Cota para
De (4.19), se tiene que

n+1 ’AT’— n+1

At
‘921+1/2| Ar + Ar Vn[ 3/2 |g]I 3/2‘ Ar

(4.26)

] -1/2
= j,O_A_( j.1/2443,0 Vg1/2f31 Vi +1/2f 1+V ~1/2 go)
At n A n— A n— n
(1 - A_Vj ;_/2 Ar V] 1/2) V] 1/2fJ1
A At n— n At n— n n
= < Ar VJ 1/2 — Ar j,—1/2> j,0+E j,1/2( 1 j70)
Wie = Vituo) oo | At ol
+ At Ay w0t 1 Vi fio
de donde
" At At At
]+i/2 Ar <( - Ar Vg 1/2 Ar G,— 1/2> \g] 1/2|AT+ Ar V] 1/2‘91'71/2‘Ar
n A n— n
+ KAt ‘gj7_1/2| Ar + Ar Vi1 ’%,-1/2‘ Ar. (4.27)
(V) Cota para |gi7}, | Ar.
De (4.23), se tiene
n+1 n 1
95, }r+1/2‘ Ar = +
At n+ n n— n n+ n n— n
= fia — (VJ 1+1/2f91 V] I+1/2fg,1+1 B Vj,I—l/ijJ—l + Vj,I—l/ijJ>

A mn A n— ’fl
= ( Ar Vg;r+1/2 Ar V]I 1/2>

A n A n— n At n n
= ( Vi Ar VJI 1/2> A_rvj,;llﬂ( aI=1

Ar I+1/2

(V;’?}tlﬂ

+ At

V]n?;rl/Q) At
Ar it Ar

At "
Evjj—yzfj,lfl

fi1)

n
I+1/2 3,0
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de donde
" At At n At n
gj,ﬁ1/2 Ar < ( AT’V J+1/2 Arvj,f—l/Q) |9j,1+1/2‘ A+ Ar VJI 1/2 ’9]',171/2‘ Ar
n A 7'L

Sumando las cinco desigualdades (4.18), (4.22), (4.26), (4.27) y (4.28), se obtiene

: At At
Z 92:31/2 Ar < Z <1 - ATVJH—UQ ATVJ z+1/2) |9;z+1/2‘ Ar
i—1
I+1 At
+ Z z_+3/2 ’9y z+3/2} Ar + Z i 1/2 ’9” 1/2‘ Ar
17—2

+ZKAt nAr+ Z KAt gl | Ar.

1=—1

Cambiando los indices en las sumatorias, la desigualdad anterior se escribe de forma equiva-
lente

1
n+1
j i+1/2

i=—1

At
Ar < Z (1 h AT JH—l/Q AT ]7,-‘,—1/2) }QMJrl/Q’AT

+ Z z+1/2 |g] 1+1/2‘ Ar + Z A jZ+1/2 ‘g;i+1/2| Ar
z——l =—1
I-1

+ ) KA Ar + Z KAt g | Ar,
=0 1==1

cuyos términos del lado derecho se pueden, evidentemente, sumar para obtener

I -1
> \g | Ar < (1+ KAL) Z |91 ya] AF + ) KALFAr,
i=—1 i=—1 =0

La desigualdad anterior se satisface para j € {0, ..., J}, por lo cual, si se aplica sumatoria
sobre j y se multiplica por Ap, resulta

J I J I J 1
Z% Zl gl | ArAp < (14 KAY) ; Zl 192112 ArAp + ZO ; KAtf1,ArAp,
J=v == j=0 i=— j=0 i=
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siendo equivalente a
TV.(f"t) < (1+ KAYTV,.(f") + KAtM™, (4.29)
recordando que

I
Z nArAp = Mg, = Mg, =M™,

=0

-

o

J=
debido a la proposicion 4.1. m

4.2.2. Cota para la variacién total en p

Proposicion 4.8. Para todo n € N, se satisface la desigualdad

TV,(f™") < (1 + 2KA)TV, (") + 2K At - TV, (f) + KAtM™,

Demostracion. Dado que

J I
+1 n+1
V(P = 30 3 Wi | ApAr,
Jj=—1 1=0
se descompone el siguiente término
J I J-1 T I
n+1 n+1 n+1 n+1
DDDIN ey PR S [ evi FAV.ES) SR iy AP+Z hytijea A
j=—111=0 7=0 =0 =0 ,
) () (i)

para proceder acotando cada término del lado derecho, sumando las desigualdades obtenidas
y multiplicando por Ar.

n+1
h]+1/2 7

(I) Cota para Z Z

7=0 =0

Sea j € {0, ..., J — 1}. Primero, notar que
n n _ yn+ n— n
Fj+11i+1/2 o Fj,i+1/2 - VJH z+1/2hy+1/2zAp j,i+1/2hj+1/27i+1Ap
(V]+1 i+1/2 V] 1+1/2) i+ ( ;fi:tlﬂ o JT':LZ'H/?) Jn+1=i+1
= V]—H z+1/2h]+1/2 Ap — }Zrl/z T2, D

BJn+1/2 H‘l/?fj jiAD — B]+1/2 z+1/2f]+1,i+1Ap'
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Sumando y restando B’ h” Ap? en el lado derecho de la expresioén anterior,

j+1/2,i4+1/2" 412,
;:Ll,z‘+1/2 - Fﬂi+1/2 =V ++1 1+1/2h]+1/2 Ap =V l+1/2hj+1/2 z—l—lAp
+ B Jj+1/2, 2+1/2fm'Ap Bg+_1/2 z+1/2ff+1,i+1Ap
J+1/2 1+1/2h3+1/2 1Ap B;:l/Q z+1/2f]T,LiAp
B;:1/2 Z+1/2f]+1,iAp7
y si se reordenan los términos resulta
Tttty — Fiigie = jjl 1+1/2h]+1/2 Ap — ;f;rl/zh?Jrl/Q,iHAp
+ Bj. J+1/2, Z+1/2f3,iAp Bg+1/2 z+1/291+1 z+1/2ApA7‘
/2,412 412, Ap. (4.30)
Por otro lado,
- J?zrl,ifl/2 + J’T,Lifl/2 =70 frl,i—1/2h?+l/2,i 1Ap + i I/Qhﬁl/glAp
(VJ+1 i—1/2 VJZ 1/2) Jri—1 — g?'?z‘_—l/z - ;J:1,¢_1/2)ff+1,z‘
- —V;Lrl,i—lﬂh?—l—l/zi—lAp + ;fi__l/gh;?ﬂ/uﬁp
B]n:l/z ic1/2 518D+ By o1 oS4 D
Sumando y restando B}‘H/Qﬂ._l/Qf]’fiAp, se tiene
_Fﬁrl»i—l/Q + £, ji=1/2 = V;‘Tl,ifl/Qh‘?+1/2,i—1Ap+ ﬁ;l/gh?+1/z7iAp
Bjnjl/h 12l Bp + BiL oo pp FiiA
Bjnjl/% 12 50AP = BI o i1 0S50
+ Bj. G41/2,i— 1/2f“Ap,
y reordenando,
- jn+1,i*1/2 + JZ*UQ - ]n++1 i—1/2h?+1/2,i 1AZ7+Vnz 1/2 ]H/QZA])
t Bn +1/2,i— 1/293 i 1/2APAT + B G41/2,i— 1/2h]+1/2 1AP
— Bl 2i-120 7DD (4.31)

Por lo tanto, si se suman (4.30) y (4.31), se tiene que

n n mn
Trtire — iy — Filaioye T iy =
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Vy+1z+1/2h3+1/2zAp Vi jyit+1/2 hii1 /2418
V]+1 i 1/2hj+1/22 1Ap+ Vi 1/2h’_7+1/21Ap
i1 /295 i1 2 APAT + BEE o 0071 APAT
+ (B mic12 = B, z+1/2)h?+1/2,iAp2
+ (Bi4ay24172 — Bi1/2,i-1/2) 1iAD- (4.32)
Notar que
(Bitay2i41/2 = Bitayaic12) Ar = Visiivae = Viiee = Vivvioie T Vi
(A?+1 i A?,i)Ara
y, de igual forma,

(B — B"” JAp = (A7, — ATD)Ar,

J+1/2,i+1/2 j+1/2,i—-1/2 J+1 K

por lo cual (4.32) se escribe

Fivvivye = Fiipe =i H Eiap =
V]+1 z+1/2h’]+1/2 iAp — ;'?1;11/2h?+1/2,z'+1AP
V]-{—lz 1/2h]+1/21 1Ap + Jz I/th+1/2 Ap
1/2,i01 /295411 28D B! T11/2i-1/295,i-1/28PAT
+ (AJ7 — AT DR e APAT + (AT, — AT fiL AT

Esta tltima expresion nos permite obtener, para j € {0,...,J —1},i € {0, ..., [},

h]j:ll/z Ap = R0, Ap — Ar [Fj+1,z‘+1/2 —Fipie — Flie + Fjie 1/2}
At At
- ( A,rvj—‘rl i+1/2 7 Ap j,i—1/2) FERICRTAVY
At At

A, Ar Jn’;‘l/Q J+1/2l+1Ap+ Ar V]—I—lz 1/2 T‘L+1/2,i71AP
+ AtBJJr1/2 Z+1/2gJ+1 2+1/2Ap B AtB;l+1/2,i—1/2g;L,i—1/2Ap

n— n—\7n (A;Zﬂ B A;'L‘H,i) n
+ At<A]+1 i A],Z ) j+1/2, zAp + AtA—p j,iApu
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de donde, utilizando las ya conocidas cotas para las derivadas discretas, se tiene la

desigualdad
At At
n+1 n
h]—tl/Qz Ap S ( Ar Vj-:rl z+1/2 AT Gi— 1/2) |hj+1/21| Ap

At . At
+Evj,i+1/2|hj+1/2,i+1’Ap+ Ar Ve B | Ap

+ KAt ’g?+1 i+1/2| Ap + KAt ‘g;;i_l/2| Ap

+ 2K AL RSy o) Ap + KALSAp.

Si se suma para i € {0, ..., I},

! ! At
Z h?ill/QZ IS Z ( ]+1 i+1/2 AT’V]’Z 1/2) ‘hj+1/21} Ap
i=0 i=
+ Z z_+1/2 |h?+1/2 z+1| + Z +1 i—1/2 ’h]+1/27, 1| Ap

ZKAt ’9J+1 z+1/2} Ap + Z KAt }gjz 1/2’ Ap

=0

I
+ Z QAL B o] Ap+ Y KALS] Ap,

=0 =0

lo cual se puede escribir en la forma

! At
Z; h;fll/m Ap < Z (1 - Arvjjl i+1/2 Arvﬁi—lﬂ) }h?+1/2,i| Ap
ESWN
+ Z an —-1/2 |hj+1/21| Ap + Z +1 Ji+1/2 ‘h3+1/2 z‘ Ap
27—1
-1
Z KAt|gr,, z+1/2| Ap + Z KAt|g; 1+1/2| Ap
i=—1
I
+ Z QAL R, | Ap+ Y KALFAp. (4.33)
i=0
Como
Yy =Vt =0,

g—=1/2 = Vi+1,0+41/2 —
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la desigualdad reciente se puede escribir

1
=0

At
n+1 n— n
P PAVES Z (1 “Ar Vi e — N 1/2) [Pl 1] Ap

j+1/2,i

+Z Jyi— 1/2 ’hJ+1/2Z‘Ap+Z +1 ji+1/2 |hj+1/2z{Ap

-1
+ Z KAt ‘93+1 z+1/2| Ap + Z KAt ‘9] z+1/2| Ap
=0 i=—1
I I
+ Y 2KAE || Ap+ D KALS]Ap. (4.34)
=0 =0

Haciendo las sumas correspondientes en el lado derecho, se obtiene

I
> |t Ap < (14 2KAY) Z |12 | Ap + Z KAt|gh, i1 0] Ap
=0 =0
I-1
+ > KAl | Ap+ Z KAtfIAp. (4.35)
i=—1 =0

Sumando para j € {0,...,J — 1},

J-1 1 J-1 1 J-1 T
DR A < (L4 2KA0 Y Y[Ry i Ap+ ) Y KAt|gh 0] Ap
j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0
J—1 I-1 J-1 T
+3 N KA G| Ap+ > 0D T KA Ap. (4.36)
j=0 i=—1 j=0 i=0
I
(IT) Cota para Z h’f;;lz Ap.
Se tiene que
hn—~1—/12 7 f”‘H
At
- f(;lz - _r ( (;?i+1/2 - (;7:1'—1/2)

A n n— n n n n— n
= fo.— Ar <V0 7,+1/2f01 VO,i+1/2f0,i+1 - Vo,j_uzfo,z‘—l + VO,i—l/ZfO,i)
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At n At n— n A n— n At mn n
= (1 - EVO,:FH/Q - A_TVO,i—1/2) fO,i Ar Vo z+1/2f0,i+1 + A_Tvo,j—l/zfo,ia

(4.37)
parat=1,....,1 — 1, por lo cual si se suman aquellos términos resulta
I -1
n At At .
Z h Jlr/12 ZAP Z ( Ar VO A+1/2 T Arvo’i_1/2> fo,i
i=1 i=1
Z Vi aliit Z SVitaplhe (439
Ademas,
n+1 n+1
h le/z 0Ap = o,oJr
At
= oo A (Fo 1/2)
At /o -
= Joo — (Vo 1/2f00 Vo,1/2f0,1>

At At " At At N
= (1 B A_rvoj/z . A_rvo,l/Q) fo,o Vo 1/2f0 1 Vg 1/2fo,07 (4-39)

y de manera similar se obtiene

hn—i—l

_ rm+l
~1/2, Ap = fi

At At n At n At "
= (1 - A_TVO,}F+1/2 - A_TVO,11/2) fO,I + A_TVO,}Zl/QfO,I—l + Ar Vo }L+1/2f0,17
(4.40)

de donde, de (4.38), (4.39) y (4.40), se pueden sumar los términos para i € 0, ..., I,
obteniéndose

I I
n At At .
Z h J1F/12%Ap Z ( Ar Vo Ji+1/2 Arvoﬂ'lﬂ) fo,z‘

=1 =0

Z V(?z_ 1/2f01+z ng+1/2f02

I
=21
i—1



4.2. Variacion total acotada 36

I
= . (4.41)
i=1
Luego,
I I
Z hnle/lz i| Ap = Z |hﬁ1/2,i| Ap. (4.42)
i=1 i=1

I

(III) Cota para Z

=0

n+1
hJ—l—l/Qz

Ap.

De forma analoga al desarrollo de la igualdad (4.42), se puede obtener

>

=1

n+1
hJJrl/Qz

I
Ap = Z |h§+1/2,i‘ Ap. (4.43)
i=1

Por lo tanto, utilizando (4.36), (4.42) y (4.43), se obtiene

J I J I J I
Z Z | Ap < (14 2KAY) Z Z .. N Z Z KAt |ty 12| Ap
j=-11i=0 j=-11i=0 j=0 i=0
J
+) Z KAt|ghi41 0| Ap + Z Z KAtfI.Ap, (4.44)
7=0i=-1 7=0 =0

de lo cual, multiplicando por Ar,
TV, (f") < (1 4+ 2KAO)TV,(f") + 2KAt - TV, (f*) + KAtM™, (4.45)

recordando que M), = M&h = M™ debido a la proposicion 4.1. O

4.2.3. Cota para la variaciéon total global

Lema 4.9. Para todon € N, f* € BV (Sp), es decir, existe una constante K > 0 indepen-

diente de h tal que o
V(f") < K. (4.46)

Demostracion. De las proposiciones 4.7 y 4.8 se sabe que

TV,(f*™) < (1 + KAOTV,(f") + KAtM™,
TV,(f"™) < (L+ 2KANTV,(f") + 2K AL - TV,(f") + KALM™.
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Sumando ambas desigualdades, se puede obtener
TV (") < (14 2KAOTV,(f") + (1 + 3KAOTV,(f") + 2KAtM™
< (1+3KAH)TV,(f") + (1 + 3KAOTV,(f") + 3SKAtM™
= (1+3KA)TV(f") + 3KAtM™.
Si se suma M™ en ambos lados de dicha desigualdad, se tiene que
TV (™) + M™ < (1+3KA) {TV(f")+ M™}.
Como esta tultima desigualdad se cumple para todo n € N, se puede afirmar que
TV(f") + M™ < (1+3KA)" {TV(f°) + M™}
< ATV () + M}
< STV (%) + M™Y.
Si se resta M™ en ambos lados,
TV(f™) < 5TV (f0) + (25T — 1)m™.

Solo falta acotar TV (f°). Dado que f™ € Wh(Sp), se sabe que

Z{/A drdp+/A

fm<p7 T+ AT) — fm(pv T)
Ar

f™(p+ Ap,r) — f"(p,7)
Ap

Jyt Jyt

drdp}

(4.47)

— ||arfm||L1(sp) + ||0pfi”||L1(5P),

jsi
cuando |h| — 0, por lo cual existe a > 0, independiente de h, tal que

Z{/A drdp—l—/A

Jst

fm(p7 T+ AT) — fm(pa T)
Ar

fm(p + Apa T) — fm(p7 T)
Ap

J» Jrt

Por lo tanto,

TV(fO)—Z ‘fj('),z‘Jrl_fﬁi’A A |]Q+1,i_ ]Q,z'|A A
N Ar par+ Ap par

drdp| +

/ fin(pvr_'_Ar) —fm<p,7“>
A Ar

35t {

g g Ap

fm(p7 r+ AT) — fm(pv T)

/ f™(p+ Ap,r) — f"(p,7)
A

[ (p+ Ap,r) — f"(p,7)

drdp} < a.

drdp

}

drdp + /
A

Ar Ap

S

gyt Jyt

drdp}
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< a,
de donde (4.47) resulta en
Tv(fn) < €3KTa 4 (63KT _ 1)Mm’
demostrando (4.46). O



Capitulo 5

Convergencia del método

En este capitulo se utilizan las propiedades expuestas previamente para demostrar el
teorema 3.1 que garantiza la convergencia del esquema (3.7) a una soluciéon del problema
débil (2.8), al menos para una subsucesion. Para ello, se demuestra, en primer lugar, que si
{(fn,un)} es una sucesion de soluciones del esquema (3.7), entonces existe una subsucesion
(fn, un)n que converge a algtin (f,u). Posteriormente, se prueba que ese mismo par (f,u) es
solucion del problema débil (2.8).

5.1. Resultados de compacidad

Para garantizar que existe una subsucesion (fy, up), convergente, se utiliza el Teorema
de Arzela-Ascoli que relaciona los conceptos de compacidad y equicontinuidad. Este tltimo
se expone a continuacion, a partir de Definicion 1.3.1 de (Vrabie, 1995).

Definicién 5.1 (Equicontinuidad). Sea X un espacio de Banach real (con norma || - ||x).
Un subconjunto K de C([a, b]; X) es llamado equicontinuo si

Ve >0, 46 > 0 tal que V tq,t5 € [a,b], ’tl — tQ‘ <0 = Hf(tl) — f(tz)HX < €,

uniformemente para todo f € K.

La forma del teorema de Arzela-Ascoli que conviene utilizar es la que se encuentra en el
Teorema 1.3.1 de (Vrabie, 1995). Asi, se trabaja directamente con un espacio de Banach X
y un subconjunto de C([a, b]; X).

Teorema 5.2 (Arzela-Ascoli). Sea X wun espacio de Banach real. Un subconjunto K de
C([a,b]; X) es relativamente secuencialmente compacto si y sélo si

39
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1. K es equicontinuo,

2. existe un subconjunto D denso en [a,b] tal que, para cada t € D, la seccion transversal
de IC en t definida por

K(t) == {f(t): f € K}

es relattvamente compacto en X.
Demostracion. Ver Teorema 0.4.11 de (Edwards, 1965). O

Para cada (fy,u;) solucion del esquema (3.7), se definen las funciones auxiliares fj, :
0,7) x Sp — Ry ay:[0,7) — R tales que

J I
it =YY [;; a3 )

— (u" — "), (5.1)

para t € [t,,t,11). A estas funciones se les puede aplicar el Teorema de Arzela-Ascoli, luego
de probar equicontinuidad.

Proposicion 5.3. Los conjuntos {fi} y {un} son equicontinuos.

Demostracion. Sean s1,s9 € [0,T), con $1 < S, y sean ny,ns € N, con ny < ng, tales que
tm—l <851 < tnl, th < S92 < tn2+1.
Entonces, utilizando desigualdad triangular,

“fh(slv K ) - fh(SQa ) ')||L1($P) < ||f~h(317 ) ) - fh(tm? " ')||L1(5P)

na—1
A3 M ultns ) = Fultnsrs - ise
n=ni
A [ Fntnss ) = Fals2, s i (se- (5.2)

onr un lado, como el segundo término del lado derecho esta evaluado en valores de ¢ donde
fn = fn, éste satisface

n2—1 B ng— 1 J I
D nltnr ) = Faltrn Mz = D DD 1= £ | ApAr
n=ni n=n1 j=0 =0

no—1
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= C(tnz - tnl)’ (53)

donde la desigualdad la asegura (4.12). Por otro lado,

1

J
- ~ ni— 81— tny— n1 ny— n1
I FuCsrso) = Fultur My = DD | fd ™+ =5 (5 = f277) = £ ApAr
j=0 i=0
J I s +
1= Ing n ni1—1
=>> (fid = Fi7 ] ApAr
j=0 i=0 At ’ ’
é tnl — S51). .
C 5.4

Anélogamente, se demuestra que
| fn(tngs s ) = fuls2, ) lni(smy < Clsa — tny)- (5.5)
Luego, de (5.3), (5.4) y (5.5), se tiene para (5.2)
I fn(s1, ) = fuls2, -, Mprsp) < Cls2 — s1).
Por lo tanto, si s1,s9 € [0,7) son arbitrarios, se satisface
H]Eh(sla o) — fh(s% Y ')HLI(SP) < Cls1 — s, (5.6)
es decir, {f,} es equicontinuo.

De manera similar, si s1, 85 € [0,T) con s; < s, como al inicio de esta demostracion,

ng—1
Jin (s1) — i (s2)] < Jiin(s1) = ()| + Y Nin(tn) = i (tsr)| + |iin(tn,) — dn(s2)]
51—t el 59—t

1 = Yny ny ni— n n 27 Ung ng n2

= T(u —Uu 1) —i—; }u —u“}—l— T(u oy )
no—1

< Ctn, —s1)+ > CAL+ C(s2— tn,)
= C(SQ — 51), (57)

donde las desigualdades son consecuencias de la desigualdad triangular y de (4.4). Luego,
para cualquier par sy, se € [0,T) arbitrarios,

|t (s1) — Un(s2)] < Cls1 — saf,

es decir, {u,} es equicontinuo. O
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Proposicion 5.4. Eriste una subsucesion (fn,un)n y funciones f € C([0,T); L*(Sp)) v
ue C([0,7)) tales que

fun— fen L>=([0,T); L'(Sp))
up — u en L*([0,T))

Demostracion. Es evidente que f, € C([0,T); L*(Sp)).
Utilizando la definicién de fj, junto a (4.12), se puede obtener
i J oI
Sup”fh(tv'?') _fh<t7'7')”L1 sp) < sup ni+1 - nz' A]QAT
[0,7) e nef0,...,N—2} jzo ; ‘ - » |

< CAL. (5.8)

Por otro lado, del lema 4.9 se sabe que TV(fh(t, -,-)) < K, para todo t € [0,T). Por
Corolario 5.3.4 de (Ziemer, 1989), el conjunto

{f € L(Sp) : [ flzxsm + TV(f) < &},

con € R fijo, es compacto en L'(Sp), por lo cual {fh(t, -,+)} es relativamente compacto en
L'(Sp), para cada t € [0,T).

Lo anterior corresponde a la condicion 2 del teorema 5.2 (Arzela-Ascoli). Como ademas se
sabe que { f,} es equicontinuo, se cumplen ambas condiciones para aplicar dicho teorema y asi

afirmar que {fn} es relativamente secuencialmente compacto. Luego, existe una subsucesion
(fn)n y una funcion f € C([0,T); L'(Sp)) tales que

fn— fenC([0,T); L'(Sp)), (5.9)
cuando |h| — 0.

Por lo tanto, por desigualdad triangular, se tiene para la subsucesion (f;,);, mencionada

sup ||fh(t7 ) ) - f<t7 ) ')HLl(SP) < sup Hfh<t7 ) ) - fh@? ) ')”Ll(SP)
[0,T) [0,7)

+ sup ||f~h(t7 K ) - f(t’ ) ')HLl(Sp)a
[0,1)

donde, si se utilizan (5.8) y (5.9), ambos términos del lado derecho tienden a 0 cuando
|h| — 0.

Por proposicion 4.1, f, € L>([0,T); L'(Sp)), por lo cual lo recientemente obtenido per-
mite afirmar que existe una subsucesion (f;);, tal que

fn— f en L=([0,T); L*(Sp)), (5.10)
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cuando |[h| = 0, con f € C([0,T); L*(Sp)).

De manera similar, se sabe que @, € C([0,7")). La proposicién 4.3 permite saber que
{un(t)} C [0, p] para cualquier ¢ € [0,7T), por lo cual {a,(t)} es relativamente compacto en
R, para todo t € [0,T"). Ademaés, la proposicion 5.3 asegura la equicontinuidad de {ay}, por
lo cual el teorema 5.2 garantiza que {u,} es relativamente secuencialmente compacto. Luego,
existe una subsucesion (), v u € C([0,T)) tales que

up, — uw en C([0,7)), (5.11)
cuando |h| — 0. Ademas, de la definicion de @, y de (4.4),

sup |up(t) —an(t)] < sup  Ju"tt —u"| < CAt (5.12)
te[0,T) nef{0,...,N—2}

Utilizando (5.11) y (5.12),

sup [un () — u(t)] < sup [un(£) — Gn(E)] + sup [ (£) — u(®)] — 0,
[O,T) [O,T) [O,T)

cuando |h| — 0, para una subsucesion (uy),. Por lo tanto, existe una subsucesion (uy); tal
que

up — u en L*=([0,T)) (5.13)

cuando |h| — 0, con u € C([0,T); L' (Sp)). O

5.2. Demostraciéon de la convergencia

En la seccién 5.1 se demuestra que el esquema numérico converge a un elemento. Sin
embargo, es necesario demostrar que ese mismo elemento es solucion exacta del problema
débil (2.8). De esto se encarga la siguiente proposicion.

Proposicion 5.5. El par de funciones (f,u) dados por (5.10) y (5.13) en la proposicion 5./
satisface la formulacion débil (2.8).

Demostracion. En esta demostracion se supone que los valores de h son aquellos correspon-
dientes a la subsucesion convergente presentada en la proposiciéon 5.4. Por lo tanto, si por
ejemplo se menciona un limite cuando |h| — 0, se refiere solo a aquella subsucesion aunque
no se exprese de forma explicita.

Utilizando la expresion entregada por el esquema numérico (3.7), se puede escribir

JAN? At
+1 _ - +
an - an + Evﬁiﬂ/z ( ;,Liﬂ - ynz) + EVZ¢—1/2 ( }?ifl - an)
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At N .
+E( Ji—1/2 j,i+1/2) it (5.14)

Sea ¢ € C}([0,T) x Sp). Se definen

. 1 tn+1
i = NA—TAP/% /A ©(t,p,r)drdpdt,

gyt

N-—-1 J 1
V= S Y A )
n=0 j=0 i=0
N—-1 J I
Ve XSS AW (- )
n=0 j=0 i=0
N-1 J I
+ Z Z ZAtV;j_lp ( ]T,Lz‘tll u Jr,Lz) (‘O?JAP
n=0 j=0 i=0
N-1 J I
+D ) D A (Viiige = Vi) FaeliOp.
n=0 j=0 i=0

Por otro lado, se definen

T
Z{L = _/ fh<t7p7 T)atgp(tapa T)d?"dpdt - / fzn(p’ T)@(O7p7 T>drdp7
0 SP SP

T
Zy = —/ OV (un(t), p, ) fu(t,p,7)(t, p,r)drdpdt
0 Sp

T
4 / Fa(t, 0,10, (P (un(t), p. ot p. r))drdpdt,
0 Sp

donde

=, r—=Ti-1/2

V(u(t)vpv T) = V(u<t)7pv Ti—1/2) + Ar (V(u(t),p, 73’—}-1/2) - V(“(t)>p7 Ti—1/2)) )

para 7 € [1r;_1/2,7i41/2). Observar que V es la funcion lineal a trozos en la variable 7 tal que

V(U(t>,p7 T’i+1/2) — V(U(t),p, Ti+1/2)7
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para i € {—1,0,1,..., I}, por lo cual se sabe que V — V, cuando |h| — 0.

Las proposiciones 4.3 y 4.11 que aseguran la estabilidad L> de uy, y fp, respectivamente,
permiten saber que uy, y fi, poseen cotas uniformes. Ademas, )V es acotada debido a que V lo

es. Esto permite utilizar la proposicion 5.4 y el Teorema de la Convergencia Dominada para
obtener

T
fim 20 =~ [ [ st drdpt = [ (0060, r)drdp,
|h|—0 0 Sp Sp

T
‘}Ll‘mo zZy = / OV (u(t),p, ) f(t,p,7))p(t, p,r)drdpdt
- 0 JSp

+ / ft,p,m)0.(V(u(t), p,r)p(t, p,r))drdpdt.
o Jsp

Si se restan ambos limites, se tiene una expresion similar a la ecuacion (2.8a) del problema

débil, por lo cual se debe seguir desarrollando para llegar a una expresion que sea exactamente
igual a dicha ecuacion.

Por un lado,
N-1

Z{L = — Z fh(tn,p, T) [gﬁ(tn+1,p, 7’) - 90( ny Py T )] d?”dp fm(p7 T)@(Oapa T)d?"dp

n=0vSp Sp

N—
Z/ fh n+1, P T ) fh(tnapar)) gO(tn_H,p,T)d’l"dp
n=0

b [ (R0pr) = £0.0) 9Oup i
Sp

Luego,
N-2 J I tns (t,p,7)
Z n+1 n-l-lapa — ¢\, D, d
>3 / / s rdpdt
n=0 j=0 =0
+ / (fh(07p7 T) - fm(pv T))CP(()?]% T)d’f’dp,
Sp
de donde
N-2 J I tnst
Z-v =SSl [ [ ol
n=0 j=0 i=0 tn Ajsi

+ 11 £ (0, ) = G s el Loy xsp)
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N-2 J I
SO N = FIAtAPAT||Oup o o1y xsp)
n=0 j=0 =0
A0, ) = £ G ) iisp |l oo oy <)
< TH@‘PHLO@ ([0,T) st SUP ZZ‘ - Z”APAT
= ] 0 =0
00,5 ) = £ ) rsmllel oo 0.0y s
y de (4.12),
21— Y < C(p)At. (5.15)
Por otro lado,
N-1J Ty tni1
2= Y R W= Vel [ [ ettpriardpar
n=0 j=0 i=0 tn Aji
N-1 J I tn+1 Dj+1/2
+ Z Z fjnl/ / (V;,Lz'ﬂ/zSO(tapa Tit1/2) — V;,Lifl/QSO(tJ% ri—1/2))dpdt
n=0 j=0 i=0 tn Pj-1/2
N-1J Ty tni1
= > _To}ﬁifl/? N sz’+1/2>ffi/ / @(t, p,r)drdpdt
n=0 j=0 i=0 tn Aji
N-1 J I n+1 Pji+1/2
SV (- / / (., i1 j2)dp
n=0 j=0 i=0 —1/2
N-1 J I tny1 fPj11/2
+ ZZVJn;‘rl/Q Jitl T / / (L, p; Tiv1j2)dpdt,
n=0 j=0 i=0 Pj-1/2
de donde
N-1 J I tn+1
sp(tap7 Ti—l/?) - sp(t’p7 T)
Z Vit (o — ”Z)/ / drdpdt
n=0 j=0 =0 ” / ’ ’ tn Aji Ar
N-—-1 J I tn+1 t
» D, rl+1/2) 90(75,]?, 7")
SV (e / / drdpdt.
n=0 j=0 i=0
Luego
N-1 J I
|25 = Y| < AtApAr Y Y N VI ol = 100l o myxsp)

n=0 j=0 =0
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=

J 1
+ AAPAT Y N N VI ol fier = [0l e o,y <)
=0

7 =0

I
o

J I
< 2T Ar||0r¢| Lo 0,1y x5p) IV || Lo (0.7) x5p) — SUD Z Z |[fiien — fialAp,
0<n<N-19 27
y recordando que
J oI J I

YoX U = AP =D g el ApAr = TV(f) < TV(f") < K,

J=01i=-1 j=0i=—1
cuya ultima desigualdad se sabe del lema 4.9, se tiene

78— V| < Cp)Ar (5.16)
Como Y" = Y}, de (5.15) y (5.16)
|21 = Z3| <127 = Y{'| +12; = V3| < C(o)(At + Ar),

por lo cual Z} — Z% — 0 cuando |h| — 0. Por lo tanto,

0= lim Z!— lim Z}
|h|—0 |h|—0

T
__ / £(t, p,7)dup(t, p, v)drdpdt — / £7(p, )00, p, r)drdp
0 Sp Sp

T
+ / OV (u(t), p, 1) f (¢, p, 1)t p,r)drdpdt
0

_ /O [ 2.0 V(). p.1)(0. 1)) (5.17)

El resultado (5.17) es parecido a la ecuacion (2.8a) del problema débil. La diferencia esta
en las derivadas, las cuales no se pueden modificar con tanta facilidad debido a que no estéa
asegurada la regularidad de f. Por este motivo, se utilizan molificadores.

Sea n el molificador estandar dado por

1
z12—
n(x):—{c'e b lel<ld )

0 . x| >1

para x € R, donde c es tal que

/R n(x)ds = 1.
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Sea

n&x)ﬁ=%n(f)~

€

Para una funcion w : (a,b) — R localmente integrable, se define la molificacion de w, con
parametro €, por

b
w(z) = (w*n)(z) = / ne(z — y)w(y) dy,

para = € (a +€,b —¢€). En la seccion C.4 de (Evans, 2010) se demuestra que w® es suave en
(a + €,b — €) para cualquier ¢ > 0, sin importar la forma de w, y ademéas w® — w cuando
¢ — 0. Estas definiciones se deben aplicar a la funcion f(¢,p,-), con t y p fijos, por lo cual se

define .
Pt = [ = nstp) d
para (t,p,r) € [0,T) x Sp(e), con
Sp(e) =10, P] x [e,1 — €.
Asi, esta funcion es suave para la variable r, en (e, 1 — ).

Para una funciéon g € L>([0,T); L'(Sp)), se define el operador
T .
L= [ [ attprdtepridrdpdt~ [ £7.r)000.p.r)drdp
0 Sp Sp
T
[ 0y nate. ot s rdrdp

0o Jsp
T
- / g(t,p, )0 (V(u(t),p,r)e(t,p,r))drdpdt.
0o Jsp

Por los resultados de molificadores ya mencionados y utilizando el Teorema de Convergencia
Dominada,

T .
lim L(f) = — / [ .00ttt ~ / (0,1 (0, p, 7)drdp

e—0 Sp

T
+ / OV (u(t), p r)f (. p, 1) ot p, r)drdpdt
0

Sp
T
- / [ Fep)0 a0, 1)t )

y por (5.17), de lo anterior se tiene que

lfm L(f<) = 0. (5.18)

e—0
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Por otro lado,

T -
L(f) = — / F5(t, p, 7)o (t, p, r)drdpdt — / F7(p,7)(0, p, r)drdp
0 Sp(e) S

P

T
+ / / OV(u(t), p, 1) f<(t, p, 7)ot p, ) drdpdt
0 Sp E)

B /0 /S T ) o)l o)t

Se aprovecha la suavidad de f€ para escribir los dos tltimos términos en la forma

/0 /3 ( )arV(u(t),p, ) f(t,p,r)e(t, p, r)drdpdt
_/0 S ()fe(t’p’ )0, (V(u(t), p,m)e(t, p,7))drdpdt
/ / p.r)f (¢, p,r)p(t, p, r)drdpdt
Sp(e)

/ /5 “(t,p,r)V(u(t), p,r)p(t, p,r)drdpdt
/ / “(t,p, )V (w(t), p,r)p(t, p,r)] = dpdt

/ /S © p.r)f(t.p.r)) et p,r)drdpdt
/ / “(t,p, )V (u(t), p,r)e(tp,r) ;. dpdt

—// V(t,p,7)f(t, p,7)0rp(t, p,)drdpdt.
0 Sp(e
de donde

T
L(f) = - / [ s rngtt gt = [ 7000000, r)irdy

T
- / V(t,p,r)f(t,p,)00(t, p,)drdpdt,
Sp(e

Se utiliza nuevamente el Teorema de la Convergencia Dominada para obtener

e—0

lim L(f¢ / g ft,p,m)0p(t, p,r)drdpdt — /S f™(p,r)p(0,p, r)drdp (5.19)
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T
- / / V(t7pa r)f(tapv T)aTQO(t,p, r)drdpdt (520)
0 Sp
Luego, de (5.18) y (5.19), se obtiene
T .
/ F(t,p,)0p(t, p,r)drdpdt + | f™(p,7)(0, p, 7)drdp
0o Jsp Sp
T
[0 [ Vs noetprddp =0 (521
0o Jsp
Por tultimo, del esquema (3.7), se sabe que
J oI
ut=p— Y > ripfliArAp
§=0 i=0
Si se define
J I
[h(p7 7’) - Z Z Tipj]-Aj,i(p7 T))
j=0 i=0
se observa que I, — pr cuando |h| — 0. Asi, el esquema permite escribir
w(®)=p= [ Dp)faltipr)drds,
Sp
lo cual, si |h| — 0,
u(t) = p— / rpf(t,p,r)drdp, (5.22)
Sp

debido a la proposicion 5.4.

Las afirmaciones (5.21) y (5.22) indican que (f,u) de la proposicion 5.4 es solucion del

problema débil (2.8).

]

Observacion 5.6. La demostracion del teorema 3.1 asegura la existencia de una subsucesion
de {(fn,un)} que converge a un (f,u) que es soluciéon del problema débil, lo cual garantiza
la existencia de solucion del problema. Sin embargo, en este documento no se demuestra la

unicidad de dicha solucién.



Capitulo 6

Resultados

En este capitulo se muestran algunos ensayos numéricos, incluyendo sus respectivos para-
metros, graficos y observaciones. Para resolver, se utilizaron rutinas desarrolladas por el autor
en lenguaje Fortran 90. Las imagenes fueron obtenidas a través de los software ParaView

5.4.0 y MATLAB R2017a (9.2.0.538062).

En los ejemplos expuestos se garantiza el cumplimiento de las condiciones de estabilidad
(3.10) y (3.11). Para ello, se procede como se describe a continuacion.

Recordar que las condiciones de estabilidad estén dadas por

At |
2A—T||V||Loo((o,p)xgp) <1, KPM™At<1,

las cuales se pueden escribir en la forma

Ar

At < ———, At < ——.
2[[V[| e KPMin

Si 7 es el valor de At propuesto inicialmente, lo anterior sugiere que, al momento de imple-
mentar el esquema, un valor correcto para At seria

Ar 1
At = mind 7, I 6.1
i { s e o

Asi, una vez sugerido el valor At = 7, éste se modifica si no satisface las condiciones de
estabilidad.

Con el fin de proponer una forma discreta de (6.1), se reemplaza ||V||p~ por

V*¥:= su V(u,p;,r;)| = max max {|k(p;,ri)u—1Up:;r)|}.
Sup. V(u,pj, 7))l je{O,...,J}ue[O,p]{| (pj, ri)u — Upj,ri)[}
jE{O,...,J} ie{O,...,I}
1€{0,...,T}

o1
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Observar que, si p; y r; estan fijos y solo u es variable, los maximos de |k(p;, r;)u — l(p;, ;)|
en [0, p| se encuentran en los extremos u = 0 y u = p, por lo cual

V* = maxmax {|k(p;, r:)p — Ups, ra) | Upss 1) }

)

Ademas, se reemplaza K por
K* = maxk(p;,r:).

]7Z

Luego, el valor para At con el cual se resuelve el esquema de forma computacional resulta

en
Ar 1
At = mi .

Para todos los ejemplos que se muestran a continuacion, el espacio Sp se ha discretizado
bajo los parametros

J =500,
I = 500.

Ademas, en cada caso se propone 7 = 0,001.

Se utiliza la notacién
u™ = lm wup(1).
t—o00

Para efectos practicos, se calcula u> =~ w,(7T), pues en cada ejemplo se tiene que uy, se
estabiliza en el tiempo con valores muy cercanos a su respectiva asintota.
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6.1. Ejemplo 1

Siguiendo el ejemplo de (Hingant y Septulveda, 2015), para P =1y T = 8,01, se utilizan
las tasas de adsorciéon y desorcion

k(p,r) =4p(1 =), U(p,7) =T,

con distribucién inicial .
f"p,r)=m-r(1—r)p(P—p).

Los pardmetros utilizados son

y m es tal que
u'™ + / / rpf*" (p, r)drdp =
o Jo

Se calculd que At ~ 2,4975 x 10~%.

°

Las figuras 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9 y 6.10 muestran a f; para distintos
tiempos y la figura 6.11 muestra a wuy,.

Observar que uy, se estabiliza a través del tiempo y los valores de f;, disminuyen en todo Sp
a medida que el tiempo avanza, salvo en una curva donde aumenta de forma aparentemente
indefinida. Dicha curva corresponde a los puntos (p, ) € Sp tales que V(u™, p,r) = 0, como
se puede apreciar si se compara con el grafico de V(u™, -, -) en la figura 6.48.

Esto se interpreta como una tendencia al estado de equilibrio en el fenémeno de sorcion:
dado un conjunto de polimeros de tamano p, todos ellos logran tener la misma proporciéon de
grupos funcionales ocupados r y ocurre justamente cuando los iones se acoplan y se sueltan
de ellos a la misma rapidez, es decir, cuando V(u™,p,r) = 0. Esta tendencia al equilibrio
provoca que los iones libres se mantengan en una cantidad constante 4> a medida que el
tiempo avanza, tal como muestra la figura 6.11.
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Figura 6.1: Ejemplo 1: Gréafico de f,(t =

y tasas de sorcion k(p,r) =4p(l —r)y

l

0.4 0.5 0.6

0;-,-) con f™*(p,r) =m-r(1—7r)p(P—p), u" = 0,9

(p,r) =r.
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Figura 6.2: Ejemplo 1: Gréfico de f,(t = 0,125;-,+) con f"(p,r) = m -r(1 —r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.3: Ejemplo 1: Gréfico de fi,(t = 0,25;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = 1.



6.1. Ejemplo 1 57
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Figura 6.4: Ejemplo 1: Grafico de fi,(t = 0,5;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—7)p(P—p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.5: Ejemplo 1: Gréfico de f,(t = 0,75;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = 1.
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Figura 6.6: Ejemplo 1: Gréfico de f,(t = 1;-,+) con f"(p,r) =m-r(1—7r)p(P —p), u'™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.7: Ejemplo 1: Gréfico de f;,(t = 2;-,+) con f"(p,r) =m-r(1—7r)p(P —p), u'™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.8: Ejemplo 1: Gréfico de fi,(t = 3;-,+) con f"(p,r) =m-r(1—7r)p(P —p), u'™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.9: Ejemplo 1: Gréfico de f;,(t = 5;-,+) con f"(p,r) =m-r(1—r)p(P —p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.10: Ejemplo 1: Gréfico de f,(t = 8;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.11: Ejemplo 1: Gréfico de uy, con f™(p,r) =m-r(1 —7r)p(P —p), u'™ = 0,9 y tasas
de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = r.



6.1. Ejemplo 1 65

w

NN

=

o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 6.12: Ejemplo 1: Grafico de V(u®™,-,-) con k(p,r) = 4p(1 —r) y I(p,r) = r, junto a la
curva V(u®,-,-) = 0.
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6.2. Ejemplo 2

En el ejemplo anterior se observa que el comportamiento asintético de f;, depende de V,
por lo cual es natural intuir que el lugar donde se acumula fj, no depende de las condiciones
iniciales. Esto motiva un segundo experimento que coincide con lo previsto.

Este ejemplo utiliza las mismas condiciones que el ejemplo anterior, es decir, P = 1y
T = 8,01, con tasas de adsorcién y desorcion

k(p,r) =4p(1 —r), l(p,r) =,
y parametros
u™ =0,9
p=1,
excepto la distribucion inicial que se reemplaza por
f™(p,r) =m - (1 = cos(4mr))p(P — p),

donde m es tal que

P 1
U’ + / / rpf™ (p, r)drdp = p.
0 0

En este caso también se calculd que At ~ 2,4975 x 10~

Las figuras 6.13, 6.14, 6.15, 6.16, 6.17, 6.18, 6.19, 6.20, 6.21 y 6.22 muestran a f; para
distintos tiempos y la figura 6.23 muestra a uy,. Ademas, la figura 6.48 muestra V(u™, -, ),
donde la linea negra corresponde a V(u™, -, -) = 0.

Como se puede observar al comparar este ejemplo con el anterior, una funcién f distinta
no cambia la curva donde fj; se acumula.
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Figura 6.13: Ejemplo 2: Gréfico de f,(t = 0;-,-) con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,7) = 7.
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Figura 6.14: Ejemplo 2: Grafico de fy,(t = 0,125;-,-) con f™(p,r) = m-(1—-cos(4nr))p(P—p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.15: Ejemplo 2: Grafico de f5(t = 0,25;-,) con f™(p,r) = m-(1—cos(4nr))p(P —p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.16: Ejemplo 2: Grafico de fi,(t = 0,5;-,-) con f™(p,r) = m- (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = 1.
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Figura 6.17: Ejemplo 2: Grafico de fj,(t = 0,75;-,-) con f*(p,r) = m-(1—cos(4mr))p(P—p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.18: Ejemplo 2: Gréfico de f,(t = 1;-,-) con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.19: Ejemplo 2: Gréfico de f,(t = 2;-,-) con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.20: Ejemplo 2: Gréfico de f,(t = 3;-,-) con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.21: Ejemplo 2: Gréfico de f,(t = 5;-,-) con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.22: Ejemplo 2: Gréfico de f,(t = 8;-,-) con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.23: Ejemplo 2: Gréfico de uy, con f™(p,r) = m - (1 — cos(4nr))p(P — p), u™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) =4p(1 —r) y l(p,r) = .
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Figura 6.24: Ejemplo 2: Grafico de V(u™,-,-) con k(p,r) = 4p(1 —r) y I(p,r) = r, junto a la
curva V(u®,-,-) = 0.
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6.3. Ejemplo 3

Para P =1y T = 20,01, se utilizan las tasas de adsorcion y desorcion
k<p7 7“) - kopa(l - 7,,)04’ l(p7 T) = lop/BTﬁa
con kg = 0,5, lp = 0,8, a =1/3, = 2/3, y con distribucién inicial

[ (p,r) =m-r(1—r)p(P —p).

Los pardametros utilizados son

donde m es tal que

P 1
u' + / / rpf™ (p,r)drdp = p.
0 0

Se calculé que At =7 = 0,001.

Las figuras 6.25, 6.26, 6.27, 6.28, 6.29, 6.30, 6.31, 6.32, 6.33 y 6.34 muestran a f, para
distintos tiempos y la figura 6.35 muestra a uy,. Ademas, la figura 6.48 muestra V(u®™,-, ),
donde la linea negra corresponde a V(u, -, -) = 0.

Observar que, en este caso, las tasas de adsorcion y desorcion violan la hipotesis (H2)
debido a que k,I ¢ W?>(Sp). El comportamiento de fj, y u, es similar a los dos ejemplos
anteriores.
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Figura 6.25: Ejemplo 3: Gréfico de f,(t = 0;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9

y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5p3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/31%/3.
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Figura 6.26: Ejemplo 3: Grafico de f,(t = 0,25;-,+) con f"(p,r) = m -r(1 —r)p(P — p),
u'™ = 0,9 y tasas de sorciéon k(p,r) = 0,5p'3(1 — )13 y I(p,7) = 0,8p*/3r%/3.



6.3. Ejemplo 3 82

200 P
1.0
100
— .9
~50
| 0.8
—20
7
510
— .6
5
r S5 r
2
4
1
3
_0.5
— 2
0.2
.1
0.1
0.0 0.0
0.05 0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

p

Figura 6.27: Ejemplo 3: Grafico de f,(t = 0,5;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u'™ = 0,9 y tasas de sorciéon k(p,r) = 0,5p'3(1 — )3 y I(p,7) = 0,8p*/3r%/3.
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Figura 6.28: Ejemplo 3: Gréfico de f,(t = 1;-,-) con f"™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9

y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5pY/3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r?/3.
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Figura 6.29: Ejemplo 3: Gréfico de f,(t = 2;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9

y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5pY/3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r?/3.
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Figura 6.30: Ejemplo 3: Gréfico de f,(t = 3;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9

y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5pY/3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r?/3.
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Figura 6.31: Ejemplo 3: Gréfico de fy(t = 4;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5pY/3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r?/3.
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Figura 6.32: Ejemplo 3: Gréfico de f,(t = 5;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9

y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5pY/3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r?/3.
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Figura 6.33: Ejemplo 3: Grafico de f,(t = 10;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5p"3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r2/3,
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Figura 6.34: Ejemplo 3: Grafico de f,(t = 20;-,-) con f™(p,r) = m-r(1 —r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 0,5p"3(1 — )3 y I(p,r) = 0,8p*/3r2/3,
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Figura 6.35: Ejemplo 3: Gréfico de uy, con f™(p,r) =m-r(1 —7r)p(P —p), u'™ = 0,9 y tasas
de sorcion k(p,r) = 0,5p"/3(1 — )3 y I(p, ) = 0,8p*/3r2/3.



6.3. Ejemplo 3 01

o

-0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 6.36: Ejemplo 3: Grafico de V(u™,-,-) con k(p,r) = 0,5p'3(1 — r)¥/3 y l(p,7) =
0,8p*/3r%/3_ junto a la curva V(u>®,-, ) =0.
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6.4. Ejemplo 4

Dado que fj, tiende a acumularse en el tiempo en la curva V(u™, -, -) = 0, surgio el interés
por saber, por ejemplo, qué ocurre cuando V(u™, p, ) se anula en més de un punto, para un
p € (0, P) fijo. Esto es posible de realizar cumpliento todas las hipotesis pues ninguna exige,
directa o indirectamente, que V(u, p, -) sea mondtona.

Se escoge, entonces, P =1y T = 4,01, con las tasas de adsorcién y desorcién
k(p,r) =1+ cos(bnr), l(p,r) = p(1 — cos(bnr)),

y la distribucion inicial '
S p.r) =m-r(1—r)p(P —p).

Los pardmetros utilizados son

donde m es tal que

P 1
u' + / / rpf™(p,r)drdp = p.
0 0

Se calculd que At ~ 4,9900 x 10~*.

Las figuras 6.37, 6.38, 6.39, 6.40, 6.41, 6.42, 6.43, 6.44, 6.45 y 6.46 muestran a f, para
distintos tiempos y la figura 6.47 muestra a uy.

En este ejemplo, si se compara el comportamiento asintotico de f;, con el grafico de
V(u®>,-,-) en la figura 6.48, se observa que fj se acumula solo en algunas partes de la curva
V(u™,-,-) =0, que corresponden a aquellas en donde ademas 9,V (u®, -,-) < 0.

La interpretacion que se le puede dar a este caso, de forma absolutamente intuitiva, es
que el equilibrio sélo se da en V(u™,-,-) = 0 cuando 0,V(u*,-,-) < 0 debido a que si r
aumenta cerca de esa zona, la tasa de sorciéon se hace negativa, por lo cual los iones se
sueltan a una tasa mas rapida de la que se acoplan, provocando que los iones acoplados r
comiencen a disminuir. En cambio, si r disminuye cerca de esa zona, los iones se acoplan a
una tasa mas rapida de la que se sueltan, provocando que los iones acoplados r comiencen
a aumentar. Dicho de otra forma, aquellos polimeros con configuraciones correspondientes a
esa zona tienden a soltar iones mas réapido cuando estos aumentan y a acoplar més rapido
cuando disminuyen, aumentando entonces la cantidad de polimeros que acoplan y sueltan
iones a la misma rapidez, explicando la acumulacion de fj,.

Por otro lado, en las zonas en que V(u™,-,-) = 0y 9,V (u>,-,-) > 0, si r aumenta
entonces los polimeros con aquellas configuraciones tienden a acoplar iones més rapido. Si
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|t [0<r<1/3]1/3<r<2/3[2/3<r<1]

0 11,11 % 48,15 % 40,74 %
0,05 | 7.24% 53,18% 39,58 %
0,1 5,56 % 54,58 % 39,86 %
0,15 | 483% 54,97 % 40,20 %
0,2 451% 55,00% 40,40 %
0,3 1,32% 55,13% 40,55 %
0,5 126% 55,14 % 40,60 %

1 125% 55.13% 40,61 %

2 125% 55,13% 40,61 %

1 1,25% 55,13% 40,61 %

Tabla 6.1: Ejemplo 4: Distribucion (aproximada) de la masa [ 5, TP fn(t,p,7)drdp, a través
del tiempo, en las zonas de Sp donde se acumula fj,.

r disminuye, los polimeros tienden a soltar iones més rapido. Asi, ningin polimero termina
con configuraciones cercanas a dicha zona.

La tabla 6.1 muestra como se distribuye la masa fSP rpfr(t, p,r)drdp (cantidad de iones)
en las regiones 0 < r < 1/3,1/3 <r <2/3y2/3 <r <1, que corresponden a regiones de
Sp del mismo tamano, donde cada una incluye una curva de acumulaciéon de f;. Los valores
fueron calculados con la aproximacion ya conocida

J

I
/ rpfu(t, p,r)drdp ~ Z Z rip; fu(t, pj,ri) ArAp
Sp

j=0 i=0

y la tabla muestra, a su vez, valores aproximados de los porcentajes de la masa correspon-
diente a cada zona.
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Figura 6.37: Ejemplo 4: Gréfico de f,(t = 0;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(bnr) y I(p,r) = p(1 — cos(5nr)).
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Figura 6.38: Ejemplo 4: Grafico de f,(t = 0,05;-,+) con f™(p,r) = m -

u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 1 + cos(5nr) y I(p,r) = p(1 — cos
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Figura 6.39: Ejemplo 4: Grafico de f(t = 0,1;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(bnr) y I(p,r) = p(1 — cos(57r)).
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Figura 6.40: Ejemplo 4: Grafico de f,(t = 0,15;-,+) con f"(p,r) = m -r(1 —r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(bnr) y I(p,r) = p(1 — cos(57r)).
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Figura 6.41: Ejemplo 4: Grafico de f(t = 0,2;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(bnr) y I(p,r) = p(1 — cos(57r)).
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Figura 6.42: Ejemplo 4: Grafico de f(t = 0,3;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(bnr) y I(p,r) = p(1 — cos(57r)).
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Figura 6.43: Ejemplo 4: Grafico de f(t = 0,5;-,-) con f™(p,r) = m - r(1 — r)p(P — p),
u™ = 0,9 y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(5nr) y l(p,r) = p(1 — cos(57r)).
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Figura 6.44: Ejemplo 4: Gréfico de fy(t = 1;-,-) con f"™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(5nr) y I(p,r) = p(1 — cos(5mr)).
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Figura 6.45: Ejemplo 4: Gréfico de f,(t = 2;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u"™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(5nr) y I(p,r) = p(1 — cos(5mr)).
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Figura 6.46: Ejemplo 4: Gréfico de fy(t = 4;-,-) con f™(p,r) = m-r(1—r)p(P—p), u'™ = 0,9
y tasas de sorcion k(p,r) = 1+ cos(5nr) y I(p,r) = p(1 — cos(5mr)).
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Figura 6.47: Ejemplo 4: Gréfico de uy, con f™(p,r) =m-r(1 —7)p(P —p), u'™ = 0,9 y tasas
de sorcion k(p,r) =1+ cos(bnr) y U(p,r) = p(1 — cos(57r)).
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Figura 6.48: Ejemplo 4: Grafico de V(u™,-,) con k(p,r) = 1 + cos(5nr) y l(p,r) = p(1 —
cos(57r)), junto a la curva V(u*, -, ) = 0.



Conclusiones

En esta memoria se analizdé un sistema de ecuaciones de tipo Lifshitz-Slyozov aplicado
a un modelo de polimeros, proponiendo un esquema numérico que incluye al método de
voliimenes finitos y demostrando su validez al garantizar que éste converge a la solucion
exacta del problema débil.

Si bien algo similar se realizo en (Hingant y Sepitlveda, 2015), el presente documento se
enfoca en desarrollar la demostracion utilizando el hecho de que el esquema es de variacion
acotada. Esto tultimo fue tal vez la parte menos convencional, pues se puede encontrar una
gran cantidad de documentos que demuestran resultados de variaciéon acotada en una sola
dimension y no en forma bidimensional. Esto motivo al autor a argumentar, por idea propia,
a través de estimaciones en cada dimensiéon que no tienen utilidad por separado, siendo
eficaces so6lo al combinarlas.

Otra diferencia con el mencionado estudio fue que se eliminé la condiciéon de monotonia
de la tasa de sorcion, siendo 1util para respaldar el ejemplo 4 donde se experimenta con una
tasa de sorcion que provoca mas de una zona de equilibrio del fenémeno, desconociendo, a
su vez, si esto puede existir en un caso real. Fue necesario, ademas, establecer una hipotesis
maés fuerte respecto de las tasas de adsorcion y desorcion, presentada como (H2).

Las hipotesis fueron planteadas para poder desarrollar la demostracion del teorema que
garantiza la convergencia del esquema numérico. Sin embargo, el ejemplo 3 sugiere que existen
hipotesis que se pueden relajar, como (H2) en dicho caso, ya que los resultados mostraron en
forma grafica que el comportamiento es similar al resto de los ejemplos que si satisfacen las
hipotesis. Para poder desarrollar las demostraciones con hipotesis més relajadas se requieren
otras herramientas que no estédn al alcance de este trabajo.

Los resultados experimentales mostraron el comportamiento asintético de la funcion de
distribucion f, mostrando que ésta se acumula en la curva donde la tasa de sorciéon es nula.
Esto coincide con la documentacion existente sobre las ecuaciones de Lifshitz-Slyozov, por
ejemplo (Filbet y Laurencot, 2003) y (Tine et al., 2013).

Cabe notar que los ejemplos fueron realizados con parametros, condiciones iniciales y
tasas de adsorcion y desorcion cuya consistencia con modelos reales no se investigo, siendo
el ejemplo 4 el que podria estar més alejado de la realidad debido a la forma de la tasa de
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sorcion. Esto ocurrié debido a que el presente trabajo trata sobre la matematica presente en
el fenébmeno, estableciendo las hipotesis que se deberian considerar al probar modelos reales.

Si se observa la forma que tiene la funcion f a través del tiempo, los valores de ésta pierden
relevancia en la mayor parte del dominio, siendo ttiles solo aquellos datos que representan
puntos cercanos a la curva donde se anula la tasa de sorcion. Por este motivo, si se exigiera
mayor presicion en los resultados, una malla més fina provocaria un uso excesivo de memoria
computacional con datos que en su mayoria son similares. Para solucionar esto, se pueden
aplicar esquemas adaptativos que se encargan de refinar la malla s6lo en aquellas zonas
donde la pendiente de la funcién es muy elevada, es decir, generan mas datos en las zonas
mas relevantes. Para mas informacion al respecto, ver (Harten, 2010) y los trabajos (Biirger
et al., 2008a) y (Biirger et al., 2008b).
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