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RESUMEN

La conjetura de Maldacena establece relación directa entre una teoría en presencia gravedad
(d + 1) - dimensional en espacios asintóticamente AdS con teorías de campos conformes en el
borde de este espacio bajo regímenes de acoplamiento inversos, haciendo que sea una herra-
mienta interesante para obtener información de una teoría fuertemente acoplada a través de su
teoría dual cuyo acople es débil. Este hecho permite el uso de herramientas perturbativas en
la obtención de cantidades de difícil acceso en la teoría de campos ya que toda la información
de la teoría conforme está codificada en su dual gravitacional. Dentro de estas cantidades, la
anomalía de traza de la teoría de campos conformes juega un papel central.

La anomalía de Weyl (conforme o de traza) es uno de los hechos más caracteristicos de
la cuantización de teorías conformes. Clásicamente el tensor de energía - momentum de una
teoría conforme satisface la propiedad de tener traza nula, hecho que no se cumple luego de
cuantizarse y es descrita en dos partes que son llamadas anomalía de tipo - A, asociadas a la
densidad de Euler correspondiente a la dimensión mientras que la anomalía de tipo - B está
relacionada a potencias del tensor de Weyl. En cuatro y seis dimensiones la correspondien-
te anomalía de traza está asociada a las cantidades W 2 = WabcdW

abcd que es el invariante
de Weyl en 4 - dimensiones, mientras que I1 = WabcdW

eadfW b c
ef , I2 = WabcdW

abefW cd
ef y

I3 = Wabcd[∇2δde + 4Rde − 6
5Rδ

d
e]W

abcd + ttd1 son los invariantes de Weyl en 6 - dimensiones
siendo bien conocido el cómo calcular la anomalía de tipo - A mientras que los otros coeficientes,
en general, son de difícil acceso debido a la cantidad de términos asociados que dependen de la
dimensión junto al hecho de que no hay un mecanismo estándar para su cómputo en el marco
holográfico.

En esta tesis proponemos una receta, posiblemente la más simple, para calcular la anomalía
de tipo - B de forma holográfica para una teoría general de gravedad o de campos en espacios
que son asintóticamente AdS. En cinco y siete dimensiones identificamos una base apropiada
de invariantes de curvatura que permiten leer de forma bien sencilla y sin cálculos extensos,
los coeficientes de la anomalía de Weyl de la CFT dual. Se tabulan las contribuciones de los
invariantes algebraicos cuadráticos, cúbicos y cuárticos en curvatura y también aquellos que
involucran derivadas de ésta. Se presentan varios ejemplos en 4D y 6D cuyos coeficientes de
anomalía fueron encontrados por otros mecanismos con el objetivo de mostrar la efectividad de
nuestro método. Junto con eso se realizan los cálculos de estos coeficientes en 4D y 6D para
los operadores GJMS aprovechando la factorización de éstos en espacios de Einstein y a su vez,
usando la fórmula holográfica de determinantes a 1 - loop, mediante nuestra receta holográfica.
Siguiendo la misma idea y asumiendo un acople tipo Lichnerowicz, calculamos los coeficientes de
anomalía de los campos de espín alto conformes CHS en 4D de manera holográfica. Desde otra
perspectiva y asumiendo una extensión del diccionario de AdS/CFT a espacios con singularidad
cónica, calculamos las entropías de Rényi las que en un límite específico son las entropías de
entanglement de los campos GJMS. A pesar de la expectativa de que el término logarítmico de la
entropía de entrelazamiento esté dado por el coeficiente de la anomalía de tipo - A, encontramos
discrepancias para los operadores GJMS supercríticos.

1Por ttd nos referimos a derivadas totales triviales
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ABSTRACT

Maldacena’s conjecture establishes a direct relation between a theory containing gravity in a
(d+1) - dimensional asymptotically AdS spacetime and a conformal field theory at the confor-
mal boundary of this spacetime under complementary coupling regimes, making a usefull tool to
gain information of a strongly coupled theory by means of its weakly coupled holographic dual
theory. This facts allows the use of perturbative techniques in obtaining quantities of difficult
access in the field theory since the information of the conformal theory is encoded in its gravi-
tational dual. Among these quantities the trace anomaly of the conformal field theory plays a
distinguished role.

The Weyl (or conformal or trace) anomaly is one of the most characteristic features of the
quantization of conformal theories, Clasically, the energy - momentum tensor of a conformal
theory satisfies the property of null trace; but after quantization this no longer holds and it is
described by two structures a so called type - A trace anomaly asociated to the Euler density
and a type - B related powers of the Weyl tensor and its covariant derivatives.

In four and six dimensions the type - B trace anomaly is given by W 2 = WabcdW
abcd that

is a Weyl - invariant in 4 - dimensions, and I1 = WabcdW
eadfW b c

ef , I2 = WabcdW
abefW cd

ef y
I3 = Wabcd[∇2δde + 4Rde − 6

5Rδ
d
e]W

abcd + ttd2 are the Weyl invariants in 6 - dimensions. In the
holographic context, it is well known how to compute the type - A anomaly whereas the type -
B anomaly coefficients are hard to compute since their number grows with the dimension and
due to the lack of a standard mechanism to identify them.

In this thesis we propose a recipe, possibly the simplest, to compute the type - B conformal
anomaly in a holographic way, for a general gravity theory or a field theory in asymptotically AdS
spaces. In five and seven dimensions we identify a suitable basis of curvature invariants which
allows to read in an easy way the conformal anomaly coefficients of the dual CFT. We tabulate
the contributions of the cuadratic, cubic and quartic algebraic invariants of curvature and also
the contribution of those that involve curvature derivatives. We illustrate with some instances
in 4D and 6D whose anomaly coefficients where found by other techniques ir order to show
the effectiveness of our method. Also we compute the anomaly coefficients in 4D and 6D of the
GJMS operators taking advantage of the factorisation of these operators in Einstein spaces and,
using a holographic formula for 1 - loop determinants, with our holographic recipe. Following
the same idea and assuming a Lichnerowicz coupling, we compute the anomaly coefficients for
the conformal higher spin fields in 4D with our holographic method.
Finally, considering the extension of the holographic formula to spaces with a conical defect, we
compute Rényi and entanglement entropies for GJMS operators. Despite the expected relation
between their universal logarithmic term and the type - A trace anomaly, we find discrepancies
for supercritical GJMS operators.

2By ttd we refer to trivial total derivatives.
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Capítulo 1

Introducción

El siglo XX, sin duda, fue un siglo tremendamente exitoso en lo correspondiente al enten-
dimiento de nuestro universo sobretodo en el contexto de las fuerzas fundamentales. Ésto fue
logrado mediante dos teorías que han sido puestas a prueba y cuyos resultados han sido de
muchísima precisión en los regímenes experimentalmente accesibles para cada una de ellas. Una
de ellas es la teoría de gravitación de Einstein que da cuenta de la estructura del universo a
escalas grandes: de cómo el modelo Newtoniano debía ser corregido dando paso a la curvatura
del espacio - tiempo y explicando a través de ésto el fenómeno de movimiento de planetas, la
desviación de la luz, la expansión acelerada del universo junto a objetos interesantes como los
agujeros negros o las ondas gravitacionales. Por otro lado, el modelo estándar basado en la
teoría cuántica de campos de Yang - Mills, nos cuenta la unificación de los fenómenos electro-
magnéticos, débiles y fuertes que dominan en escalas pequeñas. La lograda unificación de las
fuerzas electromagnética, débil y fuerte motivan al desafío del entendimiento de la gravedad en
escalas donde los efectos cuánticos son importantes buscando así una unión consistente entre las
cuatro fuerzas fundamentales siendo uno de los mejores candidatos la teoría de cuerdas la cual,
entre muchas otras cosas, contiene a la relatividad general de Einstein y al modelo estándar.
En este contexto y a pesar de describir la gravedad y los campos de Yang - Mills como exci-
taciones de cuerdas en forma unificada, en determinados límites éstos se desacoplan haciendo
descripciones duales de la misma física. Ésto incentiva a Maldacena a establecer una dualidad
entre gravedad en espacios Anti de Sitter (AdS) y una teoría de Yang - Mills en el borde de
este espacio introduciendo así la correspondencia AdS/CFT. Esta dualidad tiene la ventaja de
mapear acoplamientos fuertes de la teoría de campos a teorías en gravedad con acoplamiento
débil haciendo posible seguir métodos perturbativos para el cálculo de fenómenos a los que sería
imposible acceder directamente en la teoría del borde y siendo así una herramienta para obtener
información de una teoría cuántica a través de su dual holográfico.
Durante 30 años estos métodos holográficos se han aplicado a una enorme cantidad de situa-
ciones de interés físico que van desde la cosmología, materia condensada hasta incluso la “sopa
de quarks y gluones” que se produce en la colisión de iones pesados en experimentos de últi-
ma generación. Para el caso que nos interesará en esta tesis, estas herramientas holográficas
son de utilidad para obtener información de interés físico y matemático asociados a la geome-
tría conforme y teoría espectral siendo el tema central de nuestro presente trabajo el cálculo
de anomalías de traza, fenómeno característico luego de la cuantización de las teorías conformes.

El cálculo holográfico de la anomalía de Weyl [39] fue uno de los logros más tempranos
realizados a través de la correspondencia AdS/CFT [80, 101, 134] en el régimen descrito por la
gravedad clásica de Einstein y correspondientemente, el término de N grande para las CFT aco-
pladas fuertemente. Las sutilezas operacionales de la prescripción están en identificar la métrica
del borde g que acopla con el operador dual de la CFT, es decir, el tensor de energía - momen-
tum del borde, y que fueron examinadas originalmente en [134] donde los trabajos matemáticos
previos en geometría conforme fueron de mucha ayuda. Los cálculos holográficos en concreto
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de 3 a 2, 5 a 4 y 7 a 6 - dimensiones fueron llevados a cabo en [86] y [85]. Estos resultados
provocaron el interés matemático en comportamiento asintótico de las métricas de Poincaré de
la construcción de Fefferman y Graham [77] (véase también [4] y [42]). Los resultados encon-
trados fueron ahora de interés físico [62, 78]: la anomalía de volumen integrada revela a la Q
- curvatura de la variedad del borde - una construcción central en el contexto de la geometría
conforme [29–31].
Luego de ésto, la presencia de la Q - curvatura en 4 - dimensiones en la anomalía de volumen
explica fácilmente la igualdad “accidental” a = c (véase [81]) entre los coeficientes de anomalía
de tipo - A y tipo - B del dual holográfico de la teoría de Einstein en el bulk. En la clasifica-
ción geométrica de la anomalía conforme [48], el contenido acarreado por la densidad de Euler
(anomalía de tipo - A) es igualmente capturado por la Q - curvatura y sólo el coeficiente del
invariante local de Weyl (anomalía de tipo - B) cambia su estructura sólo por un “corrimiento”
(vea por ejemplo [32]). En 4D se puede intercambiar la densidad de Euler E4 por la Q - curvatu-
ra Q4 (tipo - A) y mantener el tensor de Weyl al cuadrado W 2 ≡ WabcdW

abcd que obviamente
es una combinación independiente y que además es invariante de Weyl local (tipo - B). Este
cambio de base, salvo una derivada total, conlleva a la reescritura que es aparentemente trivial
de la anomalía de traza

(4π)2〈T 〉 = −aE4 + cW 2 (1.1)

= −4aQ4 + (c− a)W 2.

Ahora, la acción de la gravedad de Einstein 5D es sólo un múltiplo del volumen del bulk y en
consecuencia, la anomalía de Weyl holográfica está totalmente contenida en el término de
Q - curvatura. En este caso, de la segunda línea de la ecuación anterior, se lee el coeficiente de
anomalía de tipo - A y el coeficiente de la anomalía de tipo - B (desplazado) se anula, c−a = 0.

De la misma forma, para una CFT en 6D se puede intercambiar la densidad de Euler
6 - dimensional, E6, por la Q - curvatura1

(4π)3〈T 〉 = −aE6 + c1I1 + c2I2 + c3I3 (1.2)
= −48aQ6 + (c1 − 96a)I1 + (c2 − 24a)I2 + (c3 + 8a)I3

siendo I1, I2 e I3 la base estándar de los coeficientes de la anomalía de tipo - B que consis-
te en los tres invariantes de Weyl I1 = WabcdW

eadfW b c
ef , I2 = WabcdW

abefW cd
ef y I3 =

Wabcd(∇2dde + 4Rde − 6
5Rδ

d
e )W abce + ttd2. Nuevamente, para la gravedad de Einstein 7D la ano-

malía de Weyl holográfica está únicamente determinada por la Q - curvatura haciendo que los
tres coeficientes de la anomalía de tipo - B estén en las proporciones c1 : c2 : c3 = 12 : 3 : −1 por
el hecho de que los coeficientes de anomalía de tipo - B desplazados son nulos. Esta combinación
además es común en CFTs 6 - dimensionales [15] (véase también a [6]) y puede ser relacionada
a la presencia de la Q - curvatura.

Estas observaciones están íntimamente relacionadas a otra característica típica de las anoma-
lías de Weyl holográficas de espacios asintóticos de Einstein con constante cosmológica negativas,
a saber, que se anulan en métricas Ricci - flat del borde. Ésto nuevamente puede heredarse de la
Q - curvatura de la que puede mostrarse que es debido al hecho de ser “puramente Ricci”, es de-
cir, sólo contiene al tensor de Ricci y sus derivadas covariantes. En los resultados explícitos [86]
y [85] se ve que es un hecho obvio en 2D y 4D mientras que no es un hecho inmediatamente
aparente en 6D y 8D (ver [110], [74]). Seguidamente se encontró que para tener una contribución
genuina en Riemann o equivalentemente en Weyl en la anomalía de traza se necesita ir más lejos

1Adoptamos la convención de [20]
2Aquí “ttd” se refiere a derivadas totales triviales en el sentido de [15] y cuya forma explícita puede encontrarse,

por ejemplo, en [16]
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que la factorización del volumen pues los términos puramente Ricci en el lagrangeano del bulk en
soluciones asintóticamente Einstein simplemente renormalizan el radio del vacío AdS. En efecto,
una corrección a primer orden (de orden N) a la anomalía de traza de una CFT 4 - dimensional
se obtuvo de un término cuadrático en Riemann en el bulk proveniente de la cuerda heterótica
de tipo I en 5D [24]. Al mismo tiempo, la anomalía de traza del lagrangeano cuadrático más
general en 5D fue encontrada en [111] (ver también [124] y [67]) en la aproximación de nivel
linealizado. En ambos casos el coeficiente de la anomalía de tipo - A y de tipo - B fueron distintos
(a 6= c) debido al término cuadrático en Riemann en el lagrangeano del bulk.
En los años posteriores hubo progresos importantes en el cálculo holográfico de la anomalía de
Weyl. Principalmente se lograron avances a partir de consideraciones de causalidad y positivi-
dad del flujo de energía, la perspectiva de nuevos límites en la razón de viscosidad/entropía , el
rol de la supersimetría y sorprendentemente, los cálculos holográficos de la entropía de entre-
lazamiento. El análisis perturbativo de [24] fue extendido en [12] para incluir interacciones de
sexto orden en derivadas y en donde las cargas centrales a y c emergen de la teoría gravitacio-
nal 5D con términos cúbicos en curvatura a nivel linealizado. En particular, [106] encuentran
éstas para la gravedad quasi - topológica [26,113]. Ahora, el procedimiento holográfico estándar
para reconstruir los primeros términos de la expansión de Fefferman - Graham en términos de
la métrica del borde al resolver analíticamente la ecuación de movimiento gravitacional orden
a orden puede tener elevada dificultad en dimensiones mayores o en presencia de correcciones
altas en curvatura. Sin embargo, renunciando a la generalidad de la métrica del borde y res-
tringiendo a un cierto Ansatz, ayudados del software Mathematica para resolver las ecuaciones
de movimiento, fue posible identificar holográficamente los coeficientes de anomalía de tipo -
B para la gravedad 7D de Gauss - Bonnet [26] y también para la gravedad cúbica de Lovelock
7D [27] 3. Luego de eso y usando el mismo mecanismo, los coeficientes de anomalía de tipo
- B a nivel linealizado fueron encontrados para la corrección algebraica general cuadrática y
cúbica en 7D además de las correcciones cuárticas [97] (véase también a [20]). Más información
puede obtenerse al restringir a la métrica del borde a un Ansatz tipo AdS2×S2 y asumir una
expansión truncada de Fefferman - Graham, un método simple encontrado en 5D [125] (ver
también [46] y [50]) y que correctamente reproduce los valores de las cargas centrales a y c de la
CFT4. La extensión de este método a 7D [126] requiere de otras dos métricas del borde, las que
son AdS2×S4 y AdS2×S2×S2 para desacoplar los cuatro coeficientes de la anomalía de traza
de la CFT6. Nuevamente ésto fue realizado con la ayuda de Mathematica y entregó resultados
satisfactorios para encontrar la contribución holográfica de términos algebráicos además de los
que involucran derivadas en la curvatura. Finalmente, mencionamos el trabajo [105] que es un
método distinto ya que basado en la expansión alrededor de una métrica de referencia se sim-
plifica la derivación de la anomalía de Weyl holográfica. En él se encuentra una extensa lista de
contribuciones holográficas de teorías con términos de mayor orden en curvatura en 5D y 7D.

En todos las derivaciones mencionadas y las distintas rutas para encontrar holográficamente
la anomalía de Weyl la parte desafiante está únicamente la ligada a la anomalía de tipo - B. Es
bien sabido que la anomalía de Weyl de tipo - A calculada vía métodos holográficos es capturada
por la densidad lagrangeana evaluada en la solución AdS [91] de modo que para las teorías gravi-
tacionales de mayor orden basta con calcular el radio renormalizado de AdS para luego obtener
el coeficiente de anomalía de tipo - A. A diferencia, la anomalía holográfica de Weyl de tipo - B
carece de universalidad y a pesar de los distintos métodos (eficientes, por cierto) ésta aún tiene
derivaciones más bien complejas (además de no poder leerlas directamente desde el lagrangeano).

En esta tesis mostraremos que contrariamente a lo esperado, la anomalía holográfica de
Weyl de tipo - B puede leerse directamente desde la densidad lagrangeana del bulk. Para ésto
comentaremos las herramientas básicas a usar y el contexto en el que éstas se desarrollan.
Como nuestro objetivo es introducir nuestro mecanismo para encontrar las anomalías de Weyl
de forma holográfica, se comentarán aspectos claves de las teorías de campos conformes y de

3Los coeficientes de anomalía de tipo - B fueron reportados en una forma más sencilla en [90] en términos del
radio renormalizado de AdS. El coeficiente de anomalía de tipo - A reportado ahí sigue de la fórmula general [91]
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la correspondencia AdS/CFT que es la que nos entrega herramientas holográficas para realizar
esta meta. Para el caso de campos nuestro método se traduce al cálculo usando los coeficientes
de la expansión de operador de heat kernel haciendo que sea importante hablar de ellos. En
el capítulo siguiente haremos descripción de nuestro método y cómo a partir de una pequeña
desviación de la solución de AdS (euclídea) como es la métrica de Poincaré - Einstein en el bulk
cuyo borde es otro espacio de Einstein, se logra una separación de términos de volumen (puro
Ricci) que contribuyen a la anomalía tipo - A y términos (puro Weyl) que descienden a términos
similares que contribuyen a la anomalía tipo - B del borde. Los capítulos siguientes nos permiten
extender estos resultados a ciertos campos conformes y haciendo uso de los coeficientes del heat
kernel, se logran encontrar los coeficientes de la anomalía de traza de los operadores GJMS en
4D y 6D y siguiendo el mismo método, estos coeficientes para los campos conformes de espín
alto (CHS) en 4D4.

4Los resultados que conforman esta tesis están reportados en las publicaciones “On Rényi entropy for free
conformal fields: holographic and q-analog recipes” [8], “Simple recipe for holographic Weyl anomaly” [34], “On
the Weyl anomaly of 4D Conformal Higher Spins: a holographic approach” [1], “Holographic Weyl anomaly for
GJMS operators: one Laplacian to rule them all” (en preparación) y “Holographic conformal anomaly of 6D Weyl
graviton” (en preparación).
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se mostrarán las distintas herramientas relevantes para el desarrollo de esta
tesis cuyo enfoque se relaciona al cálculo de anomalía de traza para teorías de campos conformes
usando el diccionario de la correspondencia AdS/CFT. Para ello se comentarán los tópicos
relevantes en teoría cuántica de campos y su formulación vía integral de camino, propiedades
particulares de las teorías de campos conformes, introducción a la conjetura de Maldacena y
finalmente la herramienta que usaremos para el cálculo de las anomalías mencionadas: el método
de heat kernel.

2.1. Formulación vía integral de caminos de una teoría cuán-
tica de campos

Esta sección está basada principalmente en [79,95] y [119].

Una forma elegante en la que se puede describir la mecánica cuántica es haciendo uso de la
integral de camino cuya mayor fortaleza está en la manipulación de lagrangeanos (o densidad la-
grangeana) clásicos. Para introducir esta idea consideraremos una teoría relativista que describe
a rasgos generales a distintos campos tanto bosónicos φi(x), en donde i será la etiqueta de cada
uno de ellos, junto a campos fermiónicos representados por variables de Grassman ψj(x) con su
respectivo conjugado ψ̄j(x) en donde nuevamente el subíndice j es la etiqueta de cada uno de
los distintos campos fermiónicos. Estos campos además pueden poseer algún tipo de simetría
interna o invariancia de gauge como mostraremos posteriormente. De esta forma, la dinámica
del sistema será determinada por la densidad lagrangeana

L = L[φi, ψj , ψ̄j ]. (2.1)

la que dependerá explicitamente de las derivadas de los propios campos. En el caso de los campos
bosónicos las derivadas serán de segundo orden (o potencias pares como veremos posteriormente)
o de primer orden (u orden impar) para campos fermiónicos. Consideraremos sólo teorías locales
en las que los campos y las derivadas dependen únicamente de un punto del espacio - tiempo.

2.1.1. Función generadora y acción efectiva

Como se mencionó previamente, el uso de la integral de camino para describir la mecánica
cuántica tiene su mayor fortaleza al describirla mediante la densidad lagrangeana. Ésta nos
permite construir la conocida funcional generadora que para la densidad lagrangeana (2.1) es
(en la teoría euclídea)

Z[J, η.η̄] =

∫
DφiDψjDψ̄j exp

[
−1

~
{
S[φi, ψj , ψ̄j ]

}
− SF [J, η, η̄]

]
(2.2)
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donde S[φi, ψj , ψ̄j ] es la acción clásica que determina la dinámica de los campos φi, ψj , ψ̄j

S[φi, ψj , ψ̄j ] :=

∫
ddxL[φi, ψj , ψ̄j ](x) (2.3)

y SF [J, η, η̄] integra los términos de fuente a los campos mencionados

SF [J, η, η̄] :=

∫
ddx J i(x)φi(x) +

∫
ddx ηj(x)ψj(x) +

∫
ddx η̄j(x)ψ̄j(x). (2.4)

Se asume por lo demás que la funcional generadora ya está normalizada tal que en el caso en
que no haya fuentes, J, η, η̄ = 0, se satisfaga la condición Z[0] = 1.
Dado que en adelante nos focalizaremos en campos bosónicos haremos uso sólo de éstos
para hacer la descripción siguiente aunque aclaramos que ésto no significa que haya pérdida de
generalidad salvo en el detalle de que las derivadas han de ser “orientadas” debido a la anticon-
mutatividad a la que responden los campos fermiónicos.

El formalismo de integral de camino entrega una forma directa de poder calcular las funciones
de Green de n - puntos, las que se obtienen aplicando una derivada funcional con respecto a
la fuente J sobre la funcional generadora Z y éstas funciones de Green, G(n)(x1, ..., xn), se
encuentran mediante la expresión

G(n)(x1, ..., xn) = 〈0|T [φi1(x1)...φin(xn)]|0〉 =
δnZ[J ]

δJ i1(x1)...J in(xn)

∣∣∣∣
J=0

(2.5)

en la que vemos además que corresponde al valor de expectación del producto de n - campos
en el vacío. También es un hecho bien sabido de ellas que son objetos desconectados ya que
a pesar de que sí describen efectos físicos, éstas no son fundamentales al menos desde una
perspectiva formal. Las funciones de n - puntos con n impar son nulas mientras que para n par
éstas corresponden a productos de propagadores de una partícula G(2)(x, x

′) los que de forma
general son diagramas de Feynman que no están conectados. De esta forma existe una forma
conveniente de poder eliminar estos términos desconectados que corresponde a la introducción
de una funcional generadora modificada relacionada a funciones de Green irreducibles W [J ]
definida como el logaritmo de la funcional generadora

Z[J ] = exp

(
−1

~
W [J ]

)
(2.6)

quien debido a la normalización Z[0] = 1 cumple con la normalizaciónW [0] = 0 y las respectivas
funciones de Green conectadas de n - puntos G(n)

c ahora serán

G(n)
c (x1, ..., xn) = − δnW [J ]

δJ i1(x1)...δJ in(xn)

∣∣∣∣
J=0

. (2.7)

Otra utilidad importante derivada de la definición de esta nueva funcional generadora es que
permite puntualizar el concepto de acción efectiva.

Comenzaremos ésto introduciendo una nueva variable

φc(x) =
δW [J ]

δJ(x)
(2.8)

cuyo significado se hace evidente si hacemos explícita cada una de las definiciones mencionadas:

φc(x) =
δW [J ]

δJ(x)
=

1

Z[J ]

δZ[J ]

δJ(x)

=

∫
Dφ exp

[
− 1

~
∫
ddx′(L+ Jφ)

]
φ(x)∫

Dφ exp
[
− 1

~
∫
ddx′(L+ Jφ)

]
=

(
〈0|φ(x)|0〉
〈0|0〉

)
J

. (2.9)
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Se observa de esta última ecuación que el φc(x) corresponde al valor de expectación normalizado
del campo φ en presencia de la fuente J lo que motiva a llamarla por valor medio o campo clásico.
Notar además que depende comúnmente de x y a través de una funcional de J , por lo que puede
denotarse por φc(x, J ]. Éste en el límite sin perturbación J → 0 y bajo circunstancias normales,
el límite de campo clásico es nulo φc → 0. Excepciones importantes a esta regla son las teorías
con quiebre espontáneo de simetría cuyo valor de expectación en este límite es no nulo.

Asumamos ahora que la conexión entre φc y J puede invertirse de modo que la fuente J
será ahora una funcional del campo clásico φc (y bajo el mismo argumento puede denotarse por
J(x,Φc]) y de esta manera J podrá sustituirse por φc como una variable independiente. Este
hecho puede lograrse haciendo una transformada (funcional) de Legendre

Γ[φc] = W [J ]−
∫
ddxJ(x)φc(x) (2.10)

y esta nueva funcional Γ[φc] no tiene dependencia explícita en la fuente J, δΓ/δJ = 0.
La acción efectiva la expandiremos en una serie de Volterra

Γ[φc] =
∑
n

∫
ddx1...

∫
ddxn

1

n!
Γ(n)(x1, ..., xn)φc(x1)...φc(xn) (2.11)

donde
Γ(n)(x1, ..., xn) =

δnΓ[φc]

δφc(x1)...δφc(xn)

∣∣∣∣
φc=0

. (2.12)

Estudiaremos el detalle de algunos de estos términos de la expansión.
De la definición se obtiene el primer término de ésta

δΓ[φc]

δφc(x)
=

δW

δφc(x)
−
∫
ddy

δJ(y)

δφc(x)
φc(y)− J(x). (2.13)

El primer término del lado derecho de la ecuación lo podemos reescribir usando la regla de la
cadena, el que corresponderá al siguiente término de la misma ecuación

δW

δφc(x)
=

∫
ddy

δW

δJ(y)

δJ(y)

δφc(x)
=

∫
ddy φc(y)

δJ(y)

δφc(x)
(2.14)

y de esta manera se anulará con el término siguiente haciendo que el primer término de la
expansión esté sólo relacionado a la fuente J

Γ(1)(x) =
δΓ[φc]

δφc(x)
= −J(x). (2.15)

Veamos qué ocurre ahora con el segundo término, el que se relaciona a la segunda derivada
funcional de la acción efectiva

Γ(2)(x1, x2) =
δ2Γ[φc]

δφc(x1)δφc(x2)

∣∣∣∣
φc=0

(2.16)

y como mostraremos en breve, corresponde a la función de Green inversa de 2 - puntos. Para
mostrar este hecho haremos uso nuevamente de la regla de la cadena en donde se ve lo siguiente

δd(x1 − x2) =
δφc(x1)

δφc(x2)
=

∫
ddx

δφc(x1)

δJ(x)

δJ(x)

δφc(x2)
(2.17)

= −
∫
ddx

δ2W

δJ(x1)δJ(x)

δ2Γ

δφc(x)δφc(x2)
, (2.18)

Este término que luego de ser evaluado en J = φc = 0 exhibe la relación inversa con la función
de Green de 2 - puntos

−
∫
ddx

i

~
G(2)
c (x1, x)Γ(2)(x, x2) = δd(x1 − x2) (2.19)

mostrando así que las funciones Γ(2) y G(2)
c son funciones inversas (en el sentido “matricial”).
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La solución de la ecuación para Γ(2) es el propagador inverso G(2)−1

Γ(2)(x1, x2) = i~G(2)−1(x1, x2) (2.20)

resultado que es particularmente simple para el caso de la teoría no interactuante en el que
G(2)−1 es el inverso del propagador de Feynman ∆−1

F (x1 − x2)

Γ
(2)
0 (x1, x2) = ∆−1

F (x1 − x2). (2.21)

Por simplicidad se mostrarán los resultados para las funciones de tres y cuatro puntos. En el
caso de la función de 3 - puntos, Γ(3), ésta cumple con que está directamente ligada a la función
Γ

(3)
c

G(3)
c (x1, x2, x3) =

i

~

∫
ddx′1d

dx′2d
dx′3G

(2)(x1, x
′
1)G(2)(x2, x

′
2)

×G(2)(x1, x
′
3)Γ(3)(x′1, x

′
2, x
′
3), (2.22)

la que se obtiene añadiendo propagadores a la función de tres puntos Γ(3); una por cada “rama”
externa. Ésto hace que Γ(n) sea llamada función de Green amputada y son éstas las que de
alguna manera muestran la física esencial en los procesos de scattering.

En el caso de la función amputada de 4 - puntos ésta satisface

G(4)
c (x1, x2, x3, x4) =

i

~

∫
ddx′1d

dx′2d
dx′3d

dx′4G
(2)(x1, x

′
1)G(2)(x2, x

′
2)

×G(2)(x3, x
′
3)G(2)(x4, x

′
4)Γ(4)(x′1, x

′
2, x
′
3, x
′
4)

+

(
i

~

)2 ∫
ddx′1d

dx′2d
dx′3d

dx′4d
dyddy′G(2)(x1, x

′
1)G(2)(x2, x

′
2)

×G(2)(x3, x
′
3)G(2)(x4, x

′
4)G(2)(y, y′) (2.23)(

Γ(3)(x′1, x
′
2, y
′)Γ(3)(y, x′3, x

′
4) + Γ(3)(x′1, x

′
3, y
′)Γ(3)(y, x′2, x

′
4)

Γ(3)(x′3, x
′
2, y
′)Γ(3)(y, x′1, x

′
4)
)

El primer término de esta ecuación es similar al de la función amputada de 3 - puntos pero hay
además términos adicionales relacionados a las funciones de 3 - puntos.
Esta relación se obtuvo tomando repetidamente derivadas funcionales de la ecuación (2.18) y
siguiendo el mismo proceso se pueden encontrar las relaciones entre G(n)

c y Γ(m) en la que, en
general, habrá contribución de todo orden 3 ≤ m ≤ n.

Ahora ahondaremos en la idea de “acción efectiva” Γ[φc]. Para mostrar el por qué de éste
nombre se evaluará directamente el término Γ(0)[φc] tomando como ejemplo al campo escalar
libre. Para este caso se tiene que su funcional generadora responde a la relación

W0[J ] =
~
i

logZ0[J ] = −1

2

∫
ddxddx′J(x)∆F (x− x′)J(x′). (2.24)

De acuerdo a la idea de “campo clásico” definido en (2.8)

φc(x) =
δW0[J ]

δJ(x)
= −

∫
ddx′∆F (x− x′)J(x′) (2.25)

en donde ∆F es el propagador para el campo de Klein - Gordon que debe cumplir con la siguiente
ecuación diferencial.

(−∇2 +m2)∆F (x− x′) = −δd(x− x′). (2.26)
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Esta relación además confirma el hecho de que φc(x) es el campo clásico ya que es solución
de la ecuación de movimiento donde correspondientemente J(x) es el término de fuente de ésta:

(−∇2 +m2)φc(x) = J(x). (2.27)

Teniendo presente este hecho calculamos la funcional generadora del campo libre haciendo uso
de la transformada de Legendre

Γ0[φc] = W0[J ]−
∫
ddxJ(x)φc(x)

=
1

2

∫
ddxddx′J(x)∆F (x− x′)J(x′). (2.28)

Ahora, con la ayuda de la ecuación de movimiento (2.27) expresaremos la fuente J(x) en términos
del campo clásico. Después de integrar por partes repetidas veces encontraremos lo siguiente:

Γ0[φc] =

∫
ddxddx′φc(x)(−∇2 +m2)∆F (x− x′)(−∇′2 +m2)φc(x

′)

= −1

2

∫
ddxφc(x)(−∇2 +m2)φc(x)

=
1

2

∫
ddx

(
−∂µφc∂µφc −m2φc

)
lo que corresponde exactamente a la acción clásica que describe al campo escalar φc. En el caso
general de teorías interactuantes Γ[φc] ya no es exactamente la acción clásica y las fluctuaciones
cuánticas transformarán a Γ[φc] en una funcional altamente no - local caracterizada por un
integrando que dependerá simultaneamente del valor del campo φc(x) en distintos puntos.
Lo recién comentado motiva a hacer una expansión perturbativa de la acción efectiva en términos
de la constante ~ la que será la acción clásica más las correcciones cuánticas

Γ =
∑
n

~nΓ(n) = S + ~Γ(1) +O(~2) (2.29)

en donde Γ(n) es la contribución a n - loop a la acción efectiva. La referencia a “loop” se origina
de la descripción a la teoría cuántica de campos haciendo uso de los diagramas de Feynman.
Nos detendremos ahora en la expansión a 1 - loop ya que estará relacionada a los cálculos a
realizar en los capítulos siguientes.

2.1.2. Acción efectiva a 1 - loop
Ahora nos adentraremos al cálculo de correcciones al primer loop que corresponde al primer

término no trivial en la expansión de la acción efectiva en ~. Discutiremos el cálculo explícito
para el campo escalar el que nos permitirá esquematizar la forma de abordar el caso general,
útil para fermiones y campos de gauge.
Nuestro propósito es hacer la expansión de la acción efectiva de acuerdo a (2.29) y lograremos
ésto con el siguiente cambio de variables para el campo escalar φ

φ = Φ +
√
~Ψ. (2.30)

Al introducirse en la acción se puede observar que a primer orden en ~, la expansión puede
entenderse como una perturbación semiclásica del campo clásico Φ y cuyas correcciones podrán
ser calculadas término a término mediante métodos perturbativos

S[Φ +
√
~Ψ] = S[Φ] +

√
~
∫
ddx

δS

δφi(x)

∣∣∣∣
Φ

Ψi(x) (2.31)

+ ~
∫
ddxddy

δ2S

δφi(x)δφj(y)

∣∣∣∣
Φ

Ψi(x)Ψj(y) +O(~3/2). (2.32)
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El segundo término de la expansión no contribuye dado que la expansión es alrededor del campo
clásico Φ. Comparando esta expansión con la realizada en (2.29) se muestra que el término
correspondiente es ∫

DΨ exp

[
−
∫
ddxddy

δ2S

δφi(x)δφj(y)

∣∣∣∣
Φ

Ψi(x)Ψj(y)

]
(2.33)

el que fácilmente podrá identificarse con la ayuda de la integral gaussiana∫
Dφ exp

(
−
∫
ddxφ∆φ

)
=

1√
det ∆

. (2.34)

Así identificamos a la corrección a 1-loop por

Γ(1) =
1

2
log det ∆̂φ (2.35)

en donde el operador correspondiente es

∆̂φ =
δ2S

δφi(x)δφj(y)

∣∣∣∣
Φ

. (2.36)

El operador recién encontrado se obtiene de forma más sencilla expandiendo explícitamente
la acción, o bien la densidad lagrangeana alrededor de la solución clásica Φ. Notar que Φ en
ausencia de fuente, es un punto estacionario de la acción efectiva Γ. Es por eso que podemos
usar cualquier solución clásica (o punto estacionario en la acción S) ya que la diferencia es de
orden ~ o superior. Es por este motivo que al elegir una configuración de campo se pueden hacer
consideraciones basadas puramente en la ecuación de movimiento.

2.1.3. Formalismo para teorías de gauge
La formulación vía integral de camino posee una pequeña sutileza al momento de considerar

campos de gauge ya que la medida del campo DAµ es redundante al considerar todas las posi-
bles configuraciones. La razón de ésto es que muchos de ellos estarán conectados mediante una
transformación de gauge, es decir, son equivalentes por lo que al ser sumados (infinitas veces)
en la integral hacen que ésta sea divergente. En esta sección se mostrará cómo fue realizada la
solución a este problema.

Una teoría de gauge es aquella que es invariante bajo la acción de un determinado grupo
de simetría G en la que cualquier campo φi o ψj transforme de acuerdo a la representación del
grupo en la forma

δφi(x) = ωφi(x) = ωaT a(i)φi(x)

δψj(x) = ωψj(x) = ωaT a(j)ψj(x)
(2.37)

en donde T(i) (o T(j)) son los generadores de la representación bajo la cual φi (o ψj) transforman,
y ω = ωaT a(i,j) es un elemento del algebra de Lie asociada al grupo G. Ésto significa que
cada campo puede ser en realidad un multiplete de campos enumerados por índices extra (que
serán internos). Dado que la simetría se espera local (dependiente de la posición) es necesario
introducir una conexión de gauge para asegurar la covariancia de la derivada en las respectivas
transformaciones de gauge. Explícitamente esta prescripción para un acoplamiento mínimo se
reduce al reemplazo de la derivada usual por una derivada covariante definida por la conexión
de gauge Aµ

∂µ → ∇µ = ∂µ +Aµ. (2.38)

Éste campo también deberá ser modificado para que esté acorde a una transformación de gauge,
y en efecto, transformará como una conexión

δAµ = −∂µω + [ω,Aµ] = −∇µω (2.39)
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en donde la derivada covariante está en la representación adjunta. De esta forma la conexión
de gauge también será un campo dinámico cuyo efecto es que debe ser introducido dentro de la
densidad lagrangeana y el término cinético convencional será

LA =
1

2g
trFµνFµν = − 1

4g
FµνF

µν (2.40)

en donde Fµν es el tensor de curvatura asociado a la derivada covariante ∇µ

Fµν = [∇µ,∇ν ] = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (2.41)

La derivada covariante y el tensor de curvatura también responden a una regla de transformación

δ∇µ = [ω,∇µ] , δFµν = [ω, Fµν ]. (2.42)

El problema con la definición hecha en (2.2), como se mencionó previamente, radica en la
redundancia de los observables físicos. El hecho de que alguna cantidad física sea invariante bajo
un grupo de gauge es equivalente a decir que las soluciones a las ecuaciones de movimiento que
están conectadas por una transformación de gauge nos deberán entregar el mismo observable
físico. La medida en la integral de camino en la ecuación (2.2) ignora este hecho y además tam-
bién considera la contribución de las distintas órbitas. Sin embargo este problema es corregible
y la forma de arreglar este inconveniente es elegir un único representante por cada órbita con el
objetivo de medir una única vez cada observable.

La solución a este detalle fue realizada por Faddeev y Popov el año 1967 [60] introduciendo
una condición de gauge G[A](x) = 0, en donde G es una funcional invertible no - invariante de
gauge de un campo de gauge que restringe la integración en (2.2) a los campos que satisfacen la
condición dada. Salvo una redefinición de la normalización de la medida, la integral de camino
que ahora sí es bien definida en este tipo de teorías será

Z[J ] =

∫
DφDAdetM [A]δ(G) exp

[
−1

~
(S − SF )

]
(2.43)

en donde

M̃ [A](x, y) = M [A](x)δ(d)(x− y) =
δG[Aω]

δω

∣∣∣∣
ω=0

. (2.44)

Aquí M es un operador diferencial y δ( ) es una delta de Dirac funcional. El jacobiano funcional
M̃ es calculado de la variación de la condición de gauge G[A](x) con respecto a la transforma-
ción de gauge parametrizada por el elemento ω(y). Los índices internos de ese determinante se
relacionan a la representación en la que están los campos de gauge.

A modo de ejemplo mostraremos el proceso explícitamente para el campo de Yang - Mills
en 4 - dimensiones el que es invariante bajo transformaciones de gauge. Dado ésto, la acción
correspondiente deberá ser invariante bajo estas transformaciones y debe responder a la siguiente
relación que manifiesta la invariancia de la acción

SYM [Aµ] = SYM [AUµ ] (2.45)

en donde
AUµ = UAµU

† − iU∂µU† , U(x) = eiω
aTa . (2.46)

Esto significa que a grandes rasgos la función de partición debe ser de la forma∫
DAµ exp

(
−1

~
S

)
(2.47)
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pero como ya mencionamos no está definida. Se hace necesario en este punto redefinidir la
medida tal que no se exista un sobreconteo de los respectivos campos de gauge.
Con ese objetivo consideraremos la cantidad

∆−1
G [Aµ] =

∫
DUδ[GB(AUµ )], (2.48)

en donde AUµ es la cantidad definida en (2.46). La medida DU cuenta todos los elementos del
grupo y GB son funciones que se anulan para algunas de éstas. Este término nos asegura que la
cantidad ∆−1

G [Aµ] es invariante de gauge. Este factor ∆−1
G [Aµ] lo usaremos para introducir un

“1” en la correspondiente función de partición∫
DAµ exp

(
−1

~

)
=

∫
DAµ∆G[A]

∫
DUδ[GB [AU ]]e−

1
~S[A] (2.49)

que luego de hacer una transformación de gauge y debido a la invariancia de la acción y la
medida DAµ podemos separar la parte relacionada a las transformaciones de gauge del factor
restante ∫

DU
∫
DAµ∆G[Aµ]δ[G(Aµ)]e−

1
~S[Aµ]. (2.50)

El primer factor corresponde a un infinito multiplicativo pero es en realidad el término redun-
dante que buscamos eliminar. De esta forma aislamos el factor y se extrae de la función de
partición haciendo que ésta sea finita.

2.2. Teorías de campos conformes

En esta parte haremos introducción de las teorías conformes siguiendo lo comentado en
[23,25,51,73] y [49].

Es bien sabido que las propiedades de simetría de un sistema físico son una herramienta
importante ya que reducen la complejidad de un sistema y a su vez se traducen en leyes de
conservación. Éstas están codificadas en el formalismo lagrangeano al requerir invariancia en la
respectiva acción.
En el caso de teorías cuantizadas, las cantidades conservadas son generadores de las transfor-
maciones de simetría en el espacio de Hilbert y de esta forma ellas deben satisfacer relaciones
de conmutación válidas para los generadores, obteniéndose así nueva información relacionada a
las corrientes conservadas.
Nuestro interés es describir ciertas propiedades de las teorías cuya invariancia es la conocida
invariancia conforme la que desde los años 80 ha sido un ingrediente clave en diversas áreas de
la matemática y la física además de ser relevante en la descripción de transiciones de fase en
mecánica estadística 2 - dimensional como también en la descripción de la hoja de mundo de la
teoría de cuerdas cuantizada, sólo por nombrar algunos ejemplos.

Mostraremos algunos aspectos básicos del grupo conforme y además, el motivo central de
esta tesis: la anomalía de traza.

2.2.1. Transformaciones conformes

Consideremos el espacio plano d - dimensional y las transformaciones que localmente preser-
ven el ángulo entre dos de sus lineas. Para visualizar ésto consideremos, en primera instancia, a
aquellas transformaciones para el espacio de Minkowski

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
= Λ(x)ηµν (2.51)
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en donde Λ(x) es llamada factor de escala. Cuando este factor es igual a la unidad, Λ(x) = 1,
el grupo asociado a estas transformaciones es el grupo de Poincaré que consiste en traslaciones,
rotaciones y transformaciones de Lorentz.
Con el objeto de entender más a fondo estas transformaciones, se estudiarán las transformaciones
de coordenadas infinitesimales y veremos su comportamiento a primer orden en un parámetro
de transformación local ε(x)

x′ρ = xρ + ερ(x) +O(ε2). (2.52)

Ahora observaremos el cómo se comporta la ecuación (2.51) luego de insertar esta transformación

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
= ηρσ

(
δρµ + ∂µη

ρ +O(ε2)
) (
δσν + ∂νη

σ +O(ε2)
)

= ηµν + ηµσ∂νε
σ + ηρν∂µε

ρ +O(ε2)

= ηµν + (∂νε
µ + ∂µε

ν) +O(ε2). (2.53)

De este último resultado surge la pregunta natural: ¿cuál será la condición a imponer para que
esta transformación sea una transformación conforme? es decir ¿qué debemos asumir para que
la nueva métrica sea proporcional a la anterior? Vemos que la métrica no cambiará salvo por
el factor ∂νεµ + ∂µε

ν y que para mantener entonces la proporcionalidad a la métrica debemos
obligar a que este término cumpla con la misma condición de proporcionalidad

∂νε
µ + ∂µε

ν = K(x)ηµν (2.54)

donde K(x) es alguna función que puede ser determinada luego de tomar la traza a esta última
ecuación

2∂µεµ = K(x)d (2.55)

entregándonos una expresión a satisfacerse para que alguna transformación de coordenadas sea
conforme

∂νε
µ + ∂µε

ν =
2

d
(∂ρερ)ηµν (2.56)

y que además es fácilmente generalizable para espacios distintos al de Minkowski (ηµν → gµν).
También, luego de aplicar otra derivada ∂ν y realizar el intercambio en µ ↔ ν nos permite
encontrar una relación de utilidad

(ηµν∂
ρ∂ρ + (d− 2)∂µ∂ν) (∂λελ) = 0 (2.57)

en donde es posible ver que el comportamiento del grupo conforme es similar en todas dimen-
siones salvo en d = 2. En este caso, el grupo conforme se transforma en el grupo de Virasoro.
Otro detalle a observar es el hecho que la solución a la ecuación (2.57) puede ser como máximo
a orden cuadrático en xµ. De esta forma se postula una solución

εµ = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxρ (2.58)

en donde aµ, bµν , cµνρ << 1 son constantes y además cµνρ = cµρν es simétrico en sus últimos
dos índices.
Para comprender qué es cada uno de éstos estudiaremos cada término por separado y veremos
a qué tipo de transformación se asocia:

1. El término constante aµ no tiene ninguna restricción y representa a las traslaciones infini-
tesimales x′µ = xµ + aµ para las cuales el generador es Pµ = −i∂µ.
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2. Al introducir el término lineal bµνxν se encuentra la siguiente condición:

bµν + bνµ =
2

d
(ηρσbσρ)ηµν . (2.59)

Esta ecuación nos permite separar a bµν en una parte simétrica y otra antisimétrica

bµν = αηµν +mµν (2.60)

con mµν = −mνµ. La parte simétrica ηµν describe transformaciones de escala infinitesi-
males x′µ = (1 +α)xµ cuyo generador es D = −ixµ∂µ mientras que la parte antisimétrica
corresponde a rotaciones infinitesimales x′µ = (δµν +mµ

ν )xν cuyo generador es el operador
de momentum angular Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ).

3. El último término a considerar es el de orden cuadrático en xµ que luego de introducirse
en la ecuación (2.57) se nota lo siguiente:

∂µεµ = bµµ + 2cµµρx
ρ → ∂ν(∂µεµ) = 2cµµν . (2.61)

De esta última se desprende que

cµνρ = ηµρbν + ηµνbρ − ηνρbµ con bµ =
1

d
cρρµ. (2.62)

La transformación resultante es llamada Transformaciones conformes especiales (SCT) o
conformal boosts y tienen la siguiente forma infinitesimal

x′µ = xµ + 2xλbλx
µ − xλxλbµ. (2.63)

y su correspondiente generador se denota por Kµ = −i(2xµxν∂ν − xνxν∂µ).

A modo de resumen se tiene lo siguiente:

Traslaciones Pµ = −i∂µ
Dilataciones D = −ixµ∂µ
Rotaciones Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

SCT Kµ = −i(2xµxν∂ν − x2∂µ).

y estos generadores permiten definir el álgebra del grupo conforme los que satisfacen las siguien-
tes reglas de conmutación

[D,Pµ] = iPµ
[D,Kµ] = −iKµ

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν)
[Kρ, Lµν ] = i(ηρµKν − ηρνKµ)
[Pρ, Lµν ] = i(ηρµPνηρνPµ)
[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLµρ).

(2.64)

2.2.2. Anomalía conforme
Esta sección estará basada fundamentalmente en [23,25,39,48,49,51].

El estudio de la anomalía conforme, desde sus descubrimiento, ha sido conectada e influencia-
da por varios problemas importantes en física desde la radiación de Hawking, teorías conformes,
teoría de cuerdas y problemas matemáticos. Por anomalía, en general, entendemos que es un
quiebre entre las simetrías clásicas y el requerimiento de regularización luego de la cuantización.

En diversos casos de materia (clásica) la acción respectiva posee formalmente algún tipo
de invariancia. El ejemplo típico de ésto es la anomalía quiral: un campo espinorial “cargado”
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es invariante bajo rotaciones “internas” (de gauge), rotaciones espaciales y transformaciones de
quiralidad que involucran conjugación con γ5. La correspondiente corriente de Noether son las
conocidas jµ ∼ ψ̄γµψ y la corriente quiral jµ5 ∼ ψ̄γ5γµψ. Sin embargo a nivel cuántico, el requi-
sito de regularización para definir y calcular funciones de correlación, las que involucran loops
cerrados (incluso para los campos libres) no puede preservar ambas invariancias. Por ejemplo,
un regulador asociado a la masa altera la corriente quiral mientras que las otras prescripciones
pueden incluso alterar la conservación de la “carga”. Todo esto puede no tener importancia para
los campos libres (ya que sus corrientes no son fuente de nada, por cierto) pero en la medida
que son fuente, incluídos los casos no dinámicos, tienen consecuencias importantes. Un caso
particular de ésto se ve al considerar el loop triangular representado por 〈T [jµ5(x)jα(y)jβ(z)]〉.
Cada una de las corrientes jα está acoplada a una fuente externa Aα mientras que la divergen-
cia de jµ5 representa un campo pseudoescalar neutro (el π0). De esta forma en la observación
del decaimiento π0 → 2γ se puede rastrear directamente el quiebre cuántico de la invariancia
quiral a través de un diagrama de Feynman que involucra un único loop que acompaña a la
divergencia no nula de la función de 3 - puntos. Si vamos un poco más lejos, aún bajo el hecho
que considerar un loop cerrado y el hecho de tener que regularizar para obtener una respuesta
bien definida, en ella no hay infinitos. La anomalía en sí misma es proporcional a la densidad
topológica F ∗µνFµν , es decir, la corriente quiral falla al momento de ver su conservación en un
término ∂µjµ5 ∼ αF ∗F y entonces debe de corresponderse una acción efectiva que involucre el
“backreaction” de la materia cuantizada (fermiones), de los piones “externos“ y fotones.
Hay otro escenario en el que la regularización a través de la introducción de un término de masa,
un cut - off o la extensión de la dimensión física destruye una invariancia: la invariancia conforme
que involucra sólo parámetros dimensionales. Los ejemplos característicos incluyen a la acción
de Maxwell 4 - dimensional, el campo espinorial o escalar sin masa en cualquier dimensión y
cuyas corrientes de dilatación Dµ = xνT µ

ν son conservadas ya que se satisfacen las condiciones
∂µT

µν = 0 y Tµµ = 0. En este punto simplemente podemos seguir los mismos pasos que en la
anomalía quiral: cualquier regularización introduce una masa o altera la dimensión haciendo que
las contribuciones a los loops cerrados que involucran al tensor de energía - momentum se vean
afectados. Se perderá la conservación de ésta o la nulidad de su traza.

2.2.2.1. Anomalía conforme en d = 2.

Las teorías en 2 - dimensiones son siempre un caso particular de las que hemos aprendido
mucho desde un contexto simple. Veremos que en esta dimensión, todo lo relacionado a la ano-
malía conforme puede realizarse de forma explícita y desde esta idea entender lo que sucede en
dimensiones más altas.

Para tratar este tema, haremos uso del método de regularización dimensional en el cual se
hace una pequeña alteración ε a la dimensión física, es decir para este caso, d = 2 + ε, con el
objetivo de no obtener funciones de correlación ambiguas para luego tomar el límite de ε → 0.
Cerca de d = 2, comenzaremos por estudiar la función de correlación de 2 - puntos en el espacio
plano

K(q)µναβ = 〈Tµν(q)Tαβ(−q)〉 (2.65)

en donde q es el momentum externo de este loop cerrado de 2 - puntos. Tµν representa al tensor
de energía - momentum de un campo escalar sin masa para el cual su traza Tµµ = 0 en cualquier
dimensión. Específicamente será

Tµν =

(
∂µ∂ν −

1

2
ηµν∂αφ∂

α

)
+

(d− 2)

4(1− d)

(
∂µ∂ν − ηµν∇2

)
φ2 ≡ T 0

µν + ∆µν . (2.66)

Este es el tensor de energía - momentum “estándar” T 0
µν complementado por un potencial iden-

ticamente conservado ∆µν que no afecta a los generadores del grupo de Poincaré, de modo que
sí es permitido. Con el uso de las ecuaciones de movimiento (∇2φ = 0) es sencillo mostrar que
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Tµν no tiene traza y además es conservado qνTµν(q) = 0. Luego la función K(q)µναβ debe ser
proporcional al proyector Pµν(q) = (−qµqν + q2ηµν) en cada par de índices simétricos (µν) y
(αβ) y por supuesto, sin traza en ellos. Así, la función K(q)µναβ es

K(q)µναβ(q) =
f(d)

ε

{
(PµαPνβ + PµβPνα)− 2

d− 1
PµνPαβ

}
q−2(1+ε) (2.67)

donde f(d) es una constante finita que depende del tipo de campo. Ya que PµαPαν = q2Pµν
y Pµµ = (d − 1)q2, se sigue que K obedece a todos los requisitos mencionados. Por conteo de
potencias se puede esperar que K sea finito en d = 2.
Se ha mencionado que una característica de la anomalía es ser finita sin embargo ésto puede ser
muy sutil: debe haber un factor ε oculto en el numerador para cancelar este mismo factor que
está en el denominador en d = 2. Ésto ocurre sólo para el término qµqνqαqβ que es proporcional
a ε. El resto de términos tienen contribución nula y de esta forma, cada término que es cuártico
en q y sus sumas se anula en d = 2. Ésto también puede entenderse si se introduce una métrica
externa y acoplar cada Tµν a ésta de la forma usual. De hecho, es suficiente hacer un acople
linealizado como una desviación del espacio plano hµν = gµν−ηµν y luego invocar la covariancia
para obtener una respuesta completa.
La funcional correspondiente

W [hµν ] =

∫ ∫
hµν(x)〈Tµν(x)Tαβ(y)〉hαβ(y)d2xd2y (2.68)

es por supuesto, la acción gravitacional efectiva (que es finita por cierto) debido al backreaction
de la materia (a 1 - loop) y que incorpora la anomalía en el límite ε → 0. Usando la identidad
linealizada (con la convención Rµν ∼ +∂αΓαµν)

GLµν = (∇2)−1

2 (PµνPαβ − PµαPνβ)hαβ , RL = Pµνhµν , Pµν ≡ (−ηµν∇2 + ∂2
µν) (2.69)

se ve que

WL[h] ∼ 1

ε

∫
ddxddy

[
4GLµν(∇2)−1GLµν +

2ε

(d− 1)
RL(∇2)−1RL

]
(2.70)

donde se ha eliminado la parte (∇2)ε que es irrelevante. Ahora, en d = 2, la identidad Pµν = qµqν
que hemos mostrado antes implica precisamente GLµν ≡ 0, una identidad de la que es bien sabido
que se cumple para cualquier orden en hµν , es decir, para todo el tensor de Einstein. De esta
forma al considerar d = 2 y GLµν = 0 se entrega por acción efectiva a

WL[h] ∼ 1
2

∫
d2xd2yRL(x)(∇2)−1(x, y)RL(y), ∇2[(∇2)−1(x, y)] ≡ δ(x− y). (2.71)

Notar además que posee (∇2)−1 posee un único polo, definido claramente por el propagador
escalar del espacio plano (con la condición de borde apropiada). Ésto es rastreable al diagrama
de Feynman a 1 - loop originado por esta acción efectiva, hecho que es necesario recordar también
en dimensiones más altas. Ahora fácilmente se puede mejorar esta ecuación (2.71) a una forma
totalmente covariante

W [g] ∼
∫ ∫

d2xd2y(
√
−gR)(x)〈x|(√g(∇2)−1)|y〉(

√
−gR)(y) (2.72)

y que ahora está escrito en términos de un propagador en espacios curvos la que además es la
bien conocida acción de Polyakov. Mencionaremos dos cosas importantes respecto a ésta acción
W . La primera de ellas es recordarnos dónde se encuentran las anomalías: incluso si la acción
de un campo es invariante de Weyl, su respectiva acción W no lo es. Ésto es, si variamos gµν en
W y usando el hecho que en 2D

δ(
√
−g∇2) ≡ δ(∂µ

√
−ggµν∂ν) = 0, δ(

√
−gR) = −2

√
−g∇2σ (2.73)
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se encuentra que
δW

δσ(x)
[g] ∼

√
−gR(x) ≡ A(x) (2.74)

no se anula. Un cololario de ésto es que la anomalía A(x), siendo una derivada variacional de
una acción, debe responder a la relación de reciprocidad

δA(x)

δσ(x′)
=
δA(x′)

δσ(x)
(2.75)

2.2.2.2. Anomalía conforme en dimensiones más altas.

La generalización de la anomalía de traza para dimensiones más altas requiere el conocimiento
de polinomios invariantes de Weyl en la curvatura. Esos polinomios emergen del hecho que la
antisimetrización de cualquier expresión que involucre 2n índices para cualquier entero d =
2m < 2n; en particular, si consideramos una cantidad Aµνρσ con las simetrías algebraicas del
tensor de Riemann para las cuales se cumple la condición

√
−gAµ1ν1

[µ1ν1
...Aµnνnµnνn] ≡ 0,m < n. (2.76)

De esta ecuación se desprenden dos identidades que serán relevantes para nosotros: la primera
de ellas es considerar directamente a A como el tensor de Weyl Wabcd en sí mismo A = W . La
segunda es en la cual A es reemplazado por Wµν

ρσ + (δµνK
ν
σ + sim), donde K es un tensor sin

traza que para (2.76) es

(d− 2n+ 1)
√
−g
(
Wµ1ν1

[µ1ν1
...W

µn−1α
µn−1β] − d

−1δαβTr(W...W )
)
≡ 0,m < n. (2.77)

Si A es reemplazado por el tensor de Riemann, luego el lado izquierdo de (2.76) es la densidad
de Euler, E2n en d = 2n dimensiones, manifestando que E2n se anula en todas las dimensiones
pares menores; además es una derivada total en esta dimensión y a primer orden la expansión
alrededor de la métrica plana. Ya que E2n es una combinación lineal de (2.76) con A = W
y (2.77) por Rαβ , hay una única contribución relevante de la forma (2.76) que se anula para
dimensiones enteras menores a d y que es conformalmente invariante a primer orden en la
expansión de métrica plana. Los calculos formalmente se simplifican haciendo la elección

In =
√
−gWµ1ν1

[µ1ν1
..Wµnνn

µnνn] − E2n (2.78)

la que remueve explícitamente las potencias más altas del tensor de Riemann; In transforma
homogeneamente bajo transformaciones de Weyl, es decir, δIn = (d − 2n)Inφ. Por conteo de
potencias, la contribución a la acción efectiva invariante conforme tendrá la siguiente forma

Wn = (d− 2n+ 2)−1

∫
ddxIn(∇2)

d−2n
2 + ... (2.79)

Como fue explicado antes, el término Wn produce la anomalía de tipo - A en d = 2n − 2
encontrando el término “0/0” ya que In se anula en d = 2n− 2.

En d = 4 encontramos

I3 =
√
−g(Wαβ

µν W
λσ
αβW

µν
λσ − 4Wµν

αβW
ασ
µρ W

βρ
νσ )− E6 (2.80)

y luego de realizar un cálculo extenso se llega al siguiente resultado

W3,d=4 =

∫
d4x
√
−g(∇2)−1

[
1

2
R2
µναβR+ 10RµνR

ναRµα − 13R2
µνR+

41

18
R3 + 6RµναβR

µαRνβ
]
.

(2.81)
Después de efectuar la variación con respecto a φ se encuentra el resultado esperado
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δW3,d=4 = 9

∫
d4x
√
−g
[
R2
µναβ − 4R2

µν +R2
]
φ (2.82)

de modo que la anomalía de tipo - A está asociada a la densidad de Euler en d = 4

A = E4. (2.83)

Ahora nos enfocamos en la anomalía de tipo - B que fue originalmente encontrada en [47].
Ésta ocurre desde 4 - dimensiones a dimensiones superiores ya que no hay invariantes relevantes
en d = 2. Consideremos el invariante de Weyl W 0

W 0 = ε−1

∫
ddx
√
−gW (∇2)εW (2.84)

∼
∫
ddx
√
−gW log(∇2)W +O(ε), 2ε = d− 4. (2.85)

El término que complementa aW0 que denotamos porW 1 es finito en el límite ultravioleta ε→ 0
por lo que no contribuye a la anomalía. El contratérmino que permite cancelar la divergencia
en (2.85) es

W c = e−1

∫
ddx
√
−gW 2µ2ε. (2.86)

Al reunir todos estos términos vemos que la acción total es

W = W 0 +W 1 −W c (2.87)

y que es finita en ε → 0 pero W c rompe explícitamente la invariancia conforme de W 0 + W 1.
Como W es finito, podemos intercambiar el orden de las operaciones para calcular la anomalía

A ≡ δφ(ĺımW ) = ĺım δφW = − ĺım δφW
c = −

√
−gW 2. (2.88)

Estos resultados pueden resumirse en los siguientes puntos:

1. Existe una anomalía de tipo - A que es proporcional a la densidad de Euler E2n y su origen
es que es el único término en la acción efectiva que contiene (n+ 1) tensores de Weyl que
se anulan en d ≤ 2n+ 1.

2. Hay un número creciente de anomalías de tipo - B que corresponden a todos los polinomios
invariantes de Weyl (no nulos) que simbólicamente son de la forma ∼ Rn−mµναβ(∇2)m(m <
n − 1) de n tensores de curvatura y laplacianos covariantes. No hay anomalía de tipo -
B en d = 2 y hay sólo una en d = 4 dimensiones. El origen de estas anomalías es el
contratérmino en la acción efectiva que cancela la divergencia logarítmica en la integral
del correspondiente invariante por (∇2))(d−2n)/2.

3. No hay anomalía de traza en dimensiones impares para variedades cerradas.

El proceso en el caso 6 - dimensional es análogo de modo que sólo mostraremos los respectivos
invariantes. Como fue mencionado, la anomalía de tipo - A en este caso será la respectiva
densidad de Euler, E6, mientras que ahora ya no hay una única anomalía de tipo - B sino que
serán tres. Éstas son construídas a partir de dos polinomios cúbicos de Weyl y uno que también
es invariante conforme pero que involucra también al operador laplaciano:
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A1 =
√
−gWµν

ρσW
ρσ
αβW

αβ
µν (2.89)

A2 = Wµν
ρσW

ρα
µβW

σβ
να (2.90)

A3 =
√
−g
(
Wµν
ρσ∇2W ρσ

µν + 2WµνραWµνρβR
β
α − 3WµνρσR

µρRνσ − 3

2
RνσRσαR

α
ν

+
27

20
RµνRµνR−

21

100
R3

)
. (2.91)

2.3. Expansión del operador de Heat Kernel
Esta sección la basaremos en [9, 10,69,133] y [70].

El heat kernel es un objeto matemático clásicamente bien estudiado [82] pero que comenzó
a tener importancia en física cuando Fock notó que las funciones de Green podían representarse
en una integral usando una coordinada auxiliar (llamada “tiempo propio”) y un operador que
satisface la ecuación del calor. Este operador está directamente relacionado a sus autovalores y
como fue estudiado en el problema formulado por Kac, “Can one hear the shape of a drum”,
este mecanismo permite reconstruir la geometría de una variedad a partir del espectro de un
operador diferencial de éste haciendo que obtenga interés ya no sólo a nivel espectral sino que
también geométrico. En los años 90’s, el heat kernel en variedades con y sin borde fue bien
entendido bajo condiciones de borde simples. También se convirtió en la herramienta estándar
en los cálculos relacionados a la polarización del vacío, efecto Cassimir, y el estudio de anomalías
cuánticas, todo ésto sin olvidar los progresos en física teórica especialmente en teoría de cuerdas
y áreas relacionadas.
Dentro de las fortalezas que tiene este método es que es más bien universal ya que un único
cálculo puede involucrar muchas aplicaciones independiente de la naturaleza del campo de es-
tudio, ya sean campos escalares o de espín más alto o campos de gauge lo que es naturalmente
conveniente para nuestro interés.

Para mostrar alguna de las aplicaciones que tiene el estudio del operador de heat kernel en
teoría cuántica de campos consideremos la funcional generadora de las funciones de Green de
un campo φ en la formulación de integral de camino

Z[J ] =

∫
Dφ exp(−L(φ, J)). (2.92)

Los métodos asociados al heat kernel son usados mayoritariamente en cálculos a 1 - loop,
haciendo que en esta aproximación sea suficiente expandir la densidad lagrangeana a lo más a
orden cuadrático en las fluctuaciones de φ

L = Lcl + 〈φ, J〉+ 〈φ,Dφ〉 (2.93)

y en donde Lc se refiere a la densidad lagrangeana en un background clásico. El término 〈(), ()〉
se refiere al producto interno entre dos elementos del espacio de los campos. Por ejemplo, para
campos reales de una sola componente este producto es

〈φ1, φ2〉 =

∫
ddx
√
gφ1(x)φ2(x). (2.94)

Si bien podemos esperar que el término lineal en φ se anule (debido a que responde a las
ecuaciones de movimiento) debemos preservarlo ya que contribuye en general a las funciones de
n - puntos. También debemos ser explícitos que el background y los campos cuánticos pueden
ser de naturaleza totalmente distinta y además D debe ser un operador diferencial. La idea está
en que si la acción tiene una parte cuadrática, siempre se podrá llevar a la forma 〈φ,Dφ〉.
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El caso más sencillo de trabajar de un campo escalar en una geometría clásica D es el operador
laplaciano con masa

D = D0 = −∇µ∇µ +m2 (2.95)

que será nuestro ejemplo a ilustrar.

Consideremos así el problema de valores iniciales para la evolución bajo la acción de un
operador diferencial autoadjunto D, positivo y de orden r definido en Rn, el que además puede
ser dotado de índices internos

(∂t +D)u(x, t) = 0, u(x, 0) = f(x) (2.96)

en donde f(x) es una función conocida. La solución a esta ecuación diferencial puede escribirse
formalmente por

u(x, t) = exp (−tD) f(x) (2.97)

sin embargo existe una solución alternativa a esta ecuación la que puede escribirse como la
convolución de la función f con un operador K(t;x, y,D), tal que la solución a (2.96) es

u(x, t) =

∫
dyK(t;x, y,D)f(y). (2.98)

Al introducirse en la ecuación diferencial se muestra que esta nueva función K(t;x, y,D), que
desde ahora llamaremos heat kernel, debe satisfacer una nueva ecuación diferencial con su res-
pectiva condición inicial

(U∂t +D)ijK(t;x, y,D)jk = 0, K(0;x, y,D)ij = δijδ(x− y). (2.99)

Este operador se podrá escribir de manera formal si hacemos uso de los autoestados del operador
de posición |x〉, tal que f(y) = 〈y|f〉. Al sustituir ésto en la ecuación (2.98) y al comparar con
(2.97) se induce rápidamente que el heat kernel se podrá escribir por

K(t;x, y,D) = 〈x|e−tD|y〉. (2.100)

Dentro de las propiedades más importantes, al menos para el desarrollo de esta tesis, es el
hecho de que el heat kernel está íntimamente conectado a la parte espectral del operador D
pudiendo calcularse, por ejemplo, el determinante de D con la traza del operador de heat kernel

log detD = Tr logD = Tr
[
−
∫ ∞

0

dt

t
K(t,D)

]
(2.101)

en donde Tr es la traza de los índices del espacio tiempo y de los índices internos. Para mostrar
ésto usaremos las autofunciones del operador autoadjunto D las que generan una base completa
{|fn〉}. Con ésto aseguramos que D|fn〉 = λn|fn〉. Sea entonces λn un autovalor del operador
D. Podemos asegurar, salvo un t́ermino infinito que no depende de λn, que la relación

log λn = −
∫
dt

t
e−tλn (2.102)

es válida. Al multiplicar cada uno de éstos con su respectivo autoestado y luego sumando cada
uno de los términos resultantes se puede observar lo siguiente

∑
n

log λn|fn〉 =
∑
n

[
−
∫
dt

t
e−tλn |fn〉

]
=
∑
n

[
−
∫
dt

t
e−tD|fn〉

]
=
∑
n

[
−
∫
dt

t
K(t,D)|fn〉

]
.
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El lado izquierdo de nuestra última ecuación es Tr logD mientras que el lado derecho co-
rresponde a Tr[−

∫∞
0
dtt−1K(t,D)], lo que corresponde a (2.102). Usando ahora la identidad

log detD = Tr logD se encuentra

log detD = Tr
[
−
∫
dt

t
K(t,D)

]
(2.103)

y explícitamente la traza del operador de heat kernel es

Tr
[
−
∫
dt

t
K(t,D)

]
= Tr(e−tD) = −

∫ ∞
0

∫
dnx
√
gK(t, x, x,D). (2.104)

Esta integral por lo general es divergente en ambos límites pero dado nuestro interés nos con-
centraremos en el límite inferior.
La expansión asintótica de la traza del heat kernel en t → 0+ es conocida para un operador
diferencial autoadjunto de orden r:

TrK(t;x, x; ∆) ∼t→0+

∑
k≥0

2

(4π)2r
bk(x)tk−4/r (2.105)

donde los coeficientes bk, llamados coeficientes de Seeley - de Witt, pueden expresarse en términos
de invariantes locales calculados desde el operador ∆. Introduciremos ahora la definición

Bk(∆) :=
1

(4π)2

∫
d4xbk(x). (2.106)

Luego de comparar el comportamiento asintótico y la traza es claro que es divergente en el
límite inferior de modo que hay que regularizar. Por simplicidad y luego por introducir un cut
- off UV Λ, se tiene que las contribuciones divergentes son

(log det ∆̃)Λ = −2

r

∫
(Λ/µ)−r

dt

t

∑
k≥0

(
t

µr

)(k−4)/r

Bk(∆) (2.107)

= −2B4 log
Λ

µ
+ ... (2.108)

en donde hemos omitido las divergencias con potencias. Notar que el término log Λ está dado
por el coeficiente b4 del heat kernel y no está asociado al orden del operador diferencial, es
decir, para el caso 4 - dimensional basta con encontrar el coeficiente b4 y tendremos la anomalía
conforme.

2.3.1. Heat kernel de operadores de segundo orden en d = 4.

Estudiemos en primer lugar el operador diferencial de segundo más básico en 4 - dimensiones,
que corresponderá al operador laplaciano ∆ = −∂µ∂µ en R4. La solución para el heat kernel
está dada por la función gaussiana

K(x, y; t; ∆) =
1

(4πt)2
exp

(
− (x− y)2

4t

)
(2.109)

y su expansión asintótica en t = 0 es dada por b0(x) = 1 y bn(x) = 0 para todos los otros
coeficientes con n ≥ 1.

Veamos ahora el caso más general en 4 - dimensiones en el que el operador diferencial
autoadjunto y de segundo orden es

∆2 = −∇2 −X (2.110)
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en donde ∆µ es la derivada covariante y Xi
j es una función que posiblemente puede depender

del background.
Al considerar la solución explícita en el caso plano, podemos pensar en una corrección en forma
de serie de potencias a ésta

K(x, y; t,∆) =
1

(4πt)2
exp

(
− (x− y)2

4t

)∑
n≥0

an(x, y)tn (2.111)

la que luego puede introducirse en la ecuación del heat kernel para el operador ∆ y obtener
mediante recursividad las ecuaciones diferenciales para cada uno de los coeficientes an(x, y). La
solución a éstos es

b0(x) = Tr a0(x, x) = Tr I
b1(x) = 0

b2(x) = Tr a1(x, x) = −Tr X (2.112)
b3(x) = 0

b4(x) = Tr a2(x, x) = Tr
[

1

12
FµνF

µν +
1

2
X2

]
.

en donde Fµν = [∇µ,∇ν ] es el tensor de curvatura asociado a derivada covariante en la repre-
sentación en la cual el campo transforma.

Para nuestro interés, como será mostrado posteriormente, será util el estudio de operadores
que pueden expresarse como el producto de otros. Si ∆1 y ∆2 son éstos, entonces el determinante
del operador ∆1∆2 es

det(∆1∆2) = det ∆1 · det ∆2 (2.113)

expresión válida, modulo una anomalía multiplicativa que no afecta a la de traza, para cualquier
par de operadores autoadjuntos. En el caso de los coeficientes de heat kernel b4 se encuentra que
puede descomponerse como la suma de los coeficientes de cada uno de los operadores.

b4(∆1∆2) = b4(∆1) + b4(∆2). (2.114)

2.3.2. Resultados en dimensión arbitraria d.
Los resultados explícitos para los primeros coeficientes de heat kernel del operador ∆2 =

−∇2 − X, encontrados en [70], los escribiremos en términos de invariantes (seguimos en este
punto la nomenclatura de [16])

Para mostrar el caso general d - dimensional de los primeros coeficientes usaremos la nomen-
clatura de [16] que describe los coeficientes encontrados en [70]. Los coeficientes b2n estándar
estarán dados por

b2n = 1
(4π)d/2)

a2n a2n = α2n + β2n (2.115)

en donde α2n y β2n indican las partes conectadas y desconectadas de los diagramas, respectiva-
mente. Además, los coeficientes an = 0 para n impar. Para nuestro interés a futuro mostraremos
únicamente los coeficientes hasta orden 6 los que estarán relacionados a las anomalías de Weyl
en 6 - dimensiones para los distintos campos que estudiaremos:

β0 = 0, β2 = 0, β4 = 1
2α

2, β6 = 1
6α

3
2 + α2α4 . (2.116)
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Los términos α2n pueden ser escritos en términos del endomorfismo X, la curvatura F e
invariantes construidos con el tensor de Riemann, Ricci, escalar de Ricci y derivadas covariantes:

α0 = 1 (2.117)

α2 = X +
1

6
R (2.118)

α4 =
1

6
∇2

(
X +

1

5
R

)
+

1

180
(R2

iem −R2
ic) +

1

12
F 2
ab (2.119)

α6 =
1

7!

[
18∇4R+ 17(∇aR)2 − 2(∇aRmn)2 − 4∇aRbm∇bRam + 9(∇aRmnij)2 (2.120)

− 8Rab∇2Rab + 12Rab∇a∇bR+ 12Rabmn∇2Rabmn +
8

9
R m
a R i

mR
a
i +

8

3
RabRmnR

amnb

−16

3
RabR

a
mnlR

bmnl +
44

9
R mn
ab R ij

mn R ab
ij − 80

9
RiabjR

amnbR ij
m n

]
(2.121)

+
2

6!

[
8(∇aF 2

mn + 2(∇aFam)2 + 12Fab∇2F ab − 12F m
a F i

mF
a
i + 6RabmnF

abFmn

− 4RabF
amF bm + 6∇4X + 30(∇aX)2 + 4Rab∇a∇bX + 12∇aR∇aX

]

2.3.3. Funciones espectrales
En esta parte consideraremos funciones que, si son consideradas en regiones con borde, deben

satisfacer las condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann. También se incluyen los casos en
que no hay borde. En estos casos el operador exp(−tD) con t positivo pertenecen al espacio de
funciones cuadrado - integrables. Esto significa que para una función suave f en la variedad M ,
la función

K(t, f,D) = Tr (f exp(−tD)) (2.122)

está bien definida. También escribimos

K(t, f,D) =

∫
M

dnx
√
g TrVK(t;x, x;D)f(x) (2.123)

siendo K(t;x, x;D) el límite y → x de la solución fundamental K(t;x, y;D) de la ecuación del
heat kernel. En caso de haber borde, el kernel K(t;x, y;D) debe satisfacer también una condi-
ción de borde en alguno de sus argumentos. También ponemos énfasis en que K(t;x, y;D) es
una matriz con índices internos y TrV denota también la traza sobre éstos.

Sea D un operador autoadjunto. Ésto implica que existe una base de funciones ortonormales
{φλ} del operador D con sus correspondientes autovalores {λ}. Luego

K(t;x, t;D) =
∑
λ

φ†λ(x)φλ(y)e−tλ. (2.124)

Como fue mencionado, existe una expansión asintótica en t→ 0

Tr(f exp(−tD)) ∼
∑
k≥0

t(k−n)/2ak(f,D). (2.125)

y además es válida para todas las condiciones de borde usadas en física. Otra de las propiedades
claves de la expansión es que los coeficientes ak son calculables en la mayoría de los casos y
pueden expresarse en términos del volumen y de invariantes locales en el borde.
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Para un operador positivo D se puede definir la función ζ por la ecuación

ζ(s, f,D) = Tr(f,D−s) (2.126)

y está además relacionada con el operador de heat kernel a través de la transformación integral

ζ(s, f,D) = Γ(s)−1

∫ ∞
0

dtts−1K(t, f,D). (2.127)

Esta transformación también es invertible

K(t, f,D) =
1

2πi

∮
dst−sΓ(s)ζ(s, f,D) (2.128)

en donde el contorno de integración encierra todos los polos del integrando. De hecho los resudios
en los polos están relacionados a los coeficientes del heat kernel

ak(f,D) = Res s=(n−k)/2(Γ(s)ζ(s, f,D)). (2.129)

Un caso particular y de mucho interés para nosotros, es

an(f,D) = ζ(0, f,D). (2.130)

2.3.4. Anomalía conforme
Como mencionamos previamente, los términos de la expansión asintótica recién descritos es-

tán relacionados directamente a la anomalía conforme la que es definida como las variaciones (no
nulas) de la acción efectiva como respecto a la transformación de simetría de la teoría clásica. En
nuestro caso nos enfocaremos a las transformaciones de la métrica que dejan la acción invariante.

Consideremos al tensor de energía - momentum definido por

Tµν =
2
√
g

δW

δgµν
(2.131)

donde W es la acción efectiva calculada en el background con el tensor métrico gµν y conside-
remos ahora la transformación conforme

gµν → e2Ω(x)gµν (2.132)

el que para valores del parámetro infinitesimales hace que las transformaciones de la métrica y
su inversa sean

gµν → (1 + 2δΩ)gµν (2.133)
gµν → (1− 2δΩ)gµν . (2.134)

De acuerdo a la definición (2.131), la variación de la acción efectiva es

δW =
1

2

∫
M

dnx
√
gTµνδg

µν = −
∫
M

dnx
√
ggTµµδΩ. (2.135)

Es claro de esta última ecuación que la traza del tensor de energía - momentum mide la no inva-
riancia de la teoría ya que en el caso de que la acción clásica sea invariante, su tensor de energía
- momentum tiene traza nula sin embargo aún en estos casos esta es rota por efectos cuánticos.
Es por ese motivo que esta anomalía es llamada anomalía de traza o anomalía conforme.
Si la acción clásica S es conformalmente invariante entonces las fluctuaciones del operador D es
conformalmente covariante. Esto significa que D transforma homogeneamente D → e−2ΩD.
Nos restringiremos a la acción efectiva a 1 - loop y emplearemos la regularización a través de
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la función zeta la que nos permite expresar la acción efectiva a través de la función zeta del
operador D y luego estudiaremos las propiedades bajo transformaciones conformes de ζ(s,D).

Se puede mostrar que la variación de la función zeta con respecto a la variación del operador
D es

δζ(s,D) = −sTr((δD)D−s−1) (2.136)

y ya que la transformación infinitesimal del operador D es

δD = −2(δΩ)D, (2.137)

haciendo que la correspondiente variación de la función zeta correspondiente sea

δζ(s,D) = 2sζ(s, δΩ, D). (2.138)

Para los operadores que consideramos, la función zeta es regular en s = 0 y en consecuencia la
variación de la acción efectiva es

δW = −ζ(0, δΩ, D) = −an(δΩ, D). (2.139)

Este resultado nos permite a relacionar directamente el coeficiente de heat kernel an con la traza
del tensor de energía - momentum poniendo en evidencia que, dependiendo de la dimensión n,
la anomalía conforme podrá ser encontrada desde el coeficiente de heat kernel ya mencionado

Tµµ = 〈T 〉 = an(x,D). (2.140)

2.4. Correspondencia AdS/CFT
La base de esta sección está en [5], [101], [109], [121].

La correspondencia AdS/CFT [101] relaciona teorías de gravedad en espacio-tiempos asin-
tóticamente Anti- de Sitter y teorías conformes. Hay muchos ejemplos específicos pero por
simplicidad restringiremos la discusión al caso más destacado que relaciona la teoría de Super
Yang - Mills N = 4 en 3+1 dimensiones y la teoría de supercuerdas IIB en AdS5 × S5.
La forma más fuerte de la correspondencia AdS5/CFT4 establece que la teoría de Super Yang
- Mills (SYM) N = 4 con grupo de gauge SU(N) y constante de acoplamiento de Yang - Mills
gYM es dinámicamente equivalente a la teoría de supercuerdas tipo IIB donde su parámetro de
longitud de cuerda es ls =

√
α′ y cuya constante de acoplamiento gs en AdS5 × S5 con radio de

curvatura L y N unidades de flujo F(5) en S5.
Los dos parámetros libres de la teoría de campos, gYM y N , son mapeados a los parámetros
libres de la teoría de cuerdas gs y L/

√
α′ por

g2
YM = 2πgs y 2g2

YMN = L4/α′2. (2.141)

Dentro de esta dualidad, la teoría de cuerdas es definida como el espacio - tiempo producto
AdS5×S5 en donde ambos espacios tienen el mismo radio L y ésta es considerado el “lado AdS”
de la dualidad. Los dos parámetros libres en este lado son el acoplamiento de la cuerda y el
parámetro adimensional L2/α′ en donde α′ = l2s . Notar que sólo la razón L/

√
α′ es importante

más que la longitud de escala característica del espacio AdS, L, y que la longitud de la cuerda
ls por separado.

La teoría de campos a considerar es la teoría de Super Yang - Mills N = 4 la que en este
contexto es llamada el “lado CFT” ya que es conformalmente invariante y sus parámetros libres
son el rango del grupo de gauge N y la constante de acoplamiento g2

YM .
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¿Cuál es el significado del decir que ambas teorías son dinámicamente equivalentes?
La correspondencia establece que las teorías ya mencionadas son idénticas y en consecuencia
describen la misma física desde dos perspectivas muy distintas. En particular, si la correspon-
dencia AdS/CFT es válida, toda la física de una descripción podría ser mapeada a toda la física
de la otra. Este hecho es muy peculiar ya que en este contexto se podría mapear un posible
candidato para una teoría de gravedad cuántica, por ejemplo la teoría de cuerdas tipo IIB, en
una teoría de campos sin ningún grado de libertad asociado a gravedad.

Aunque la forma más fuerte de la correspondencia AdS5/CFT4 mencionada es muy interesan-
te y estimulante, hace muy complicado el realizar cálculos con valores de los parámetros genéricos
disminuyendo la fuerza (aunque no la importancia) de la propuesta haciendo necesario el tomar
ciertos límites en ambos lados con el fin de poder efectuar los cálculos correspondientes. En este
caso la dualidad entre ambas teorías, como fue propuesto, nos permite obtener información del
régimen no perturbativo de una, es decir acoplamiento fuerte, desde el régimen de acoplamiento
débil o régimen perturbativo de la otra.
Como la teoría de cuerdas es mejor comprendida en el régimen perturbativo, será útil considerar
el lado de la teoría de cuerdas en el lado de la correspondencia cuyo acoplamiento es débil, es
decir, gs << 1 manteniendo L/

√
α′ constante. A primer orden en gs, el lado de AdS se reduce a

la cuerda clásica en el sentido que sólo son considerados los diagramas de árbol dentro de la per-
turbación a la teoría. La longitud de la cuerda ls medida en unidades de L se mantiene constante.
Ésto es referido como la forma fuerte de la correspondencia AdS/CFT. ¿Cuál es correspondiente
límite en el lado CFT? Usando el mapeo entre parámetros mencionado se ve que gYM << 1
mientras que g2

YMN es finito. En otras palabras, debemos considerar el límite N →∞ para un λ
fijo, el que es conocido como límite de ’t Hooft y corresponde al límite plano de la teoría de gauge.

En el límite de ’t Hooft hay un único parámetro en ambos lados: en el lado de la teoría
de campos se puede fijar el acoplamiento de ’t Hooft λ mientras que en el lado de la teoría
de cuerdas el radio de curvatura L/

√
α′ es un parámetro libre. Estos dos parámetros están

relacionados por L4/α′2 = 2λ. Como estamos interesados en teorías bajo acoplamiento fuerte,
se considera el límite λ = ∞ en la teoría de campos, el que corresponde a

√
α′/L → 0. El

largo de la cuerda luego es muy pequeño comparado con el radio de curvatura obteniendo así
el límite de partícula puntual de la cuerda IIB que es dado entonces por la supergravedad tipo
IIB en AdS5×S5. Esto nos lleva a la dualidad de acoplamiento fuerte/débil en el sentido que la
teoría de SYM N = 4 es mapeada a la supergravedad de tipo IIB en acoplamiento débil en el
espacio AdS5 × S5. Debido al particular en consideración, ésto es referido por la forma débil de
la conjetura AdS/CFT. Las tres formas de la correspondencia se resumen en la siguiente tabla

Tabla 2.1: Tabla de formas de la correspondencia

N = 4 SYM Cuerda IIB en AdS5 × S5

Forma más fuerte Cualquier N y cualquier λ Teoría de cuerdas cuántica
gs 6= 0, α′/L2 6= 0

Forma fuerte N →∞, λ fijo y arbitrario Teoría de cuerdas clásica
gs → 0, α′/L2 6= 0

Forma débil N →∞, λ grande Supergravedad clásica
gs → 0, α′/L2 = 0

Tabla mostrada en [5]
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Antes de hablar directamente de la conjetura de Maldacena haremos introducción de lo que
es un espacio Anti de Sitter (AdS) y sus propiedades más generales para luego continuar con
algunos detalles más de la dualidad comentada previamente.
Un espacio AdS es una geometría con máximo número de simetrías y cuya curvatura es negativa
y constante en todos los puntos del espacio y para describirlos introducimos un conjunto
n+ 1 coordenadas de un espacio plano con signatura (n− 1, 2), es decir (X1, X2, ..., Xn+1) que
satisfacen

(X1)2 + (X2)2 + ...+ (Xn−1)2 − (Xn)2 − (Xn+1)2 = −1 (2.142)
donde en general, estos espacios Anti de Sitter son soluciones de acciones de gravedad de la
forma

S =
1

16πGN

∫
dd+1x

√
−g
[
−2Λ +R+ c2R

2 + c3R
3 + ...

]
(2.143)

con g = det gµν y ci, (i = 1, 2, ...) constantes. En particular cuando éstas son nulas tenemos la
acción de Einstein - Hilbert, la cual entrega las ecuaciones de movimiento de las ecuaciones de
Einstein con constante cosmológica Λ.

Como fue mencionado anteriormente, los espacios Anti de Sitter son variedades lorentzianas
maximalmente simétricas con radio de curvatura negativa y constante la que es

R = gµνRµν = 2
d+ 1

d− 1
Λ. (2.144)

Las coordenadas que nos ayudan a representar el hiperboloide descrito en la ecuación (2.142)
son las representadas bajo la siguiente sustitución

X1 =
x1

x0

X2 =
x2

x0

...

Xn =
xn

x0

Xn +Xn+1 = − 1

x0

Éstas satisfacen (2.142) y además definen al llamado “parche de Poincaré” con el detalle de
no describen AdSn en su totalidad. La métrica lorenziana inducida por estas coordenadas desde
el espacio plano n+ 1 dimensional es

ds2 =
1

(x0)2

(
(dx0)2 + (dx1)2 + ...+ (dxn−2)2 − (dxn−1)2

)
(2.145)

en donde es evidente que la métrica es singular para x0 = 0 y entonces sólo cubre valores
positivos y negativos de x0 mostrando además que el espacio AdS es conformalmente plano.

2.4.1. Las dos caras de las D3-branas
Ahora veremos un ejemplo particular que ayudó a motivar la correspondencia AdS/CFT en

el contexto de la teoría de supercuerdas. Restringiremos nuestros argumentos a la forma débil de
la correspondencia y mostraremos el límite de desacople que es esencial para la correspondencia
AdS/CFT.

La teoría de supercuerdas es más que sólo cuerdas cerradas ya que además de las cuerdas
fundamentales, ésta contiene objetos de mayor dimensión conocidas como D - branas las que a su
vez pueden verse desde dos perspectivas distintas: desde las cuerdas cerradas y cuerdas abiertas.
La perspectiva correcta dependerá del valor de la constante de acoplamiento de la cuerda gs que
es la que controla la intensidad de la interacción entre las cuerdas abiertas y cerradas.
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Perspectiva de la cuerda abierta: Las D - branas pueden verse como objetos de mayor
dimensión en donde las cuerdas abiertas pueden terminar. Ya que debemos tratar a las
cuerdas como pequeñas perturbaciones, esta perspectiva se puede llevar a cabo sólo si la
constante de acoplamiento para las cuerdas abiertas y cerradas es pequeñas, gs << 1.
Más aún, si despreciamos las excitaciones de la cuerda con masa, es a decir bajas energías
E << α′−1/2, la dinámica de las cuerdas abiertas es descrita por una teoría de gauge
supersimétrica que vive en el volumen de mundo de las D - branas. El campo de gauge Aµ
corresponde a las excitaciones de la cuerda abierta paralelas a la D - brana mientras que
las excitaciones transversales a la Dp - branas son campos escalares desde el punto de vista
del volumen de mundo. En el caso de N - branas coincidentes, el grupo de gauge es ahora
U(N) y luego la constante de acoplamiento efectiva está dada por gsN y la perspectiva
de la cuerda abierta es realizable para gsN << 1.

Perspectiva de la cuerda cerrada: Las D - branas son vistas como soluciones soli-
tónicas del límite de baja energía de la teoría de supercuerdas, es decir, supergravedad.
Consideraremos entonces las D - branas como fuentes del campo gravitacional que curva
el espacio - tiempo que la rodea. La longitud de escala característica L será grande con el
objetivo de asegurar una curvatura pequeña y la validez de la aproximación de supergra-
vedad. En el caso de N D - branas coincidentes, L4/α′2 es proporcional a gsN . De esta
forma la perspectiva de cuerda cerrada es realizable sólo cuando gsN >> 1.

Al aplicar ésto a la pila de N D3 - branas en el espacio - tiempo plano, estas dos perspectivas
permiten motivar la correspondencia AdS5/CFT4.

La pila de N D3 - branas coincidentes se extienden a lo largo del espacio - tiempo en las
direcciones x0, x1, x2 y x3, y transversal a éstas las otras seis direcciones espaciales x4, ..., x9. Sin
pérdida de generalidad, consideraremos la pila de D3 - branas inmersas en el espacio - tiempo
10 - dimensional con x4 = ... = x9 = 0. De ésta forma las coordenadas x0, ..., x3 satisfacen las
condiciones de borde de Neumann mientras que x4, ..., x9 satisfacen las condiciones de borde de
Dirichlet.

2.4.1.1. Caso de cuerda abierta

Consideremos en primer lugar la perspectiva de la cuerda abierta la que es válida para
gsN << 1. Estudiaremos la teoría de supercuerdas tipo IIB en el espacio de Minkowski (9+1) -
dimensional donde también hay N D3 - branas coincidentes con las condiciones de borde recién
mencionadas. Esta configuración rompe la mitad de los treinta y dos supercargas de la teoría
en el espacio plano.
La teoría perturbativa en este background consiste en dos tipos de cuerdas: cuerdas abiertas
que comienzan y terminan en las D3 - branas y cuerdas cerradas. Las cuerdas abiertas pueden
verse como excitaciones del hiperplano (3+1) - dimensional mientras que las cuerdas cerradas
son excitaciones del espacio tiempo plano (9+1) - dimensional.

Ahora consideremos N D3 - branas en el espacio - tiempo plano en energías E << α′−1/2.
En otras palabras, consideraremos sólo las excitaciones sin masa e ignoraremos todas las otras
excitaciones ya que ellas tienen energías del orden de α′−1/2. Dado que esta configuración pre-
serva la supersimetría, los modos de las cuerdas pueden ser arreglados en supermultipletes. Los
estados sin masa de las cuerdas cerradas entregan un multiplete de supergravedad 10 - dimen-
sional con N = 1. Las excitaciones sin masa de la cuerda abierta pueden ser agrupadas en un
supermultiplete 4 - dimensional con N = 4 el que consiste en un campo de gauge Aµ y seis
campos escalares φi con sus respectivos supercompañeros fermiónicos.

La acción efectiva para todos los modos de la cuerda sin masa puede ser escrita por

S = Sc + Sa + Sint (2.146)
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donde Sc contiene a los modos de cuerda cerrada quien además es una acción de supergravedad
10 - dimensional con términos en derivadas altas. Sa contiene a los modos de cuerda abierta y
Sint las interacciones entre éstos.
Esquemáticamente Sc es

Sc =
1

2κ2

∫
d10x
√
−ge−2φ(R+ 4∂Mφ∂

Mφ)) + ... (2.147)

∼ −1

2

∫
d10x∂Mh∂

Mh

en donde κ es dado por 2κ2 = (2π)7α′4g2
s , gMN y φ son la métrica y el dilatón, respectivamente.

La segunda línea en la ecuación (2.147) muestra esquemáticamente la forma de la contribución
a las fluctuaciones de la métrica h en su orden más bajo el que se obtiene bajo la expansión
g = η+κh. Notar que h está multiplicado por κ en la expansión para asegurar la normalización
canónica del término cinético de h en la acción.

Las acciones Sa y Sint se pueden obtener desde la acción de Dirac - Born - Infeld y el término
de Wess - Zumino. La acción de Dirac - Born - Infeld para una única D3 - brana es

SDBI = − 1

(2π)3α′2gs

∫
d4xe−φ

√
−det(P[g] + 2πα′F ) (2.148)

en donde se ha fijado el campo de Kalb - Ramond por simplicidad. El volumen de mundo
tendrá coordenadas xµ con µ = 1, 2, 3. Las seis coordenadas transversas a la D3 - brana serán
etiquetadas por xi. Más aún, se introducen seis campos escalares φi que pueden ser identificados
con las coordenadas transversas xi+3 por xi+3 = 2πα′φi. De esta forma, el pullback P de la
métrica del volumen de mundo es dado por

P[g]µν = gµν + (2πα′)(gi+3 ν∂µφ
i + gµ j+3∂νφ

j) + (2πα′)2gi+3 j+3∂µφ
i∂νφ

j . (2.149)

Expandiendo e−φ y g = η + κh se encuentra lo siguiente a primer orden en α′

Sa = − 1

2πgs

∫
d4x

(
1

4
FµνF

µν +
1

2
ηµν∂µφ

i∂νφ
i +O(α′)

)
(2.150)

Sint = − 1

8πgs

∫
d4xφFµνF

µν + ... (2.151)

Para Sint se muestra que uno de los términos es explícitamente de la forma φF 2, término que
sugiere que el dilatón puede decaer en dos bosones de gauge en la D3 - brana.
Lo recién descrito corresponde a los límites de baja energía de la acción Sa y Sint de una única D3
- brana y para generalizarlo a N D3 - branas coincidentes basta con que los campos escalares y
de gauge sean escritos en términos de los generadores de U(N), es decir, φi = φiaTa, Aµ = AaµTa
y construir sus respectivos invariantes de gauge. Ésto significa que el término cinético para el
campo de gauge será F aµνF aµν y para el campo escalar bastará con reemplazar las derivadas
parciales por las respectivas derivadas covariantes, además de agregar a la acción Sa un potencial
de la forma

V =
1

2πgs

∑
i,j

Tr[φi, φj ]2. (2.152)

Al considerar ahora el límite α′ → 0 se encuentra que Sa es la acción de la teoría de Super Yang
- Mills N = 4 cuando se identifica

2πgs = g2
YM . (2.153)

Todos los otros términos en Sa son de orden α′ o superior, los que luego no influyen en el límite
considerado. En este límite además, dado que κ ∝ α′2 → 0, se observa que Sc es la acción de
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la supergravedad libre en el espacio - tiempo de Minkowski (9+1) - dimensional. Finalmente,
Sint también se anula en el límite α′ → 0, es decir, las cuerdas abiertas y cerradas se desacoplan.

Supongamos ahora que hay (N + 1) branas en el espacio - tiempo (9+1) - dimensional plano
y separamos una brana de las otras N , por decir en la dirección x9. Mientras las N D3 - branas
coincidentes están en x9 = 0 la otra brana está en x9 = r. Al considerar sólo los modos sin masa,
el sistema ya no será descrito por la teoría de gauge U(N + 1) sino por la teoría U(N)×U(1) y
puede ser visto en una fase de Higgs caracterizada por 〈φ9〉 = r/(2πα′). En el límite de desacople
α′ → 0 debemos mantener todas las cantidades de la teoría de campos fijas y en particular 〈φ9〉.
Así la forma correcta de hacer el límite de desacople, conocido como límite de Maldacena, es
dado por

α′ → 0 con u = r
α′ fijo (2.154)

en donde r es una distancia arbitraria.

2.4.1.2. Caso de cuerda cerrada

Con el objetivo de motivar la corresponde AdS5/CFT4 haremos el intercambio entre los dos
límites, es decir, el límite de acoplamiento fuerte o de baja energía y para ésto consideremos N
D3 - branas en el límite de acoplamiento fuerte gsN →∞ de modo que en este límite debemos
considerar la perspectiva de la cuerda cerrada. Las N D3 - branas pueden verse como objetos
cargados con masa haciendo de fuente de varios campos de supergravedad tipo IIB y en conse-
cuencia, también supercuerdas de tipo IIB. En este background las cuerdas cerradas de la teoría
de supercuerdas tipo IIB se propagarán.

Las soluciones de supergravedad de las N D3 - branas que mantienen las isometrías de R9,1,
SO(3, 1) × SO(6) y la mitad de las supercargas (16 en total) de la supergravedad de tipo IIB
son dadas por

ds2 = H(r)−1/2ηµνdx
µdxν +H(r)1/2δijdx

idxj ,

e2φ(r) = g2
s , (2.155)

C(4) = (1−H(r)−1)dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + · · ·

en donde µ, ν = 0, ..., 3 y i, j = 4, ..., 9. La coordenada radial r es definida por r2 =
∑9
i=4 x

2
i .

Los · · · en la expresión de C(4) son los términos que aseguran la autodualidad del tensor de
curvatura F(5) = dC(4) aunque ahora, dado que no jugan un rol importante, serán omitidos.
Al insertar el ansatz (2.155) en las ecuaciones de movimiento de la supergravedad de tipo IIB
se encuentra que H(r) debe cumplir con ∇2

gH(r) = 0 para r 6= 0 y cuya solución es

H(r) = 1 +

(
L

r

)4

. (2.156)

Aquí, L es una constante y no puede determinarse usando supergravedad. En cualquier caso,
desde la teoría de cuerdas se sabe que el flujo de F(5) a través de la esfera S5 debe cuantizarse
ya que da cuenta del número de D3 - branas coincidentes. Usando este argumento se deduce que

L4 = 4πgsNα
′2, (2.157)

El background consiste de dos regiones distintas que son para valores pequeños y grandes
de r, respectivamente. Si r >> L entonces H(r) ≈ 1 y la métrica correspondiente se reduce al
espacio plano 10 - dimensional. Por otro lado cuando r << L, que corresponde a la garganta o
región certana al horizonte en la cual H(r) ≈ L4/r4, la métrica es
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ds2 =
r2

L2
ηµνdx

µdxν +
L2

r2
δijdx

idxj (2.158)

=
L2

z2

(
ηµνdx

µdxν + dz2
)

+ L2ds2
S5 (2.159)

En la segunda línea hemos introducido una nueva coordenada z = L2/r como a su vez las
coordinadas esféricas (r,Ω5) ∈ R+ × S5 en vez de (x4, ..., x9) ∈ R6 por

δijdx
idxj = dr2 + r2ds2

S5 (2.160)

en donde ds2
S5 es la métrica de la esfera unitaria S5. El primér término en (2.159) corresponde

a AdS5.

De esta forma tenemos dos tipos de cuerdas cerradas: aquellas que se propagan en el espacio-
tiempo 10 - dimensional plano y aquellas que se propagan cerca del horizonte. Al considerar el
límite de baja energía ambos tipos de cuerdas se desacoplan de la otra, hecho que puede verse
de la siguiente forma. Consideremos una excitación de la cuerda con energía

√
α′Er medida en

unidades de la cuerda a una posición radial r. Aunque los estados de la cuerda en la garganta
pueden tener energías grandes

√
α′Er >> 1, ellos no pueden ser considerados a baja energía ya

que la energía E∞ medida desde un observador en el infinito está dada por

E∞ =
√
−g00Er = H(r)−1/4Er. (2.161)

Ya que en el límite de baja energía se consideran estados en la garganta donde r << L, H(r)
toma la forma H(r) ∼ L4/r4. De esta forma, aunque la energía de las excitaciones de la cuerda
cercanas a la garganta r = 0 son grandes, la energía medida por el observador es pequeña

√
α′E∞ ∼

r

L

√
α′Er → 0 (2.162)

para un
√
α′Er fijos con r << L. Se ve así que un observador en el infinito observa dos modos

distintos de baja energía: los modos de supergravedad que se propagan en el espacio plano 10 -
dimensional y las excitaciones de la cuerda en la región cercana al horizonte que corresponden
a un espacio - tiempo AdS5 × S5.

En resumen, el background consiste de dos regiones distintas: una cercana al horizonte y
una asintóticamente plana. La dinámica de las cuerdas cerradas en el espacio asintóticamente
plano es descrita por la supergravedad en un espacio 10 - dimensional plano mientras que las
cuerdas en regiones cercanas al horizonte son descritas por fluctuaciones alrededor de la solución
de supergravedad tipo IIB en AdS5 × S5. Al considerar el límite de baja energía, ambos tipos
de cuerda cerrada se desacoplan una de la otra.
En este límite se tiene

L4

r4
= 4πgsN

α′2

r4
= 4πgsN

α′4

r4
· α′−2 →∞, (2.163)

es decir, efectivamente hacemos un acercamiento a la región próxima al horizonte.

Debido a este límite se puede aproximar H(r) por H(r) ≈ L4/r4 en la región cercana al
horizonte. Con ésto obtenemos la expresión de la métrica y el cuatri-potencial C(4)

ds2 =
r2

L2
ηµνdx

µdxν +
L2

r2
dr2 + L2dΩ2

5, (2.164)

C(4) =
r4

L4
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + · · · (2.165)
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de donde podemos ver que la métrica de la D3 - brana se reduce a AdS5 × S5 en el límite de
Maldacena y ambos espacios tienen el mismo radio dado por L4 = 4πgsNα

′2.

Estrictamente hablando, el límite de Maldacena requiere el uso de coordenadas que se man-
tienen fijas y una forma de lograr ésto es introduciendo la coordenada u = r/α′ lo que permite
reescribir la métrica y el cuatri - potencial

1

α′
ds2 =

u2

L̃2
ηµνdx

µdxν +
L̃2

u2
du2 + L̃2dΩ2

5 (2.166)

1

α′2
C(4) =

u4

L̃4
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + · · · (2.167)

con L̃2 = L2/α′2.

2.4.1.3. Combinando ambas perspectivas

En los dos marcos de referencia recién mostrados se encuentran dos teorías efectivas desaco-
pladas en los límites de baja energía

Desde cuerda cerrada: Supergravedad tipo IIB en AdS5 × S5 y supergravedad tipo IIB en
R9,1.

Desde cuerda abierta: Teoría de Super Yang - Mills N = 4 en el espacio - tiempo plano 4
- dimensional y la supergravedad de tipo IIB en R9,1.

Las dos perspectivas deben ser descripciones equivalentes de la misma física y la super-
gravedad tipo IIB en R9,1 está en ambas. Éste hecho sugiere que las otras dos teorías también
podrían ser identificadas. Este es el motivo por el que Maldacena conjetura que la teoría de Super
Yang - Mills N = 4 en cuatro dimensiones es equivalente a la supercuerda tipo IIB en AdS5×S5.

2.4.2. Mapeo entre campos y operadores
La correspondencia AdS/CFT propone un mapeo entre dos teorías distintas de las que entre-

ga una relación uno a uno entre la teoría de Super Yang - Mills N = 4 y el espectro de la teoría
de cuerdas tipo IIB en AdS5 × S5. Este diccionario emerge desde el hecho que las simetrías de
ambos lados de la correspondencia coinciden, lo que permite que la teoría de campos en cierta
representación de la simetría PSU(2, 2|4) mapeada a estados de la cuerda en la misma repre-
sentación. Estableceremos este mapeo para la forma débil de la correspondencia en donde los
operadores de la teoría de Super Yang - Mills son mapeados a campos en supergravedad. Éste
hecho en particular permite que la correspondencia AdS/CFT sea formulada como una relación
en las funcioonales generadoras de la teoría de campos y de la teoría de supergravedad.

2.4.2.1. Representación para operadores de la teoría de campos.

Nuestro objetivo es encontrar el diccionario entre los objetos de las dos teorías equivalentes,
en particular entre las representaciones con los mismos grupos de simetría. Relacionaremos
los operadores de la teoría de campos a los campos en supergravedad los que transforman
en la misma representación del álgebra superconforme su(2, 2|4) o de su subálgebra bosónica
so(6)

⊕
so(4, 2). Ésto provee un mapeo uno a uno entre los operadores invariantes de gauge en

la teoría de Super Yang - Mills N = 4 campos clásicos en supergravedad tipo IIB en AdS5×S5.
Los operadores de la teoría de campos para los cuales se establece el mapeo deben ser invariantes
de gauge lo que implica que deben estar compuestos de varios operadores. Una clase importante
de operadores son los 1/2 BPS u operadores quirales primarios. Es sabido que en la teoría
de Super Yang - Mills SU(N) N = 4 en 4 - dimensiones, el operador escalar 1/2 BPS O∆ de
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dimensión conforme ∆ pertenece a una representación de su(4) con etiquetas de Dynkin [0,∆, 0]
o equivalentemente a una representación de so(6) con etiquetas de Dynkin [∆, 0, 0]. Cuando son
escritos explícitamente en términos de los campos elementales toman la forma

O∆(x) = Str
(
φi1(x)φi2(x)...φi∆(x)

)
= C∆

i1...i∆Tr
(
φi1(x)φi2(x)...φi∆(x)

)
(2.168)

Aquí, φi son los campos escalares elementales de la teoría SYM N = 4 que transforman en
la representación de so(6) ∼ su(4) y C∆

i1...i∆
pertenece a la representación tensorial de so(6)

totalmente simétrica de rango ∆. La traza en esta última ecuación ha de ser tomada incluyendo
los índices de color.

2.4.2.2. Campo dual de supergravedad

Por el lado de supergravedad hay campos en la misma representación de PSI(2, 2|4) como
fue dado para los operadores de la teoría de campos de la sección anterior. Esos campos de
supergravedad se obtienen bajo la descomposición de todos los campos de supergravedad IIB en
las torres de Kaluza - Klein en S5, es decir, expandiendo los campos en la base de los armónicos
esféricos Y l(Ω5) de S5.

Los armónicos esféricos constituyen una base del espacio de todas las funciones de S5. Ellas
corresponden a la representación irreducible de so(6) o equivalentemente de so(4). Una función
en S5 puede obtenerse luego de una restricción en las coordenadas xi de un espacio R6 dentro
del cual S5 está inmersa. Luego cada tensor sin traza y totalmente simétrico Cli1...ij de rango l
define un armónico esférico por

Y l = Cli1...ijx
i1 ...xij (2.169)

en donde el conjunto de tensores debe ser ortonormal

Cli1...ijC
ji1...ij = δij . (2.170)

Los armónicos esféricos Y i transforman en la representación [0, l, 0] de SU(4) o equivalentemen-
te en la representación [l, 0, 0] de SO(6). Restringiendo R6 a la esfera S5 con radio L puede
mostrarse que

−∇2
S5Y i = − 1

L2
i(i+ 4)Y i. (2.171)

Para un campo ψ, eliminando cualquier índice de Lorentz, se tiene la expansión de Kaluza -
Klein

ψ(x, z,Ω5) =
∞∑
i=0

ψi(x, z)Y i(Ω5). (2.172)

en donde (xµ, z) con µ = 0, 1, 2, 3 denota las coordenadas en AdS5 y Ω5 denota las coordenadas
de S5. Luego de introducir el ansatz (2.172) en las ecuaciones de movimiento en supergravedad
10 - dimensional se logran encontrar las masas y acoplamientos de los campos de AdS5 ψ

i(x).
La descomposición de los campos en supergravedad en armónicos esféricos fue realizada en [94]
de modo que sólo mostraremos algunos ejemplos.

Como ejemplo consideremos aquellas fluctuaciones que son duales a operadores 1/2 BPS. En
particular, la supergravedad de tipo IIB contiene una 5 - forma autodual F la que entra en la
ecuación de movimiento 10 - dimensional del gravitón de la siguiente forma

RMN =
1

3!
FMABCDF

ABCD
N (2.173)

donde los índices A,B,C, ... corresponden a los índices del espacio - tiempo 10 -dimensional. En
la solución AdS5 × S5 esta 5 - forma valores particularmente simples: a lo largo de la solución
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AdS, F(5) es proporcional al volumen de AdS5 mientras que en los índices que corresponden a
la 5 - esfera, F(5) es proporcional al volumen de ésta. Para ser precisos, se tiene

Fm1...m5
= 4

L

√−gAdS5
εm1...m5

, Fα1...α5
= 4

L

√
gS5εα1...α5 (2.174)

en donde los índices de AdS son mi, i = 1, ..., 5 y los índices de la esfera son αi con i = 1, ..., 5.
Consideremos ahora las fluctuaciones de la métrica y de la forma alrededor del background
mencionado

gMN = ḡMN + hMN (2.175)

F = F̄ + δF (2.176)

en donde (̄ ) se refiere a ( ) en la solución AdS5 × S5. Nos restringiremos a aquellos modos
duales al operador escalar 1/2 BPS por lo que tomaremos en cuenta las fluctuaciones de S5

considerando la traza h2 de la métrica correspondiente y de la 4 - forma aαβγδ definidas por

hαβ = h(αβ) + h2

5 ḡαβ , δFαβγδε = ∇[αaβγδε]. (2.177)

Para estos campos, la expansión de Kaluza - Klein es la siguiente

h2(z, x,Ω5) =
∑

hi2(z, x)Y i(Ω5) (2.178)

aαβγδ(z, x,Ω5) =
∑

bi(z, x)εαβγδε∇εY i(Ω5) (2.179)

donde (z, x) denotan las coordenadas de AdS5 y Ω5 las coordenadas de S5. A orden lineal
en las fluctuaciones y luego de insertar este ansatz en las ecuaciones de movimiento de las
supergravedad IIB se encuentran dos ecuaciones acopladas para los coeficientes bi y hi2, el que
luego puede diagonalizarse y ser desacoplado. Este procedimiento lleva a la siguiente ecuación
de movimiento

−∇2
AdS5

sl(z, x) =
1

L2
l(l + 4)sl(z, x) (2.180)

para la variable

sl =
1

20(l + 2)
(hl2 − 10(l + 4)bl), (2.181)

ecuación que corresponde a la ecuación de Klein - Gordon para un campo escalar de masa dada
porm2L2 = l(l−4). Correspondientemente, a orden cuadrático en la expansión de Kaluza - Klein
de los campos en supergravedad se tiene la siguiente acción de supergravedad dimensionalmente
reducida para los modos si

S = − 4N2

(2π)5L8

∫
d4xddz

√
−ḡ Ai

2

(
ḡmn∂ms

i∂ns
i + l(l − 4)(si)2

)
. (2.182)

El prefactor es obtenido de escribir la acción gravitacional 10 - dimensional en términos de las
cantidades de la teoría de campos usando el diccionario de AdS/CFT

1

16πG10
=

1

2κ2
10

=
4N2

(2π)5L8
(2.183)

y la constante Ai es determinada de la acción de supergravedad IIB 10 - dimensional

Ai = 32 i(i−1)(i+2)
i+1 Z(i) , Z(i)δij =

∫
S5 dΩY i(Ω)Y j(Ω) (2.184)

con Z(l) = π3/(2l−1(l + 1)(l + 2)).
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2.4.2.3. Mapeo campo - operador

Luego de comparar los resultados de las secciones previas se logra ver que luego de identificar
l = ∆, los campos escalares en supergravedad si están en la misma representación [0,∆, 0] de
SU(4) que los operadores de campo 1/2 BPS O∆. De esta forma es natural esperar que s∆ y
O∆ sean mapeados el uno al otro como es propuesto por el diccionario holográfico. Este mapeo
puede extenderse a los descendientes superconformes de O∆ con los respectivos descendientes de
s∆. De la misma manera, el diccionario holográfico relaciona el tensor de energía - momentum a
las fluctuaciones de la métrica AdS y a la corriente asociada a la simetría - R a las fluctuaciones
del campo de gauge en la supergravedad 5 - dimensional AdS obtenida de la reducción de Kaluza
- Klein:

hµν ↔ Tµν , Aµ ↔ Jµ. (2.185)

Caso general d - dimensional

Ahora que ya hemos introducido la relación explícita de la dualidad entre la teoría 4 - dimen-
sional N = 4 y la supergravedad AdS5×S5, podemos motivar la correspondencia AdSd+1/CFTd
en dimensiones arbitrarias. Para el caso escalar d - dimensional se encuentra

−∇2
AdSφ =

1

L2
∆(∆− d)φ (2.186)

donde φ es un campo escalar genérico φ con masa

m2L2 = ∆(∆− d). (2.187)

Se puede hacer un análisis similar para los campos de distintos campos usando la reducción de
Kaluza - Klein obteniendo las distintas relaciones entre ∆ y m:

Tabla 2.2: Tabla de dimensión conforme para campos.

Tipo de campo Relación entre m y ∆
Campo escalar y de espín 2 con masa m2L2 = ∆(∆− d)

Campo de espín 2 sin masa m2L2 = 0,∆ = d
p - formas m2L2 = (∆− p)(∆ + p− d)

espín 1/2, espín 3/2 |m|L = ∆− d/2
Tensor simétrico sin traza de rango s m2L2 = (m+ s− 2)(∆− s+ 2− d)

Tabla mostrada en [5]

2.4.2.4. Comportamiento asintótico en el borde

El mapeo entre campo y operador propuesto por la conjetura puede ser más explícito al
considerar el comportamiento en el borde de los campos en supergravedad. Consideremos para
nuestro propósito un campos escalar φ dual a un operador primera y su acción está dada por
(2.182). Por simplicidad consideraremos el “toy model” cuya acción es

S = −C
2

∫
dzddx

√
−g(gmn∂mφ∂nφ+m2φ2) (2.188)

en donde C ∝ N2 y la masa está dada por m2L2 = ∆(∆− d). En este contexto es conveniente
usar las coordenadas de Poincaré para AdS las que dejan que la métrica tenga la siguiente forma

ds2 = gmndx
mdxn =

L2

z2
(dz2 + ηµνdx

µdxν). (2.189)
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La ecuación de Klein - Gordon para el campo escalar será

(−∇2
g +m2)φ = 0 (2.190)

donde el operador laplaciano es

−∇2
g

∣∣
AdS

=
1

L2

(
z2∂2

z − (d− 1)z∂z + z2ηµν∂
µ∂ν

)
. (2.191)

Para AdSd+1 escrito en las coordenadas de Poincaré, es conveniente hacer una descomposición
de Fourier en la dirección de xµ y considerar el ansatz de ondas planas de la forma φ(z, x) =
eip

µxµφp(z). Luego la ecuación de Klein - Gordon para los modos φp(z) es

z2∂2
zφp(z)− (d− 1)z∂zφp(z)− (m2L2 + p2z2)φp(z) = 0. (2.192)

donde p2 = pµp
µ. Esta ecuación tiene dos soluciones independientes caracterizadas por su com-

portamiento asintótico al borde en z → 0

φp(z) ∼
{
z∆+ normalizable
z∆− no normalizable (2.193)

y en donde ∆± son las raíces de la ecuación m2L2 = ∆(∆− d) dadas por

∆± =
d

2
±
√
d2

4
+m2L2. (2.194)

Por definición, ∆+ ≥ ∆− y ∆− = d−∆+. De esta forma se puede expandir φ(z, x) por

φ(z, x) ∼ φ(0)(x)z∆− + φ(+)(x)z∆+
+ ..., (2.195)

Por análisis dimensional se puede identificar el modo normalizable φ(+) como valor de expec-
tación del vacío del operador escalar dual O de dimensión conforme ∆ = ∆+. Por otro lado el
modo no normalizable φ(0) será la fuente de este operador.

36



Capítulo 3

Anomalía de traza por método
holográfico

3.1. Métricas de Poincaré, anomalía de volumen
y Q - curvatura

Comenzaremos el estudio de las anomalías de Weyl para la gravedad de Einstein - Hilbert d
- dimensional con constante cosmológica cuya acción es

SE.H. =
−1

2ld−1
p

∫
dd+1x

√
ĝ
{
R̂− 2Λ̂

}
. (3.1)

Esta constante cosmológica será parametrizada en términos de una longitud L que a su
vez estará relacionada al radio L̃ de la solución AdS euclídea, es decir, el espacio hiperbólico,
2Λ̂ = −(d− 1)/L2. Las soluciones correspondientes a las ecuaciones de movimiento son espacios
de Einstein con L̃ = L, cuyo tensor de Ricci R̂ic es

R̂ic = R̂µν = − d

L2
ĝµν . (3.2)

Ya que nos interesa usar el diccionario de la correspondencia AdS/CFT estudiaremos métricas
que son asintóticamente hiperbólicas y que pueden convenientemente escribirse en una expansión
de Fefferman - Graham

ĝ = L̃
dx2 + gx

x2
. (3.3)

en donde ésta métrica ĝ puede reconstruirse (al menos asintóticalemente) desde el valor de su
métrica en el borde gx vía ecuaciones de movimiento. Asumimos que este borde gx pertenece
a una clase de equivalencia y está relacionado a otras métricas a través de una transformación
conforme gx = e2Ωg̃x. En este sentido, la métrica de Poincaré obtenida de la construcción de
Fefferman - Graham al ser introducida en la acción gravitacional, como una funcional de la
métrica del borde, se convierte en la función de partición de la CFT en el borde. Así la anomalía
de Weyl (después de integrar) podrá leerse desde el término logarítmico dependiente del cut-off
IR, ε, que debe ser introducida.

Cuando la acción de gravedad es la de Einstein - Hilbert hay dos excepciones en las que
la métrica del bulk puede ser totalmente caracterizada en la expasión de Fefferman - Graham
usando la métrica del borde. Un caso es cuando esta última es una métrica conformalmente
plana [127]

gx = gE − Px2 +
1

4
P 2x4 (3.4)
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donde P es el tensor de Schouten de la métrica del borde g. El otro caso que será de particular
interés para nosotros para el estudio de los distintos casos que se abordarán en esta tesis, es el
cual en que la métrica del borde es también un espacio de Einstein gE y la dependencia en la
coordenada radial puede factorizarse

gx = (1− λx2)gE (3.5)

en donde λ es una constante proporcional al escalar de Ricci

λ =
R

4d(d− 1)
. (3.6)

En realidad esta expansión es la misma que en el caso conformalmente plano salvo que el ten-
sor de Schouten de este espacio de Einstein secundario es P = R

2d(d−1)gE , lo que nos motiva a
referirnos a esta solución como espacios Poincaré - Einstein / Einstein (PE/E).

Ahora haremos inserción de esta solución en la acción de Einstein - Hilbert y veremos lo que
sucede. Tanto la constante cosmológica como el escalar de Ricci son constantes (este último por
ser un espacio de Einstein) de modo que hacen que la acción se transforme en una integral de
volumen de un término que desde ahora llamaremos 1̂ (que representará al volumen del bulk):

SE.H. =
2Λ̂− R̂
2ld−1
p

∫
dd+1x

√
ĝ{1̂} =

d

ld−1
p L̃2

∫
dd+1x

√
ĝ{1̂}. (3.7)

De la métrica del espacio PE/E calculamos el término de densidad de volumen
√
ĝ =

(1−λx2)d

xd+1

√
gE que al sustituirse en la acción nos permite leer el término de volumen

volPE/Ex > ε = L̃d+1

∫
ddx
√
gE

∫
ε

dx

xd+1
(1− λx2)d. (3.8)

De aquí como se mencionó previamente, leemos el término logarítmico que se saldrá a la luz
luego de hacer la expansión del término ((1 − λx2)d). Se rastrea así en el integrando aquél

término que va con “1/x” y que es exactamente x−1(−λ)d/2
(

d
d/2

)
cuando d es par (no existe

en d impar). Si denotamos ésto por Ld+1 log(1/ε), se encontramos que es

Ld+1 =
2(−1)d/2L̃d+1

2d(d/2)!(d/2− 1)!

∫
ddx
√
gE(d− 1)!

(
R

d(d− 1)

)d/2
. (3.9)

El factor que está en la integral de volumen del borde es la Q - curvatura en d - dimensiones.
Ésto esencialmente nos muestra que si se consideran los espacios PE/E se puede encontrar correc-
tamente la anomalía de volumen evidenciando además que está relacionado a la Q - curvatura.
Por otra parte este resultado es acorde con lo mostrado en la literatura [78], [62]

Ld+1 = 2kd/2L̃
d+1

∫
ddx
√
gEQd, en donde kd/2 =

(−1)d/2

2d d2 !(d2 − 1)!
. (3.10)

Un caso particular de ésto es cuando la métrica del borde corresponde a la de la d-esfera,
haciendo que el bulk sea el espacio euclídeo AdSd+1. En este espacio es posible leer la anomalía
de tipo - A (parte importante de la prescripción universal que hay para leer esta anomalía
conforme de manera holográfica, introducida en [91]) y utilizada en otras publicaciones como
son [7, 18,19,52,53,56,57,71,72,131,132].
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Un detalle que tiene esta elección de métrica en el borde es el hecho de que la d - esfera
es conformalmente plana haciendo que cualquier término relacionado a la anomalía tipo - B
desaparezca. Sin embargo, la Q - curvatura contiene información tanto de la anomalía tipo - A
como la tipo - B al ser una combinación de la densidad de Euler e invariantes locales de Weyl
(asociados a anomalía tipo -B). Se examinarán casos que mostrarán que las anomalías pueden
ser identificadas a partir de un único cálculo holográfico.

3.1.1. AdS5/CFT4: Dos en uno
Consideremos la anomalía de traza de una CFT en 4 - dimensiones

(4π)2〈T 〉 = −aE4 + cW 2 = −4aQ4 + (c− a)W 2. (3.11)

Una forma eficiente de encontrar los dos términos de la anomalía en este caso es tomar
atención a dos espacios de Einstein en particular: uno de ellos es conformalmente plano (por
ejemplo, la esfera) y otro cuyo tensor de Ricci es nulo (Ricci - plano). En el primer caso no hay
contribución deW 2 (porque es conformalmente plano) y de esta forma es sencillo leer el término
de anomalía tipo - A. En el segundo caso, contrariamente al primero, no hay contribuciones a
la anomalía tipo - A (o bien a la Q - curvatura) y entonces se lee el término (c− a), rastreando
así los dos tipos de anomalía.
Como observación clave, podemos decir que toda la información (anomalías tipo - A y tipo - B)
puede ser rastreada a través de un espacio de Einstein gE genérico: la Q - curvatura se reduce al
escalar de Ricci (al cuadrado) Q4 = R, 2/24 y el tensor de Weyl se mantiene intacto. Al recordar
lo que hicimos previamente en la acción de Einstein - Hilbert en 5 dimensiones usando la métrica
PE/E se llega a un coeficiente que multiplica a R2 que identificamos como anomalía tipo - A,
mientras que el tensor de Weyl al cuadrado (que no es nulo) está ausente. De ésto se deduce que
c− a = 0. Considerando todo ésto es posible leer la anomalía de traza de forma holográfica

(4π)2〈T 〉 = −4π2L3

l3p
Q4 = −N2Q4. (3.12)

En esta última igualdad hemos reescrito la longitud de Planck (en unidades del radio de AdS)
al rango N (grande) del grupo de gauge de la CFT4, usando el diccionario de la cuerda IIB
(SUGRA) AdS5 × S5 dual a N = 4 SU(N) SYM4.
Comparando esta última ecuación con la expresión genérica de anomalía de traza en 4 - dimen-
siones vemos claramente

a = c =
π2L3

l3p
=
N2

4
(3.13)

encontrado previamente en [86].

3.1.2. AdS7/CFT6: Cuatro en uno
Consideremos ahora la anomalía de traza en 6 - dimensiones

(4π)3〈T 〉 = aE6 + c1I1 + c2I2 + c3I3

= −48aQ6 + (c1 − 96a)I1 + (c2 − 24a)I2 + (c3 + 8a)I3 (3.14)

donde en la segunda línea hemos intercambiado la densidad de Euler en 6- dimensiones E6 por
la Q - curvatura Q6, salvo una derivada total

E6 = 48Q6 + 96I1 + 24I2 − 8I3. (3.15)
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Nuevamente hacemos la observación de que la anomalía tipo - A puede rastrearse direc-
tamente usando la Q - curvatura mientras que los coeficientes de la anomalía tipo - B están
combinados con el coeficiente de anomalía de tipo - A.
Ha de mencionarse que ahora ya no es tan simple leer las distintas anomalías al considerar espa-
cios de Einstein particulares como lo son los conformalmente planos y los Ricci - planos ya que
en el caso de 4 - dimensiones cada uno de éstos ayudaba a encontrar sólo uno de los coeficiente.
Ahora la situación es más compleja por la presencia de cuatro coeficientes lo que hace necesario
usar cuatro tipos de espacios distintos. 1

Aún así e incluso luego de tener cuatro espacios distintos se hace complicado el poder extraer
directamente las anomalías debido a que la densidad de Euler contiene información de dos de los
otros invariantes de Weyl, sin olvidar que el tercer invariante en 6 - dimensiones es combinación
de los otros dos cuando los espacios son conformalmente planos y Ricci - planos (E6 = 64I1+32I2
y I3 = 4I1−I2). Incluso si se consideraran espacios de Einstein simétricos (∇W = 0) como lo son
S6, CP 3, S2×S4, S2×CP 2, S3×S3, S2×S2×S2, tampoco sería posible extraer la información
de los cuatro coeficientes de la anomalía debido a una igualdad que se satisface en este tipo
de espacios que relaciona los distintos invariantes cúbicos entre sí dejando sólo tres invariantes
independientes [115]. Para ser más precisos, en este tipo de espacios se cumple 5I3 = 32I1−8I2.

Teniendo en consideración estas observaciones nos aventuraremos a estudiar un espacio de
Einstein genérico gE en el borde determinando que la Q - curvatura es proporcional al es-
calar de Ricci (al cubo) Q6 = R3/225; las dos contracciones del tensor de Weyl al cubo,
I1 = W ′3, I2 = W 3 se mantienen intactas; mientras que el tercer invariante de Weyl se re-
duce a I3 = W∇2W − 8

15RW
2 modulo una derivada total 3

2∇
2W 2 que se omitirá en los cálculos

siguientes. La base para los invariantes relacionados a la anomalía se simplifican tremendamen-
te debido a que el tensor de Cotton, Bach y la parte sin traza del tensor de Ricci se anulan
dejando sólo cuatro términos independientes (la cantidad exacta de términos de la anomalía).
La observación clave que se extrae del cálculo holográfico hecho en la sección anterior es que se
puede extraer toda la información de la anomalía de tipo - A y tipo - B a partir de un único
cálculo, que en este caso, también se podrá llevar a cabo. A partir del factor que acompaña a
la Q - curvatura se extrae la anomalía de tipo - A y vemos que no hay términos asociados a los
invariantes de Weyl cúbicos (en la acción de Einstein - Hilbert).

Introduciendo todo ésto en la traza del tensor de energía - momentum rápidamente encon-
tramos las anomalías ahora de tipo - A y tipo - B

(4π)3〈T 〉 =
π3L̃5

l5p
Q6 =

2N3

3
Q6. (3.16)

En la última igualdad nuevamente se usa el diccionario de la correspondencia AdS/CFT para
traducir la longitud de Planck (en unidades del radio AdS7 al rango (grande) de la teoría
superconforme (2, 0) en dos dimensiones que describe la dinámica en bajas energías de la pila de
branas M5. Finalmente, comparando con la expresión (3.14) encontramos los cuatro términos
de la anomalía

a =
c1
90

=
c2
24

= −c3
8

= −π
3L5

48l5p
= −N

3

72
. (3.17)

1En [26] se intenta con productos de espacios de Einstein para luego reconstruir el bulk con la expansión de
Fefferman - Graham. Son necesarios dos espacios distintos AdS2×S4 y AdS2×S2×S2 haciendo el procedimiento
más complicado, sobretodo al reemplazar nuevamente en la acción para leer el término logarítmico.
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3.2. Invariantes en potencias más altas en curvatura y
factorización del volumen

Ahora estudiemos el efecto de añadir términos de curvatura de orden mayor a la acción gra-
vitacional. Para comenzar consideraremos aquellos que son sólo potencias del tensor de Ricci en
el bulk, es decir, no involucran directa o implícitamente al tensor de Weyl. Éstos al ser evaluados
en la métrica PE/E se pueden anular al contener derivadas del tensor del Ricci (que es nula en
este espacio), pueden involucrar a la parte sin traza de este tensor o bien, convertirse en una
potencia del escalar de Ricci el que puede reescribirse en términos del radio renormalizado de
AdS. Ésto al ser constante puede factorizarse haciendo que sólo afecte a la anomalía de volu-
men, es decir, a la Q - curvatura. La tarea se transforma simplemente en determinar el radio
renormalizado de AdS y el factor de proporcionalidad, ya que la razón entre las anomalías de
tipo - A y tipo - B se mantiene.

Las contribuciones que sólo involucran términos del tensor de Ricci (cuadráticas, cúbicas y
cuárticas) en el bulk las acomodaremos con respectivos factores de normalización adimensionales
u2, u3 y u4 de la siguiente forma:

S[ĝ] =
−1

2ld−1
p

∫
dd+1x

√
ĝ

{
d(d− 1)

L2
+ R̂+

u2R̂
2L2

d(d+ 1)
+

u3R̂
3L4

d2(d+ 1)2
+

u4R̂
4L6

d3(d+ 1)3

}
(3.18)

en donde el escalar de Ricci contiene al radio renormalizado L̃ de la solución de vacío AdS

R̂ = −d(d+ 1)

2L̃2
. (3.19)

El radio renormalizado de AdS puede obtenerse de la traza de la ecuación de movimiento.
Un truco útil ( [84], [58]) y equivalente a extremizar la acción con respecto al radio de AdS [20]
es realizar un reescalamiento en la métrica ĝ → µ2ĝ

S[µ2ĝ] =
−µd+1

2ld−1
p

∫
dd+1x

√
ĝ

{
d(d− 1)

L2
+
R̂

µ2
+

u2L
2R̂2

µ4d(d+ 1)
+

u3L
4R̂3

µ6d2(d+ 1)2
+

u4L
6R̂4

µ8d3(d+ 1)3

}
(3.20)

y luego hacer

∂S[µ2ĝ]

∂µ

∣∣∣∣
µ=1

= 0. (3.21)

Aquí es conveniente introducir la cantidad f∞ = L2/L̃2 (como en [90]). La traza de las ecuaciones
de movimiento exige que f∞ sea la raiz positiva de la siguiente ecuación polinomial

0 = 1− f∞ +
d− 3

d− 1
u2f

2
∞ −

d− 5

d− 1
u3f

3
∞ +

d− 7

d− 1
u4f

4
∞. (3.22)

Luego se introduce la solución en la acción para cambiar L en términos de L̃ y f∞

S[ĝ] =
d

L̃2ld−1
p

[
1− 2u2f∞ + 3u3f

2
∞ − 4u4f

3
∞
] ∫

dd+1x
√
ĝ
{

1̂
}

(3.23)

En este punto hacemos énfasis de que los términos factorizan dejando sólo la integral de volumen.
El factor 1̂ se relacionará con la Q - curvatura en 6 - dimensiones permitiendo rastrear la anomalía
tipo - A. Este proceso en 5 - dimensiones muestra que las anomalías son

a = c =
π2L̃3

l3p

[
1− 2u2f∞ + 3u3f

2
∞ − 4u4f

3
∞
]

(3.24)
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donde f∞ es la raiz positiva de la solución a la ecuación

0 = 1− f∞ +
1

3
u2f

2
∞ +

1

3
u3f

3
∞ − u4f

4
∞. (3.25)

y para el el caso de 7 - dimensiones se encuentra que las anomalías son

a =
c1
96

=
c2
24

= −c3
8

= −π
3L̃5

48l5p

[
1− 2u2f∞ + 3u3f

2
∞ − 4u4f

3
∞
]

(3.26)

y en donde f∞ es la raiz del polinomio

0 = 1− f∞ +
3

5
u2f

2
∞ −

1

5
u3f

3
∞ −

1

5
u4f

4
∞. (3.27)

En algunas aplicaciones, cuando los coeficientes de las curvaturas altas son paramétricamente
pequeños, es suficiente considerar su efecto a orden lineal. Es directo encontrar f∞ manteniendo
sólo los términos lineales en u’s, simplemente sustituyendo las potencias más altas de f∞ por
un 1 en la ecuación polinomial

f∞ ' 1 +
d− 3

d− 1
u2 −

d− 5

d− 1
u3 +

d− 7

d− 1
u4. (3.28)

Los coeficientes de anomalía a nivel linealizado se encontrarán entonces sustituyendo el valor
de f∞ y manteniendo sólo L y los términos lineales en los parámetros u’s. En 5 - dimensiones,
los coeficientes de las anomalías son

a = c ' π2L3

l3p

[
1− 5

2
(u2 − u3 + u4)

]
. (3.29)

De la misma forma para 7 - dimensiones

a =
c1
96

=
c2
24

= −c3
8
' −π

3L5

48l5p

[
1− 7

2
(u2 − u3 + u4)

]
. (3.30)

Estos resultados están en total acuerdo con [19] y la anomalía tipo - A es la calculada
por [91]. Si bien ésto no presenta nuevos resultados, mostraremos que efectivamente sí se obtiene
información de la anomalía tipo - B.

3.3. Potencias altas en curvatura y anomalía tipo B.

En los casos vistos en la sección previa, la densidad lagrangeana era constante haciendo que
la acción sea en realidad una integral de volumen del bulk evaluada en la métrica PE/E. En los
casos que se revisarán en esta sección haremos un cambio conveniente para poder rastrear las
anomalías de tipo - B reescribiendo el tensor de Riemann en términos del tensor de Weyl

R̂iem = Ŵ + P̂ ? ĝ = Ŵ − 1

2L̃2
ĝ ? ĝ. (3.31)

Haremos el análisis desde el invariante local más general, cuadrático en curvatura (de cuartas
derivadas) como una desviación al volumen del bulk. En el caso de los invariantes cúbicos hay
dos posibles contracciones algebraicas del tensor de Weyl, mientras que hay otros dos términos
que involucran derivadas de este tensor. Las cuartas potencias serán estudiadas sólo a nivel
algebraico.
Nuevamente el estudio holográfico los haremos en los casos de 5 a 4 dimensiones y luego de 7 a
6 dimensiones.
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3.3.1. De 5 a 4 dimensiones
Para empezar veamos el término de curvatura al cuadrado R̂iem2 que, como comentamos

previamente, se escribirá usando el tensor de Weyl. Ésto hace que se divida en dos partes donde
una de ellas contribuirá al volumen (por ser constante) mientras que la otra será directamente
la potencia del tensor de Weyl al cuadrado, que aportará a la anomalía de tipo - B

∆S4 =

∫
d5x
√
ĝ
(
Ŵ 2
)
. (3.32)

Ésto es sencillo de evaluar ya que, por la estructura del tensor métrico y por el hecho de que
es un invariante conforme de peso 2, pone de manifiesto que está relacionado al cuadrado del
tensor de Weyl en el borde Ŵ 2 = L̃−4 x4

(1−λx2)2W
2

∆S4 = L̃

∫
d4x
√
gE

∫
ε

dx

x
W 2 (3.33)

Este resultado pone en evidencia que un término de Ŵ 2 en el bulk contribuye directamente
a la anomalía de traza de tipo - B en 4 - dimensiones, aportando así

(4π2)〈T 〉 = −16π2L̃W 2. (3.34)

El resultado recién mostrado nos da luces de que el cálculo puede resultar más simple en la
métrica PE/E al usar la Q - curvatura aunque aún han de examinarse otros términos por si
contribuyen a la anomalía.
Ahora podemos, en efecto, analizar las potencias cúbicas del tensor de Weyl (Î1 = Ŵ ′3 y
Î2 = Ŵ 3), los que son invariantes conformes de peso 3

∆S6 =

∫
d5xĝ

(
Ŵ ′3

)
. (3.35)

Nuevamente este invariante puede relacionarse (en esta métrica) al respectivo invariante en 4 -
dimensiones Ŵ ′3 = L̃−6 = x6

(1−λx2)6W
′3

∆S6 =
1

L̃

∫
d4x
√
gE

∫
ε

dx
x

(1− λx2)2
W 3. (3.36)

Esto no entrega ningún término logarítmico mostrando que esta potencia cúbica no contribuye a
la anomalía de traza tipo - B en 4 - dimensiones. Ocurre la misma situación con la otra potencia
de Weyl Ŵ 3.
Un análisis similar es posible de hacer con los 7 invariantes algebraicos de cuarto orden (8
derivadas) en potencias del tensor de Weyl. Éstos son invariantes conformes de cuarto orden y
también, no contribuyen. Tampoco hay aporte de las potencias de orden mayor.
Pongamos atención entonces a los invariantes de Weyl que involucran derivadas, como son
Ŵ ∇̂2Ŵ y |∇̂Ŵ |2. Éstos en realidad están conectados por una derivada total (C5 según la
nomenclatura de [16]

|∇̂Ŵ |2 + Ŵ ∇̂2Ŵ =
1

2
∇̂2Ŵ 2. (3.37)

Chequearemos si esta derivada total contribuye a la anomalía:

∆S6 =

∫
d5x
√
ĝ
(
∇̂2Ŵ 2

)
. (3.38)

43



Ésto nuevamente puede conectarse a cantidades relacionadas al borde, como en los casos
previos:

∇̂2Ŵ 2 =
x6

L̃6(1− λx2)6

{
∇2 +

R

3

}
W 2 (3.39)

los que luego de introducirse en (3.38) se verifica que no hay rastros de otro término logarítmico

∆S6 =
1

L̃

∫
d4x
√
gE

∫
ε

dx
x

(1− λx2)2

{
∇2 +

R

3

}
W 2 (3.40)

y en consecuencia, no hay aporte a la anomalía de traza en 4 - dimensiones.

3.3.2. De 7 a 6 dimensiones
El cálculo que mostraremos ahora es análogo al hecho en la sección previa salvo el tener

presente que ahora hay cuatro coeficientes de anomalía conforme; uno de anomalía tipo - A y
tres de anomalía tipo - B. Haremos el estudio para los mismos invariantes y veremos si éstos
aportan a alguna de estas tres anomalías (de tipo - B).
Nuestro primer caso a estudiar será nuevamente un término de Ŵ 2 en el bulk:

∆S4 =

∫
d7x
√
ĝ
(
Ŵ 2
)
. (3.41)

En la métrica PE/E este tensor de Weyl se relaciona a la misma cantidad en el borde Ŵ 2 =

L̃−4 x4

(1−λx2)4W
2 haciendo que la integral se convierta en lo siguiente:

∆S4 = L̃3

∫
d6x
√
gE

∫
ε

dx

x3
(1− λx2)2W 2. (3.42)

En este punto hay que tener un poco más de cuidado ya que hay que ver si hay contribución
al término logarítmico asociado a la anomalía de traza. Al hacer la expansión de (1 − λx2)2 =
1−2λx2 +λ2x4 es evidente que el único término que puede contribuir a la anomalía es −2λx2 =
− R

60x
2

− 2L̃3

∫
d6x
√
gE

∫
ε

dx

x
λW 2 = − L̃

3

60

∫
d6x
√
gE

∫
ε

dx

x
RW 2. (3.43)

Vemos que ésto, por ahora, no hace contribución directa a la anomalía aunque efectivamente es
parte del término logarítmico. Al ahondar en qué contribuye, usando las identidades de Bianchi,
es claro ver que el término RW 2 del borde está relacionado a los otros tres invariantes (salvo
una derivada total):

1

5
RW 2 = 4I1 − I2 − I3 (3.44)

contribuyendo a la anomalía de traza en la cantidad

(4π)3〈T 〉 =
16π3L̃3

3
(4I1 − I2 − I3) . (3.45)

Veamos la contribución de los invariantes cúbicos Ŵ 3 = Î2 y Ŵ ′3 = Î1 tomando por ejemplo
el invariante Ŵ ′3

∆S6 =

∫
d7x

{
Ŵ ′3

}
. (3.46)

Al igual que en el caso de 5 a 4 dimensiones, esta cantidad está conectada al tensor W ′3 en
6 dimensiones salvo un reescalamiento conforme Ŵ ′3 = L̃−6 x6

(1−λx2)6W
′3 que efectivamente

produce un término logarítmico

∆S6 = L̃

∫
d6x
√
gE

∫
ε

dx

x

{
W ′3

}
(3.47)
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y vemos así que aporta de manera directa a la anomalía de traza el mismo invariante pero
construido en una dimensión menos

(4π)3〈T 〉 = −64π3L̃I1. (3.48)

Conclusión similar se obtiene a partir del otro invariante cúbico Ŵ 3 = I2

(4π)3〈T 〉 = −64π3L̃I2. (3.49)

En el caso de los 7 invariantes cuárticos [68], [28] los analizaremos genéricamente con uno de
ellos, que llamaremos Ŵ 4:

∆S8 =

∫
d7x
√
g
{
Ŵ 4
}
. (3.50)

Al ver su relación con las cantidades del borde en la métrica PE/E se encuentra que se relaciona
al mismo tensor de Weyl construido en 6 dimensiones Ŵ 4 = L̃−8 x8

(1−λx2)8W
4

∆S8 = L̃

∫
d6x
√
gE

∫
ε

dx
x

(1− λx2)2
W 4, (3.51)

término que claramente no contribuye. Este resultado se extiende para las potencias de orden
superior del tensor de Weyl. De ésta forma sólo nos queda por aclarar en qué manera las
cantidades |∇̂Ŵ |2 y Ŵ ∇̂Ŵ aportan a la anomalía de traza, recordando que están conectadas a
su vez por una derivada total

|∇̂Ŵ |2 + Ŵ ∇̂Ŵ =
1

2
∇̂2Ŵ 2. (3.52)

Comenzaremos por verificar que esta derivada total no contribuye a la anomalía de traza

∆S6 =

∫
d7x
√
ĝ
{
∇̂2Ŵ 2

}
, (3.53)

donde ésta está relacionada a un término análogo a lo sucedido en el caso de 5 a 4 dimensiones.
En la métrica PE/E se cumplirá para este caso

∇̂2Ŵ 2 =
x6

L̃6(1− λx2)6

(
∇2 − 8 + 8λ2x4

x2

)
W 2, (3.54)

término que al ser introducido en (3.53) no entrega ningún término logarítmico, no aportando
a la anomalía conforme. Ahora bastará con analizar sólo uno de los dos términos que hay en
(3.53) (ya que uno contribuirá, módulo el signo, lo mismo), tomando por ejemplo |∇̂Ŵ |2

∆6 =

∫
d7x

{
|∇̂Ŵ |2

}
. (3.55)

Ésto es un poco más complicado de analizar, sin embargo, usando la identidad Ĉ7 en [16] se
encuentra que está relacionado a los otros invariantes:

1

4
|∇̂Ŵ |2 − 3

L̃2
Ŵ 2 − 1

4
Ŵ 3 + Ŵ ′3 =

3

2
∇̂2Ŵ 2. (3.56)

De esta última ecuación ya es sencillo visualizar cuánto aporta este término a la anomalía ya
que el lado derecho de la ecuación no contribuye, mientras que el resto aporta directamente
a los invariantes haciendo que cuando este término esté en la acción la anomalía tenga una
contribución de

(4π)3〈T 〉 = 64π3L̃ (8I1 − 2I2 − I3) . (3.57)

Hasta este punto hemos mostrado todos los términos que eventualmente pueden contribuir a
la anomalía de traza de la CFT en 6 - dimensiones Hemos puesto en evidencia que nuevamente,
al evaluar la acción en la métrica PE/E podemos encontrar holográficamente la anomalía ahora
en 6 dimensiones, sin embargo, mostraremos otra forma más eficiente al momento de encontrar
la anomalía y ésto se realizará en la próxima sección.
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3.4. Receta holográfica para la anomalía
Hemos mostrado que toda la información se puede obtener desde un cálculo en una dimensión

extra en la métrica PE/E al considerar los aportes que son puramente Ricci y que aportan a la
Q - curvatura (para encontrar la anomalía de tipo - A) y lo que sea proporcional sólo a potencias
del tensor de Weyl entregarán la información de la anomalía tipo - B. Sin embargo determinadas
combinaciones de términos que involucran derivadas del tensor de Weyl se convierten en términos
en el borde que no involucran derivadas, y viceversa. Se pondrá en evidencia el caso explícito
de 5 a 4 dimensiones y de 7 a 6 dimensiones.

3.4.1. De 5 a 4 dimensiones
La observación clave está en estudiar un tercer invariante de Weyl de peso tres. En este caso

elegiremos el invariante encontrado por Fefferman y Graham [61]. En el espacio de Einstein de
5 - dimensiones este invariante es

Φ̂5 = |∇̂Ŵ |2 + 16P̂ Ŵ 2 = |∇̂Ŵ |2 − 8

L2
P̂ Ŵ 2 (3.58)

y tiene el mismo peso conforme que las dos contracciones cúbicas del tensor de Weyl. Haciendo
uso de su invariancia de Weyl junto a la estructura del espacio PE/E se encuentra que puede
relacionarse a cantidades de 4 - dimensiones

|∇̂Ŵ |2 − 8

L2
P̂ Ŵ 2 =

x6

L̃2(1− λx2)6

{
|∇W |2 +

2

3
RW 2

}
. (3.59)

Es notable el hecho de que la cantidad |∇W |2+ 2
3RW

2 es exactamente el invariante de Fefferman
- Graham en el espacio de Einstein del borde

Φ4 = |∇W |2 +
2

3
RW 2. (3.60)

Ahora veremos cuál es el efecto de tener un invariante Φ̂5 en el espacio en 5 - dimensiones:

∆S6 =

∫
d5x
√
ĝ
{

Φ̂5

}
. (3.61)

Al introducir explícitamente el determinante ĝ se llega a una integral en la cual hay que
rastrear el término logarítmico que contribuye a la anomalía

∆S6 = L̃

∫
d4x
√
gE

∫
ε

dx
x

(1− λx2)2
Φ4. (3.62)

Al hacer la expansión del denominador es sencillo verificar que no hay aporte a la anomalía.
Lo interesante de esta observación es que este invariante de orden tres en 5 - dimensiones se
relaciona al mismo invariante construido en una dimensión menos (en esta métrica PE/E).

Sintetizando la información mostrada previamente podemos recetar una forma sencilla de
encontrar las anomalías tipo - A y tipo - B holográficamente de 5 a 4 dimensiones:

1. Evaluar la acción en la métrica PE/E con el radio renormalizado de AdS.

2. Escribir la constante cosmológica en términos del radio renormalizado de AdS y recolectar
todos los términos que sean puramente Ricci que harán una constante por el volumen (un
coeficiente multiplicado por 1̂).

3. Escribir todos los términos que sean puramente Weyl (desviaciones del volumen)
mediante identidades de Bianchi y otros en términos del conjunto de invariantes de Weyl
Ŵ 2, Ŵ 3, Ŵ ′3, Φ̂5, Ŵ

4.
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4. Leer los coeficientes que acompañan a la Q - curvatura (tipo - A) y Ŵ 2. Ésto, módulo un
factor que multiplica a la acción gravitacional, nos permite resumir en una receta simple
el cómo identificar los coeficientes de las anomalías

{
1̂, Ŵ 2, Ŵ ′3, Ŵ 3, Φ̂5, Ŵ

4, ...
}
→
{

1

16
Q4,W

2, 0, 0, 0, 0, ...

}
. (3.63)

Ahora tabularemos las contribuciones de los distintos términos cuadráticos y cúbicos que
pueden estar presente en la acción gravitacional:

Términos cuadráticos no triviales

3.1: Tabla de términos cuadráticos en 5D

Invariante de curvatura 1̂/L̃4 Ŵ 2

R̂ 2 400 −
R̂abR̂

ab 80 −
R̂abcdR̂

abcd 40 1

Tabla elaborada por el autor

Términos cúbicos no triviales

3.2: Tabla de términos cúbicos en 5D

Invariante de curvatura 1̂/L̃6 Ŵ 2/L̃2 Ŵ ′ 3 Ŵ 3 Φ̂5

R̂ 3 −8000 − − − −
R̂R̂abR̂

ab −1600 − − − −
R̂R̂abcdR̂

abcd −800 −20 − − −
R̂ b
a R̂

c
b R̂

a
c −320 − − − −

R̂abR̂cd R̂
acbd −320 − − − −

R̂ab R̂
acdeR̂bcde −160 −4 − − −

R̂ cd
ab R̂ ef

cd R̂ ab
ef −80 −6 − 1 −

−R̂abcdR̂aecf R̂b de f −60 3/2 −1 − −
∇̂aR̂bcde∇̂aR̂bcde − 8 − − 1

Tabla elaborada por el autor

3.4.2. De 7 a 6 dimensiones

Pondremos atención nuevamente al invariante de Fefferman y Graham pero ahora en 7 -
dimensiones. En este caso

Φ̂7 = |∇̂Ŵ |2 + 16P̂ Ŵ 2 = |∇̂Ŵ |2 − 8

L̃2
Ŵ 2 (3.64)

y su peso conforme sigue siendo equivalente al de los otros invariantes cúbicos Ŵ 3 y Ŵ ′3.
Haciendo uso de la invariancia bajo reescalamientos de Weyl junto a la estructura de la métrica
PE/E se encuentra

|∇̂Ŵ |2 − 8

L̃2
Ŵ 2 =

x6

L̃6(1− λx2)6

{
|∇W |2 +

4

15
RW 2

}
. (3.65)
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Al igual que el caso de 5 a 4 dimensiones, el término
{
|∇W |2 + 4

15RW
2
}

es exactamente el
invariante de Fefferman y Graham en la métrica del borde 6 - dimensional

Φ6 =

{
|∇W |2 +

4

15
RW 2

}
. (3.66)

Veamos ahora cuál es el aporte a la anomalía al agregar Φ̂7 al bulk

∆S6 =

∫
d7x
√
ĝ
{

Φ̂7

}
. (3.67)

Nuevamente la contribución a la anomalía se identifica detectando el término logarítmico en la
integral de volumen

∆S6 = L̃

∫
d6x
√
gE

∫
ε

dx

x
Φ6. (3.68)

mostrando así que la contribución a la anomalía de traza en 6 - dimensiones es

(4π)3〈T 〉 = −64π3L̃Φ6 (3.69)

Estas observaciones se pueden resumir en la siguiente receta para el cálculo de anomalías de
traza vía holográfica:

Evaluar la acción en la métrica PE/E con el radio renormalizado de AdS.

Escribir la constante cosmológica en términos del radio renormalizado y recolectar todos
los términos que sean puramente Ricci factor del volumen (1̂).

Escribir las desviaciones del volumen (términos ligados a las potencias de Weyl) como
combinación de los tres invariantes cúbicos Ŵ ′3,Ŵ 3 y Φ̂7.

Leer los coeficientes de la Q - curvatura (anomalía tipo - A) y de los tres invariantes de
Weyl mencionados.{

1̂, Ŵ ′3, Ŵ 3, Φ̂7, Ŵ
4, ...

}
→
{
− 1

384
Q6, I1, I2,Φ,0, ...

}
(3.70)

Con ésto se obtiene el coeficiente de anomalía tipo - A a junto a tres coeficientes
“desplazados” de anomalía tipo - B, c̃1, c̃2, c̃3

(4π)3〈T 〉 = −48aQ6 + c̃1I1 + c̃2I2 + c̃3Φ3 (3.71)
= −48aQ6 + (c1 + 16c3 + 32a)I1 + (c2 − 4c3 − 56a)I2(3c3 + 24a)Φ6.

Para encontrar los coeficientes reales {a, c1, c2, c3} basta con resolver un sistema de
ecuaciones simple2.

2Esta relación es exacta salvo una derivada total en el espacio Einstein del borde de 6 - dimensiones. En
general esta igualdad contiene términos adicionales que involucran al tensor de Cotton, tensor de Bach, tensor
de Schouten y la parte sin traza del tensor de Ricci
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Se resume en las siguientes tablas el aporte a la anomalía de traza

Invariantes cuadráticos

3.3: Tabla de invariantes cuadráticos en 7D

Invariante de curvatura 1̂/L̃6 Ŵ ′ 3 Ŵ 3 Φ̂7

R̂ 2/L̃2 1764 − − −
R̂abR̂

ab/L̃2 252 − − −
R̂abcdR̂

abcd/L̃2 84 1 −1/4 1/4

ŴabcdŴ
abcd/L̃2 − 1 −1/4 1/4

Tabla elaborada por el autor

Invariantes cúbicos

3.4: Tabla de invariantes cúbicos en 7D

Invariante de curvatura 1̂/L̃6 Ŵ ′ 3 Ŵ 3 Φ̂7

R̂ 3 −74088 − − −
R̂R̂abR̂

ab −10584 − − −
R̂R̂abcdR̂

abcd −3528 −42 21/2 −21/2

R̂ b
a R̂

c
b R̂

a
c −1512 − − −

R̂abR̂cd R̂
acbd −1512 − − −

R̂ab R̂
acdeR̂bcde −504 −6 3/2 −3/2

R̂ cd
ab R̂ ef

cd R̂ ab
ef −168 −6 5/2 −3/2

−R̂abcdR̂aecf R̂b de f −210 1/2 −3/8 3/8

∇̂aR̂bcde∇̂aR̂bcde − 8 −2 3

Tabla elaborada por el autor

3.5. Comparando resultados
En esta sección mostraremos que la anomalía de traza obtenida por este mecanismo es

equivalente a las reportadas previamente.

3.5.1. Gravedad con términos cuadráticos en curvatura
Históricamente fue este el caso en que se evidencia el accidente “a = c” para los términos de

anomalía de traza en 5 - dimensiones. Consideremos para ésto el caso más general, cuya acción
es

S[ĝ] = −−1

2l3p

∫
d5x
√
ĝ
{
R̂− 2Λ̂ + αL2R̂2 + βL2R̂2

ic + γL2R̂2
iem

}
. (3.72)

Siguiendo el procedimiento detallado en la sección anterior evaluaremos esta acción en la métrica
PE/E de la que fácilmente se obtiene la siguiente acción

SPE/E =
−1

2l3p

∫
d5x
√
ĝ

{
− 20

L̃2
+

12

L̃2
+

400αL2

L̃4
+

80βL2

L̃4
+

40γL2

L̃4
+ γL2Ŵ 2

}
. (3.73)

Desde la traza de la ecuación de movimiento se sigue que la ecuación que debe satisfacer la
razón f∞ = L2/L̃2 es

0 = 1− f∞ +
20α+ 4β + 2γ

3
f2
∞, (3.74)
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solución que luego de reescribir todas las constantes en términos de f∞ y al introducirse en la
acción

SPE/E =
−1

2l3p

∫
d5x
√
ĝ

{
−8

1− (40α+ 8β + 4γ)f∞

L̃2
+ γL2Ŵ 2

}
. (3.75)

Ahora rápidamente se encuentra la traza del tensor de energía - momentum (salvo un factor
común −(4π)2L̃5)

(4π)2〈T 〉 = −4π2L̃3

l3p
[1− (40α+ 8β + 4γ)f∞)]Q4 +

8π2L̃3

l3p
γf∞W

2. (3.76)

De esta expresión leemos entonces la anomalía de traza

a =
π2L̃3

l3p
[1− 4(10α+ 2β + γ)f∞] (3.77)

c− a =
8π2L̃3

lp
γf∞, (3.78)

y además vemos que a nivel linealizado a cambiará significativamente mientras que c − a se
mantendrá igual debido a que ya se encuentra a orden lineal

a =
π2L̃3

l3p
[1− 5(10α+ 2β + γ)] (3.79)

c− a =
8π2L̃3

lp
γ. (3.80)

3.5.1.1. Caso particular I: Gauss - Bonnet

Ésta es una combinación específica de términos cuadráticos en curvatura R̂2 − 4R̂2
ic + R̂2

iem.
Para describirla basta con elegir por coeficientes a α = γ = λGB y β = −2λGB y ésto hace que
el radio renormalizado de AdS sea la raiz positiva de la ecuación cuadrática siguiente

0 = 1− f∞ + λGBf
2
∞ (3.81)

de la que se desprenden los respectivos coeficientes de la anomalía

a =
π2L̃3

l3p
[1− 6λGBf∞] (3.82)

c− a =
4π2L̃3

l3p
λGBf∞. (3.83)

Siguiendo la prescripción mencionada, los coeficientes a nivel linealizado son

a ' π2L̃3

l3p

[
1− 15

2
λGB

]
(3.84)

c− a ' 4π2L̃3

l3p
λGB . (3.85)
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3.5.1.2. Caso particular II: gravedad crítica.

La acción correspondiente a gravedad crítica en 5 - dimensiones es

S[ĝ] = − 1

2l3p

∫
d5x
√
ĝ

{
R̂− 2Λ̂− L2

8
Ŵ 2

}
. (3.86)

Dado que el tensor de Weyl es nulo en AdS, no hay corrección a la anomalía de tipo - A y
L̃ = L (es decir f∞ = 1). Una segunda observación es que la corrección c− a, con γ = −1/8, es
exactamente −a poniendo en evidencia que el coeficiente de anomalía tipo B es nulo

a = π2L3

l3p
y c = 0 (3.87)

3.5.2. Corrección más general a RG en 5D con términos cuadráticos
y cúbicos en curvatura.

Consideremos ahora los términos cúbicos en curvatura

S[ĝ] = − 1

2l3p

∫
d5x
√
ĝ

 12

L2
+ R̂+ L2

3∑
i=1

u2,iÎ2,i + L4
8∑
j=1

u3,j Î3,j + L4u3,0Î3,0

 (3.88)

en donde los respectivos Îi,j están dadas por las siguientes contracciones en curvatura:

Î2,1 = R̂2
iem, Î2,2 = R̂2

ic, Î2,3 = R̂2, Î3,1 = R̂iem3,

Î3,2 = R̂
′3
iem + 1

4 R̂
3
iem, Î3,3 = −R̂icR̂2

iem, Î3,4 = R̂R̂2
iem, Î3,5 = R̂iemR̂

2
ic,

Î3,6 = R̂3
ic, Î3,7 = R̂R̂2

ic, Î3,8 = R̂3, Î3,0 = |∇̂R̂iem|2.
(3.89)

Es sencillo ver que el término I3,0 contribuye únicamente a la anomalía de tipo - B mientras
que los términos que son combinaciones del tensor de Ricci Î2,2, Î2,3, Î3,5, Î3,6, Î3,7 y Î3,8 sólo
contribuyen a la anomalía de tipo - A.
El polinomio de la ecuación para encontrar a f∞ ahora es

0 = 1− f∞ +
1

3
(2u2,1 + 4u2,2 + 20u2,3) f2

∞

+
1

3
(4u3,1 − 2u3,2 − 8u3,3 + 40u3,4 + 16u3,5 + 16u3,6 + 80u3,7 + 400u3,8) f3

∞.

(3.90)

Si llamamos por u2 = 2u2,1+4u2,2+20u2,3 y u3 = 4u3,1−2u3,2−8u3,3+40u3,4+16u3,5+16u3,6+
80u3,7 + 400u3,8 entonces las respectivas anomalías serán encontradas desde las relaciones

a =
π2L̃3

l3p

(
1− 2u2f∞ + 3u3f

2
∞
)

(3.91)

c− a =
8π2L̃3

l3p
f∞ (v2 − v3f∞) (3.92)

donde v2 = u2,1 y v3 = 6u3,1 + 3u3,2 − 4u3,3 + 20u3,4 − 8u3,0.

Para obtener el resultado a nivel linealizado basta con expandir el coeficiente f∞ y el término
f
−3/2
∞ de L̃3:

f∞ ' 1 +
1

3
u2 +

1

3
u3 (3.93)
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a ' π2L3

l3p

(
1− 5

2
u2 +

5

2
u3

)
(3.94)

c− a ' 8π2L3

l3p
(v2 − v3) (3.95)

Todos estos resultados están acorde a lo reportado en la literatura [20], [105], [97].

3.5.3. Quartic quasi - topological gravity 5D
El último ejemplo a considerar en 5 - dimensiones es una acción gravitacional construida a

partir de invariantes algebraicos de cuarto orden en la curvatura (más detalles en [46])

S[ĝ] =
−1

2l3p

∫
d5x
√
ĝ

{
12

L2
+ R̂+

λL2

2
L̂2 +

7µL4

4
L̂3 +

νL6

21024
L̂4

}
. (3.96)

En ésta L̂2 es la densidad lagrangeana de Gauss - Bonnet. Los términos L̂3 y L̂4 son dados
respectivamente por

L̂3 = −R̂
′3
iem +

3

8
R̂R̂2

iem −
9

7
R̂icR̂

2
iem +

15

7
R̂iemR̂

2
ic +

18

7
R̂3
ic −

33

14
R̂R̂2

ic +
15

56
R̂3 (3.97)

L̂4 = −1404R̂4
iem + 1848R̂2

icR̂
2
iem − 25536R̂R̂3

ic − 7422(R̂iem)2 + 24672R̂4
ic − 5472R̂R̂icR̂icR̂iem

+ 77184R̂icR̂icR̂icR̂iem − 85824R̂icR̂icR̂iemR̂iem − 41472R̂icR̂icR̂iemR̂
′
iem − 690R̂4

+ 1788R̂2R̂2
iem + 6936R̂2R̂2

ic + 7296R̂icR̂iemR̂iemR̂iem + 42480R̂
′4
iem.

(3.98)
Ahora tabulamos la contribución de los términos de cuarto orden en curvatura:

3.5: Tabla de términos cuárticos en 5D

Invariante de curvatura 1̂/L̃8 Ŵ 2/L̃4 Ŵ
′3/L̃2 Ŵ 3/L̃2 Φ̂5/L̃

2

R̂4
iem 160 24 − −8 −

R̂2
icR̂

2
iem 3200 80 − − −

R̂R̂3
ic 6400 − − − −

(R̂2
iem)2 1600 80 − − −
R̂4
ic 1280 − − − −

R̂R̂icR̂icR̂iem 6400 − − − −
R̂icR̂icR̂icR̂iem 1280 − − − −
R̂icR̂icR̂iemR̂iem 320 8 − − −
R̂icR̂icR̂iemR̂

′
iem 1280 − − − −

R̂4 160000 − − − −
R̂2R̂2

iem 16000 400 − − −
R̂2R̂2

ic 32000 − − − −
R̂icR̂iemR̂iemR̂iem 320 24 − −4 −

R̂′4iem 280 6 −4 −1 −

Tabla elaborada por el autor

Haciendo uso de la información dada en las tablas 3.1, 3.2 y 3.5 notaremos que el polinomio
a resolver para encontrar el radio renomalizado de AdS es

0 = 1− f∞ + λf2
∞ + µf3

∞ + νf4
∞. (3.99)
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Siguiendo la receta descrita con anterioridad dejamos L en términos de L̃ y f∞. Las correspon-
dientes anomalías serán

a =
π2L̃3

l3p

[
1− 6λf∞ + 9µf2

∞ + 4νf3
∞
]

(3.100)

c− a =
4π2L̃3

l3p

[
λ− 3µf∞ − 2νf2

∞
]
f∞, (3.101)

todo ésto en acuerdo con los resultados reportados en [46].

3.5.4. Acción gravitacional más general en 7D que incluye correcciones
cuadráticas y cúbicas en curvatura.

La acción que describe a esta teoría es

S[ĝ] = − 1

2l5p

∫
d7x
√
ĝ

 30

L2
+ R̂+ L2

3∑
i=1

u2,iÎ2,i + L4
8∑
j=1

u3,j Î3,j + L4u3,0Î3,0

 (3.102)

y la observación es similar a la vista en el caso 5 - dimensional. El único término que no con-
tribuye a la anomalía de tipo - B es Î3,0 mientras que los términos que aportan a ésta son
Î2,2, Î2,3, Î3,5, Î3,6, Î3,7 y Î3,8.

El polinomio a resolver para el radio renormalizado de AdS estará dado por

0 = 1− f∞ +
3

5
u2f

2
∞ −

1

5
u3f

3
∞ (3.103)

en donde u2 = 2u2,1 + 6u2,2 + 42u2,3 y u3 = 4u3,1 − 4u3,2 − 12u3,3 + 84u3,4 + 36u3,5 + 36u3,6 +
252u3,7 + 1764u3,8.

Siguiendo el proceso descrito, reemplazamos L en términos de L̃ y f∞ y podemos leer clara-
mente el valor de la anomalía tipo - A

a = −π
3L̃5

48l5p

[
1− 2u2f∞ + 3u3f

2
∞
]

(3.104)

y los coeficientes “desplazados” de anomalía tipo - B son

c̃1 =
32π3L̃5

l5p
f∞ [u2,1 − 6u3,1f∞ − 2u3,2f∞ + 6u3,3f∞ − 42u3,4f∞ + 8u3,0f∞] (3.105)

c̃2 = −8π3L̃5

l5p
f∞ [u2,1 − 10u3,1f∞ − 4u3,2f∞ + 6u3,3f∞ − 42u3,4f∞ + 8u3,0f∞] (3.106)

c̃1 =
8π3L̃5

l5p
f∞ [u2,1 − 6u3,1f∞ − 3u3,2f∞ + 6u3,3f∞ − 42u3,4f∞ + 12u3,0f∞] . (3.107)

A nivel linealizado se expande f∞ y f−5/2
∞ que se desprende de L̃5:

f∞ ' 1 +
3

5
u2 −

1

3
u3 (3.108)

a ' −π
3L̃5

48l5p

[
1− 7

2
u2 +

7

2
u3

]
(3.109)
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c̃1 '
32π3L̃5

l5p
[u2,1 − 6u3,1 − 2u3,2 + 6u3,3 − 42u3,4 + 8u3,0] (3.110)

c̃2 ' −
8π3L̃5

l5p
[u2,1 − 10u3,1 − 4u3,2 + 6u3,3 − 42u3,4 + 8u3,0] (3.111)

c̃1 '
8π3L̃5

l5p
[u2,1 − 6u3,1 − 3u3,2 + 6u3,3 − 42u3,4 + 12u3,0] (3.112)

resultados que nuevamente coinciden con los reportados en la literatura [20], [105], [97].

3.5.4.1. Caso particular: gravedad de Lovelock en 7D.

Ésta es descrita por la siguiente acción gravitacional:

S[ĝ] =
−1

2l5p

∫
d7x
√
ĝ

{
30

L2
+ R̂+

λL2

12
χ̂4 −

µL4

24
χ̂6

}
. (3.113)

en donde χ̂4 = R̂2 − 4R̂2
ic + R̂2

iem es el término de Gauss - Bonnet y χ̂6 es el invariante cúbico
puramente algebraico correspondiente a la densidad de Euler en 6 - dimensiones

χ̂6 = 4R̂3
iem + 8R̂

′3
iem + 3R̂R̂2

iem − 24R̂icR̂
2
iem + 24R̂iemR̂

2
ic + 16R̂3

ic − 12R̂R̂2
ic + R̂3. (3.114)

Al evaluar en la métrica PE/E 7 - dimensional y usando la tabla 3.4 para mostrar el aporte
de cada término cúbico en curvatura muestra la siguiente ecuación para encontrar a f∞:

0 = 1− f∞ + λf2
∞ + µf3

∞. (3.115)

Reemplazando la raiz de esta ecuación y dejando a L̃ se obtiene el siguiente integrando:

−12 + 40λf∞ + 180µf2
∞

L̃
1̂ +

λ+ 5µf∞
12

f∞L̃
4Ŵ 3′

−λ+ 17µf∞
48

f∞L̃
4Ŵ 3 +

λ+ 9µf∞
48

f∞L̃
4Φ̂7.

(3.116)

Ya con ésto se hace sencillo leer las respectivas anomalías de Weyl

a = −π
3L̃5

48l5p

[
1− 10

3
λf∞ − 15µf2

∞

]
(3.117)

c̃1 =
8π3L̃5

3l5p
f∞ [λ+ 5µf∞] (3.118)

c̃2 = −2π3L̃5

3l5p
f∞ [λ+ 17µf∞] (3.119)

c̃3 =
2π3L̃5

3l5p
f∞ [λ+ 9µf∞] , (3.120)

todo ésto de acuerdo a lo reportado en [91].
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3.5.5. Una gravedad cuártica en 7D.
Nuestro último ejemplo de una teoría gravitacional es (según describe [113])

S[ĝ] =
−1

2l5p

∫
d7x
√
ĝ

{
30

L2
+ R̂+

λL2

12
χ̂4 −

µL4

24
χ̂6 +

νL6

48
L̂(4)

}
(3.121)

en donde

L̂(4) = 128L̂1 + 304L̂2 + 164L̂4 − 112L̂6 −
141

2
L̂7 + 128L̂8 − 256L̂9 + 16L̂12 − 192L̂14

+64L̂15 + 128L̂16 +
612

5
L̂17 −

61

5
L̂19 +

64

5
L̂22 −

1224

25
L̂23 −

128

5
L̂24 +

484

25
L̂25 −

57

50
L̂26.

(3.122)
Tabulamos aquí la contribución de los invariantes de cuarto orden en curvatura:

3.6: Tabla de términos cuárticos en 7D

Invariante de curvatura 1̂/L̃8 Ŵ
′3/L̃4 Ŵ 3/L̃2 Φ̂7/L̃

2

L̂1 R̂pqbsR̂ a u
p b R̂

v w
a q R̂uvsw 672 10 −1/2 3/2

L̂2 R̂pqbsR̂ a u
p b R̂

v w
a u R̂qvsw 1344 2 −5/2 3/2

L̂4 R̂pqbsR̂ au
pq R̂ uw

ba R̂suvw 168 12 −7 3

L̂6 R̂pqbsR̂ a
pqb R̂

uvw
s R̂uvwa 1008 24 −6 6

L̂7 (R̂pqbsR̂pqbs)
2 7056 168 −42 42

L̂8 R̂pqR̂bsauR̂ v
b apR̂auvq 1260 −3 9/4 −9/4

L̂9 R̂pqR̂bsauR̂ v
bs pR̂auvq 1008 36 −15 9

L̂12 R̂R̂pqbsR̂aupq R̂bsau 7056 252 −105 63

L̂14 R̂pqR̂bsR̂a up qR̂abus 9072 − − −
L̂15 R̂pqR̂bsR̂aupbR̂auqs 3024 36 −9 9

L̂16 R̂pqR̂bpR̂
sau
qR̂saub 3024 36 −9 9

L̂17 R̂pqR̂pqR̂bsauR̂bsau 21168 252 −63 63

L̂19 R̂2R̂pqbsR̂pqbs 148176 1764 −441 441

L̂22 R̂pqR̂ b
p R̂

s
q R̂bs 9072 − − −

L̂23 (R̂pqR̂pq)
2 63504 − − −

L̂24 R̂R̂pqR̂ b
p R̂qb 63504 − − −

L̂25 R̂2R̂pqR̂pq 444528 − − −
L̂26 R̂4 3111696 − − −

Tabla elaborada por el autor

Al introducir el aporte de cada elemento de las respectivas tablas encontramos la ecuación
polinomial para el radio renormalizado de AdS:

0 = 1− f∞ + λf2
∞ + µf3

∞ + νf4
∞, (3.123)

solución que al ser introducida en la acción y rastrear el término de volumen 1̂ nos permite leer
la anomalía de tipo A

a = −π
3L̃5

48l5p

[
1− 10

3
λf∞ − 15µf2

∞ + 20νf3
∞

]
(3.124)

y con los respectivos invariantes de Weyl, los términos desplazados de anomalía tipo - B:

c̃1 =
8π3L̃5

3l5p
f∞
[
λ+ 5µf∞ − 2νf2

∞
]

(3.125)
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c̃2 =
2π3L̃5

3l5p
f∞
[
λ+ 17µf∞ − 50νf2

∞
]

(3.126)

c̃3 =
2π3L̃5

3l5p
f∞
[
λ+ 9µf∞ − 18νf2

∞
]

(3.127)
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Capítulo 4

Anomalía de traza de operadores
GJMS

Los operadores conformalmente invariantes han sido motivo continuo de estudio tanto desde
la física como en matemática desde el descubrimiento hecho por Cunningham [45] y Bateman [17]
de la invariancia conforme de las ecuaciones de Maxwell a comienzos del siglo XX. También se
agrega a esta lista el operador de Dirac luego de que Pauli haya mostrado la invariancia con-
forme de la ecuación de Dirac para campos sin masa en los años ’40, [116]. El operador más
simple que corresponde al Laplaciano conforme u operador de Yamabe es bien conocido por los
matemáticos por su rol en el problema de Yamabe de preescribir el escalar de curvatura en una
variedad Riemanniana [135].
En el inicio de la década del ’80 fue encontrado por Paneitz [114] otro operador conformalmente
invariante pero ahora de cuarto orden e independientemente por Eastwood y Singer [59], en
relación con la fijación de gauge de las ecuaciones de Maxwell con respecto a la simetría con-
forme. Graham, Jenne, Mason y Sparling [76] mostraron que el operador Laplaciano conforme
y el operador de Paneitz en realidad pertenecen a una familia de operadores diferenciales co-
variantes que además son conformes P2k de orden 2k cuyo término dominante es la k - ésima
potencia del operador laplaciano −∇2, siempre y cuando la dimension d de la variedad sea par
d ≥ 2k. Estos potencias conformes del operador Laplaciano (desde ahora operadores GJMS) se
obtuvieron usando la métrica ambiente de Fefferman - Graham [61], la principal herramienta
para la construcción sistemática de invariantes conformes.

El objetivo de este capítulo será el chequear que nuestra receta holográfica para el cálculo de
anomalías es extendible a nivel de campos libres usando ahora por herramienta el coeficiente del
heat - kernel apropiado dependiendo de la dimensión en la que se estudia éste. De esta forma,
encontraremos la anomalía en 4 - dimensiones usando un espacio de Einstein para tener con qué
contrastar el resultado obtenido con nuestro método en 5 - dimensiones en la métrica PE/E.
Luego repetiremos el mismo procedimiento en un espacio de Einstein 6 - dimensional con su
respectivo cálculo holográfico en la métrica PE/E ahora en 7 - dimensiones.

4.1. Anomalía de traza de operadores GJMS desde espacios
de Einstein

Como fue mencionado anteriormente, los operadores GJMS son operadores de alto orden en
derivadas los que genéricamente pueden escribirse como potencias del operador laplaciano con
correcciones haciendo que podamos escribirlos genéricamente por

P2k = (−∇2)k + términos de menor orden. (4.1)
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Este hecho hace que estos operadores sean poco tratables en general ya que no existe expansión
de heat kernel para operadores de orden arbitrario, sin embargo, éstos pueden factorizarse en
espacios de Einstein y escribirse en términos de operadores Laplacianos desplazados

P2k =

k−1∏
i=0

[
−∇2 + fi(d)R

]
(4.2)

de modo que para rastrear el coeficiente del heat kernel bastará con hacer la convolución de los
operadores de heat kernel individuales y encontrar así el término que buscamos. El factor fi(d)
dependerá de la dimensión a tratar y R corresponde al escalar de curvatura. Denotaremos así
cada factor de la factorización de la forma −∇2 − E, en donde E es un endomorfismo, del que
se puede calcular directamente cada coeficiente del heat kernel al usar el espacio de Einstein.

4.1.1. GJMS en 4D: dos pájaros y un tiro.
En el caso 4 - dimensional y en un espacio de Einstein genérico, los operadores GJMS podrán

factorizarse en el producto de Laplacianos

P2k =

k−1∏
i=0

[
−∇2 +

(2 + i)(1− i)
12

R

]
. (4.3)

Entendemos que para encontrar la anomalía de traza en 4 - dimensiones es necesario rastrear el
coeficiente b4 de la expansión de heat kernel el que puede construirse con la expansión de cada
factor que denotaremos por el índice “i”

1 + b
(i)
2 t+ b

(i)
4 t2 + ... (4.4)

Al considerar E(i) = − (2+i)(1−i)
12 R se tiene que el coeficiente b(i)4 del i - ésimo factor que genera

al operador P2k es

b
(i)
4 =

(
i2(i+ 1)2

288
− 1

2160

)
R2 +

1

180
W 2 (4.5)

y ahora sólo bastará con añadir cada una de las contribuciones para encontrar así el coeficiente
b4 del operador GJMS

A4[P2k] =

k−1∑
i=0

b
(i)
4 =

(
k5

240
− k3

144

)
R2

6
+

k

180
W 2. (4.6)

De aquí es sencillo visualizar que la anomalía de traza para los operadores GJMS es 4 -
dimensiones puede identificarse simplemente observando qué acompaña a los invariantes Q -
curvatura Q4 = R2

24 y W 2.

(4π)2〈T 〉 = −aE4 + cW 2 (4.7)

= −4aQ4 + (c− a)W 2 (4.8)

= −aR
2

6
+ (c− a)W 2 (4.9)

así que basta con comparar y visualizar que los coeficientes a y c de la anomalía de Weyl en 4 -
dimensiones para los operadores GJMS están dados por

ak =
k3

144
− k5

240
(4.10)

ck − ak =
k

180
. (4.11)

58



En este punto debemos remarcar dos cosas. La primera de ellas es que el coeficiente ak es de
orden cinco en “k” como fue calculado en [53] y corroborado mediante la regularización zeta
en [56]. La segunda es que el coeficiente de la anomalía de traza ck − ak es lineal en “k” y
coincide con lo esperado [102] y [103], resultados obtenidos desde los espacios Ricci - flat.

4.1.2. GJMS en 6D: cuatro pájaros de un tiro
El procedimiento para el caso en 6D es similar al hecho previamente salvo que ahora el

coeficiente a rastrear será b6. En el espacio de Einstein genérico en 6 - dimensiones la factorización
de los operadores GJMS será

P2k =

k−1∏
i=0

(
−∇2 +

(3 + i)(2− i)
30

R

)
. (4.12)

El endomorfismo a considerar ahora será E = − (3+i)(2−i)
30 R y denotaremos por ci = (3+i)(2−i)

30 . El
coeficiente de heat kernel que nos será relevante se obtiene de la convolución del heat kernel para
el operador Laplaciano usual con el respectivo término asociado a ci haciendo que el coeficiente
para el factor i - ésimo sean

b
(i)
6 = −c

3
i

6
R3 +

c2i
12
R3 − ci

(
1

180
RRiem2 − 1

180
RRic2 +

1

72
R3

)
+

1

7!

(
− 3|∇Riem|2 +

44

9
Riem3 − 80

9
Riem′3 − 16

3
RicRiem2 (4.13)

+
14

3
RRiem2 − 8

3
RiemRic2 +

8

9
Ric3 − 14

3
RRic2 +

35

9
R3

)
. (4.14)

En los espacios de Einstein hay muchas simplificaciones y el término de anomalía de tipo
- A junto a los tres de anomalía tipo - B permanecen independientes. Consideramos entonces
a este espacio de Einstein genérico de modo que los términos asociados al tensor de Ricci, Q
- curvatura y otros se reduzcan únicamente a múltiplos de R3 y los respectivos invariantes se
reducen a I1 = W ′3, I2 = W 3 mientras que el tercero de ellos lo hará a I3 = W∇2W − 8

15RW
2

salvo una derivada total 3
2∇

2W 2 que será omitida. La base de los invariantes para las anomalías
se simplifica tremendamente ya que el tensor de Cotton, tensor de Bach y la parte sin traza del
tensor de Ricci se anulan dejando sólo a los cuatro términos ya mencionados.

A6 = −aE6 + c1I1 + c2I2 + c3I3

= −48aQ6 + (c1 − 96a)I1 + (c2 − 24a)I2 + (c3 + 8a)I3

= −16a
R3

75
+ (c1 − 96a)I1 + (c2 − 24a)I2 + (c3 + 8a)I3 (4.15)

En las siguientes tablas se muestran las contribución de cada término cúbico a los coeficientes
de la anomalía:

Luego de introducir el aporte de cada uno de los términos mostrados en la tabla al coeficiente
i - ésimo del heat kernel para sumar todos ellos encontramos lo siguiente:

7! A6[P2k] = 7!

k−1∑
i=0

b
(i)
6 (4.16)

= −16

(
−3k7 + 21k5 − 28k3

144

)
R3

75

+
14(k3 − k)

9
(4I1 − I2 − I3)− k

9
(24I1 − 30I2 − 13I3)
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Tabla 4.1: Tabla de invariantes cúbicos en 6D

Invariante de curvatura Q6 = R3/225 I1 I2 I3
A10 R 3 225 − − −
A11 RRic 2 75/2 − − −
A12 RRiem 2 15 20 −5 −5
A13 Ric 3 25/4 − − −
A14 RiemRic 2 25/4 − − −
A15 RicRiem 2 5/2 10/3 −5/6 −5/6
A16 Riem 3 1 4 0 −1
A17 −Riem′ 3 1 −2 1/4 1/4
A5 |∇Riem|2 − −32/3 8/3 5/3

Tabla elaborada por el autor

de donde se puede leer cada coeficiente de la anomalía mediante un sistema de ecuaciones simple

7!ak = −3k7 − 21k5 + 28k3

144
(4.17)

7!(c1,k − 96ak) =
8

9
k(7k2 − 10) (4.18)

7!(c2,k − 24ak) = −2

9
k(7k2 − 22) (4.19)

7!(c3,k + 8ak) = −1

9
k(14k2 − 27). (4.20)

El polinomio ak corresponde al encontrado en la expresión genérica en [53] y corroborado me-
diante regularización zeta en [99].

4.2. Anomalía de traza de operadores GJMS mediante mé-
todo holográfico

Ahora para realizar el cálculo usando nuestro método necesitamos conocer el dual gravita-
cional de los operadores GJMS, que no son más que campos escalares con masa bien definida
en términos del orden del operador en el borde. Así, la relación holográfica entre las respectivas
funciones de partición es

Z
(−)
MS

Z
(+)
MS

∣∣∣∣
PE

= ZGJMS

∣∣∣∣
E

(4.21)

donde la acción efectiva a 1 - loop estará dada por el determinante del campo escalar con masa
m2
k = −d

2

4 + k2,

Z
(+)
MS

∣∣∣∣
PE

=
[
det{−∇̂2 +m2

k}
]−1/2

(4.22)

Ahora simplemente podemos usar la expansión del heat kernel del campo escalar sin masa (ver
apéndice A) para recolectar los términos asociados y luego rastrear la contribución de cada uno
de ellos a la anomalía de traza.
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4.2.1. GJMS en 4D: dos pájaros de un tiro (holográfico)

Nuevamente ponemos énfasis en que lo importante es poder escribir los coeficientes del heat
kernel para el campo escalar cuya masa será en este caso m2

k = 1 − k2. Sin embargo, lo que sí
conocemos bien es esta expansión del campo escalar cuya masa es nula

Tre∇̂
2t

∣∣∣∣
PE

=
1

(4πt)5/2

{
1− 10

3
t+

16

3
t2 +

1

180
Ŵ 2t2

− 16

3
t3 − 1

45
Ŵ 2t2 − 1

7!

(
80

9
Ŵ ′3 − 44

9
Ŵ 3 + 3Φ̂5

)
t3 +O(t4)

}
=

e−4t

(4πt)5/2

{
1 +

2

3
t+

1

180
Ŵ 2t2

− 1

7!

(
80

9
Ŵ ′3 − 44

9
Ŵ 3 + 3Φ̂5

)
t3 +O(t4)

}
. (4.23)

Al combinar ésto con el término de masa correspondiente se puede observar que los dos primeros
términos corresponden a la expansión WKB exacta en AdS5 la que para el campo escalar con
masa m2

k = k2 − 4

Tre{∇̂
2−k2+4}t

∣∣∣∣
AdS5

=
1 + 2

3 t

(4πt)5/2
e−k

2t (4.24)

y ahora sólo nos resta encontrar la contribución de Ŵ 2. Podemos ver además que los términos
restantes dependen todos del tensor de Weyl de modo que es necesario reescribir éstos y rastrear
aquella contribución que nos interesa. En particular se encuentra que la parte Weyl - dependiente
es

b̂4 ∼
1

180
Ŵ 2 (4.25)

y

b̂6 ∼
1

7!

(
−3|∇̂R̂iem|2 +

44

9
R̂iem3 − 80

9
R̂iem′3 − 16

3
R̂icR̂iem2 (4.26)

+
14

3
R̂R̂iem2 − 8

3
R̂iemR̂ic2 +

8

9
R̂ic3 − 14

3
R̂R̂ic2 +

35

9
R̂3

)
el que puede reescribirse en términos de Ŵ 2 y los invariantes cúbicos

b̂6 ∼ −
1

45
Ŵ 2 − 1

7!

(
80

9
Ŵ ′3 − 44

9
Ŵ 3 + 3Φ̂5

)
. (4.27)

De este último sólo nos interesa la contribución a Ŵ 2 dado que los términos cúbicos, en el
caso de la anomalía de traza 4 - dimensional, no contribuyen. Podemos decir incluso que esta
expansión es WKB - exacta, es decir, el término de Ŵ 2 del coeficiente b̂6 de la expansión puede
absorberse en un único término común con la exponencial e−4t viendo así que la expansión en
la métrica PE nos entrega el siguiente lagrangeano efectivo a 1 - loop∫ ∞

0

dt

t5/2
e−k

2t

{
1 +

2

3
t+

1

180
Ŵ 2t2 + ...

}
(4.28)

donde como mencionamos previamente, no hay contribución de las potencias más altas del
tensor de Weyl al menos en 4D. Luego de integrar en el tiempo propio se obtiene el siguiente
lagrangeano efectivo a 1 - loop (salvo un factor de normalización)
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L(GJMS)
1−loop =

4

3

(
k5

5
− k3

3

)
· 1̂ +

k

180
Ŵ 2 (4.29)

y ahora sólo basta usar nuestra prescripción, encontrando que las anomalías de traza para estos
operadores en 4D son

A4[P2k] = −
(
k3

144
− k5

240

)
Q4 +

k

180
(4.30)

lo que está en perfecto acuerdo con lo mostrado en las ecuaciones (4.10) y (4.11).

4.2.2. GJMS en 6D: cuatro pájaros de un tiro (holográfico)

Para encontrar la anomalía de los operadores GJMS en 6 - dimensiones bastará con replicar
el cálculo realizado en la sección previa teniendo en consideración algunas variantes: ahora la
masa del dual gravitacional de los respectivos operadores es m2

k = k2−9 y además debemos dar-
le importancia a los invariantes cúbicos y a la respectiva contribución a los términos de anomalía.

El operador de heat - kernel para el campo escalar sin masa en 7D es ahora

Tre∇̂
2t

∣∣∣∣
PE

=
1

(4πt)7/2

{
1− 7t+

707

30
t2 +

1

180
Ŵ 2t2

− 501

30
t3 − 1

7!

(
1916

9
Ŵ ′3 − 503

9
Ŵ 3 + 54Φ̂7

)
t3 +O(t4)

}
(4.31)

En este punto separamos un término de Ŵ 2 proveniente de los términos cúbicos (ver derivadas
totales en apéndice A) y dejamos los términos cúbicos resultantes

Tre∇̂
2t

∣∣∣∣
PE

=
1

(4πt)7/2

{
1− 7t+

707

30
t2 +

1

180
Ŵ 2t2

− 501

30
t3 − 1

20
Ŵ 2 +

1

7!

(
352

9
Ŵ ′3 − 64

9
Ŵ 3 + 9Φ̂7

)
t3 +O(t4)

}
=

e−9t

(4πt)7/2

{
1 + 2t+

16

15
t2 +

1

180
Ŵ 2t2

+
1

7!

(
352

9
Ŵ ′3 − 64

9
Ŵ 3 + Φ̂7

)
t3 +O(t4)

}
. (4.32)

Podemos ver de esta última ecuación que el factor e−9t absorbe al término 1
20Ŵ

2 cuyo origen
está en el término b̂6 de la expansión, haciendo ahora el lagrangeano efectivo a 1 - loop de los
operadores GJMS en la métrica PE sea

∫
dt

t9/2
e−k

2t

{
1 + 2t+

16

15
t2 +

1

180
Ŵ 2t2

+
1

7!

(
352

9
Ŵ ′3 − 64

9
Ŵ 3 + 9Φ̂7

)
t3 + ...

}
(4.33)

donde nuevamente hacemos énfasis en que las potencias más altas en curvatura no contribuyen
a la anomalía de traza 6D. Luego de la integración en el tiempo propio se encuentra la acción
efectiva a 1 - loop
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L(GJMS)
1−loop =

8

315

(
−3k7 + 21k5 − 28k3

)
· 1̂

− 14k3

3 · 7!
·
(

4Ŵ ′3 − Ŵ 3 + Φ̂7

)
+

k

9 · 7!
·
(

352Ŵ ′3 − 64Ŵ 3 + 81Φ̂7

)
. (4.34)

Siguiente nuestra prescripción podemos leer fácilmente cuál es la anomalía de traza para los
operadores GJMS

7!A6[P2k] = −48 · −3k7 + 21k5 − 28k3

144
Q6

− 14

3
(4I1 − I2 + Φ6) +

k

9
(352I1 − 64I2 + 71Φ6) (4.35)

evidenciando que están en acuerdo con lo calculado en la ecuaciones (4.17),(4.18), (4.19) y (4.20).
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Capítulo 5

Anomalía de traza para campos de
espín alto en 4D

En esta sección intentaremos hacer el cálculo holográfico de las anomalías de Weyl para los
campos de espín alto que poseen simetría conforme, las que son teorías de gauge con un número
infinito de tensores simétricos sin traza cuyo rango se extiende desde el 0 al infinito, en cual-
quier dimensión d > 2. El origen de éstas parte de las observaciones de que los lagrangeanos del
fermión de espín 1/2 sin masa y del campo vectorial de espín 1 son conformalmente invariantes
es d = 4. Esta propiedad no es compartida por los campos estándar sin masa de espín 3/2, 5/2
y de orden mayor pero dada la potencial importancia de la condición de invariancia conforme
se busca un modelo alternativo para los campos de espín alto que sí la compartan. Al ceder con
la unitariedad de la teoría se encuentra que existen campos conformes de derivadas altas como
el gravitón de Weyl y el gravitino conforme [22, 93]. Los campos de espín alto conformes (CHS
desde ahora) son generalizaciones de éstos pero con espín mayor s > 2 [66].
las teorías CHS describen campos “puros” de espín alto a través de una acción local con invarian-
cia de gauge maximal las que además, debido a requerimientos de localidad, son de derivadas
altas y cuyo término cinético son de la forma Ds = ∂2sPs en donde Ps es el proyector (transverso
y sin traza) de espín s.
La acción efectiva a 1 - loop en general no será invariante de Weyl de modo que habrá anomalía
de Weyl no - trivial para éstos, hecho bien conocido para los ejemplos clásicos: fermión sin masa,
campo de Maxwell, gravitón de Weyl y gravitino conforme [38,43,44,63,64,130].
Por otra parte el requerimiento clave es la preservación de todas las simetrías de gauge, inclu-
yendo la conforme, lo que conlleva a la cancelación de todas las anomalías de Weyl [66].

5.1. Cálculo de anomalías en el borde 4D.

Antes de adentrarnos en el cálculo de las anomalías mediante nuestro método holográfico
haremos una re - derivación de éstas en base a la factorización del operador cinético de los CHS
en espacios de Einstein [132]. Ésto nos permitirá validar los resultados generales obtenidos para
los coeficientes del heat kernel en el Apéndice B.
El coeficiente de heat kernel, en general, no está disponible para el operador cinético de los
CHS pero fue obtenido asumiendo que éste factoriza en espacios de Einstein como extensión a
lo notado para el gravitón de Weyl. En particular, en espacios Ricci - flat se conoce el siguiente
ansatz en términos del laplaciano de Lichnerowicz actuando en tensores totalmente simétricos
y sin traza

ZCHS

∣∣∣∣
Ricci-flat

=

[(
det

T

{
−∇2

s−1 − (s− 1)(s− 2)W
})s+1

(det
T
{−∇2

s − s(s− 1)W})s

]1/2

(5.1)
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La contribución de cada laplaciano de Lichnerowiz al término cuadrático de Weyl en el coeficiente
b4 del heat kernel, cuyo coeficiente numérico denotaremos por β, tiene contribución de tres partes
para el campo no restringido

b
(s)
4 ∼ 1

180
tr
V
{I

s
}W 2 +

1

12
tr
V
{Ω2

s}+
1

2
tr
V
{E2

s} (5.2)

∼ βsW 2 =
1

180

(
s+ 3

3

)
W 2 − 1

12

(
s+ 4

5

)
W 2 +

3

2

(
s+ 5

7

)
W 2

en donde se ha usado el resultado general desarrollado en el Apéndice B para las trazas men-
cionadas. Ahora para obtener la parte de tensores simétricas y sin traza que entra en el ansatz
hemos de sustraer la traza

βTs = βs − βs−2 =
(s+ 1)2

720
(3s4 + 12s3 − 2s2 − 28s+ 4) (5.3)

y finalmente, el coeficiente que acompaña al término de W 2 estará dado por s contribuciones
de espín s sin traza al que se le deben quitar s+ 1 términos de espín s− 1

β
CHS

s = s · β
T

s − (s+ 1) · β
T

s−1 (5.4)

=
s(s+ 1)

720
(15s4 + 30s3 − 30s2 − 45s+ 4).

De esta forma, luego de asumir la factorización es espacios de Einstein 4D, la anomalía de tipo
- B para los CHS estará dada por la relación

cs − as =
νs (15ν2

s − 45νs + 4)

720
(5.5)

en donde νs = s(s + 1) corresponde al número de grados de libertad dinámicos de los campos
CHS.

5.2. Cálculo de anomalía mediante holografía en 5D.
Nuestro objetivo ahora es calcular la anomalía de traza para los campos conformes de es-

pín alto (CHS) en 4 - dimensiones haciendo uso de nuestra receta holográfica. Estos campos
tendrán por dual gravitacional (en 5 - dimensiones) a campos de espín alto con masa (MHS)
más conocidos como campos de Frondal. En [71] fue considerada por primera vez esta relación
considerando los campos de Fronsdal en el bulk AdS5 mientras que los campos CHS están en el
borde S4

Z−MHS

Z+
MHS

∣∣∣∣
AdS5

= ZCHS |S4 (5.6)

Dado que nuestro interés es la anomalía conforme, hacemos mención que la anomalía de tipo - A
para los campos CHS en 4D fue encontrada correctamente usando métodos holográficos. En AdS
el volumen factorizado y la anomalía holográfica están dadas por la anomalía de volumen por la
acción efectiva a 1 - loop de los campos MHS, hecho ya conocido en [36], [37]. En términos de la
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cantidad de grados de libertad dinámicos de los campos de gauge CHS νs = s(s+ 1), anomalía
de tipo - A puede resumirse en el siguiente polinomio cúbico

as =
ν2
s (14νs + 3)

720
. (5.7)

Este mismo resultado fue logrado en un cálculo vía heat kernel en el borde S4 [132] explotando
la factorización del término cinético de los CHS (de derivadas altas) en producto de laplacianos.
El término relevante del heat kernel de cada factor es b4 y la contribución total es acorde a lo
reportado al cálculo holográfico. Más aún, al asumir que el término cinético de los CHS factoriza
en espacios Ricci - flat, influenciado por lo conocido para el gravitón de Weyl, se nos permite
calcular la anomalía de tipo - B

cs − as =
νs(15ν2

s − 45νs + 4)

720
(5.8)

resultado que no tiene una contraparte holográfica. De hecho, la anomalía de tipo - B no se ha
llevado a cabo de forma holográfica en todos los trabajos ya mencionados.

Mostraremos explícitamente el cálculo para los campos de espín s = 1 y s = 2 para pos-
teriormente mostrar que, asumiendo un acople tipo Lichnerowicz para el dual gravitacional, se
obtendrán los términos de anomalía ya reportados.

5.2.1. Campo de Maxwell
Comenzaremos mostrando el detalle del cálculo holográfico para el campo de Maxwell co-

rrespondiente a s = 1. La fórmula holográfica para este campo es

Z(−)
1

Z(+)
1

∣∣∣∣∣
PE

= ZMaxwell|E (5.9)

en donde la acción efectiva a 1 - loop está dada por la razón de determinantes funcionales del
campo físico y los fantasmas correspondientes

Z1|PE =

 det
(
−∇̂2

0

)
det⊥

(
−∇̂2

1 − 4
)
1/2

. (5.10)

Calculamos así el determinante del logaritmo del operador con la ayuda del heat kernel diago-
nalizado. Mostraremos la expansión WKB - exacta del heat kernel reportada en [36], [37] para
el término de espín 0 y el término de espín 1 en AdS5

s = 0: tr e{∇̂
2
0}t
∣∣∣∣
AdS5

=

(
1 + 2

3 t
)

(4πt)5/2
e−4t (5.11)

s = 1: tr⊥ e{∇̂
2
1+4}t

∣∣∣∣
AdS5

=
4
(
1 + 8

3 t
)

(4πt)5/2
e−t (5.12)

Esta información nos permite calcular directamente la anomalía de tipo - A pero, dado que este
espacio es conformalmente plano, la información de la anomalía de tipo - B permanece inaccesible
debido a que el tensor de Weyl es nulo. Consideramos entonces la métrica PE con tensor de Weyl
no nulo. Todos los términos ligados al tensor de Ricci entregarán la misma respuesta que en AdS
la que ya conocemos haciendo que la información relevante para la anomalía de tipo - B asociada
al tensor de Weyl de este espacio motiva a que hagamos un rastreo del cuadrado del tensor de
Weyl.
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El coeficiente del heat kernel de espín 0 que involucran términos cuadráticos en el tensor de
Weyl es el tercer t́ermino b̂(0)

4 y está universalmente dado por

b̂
(0)
4 ∼ 1

180
Ŵ 2. (5.13)

El caso de espín 1 requiere más cuidado debido a que los coeficientes estándar de la expansión del
heat kernel están dados para campos no restringidos, y para nuestro caso, necesitamos extraer
la parte transversa. El coeficiente para los campos no restringidos de espín 1 b

(1)
4 contiene

dos términos que involucran a Ŵ 2: un campo escalar por cada grado de libertad (5 en 5 -
dimensiones) y una contribución de la curvatura Ω̂1 de la conexión de espín para el campo
vectorial (ver apéndice B).

b̂
(1)
4 ∼ trV {IV }

1

180
Ŵ 2 +

1

12
trV {Ω̂2

1} =
5

180
Ŵ 2 − 1

12
Ŵ 2 = − 1

18
Ŵ 2. (5.14)

Conocido ésto calculamos el coeficiente del heat kernel para el campo de espín 1 transverso en
5 - dimensiones quitando el modo longitudinal

s = 1 : b̂
(1,⊥)
4 ∼ − 11

180
Ŵ 2. (5.15)

Se puede chequear que el siguiente coeficiente b̂(1)
6 contiene una parte puramente Ricci que es

capturada por la expansión de la exponencial e−4t haciendo que la expansión del heat kernel
en AdS5 tenga únicamente dos términos. La misma observación ocurre con el término Ŵ 2 en la
métrica PE; el cuarto término de la expansión b̂(1)

6 coincide con la convolución del término b̂(1)
4

y la exponencial e−4t. Los otros términos de la expansión contienen otros invariantes de Weyl
de orden superior y/o con derivadas de éste, los que según nuestra prescripción, no contribuyen
a la anomalía de tipo - B. Al introducir estos ingredientes (heat kernel del campo de s = 1
transverso y fantasma) en (5.10) nos permite calcular el lagrangeano efectivo a 1-loop

∫ ∞
0

dt

t7/2

{
e−t

[
4 +

32

3
t− 11

180
t2Ŵ 2 + ...

]
− e−4t

[
1 +

2

3
t+

1

180
Ŵ 2 + ...

]}
(5.16)

el que luego de la integración en el tiempo propio, hecho que introduce funciones Γ(z), hace que
el lagrangeano efectivo a 1 - loop (salvo un factor común) sea

L(s=1)
1−loop = −16

31

45
1̂− 13

180
Ŵ 2 + ... (5.17)

Siguiendo nuestra prescripción y lo mostrado en la tabla 3.1, ésto está directamente relacio-
nado a las anomalías del campo de Maxwell en 4D. El término de volumen se conecta a la Q -
curvatura y el término Ŵ 2 se vincula al tensor W 2, ambas cantidades en 4 - dimensiones

A4[Maxwell] = −4 · 31

180
Q4 −

13

180
W 2 (5.18)

mostrando así que los términos de la anomalía para el campo de Maxwell 4D están dados por

a1 =
31

180
y c1 − a1 = − 13

180
(5.19)

estando acorde con lo reportado en [38] y [33].
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5.2.2. Gravitón de Weyl

Ahora pondremos nuestra atención al campo de espín 2 que corresponde al gravitón conforme.
Éste, a diferencia del campo de espín 1, cumple que además de ser transverso éste no tiene traza.
La fórmula holográfica para el campo de espín 2 es

Z(−)
2

Z(+)
2

∣∣∣∣∣
PE

= ZWeyl|E (5.20)

en donde la acción efectiva a 1 - loop está ahora dada por la razón entre determinantes del
campo físico y su correspondiente fantasma

Z2|PE =

 det⊥

{
−∇̂2

1 + 4
}

det⊥T

{
−∇̂2

2 − 2− 2Ŵ
}
1/2

(5.21)

La expansión WKB exacta para el heat kernel de espín s = 2 está dada por [36,37]

s = 1: tr⊥ e{∇̂
2
1−4}t

∣∣∣∣
AdS5

=
4
(
1 + 8

3 t
)

(4πt)5/2
e−9t (5.22)

s = 2: tr⊥T e{∇̂
2
2+2}t

∣∣∣∣
AdS5

=
9 (1 + 6t)

(4πt)5/2
e−4t. (5.23)

Fue mostrado en la sección anterior que el contenido de Ŵ 2 del vector transverso (s = 1) es

s = 1 b̂
(1,⊥)
4 ∼ − 11

180
Ŵ 2. (5.24)

mientras que el coeficiente b̂(2)
4 del heat kernel para el campo de espín 2 no restringido contiene

tres contribuciones de Ŵ 2: lo mismo que un campo escalar por cada grado de libertad (5×6/2 =
15 en 5D), una contribución de la curvatura Ω̂2 de la conexión de espín del campo tensorial y
una contribución del endomorfismo (el acople de Lichnerowicz Ê2 = −2Ŵ ) ( ver apéndice B)

b̂
(2)
4 ∼ trV {I2} ×

1

180
Ŵ 2 +

1

12
tr{Ω̂2

2}+
1

2
trV {Ê2

2}

=
15

180
Ŵ 2 − 7

12
Ŵ 2 +

3

2
Ŵ 2 = Ŵ 2. (5.25)

Con ésto ahora sólo debemos quitar la parte transversa (espín 1) y la traza (espín 0)

b̂
(2,⊥T )
4 = b̂

(2)
4 − b̂

(1)
4 − b̂

0)
4 ∼ Ŵ 2 −

(
− 1

18
Ŵ 2

)
− 1

180
Ŵ 2 (5.26)

haciendo que el aporte a Ŵ 2 para la parte transversa y sin traza de espín 2 sea

b̂
(2,⊥T )
4 ∼ 21

20
Ŵ 2. (5.27)

Con estos elementos calculamos el lagrangeano a 1 - loop como el cuociente entre los deter-
minantes del campo físico y su fantasma en la métrica PE

∫ ∞
0

dt

t7/2

{
e−4t

[
9 + 54t+

21

20
t2Ŵ 2 + ...

]
− e−9t

[
4 +

32

3
t− 11

180
Ŵ 2 + ...

]}
(5.28)
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Nuevamente recordamos que los términos de mayor orden en la curvatura (Ŵ 3 y superiores) no
contribuyen a la anomalía de traza en 4D por lo que luego de integrar con la introducción de las
respectivas funciones Γ(z) nos permite hallar el lagrangeano efectivo a 1 - loop (salvo un factor
común)

L(s=2)
1−loop = −16 · 87

5
1̂ +

137

60
Ŵ 2 + ... (5.29)

el que luego de seguir la prescripción nos entrega por resultado la anomalía de traza para el
gravitón de Weyl en 4D

A4[Weyl] = −4 · 87

20
Q4 +

137

60
W 2 (5.30)

y correspondientemente los coeficientes de la anomalía en acuerdo a lo mostrado en [63–66]

a2 =
87

20
y c2 − a2 =

137

60
. (5.31)

5.2.3. Generalización
Pongamos atención ahora a los campos de espín alto y su correspondiente dual gravitacional

Z(−)
MHS

Z(+)
MHS

∣∣∣∣∣
PE

= ZCHS |E (5.32)

en donde la acción efectiva a 1 - loop está dada por la razón entre los determinantes del campo
físico y su fantasma

ZMHS

∣∣∣∣
PE

=

det⊥T

{
−∇̂2

s−1 + (s− 1)(s+ 2)− (s− 1)(s− 2)Ŵ
}

det⊥T

{
−∇̂2

s − s+ (s− 2)(s+ 2)− s(s− 1)Ŵ
}

1/2

. (5.33)

La expansión WKB exacta del heat kernel en AdS5 [36], [37] para el campo físico de espín s y
su fantasma son, respectivamente

espín s− 1 : tr⊥T e
{∇̂2

s−1−(s−1)(s+2)}t
∣∣∣∣
AdS5

=
s2(1+ 2

3 s
2t)

(4πt)5/2 e−(s+1)2t

espín s : tr⊥T e
{∇̂2

s+s−(s−2)(s+2)}t
∣∣∣∣
AdS5

=
(s+1)2(1+ 2

3 (s+1)2t)
(4πt)5/2 e−s

2t
(5.34)

Ahora determinaremos la contribución al término cuadrático de Weyl con la ayuda del
coeficiente de heat kernel para el campo tensorial totalmente simétrico no restringido de rango
s en 5D

b̂
(s)
4 ∼ 1

180
tr
V
{I

s
} Ŵ 2 +

1

12
tr
V
{Ω̂2

s}+
1

2
tr
V
{Ê2

s} (5.35)

∼ β̂s Ŵ 2 =
1

180

(
s+ 4

4

)
Ŵ 2 − 1

12

(
s+ 5

6

)
Ŵ 2 +

3

2

(
s+ 6

8

)
Ŵ 2
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Con esta información ahora podemos calcular la componente transversa y sin traza por lo
que debemos quitar la parte longitudinal y su traza

b̂
(s,⊥T )

4 ∼ b̂(s)4 − b̂
(s−1)
4 − b̂(s−2)

4 + b̂
(s−3)
4 (5.36)

obteniendo así que la parte transversa y sin traza 5D de espín s tiene el mismo factor numérico
que la parte transversa de espín s en 4 dimensiones 1

espín s: b̂
(s,⊥T )

4 ∼ β̂
⊥T

s
Ŵ 2 =

(s+ 1)2

720
(3s4 + 12s3 − 2s2 − 28s+ 4) Ŵ 2.

De esta forma, al asumir que la expansión en la métrica PE es WKB exacta, podemos calcular el
lagrangeano efectivo a 1 - loop que corresponde al cuociente entre los determinantes del campo
físico y su respectivo fantasma

∫ ∞
0

dt

t7/2

{
e−s

2t

[
(s+ 1)2 +

2

3
(s+ 1)4t+ β̂

⊥T

s
Ŵ 2t2 + ...

]
(5.37)

−e−(s+1)2t

[
s2 +

2

3
s4t+ β̂

⊥T

s−1
Ŵ 2t2 + ...

]}
.

Luego de la integración en el tiempo propio encontramos el lagrangeano efectivo a 1 - loop

L
(CHS)

1-loop =− 16 · s
2(s+ 1)2(14s2 + 14s+ 3)

180
· 1̂ +

[
s · β̂

⊥T

s
− (s+ 1) · β̂

⊥T

s−1

]
· Ŵ 2 + ... (5.38)

=− 16 · s
2(s+ 1)2(14s2 + 14s+ 3)

180
· 1̂

+
s(s+ 1)(15s4 + 30s3 − 30s2 − 45s+ 4)

720
· Ŵ 2 + ...

Al usar nuestra prescripción relacionamos con los elementos de la anomalía de traza en 4D

A4[CHS] =− 4 · s
2(s+ 1)2(14s2 + 14s+ 3)

720
· Q4 (5.39)

+
s(s+ 1)(15s4 + 30s3 − 30s2 − 45s+ 4)

720
·W 2

y en donde explícitamente las anomalías de tipo - A y tipo - B estarán dadas por (con νs = s(s+1)

as =
ν2
s (14νs + 3)

720
and cs − as =

νs(15ν2
s − 45νs + 4)

720
(5.40)

resultados que están de acuerdo a lo reportado en [131].

1Más aún y para nuestra sorpresa, notamos que la igualdad entre los coeficientes β̂⊥T
s y βT

s para los campos
de espín alto transversos y sin traza en 5D y sin traza en 4D se mantiene para cada uno de los términos del
coeficiente de heat kernel de modo independiente: trV {I}, trV {Ω2} y trV {E2}.
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Capítulo 6

Misceláneos

6.1. Entropías de entrelazamiento y entropías de Rényi.
El fenómeno de entrelazamiento cuántico es de particular interés dado que establece corre-

lación entre dos sistemas separados siendo un fenómeno no replicable en física clásica. En el
contexto de teoría cuántica de campos, el entrelazamiento cuántico y su correspondiente entro-
pía tiene conexión con la ley de entropías de agujeros negros de Bekenstein y Hawking [21], [83].
En el caso de teorías conformes comenzando por el bosón libre, Srednicki [129] mostró que in-
cluso en el caso de espacio - tiempo planos, la entropía de entrelazamiento sobre una superficie
esférica es proporcional a su área pero que el coeficiente no es universal debido a que depende
de un cut-off ultravioleta. Este coeficiente es un término genérico para el caso de las CFTs.
Nuestro interés está en las contribuciones universales de las entropías de entrelazamiento y Rényi
para campos conformes que son libres. En dimensión par d, estos términos universales aparecen
en correcciones logarítmicas del cut - off ultravioleta

SEE =
gd−2

εd−2
+ ..

g2

ε2
+ g0 log ε+ ... (6.1)

y esta corrección parece estar conectada con la anomalía de traza de tipo - A. La primera muestra
de este hecho ocurre para CFTs 2 - dimensionales. En este caso, la entropía de entrelazamiento
de un intervalo está dada por [87]

SEE = − c
3

log ε (6.2)

siendo c el coeficiente de la carga central. Esta estructura se mantiene en el caso de superficies
de entrelazamiento esféricas al cambiar c por el coeficiente a de la anomalía de traza de
tipo - A, habiendo algunos ejemplos [40, 48, 54, 55, 100] para el campo escalar sin masa además
de argumentos generales que respaldan esta conexión [122], [108].

Por otra parte, las entropías de Rényi son una generalización de la medida de von Neumann
de la entropía y tiene su aparición en el contexto de la teoría cuántica de campos como una
herramienta auxiliar para el cálculo de las entropías de entrelazamiento (en el valor límite
q = 1). El parámetro q entra en los cálculos de Casini y Huerta como la longitud del círculo de
temperatura. Solodukhin [128] introduce q como un defecto cónico en el horizonte de un agujero
negro y Hung y compañía [89] relacionan q con la temperatura de un agujero topológico en el
bulk.
En el caso de CFTs 2 -dimensionales, la entropía de Rényi en un intervalo es [35]

Sq = − c
6

(
1 +

1

q

)
log ε. (6.3)

donde c nuevamente representa a la carga central. En el caso de campos libres conformes y
superficies de entrelazamiento esféricas en dimensiones pares, el término que acompaña al tér-
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mino logarítmico es un polinomio con dependencia en q−1 que en el límite q → 1 se reduce al
coeficiente de anomalía de tipo - A (por ejemplo [98]).

6.1.1. Entropías de Rényi vía métodos holográficos.

La idea principal en este análisis se relaciona al cálculo de entropías de entrelazamiento de
campos escalares sin masa en espacio planos luego de mapear este sistema a otro de escalares
conformes libres a temperatura “2π′′ en la geometría R × Hd−1. Ésto fue logrado en [40], más
elaborado [41] en y desarrollado en [88,89,96] permitiéndonos encontrar las entropías de Rényi
usando este mismo mapeo.

Para calcular la entropía de entrelazamiento (o Rényi a su vez) calcularemos el determinante
a 1 - loop siguendo la prescripción ya antes mencionada en esta tesis

det−
{
−∇2

x +m2
}

det− {−∇2
x +m2}

= detSM (6.4)

siendo M = ∂X. En el caso de los operadores GJMS, la dimensión conforme es λ = d/2 + k
y su dual gravitacional tiene masa m2

k = −d2/4 + k2. De esta forma y luego de configurar la
geometría del bulk, podremos calcular la entropía térmica de los operadores GJMS en su dual
gravitacional.
Para calcular la entropía de Rényi Sq basta con calcular la función de partición térmica Z(β =
2πq) y usarla en la siguiente expresión

Sq =
logZ(2πq)− q logZ(2π)

1− q
. (6.5)

El bulk a considerar será descrito por el elemento de línea ds2
Hd+1
∗

= dµ2 + sinh2 µdτ2 +

cosh2 µds2
Hd−1 que corresponde a Hd+1 con una singularidad cónica en el círculo de temperatura

que corresponde a la identificación τ ∼ τ+2πq. Notar que cuando q → 1 se obtiene el círculo sin
singularidad y cuya temperatura es “2π”. Se ve además, que en el infinito conforme µ → ∞ la
geometría del borde corresponde a S1×Hd−1. El determinante del operador puede ser obtenido a
través del heat kernel en esta geometría con singularidad cónica usando la fórmula de Sommerfeld
[69]

K∗(µ, τ − τ ′; t) = K(µ, τ − τ ′; t)− i

4πq

∫
C
dw cot

(
w

2q

)
K∗(µ, τ − τ ′ + w; t) (6.6)

en donde el contorno de integración el plano de w consiste en dos líneas verticales (−π+i∞,−π−
i∞) y (π−i∞, π+i∞). La integral de volumen está asociada al término logarítmico en la sección
hiperbólica Hd−1 y el coeficiente universal está dado esencialmente el residuo. Mostraremos al
detalle el caso 2 - dimensional y 4 - dimensional para los operadores GJMS.

Caso d = 2
En este caso el operador de heat kernel para el campo escalar es

K3(σ; t) =
e−t

2π

(
− ∂

∂ coshσ

)
e−

σ2

4t

√
4πt

(6.7)

el que depende sólo del tiempo propio t y de la distancia geodésica σ entre los puntos imágenes.
La versión hiperbólica de la relación entre longitud de arco y distancia geodésica en la 2 - esfera
es

sinh
σ

2
= sin

w

2
sinhµ (6.8)
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en donde w es la separación angular a lo largo de τ . Recordar que estamos estudiando el dual
gravitacional de los operadores GJMS que corresponden a campos escalares con masa m2

k =
−d2/4 + k2 afectando al factor exponencial del heat kernel y entregando por resultado

K3(σ; t) =
e−k

2t

2π

(
− ∂

∂ coshσ

)
e−

σ2

4t

√
4πt

. (6.9)

La integral de volumen del primer término en (6.6) factoriza el volumen de modo que depende
linealmente de q, y en efecto, no contribuye a la entropía de Rényi. La dependencia no trivial
en q viene de la integral de contorno de la misma ecuación

Tr
∫ ∞

0

dt

t
K∗3(σ; t) =

vol(H1)

2i

∫
C

dw cot

(
w

2q

)∫ ∞
0

dt

t

∫ ∞
0

dµ sinhµ coshµK3(σ; t). (6.10)

Luego del cambio de variables en la integral de volumen desde µ a σ, la única contribución en
la integral de contorno es el factor 1/ sin2 w/2. Aparte de los factores numéricos obtenidos de la
integral en el tiempo propio (como factores Γ(z)), la dependencia en la variable q de la entropía
de Rényi se obtiene luego de calcular el residuo

Res

{
k

cot w
2q

sin2 w
2

, w = 0

}
∼ k

(
1

q
− q
)
. (6.11)

Finalmente, el cuociente (6.6) lleva al término univesal de las entropías de Rényi para CFTs en
2 - dimensiones

gq0 = −k 1 + q

6q
. (6.12)

Luego de considerar el límite q → 1 se encuentra la entropía de entrelazamiento de los operadores
GJMS en d = 2

SEE = −k c
3

log ε. (6.13)

Caso d = 4

Ahora el operador de heat kernel para el campo escalar es

K5(σ; t) =
e−4t

4π2

(
∂

∂ coshσ

)2
e−

σ2

4t

√
4πt

. (6.14)

Cuando combinamos este operador con el término correspondiente de masa exp(k2−4), el factor
exp(−4t) del heat kernel desaparece quedando nuevamente un factor exponencial exp(−k2t) que
es usado en la integral del tiempo propio. La traza correspondiente ahora es

Tr
∫ ∞

0

dt

t
K∗5(σ; t) =

vol(H3)

2i

∫
C

dw cot

(
w

2q

)∫ ∞
0

dt

t

∫ ∞
0

dµ sinhµ cosh3 µK5(σ; t). (6.15)

Pondremos atención a la integral de volumen en la coordenada µ y para ésto escribiremos el
heat kernel por

K5(σ; t) =
e−k

2t

4π2

(
1

sinhσ

∂

∂σ

(
1

sinhσ

∂

∂σ

)
e−

σ2

4t

√
4πt

)
(6.16)

y el correspondiente volumen de integración luego de usar (6.8) es
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dµ sinhµ cosh3 µ = dσ
sinhσ

sin2 w
2

(
1 +

sinh2 σ
2

sin2 w
2

)
. (6.17)

Luego de integrar por partes sobre la distancia geodésica σ se obtiene el integrando para la
integral de tiempo propio

1

4π2

∫ ∞
0

dt

t

e−k
2t

sin2 w
2

[
1√

16πt3
+

1

sin2 w
2

1√
4πt

]
(6.18)

cuyo resultado, salvo normalización, es

1

sin4 w
2

[
k − 2k3

3
sin2 w

2

]
. (6.19)

Finalmente hacemos la integral de contorno correspondiente al residuo en w = 0

Res

{
cot w

2q

sin4 w
2

[
k − 2k3

3
sin2 w

2

]
, w = 0

}
∼ k(10k2q4 − 10k2q2 − 11q4 + 10q2 + 1)

q3
(6.20)

término que nos permite encontrar la entropía de los operadores GJMS en d = 4

gq0 = − k

1440

(q + 1)(10k2q2 − 11q2 − 1)

q3
. (6.21)

Si ahora este valor lo evaluamos en q = 1 encontramos la anomalía de traza de los operadores
GJMS

g0 = − k

360
(5k2 − 6) (6.22)

aunque si comparamos con la expresión obtenida en (4.10) vemos que no coinciden. Eso sí,
podemos mencionar que al evaluar en k = 1 y k = 2 los valores entregados por esta expresión sí
corresponden a los encontrados en la ecuación citada

g0(k = 1) =
1

360
(6.23)

g0(k = 2) = − 7

90
. (6.24)

Podemos comentar así que los valores de la anomalía entregadas por las entropías de Rényi tiene
coincidencias para el operador de Yamabe y el operador de Paneitz en 4D, y la diferencia entre
la anomalía de traza “real” con la calculada por este método es

∆ak =
1

240
k(k2 − 1)(k2 − 4). (6.25)

El caso 6D es similar. La anomalía de traza (de tipo - A) entregada por las entropías de Rényi
y entrelazamiento coinciden para los primeros tres operadores GJMS (k = 1, k = 2, k = 3) y
teniendo diferencia en orden superior en k y la respectiva diferencia será de la forma

∆ak ∼ k(k2 − 1)(k2 − 4)(k2 − 9). (6.26)

Muy posiblemente estas diferencias comentadas se deben a la propia existencia de los operadores
GJMS. Éstos existen en espacios arbitrarios sólo hasta el orden correspondiente a la mitad de
la dimensión física asegurando la existencia de P2, P4 en 4D mientras que en 6D está asegurada
la existencia de P2, P4 y P6. Esta discrepancia es similar a la mostrada para el caso de los
campos CHS [132] debido a que éstos también factorizan en espacios de Einstein y las posibles
explicaciones a ésta son los modos cero, edge - modes, términos de borde entre otras opciones
aunque hasta ahora no hay claridad en cuál es la solución apropiada.
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Capítulo 7

Discusión final

Hemos encontrado una forma sencilla de encontrar holográficamente las anomalías de Weyl
de teorías que involucran invariantes de curvatura de mayor orden. Es sabido que la anoma-
lía holográfica de tipo - A puede obtenerse de la acción del bulk evaluada en la solución AdS.
Ahora nosotros hemos hecho una pequeña desviación al considerar una métrica Poincaré - Eins-
tein/Einstein en el bulk cuyo borde conforme es otro espacio de Einstein. La acción se simplifica
tremendamente y al aislar el término de volumen proveniente de los invariantes puramente Ricci
en el bulk de las desviaciones puramente Weyl nos permite leer la anomalía de tipo - B de
forma holográfica. El punto clave está en expresar los términos relacionados al tensor de Weyl
en una base de términos invariantes de Weyl en el bulk. Habiendo hecho eso, la base natural
de la anomalía de traza de la CFT es aquella en donde se reescribe la densidad de Euler por
la Q - curvatura que involucra sólo términos Ricci - dependientes. El volumen del bulk natu-
ralmente “desciende” a la Q - curvatura y los invariantes de Weyl “descienden” a los respectivos
invariantes de la anomalía de tipo - B en el borde. Así hemos asumido que la existencia de una
métrica PE/E en cierto sentido asintótico aunque no hemos usado explícitamente las ecuaciones
de movimiento. Ésto sin embargo fue suficiente para verificar todos los ejemplos considerados
para la anomalía de Weyl holográfica. Notamos además que la consideración implícita de la
expansión de Fefferman - Graham puede pensarse que ésta es más bien una situación genérica,
sin embargo debe explorarse con más detalles para los casos degenerados como los considerados
en [3]. También podemos intentar extender esta receta holográfica para incluir contribuciones
distintas de la métrica. De hecho, en el caso del campo escalar considerado en [120] podemos
detectar fácilmente que la contribución de términos de Ricci tiene origen en el operadores de
Paneitz - Branson con un coeficiente que puede obtenerse de la métrica PE/E.
En este trabajo también logramos obtener y comparar las anomalías de traza para los opera-
dores GJMS, los que fueron los sujetos de prueba de nuestro método para los campos libres
verificando que además del cálculo directo del borde, éstas pueden rastrarse holográficamente.
También estos resultados nos permiten comparar con los obtenidos a través de las entropías de
Rényi mostrando así que si bien algunos resultados coinciden (hasta el operador crítico de cada
dimensión) ésto puede no ser universal, no olvidando que parte de esa discordancia también
puede atribuirse a que éstos existen en general hasta un determinado operador crítico (que es
para k = d/2). Para el estudio holográfico de las anomalías de Weyl para los campos CHS vemos
que los casos estándar como el campo de Maxwell o el gravitón de Weyl fueron bien encontrados
por este método que se sigue en estos casos a partir de la acción efectiva a 1 - loop para el campo
dual en la métrica PE/E. Hemos aprendido de éstos que la forma se hace correcta parcialmente
asumiendo la expansión del heat kernel cuando ésta es WKB exacta, debido a que este resultado
fue previamente encontrado asumiendo factorización. La extensión para los campos CHS es rea-
lizable pero no de una forma tan contundente como en los casos previos debido al hecho de haber
asumido un acople tipo Lichnerowicz con el tensor de Weyl del bulk; muy posiblemente existen
interacciones que involucren potencias de mayor orden como el vértice de Fradkin - Vasiliev o
interacciones entre los distintos espines.
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Apéndice A

Expansión del heat kernel para el
campo escalar en dimensión
arbitraria.

En este apéndice sólo resumiremos algunas cosas mencionadas en [16] ya que en base a su con-
vención definimos nuestros invariantes comenzando por describir la convención correspondiente
para la asignación de cada uno de los tensores

[∇a,∇b]V c = R c
ab dV

d, Rab = R c
ca b, R = Raa, [∇a.∇b]φ = Fabφ. (A.1)

Los coeficientes del heat kernel para un operador general tipo Laplace de la forma
∆ = −∇2 −E con conexión de curvatura Fab son vistos en [70]. Por conveniencia, se presentan
de una forma que es ventajosa en términos de cómputo. En principio se puede calcular varios
términos de la expansión de heat kernel usando métodos estándar de teoría de perturbaciones [13,
14]. Se presentan de aquí naturalmente las partes conectadas y desconectadas de los diagramas
de Feynman las que sugieren la siguiente representación del heat kernel

Tr
[
σ(x)e−t∆

]
=

1

(4πt)d/2
Tr

[
σ(x)

∞∑
n=0

a2nt
n

]
=

1

(4πt)d/2
Tr

[
σ(x) exp

( ∞∑
n=1

α2nt
n

)]
. (A.2)

Los coeficientes estándar del heat kernel, b2n serán entonces

b2n = 1
(4π)d/2 a2n, a2n = α2n + β2n (A.3)

en donde α2n y β2n indican las partes provenientes de los diagramas conectados y desconec-
tados, respectivamente. En la expresión anterior σ(x) es una función arbitraria y Tr(...) ≡∫
M
ddx
√
gtrV (...). Usando la propiedad cíclica de la traza se encuentra

β0 = 0, β2 = 0, β4 = 1
2α

2
2, β6 = 1

6α
3
2 + α2α4. (A.4)
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De esta forma, las expresiones de [70] para b0, b2, b4 y b6 son

α0 = 1

α2 = E +
1

6
R

α4 =
1

6
∇2

(
E +

1

5
R

)
+

1

180

(
RabcdR

abcd −RabRab
)

+
1

12
F 2
ab

α6 =
1

7!

[
18∇4R+ 17(∇aR)2 − 2(∇aRmn)2 − 4∇aRbm∇bRam + 9(∇aRmnij)2 − 8Rab∇2Rab

+ 12Rab∇a∇bR+ 12Rabmn∇2Rabmn +
8

9
R m
a R i

mR
a
i +

8

3
RabRmnR

amnb − 16

3
RabR

a
mnlR

bmnl

+
44

9
R mn
ab R ij

mnR
ab

ij − 80

9
RiabjR

amnbR ij
m n

]
+

2

6!

[
8(∇aFmn)2 + 2(∇aFam)2 + 12Fab∇2F ab − 12F m

a F i
mF

a
i + 6RabmnF

abFmn − 4Ramab F
b
m

+ 6∇4E + 30(∇aE)2 + 4Rab∇a∇bE + 12∇aR∇bE
]
.

En particular nos interesa el cómo se escriben estos coeficientes para un campo escalar libre en
espacios de Einstein con un endomorfismo E proporcional al escalar de Ricci donde además no
hay término de curvatura, haciendo que sólo algunos de éstos coeficientes son no nulos. Para
mostrar cuáles de estos coeficientes deben considerarse en los cálculos posteriores, se muestra
cómo se escribe cada uno de éstos en términos del tensor de Weyl Wabcd, el escalar de Ricci R
y la parte sin traza del tensor de Ricci, Bij = Rij − 1

dRgij , siguiendo la definición de los de
invariantes {A1, ..., A17} de como se muestra a continuación

A1 = ∇4R A2 = (∇aR)2 A3 = (∇aRmn)2

A4 = ∇aRbm∇nRam A5 = (∇aRmnij)2 A6 = R∇2R
A7 = Rab∇2Rab A8 = Rab∇m∇bRam A9 = Rabmn∇2Rabmn

A10 = R3 A11 = RR2
ab A12 = RR2

abcd

A13 = R m
a R i

mR
a
i A14 = RabRmnR

ambn A15 = RabR
amnlRbmnl

A16 = R mn
ab R ij

mnR
ab

ij A17 = RambnR
aibjRm n

i j .

(A.5)

Los invariantes con los que nos será más útil trabajar son los siguientes:

B1 = ∇4R B2 = (∇aR)2 B3 = (∇aBmn)2

B4 = ∇aBbm∇nBam B5 = (∇aWmnij)
2 B6 = R∇2R

B7 = Bab∇2Bab B8 = Bab∇m∇bBam B9 = Wabmn∇2W abmn

B10 = R3 B11 = RB2
ab B12 = RW 2

abcd

B13 = B m
a B i

mB
a
i B14 = BabBmnW

ambn B15 = BabW
amnlW b

mnl

B16 = W mn
ab W ij

mn W
ab

ij B17 = WambnW
aibjWm n

i j .

(A.6)
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y éstos se relacionan con la base {Ai} por las identidades siguientes:

A1 = B1

A2 = B2

A3 = B3 + 1
dB2

A4 = B4 + d−1
d2 B2

A5 = B5 + 4
d−2B3 + 2

d(d−1)B2

A6 = B6

A7 = B7 + 1
dB6

A8 = d
d−2B8 + 1

2dB6 + 2
d−2B14 − 2d

(d−2)2B13 − 2
(d−1)(d−2)B11

A9 = B9 + 4
d−2B7 + 2

d(d−1)B6

A10 = B10

A11 = B11 + 1
dB10

A12 = B12 + 4
d−2B11 + 2

d(d−1)B10

A13 = B13 + 3
dB11 + 1

d2B10

A14 = B14 − 2
d−2B13 + 2d−3

d(d−1)B11 + 1
d2B10

A15 = B15 + 4
d−2B14 + 2(d−4)

(d−2)2B13 + 1
dB12 + 4(2d−3)

d(d−1)(d−2)B11 + 2
d2(d−1)B10

A16 = B16 + 12
d−2B15 + 24

(d−2)2B14 + 8(d−4)
(d−2)3B13 + 6

d(d−1)B12 + 24
d(d−1)(d−2)B11 + 4

d2(d−1)2B10

A17 = B17 − 3
d−2B15 + 3(d−4)

(d−2)2B14 + 2(8−3d)
(d−2)3 B13 − 3

2d(d−1)B12 + 3(d−4)
d(d−1)(d−2)B11 + d−2

d2(d−1)2B10

.

Además, cada una de esas combinaciones corresponde a derivadas totales:

C1 = B1

C2 = B2 +B6

C3 = B3 +B7

C4 = B4 +B8

C5 = B5 +B9

C6 = (d−2)2

4d2 B2 −B4 − 1
d−1B11 − d

d−2B14 +B14

C7 = (d−2)(d−3)
4d2(d−1) B2 − d−3

d−2 (B3 −B4) + 1
4B5 + 1

2dB12 − 1
4B16 −B17.

(A.7)

El hecho interesante ocurre al usar un espacio de Einstein de donde gran parte de la base
{Bi} se anula debido a que el escalar de Ricci, R, es constante y que el tensor de Ricci es
proporcional a su escalar Rij = R

d gij haciendo que la parte sin traza del tensor de Ricci, Bij sea
siempre nula. Así, los únicos términos no nulos son

B5 = (∇aWmnij)
2

B9 = Wmnij∇2Wmnij

B10 = R3

B12 = RW 2
mnij

B16 = W mn
ab W ij

mn W
ab

ij

B17 = WambnW
aibjWm n

i j .

(A.8)

y los términos de la base {Ai} que son no nulos también son

A5 = B5

A9 = B9

A10 = B10

A13 = 1
d2B10

A14 = 1
d2B10

A15 = 1
dB12 + 2

d2(d−1)B10

A16 = B16 + 6
d(d−1)B12 + 4

d2(d−1)2B10

A17 = B17 − 3
2d(d−1)B12 + d−2

d2(d−1)2B10.

(A.9)
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Con estos términos podemos mostrar la expansión del heat kernel para el campo escalar en
los dos espacios de Einstein trabajados (d = 5 y d = 7) cuyo escalar de Ricci es constante y sólo
depende de la dimensión R = −d(d− 1):

TrKd=5 =
1

(4πt)5/2

{
1− 10

3
t+

16

3
t2 +

1

180
ŴabcdŴ

abcd − 16

3
t3 − 1

45
ŴabcdŴ

abcd

− 1

7!

(
80

9
Ŵ mn
ab Ŵ ij

mn Ŵ
ab

ij − 44

9
Ŵ 3 + 3Φ̂5

)
+O(t4)

}
siendo término cuadrático aquel que denotamos por ŴabcdŴ

abcd = Ŵ 2 y los términos cú-
bicos en el tensor de Weyl en nuestra convención es Ŵ 3 = ŴambnŴ

aibjŴm n
i j y Ŵ ′3 =

Ŵ mn
ab Ŵ ij

mn Ŵ
ab

ij , Ŵabcd∇2Ŵ abcd = Ŵ∇2Ŵ . La expansión recién mostrada puede resumir-
se en una expresión WKB - exacta donde no mostraremos los términos cuárticos asumiendo que
éstos están resumidos en los términos ya mostrados y que en consecuencia sólo habrá contribu-
ción al término de volumen

TrKd=5 =
e−4t

(4πt)5/2

{
1− 10

3
t+

16

3
t2 +

1

180
Ŵ 2t2 − 1

7!

(
80

9
Ŵ ′3 − 44

9
Ŵ 3 + 3Φ̂5

)
t3 +O(t4)

}
.

Para el caso d = 7 sólo hay que agregar los términos cúbicos correspondientes

TrKd=7 =
1

(4πt)7/2

{
1− 7t+

707

30
t2 +

1

180
ŴabcdŴ

abcd − 501

30
t3 − 1

20
ŴabcdŴ

abcdt3

− 1

7!

(
352

9
Ŵ mn
ab Ŵ ij

mn Ŵ
ab

ij − 64

9
ŴambnŴ

aibjŴm n
i j + 9Φ̂7

)
+O(t4)

}
.

Mostraremos ahora que en un espacio de Einstein hay una relación explícita entre R̂Ŵ 2 con los
invariantes cúbicos haciendo énfasis en que las derivadas totales no contribuyen al cálculo de la
anomalía de traza. En este sentido y usando la derivada total Ĉ7 en este espacio de Einstein 7
- dimensional, se encuentra

C7 = 0 = −1

4
Ŵ∇2Ŵ +

1

12
R̂Ŵ 2 − 1

4
Ŵ ′3 − Ŵ 3,

término que permite reescribir el término cúbico de la expansión y permitiendo expresar éste de
forma WKB - exacta

TrKd=7 =
e−9t

(4πt)7/2

{
1 + 2t+

16

15
t2 +

1

180
Ŵ 2 +

1

7!

(
352

9
Ŵ ′3 − 64

9
Ŵ 3 + Φ̂7

)
t3 +O(t4)

}
.
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Apéndice B

Coeficiente de heat kernel b4 para
campos totalmente simétricos de
rango s no restringidos.

Consideremos el laplaciano −∇2
s y un endomorfismo Es actuando sobre tensores de rango s

totalmente simétricos en D dimensiones

−∇2
s − Es. (B.1)

El coeficiente de heat kernel (diagonalizado) b4 tendrá tres contribuciones al término cuadrático
de Weyl al asumir un acople tipo Lichnerowicz con el tensor de Weyl del background Es =
s(s−1)W : la misma contribución de un escalar por cada grado de libertad, una contribución de
la curvatura Ωs de la conexión de espín del campo tensorial y una contribución del endomorfismo
Es

b
(s)
4 ∼ 1

180
trV {Is}W 2 +

1

12
trV {Ω2

s}+
1

2
trV {E2

s} (B.2)

expresión en la que los coeficientes numéricos son universales [70] y la dimensionalidad jugará
un rol en el cálculo de las trazas.
Calcularemos cada término de forma independiente.

Identidad: Esta traza cuenta el número de componentes del campo de espín s totalmen-
te simétrico en D dimensiones (descrita por una tabla de Young de una única columna de s
componentes)

trV {Is} =

(
D + s− 1

D − 1

)
. (B.3)

Los casos de espín bajo son bien conocidos

espín s=0 trV {I0} = 1 (B.4)
espín s=1 trV {I1} = D (B.5)

espín s=2 trV {I2} =
D(D + 1)

2
(B.6)

Endomorfismo: La estructura indicial del endomorfismo (la parte del acople de Lichnero-
wizcz que contiene al tensor de Weyl) es la siguiente

Es = s(s− 1)W ρ1ρ2
ν1ν2

δ(µ1
ρ1
δµ2
ρ2
δµ3
ν3
...δµs)νs (B.7)
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Ésto generaliza al caso de espín 2 del que es sabido que el endomorfismo contiene al tensor de
Riemann 2R

(c d)
a b (ver [11]) y por ende, contribuye al tensor de Weyl

espín 2 E2 = 2W ρ1 ρ2

a b δ(c
ρ1
δd)
ρ2
. (B.8)

Al tomar la traza del cuadrado del endomorfismo el producto totalmente simetrizado de deltas de
Kronecker puede escribirse de forma compacta y conveniente en términos de la delta permanente
generalizada (gpd) Π (ver [2])

tr
V
{E2

s} = s2(s− 1)2W ρ1ρ2
ν1 ν2

δ(µ1
ρ1
δµ2
ρ2
δµ3
ν3
· · · δµs)νs W

λ1λ2
µ1 µ2

δ
(ν1

λ1
δν2

λ2
δν3
µ3
· · · δνs)µs (B.9)

=
s2(s− 1)2

(s!)2
W ρ1ρ2

ν1 ν2
Wλ1λ2

µ1 µ2
Πµ1µ2µ3···µs
ρ1ρ2ν3···νs Πν1ν2ν3···νs

λ1λ2µ3···µs

y las identidades a las que responden las gpd que serán de utilidad para calcular la última traza
son las siguientes:

Π
i1···ip ip+1···iq
j1···jp jp+1···jqΠ

jp+1···jq l1···lr
kp+1···kq m1···mr = (q − p)! Π

i1···ip ip+1···iq l1···lr
j1···jp kp+1···kq m1···mr (B.10)

Π
i1···ip ip+1···iq
j1···jp ip+1···iq =

(D + q − 1)!

(D + p− 1)!
Π
i1···ip
j1···jp . (B.11)

Haciendo uso de estas identidades se hará la contracción de los correspondientes índices hasta
alcanzar los resultados conocidos para el espín s = 2 (ver [11])

trV {E2
2} = 3W 2. (B.12)

Volviendo a la expresión (B.10), al considerar en (B.10) q = s y p = 2 y en (B.11) q = s + 2 y
p = s+ 4 se encuentra

Πµ1µ2µ3···µs
ρ1ρ2ν3···νs Πν1ν2ν3···νs

λ1λ2µ3···µs = (s− 2)! Πν1ν2µ1µ2µ3···µs
λ1λ2ρ1ρ2µ3···µs (B.13)

= (s− 2)!
(D + s+ 1)!

(D + 3)!
Πµ1µ2ν1ν2

ρ1ρ2λ1λ2

de la que se muestra la delta permanente para espín 2 la que produce el factor 3W 2. De esta
forma la traza del endomorfismo es

tr
V
{E2

s} =
s2(s− 1)2(s− 2)!(D + s+ 1)!

(s!)2(D + 3)!
· 3W 2 (B.14)

= 3

(
D + s+ 1

D + 3

)
W 2.

Curvatura: La curvatura de la conexión de espín para el tensor totalmente simétrico de
rango s está dada por

Ωs =
1

2
R ab
µν Σab (B.15)

en donde Σab satisface el álgebra de Lorentz

[Σab,Σcd] = −gacΣbd + gadΣbc + gbcΣad − gbdΣac. (B.16)
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Se muestra explícitamente que la estructura indicial de los generadores del álgebra se escribe
en términos del tensor métrico y producto de deltas de Kronecker

(Σab)
d1···ds
c1···cs = 4 δ

(d1

[a gb](c1δ
d2
c2 · · · δ

ds)
cs)
. (B.17)

Ahora nuestro objetivo es calcular la traza del cuadrado de esta curvatura

tr
V
{Ω2

s} =
1

2
R ab
µν (Σab)

d1···ds
c1···cs

1

2
Rµνcd(Σcd)

c1···cs
d1···ds (B.18)

el que es sencillo de realizar escribiendo ésta en términos de la gpd y haciendo nuevamente la
contracción de índices hasta llegar al dato conocido que es el de espín s = 1

tr{Ω2
1} ∼ −W 2. (B.19)

Para hacer este cálculo, salvo un factor común relacionado a la simetrización y antisimetri-
zación, haremos uso nuevamente de las gdp

gbd̂ δ
(d1|
a δd̂(c1δ

|d2
c2 · · · δ

ds)
cs)

gdĉ δ
(c1|
c δĉ(d1

δ
|c2
d2
· · · δcs)ds)

(B.20)

= gbd̂ δ
d̂
(cδ

(d2
c2 · · · δ

ds)
cs)

gdĉ δ
ĉ
(aδ

(c2
d2
· · · δcs)ds)

(B.21)

= gbd̂
Πd̂d2···ds
cc2···cs

(s− 1)!
gdĉ

Πĉc2···cs
ad2···ds

(s− 1)!
(B.22)

= gbd̂ gdĉ
1

(s− 1)!
Πd̂ĉc2···cs
acc2···cs (B.23)

= gbd̂ gdĉ Πd̂ĉ
ac

1

(s− 1)!

(D + s)!

(D + 1)!
. (B.24)

Ahora que ya se extrajo la dependencia en la dimensión y el espín basta con invocar el resultado
de espín s = 1 para encontrar la respuesta. De esta forma la contribución de la curvatura al
término cuadrático de Weyl es

tr
V
{Ω2

s} ∼ −
(
D + s

D + 1

)
W 2. (B.25)

Ésto lleva al resultado conocido para espín s = 2 sin restricciones

espín 2: tr
V
{Ω2

2) ∼ − (D + 2)W 2 (B.26)

que corresponde a lo mostrado en [11].
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Hemos de comentar que estos resultados resumen diversos resultados reportados en la lite-
ratura. Por ejemplo, para el laplaciano de Lichnerowicz actuando sobre tensores transversos y
sin traza se debe sustraer la traza y la contribución de la parte longitudinal

β
⊥T

s
=

1

180

(
D + s− 1

D − 1

)
− 1

12

(
D + s

D + 1

)
+

3

2

(
D + s+ 1

D + 3

)
(B.27)

− 1

180

(
D + s− 2

D − 1

)
+

1

12

(
D + s− 1

D + 1

)
− 3

2

(
D + s

D + 3

)

− 1

180

(
D + s− 3

D − 1

)
+

1

12

(
D + s− 2

D + 1

)
− 3

2

(
D + s− 1

D + 3

)

+
1

180

(
D + s− 4

D − 1

)
− 1

12

(
D + s− 3

D + 1

)
+

3

2

(
D + s− 2

D + 3

)

A modo de ejemplo, los casos de espín s = 0, 1 y 2 son los siguientes

espín s = 0: β0 =
1

180
(B.28)

espín s = 1: β
⊥

1
=

D − 16

180
(B.29)

espín s = 2: β
⊥T

2
=

D2 − 31D + 508

360
(B.30)

todo esto acorde, por ejemplo, a lo mostrado en [112].
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