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CONCEPCIÓN-CHILE

2019

Profesor Gúıa: José Aguayo Garrido
Profesor Co-Gúıa: Wilson Zúñiga-Galindo
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Wilson Zúñiga-Galindo (CINVESTAV, Qro., México)
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Representación art́ıstica del disco 3−ádico (ver [7]).
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Índice general

Introducción 1

1. Introducción al Análisis p-ádico 5
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Introducción

A lo largo de la historia, los procesos f́ısicos siempre han sido interpretados sobre un
sistema de coordenadas en números reales, como por ejemplo el espacio euclideano tridi-
mensional R3. Pero al momento de realizar mediciones ocurre una cierta particularidad:
se pueden hacer mediciones tan grandes y tan pequeñas como se deseen, pero para la
f́ısica, las distancias menores a la longitud de Planck (que es aproximadamente 10−33cm)
no son fiables. Por ello, debemos considerar al espacio euclideano tridimensional R3 solo
como un modelo matemático para la representación del espacio f́ısico real.

Desde un punto de vista geométrico, en la geometŕıa Euclideana existe el llamado axio-
ma de Arqúımedes. Este nos dice que cualquier segmento dado sobre una ĺınea recta tan
largo como se desee, se puede sobrepasar añadiendo segmentos pequeños sobre la misma
recta. De la misma forma, podemos encontrar segmentos tan pequeños como queramos.
Pero para distancias menores a la longitud de Planck, se sugiere dejar de lado el axioma
de Arqúımedes y trabajar con una geometŕıa no-Euclideana. Por esto último, tampoco se
sugiere trabajar sobre el campo de los números reales y la pregunta obvia que surge es
sobre qué campo numérico tendremos que trabajar.

En la práctica, para mediciones en general solo se tiene uso de los números racionales
(Q) y no de los irracionales (números con decimales infinitos no periódicos). Los irracio-
nales se podŕıan obtener, pero a partir de un proceso de infinitas mediciones cada vez más
y más precisas, por ello, la interpretación de resultados siempre se hace por medio de un
número racional. En el contexto matemático, se sabe que el campo de los números reales
R es la completación de Q como espacio métrico con respecto a la métrica inducida por el
valor absoluto usual. De manera análoga, el matemático K. Hensel a fines del siglo XIX,
tomó un número primo p fijo, construyó una valuación p−ádica y definió el campo Qp de
los números p−ádicos como la completación de Q como espacio métrico con respecto a
esta valuación. Si bien, Qp nace en conexión con la teoŕıa de números, posteriormente se
propone aplicar un nuevo modelo a la f́ısica mediante este campo numérico. La propiedad
más importante de Qp que lo hace distinto a los números reales, es la condición de arqui-
medeanidad de este último, razón por la cual, a los números p-ádicos se les suele también
llamar campo no-Arquimedeano (o espacio ultramétrico).

La estructura topológica de los p-ádicos, inducida por la métrica p-ádica, tiene ciertas
particularidades que hacen posible el estudio de ciertas situaciones f́ısicas. Para empezar,
dos bolas en Qp son disjuntas o bien una contiene a la otra, es decir, el único tipo de
intersección es la contención total. Esto se asemeja al comportamiento de dos gotas de
mercurio. Además, Qp tiene una estructura jerárquica, es decir, cada bola consiste de la
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2 INTRODUCCIÓN

unión finita de bolas más pequeñas. Este modelo, más el hecho de que Qp es homeomorfo al
conjunto de Cantor sobre la recta real, son favorables al momento de plantear situaciones
en f́ısica, como por ejemplo, para uno de los problemas más excitantes dentro de la f́ısica
moderna, el de combinar consistentemente la mecánica cuántica y la gravedad. También
se encuentra relación con la f́ısica estática, en particular, la conexión con modelos que des-
criben la relajación de cristales, macromoléculas y proteinas, como consecuencia también
de la estructura jerárquica del campo p−ádico. Además, a mediados de los ochenta, surge
la idea de usar espacios no-Arquimedeanos para describir modelos de sistemas biológicos
complejos y de f́ısica de protéınas (Ver [6],[7],[9],[11] y [12]).

Tanto en Qp como en copias Qn
p de Qp, se ha desarrollado todo el análisis, siguiendo

la misma ruta del análisis clásico o análisis real. Uno de estos desarrollos es la teoŕıa
de operadores pseudo-diferenciales p−ádicos. Dados f(ξ) ∈ Qp[ξ1, ..., ξn] un polinomio no
constante y β > 0 un operador pseudo-diferencial con śımbolo |f(ξ)|βp es una extensión
de un operador de la forma

(f(∂, β)ϕ)(x) := F−1ξ→x(|f(ξ)|βpFx→ξϕ),

para ϕ ∈ D, donde D es el espacio Bruhat-Schwartz y F es la transformada de Fourier.
A f(∂, β) le asociamos la ecuación pseudo-diferencial

f(∂, β)u = φ, con φ ∈ D (1)

y decimos que Eβ ∈ D′ es una solución fundamental para (1) si u = Eβ ∗φ es una solución
de (1), donde D′ corresponde al espacio de distribuciones en D.
El operador pseudo-diferencial básico en Qp es el operador de Vladimirov (o derivada
p-ádica fraccionaria):

(Dβϕ)(x) = F−1ξ→x(|ξ|
β
pFx→ξϕ),

con ϕ ∈ D. La existencia de soluciones fundamentales para Dβ fue establecida en [11]. A
partir del operador mencionado, se define la ecuación p-ádica del calor

∂u

∂t
(x, t) +Dβu(x, t) = 0, x ∈ Qp, t ≥ 0,

que ha sido usada en modelos jerárquicos complejos, como protéınas y cristales (Ver [11],
[6] y [15]). También existen conexiones con teoŕıa de números, especialmente con funcio-
nes zeta, ver [14], [15] y [6].
Otro ejemplo de un operador pseudo-diferencial p-ádico fue dado por A. Kochubei. Él
muestra la existencia de soluciones fundamentales para ecuaciones de la forma (1), con
śımbolos de la forma |f(ξ1, ..., ξn)|βp , β > 0, donde f(ξ1, ..., ξn) es una forma cuadrática
que satisface f(ξ1, ..., ξn) 6= 0 si |ξ1|p + · · ·+ |ξn|p 6= 0 (Ver [8]). La existencia de soluciones
fundamentales para operadores con śımbolo polinomial arbitrario fue establecido por el
Co-tutor de la tesis, W. Zúñiga-Galindo en [12] (Ver también [15]).

Sean f(x) ∈ Qp[x1, ..., xn] un polinomio no constante y ϕ : Qn
p → C una función

localmente constante con soporte compacto. La potencia p-ádica compleja |f |sp asociada
a f o la función zeta local de Igusa asociada al par (f, ϕ) es la distribución:

〈|f |sp, ϕ〉 =

∫
Qn

p\f−1{0}
ϕ(x)|f(x)|spdnx, s ∈ C, Re(s) > 0
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(ver [5]).

Las funciones zeta locales tienen su origen en la relación que surge entre ellas y las
series de Poincaré. Estas últimas pretenden estudiar el comportamiento asintótico de su-
cesiones definidas a partir del número de soluciones de congruencias polinomiales modpm.
Borevich y Shafarievich conjeturaron a mediados de los sesenta que la serie de Poincaré,
en algunos casos particulares, resulta ser una función racional.

Las funciones zeta locales fueron introducidas por A. Weil en los años sesenta y una
teoŕıa general de estas fue desarrollada por J. Igusa en los setenta. Las funciones zeta lo-
cales de Igusa estan conectadas con el número de soluciones de congruencias polinomiales
modpm y con sumas exponenciales modpm. Además existen importantes conjeturas que
relacionan estas funciones con la teoŕıa de singularidades complejas. Por otro lado las
funciones zeta locales pueden definirse sobre cualquier cuerpo local, es decir, sobre R, C,
Qp o Fp((t)).

En el contexto Arquimediano, es decir en R o C, el estudio de las funciones zeta locales
fue iniciado por Gel’fand y Shilov a mediados de los cincuenta. La principal motivación
fue la construcción de soluciones fundamentales para operadores diferenciales parciales
con coeficientes constantes, ya que la continuación meromorfa de las funciones zeta lo-
cales implica la existencia de soluciones fundamentales para tales operadores. Esto fue
desarrollado simultáneamente por M. Atiyah y S. Bernstein.

En analoǵıa al caso Arquimediano, la idea anterior también funciona en el caso p-
ádico. Más exactamente, la racionalidad de las funciones zeta locales de Igusa implica la
existencia de soluciones fundamentales para operadores pseudodiferenciales. Este hecho
fue probado por W. Zúñiga-Galindo (Ver [12]). La función zeta local de Igusa en principio
existe sobre el semiplano Re(s) > 0. Sin embargo, ella admite una continuación meromorfa
a todo el plano complejo como una función racional de p−s. Esto quiere decir que existe
una función de la forma

Zϕ(s) =
Lϕ(p−s)∏

i∈T (1− pvi−Nis)

con Lϕ un polinomio en p−s, T un conjunto finito, (vi, Ni) ∈ N \ {0} ×N \ {0} para todo
i ∈ T , tal que Zϕ(s) = 〈|f |sp, ϕ〉 para Re(s) > 0. La racionalidad de las funciones zeta
de Igusa, fue probado por J.I.Igusa en los setenta usando el teorema de resolución de
singularidades de Hironaka. J. Denef probó este mismo resultado una década después sin
usar resolución de sigularidades, sino que por medio de descomposición celular p-ádica. La
ausencia de un teorema de resolución de singularidades en caracteŕıstica positiva implica
que la racionalidad de las funciones zeta sea aún un problema abierto (ver [5]).

En este trabajo de tesis, se estudiará la solución fundamental para una ecuación
pseudo-diferencial p-ádica de la forma (1), donde el polinomio asociado al śımbolo |f(ξ)|βp
del operador es un polinomio semi-quasieĺıptico. Como la racionalidad de las funciones
zeta locales de Igusa implica la existencia de soluciones fundamentales para operadores
pseudo-diferenciales, el problema se nos reduce a encontrar la expresión racional de la
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función zeta de Igusa

Zf (s) =

∫
Qn

p

|f(x)|sp dnx Re(s) > 0, s ∈ C

donde f es un polinomio semiquasieĺıptico.

El primer caṕıtulo está enfocado en introducir la construcción del campo de los núme-
ros p-ádicos, su topoloǵıa como espacio no-Arquimedeano, la teoŕıa de integración, una
introducción al análisis de Fourier en Qp y los previos de la teoŕıa de variedades p-ádi-
cas. En el segundo caṕıtulo, estudiaremos las funciones zeta de Igusa, su conexión con
las series de Poincaré y se introduce la técnica del Poliedro de Newton para el cálculo
expĺıcito de funciones zeta locales. El último caṕıtulo está dedicado a presentar la teoŕıa
de operadores pseudo-diferenciales p-ádicos, el problema principal que conlleva la tesis y
se presenta otro tipo de operadores pseudodiferenciales, definidos a partir de polinomios
eĺıpticos no-degenerado con respecto a su poliedro de Newton, para finalmente encontrar
la solución fundamental ayudado por la función zeta de Igusa asociada.



Caṕıtulo 1

Introducción al Análisis p-ádico

En este primer caṕıtulo estudiaremos los preliminares correspondientes al análisis p-ádico y los re-

sultados necesarios para el desarrollo posterior del presente trabajo. En la primera sección, veremos la

construcción de la valuación p-ádica, sus propiedades en relación a la no-Arquimedeanidad de esta y,

presentaremos al campo numérico p-ádico como completación de Q con respecto a | · |p. En la sección

dos, estudiamos las propiedades topológicas fundamentales de Qp. En la sección siguiente, desarrollamos

parte de la teoŕıa de integración en Qp, pasando por la existencia de una medida de Haar hasta el teorema

del cambio de variables. Enunciaremos en la cuarta sección el teorema de función impĺıcita en su versión

p-ádica. En la sección cinco introducimos los previos al análisis de Fourier en Qp y en la seis presentamos

los conceptos elementales sobre variedades p-ádicas. Trabajaremos usando las referencias [1], [5], [7], [8],

[15], [9], [10] y [11].

1.1. El Campo de los Números p-ádicos

Es conocido que para un número primo p fijo, el valor absoluto p-ádico de un x ∈ Q se define como

|x|p =

{
p−ordp(x) ; x 6= 0

0 ; x = 0

donde

ordp(x) = máx{α : pα divide a x}

corresponde al orden p−ádico. Por convención, se denota ordp(0) = +∞.

El valor absoluto p−ádico | · |p definido sobre Q se dice que es no-Arquimedeano en el sentido que

|x+ y|p ≤ máx{|x|p, |y|p}. (1.1)

Equivalentemente, se cumple que si |x|p 6= |y|p, entonces |x+ y|p = máx{|x|p, |y|p}, y como consecuencia

de esto todo triángulo es isósceles. Además, si p y q son dos números primos distintos, los correspondientes

valores absolutos son no equivalentes.

Por el teorema de Ostrowski (ver [1] o [7]), cualquier valor absoluto no trivial definido en Q es equi-

valente a | · |p o al valor absoluto estándar | · |∞.

5



6 1. INTRODUCCIÓN AL ANÁLISIS P-ÁDICO

La métrica dp definida por el valor absoluto p-ádico satisface la desigualdad triangular fuerte

dp(x, z) ≤ máx{dp(x, y), dp(y, z)},

para cada x, y, z ∈ Q. Luego a (Q, dp) se le llama espacio ultramétrico, pero este no es completo como es-

pacio métrico. La completación se denota por Qp y se conoce como el campo de los números p-ádicos.

Todo número p-ádico x 6= 0 tiene una representación única de la forma

x =

∞∑
i=−N

xip
i = pγ

∞∑
j=0

yjp
j (1.2)

donde xi, yj ∈ {0, 1, ..., p− 1}, y0 6= 0 y γ = γ(x) = ordp(x).

En el espacio ultramétrico (Qp, dp), se tiene lo siguiente:

∞∑
k=1

xk converge si y solo si ĺım
k→∞

xk = 0, (1.3)

y si ĺım
k→∞

xk = x 6= 0, entonces |xk|p = |x|p desde un k suficientemente grande. (1.4)

Como consecuencia de (1.3), la serie (1.2) está bien definida porque |yjpj |p = 1
pj → 0 cuando j →∞.

Observación 1.1.1.

La bola unitaria en Qp es lo que se conoce por

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} = {x ∈ Qp : x =
∑
i≥i0 xip

i, i0 ≥ 0}.

Zp es un anillo (llamado anillo de los enteros p-ádicos), más precisamente, es un dominio de

ideales principales, donde cualquier ideal de Zp tiene la forma

pmZp = {x ∈ Zp : x =
∑
j≥m xjp

j}, m ∈ N.

Desde otro punto de vista, los ideales pmZp, con m ∈ N, constituyen un sistema fundamental de

vecindades alrededor del origen en Qp, i.e., tenemos una cadena de inclusiones Zp ⊃ pZp ⊃ p2Zp ⊃
· · · ⊃ pmZp ⊃ · · · ⊃ {0}.

El grupo de unidades de Zp se denota

Z×p = {x ∈ Zp : |x|p = 1}

que también es llamado como la esfera unitaria de Qp. Es fácil ver que x =
∑
i≥0 xip

i ∈ Z×p si y

solo si x0 6= 0. Además, si x ∈ Qp, x 6= 0, se tiene que x = pmz, para m ∈ Z y z ∈ Z×p .

El campo residual de Qp, se define como el campo finito Zp/pZp ∼= Fp con p elementos.
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Observación 1.1.2 (Extensión del campo Qp). En Q×p , Q×,2p corresponde al subgrupo de todas las ráıces

cuadradas. Para un ε 6∈ Q×,2p , adjuntamos al campo Qp el número dado por el śımbolo
√
ε y definimos la

extensión cuadrática de Qp como el conjunto de elementos X = x+ y
√
ε, x, y ∈ Qp, y la denotamos por

Qp(
√
ε).

Presentaremos ahora una importante herramienta para hallar soluciones de polinomios módulo p.

Una consecuencia directa de este resultado será utilizada más adelante.

Lema 1.1.1 (Lema de Hensel, ver [7]). Sea f un polinomio en Zp[x] y sea k ∈ N \ {0}. Sea a ∈ Zp tal

que

f(a) ≡ 0 mod(pk) y f ′(a) 6≡ 0 mod(p).

Entonces existe un único ξ ∈ Zp tal que

f(ξ) = 0 y ξ ≡ a mod(pk).

Como consecuencia del Lema de Hensel tenemos lo siguiente.

Corolario 1.1.1. Sean f ∈ Zp[x] y k ∈ N \ {0}. Si a ∈ Zp es tal que

f(a) ≡ 0 mod(p) and f ′(a) 6≡ 0 mod(p),

se tiene que existe un ξ ∈ Zp tal que

ξ + pkZp = {x ∈ a+ pZp | f(x) ≡ 0 mod(pk)}

El próximo corolario es una generalización a más variables del corolario anterior, y será de utilidad

más adelante.

Corolario 1.1.2. Sean f ∈ Zp[x1, ..., xn] y k ∈ N \ {0}. Sea a ∈ Znp tal que f(a) ≡ 0 mod(p) y
∂f
∂x1

(a) 6≡ 0 mod(p). Sean ξ2, .., ξn ∈ Zp con ξi ≡ ai mod(p) para i = 2, ..., n. Entonces existe un ξ1 :=

ξ1(ξ2, ..., ξn) ∈ Zp tal que para todo x2, ..., xn ∈ Zp con

xi ≡ ξi mod(pk) para i = 2, ..., n se tiene que ξ1 + pkZp = {x ∈ a1 + pZp | f(x) ≡ 0 mod(pk)}.

Observación 1.1.3. Esto implica que

{(x1, ..., xn) ∈ a+ (pZp)n | f(x1, ..., xn) ≡ 0 mod(pk)} =
⋃

(ξ1, ..., ξn) + (pkZp)n

donde la unión está tomada sobre todas las (n− 1)-tuplas (ξ2 + pkZp, ..., ξn + pkZp), con ξi ≡ ai mod(p)

para i = 2, ..., n.

Esto también se puede realizar sobre cada componente independientemente tomando las hipótesis adecua-

das.
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1.2. La Topoloǵıa de Qp

Definimos

Br(a) = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ p−r}, r ∈ Z

como la bola con centro a y radio p−r, y

Sr(a) = {x ∈ Qp : |x− a|p = p−r}, r ∈ Z

como la esfera con centro a y radio p−r. Como la aplicación | · |p : Qp \ {0} → {pm | m ∈ Z} es a

valores discretos, tenemos que

Br(a) = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ p−r} = {x ∈ Qp : |x− a|p < p−r+1} = B−r−1(a). (1.5)

Esto quiere decir que no es relevante la elección de < o ≤ para definir una bola. Nos remitiremos a usar

la primera notación.

Denotamos e identificamos las bolas y las esferas de la siguente manera:

Br(a) = a+ prZp y Sr(a) = a+ prZ×p .

Estos conjuntos son abiertos y cerrados (conjuntos clopen) en la topoloǵıa de Qp. El hecho de que Br(a)

sea abierto viene de (1.5), y cerrado viene de que su complemento es abierto. Que Sr(a) sea abierto viene

de

Z×p =
⊔

i∈{1,2,...,p−1}

i+ pZp.

Por otro lado, para ver que es cerrado tomamos una sucesión de puntos xn = a+ prun con un ∈ Z×p para

cada n ∈ N. La sucesión {xn}n∈N es también de Cauchy, es decir, existe un N ∈ N tal que

|xm − xn|p = p−r|um − un|p → 0, ∀m,n > N.

Por la completitud de Qp, un → u0 6= 0 y, por (1.4), |un|p = |u0|p para n suficientemente grande, luego

u0 ∈ Z×p . Finalmente, por unicidad del ĺımite, se tiene que xn → x0 = a+ pru0 ∈ Sr(a).

Las bolas Br(a) forman una base de clopen para la topoloǵıa de Qp, es decir, se dice que la topoloǵıa de

Qp es cero dimensional.

En la topoloǵıa de Qp es muy importante mencionar que todo punto de una bola Br(a) es su centro

y que, además, cualquier par de bolas en Qp son disjuntas, o bien, una contiene a la otra. A partir de

esto último, Qp es un espacio topológico totalmente disconexo.

Otro aspecto topológico de Qp es que tiene la propiedad de Heine-Borel (Ver [1] o [11]), y como

consecuencia de esto tenemos los siguientes:

Zp es compacto.

Qp es un espacio topológico localmente compacto.

Todo compacto en Qp se puede cubrir por un número finito de bolas disjuntas con radio fijo.
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1.2.1. El espacio Qn
p

Qnp = Qp × Qp × · · · × Qp es el espacio de los puntos x = (x1, x2, ..., xn), donde xi ∈ Qp para cada

i = 1, ..., n, con n ≥ 2. Se define la norma p-ádica en Qnp como

||x||p = máxi |xi|p x ∈ Qnp .

Esta norma es claramente no-Arquimediana, esto es, || · ||p satisface que

||x+ y||pleqmáx{||x||p, ||y||p}, para x, y ∈ Qnp .

Con esto, (Qnp , || · ||p) es un espacio ultramétrico completo y, con la topoloǵıa inducida por tal norma, Qnp
es un espacio topológico localmente compacto totalmente disconexo.

Para r ∈ Z y a = (a1, ..., an) ∈ Qnp denotamos por

Bnr (a) = {x ∈ Qnp | ||x− a||p ≤ p−r}

a la bola n-dimensional de radio p−r y centro a, y por

Snr (a) = {x ∈ Qnp | ||x− a||p = p−r} = Bnr (a) \Bnr+1(a)

a la esfera n-dimensional de radio p−r y centro a.

Denotamos Bnr (0) := Bnr y notemos que

Bnr (a) = Br(a1)× · · · ×Br(an)

donde Br(ai) := {x ∈ Qp | |x− ai|p ≤ p−r} es la bola 1-dimensional de radio p−r con centro en ai ∈ Qp.
La bola Bn0 es igual al producto de n copias de Zp, esto es,

Znp = {x ∈ Qnp | ||x||p ≤ 1}.

Por otro lado, denotamos a la esfera centrada en el origen por Snr (0) := Snr y, como Z×p es la esfera

unidimensional, (Z×p )n es el producto n-dimensional de la misma.

Por la condición de no-Arquimedianidad de Qnp , se verifica también que las bolas y las esferas son

abiertos y cerrados a la vez (clopen), la propiedad de Heine-Borel y todas sus consecuencias.

1.3. Integración en Qp

En esta sección introducimos la teoŕıa de integración sobre Qp y el cálculo de algunas integrales

dentro del mismo contexto.
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1.3.1. Qp como grupo topológico localmente compacto

(Qp,+), y respectivamente (Q×p , ·), son grupos topológicos localmente compactos. En efecto, sabe-

mos que Qp es espacio topológico localmente compacto, y como Qp, respectivamente Q×p , son espacios

métricos, la continuidad de la suma, respectivamente la del producto, están garantizadas.

El siguiente teorema asegura que existe una medida de Haar sobre un grupo topológico localmente

compacto.

Teorema 1.3.1 (Ver [4]). Sea (X, ·) un grupo topológico localmente compacto. Existe una medida de

Borel dx, única salvo multiplicación por una constante positiva, tal que∫
U

dx > 0

para todo abierto de Borel U no vaćıo y ∫
x·E

dx =

∫
E

dx (1.6)

para todo conjunto de Borel E.

Como (Qp,+) y (Q×p , ·) son grupos topológicos localmente compactos, tenemos que existe una medida

de Haar en (Qp,+), denotada por dx, invariante por traslaciones respecto de la adición, esto es, d(a +

x) = dx. De la misma manera, tenemos que existe una medida de Haar en (Q×p , ·), denotada por d∗(x),

invariante por traslación con respecto a la multiplicación, es decir, d∗(ax) = d∗x. Estas medidas se

relacionan de la siguiente manera:

d∗x = |x|−1
p dx (1.7)

luego

d(xa) = |xa|pd∗(xa) = |x|p|a|pd∗(x) = |x|p|a|p|x|−1
p dx = |a|pdx, a ∈ Q×p (1.8)

que corresponde a la fórmula del Cambio de Variables. Este último resultado mencionado será revi-

sado en profundidad más adelante.

Observación 1.3.1. Como consecuencia de la relación (1.7), trabajaremos de ahora en adelante solo

con la medida de Haar dx definida sobre (Qp,+), excepto si se menciona otra situación. Como Zp es un

abierto compacto y como dx es una medida regular, tenemos que dx(Zp) <∞. Aśı, podemos normalizar

esta medida por dx(Zp) = 1.

La medida de Haar dx en Qp se define sobre la σ-algebra de Borel, Σp, generada por todos los

subconjuntos abiertos compactos de Qp y que tienen la forma a+ pmZp. En suma

dx : Σp −→ R, dx(U) =

∫
U

dx
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y se satisface ∫
⋃∞
i=1 Ui

dx =

∞∑
i=1

∫
Ui

dx

para toda colección {Ui}i∈N de abiertos compactos disjuntos dos a dos, tales que

∞⋃
i=1

Ui sea también un

compacto. Además, ∫
x0+U

dx =

∫
U

dx.

Observación 1.3.2. Para cualquier compacto K en Qp la medida dx define una función

C(K) −→ R; f 7−→
∫
K

f(x)dx

la cual es lineal, continua y donde C(K) es el espacio de funciones continuas sobre K provisto de la

norma

||f ||C(K) = máx
x∈K
|f(x)|

1.3.2. Cambio de Variables

Proposición 1.3.1. Sea d(xa) definida por d(xa)(U) = dx(aU), se tiene que d(xa) es una medida de

Haar y

d(xa) = |a|pdx, a ∈ Q×p ,

lo que significa que ∫
aU

dx = |a|p
∫
U

dx,

para todo conjunto de Borel U .

Demostración. Sea a un número en Q×p fijo y, consideremos

Ta : Qp −→ Qp; x 7−→ ax.

Ta es un isomorfismo algebraico y, como Ta es la restricción a {a}×Qp de la operación de multiplicación,

se tiene que Ta es continua. T−1
a es también continua porque es la operación multiplicativa inversa. Luego

Ta es un homeomorfismo. Además, para cada y ∈ Qp y para todo conjunto de Borel U

d(xa)(y + U) = dx(a(y + U)) = dx(ay + aU) = dx(aU) = d(xa)(U)

i.e., d(xa) es invariante por traslaciones. Aśı, por el Teorema 1.3.1, d(xa) es una medida de Haar para

(Qp,+) y por la unicidad de esta medida, existe una constante positiva C(a) tal que
∫
aU
dx = C(a)

∫
U
dx.

Para calcular C(a) basta probar que ∫
aZp

dx = C(a)

∫
Zp
dx = |a|p.

Esto resulta de considerar

Zp =

pl−1⊔
b=0

b+ plZp

un a = plu ∈ Zp, con u ∈ Z×p , y
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1 =

∫
Zp
dx =

pl−1∑
b=0

∫
b+plZp

dx =

pl−1∑
b=0

∫
plZp

dx = pl
∫
plZp

dx⇒
∫
plZp

dx = p−l = |a|p.

Por tanto, ∫
aZp

dx = |a|p y

∫
aZp

dx = C(a)

∫
Zp
dx

lo que implica que C(a) = |a|p. El caso en que a 6∈ Zp es similar.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos lo siguiente.

Corolario 1.3.1. Sea ϕ : U → C, donde U es un conjunto de Borel, es decir, un abierto compacto. Se

tiene que ∫
U

ϕ(x)dx = |a|p
∫
a−1U+b

ϕ(ay + b)dy

para cualquier a ∈ Q×p y b ∈ Qp.

Mostraremos ahora algunos ejemplos clásicos e importantes del cálculo de integrales p−ádicas usando

el cambio de variables mencionado. Algunos de estos resultados serán utilizados posteriormente.

Ejemplo 1.3.1. Para cualquier r ∈ Z∫
Br(0)

dx =

∫
prZp

dy = p−r
∫
Zp
dy = p−r

donde el cambio de variables es x = pry con y ∈ Zp, se tiene que dx = d(pry) = |pr|pdy = p−rdy.

Ejemplo 1.3.2. Para cualquier r ∈ Z, como Sr(0) = Br(0) \Br+1(0), tenemos que∫
Sr(0)

dx =

∫
Br(0)

dx−
∫
Br+1(0)

dx = p−r − p−r−1 = p−r(1− p−1).

En particular, para Z×p = Zp \ pZp,∫
Z×p
dx =

∫
Zp
dx−

∫
pZp

dx = 1− p−1.

Ejemplo 1.3.3. Tomemos U = Zp \ {0}. Se afirma que U no es compacto y que∫
U

dx =

∫
Zp
dx = 1.

Para la primera afirmación, consideramos la sucesión {pn}n∈N en U . Como ĺım
n→+∞

pn = 0, se tiene que

cualquier subsucesión {pnk}k∈N converge a 0 /∈ U , luego U no es compacto en Qp.

Para la segunda afirmación, consideramos

Zp \ {0} =

+∞⊔
j=0

Sj(0)

y tenemos que (tomando x = pjy, con y ∈ Z×p )∫
Zp\{0}

dx =

+∞∑
j=0

p−j
∫
Z×p
dy =

(
1

1− p−1

∫
Z×p
dy

)
=

(
1

1− p−1

)
(1− p−1) = 1.

Esto muestra que U tiene medida de Haar 1 y luego, {0} tiene medida de Haar 0. Para darle sentido a

esto último, se puede ver que U es una unión contable disjunta de abiertos compactos, luego U es también

un conjunto de Borel.
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1.3.3. Funciones localmente constantes

Definición 1.3.1. Una función ϕ : Qp −→ C se dice que es localmente constante si para cada x ∈ Qp
existe un subconjunto abierto compacto de U , x ∈ U , tal que ϕ(x) = ϕ(u) para todo u ∈ U .

Observación 1.3.3. Cualquier función localmente constante ϕ : Qp −→ C se puede expresar como una

combinación lineal de funciones caracteŕısticas de la forma:

ϕ(x) =

+∞∑
n=1

cn1Un(x), (1.9)

donde cn ∈ C,

1Un(x) =

{
0 ; x 6∈ Un
1 ; x ∈ Un

,

donde los Un ⊆ Qp son abiertos compactos disjuntos dos a dos y que cubren a Qp.

Sea ϕ : Qp −→ C una función localmente constante como en la Definición 1.3.1 y sea A un abierto

compacto. Como cada abierto compacto se puede cubrir por un número finito de bolas disjuntas, podemos

asumir que A = tki=1Ui donde cada Ui es un abierto compacto. Entonces, de la observación anterior,

podemos escribir

ϕ|A(x) =

k∑
i=1

ci1Ui(x)

y definimos ∫
A

ϕ(x)dx = c1

∫
U1

dx+ c2

∫
U2

dx+ · · ·+ ck

∫
Uk

dx.

Definición 1.3.2. Llamaremos función Bruhat-Schwartz a las funciones localmente constantes con

soporte compacto. Estas funciones forman un C-espacio vectorial que denotaremos D(Qp) := D (espacio

Bruhat-Schwartz).

Las funciones 1Br(a) ∈ D, con a ∈ Qp y r ∈ Z.

Proposición 1.3.2. Si ϕ : Qp −→ C es una función localmente constante, entonces esta función es

continua.

Demostración. Sea V un abierto en C. Como ϕ es localmente constante, para cada y ∈ V existe un

abierto Uy en Qp tal que ϕ|Uy = y. Entonces, ϕ−1(V ) =
⋃
y∈V

Uy, el cual es un abierto en Qp.

El siguiente lema es una consecuencia del Teorema Stone-Weierstrass.

Lema 1.3.1 (Ver [10]). D es un subespacio denso de C, donde C es el espacio de las funciones continuas

con soporte compacto provisto de la norma del supremo.

A partir del lema anterior tenemos que D = C, lo que nos permite extender el funcional

F : D −→ R; ϕ 7−→
∫
Qp
ϕ(x)dx
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a

F : C −→ R; ϕ 7−→
∫
Qp
ϕ(x)dx

de manera única.

Lema 1.3.2. Sea K un compacto en Qp. El espacio D(K) es denso en C(K).

Demostración. Sea f ∈ C(K) y sea ε > 0 arbitrario. Por la continuidad de f , para cada a ∈ K, existe

γ ∈ Z tal que si x ∈ Bγ(a) ∩K, entonces |f(x) − f(a)| < ε. Como K es compacto, se puede cubrir por

una número finito de bolas disjuntas Bγj (aj), con aj ∈ K. Como cada 1Bγj (aj)(x) ∈ D, construimos una

sucesión de funciones en D donde sus elementos son de la forma

fγj (x) =
∑
j

f(aj)1Bγj (aj)(x).

Además, como ∑
j

1Bγj (aj)(x) = 1 x ∈ K,

tenemos

||f − fγj ||C(K) = máx
x∈K
|f(x)− fγj (x)|

≤ máx
x∈K

∣∣∣∣∣∣
∑
j

(f(x)− fγj (aj))1Bγj (aj)(x)

∣∣∣∣∣∣
< ε

∑
j

1Bγj (aj)(x) = ε.

Definición 1.3.3. Un función ϕ : Qp −→ C se dice que es localmente integrable si∫
K

ϕ(x)dx

existe para todo K compacto. El espacio de las funciones localmente integrables se denota por ϕ ∈ L1
loc.

Definición 1.3.4. (Integral impropia) Una función ϕ ∈ L1
loc se dice integrable en Qp, si

ĺım
N→+∞

∫
BN (0)

ϕ(x)dx = ĺım
N→+∞

N∑
j=−∞

∫
Sj(0)

ϕ(x)dx

existe. Si el ĺımite existe, se denota como

∫
Qp
ϕ(x)dx, y decimos que la integral impropia existe.

Observación 1.3.4. Notar que como Qp \ {0} =

+∞⊔
j=−∞

Sj(0),

∫
Qp
ϕ(x)dx =

+∞∑
j=−∞

∫
Sj(0)

ϕ(x)dx.
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Ejemplo 1.3.4. Mostraremos que la función |x|p es localmente integrable pero no integrable.

Para mostrar el primer hecho, sea K un compacto en Qp. {x+pmxZp | x ∈ K} es un cubrimiento abierto

de K y como K es compacto, existen x1, ..., xn ∈ K tales que

K ⊂
n⊔
i=1

xi + pmxiZp,

luego por monotońıa de la integral y aplicando un cambio de variables, tenemos que∫
K

|x|pdx ≤
n∑
i=1

∫
xi+p

mxi Zp
|x|p dx =

n∑
i=1

∫
pmxi Zp

|x|p dx =

n∑
i=1

p−mxi
∫
Zp
|x|pdx ≤

n∑
i=1

p−mxi
∫
Zp
dx <∞

donde la última desigualdad es cierta porque |x|p ≤ 1 para x ∈ Zp.

Por otro lado, considerando ϕ(x) = |x|p como en la observación previa,∫
Qp
|x|p dx =

+∞∑
j=−∞

∫
Sj(0)

|x|p dx =

+∞∑
j=−∞

p−j
∫
Sj(0)

dx =

+∞∑
j=−∞

(1− p−1)

donde se tiene que la última suma no tiene sentido (diverge). Por ello |x|p no es integrable.

Ejemplo 1.3.5. Asumimos que

+∞∑
j=−∞

f(pj)pj < +∞ donde f : R+
0 −→ C y a f(| · |p) : Qp −→ C se le

llama función radial. Usando la Observación 1.3.4, tenemos que∫
Qp
f(|x|p)dx =

+∞∑
j=−∞

∫
Sj(0)

f(|x|p)dx = (1− p−1)

+∞∑
j=−∞

f(pj)pj.

Ejemplo 1.3.6. Considerando

+∞∑
j=0

jp−j =
p

(p− 1)2
, mostraremos que

∫
Zp

ln(|x|p)dx = − ln(p)

p− 1
.

En efecto,

∫
Zp

ln(|x|p)dx =

∫
Zp\{0}

ln(|x|p)dx =

+∞∑
j=0

∫
Sj(0)

ln(|x|p)dx

=

+∞∑
j=0

ln(p−j)

∫
Sj(0)

dx =

+∞∑
j=0

−j ln(p)p−j(1− p−1)

= − ln(p)(1− p−1)

+∞∑
j=0

jp−j

= − ln(p)

(
p− 1

p

)
p

(p− 1)2
= − ln(p)

p− 1
.

1.3.4. Cambio de Variables (Caso General)

Introduciremos el caso general del cambio de variables, como consecuencia del teorema de la función

inversa en su versión anaĺıtica en el caso p-ádico.

Definición 1.3.5. Una función h : U −→ Qp se dice anaĺıtica sobre un abierto U de Qp, si existe una

serie de potencias convergente
∑
i

aix
i para x ∈ Ũ ⊂ U , con Ũ abierto, tal que h(x) =

∑
i

aix
i para

x ∈ Ũ .
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En este caso, h′(x) =
∑
i

iaix
i−1 es una serie de potencias convergente. Una función f se dice

bianaĺıtica si f y f−1 son anaĺıticas.

Teorema 1.3.2 (Cambio de variables, caso general). Sean K,K1 ⊂ Qp dos abiertos compactos. Sea

σ : K1 −→ K una función bianaĺıtica tal que σ′(y) 6= 0, y ∈ K1. Entonces, si f es una función continua

sobre K, se tiene que ∫
K

f(x)dx =

∫
K1

f(σ(y))|σ′(y)|pdy, x = σ(y).

Demostración. Como f 7→
∫
K
f(x)dx es un funcional lineal continuo sobre C(K) (Observación 1.3.2)

tenemos que f es integrable y, como D(K) es denso en C(K) (Lema 1.3.2), es suficiente probar la fórmula

sobre D(K). Sin pérdida de generalidad, se puede probar para f(x) ≡ 1, x ∈ K, es decir, probaremos que∫
K

dx =

∫
K1

|σ′(y)|pdy.

Como K1 es compacto se puede cubrir por un número finito de bolas disjuntas de la forma Bl(yi) de

radio pl suficientemente pequeño tal que

|σ′(y)|p = |σ′(yi)|p = pri , y ∈ Bl(yi),

y por el Corolario 1.4.1, para el caso n = 1 aplicado a σ, tenemos que Bl(yi) = yi + plZp es mapeada

sobre Bl+ri(xi) = xi + pl+riZp, con xi = σ(yi). Entonces∫
K

dx =
∑
i

∫
Bl+ri (xi)

dx =
∑
i

plpri

=
∑
i

∫
Bl(yi)

pridy =
∑
i

∫
Bl(yi)

|σ′(yi)|pdy

=
∑
i

∫
Bl(yi)

|σ′(y)|pdy =

∫
K1

|σ′(y)|pdy

1.3.5. Integración en Qn
p

Ya sabemos que (Qnp ,+) es un grupo topológico localmente compacto. Luego, existe una medida de

Haar dnx en Qnp , que, en este caso, es justamente la medida producto de dx1, ..., dxn, donde cada dxi

es la medida de Haar de (Qp,+) normalizada. En particular, si A = A1 × · · · × An, donde cada Ai es

medible con respecto a dxi, se tiene ∫
A

dnx =

n∏
i=1

∫
Ai

dxi.

De esta forma, como Znp = Zp × · · · × Zp, se tiene

∫
Znp
dnx =

n∏
i=1

∫
Zp
dxi = 1.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Fubini). Si f : Qn+m
p −→ C es una función tal que la integral iterada
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∫
Qnp

(∫
Qmp

f(x, y) dmy

)
dnx

existe, entonces f es integrable en Qn+m
p y se satisfacen las siguientes igualdades:

∫
Qnp

(∫
Qmp

f(x, y) dmy

)
dnx =

∫
Qn+m
p

f(x, y) dn+m(x, y) =

∫
Qmp

(∫
Qnp
f(x, y) dnx

)
dmy.

El siguiente teorema es el análogo n-dimensional para el Teorema 1.3.2 del Cambio de variables (caso

general).

Teorema 1.3.4 (Cambio de variables (caso general n-dimensional)). Sean K,K1 ⊂ Qnp dos abiertos

compactos. Sea σ : K1 −→ K, σ(y) = σ(y1, ..., yn) = (σ1(y), ..., σn(y)) = x una función bianaĺıtica

(anaĺıtica en cada variable) tal que

det

[
∂σ(y)

∂y

]
= det

[
∂σi(y)

∂yj

]
1≤i,j≤n

6= 0 y ∈ K1

. Entonces, si f es una función continua sobre K, se tiene que∫
K

f(x) dnx =

∫
K1

f(σ(y))

∣∣∣∣det [∂σ(y)

∂y

]∣∣∣∣
p

dny, x = σ(y).

Ejemplo 1.3.7. Para cualquier r ∈ Z∫
Bnr (0)

dnx =

∫
prZnp

dny = p−rn
∫
Znp
dny = p−rn

donde el cambio de variables n-dimensional es x = pry con y ∈ Znp y por el teorema anterior dnx =

dn(pry) = |pr|npdny = p−rndny.

Ejemplo 1.3.8. Análogo al Ejemplo 1.3.2, para cualquier r ∈ Z, como Snr (0) = Bnr (0)\Bnr+1(0), tenemos

que ∫
Snr (0)

dnx =

∫
Bnr (0)

dnx−
∫
Bnr+1(0)

dnx = p−rn − p−rn−n = p−rn(1− p−n).

En particular, para la esfera unitaria n-dimensional Sn1 (0) = Znp \ pZnp ,∫
Sn1 (0)

dnx =

∫
Zp
dnx−

∫
pZp

dnx = 1− p−n.

Por otro lado, es claro que ∫
(Z×p )n

dnx = (1− p−1)n

Como dnx es una medida no-negativa, toda la teoŕıa de la medida es válida sobre el espacio Qnp .

Ciertos resultados (como por ejemplo, el teorema de convergencia dominada) los utilizaremos más ade-

lante.
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1.4. Teorema de la Función Impĺıcita en Qp

Denotamos por Qp[[x1, ..., xn]] al anillo de las series formales de potencias con coeficientes en

Qp. Un elemento de este anillo es de la forma∑
cix

i =
∑

(i1,i2,...,in)∈Nn
ci1,i2,...,inx

i1
1 · · ·xinn .

Definición 1.4.1. Una serie formal
∑

cix
i se dice convergente si existe r ∈ Z tal que

∑
cia

i converge

para cualquier a = (a1, a2, ..., an) ∈ Qnp que satisfaga ||a||p < pr.

Las series formales convergentes forman un subanillo de Qp[[x1, ..., xn]], que se denotará Qp〈〈x1, ..., xn〉〉.

Definición 1.4.2. Si para
∑

cix
i existe

∑
c
(0)
i xi ∈ R〈〈x1, ..., xn〉〉 tal que |ci|p ≤ c(0)

i para todo i ∈ Nn,

decimos que
∑

c
(0)
i xi es una serie dominante para

∑
cix

i y escribimos∑
cix

i <<
∑

c
(0)
i xi.

Lema 1.4.1. Una serie formal de potencias es convergente si y solo si tiene una serie dominante.

Demostración. (⇐) Sea |i| := i1+· · ·+in para i = (i1, ..., in) ∈ Nn. Asumimos que
∑

cix
i <<

∑
c
(0)
i xi,

es decir, |ci|p ≤ c(0)
i para todo i ∈ N. Con esto tenemos que

ĺım
|i|→+∞

|ci|p ≤ ĺım
|i|→+∞

c
(0)
i = 0

y luego
∑

cix
i es convergente.

(⇒) Supongamos que
∑

cix
i ∈ Qp〈〈x1, ..., xn〉〉, es decir, existe r ∈ Z tal que

∑
cia

i converge para

todo a ∈ Qp con ||a||p < pr. Elegimos r0 ∈ Z+ tal que 0 < pr0 ≤ pr. Entonces para todo a ∈ Qp tal que

||a||p < pr0 , se tiene que

|ciai|p ≤ |ci|pp|i|r0

y aśı

ĺım
|i|→+∞

|ci|pp|i|r0 = 0.

Luego |ci|pp|i|r0 ≤M para algún M > 0. Por lo tanto∑
cix

i <<
∑(

M

p|i|r0

)
xi.

Definición 1.4.3. Decimos que f(x) =
∑

cix
i ∈ Qp[[x1, ..., xn]] es una serie de potencias especial

restringida (SRP), si f(0) = 0, es decir, c0 = 0 y ci ≡ 0 mod(p|i|−1), para cualquier i ∈ Nn, i 6= 0.

Observación 1.4.1. Supongamos que f(x) es una SRP.

1. Como ci ≡ 0 mod(p|i|−1) con i 6= 0, existe k ∈ Z tal que ci = kp|i|−1. Entonces

|ci|p = |k|p|p1−|i||p ≤ 1.

Luego f(x) ∈ Zp[[x1, ..., xn]].
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2. f(x) es convergente para todo a ∈ Znp . En efecto, para a = (a1, ..., an) ∈ Znp , se tiene que |ciai|p =

|ci|p|ai11 · · · ainn |p ≤ |ci|p ≤ 1
p|i|−1 . Luego ĺım

|i|→+∞
|ciai|p = 0 y, por tanto,

∑
cia

i converge.

3. Denotamos f(a) =
∑

cia
i. Por la observaciones 1 y 2, tal serie es una sucesión convergente en

Zp. Como Zp es compacto, se tiene que f(a) ∈ Zp.

Teorema 1.4.1 (Teorema de la Función Impĺıcita, primera versión).

1. Sea F (x, y) = (F1(x, y), ..., Fm(x, y)), con Fi(x, y) ∈ Qp[[x, y]] := Qp[[x1, ..., xn, y1, ..., ym]] tal que

Fi(0, 0) = 0 y

det

[
∂Fi
∂yj

(0, 0)

]
1≤i,j≤m

6= 0.

Entonces existe una única función f(x) = (f1(x), ..., fn(x)) con fi(x) ∈ Qp[[x1, ..., xn]], fi(0) = 0,

que satisface F (x, f(x)) = 0, es decir, Fi(x, f(x)) = 0 para todo i.

2. Si cada Fi(x, y) es una serie de potencias convergente, se tiene que cada fi es también una serie

de potencias convergente. Más aún, si a es cercano a 0, entonces f(a) será cercano a 0 en Qnp y

F (a, f(a)) = 0 y, si (a, b) es cercano a (0, 0) en Qnp ×Qmp y F (a, b) = 0, entonces f(a) = b.

Corolario 1.4.1.

1. Si gi(x) ∈ Qp[[x1, ..., xn]], gi(0) = 0 para 1 ≤ i ≤ n y

det

[
∂gi
∂xj

(0)

]
6= 0

entonces existe una única f(x) = (f1(x), ..., fn(x)) con fi(x) ∈ Qp[[x1, ..., xn]], fi(0) = 0 para todo

i, tal que g(f(x)) = x.

2. Si gi(x) ∈ Qp〈〈x1, ..., xn〉〉, entonces fi(x) ∈ Qp〈〈x1, ..., xn〉〉 para todo i. Además, si b está cerca

de 0 en Qnp y a = g(b), se tiene que a está también cercano a 0 en Qnp y f(a) = b. Por lo tanto

y = f(x) es un homemorfismo entre pequeñas vecindades de 0 en Qnp .

Observación 1.4.2. Sean U1 ⊂ Qnp y U2 ⊂ Qmp abiertos que contienen a 0. Asumamos que cada

Fi(x, y) : U1 × U2 −→ Qp

es una serie de potencias convergente. Un conjunto de la forma

V := {(x, y) ∈ U1 × U2 | Fi(x, y) = 0, i = 1, ...,m}

se llama conjunto anaĺıtico. En el caso en que todos los Fi(x, y) sean polinomios y U1 = Qnp , U2 = Qmp ,

V se denomina un conjunto algebraico. Si todos los Fi(x, y) ∈ Qp〈〈x, y〉〉 satisfacen la hipótesis del

teorema de la función impĺıcita, tenemos que V posee una parametrización, que es posible definir después

de ajustar los abiertos U1 y U2, es decir, existen subconjuntos abiertos que contienen a 0, Ũ1 ⊂ U1 y

Ũ2 ⊂ U2, tales que
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V := {(x, y) ∈ Ũ1 × Ũ2 | Fi(x, y) = 0, i = 1, ...,m} = {(x, y) ∈ Ũ1 × Ũ2 | f(x) = y}.

Observación 1.4.3. A partir del cambio de coordenadas x1, ..., xn, z1 = y1−f1(x), ..., zm = ym−fm(x)

se tiene

V := {(x, z) ∈ Ũ1 × Ũ2 | z1 = ... = zm = 0}.

Decimos que V es una subvariedad anaĺıtica cerrada de Ũ1 × Ũ2 ⊂ Qnp × Qmp de codimensión m.

La palabra cerrada quiere decir que V es cerrado en la topoloǵıa producto p-ádica.

En la siguiente versión del teorema de la función impĺıcita podemos controlar el radio de las bolas

que comprende el teorema.

Teorema 1.4.2 (Teorema de la Función Impĺıcita, segunda versión).

1. Supongamos que Fi(x, y) ∈ Zp[[x, y]] := Zp[[x1, ..., xn, y1, ..., ym]], Fi(0, 0) = 0 para todo i y

det

[
∂Fi
∂yj

(0, 0)

]
1≤i,j≤m

6≡ 0 mod(p).

Entonces existe una única solución f(x) = (f1(x), ..., fm(x)), con fi(x) ∈ Zp[[x1, ..., xn]], fi(0) = 0

de la ecuación F (x, f(x)) = 0, es decir, Fi(x, f(x)) = 0 para todo i.

2. Si cada Fi(x, y) es una SRP en x1, ..., xn, y1, ..., ym, se tiene que todo fi(x) es también una SRP

en x1, ..., xn. Más aún, si a ∈ Znp , entonces f(a) ∈ Zmp y F (a, f(a)) = 0 y, si (a, b) ∈ Znp × Zmp
satisface que F (a, b) = 0, entonces f(a) = b.

Corolario 1.4.2.

1. Si gi(x) ∈ Zp[[x1, ..., xn]], gi(0) = 0 para todo i y si además

det

[
∂gi
∂xj

(0, 0)

]
1≤i,j≤n

6≡ 0 mod(p),

se tiene que todo fj(x) es la única solución de gi(f1(x), ..., fn(x)) = x que satisface que fj(0) = 0

donde cada fj(x) ∈ Zp[[x1, ..., xn]].

2. Si cada gi(x) es una SRP en x1, ..., xn, entonces cada fj(x) es también una SRP en las mismas

variables, y f(x) = y da lugar a un homeomorfismo de Znp en Znp .

Observación 1.4.4. Asumamos que cada Fi(x, y) es una SRP en las variables (x, y). Sea

V = {(x, y) ∈ Znp × Zmp | Fi(x, y) = 0, i = 1, ...,m}.

Como se cumple las hipótesis de las segunda versión del teorema de la función impĺıcita (punto 2),

tenemos

V = {(x, y) ∈ Znp × Zmp | f(x) = y}.

A partir del sistema de coordenadas x1, ..., xn, z1 = y1 − f1(x), ..., zm = ym − fm(x), V toma la forma

V := {(x, y) ∈ Znp × Zmp | z1 = ... = zm = 0}.

Decimos que V es una subvariedad anaĺıtica cerrada de Znp × Zmp de codimensión m.
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1.5. Análisis de Fourier en Qp

En esta sección presentamos los preliminares elementales que se usarán más adelante en el desarrollo

de la teoŕıa de operadores pseudo-diferenciales p−ádicos.

Recordemos que todo número p−ádico x 6= 0 tiene una representación única de la forma:

x =

∞∑
i=−N

xip
i

donde los xi ∈ {0, 1, 2, ..., p − 1} y x0 6= 0. Con esto, se define la parte fraccionaria de x ∈ Qp como el

número racional

{x}p = x−Np
−N + x−N+1p

−N+1 + · · ·+ x−1p
−1

En el caso que x ∈ Zp, se define {x}p = 0.

Además, cada número p−ádico x 6= 0 se puede representar únicamente de la forma

x = pord(x)

+∞∑
j=0

yjp
j = pord(x)ac(x) con yj ∈ {0, 1, 2, ..., p− 1}

donde ac(x) es la componente angular de x, con |ac(x)|p = 1.

1.5.1. Caracteres Aditivos

La función χp(y) := exp(2πi{y}p), para y ∈ Qp, se llama caracter aditivo estándar de Qp. Notemos

que

χp : (Qp,+) −→ (S, ·)

es una aplicación continua del grupo aditivo de Qp sobre la circunferencia unitaria en C considerada como

un grupo multiplicativo que satisface

χp(x1 + x2) = χp(x1) · χp(x2), x1, x2 ∈ Qp.

Notar además que el caracter aditivo cumple las siguientes propiedades:

1. χp(0) = 1

2. χp(−x) = χp(x) = (χp(x))
−1

3. χp(nx) = χnp (x), n ∈ Z.

Los caracteres aditivos de Qp forman un grupo Abeliano que es isomorfo a (Qp,+), dado por el isomorfismo

ξ → χp(ξx).

Ejemplo 1.5.1. Veremos que∫
Br(0)

χp(ξx) dx =

{
pr ; |ξ|p ≤ p−r

0 ; |ξ|p > p−r
para r ∈ Z.
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En efecto, si |ξ|p ≤ p−r, tenemos que |ξx|p ≤ 1, luego χp(ξx) = 1 y

∫
Br(0)

χp(ξx) dx =

∫
Br(0)

dx = pr.

En un segundo caso, supongamos que |ξ|p > p−r, es decir, |ξ|p ≥ p−r+1. Si tomamos un x0 tal que

|x0|p = pr, tenemos que |x0ξ|p ≥ p y luego χp(ξx0) 6= 1. Aśı∫
Br(0)

χp(ξx) dx =

∫
Br(−x0)

χp(ξ(x0 + y)) dy (x = x0 + y; dx = d(x0 + y) = dy)

=

∫
Br(0)

χp(ξx0)χp(ξy) dy (pues|x0 + y|p = |y|p)

= χp(ξx0)

∫
Br(0)

χp(ξy) dy

y como χp(ξx0) 6= 1, se tiene que

∫
Br(0)

χp(ξx) dx = 0.

Ejemplo 1.5.2. Del ejemplo anterior y considerando que Sr(0) = Br(0) \Br−1(0), se tiene que

∫
Sr(0)

χp(ξx) dx =


pr − pr−1 ; |ξ|p ≤ p−r

−pr−1 ; |ξ|p = p1−r

0 ; |ξ|p > p1−r

para r ∈ Z.

Ejemplo 1.5.3. Si x = (x1, x2, ..., xn), ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Qnp , definimos

x · ξ =

n∑
i=1

xi · ξi.

Con lo anterior, se generalizan a Qnp los ejemplos previos de la forma:

∫
Bnr (0)

χp(ξx) dnx =

{
prn ; ||ξ||p ≤ p−r

0 ; ||ξ||p > p−r
para r ∈ Z

y

∫
Snr (0)

χ(ξx) dnx =


prn − prn−n ; ||ξ||p ≤ p−r

−prn−n ; ||ξ||p = p1−r

0 ; ||ξ||p > p1−r

para r ∈ Z.

Ejemplo 1.5.4. Si

+∞∑
r=0

|f(p−r)|p−r <∞, entonces para ξ 6= 0

∫
Qp
f(|x|p)χp(ξx) dx = (1− p−1)|ξ|−1

p

+∞∑
r=0

p−rf(p−r|ξ|−1
p )− |ξ|−1

p f(p|ξ|−1
p ),
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donde f : R+ ∪ {0} −→ C y a f(| · |p) : Qp −→ C se le llama función radial.

En efecto, ∫
Qp
f(|x|p)χp(ξx) dx =

∫
Qp\{0}

f(|x|p)χp(ξx) dx ({0} tiene medida cero)

=
∑
l∈Z

∫
Sl(0)

f(|x|p)χp(ξx) dx

=
∑
l∈Z

f(pl)

∫
Bl(0)\Bl−1(0)

χp(ξx) dx,

de donde si fijamos |ξ|p = pN , para algún N ∈ Z, tenemos por el Ejemplo 1.5.2 que∫
Qp
f(|x|p)χp(ξx) dx =

∑
l∈Z

f(pl)

∫
Bl(0)\Bl−1(0)

χp(ξx) dx = (1− p−1)
∑
l≤−N

f(pl)pl − f(p−N+1)p−N ,

luego haciendo el cambio de variable r = −l −N y considerando la hipótesis, se cumple la afirmación.

Ejemplo 1.5.5. El ejemplo anterior se puede extender sobre Qnp de la forma:∫
Qnp
f(||x||p)χp(ξ · x) dnx = (1− p−1)||ξ||−Np

+∞∑
r=0

p−rnf(p−r||ξ||−Np )− ||ξ||−Np f(p||ξ||−Np ).

Observación 1.5.1. A partir del Ejemplo 1.5.4, con f ≡ 1, tenemos que∫
Qp
χp(ξx) dx =

{
+∞ ; ξ = 0

0 ; ξ 6= 0
= δ(ξ).

Con esto, se tiene que la transformada de Fourier (que se definirá posteriormente) de la función constante

f ≡ 1 es la función Delta de Dirac δ.

1.5.2. Caracteres Multiplicativos

Un caracter multiplicativo de (Q×p , ·), o simplemente de Q×p , es una aplicación continua

π : (Q×p , ·) −→ (C×, ·)

que satisface π(x1x2) = π(x1)π(x2), con x1, x2 ∈ Q×p . Todo caracter multiplicativo de Qp se puede

representar como

π(x) := πs(x) = |x|s−1
p π1(ac(x)),

donde s ∈ C y π1 es la restricción de π a Z×p sobre S.

Ejemplo 1.5.6. Si π(x) 6≡ 1 es un caracter multiplicativo normalizado (|π(x)|p = 1) en Q×p , se tiene que∫
prZ×p

π(x) dx = 0; con r ∈ Z.

En efecto, podemos elegir un a ∈ Q×p tal que |a|p = 1 y π(a) 6= 1. Luego

I =

∫
prZ×p

π(x) dx

= |a|p
∫
prZ×p

π(ay) dy (x = ay; dx = d(ay) = |a|pdy; |ay|p = |y|p)

= π(a)

∫
prZ×p

π(y) dy = π(a) · I

y como π(a) 6= 1, se tiene que I = 0.
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1.5.3. El Espacio Bruhat-Schwartz

Una función ϕ : Qnp → C es localmente constante si para cualquier x ∈ Qnp existe un lx ∈ Z tal que

ϕ(x+ x′) = ϕ(x) para x′ ∈ Bnlx . (1.10)

Las funciones localmente constantes forman un C-espacio vectorial que será denotado por E(Qnp ) := E .

Las funciones localmente constantes ϕ en las cuales lx depende solo de ϕ, forman un C-subespacio vec-

torial de E , denotado por Ẽ .

Recordemos que el espacio D(Qnp ) := D corresponde al espacio Bruhat-Schwartz de las funciones local-

mente constantes con soporte compacto (también se les llama funciones test o funciones de prueba) (ver

Caṕıtulo I).

Para una ϕ ∈ D, el número más grande l = lϕ que satisface 1.10 se llama exponente de constancia

local (o parámetro de constancia) de ϕ.

La convergencia en el espacio D, se define de la siguiente manera:

ϕk → 0 cuando k →∞ en D si y solo si

1. existe un natural N , y un real l, tales que supp(ϕk) ⊂ BnN y lϕk ≥ l, para todo k ∈ N,

2. ϕk converge uniformemente a 0 en Qnp .

Con esto, D es un espacio localmente convexo completo y es denso en C0. Donde C0 es el C−espacio

vectorial de las funciones continuas en Qnp que se anulan en el infinito provisto de la norma || · ||∞ (f se

anula en el infinito, quiere decir que, para todo ε > 0 existe un compacto K ⊂ Qnp tal que |f(x)| < ε

para todo x ∈ Qnp \K). Si U es un abierto en Qnp , D(U) denota al espacio de las funciones localmente

constantes con soporte contenido en U , luego D(U) es denso en

Lρ := Lρ(U) =

{
ϕ : U → C; ||ϕ||ρ =

(∫
U

|ϕ(x)|ρdnx
) 1
ρ

<∞

}

con 1 ≤ ρ <∞.

1.5.4. Transformada de Fourier

Dados x = (x1, x2, ..., xn), ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Qnp , definimos

x · ξ =

n∑
i=1

xi · ξi.

La transformada de Fourier de una función ϕ ∈ D se define como

(Fϕ)(ξ) =

∫
Qnp
χp(ξ · x)ϕ(x)dnx para ξ ∈ Qnp .

La transformada de Fourier es un isomorfismo lineal de D en śı mismo que satisface (F(Fϕ))(ξ) = ϕ(−ξ).
También usaremos Fx→ξϕ y ϕ̂ para denotar la transformada de Fourier de ϕ.

La transformada inversa de Fourier de una función φ ∈ D se define como
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(F−1φ)(x) =

∫
Qnp
χp(−ξ · x)φ(ξ)dnξ para x ∈ Qnp .

También usaremos F−1
ξ→xφ y φ̆ para denotar la transformada inversa de Fourier de φ.

Ejemplo 1.5.7. Ya vimos que la transformada de Fourier de la función constante f ≡ 1 es la función

delta de Dirac δ. A partir del Ejemplo 1.5.5, podemos obtener transformadas de Fourier de más funciones.

Por ejemplo, considerando la función radial g = f(|| · ||p) : Qnp → C, con f(x) = ln(x), la transformada

de Fourier de g es

(Fg)(ξ) =

∫
Qnp

ln(||x||p)χp(ξ · x) dnx =
pn ln(p)

pn − 1
||ξ||−1

p .

De aqúı, la transformada inversa de Fourier de ||ξ||−1
p será

(F−1||ξ||−1
p )(x) =

1− pn

pn ln(p)
ln(||x||p)

.

1.5.5. Distribuciones

Denotamos por D′(Qnp ) := D′ al C-espacio vectorial de todas los funcionales continuos (distribuciones)

definidos sobre D(Qnp ). La operación binaria natural

D′(Qnp )×D(Qnp )→ C

la denotaremos por (T, ϕ), para T ∈ D′(Qnp ) y ϕ ∈ D(Qnp ).

La convergencia en el espacio D′(Qnp ) corresponde a la convergencia débil :

Tk → 0 cuando k →∞ en D′ si (Tk, ϕ)→ 0 cuando k →∞

para todo ϕ ∈ D.

El espacio D′ se corresponde con el dual algebraico de D, es decir, todos los funcionales definidos en

D son continuos. Sumado a esto, se tiene que D′ es completo, es decir,

si Tk − Tj → 0 cuando k, j →∞, entonces existe un funcional T ∈ D′ tal que

Tk − T → 0 cuando k →∞ en D′.

Sea U un abierto en Qnp . Una distribución T ∈ D′(U) se anula en V ⊂ U si (T, ϕ) = 0 para todo

ϕ ∈ D(V ). Sea UT ⊂ U el abierto maximal sobre el cual se anula la distribución T . El soporte de T es el

complemento de UT en U y lo denotamos por supp(T ).

Dadas θ ∈ D fija y T ∈ D′, se define la distribución θT por la fórmula

(θT, ϕ) = (T, θϕ) para ϕ ∈ D.
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Se dice que una distribución T ∈ D′(Qnp ) tiene soporte compacto si existe k ∈ Z tal que ∆kT = T en

D′(Qnp ), donde ∆k(x) := 1Bnk (0)(x).

Toda función f ∈ E(Qnp ), o más generalmente en L1
loc, define una distribución f ∈ D′ de la forma

(f, ϕ) =

∫
Qnp
f(x)ϕ(x) dnx con ϕ ∈ D

y además, esta correspondencia es uno a uno.

Observación 1.5.2. La distribución Delta de Dirac δ ∈ D′(Qnp ) se define

(δ, ϕ) = ϕ(0), ϕ ∈ D(Qnp ).

Es claro que supp(δ) = {0}. Rećıprocamente, toda distribución T ∈ D′(Qnp ) con soporte compacto en el

punto 0 es proporcional a la función delta de Dirac. En efecto, supongamos que ϕ ∈ D(Qnp ) es tal que

ϕ(x) = ϕ(0) para x ∈ BnN (0) y sea ηN cualquier función en D(Qnp ) tal que ηN (x) = 1 para los x ∈ BnN (0).

Luego,

(T, ϕ) = (T, ηNϕ) = ϕ(0)(T, ηN ) = CN (δ, ϕ)

donde CN = (T, ηN ) es constante y no depende de N , pues

CN − CM = (T, ηN )− (T, ηM ) = (T, ηN − ηM ) = 0

y porque supp(T ) = {0}.

Observación 1.5.3. La sucesión de funciones δk(x) = pnk1Bnk (0)(x) = pnk∆k(x) converge al delta de

Dirac δ, cuando k → ∞ en D′(Qnp ). En efecto, sea ϕ ∈ D(Qnp ) y sea N ≥ 1 tal que supp(δk) ⊂ BnN (0)

(con N independiente de k). Entonces para k ≥ N tenemos que

(δk, ϕ) =

∫
Qnp
pnk∆k(x)ϕ(x)dx = pnk

∫
Bnk (0)

ϕ(x)dnx −→ ϕ(0) = (δ, ϕ).

1.5.6. Transformada de Fourier de una Distribución

La transformada de Fourier F [T ] de una distribución T ∈ D′ se define por

(F [T ], ϕ) = (T,F(ϕ))

para todo ϕ ∈ D. La transformada de Fourier de distribuciones T → F [T ] es un isomorfismo lineal (y

continuo) de D′ en D′ y además satisface la fórmula

T = F [F [T ](−ξ)].

La transformada inversa de Fourier F−1[T ] de una distribución T ∈ D′ se define como:

(F−1[T ], ϕ) = (T,F−1(ϕ))

para todo ϕ ∈ D.
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Observación 1.5.4. Si T ∈ D′, entonces supp(T ) ⊂ BnN (0) si, y solo si, F [T ] ∈ Ẽ, donde el exponente

de constancia local de F [T ] es ≥ −N . Añadiendo a esto,

F [T ](ξ) = (T (y),∆N (y)χp(ξ · y)).

Ejemplo 1.5.8. Como 1 ∈ E, se define una distribución 1 ∈ D′ y, por la Observación 1.5.1, tenemos

que F [1] = δ. Por otro lado tenemos que

(F [δ], ϕ) = (δ,F [ϕ]) = F [ϕ](0) =

∫
Qnp
ϕ(x)dnx = (1, ϕ) para ϕ ∈ D,

es decir, F [δ] = 1.

Ejemplo 1.5.9. Se define la distribución P||x||−1
p = ||x||−1

p − p−1δ(x) como

(P||x||−1
p , ϕ) =

∫
Znp

ϕ(x)− ϕ(0)

||x||p
dnx +

∫
Qnp\Znp

ϕ(x)

||x||p
dnx

para ϕ ∈ D (Ver [11]). Vemos que

F−1(P||ξ||−1
p ) = F−1(||ξ||−1

p )− p−1F−1(δ(ξ)) =
1− p
p ln(p)

ln(||x||p)− p−1.

Ejemplo 1.5.10. Para el caracter multiplicativo πs (como distribución) tal que π1 ≡ 1 para todo x ∈ Q×p ,

se tiene que

(Fπs, ϕ) = (|x|s−1
p ,Fϕ) =

1− ps−1

1− p−s
(|ξ|−sp , ϕ),

con s 6= − 2πik
ln(p) , k ∈ Z, para todo ϕ ∈ D. A la función

Γ(α) =
1− pα−1

1− p−α
con α ∈ R \ {0}

se le llama función Gamma p-ádica.

Se define la familia de distribuciones

fα(x) =
|x|α−1

p

Γ(α)
para α ∈ R \ {0, 1}.

Con lo anterior, podemos observar que (Ffα)(ξ) = |ξ|−αp .

Ejemplo 1.5.11. Nuevamente, por medio del Ejemplo 1.5.5, para la forma binaria h(x, y) = x2 − τy2

donde τ no es una ráız cuadrada en Qp y tal que |x|p + |y|p 6= 0, se tiene que

(F|h|β−1
p )(ξ1, ξ2) =

1− p2(β−1)

p−2β − 1
|h(ξ1, ξ2)|−βp .

Definición 1.5.1. (Producto Directo de Distribuciones) Dadas dos distribuciones F ∈ D′(Qnp ) y G ∈
D′(Qmp ), su producto directo F ×G se define como

(F (x)×G(y), ϕ(x, y)) = (F (x), (G(y), ϕ(x, y))) para ϕ(x, y) ∈ D(Qn+m
p ).

El producto directo es conmutativo, F ×G = G×F . Además, F ×G es continuo para ambos factores,

luego F ×G es una distribución en D′(Qn+m
p ).
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Definición 1.5.2. (Convolución de Distribuciones) Dadas F,G ∈ D′(Qnp ), su convolución F ∗G se define

como

(F ∗G,ϕ) = ĺım
k→∞

(F (y)×G(x),∆k(x)ϕ(x+ y))

si el ĺımite existe para todo ϕ ∈ D(Qnp ).

Cabe mencionar que si F ∗G existe en D′(Qnp ), se tiene que G ∗F también es una distribución y F ∗G =

G ∗ F .

Observación 1.5.5. Si F,G ∈ D′ y supp(G) ⊂ BnN (0), entonces la convolución F ∗G existe y está dada

por la fórmula

(F ∗G,ϕ) = (F (y)×G(x),∆N (x)ϕ(x+ y)) para ϕ ∈ D.

En el caso que G = ψ ∈ D, F ∗ ψ ∈ E (es función localmente constante) y está definida por

(F ∗ ψ)(y) = (F (x), ψ(y − x)) =

∫
Qnp
F (x)ψ(y − x) dnx.

Definición 1.5.3. (Multiplicación de Distribuciones) Dados F,G ∈ D′, el producto F ·G se define como

(F ·G,ϕ) = ĺım
k→∞

(G, (F ∗ δk)ϕ)

si el ĺımite existe para todo ϕ ∈ D.

Si F ·G existe, entonces G · F también existe y son iguales.

Observación 1.5.6. La existencia del producto F ·G equivale a la existencia de F [F ] ∗ F [G] y además

se cumplen:

F [F ·G] = F [F ] ∗ F [G] y F [F ∗G] = F [F ] · F [G]

Ejemplo 1.5.12. Para f ∈ D′(Qnp ), se tiene que

f ∗ δ = δ ∗ f = f .

En efecto,

(f ∗ δ, ϕ) = ĺım
k→∞

(f(y)× δ(x),∆k(x)ϕ(x+ y))

= ĺım
k→∞

(f(y), (δ(x),∆k(x)ϕ(x+ y)))

= (f(y), ϕ(y)) = (f, ϕ)

para ϕ ∈ D(Qnp ).



1.6. Variedades Anaĺıticas p−ádicas 29

1.6. Variedades Anaĺıticas p−ádicas

Dentro de esta sección, abordaremos los preliminares esenciales sobre variedades anaĺıticas que se

usarán en el próximo caṕıtulo.

Definición 1.6.1. Sea U ⊂ Qnp un abierto no vaćıo y sea f : U −→ Qp una función. Si en cada

punto a = (a1, ..., an) ∈ U existe un elemento fa(x) ∈ Qp〈〈x − a〉〉 = Qp〈〈x1 − a1, ..., xn − an〉〉 tal que

f(x) = fa(x) para cualquier x cerca de a, decimos que f es una función anaĺıtica sobre U .

De la definición, se tiene que todas las derivadas parciales de f también son funciones anaĺıticas en

U .

Definición 1.6.2. Sea U un abierto no vaćıo en Qnp y sea h = (h1, ..., hm) : U −→ Qmp una función. Si

cada hi es función anaĺıtica sobre U , decimos que h es una aplicación anaĺıtica sobre U .

Definición 1.6.3. Sean X un espacio Hausdorff y n un entero no negativo fijo. Un par (U, φU ), donde

U es un abierto no vaćıo de X y φU : U −→ φU (U) es un homeomorfismo de U sobre un abierto φU (U)

de Qnp , se le llama una carta. Las imágenes φU (x) = (x1, ..., xn), para cada x ∈ U , se denominan las

coordenadas locales of x. Un conjunto de cartas {(U, φU )} se denomina un atlas si la unión de todos

los U es justamente X y si para todo U,U ′ tales que U ∩ U ′ 6= ∅, la aplicación

φU ◦ φU ′ : φU (U ∩ U ′) −→ φU ′(U ∩ U ′)

es anaĺıtica. Dos atlas se consideran equivalentes si su unión es también un atlas. Esta es una relación

de equivalencia donde a cualquier clase de equivalencia se le denomina estructura anaĺıtica p−ádica

n-dimensional sobre X. Si {(U, φU )} es un atlas en una clase de equivalencia, decimos que X es una

variedad anaĺıtica p−ádica n−dimensional y, dim(X) = n.

Cualquier subconjunto no vaćıo U ∈ Qnp es una variedad anaĺıtica p−ádica n−dimensional donde su

atlas posee una única carta que es la identidad sobre U .

Definición 1.6.4. Supongamos que X,Y son variedades anaĺıticas p−ádicas definidas respectivamente

por {(U, φU )}, {(V, ψV )} y sea f : X −→ Y es una aplicación. Si para todo U, V tal que U ∩ f−1(V ) 6= ∅,
la aplicación

ψV ◦ f ◦ φ−1
U : φU (U ∩ f−1(V )) −→ Qdim(Y )

p

es anaĺıtica, entonces decimos que f es una aplicación anaĺıtica. Esta noción no depende de la elección

de las cartas.

Observación 1.6.1. Supongamos que X es una variedad anaĺıtica p−ádica definida por el atlas {(U, φU )}
y supongamos que Y es un subconjunto abierto no vaćıo en X. Si para todo U ′ = Y ∩ U 6= ∅ denotamos

φU ′ = φU |U ′ , entonces {(U ′, φU ′)} define un atlas sobre Y y que hace a Y una subvariedad anaĺıtica

abierta p−ádica de X, donde dim(X) = dim(Y ).

Observación 1.6.2. Supongamos que Y es un subconjunto cerrado no vaćıo de X, donde X es variedad

anaĺıtica p−ádica n−dimensional y sea 0 < m ≤ n tal que elegimos un atlas {(U, φU )} que define X con

la siguiente propiedad:

Si φU (x) = (x1, ..., xn) y U ′ := U ′U = Y ∩U 6= ∅, entonces existen funciones anaĺıticas p−ádicas F1, ..., Fm

en U tales que en primer lugar
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U ′ = {x ∈ U | F1(x) = · · · = Fm(x) = 0}

y en segundo

det
[
∂Fi
∂xj

]
i,j

(a) 6= 0 con 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n para cada a ∈ U ′.

Por el Corolario 1.4.1 del Teorema de la Función Impĺıcita (Primera versión), la aplicación

F̃ : Ũ −→ F̃ (Ũ)

x 7−→ (F1(x), ..., Fm(x), xm+1, ..., xn)

es anaĺıtica donde Ũ es una vecindad de a en U .

Ahora, si denotamos por V = Y ∩ Ũ y ψV (x) = (xm+1, ..., xn) para cada x ∈ V , tenemos que {(V, ψV )}
define un atlas sobre Y . Luego, se dice que Y es en una variedad anaĺıtica p−ádica con dim(Y ) = n−m.

Llamamos a Y una subvariedad cerrada de X de codimensión m.

Introduciremos ahora el concepto de forma diferencial sobre una variedad anaĺıtica p-ádica.

Definición 1.6.5. Si U, V son vecindades de un punto a ∈ X arbitrario y si f, g son funciones anaĺıticas

p−ádica respectivamente sobre U, V tal que f |W = g|W para alguna vecindad W ⊂ U∩V de a, decimos que

f, g son equivalentes en a. La anterior es una relación de equivalencia, donde una clase de equivalencia

se denomina como un germen de funciones anaĺıticas en a.

El conjunto de gérmenes de funciones anaĺıticas en a forman un anillo local denotado por OX,a, o

simplemente Oa.

Definición 1.6.6. Si X es una variedad anaĺıtica p-ádica, el espacio tangente en a ∈ X, denotado por

Ta(X), es el Qp-espacio vectorial de las aplicaciones lineales (derivaciones) ∂ : Oa −→ Qp que satisfacen

∂(fg) = (∂f)g(a) + f(a)(∂g) para todo f, g ∈ Oa,

y su espacio dual lo denotamos por Ωa(X) (el espacio vectorial de todas las aplicaciones lineales de Ta(X)

en Qp).

Observación 1.6.3. Si (U, φU ) es una carta local alrededor de a con φU (x) = (x1, ..., xn), los elementos

en Ωa(X) son de la forma

(df)a =

n∑
i=1

(
∂f

∂xi

)
(a)(dxi)a

donde (dx1)a, ..., (dxn)a forman una base para Ωa(X). De aqúı observamos que f 7→
(
∂f
∂xi

)
(a) define a

un elemento en Ta(X) denotado por
(

∂
∂xi

)
a
, por lo que todo elemento del espacio tangente Ta(X) se

puede escribir como

∂ =

n∑
i=1

(
∂

∂xi

)
a

∂xi.
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Además, si f1, ..., fn ∈ Oa son linealmente independientes, por el Corolario 1.4.1 del Teorema de la

Función Impĺıcita (primera versión), para (df1)a, ..., (dfn)a, existe una vecindad V de a contenida en U

tal que ψV = (f1, ..., fn) define una aplicación anaĺıtica p-ádica de V en Qnp . Añadiendo la carta (ψV , V ) a

un atlas dado {(U, φU )} de X, se producirá un atlas equivalente. A (f1, ..., fn) las llamaremos coordenadas

locales de X alrededor de a.

Observación 1.6.4. Si E y E′ son espacios vectoriales sobre Qp, E ∧ E′ es el Qp-espacio vectorial

generado por las imágenes de la aplicación bilineal

(v, v′) 7→ v ∧ v′ v ∈ E, v′ ∈ E′,

que satisface

v ∧ v = 0 y v ∧ v′ + v′ ∧ v = 0.

Si elegimos bases para E y E′, el conjunto del producto de sus miembros forman una base para E ∧E′ y

dim(E ∧ E′) = dim(E)dim(E′).

De la misma manera, si v1, v2, ..., vr ∈ E, podemos definir un producto

(v1, v2, ..., vr) 7→ v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vr

y el Qp-espacio generado por estos elementos lo denotaremos por ∧rE, donde 0 ≤ r ≤ n, si dim(E) = n.

Si tomamos a Ωa(X) de la Definición 1.6.6 como el espacio E de la observación previa y, si φU (x) =

(x1, ..., xn) con a ∈ U , tenemos que ∧r(Ωa(X)) es el espacio donde sus elementos son de la forma∑
i1,...,ir

z(dxi1)a ∧ · · · ∧ (dxir )a, z ∈ Qp,

para 0 ≤ r ≤ n.

Definición 1.6.7. Sean X y {(U, φU )} como antes y denotemos µn a la medida de Haar normalizada en

Qnp . Decimos que α es una forma diferencial de grado r sobre X si α(a) ∈ ∧r(Ωa(X)) para todo a ∈ X. Si

reemplazamos a por una variable x ∈ U , escribiremos dxi en vez de (dxi)x. Luego, una forma diferencial

α de grado r tiene una representación local de la forma

α(x) =
∑

i1,...,ir

fU,i1,...,ir (x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

donde las funciones fU,i1,...,ir van de U en Qp. Si estas funciones son todas anaĺıticas, se dice que α

es una forma diferencial anaĺıtica p-ádica de grado r. Como caso particular, si α es una forma

diferencial de grado n sobre X, α|U tiene una representación local de la forma

α|U (x) = fU (x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

donde fU es una función anaĺıtica sobre U . Si A es un abierto compacto de X contenido en U , se define

la medida de A como

µα(A) =

∫
A

|fU (x)|pµn(φU (x)) (φU (x) = (x1, ..., xn)) (1.11)

=
∑
l∈Z

p−lµn
(
φU
(
f−1
U (plZ×p ) ∩A

))
. (1.12)
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Notamos que la serie en (1.12) converge porque fU (A) es un compacto y se puede escribir como una unión

finita de conjuntos de la forma plZ×p . Las preimágenes de las coordenadas locales φU (x) = (x1, ..., xn) que

definen la integral (1.11) deben ser tomadas sobre f−1
U (plZ×p ) ∩A, para finitos l ∈ Z.

Observación 1.6.5. (Cambio de coordenadas locales) Si (U ′, φU ′) es otra carta y A ⊂ U ′, entonces

tendremos la misma medida µα(A) relativa a esa carta. De hecho, si φU ′(x) = (x′1, ..., x
′
n) = x′ y φU (x) =

(x1, ..., xn) = x, entonces φU ′ ◦ φ−1
U (x) = φU ′(x) = x′ y

α|U ′(x′) = fU ′(x
′)dx′1 ∧ · · · ∧ dx′n = fU ′(φU ′(x))det

[
∂x′i
∂xi

]
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= fU (x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn = α|U (x).

Esto se puede entender como

fU (x) = fU ′(φU ′(x))det
[
∂x′i
∂xi

]
y

µn(φU (x)) =
∣∣∣det [∂x′i∂xi

]∣∣∣
p
µn(φU ′(x)).

lo cual se corresponde con la regla del cambio de variables para (1.11):∫
A

|fU (x)|pµn(φU (x)) =

∫
A

|fU ′(φU ′(x))|p
∣∣∣∣det [∂x′i∂xi

]∣∣∣∣
p

µn(φU ′(x)).

Notamos que si X = U ⊂ Qnp y α = dx1 ∧ · · · ∧ dxn, entonces µα es la medida de Haar normalizada de

Qnp .



Caṕıtulo 2

Introducción a las Funciones Zeta
Locales de Igusa

Dentro del presente caṕıtulo introduciremos algunos resultados esenciales acerca de las funciones zeta

locales de Igusa. Para ello, en la primera sección comenzamos presentando sus principales caracteŕısticas,

enunciando el teorema de Igusa sobre la racionalidad de las funciones zeta y daremos un bosquejo de

la prueba del teorema de Igusa a partir de la resolución de singularidades de Hironaka. En la segunda

sección mostramos la relación que existe entre las Series de Poincaré y las Funciones Zeta Locales de

Igusa, y en la tercera sección, introducimos la técnica del Poliedro de Newton para calcular funciones

zeta de manera espećıfica. Utilizaremos las referencias [3], [5] y [15].

2.1. Funciones Zeta Locales de Igusa

Definición 2.1.1. Sea f(x) ∈ Qp[x1, ..., xn] \ Qp y sea ϕ : Qnp −→ C una función localmente constante

con soporte compacto, es decir, ϕ ∈ D(Qnp ). La función zeta local (también llamada función zeta

local de Igusa) asociada al par (f, ϕ) es

Zϕ(s, f) :=

∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx, s ∈ C, Re(s) > 0.

Observación 2.1.1. La función Zϕ(s, f) está bien definida sobre el semi-plano Re(s) > 0, puesto que

|Zϕ(s, f)| =

∣∣∣∣∣
∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
Qnp\f−1(0)

|ϕ(x)|
∣∣|f(x)|sp

∣∣ dnx
=

∫
supp(ϕ)

|ϕ(x)||f(x)|Re(s)p dnx.

Como supp(ϕ) es compacto y, |ϕ(x)| y |f(x)|Re(s)p son funciones continuas, existe un Ks > 0 tal que

|ϕ(x)||f(x)|Re(s)p ≤ Ks para todo x ∈ supp(ϕ). Luego

|Zϕ(s, f)| =

∣∣∣∣∣
∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
supp(ϕ)

|ϕ(x)||f(x)|Re(s)p dnx

≤ Ks

∫
supp(ϕ)

dnx < +∞.

33
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Para estudiar la analiticidad de la función Zϕ(s, f), presentamos el siguiente lema necesario.

Lema 2.1.1. Sean D un abierto no vaćıo de C y h : Qnp ×D −→ C una función continua y medible tal

que:

1. Si E es cualquier compacto en D, existe una función integrable no negativa ψE definida sobre Qnp
que satisface

|h(x, s)| ≤ ψE(x) ∀(x, s) ∈ Qnp × E;

2. Para cada x ∈ Qnp fijo, h(x, ·) es anaĺıtica para todo s ∈ D.

Entonces la función

g : D −→ C; g(s) =

∫
Qnp
h(x, s)dnx

es anaĺıtica en D.

Demostración. Solo debemos probar que la restricción de g a cada disco abierto en D es anaĺıtica.

Asumiendo que D es conexo y simple conexo, tenemos que g es una función continua en D. En efecto,

dado s0 ∈ D arbitrario,

ĺım
s→s0

g(s) = ĺım
s→s0

∫
Qnp
h(x, s)dnx =

∫
Qnp

(
ĺım
s→s0

h(x, s)

)
dnx =

∫
Qnp
h(x, s0)dnx = g(s0)

como consecuencia del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. Ahora, si C es cualquier curva

cerrada en D, por Teorema de Fubini y por Teorema de Cauchy se tiene que∫
C

g(s)ds =

∫
C

(∫
Qnp
h(x, s)dnx

)
ds =

∫
Qnp

(∫
C

h(x, s)ds

)
dnx = 0.

Luego por el Teorema de Morera, se puede concluir que g es una función anaĺıtica en D.

Proposición 2.1.1.

Zϕ(s, f) es una función anaĺıtica sobre el semi-plano Re(s) > 0.

Demostración. Sean f y ϕ fijos. Definimos la función 1f : Qnp → C que toma el valor 1 para x ∈ Qnp\f−1(0)

y vale 0 en cualquier otro caso. Tomamos X = Qnp , h(x, s) = 1f (x)ϕ(x)|f(x)|sp y D = {s ∈ C |
Re(s) > 0}. La función h es continua y medible. Sea E un compacto en D, llamamos A = supp(ϕ),

m0 = máxs∈E (Re(s)), M = máx {1, supx∈A |f(x)|p} y definimos

ψE : Qnp −→ R+, ψE(x) = ||ϕ||L∞Mm01A(x)

que es una función integrable y que satisface

|h(x, s)| ≤ ψE(x) para todo x ∈ Qnp \ f−1({0}) y s ∈ E.

Además, para cualquier x ∈ Qnp fijo, h(x, s) = 1f (x)ϕ(x)es ln(|f(x)|p) es una función anaĺıtica de s ∈ D,

porque ez, z ∈ C, es una función anaĺıtica. Luego aplicando el Lema 2.1.1 se concluye que Zϕ(s, f) es

una función anaĺıtica para Re(s) > 0.



2.1. Funciones Zeta Locales de Igusa 35

El teorema de Igusa es uno de los más importantes e influyentes en el presente trabajo. La prueba

fue dada por J.I. Igusa y depende de un resultado profundo en geometŕıa algebraica conocido como

Teorema de Resolución de Singularidades de Hironaka que enunciamos a continuación.

Teorema 2.1.1 (Hironaka, Ver [5]). Tomemos f(x) ∈ Qp[x1, ..., xn]\Qp y fijemos X = Qnp . Se tiene que

existen una variedad anaĺıtica p−ádica n−dimensional Y , un conjunto finito T = {E} de subvariedades

cerradas de Y de codimensión 1 con un par de enteros positivos (NE , νE) asociados a cada E y una

aplicación anaĺıtica p−ádica propia h : Y −→ X que satisface las siguientes condiciones:

1. h es la composición de un número finito de transformaciones monoidales, cada una con un centro

suave,

2. (f ◦ h)−1(0) =
⋃
E∈T

E y h induce una aplicación bianaĺıtica p−ádica

Y \ h−1(Singf (Qp)) −→ X \ Singf (Qp),

3. En cada punto b de la variedad Y , si E1, ..., Em son todas las subvariedades cerradas en T que

contienen a b con ecuaciones locales y1, ..., ym alrededor de b y (Nj , νj) = (NE , νE) para los E = Ej,

entonces existen coordenadas locales de Y alrededor de b de la forma (y1, ..., ym, ym+1, ..., yn) tales

que

(f ◦ h)(y) = ε(y)

m∏
j=1

y
Nj
j y h∗

(
n∧
i=1

dxi

)
= η(y)

 m∏
j=1

y
νj−1
j

 n∧
i=1

dyi

sobre una vecindad de b, donde ε(y) y η(y) son las unidades del anillo local Ob de Y en b. En

particular, ∪E∈T E tiene cruzamientos normales.

Teorema 2.1.2 (Igusa, Ver [5]). Sean f un polinomio no constante en Qp[x1, ..., xn] y ϕ una función

localmente constante con soporte compacto (ϕ ∈ D). Existe un número finito de pares (NE , νE) ∈ (N \
{0})× (N \ {0}), E ∈ T , donde T es un conjunto finito de ı́ndices, tal que

Zϕ(s, f) =
L(p−s)∏

E∈T

(
1− pνE−sNE

)
donde L(p−s) es un polinomio en la variable p−s con coeficientes racionales.

Demostración. Por la Proposición 2.1.1, Zϕ(s, f) está bien definida y, por la Proposición 2.1.1, Zϕ(s, f)

es una función anaĺıtica sobre Re(s) > 0.

Denotemos por

∣∣∣∣∣
n∧
i=1

dxi

∣∣∣∣∣ la medida inducida por la forma diferencial

n∧
i=1

dxi sobre Qnp , la cual coincide

con la medida de Haar dnx en Qnp (ver Definición 1.6.7 y Observación 1.6.5). Entonces, reescribimos

Zϕ(s, f) =

∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|sp

∣∣∣∣∣
n∧
i=1

dxi

∣∣∣∣∣.
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Por el Teorema 2.1.1, existe una variedad anaĺıtica p-ádica n-dimensional Y , un conjunto finito T de

subvariedades cerradas de Y de codimensión 1 y, una aplicación anaĺıtica p-ádica propia h : Y −→ Qnp .

Por el Teorema de Hironaka tenemos que

Y \ h−1(f−1(0)) −→ Qnp \ f−1(0)

es una aplicación bianaĺıtica p−ádica propia, es decir, es como un cambio de coordenadas anaĺıtico propio:

Zϕ(s, f) =

∫
Y \h−1(f−1(0))

ϕ(h(y))|f(h(y))|sp

∣∣∣∣∣h∗
(

n∧
i=1

dxi

)
(y)

∣∣∣∣∣.
En cada punto b ∈ Y \h−1(f−1(0)) podemos escoger una carta (U, φU ) tal que b ∈ U , φU (y) = (y1, ..., yn)

y

(f ◦ h)(y) = ε(y)

m∏
j=1

y
Nj
j y h∗

(
n∧
i=1

dxi

)
= η(y)

 m∏
j=1

y
νj−1
j

 n∧
i=1

dyi (2.1)

en la cual (Nj , νj) = (NE , νE) donde j corresponde a la subvariedad cerrada E que contiene b y, ε, η son

las unidades del anillo local Ob de Y en b.

Llamamos A = supp(ϕ). Como h es una aplicación propia y A es compacto, vemos que h−1(A) := B es

un compacto en Y \ h−1(f−1(0)). Aśı, para finitos α tenemos que

B =
⊔
α

Bα tales que Bα ⊂ U ,

para algún U como antes, donde Bα son bolas abiertas y compactas. Como ϕ, |ε(·)|p y |η(·)|p son lo-

calmente constantes, podemos asumir que ϕ ◦ h|Bα = ϕ(h(b)), |ε(y)|p|Bα = |ε(b)|p y |η(y)|p|Bα = |η(b)|p
y, además que, φU (Bα) = c + (peZp)n para algún c = (c1, ..., cn) ∈ Qnp y e ∈ N ya que φU es un

homeomorfismo. Luego

Zϕ(s, f) =

∫
Y \h−1(f−1(0))

ϕ(h(y))|f(h(y))|sp

∣∣∣∣∣h∗
(

n∧
i=1

dxi

)
(y)

∣∣∣∣∣
=

∫
B

ϕ(h(y))|f(h(y))|sp

∣∣∣∣∣h∗
(

n∧
i=1

dxi

)
(y)

∣∣∣∣∣
=

∑
α

∫
φU (Bα)

ϕ(h(b))|ε(b)|sp

∣∣∣∣∣∣
m∏
j=1

y
Nj
j

∣∣∣∣∣∣
s

p

|η(b)|p

∣∣∣∣∣∣
m∏
j=1

y
νj−1
j

∣∣∣∣∣∣
p

n∧
i=1

dyi (por (1.12) y (2.1))

=
∑
α

ϕ(h(b))|ε(b)|sp|η(b)|p
∫
c+(peZp)n

m∏
j=1

|yj |Njs+νj−1
p

n∧
i=1

dyi

=
∑
α

ϕ(h(b))|ε(b)|sp|η(b)|p
n∏
i=1

∫
ci+peZp

|yi|Nis+νi−1
p dyi

donde se entiende que Ni = 0 y νi = 1 para m < i ≤ n.

Finalmente, para la última integral, donde 1 ≤ i ≤ m, tenemos dos casos:
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Si ci ∈ peZp, entonces∫
ci+peZp

|yi|Nis+νi−1
p dyi =

∫
peZp
|yi|Nis+νi−1

p dyi

= p−e(Nis+νi−1)p−e
∫
Zp
|ui|Nis+νi−1

p dui (yi = peui, ui ∈ Zp, dyi = p−edui)

= p−e(Nis+νi)
∞∑
m=0

∫
|ui|p=p−m

|ui|Nis+νi−1
p dui

= p−e(Nis+νi)
∞∑
m=0

p−m(Nis+νi−1)

∫
|ui|p=p−m

dui

= p−e(Nis+νi)
∞∑
m=0

p−m(Nis+νi−1)p−m
(
1− p−1

)
= p−e(Nis+νi)

(
1− p−1

) ∞∑
m=0

p−m(Nis+νi)

=
(
p−e(Nis+νi)

) 1− p−1

1− p−Nis−νi

Por otro lado, si c 6∈ peZp, entonces |ci|p > |peyi|, para yi ∈ Zp y, por la condición de no-

Arquimedeanidad en 1.1

|ci + peyi|p = |ci|p,

aśı,∫
ci+peZp

|yi|Nis+νi−1
p dyi = p−e

∫
Zp
|ci + peui|Nis+νi−1

p dui (yi = peui, ui ∈ Zp, dyi = p−edui)

= p−e
∫
Zp
|ci|Nis+νi−1

p dui

= p−e|ci|Nis+νi−1
p .

Por lo tanto, podemos concluir que

Zϕ(s, f) =
L(p−s)

m∏
j=1

(
1− pνj−sNj

)
donde L(p−s) es un polinomio en la variable p−s con coeficientes racionales.

Observación 2.1.2. Del Teorema 2.1.2, los polos de Z(s, f) son de la forma

− νj
Nj

+
2πil

Nj ln p
l ∈ Z

donde (νj , Nj) corresponden a los datos numéricos asociados con la resolución de singularidades de la

hipersuperficie definida por el polinomio f (los j’s se corresponden biyectivamente con los E’s).

El siguiente, es un primer ejemplo del cálculo de una función zeta de Igusa usando solo métodos de

integración vistos en el caṕıtulo anterior.
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Ejemplo 2.1.1. Se define

Z(s) :=

∫
Zp
|x|spdx, s ∈ C con Re(s) > −1.

Probaremos que Z(s) tiene una continuación meromorfa sobre todo el plano complejo como una función

racional de p−s. En efecto,

Z(s) =

∫
Zp
|x|spdx =

∫
Zp\{0}

|x|spdx =

+∞∑
j=0

∫
Sj(0)

|x|spdx

=

+∞∑
j=0

p−js
∫
Sj(0)

dx = (1− p−1)

+∞∑
j=0

p−j(s+1) =
1− p−1

1− p−1−s

donde en la última serie usamos la hipótesis Re(s) > −1 para la convergencia. La última expresión es

una continuación meromorfa de Z(s) sobre todo el plano complejo.

2.2. Series de Poincaré y Funciones Zeta Locales de

Igusa

Sea p un número primo fijo. Definimos a

Am := Z/pmZ, m ∈ N \ {0}

como el anillo de los enteros módulo pm. Recordemos que cualquier entero se puede escribir de

manera única como a0 + a1p + · · · + akp
k, ai ∈ {0, 1, ..., p − 1}. Luego podemos identificar Am con el

conjunto {
a0 + a1p+ · · ·+ am−1p

m−1 | ai ∈ {0, 1, ..., p− 1}
}

.

Dado f(x) ∈ Z[x1, ..., xn] \ Z, definimos

Nm =

{
#({x ∈ (Z/pmZ)n | f(x) ≡ 0 mod(pm)}) para m ≥ 1

1 para m = 0

Un problema elemental es estudiar el comportamiento de las sucesión Nm cuando m→ +∞. De forma

más general, podemos tomar f(x) ∈ Zp[x1, ..., xn] \ Zp (recordar que Z ⊂ Zp y que Z/pmZ ' Zp/pmZp),
luego la sucesión se define como

Nm =

{
#({x ∈ (Zp/pmZp)n | f(x) ≡ 0 mod(pm)}) para m ≥ 1

1 para m = 0
(2.2)

Definición 2.2.1. La serie de Poincaré asociada a (2.2) se define como:

P (t, f) =

+∞∑
m=0

Nm(p−nt)m, t ∈ C con |t| < 1.

Observación 2.2.1. Para todo m ∈ N tenemos que Nm ≤ pnm, esto implica que

+∞∑
m=0

|Nm(p−nt)m| ≤
+∞∑
m=0

pmnp−nm|t|m =

+∞∑
m=0

|t|m.
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Luego P (t, f) es absolutamente convergente en |t| < 1.

Se espera que las propiedades anaĺıticas de la serie de Poincaré P (t) nos den información acerca del

comportamiento asintótico de la sucesión {Nm}m∈N. Ahora, la pregunta clave a responder es si la serie

de Poincaré P (t, f) es una función racional en t.

La siguiente proposición es la que relaciona directamente la serie de Poincaré con la función zeta local de

Igusa.

Dada f(x) ∈ Zp[x1, ..., xn] \ Zp, denotamos

Z(s, f) := Z(s) =

∫
Znp\f−1(0)

|f(x)|spdnx, s ∈ C, Re(s) > 0.

Proposición 2.2.1. Con la notación anterior

P (t, f) =
1− tZ(s)

1− t
, t = p−s, para Re(s) > 0,

donde P (t, f) es la serie de Poincaré asociada a f .

Demostración. Primero notamos que

Z(s) =

∫
Znp\f−1(0)

|f(x)|spdnx =

+∞∑
j=0

∫
Sj

|f(x)|spdnx =

+∞∑
j=0

p−js
∫
Cf

dnx

donde

Cf := {x ∈ Znp | |f(x)|p = p−j} = {x ∈ Znp | ord(f(x)) = j}

= {x ∈ Znp | f(x) ≡ 0 mod pj} \ {x ∈ Znp | f(x) ≡ 0 mod pj+1}

=
⊔
x∈Aj

x+ pjZnp \
⊔

x∈Aj+1

x+ pj+1Znp

y

Aj = {x ∈ (Zp/pjZp)n | f(x) ≡ 0 mod pj}.

Vemos que ∫
Cf

dnx =
∑
x∈Aj

∫
x+pjZnp

dnx−
∑

x∈Aj+1

∫
x+pj+1Znp

dnx

=
∑
x∈Aj

∫
Znp
p−jndny −

∑
x∈Aj+1

∫
Znp
p−(j+1)ndny

= Njp
−jn −Nj+1p

−(j+1)n, para todo entero j ≥ 0.

Luego

Z(s) =

+∞∑
j=0

p−js
∫
Cf

dnx

=

+∞∑
j=0

p−js
(
Njp

−jn −Nj+1p
−(j+1)n

)
(t = p−s)

=

+∞∑
j=0

Nj(p
−nt)j − t−1

+∞∑
j=1

Nj(p
−nt)j

= P (t, f)− t−1 (P (t, f)− 1)
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lo que implica

Z(s)− t−1 = P (t, f)(1− t−1)

y por lo tanto

P (t, f) =
1− tZ(s)

1− t
.

Como consecuencia directa de la proposición anterior y del teorema de Igusa, tenemos el siguiente

corolario:

Corolario 2.2.1. La serie de Poincaré P (t, f) es una función racional en t.

La racionalidad de la serie de Poincaré fue conjeturada en los sesenta por Borevich y Shafarevich

(ver [2]). La Proposición 2.2.1 establece la relación entre la serie de Poincaré y las funciones zeta locales

de Igusa. A mediados de los setenta, Igusa establece el Teorema 2.1.2 y con ello prueba la racionalidad

de la serie de Poincaré. A partir de la racionalidad de la función zeta local de Igusa podemos identificar

expĺıcitamente sus posibles polos. Ahora, usando la Proposición 2.2.1 podemos hallar cotas para los Nm’s,

como se muestra en la próxima proposición.

Proposición 2.2.2. Dada la sucesión {Nm}m definida en 2.2, se tiene que

ĺım sup
m→∞

(Nm)
1/m ≤ pn+α

donde α = máx{Re(s) : s es polo de Z(s, f)}.

Demostración. A partir del Teorema de Igusa y la Proposición 2.2.1, tenemos

P (p−s, f) =

∞∑
m=0

Nmp
−nm(p−s)m =

L(p−s)

(1− p−s)
m∏
j=1

(
1− pνj−sNj

) (2.3)

donde L(p−s) es un polinomio en la variable p−s con coeficientes racionales. Cada factor de la forma

1

1− pνj−sNj

puede ser identificado como una serie geométrica que converge uniforme y absolutamente cuando

p−Re(s) < p
νj
Nj ,

de modo que la serie que se obtiene a la derecha de la igualdad en (2.3) converge uniforme y absolutamente

si

p−Re(s) < pmı́n{νj/Nj : j=1,...,m} = p−máx{−νj/Nj : j=1,...,m} = p−α.

Por otro lado, para la serie en (2.3), el criterio de la ráız nos dice que el radio de convergencia es

R =
1

ĺım sup
m→∞

m
√
Nmp−mn(p−s)m

≥ p−n−α,
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por lo que

ĺım sup
m→∞

m
√
Nm ≤ pn+α.

Como consecuencia de la proposición anterior, tenemos que si m es un número natural suficientemen-

te grande, entonces Nm ≤ pm(n+α).

Como ya se mencionó, la función zeta local de Igusa es una función racional. Se han desarrollado

varias técnicas para calcular funciones zeta locales de Igusa para polinomios expĺıcitos. Una de ellas es la

Fórmula Fase Estacionaria introducida por J.I. Igusa en [5]. El conjeturó que aplicando recursivamente

la Fórmula Fase Estacionaria es posible establecer la racionalidad de integrales del tipo

∫
RnK
|f(x)|spdnx,

en el caso en que el polinomio f tiene coeficientes en el anillo de enteros RnK de un campo local K

no-arquimediano de caracteŕıstica arbitraria (ver Observación 3.3.2).

2.3. Poliedro de Newton

En esta sección presentaremos una técnica que fue desarrollada en este contexto por J. Denef y K.

Hoolnaert (ver [3]), e independientemente por W.A. Zúñiga-Galindo (ver [13]), para calcular funciones

zeta locales de Igusa de manera espećıfica bajo ciertas condiciones.

2.3.1. Poliedro de Newton

Antes de dar la primera definición, recordemos que la envolvente (cápsula) convexa de un conjunto

X es la intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a X. De aqúı en adelante denotaremos

R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}.

Definición 2.3.1. Sea f(x) =
∑
ω∈Nn

aωx
ω un polinomio con coeficientes en Zp tal que f(0) = 0. Definimos

el soporte de f al conjunto

sop(f) = {ω ∈ Nn | aω 6= 0}.

El poliedro de Newton global de f , Γgl(f), se define como la envolvente convexa en (R+)n de sop(f). El

poliedro de Newton de f , Γ(f), se define como la envolvente convexa en (R+)n del conjunto⋃
ω∈sop(f)

ω + (R+)n.

Se puede ver que Γ(f) = Γgl(f) + (R+)n.

Observación 2.3.1. Dados a = (a1, .., an), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, a · x denota al producto interno usual

en Rn. El hiperplano a · x = b divide a Rn en dos semi-espacios abiertos disjuntos. Un hiperplano H

es un hiperplano soporte de Γ(f) si H ∩ Γ(f) 6= ∅ y Γ(f) está completamente contenido en uno de los

semi-espacios determinados por H.

Definición 2.3.2. A H ∩Γ(f) se le llama una cara propia de Γ(f) donde H es hiperplano soporte. Una

cara de codimensión 1 se denomina faceta de Γ(f).
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La cara impropia de Γ(f) es justamente el poliedro Γ(f). Entendemos como caras del poliedro Γ(f)

a todas las caras propias y al poliedro total.

Definición 2.3.3. Sea f un polinomio como en la Definición 2.3.1. Para toda cara τ del poliedro de

Newton Γ(f) de f , definimos

fτ (x) =
∑
ω∈τ

aωx
ω, (2.4)

y denotamos por fτ (x) la reducción en módulo p de fτ .

Definición 2.3.4. Se dice que un polinomio f es no-degenerado sobre Fp con respecto a todas las caras

de su poliedro de Newton Γ(f), si para toda cara τ de Γ(f) el polinomio fτ tiene la propiedad de que no

hay solución en (Z×p )n para el sistema de congruencias

fτ (x) ≡ ∂fτ
∂x1

(x) ≡ · · · ≡ ∂fτ
∂xn

(x) ≡ 0 mod p. (2.5)

Definición 2.3.5. Sea f un polinomio como en la Definición 2.3.1. Para a ∈ Rn+, definimos

m(a) = ı́nfx∈Γ(f){a · x}

Observación 2.3.2. Veamos que el ı́nfimo de la definición anterior se alcanza. En efecto, la función

x 7→ a · x (con a 6= 0) es continua y alcanza un mı́nimo sobre Γgl(f) (que es un compacto en Rn). Como

todo elemento del poliedro Γ(f) se puede escribir de la forma

y + η, donde y ∈ Γgl(f), η ∈ (R+)n

tenemos también un mı́nimo sobre todo el poliedro Γ(f) y se tiene

a · (y + η) = a · y + a · η ≥ a · y.

para a ∈ (R+)n. De este modo, considerando a m(a) como el mı́nimo, se concluye que la ecuación

a · x = m(a) define al hiperplano soporte y, donde Γ(f) está contenido en {a · x ≥ m(a)}, esto es

m(a) = mı́n
x∈Γ(f)

{a · x} = mı́n
ω∈sop(f)

{a · ω}.

Definición 2.3.6. Sea f un polinomio como en la Definición 2.3.1. Definimos el primer lugar de en-

cuentro de a como

F (a) = {x ∈ Γ(f) | a · x = m(a)}.

Se observa que F (a) es una cara propia de Γ(f) si a 6= 0 y F (0) = Γ(f). Notar además que cada F (a)

es compacta si a 6= 0.

Un vector a ∈ (R+)n se llama primitivo si todas las componentes de a son todos enteros tales que su

máximo común divisor es 1.

Definición 2.3.7. En la colección de los vectores a ∈ (R+)n, definimos la siguiente relación de equiva-

lencia en (R+)n por



2.3. Series de Poincaré y Funciones Zeta Locales de Igusa 43

a ∼ a′ ⇔ F (a) = F (a′).

Si τ es una cara de Γ(f), definimos el cono asociado a τ como

∆τ = {a ∈ (R+)n | F (a) = τ}.

Como F (0) = Γ(f), ∆Γ(f) = {0}.
Toda cara propia τ de Γ(f) está contenida en una faceta γ de Γ(f). Cada cara propia τ de Γ(f) es una

intersección finita de facetas de Γ(f) que contienen a τ . Para cada faceta de Γ(f), existe un único vector

primitivo en Nn \ {0} (salvo clases de equivalencias) que es perpendicular a tal faceta.

Lema 2.3.1 (ver Lema 2.6, [3]). Sea f un polinomio como en la Definición 2.3.1. Sean τ una cara propia

de Γ(f) y γ1, ..., γl las facetas de Γ(f) que contienen a τ . Sean a1, ..., al ∈ Nn \ {0} los únicos vectores

primitivos perpendiculares a cada faceta γ1, ..., γl, respectivamente. Se tiene que

∆τ = {λ1a1 + · · ·+ λlal | λi ∈ R, λi > 0}

es el cono convexo asociado a τ y su dimensión es igual a n− dim(τ).

Observemos que,

∆τ = {a ∈ Rn+ | τ ⊂ F (a)} = {λ1a1 + · · ·+ λlal | λi ∈ R, λi ≥ 0}.

Definición 2.3.8. Sean a1, ..., al ∈ Rn \ {0}, el conjunto

∆ = {λ1a1 + · · ·+ λlal | λi ∈ R, λi > 0}

lo llamaremos cono estrictamente positivamente generado por los vectores a1, ..., al.

Si a1, ..., al son linealmente independientes, ∆ se llama cono simplicial. Si a1, ..., al ∈ Zn \ {0}, decimos

que ∆ es un cono simplicial racional. Si {a1, ..., al} es un subconjunto de una base de Zn como un

Z−módulo, llamamos a ∆ un cono simple.

Lema 2.3.2 (ver Lema 2.8, [3]). Sea ∆ un cono estrictamente positivamente generado por los vectores

a1, ..., al ∈ Rn \ {0}. Existe una partición finita de ∆ en conos ∆i, tales que cada ∆i es estrictamente

positivamente generado por algunos vectores del conjunto {a1, ..., al}, los cuales son linealmente indepen-

dientes sobre R. Además, si ∆ un cono simplicial racional, entonces existe una partición finita en conos

simples.

Sea τ una cara propia de Γ(f) y sea a1, ..., al como en el Lema 2.3.1. De este lema y del Lema 2.3.2,

podemos particionar el cono ∆τ en un número finito de conos simpliciales racionales tales que cada ∆i

es generado por vectores del conjunto {a1, ..., al}. A esto lo llamaremos una descomposición simplicial

racional de ∆τ sin introducir nuevos rayos. Según el siguiente lema, se puede a menudo encontrar una

partición de ∆τ en conos simples, pero en general es necesario agregar nuevos generadores.

Definición 2.3.9. Sean a1, ..., ar vectores en Zn linealmente independientes sobre R. Definimos la mul-

tiplicidad de a1, ..., ar como el ı́ndice del ret́ıculo Za1 + · · ·+ Zar
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De manera más clara, la multiplicidad de a1, ..., ar es igual al número de puntos contenidos en el conjunto

J = Zn ∩

{
r∑
i=1

λiai | 0 ≤ λi < 1 for i = 1, ..., r

}
Si a1, ..., ar vectores en Zn linealmente independientes sobre R, entonces la multiplicidad de a1, ..., ar es

igual al máximo común divisor de los determinantes de todas las r × r−matrices obtenidas omitiendo

columnas de la matriz con filas a1, ..., ar. Además, la multiplicidad de a1, ..., ar es 1 si y solo si {a1, ..., ar}
es un subconjunto de una base de Zn, visto como un Z-módulo.

2.3.2. Función Zeta Local de Igusa de un Polinomio no-degenerado
por su Poliedro de Newton

Proposición 2.3.1. Sean f ∈ Zp[x1, ..., xn] y a ∈ Znp . Supongamos que

f(x) ≡ ∂f

∂x1
(x) ≡ · · · ≡ ∂f

∂xn
(x) ≡ 0 mod p

no tiene soluciones en a+ pZnp . Entonces para s ∈ C con Re(s) > 0

∫
a+(pZp)n

|f(x)|spdnx =


p−n si f(a) 6≡ 0 mod(p)

p−n(p− 1)
p−(s+1)

1− ps+1
si f(a) ≡ 0 mod(p)

Demostración.

Caso 1: Supongamos que f(a) 6≡ 0 mod(p). Para cada x ∈ a+ (pZp)n se tiene que f(x) ≡ f(a) 6≡
0 mod(p), luego ordp(f(x)) = 0, es decir, |f(x)|sp = 1 ∀x ∈ a+ (pZp)n. Por lo tanto∫

a+(pZp)n
|f(x)|spdnx =

∫
a+(pZp)n

dnx = p−n.

Caso 2: Por otro lado, supongamos ahora que f(a) ≡ 0 mod(p). Para cada x ∈ a+(pZp)n, se tiene

que f(x) ≡ f(a) ≡ 0 mod(p). Luego ordp(f(x)) ≥ 1 ∀x ∈ a+ (pZp)n. Si denotamos

Cx := {x ∈ a+ (pZp)n | ordp(f(x)) = k}

tenemos ∫
a+(pZp)n

|f(x)|spdnx =

∞∑
k=1

∫
Cx

|f(x)|spdnx =

∞∑
k=1

p−ks
∫
Cx

dnx

donde afirmamos que ∫
Cx

dnx = p−k−n+1 − p−k−n.

Con esto, ∫
a+(pZp)n

|f(x)|spdnx =

∞∑
k=1

p−ks
(
p−k−n+1 − p−k−n

)
= p−n(p− 1)

∞∑
k=1

p−(s+1)k

= p−n(p− 1)
p−(s+1)

1− p−(s+1)
; Re(s) > 0.
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Probamos ahora la afirmación del Caso 2. Primero vemos que

Cx = {x ∈ a+ (pZp)n | ord(f(x)) ≥ k} \ {x ∈ a+ (pZp)n | ord(f(x)) ≥ k + 1}

= {x ∈ a+ (pZp)n | f(x) ≡ 0 mod(pk)} \ {x+ a ∈ (pZp)n | f(x) ≡ 0 mod(pk+1)},

por lo que es suficiente hallar la medida del primer conjunto de esta última igualdad.

Por la hipótesis de no-degeneración y porque f(a) ≡ 0 mod(p), se tiene que
∂f

∂xi
(a) 6≡ 0 mod(p) para

algún i ∈ {1, ..., n}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
∂f

∂x1
(a) 6≡ 0 mod(p) y aplicando el

Corolario 1.1.2 tenemos que

{x ∈ a+ (pZp)n | f(x) ≡ 0 mod(pk)} =
⊔

(ξ1, ..., ξn) + (pkZp)n

donde la unión está tomada sobre todas las (n− 1)-tuplas (ξ2 + pkZp, ..., ξn + pkZp), con ξi ≡ ai mod(p)

para i = 2, ..., n. Luego, como la medida de cada ξ + (pkZp)n es p−kn, se tiene∫
{x∈a+(pZp)n| f(x)≡0 mod(pk)}

dnx = p(k−1)(n−1)p−kn = p−k−n+1.

Corolario 2.3.1. Sea f(x) ∈ Zp[x1, ..., xn] y sea f el polinomio con coeficientes en Fp que es reducción

mod(p) de f . Denotamos N = #
(
{a ∈ (F×p )n | f(a) = 0}

)
. Supongamos que

f(x) ≡ ∂f

∂x1
(x) ≡ · · · ≡ ∂f

∂xn
(x) ≡ 0 mod(p)

no tiene soluciones en (Z×p )n. Entonces para s ∈ C con Re(s) > 0∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx = p−n
(

(p− 1)n − pN ps − 1

ps+1 − 1

)
.

Ahora estamos en condiciones de calcular la continuación meromorfa de la función zeta local de Igusa

asociada a un polinomio no-degenerado con respecto a las caras de su poliedro de Newton.

Para k = (k1, ..., kn) ∈ Rn, definimos σ(k) =

n∑
i=1

ki.

Teorema 2.3.1 (ver Teorema 4.2, [3]). Sea f un polinomio como en la Definición 2.3.1. Supongamos

que f es no-degenerado sobre Fp con respecto a las caras de su poliedro de Newton Γ(f). Denotemos

Nτ = #
(
{a ∈ (F×p )n | fτ (a) = 0}

)
para cada cara τ de Γ(f). Sea además s ∈ C con Re(s) > 0. Entonces

Z(s, f) =

∫
Znp
|f(x)|spdnx = LΓ(f) +

∑
τ cara propia de Γ(f)

Lτ · S∆τ
,

con

Lτ = p−n
(

(p− 1)n − pNτ
(ps − 1)

ps+1 − 1

)
y S∆τ

=
∑

k∈Nn∩∆τ

p−σ(k)−m(k)s

para cada cara τ de Γ(f) (incluyendo τ = Γ(f)).
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Observación 2.3.3. La expresión S∆τ se puede calcular de la siguiente manera. Tomamos una partición

del cono ∆τ , asociado a la cara propia τ , en conos simpliciales racionales ∆i, i ∈ I, donde cada i ∈ I
identifica a cada cono de la descomposición. Entonces

S∆τ
=
∑
i∈I

S∆i
y S∆i

=
∑

k∈Nn∩∆i

p−σ(k)−m(k)s.

Sea ∆i el cono estrictamente positivamente generado por vectores linealmente independientes a1, ..., al ∈
Nn \ {0}, luego

S∆i =

∑
k∈J

pσ(k)+m(k)s

l∏
j=1

pσ(aj)+m(aj)s − 1

donde J = Zn ∩


l∑

j=1

λjaj | 0 ≤ λj < 1, j = 1, ..., l

.

Demostración. Como los conos asociados a las caras de Γ(f) forman una partición de (R+)n, podemos

escribir

(R+)n = {0} ∪
⊔
τ

∆τ

donde τ recorre las caras propias de Γ(f) y cada ∆τ corresponde al cono asociado a τ como en la Definición

2.3.7.

Por otro lado, si denotamos ord(x) = k donde componente a componente ord(xj) = kj para todo

j = 1, ..., n, podemos escribir

Znp =
⊔
k∈Nn
{x ∈ Znp | ord(x) = k} = {0} ∪ (Z×p )n ∪

(⋃
τ

⋃
k∈Nn∩∆τ

{x ∈ Znp | ord(x) = k}

)

y, como {0} tiene medida de Haar cero, se tiene que

Z(s, f) =

∫
Znp
|f(x)|spdnx =

∑
k∈Nn

∫
{x∈Znp ,ord(x)=k}

|f(x)|spdnx (2.6)

=

∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx+
∑
τ

∑
k∈Nn∩∆τ

∫
{x∈Znp ,ord(x)=k}

|f(x)|spdnx. (2.7)

donde τ recorre las caras propias de Γ(f).

Supongamos que τ es una cara propia de Γ(f) y k ∈ Nn ∩ ∆τ . Como xj = pkjuj , con uj ∈ Z×p ,

tenemos

dnx = p−σ(k)dnu y xω = xω1
1 · · ·xωnn = pk·ωuω

donde k · ω = m(k) para cada ω ∈ sop(f) ∩ τ y k · ω > m(k) para cada ω ∈ sop(f) \ τ , porque F (k) = τ .

Se sigue que

f(x) = pm(k)
(
fτ (u) + pf̃τ,k(u)

)
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donde f̃τ,k ∈ Zp[u1, ..., un] (la que depende de τ, k y f). Luego de (2.7), tenemos que

Z(s, f) =

∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx+
∑
τ

∑
k∈Nn∩∆τ

p−σ(k)−m(k)s

∫
(Z×p )n

|fτ (u) + pf̃τ,k(u)|spdnu. (2.8)

Llamemos

LΓ(f) =

∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx y Lτ =

∫
(Z×p )n

|fτ (u) + pf̃τ,k(u)|spdnu.

Por hipótesis sabemos que

f(x) ≡ ∂f

∂x1
(x) ≡ · · · ≡ ∂f

∂xn
(x) ≡ 0 mod(p)

no tiene soluciones en (Z×p )n. Entonces

fτ (u) + pf̃τ,k(u) ≡ ∂(fτ (u) + pf̃τ,k(u))

∂u1
(x) ≡ · · · ≡ ∂(fτ (u) + pf̃τ,k(u))

∂un
(x) ≡ 0 mod(p)

no tiene soluciones en (Z×p )n y por el Corolario 2.3.1 se tiene que

LΓ(f) = p−n
(

(p− 1)n − pNΓ(f)
(ps − 1)

ps+1 − 1

)
y Lτ = p−n

(
(p− 1)n − pNτ

(ps − 1)

ps+1 − 1

)
para cada cara propia τ de Γ(f). Observar que en (2.8), Lτ no depende de k. Aśı, podemos escribir

Z(s, f) = LΓ(f) +
∑
τ

Lτ · S∆τ (2.9)

donde τ recorre las caras propias de Γ(f), con

S∆τ =
∑

k∈Nn∩∆τ

p−σ(k)−m(k)s.

Ahora debemos dar una fórmula para S∆τ
, donde τ es una cara propia fija. Por los Lemas 2.3.1 y 2.3.2,

sabemos que existe una partición finita de ∆τ en conos simpliciales racionales ∆i. Entonces

S∆τ
=
∑
i∈I

S∆i
y S∆i

=
∑

k∈Nn∩∆i

p−σ(k)−m(k)s.

Sea ∆i el cono estrictamente positivamente generado por los vectores linealmente independientes a1, ..., al ∈
Nn \ {0}. Si fijamos un elemento xτ ∈ τ , se tiene que m(k) = k · xτ para cada k ∈ ∆τ . Luego

S∆i
=

∑
k∈Nn∩∆i

p−σ(k)−k·xτs.

Hasta aqúı, reconocemos dos formas de calcular S∆i :

Si ∆i es un cono simple, i.e., Nn∩∆i = N\{0}a1 + · · ·+N\{0}al, donde a1, ..., al son linealmente

independientes, tenemos

S∆i
=

∑
λ1,...,λl∈N\{0}

p−σ(λ1a1+···+λlal)−(λ1a1+···+λlal)xτs

=

∞∑
λ1=1

(
p−σ(a1)−a1xτs

)λ1

· · ·
∞∑
λl=1

(
p−σ(al)−a1xτs

)λl
.

Como Re(s) > 0, |p−σ(aj)−ajxτs| < 1 para todo j = 1, ..., l, tenemos que
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S∆i
=

l∏
j=1

p−σ(aj)−ajxτs

1− p−σ(aj)−ajxτs
=

l∏
j=1

1

pσ(aj)+ajxτs − 1
=

l∏
j=1

1

pσ(aj)+m(aj)s − 1

donde la última igualdad resulta de que aj · xτ = m(aj) para cada j = 1, ..., l, porque aj ∈ ∆τ =

{a ∈ Rn+ | τ ⊂ F (a)}.

Vemos que

∆i ∩ Nn =
⊔
g

g + Na1 + · · ·+ Nal

donde g recorre J = Zn ∩


l∑

j=1

µjaj | 0 < µj ≤ 1, j = 1, ..., l

. Aśı

S∆i
=

∑
g∈J

p−σ(g)−g·xτs ·
∑

λ1,...,λl∈N
p−σ(λ1a1+···+λlal)−(λ1a1+···+λlal)·xτs

=

∑
g∈J

p−σ(g)−g·xτs

 · l∏
j=1

pσ(aj)+aj ·xτs

pσ(aj)+aj ·xτs − 1
(Re(s) > 0)

=

∑
g∈J

pσ(a1+···al−g)+(a1+···al−g)·xτs

l∏
j=1

(pσ(aj)+aj ·xτs − 1)

=

∑
h∈J′

pσ(h)+m(h)s

l∏
j=1

(pσ(aj)+m(aj)s − 1)

donde la última igualdad resulta de que aj ·xτ = m(aj) para cada j = 1, ..., l y (a1+· · ·+al−g)·xτ =

m(a1 + · · ·+ al − g), porque aj , (a1 + · · ·+ al − g) ∈ ∆τ = {a ∈ Rn+ | τ ⊂ F (a)}, y donde

J ′ = Zn ∩


l∑

j=1

µjaj | 0 ≤ µj < 1, j = 1, ..., l



Ejemplo 2.3.1. Consideremos el polinomio f(x, y) = P (x, y)−µx3y3 en Zp[x, y] tal que P (x, y) = x2+y2

es un polinomio quasieĺıptico de grado d = 2 con respecto a ω = (1, 1), y µ es una unidad.

Para el polinomio f , tenemos que sop(f) = {(2, 0), (0, 2), (3, 3)}.

La cara τ1 es la faceta descrita por el hiperplano {(0, y) | y ≥ 2} y el vector generador del cono

asociado ∆τ1 es {(1, 0)}.

La cara τ2 corresponde al punto {(0, 2)} que es intersección de la faceta que describe a τ1 con el

hiperplano {(x, y) | x+y = 2}. Los vectores generadores del cono asociado ∆τ2 son {(1, 0), (1, 1)}.
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La cara τ3 está contenida en el hiperplano soporte {(x, y) | x + y = 2} y el vector generador del

cono asociado ∆τ3 es {(1, 1)}.

La cara τ4 del poliedro es el punto {(2, 0)} que es intersección de la faceta que describe a τ5 con el

hiperplano {(x, y) | x+y = 2}. Los vectores generadores del cono asociado ∆τ4 son {(0, 1), (1, 1)}.

La cara τ5 es la faceta descrita por el hiperplano {(x, 0) | x ≥ 2} y el vector generador del cono

asociado ∆τ5 es {(0, 1)}

Identificaremos a la cara τ6 = Γ(f), donde el vector que genera a ∆τ6 es {(0, 0)}.

Los polinomios asociados a cada cara del poliedro son

fτ1 = y2, fτ2 = y2, fτ3 = x2 + y2, fτ4 = x2, fτ5 = x2 y fτ6 = f(x, y),

donde para cada polinomio, el conjunto de ceros bajo reducción en módulo en (F×p )2 es vaćıo, es decir,

Nτi = 0 i = 1, ..., 6 (luego Lτi = p−2(p− 1)2, i = 1, ..., 6).

Por el teorema anterior, ya sabemos que la función zeta de Igusa asociada al polinomio f(x, y) =

x2 + y2 − µx3y3 tiene la forma:

Z(s, f) = p−2(p− 1)2

1 +
∑

τcara propia deΓ(f)

S∆τ

.

Para calcular los S∆τ
, recordemos que σ((x1, x2)) = x1 + x2 y que

m((x1, x2)) = mı́n
k∈supp(f)

{(x1, x2) · k}.

Con esto

∆τ1 está generado por {(1, 0)}, luego J ′1 = Z2 ∩ {µ(1, 0) | 0 ≤ µ < 1} = {(0, 0)}, aśı

S∆τ1
=

1

p− 1
.

∆τ2 está generado por {(1, 0), (2, 3)}, luego J ′2 = Z2 ∩ {µ1(1, 0) + µ2(1, 1) | 0 ≤ µ1, µ2 < 1} =

{(0, 0)}, aśı

S∆τ2
=

1

(p− 1)(p2+2s − 1)
.

∆τ3 está generado por {(1, 1)}, luego J ′3 = Z2 ∩ {µ(1, 1) | 0 ≤ µ < 1} = {(0, 0)}, aśı

S∆τ3
=

1

p2+2s − 1
.

∆τ4 está generado por {(2, 3), (0, 1)}, luego J ′4 = Z2 ∩ {µ1(1, 1) + µ2(0, 1) | 0 ≤ µ1, µ2 < 1} =

{(0, 0)}, aśı

S∆τ4
=

1

(p2+2s − 1)(p− 1)
.
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∆τ5 está generado por {(0, 1)}, luego J ′5 = Z2 ∩ {µ(0, 1) | 0 ≤ µ < 1} = {(0, 0)}, aśı

S∆τ5
=

1

p− 1
.

∆τ6 está generado por {(0, 0)}, luego J ′6 = {(0, 0)}, y S∆τ6
= 1.

Con toda esta información, la continuación meromorfa de la función zeta local de Igusa asociada al

polinomio f está dada por:

Z(s, f) = p−2(p− 1)2 +

(
1 +

5∑
i=1

S∆τi

)

=
Lf (p−s)

p2+2s − 1

donde Lf es un polinomio con coeficientes racionales en la variable p−s.



Caṕıtulo 3

Operadores Pseudo-diferenciales
sobre Campos p-ádicos

El principal problema de este trabajo es encontrar soluciones fundamentales de operadores pseu-

dodiferenciales p-ádicos a partir de la racionalidad de la función zeta local de Igusa. En este caṕıtulo

revisaremos algunos elementos de la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales p-ádicos necesarios para

entender tal problema y mostraremos los respectivos resultados. A lo largo del caṕıtulo, utilizaremos

principalmente las referencias [1], [6], [8], [15], [10] y [11].

3.1. Operadores Pseudodiferenciales

El principal objetivo de esta sección es mostrar una técnica para obtener soluciones fundamentales

asociadas a operadores respectivos con śımbolos de tipo polinomial, usando la continuación meromorfa

de funciones zeta locales de Igusa.

3.1.1. Método de Continuación Anaĺıtica de Gel’fald-Shilov

Revisaremos el método de continuación anaĺıtica de Gel’fand-Shilov para distribuciones en D′. Ver

[15].

Sea U un abierto no vaćıo de C. Asumimos que

U −→ D′

s 7−→ Ts

es una función D′-valuada sobre U . Decimos que Ts es continua, respectivamente holomorfa, sobre U si

(Ts, ϕ) es continua, respectivamente holomorfa, sobre U para cada ϕ en D. Sea X una curva continua de

longitud finita en C (la curva X contenida en U), entonces

(R,ϕ) :=

∫
X

(Ts, ϕ) ds

se define para cada ϕ ∈ D y define un elemento de D′. Esta distribución la denotamos como

R =

∫
X

Ts ds.

51
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Supongamos que Ts es holomorfa en U y, que el disco punteado {s ∈ C | 0 < |s− s0| ≤ r} está contenido

en U para algún s0 ∈ C (no necesariamente en U) y algún r > 0. Entonces (Ts, ϕ) se puede expandir en

serie de Laurent:

(Ts, ϕ) =
∑
k∈Z

(ak, ϕ) (s− s0)k,

donde

ak =
1

2πi

∫
|s−s0|=r

Ts
(s− s0)k+1

ds

pertenece D′, para todo k ∈ Z. Ahora, como D′ es completo,

Ts =
∑
k∈Z

ak(s− s0)k

está bien definida y es un elemento en D′, que es la serie de Laurent de Ts en s0. Decimos que s0 es un

polo de Ts si ak 6= 0 solo para un número finito de k < 0.

3.1.2. Soluciones Fundamentales para Operadores Pseudodife-
renciales

Definición 3.1.1. Sea f ∈ Zp[ξ1, ..., ξn] un polinomio no constante. Para β > 0, un operador pseudodi-

ferencial con śımbolo |f(ξ)|βp es una extensión de un operador

(f(∂, β)φ)(x) = F−1
ξ→x

(
|f(ξ)|βpFx→ξφ

)
para φ ∈ D.

Definición 3.1.2. Se dice que Eβ ∈ D′ es una solución fundamental para la ecuación pseudodiferencial

f(∂, β)u = φ, con φ ∈ D, (3.1)

si u = Eβ ∗ φ es una solución de (3.1) en D′ para cualquier φ ∈ D.

Es importante mencionar aqúı que no podemos usar la definición estándar de una solución funda-

mental (en general, hallar una solución para (3.1) corresponde a encontrar una solución fundamental), es

decir, f(∂, β)u = δ, porque D no es invariante bajo la acción de f(∂, β). Ver la Observación 1.5.5.

Daremos ahora una detallada técnica para obtener soluciones fundamentales de ecuaciones pseudo-

diferenciales de la forma (3.1). Esta se basa en [Teorema 1.1,[12]] y en [Teorema 134,[15], pag.130].

Teorema 3.1.1 (W.A. Zúñiga-Galindo, ver [12], [14] o [15]). Existe una solución fundamental para la

ecuación f(∂, β)u = φ con φ ∈ D

Demostración. Primero debemos notar que la existencia de una solución fundamental para f(∂, β)u = φ,

con φ ∈ D, es equivalente a la existencia de una distribución Tβ = FEβ que satisface

|f(ξ)|spTβ = 1 en D′. (3.2)

En efecto, como f(∂, β)u = φ y u = Eβ ∗ φ, tomando transformadas de Fourier se obtiene,
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(
|f(ξ)|spTβ − 1

)
Fφ = 0 en D′.

Rećıprocamente, asumimos que (3.2) es válido. Entonces, para cualquier Fφ ∈ D, |f(ξ)|spTβFφ = Fφ en

D′. El producto |f(ξ)|spTβFφ está bien definido como producto conmutativo y asociativo, luego

|f(ξ)|spTβFφ = |f(ξ)|sp (TβFφ) = |f(ξ)|spF(Eβ ∗ φ) = |f(ξ)|spFu = Fφ en D′

i.e., f(∂, β)u = φ en D′.

Afirmación 1:

|f |s+βp = |f |sp|f |βp (3.3)

en D′, para cualquier s ∈ C.

Probamos ahora la existencia de soluciones para el problema de división (3.2). Por el Teorema 2.1.2 (de

Igusa) |f |sp tiene una continuación meromorfa sobre todo el plano complejo. Luego,

|f |sp =
∑
k∈Z

ak(s+ β)k

es la expansión de Laurent de |f |sp en −β, con ak ∈ D′. Como las partes reales de los polos de |f |sp son

números racionales negativos, tenemos que |f |s+βp = |f |sp|f |βp es una distribución holomorfa en s = −β.

Por ello |f |βpak = 0 para todo k < 0 (notar que |f |βpak ∈ D′) y

|f |s+βp = |f |s+βp a0 +

∞∑
k=1

|f |βpak(s+ β)k. (3.4)

Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue en (3.4),

ĺım
s→−β

〈|f |s+βp , φ〉 = 〈1, φ〉 = |f |βpa0,

luego Tβ = a0 y Eβ = F−1a0.

Notar que si −β no es un polo de |f |sp, entonces Tβ = |f |−βp y Eβ = F−1Tβ .

Prueba de la Afirmación 1 : El producto de distribuciones |f |sp|f |βp en D′ se define como:(
|f |sp|f |βp , ϕ

)
= ĺım
k→∞

(
|f |sp,

(
|f |βp ∗ δk

)
ϕ
)

para Re(s) > 0

si el ĺımite existe para todo ϕ ∈ D. Considerando los x ∈ Qnp \ f−1(0), tenemos

(
|f |sp|f |βp , ϕ

)
= ĺım

k→∞

∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|sp

(∫
Qnp\f−1(0)

|f(y)|βpδk(x− y)dny

)
dnx

= ĺım
k→∞

∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|sp

(
pnk

∫
||y−x||p≤p−k

|f(y)|βpdny

)
dnx

= ĺım
k→∞

∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|sp

(∫
Znp
|f(x+ pkz)|βpdnz

)
dnx (y − x = pkz, z ∈ Znp )

=

∫
Qnp\f−1(0)

ϕ(x)|f(x)|s+βp dnx Re(s) > 0

pues |f(x + pkz)|p = |f(x)|p para un k suficientemente grande. La existencia de la última integral se

verifica a partir de la continuación meromorfa de |f(x)|s+βp a todo el plano complejo.
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3.2. Funciones Zeta Locales de Igusa y Soluciones

Fundamentales

En la presente sección presentaremos algunos resultados originales sobre soluciones fundamentales

asociadas a ciertos operadores pseudo-diferenciales.

Definición 3.2.1. Sea f ∈ Z[ξ1, ..., ξn] un polinomio no constante. Decimos que f es eĺıptico si f(ξ) =

0⇔ ξ = 0.

A partir del Teorema de Igusa 2.1.2, sabemos que

Zϕ(s, f) :=

∫
Znp
|f(ξ)|spdnξ =

L(p−s)
m∏
j=1

(
1− pνj−sNj

) (3.5)

donde L es un polinomio a coeficientes racionales en la variable p−s y donde (Nj , νj) son como en el

Teorema 2.1.2.

Lema 3.2.1. Sea f un polinomio eĺıptico. La distribución ϕ 7→ (|f |sp, ϕ), con Re(s) > 0, admite una

continuación meromorfa a todo el plano complejo de la forma

(
|f |sp, ϕ

)
=

∫
Znp

(ϕ(ξ)− ϕ(0))|f(ξ)|spdnξ + ϕ(0)
L(p−s)

m∏
j=1

(
1− pνj−sNj

) +

∫
Qnp\Znp

ϕ(ξ)|f(ξ)|spdnξ, (3.6)

ϕ ∈ D, donde L(p−s) es el polinomio con coeficientes racionales definido en (3.5).

Demostración. La distribución |f |sp, la podemos escribir de la forma(
|f |sp, ϕ

)
=

∫
Znp

(ϕ(ξ)− ϕ(0))|f(ξ)|spdnξ + ϕ(0)

∫
Znp
|f(ξ)|spdnξ +

∫
Qnp\Znp

ϕ(ξ)|f(ξ)|spdnξ.

Por el Lema 2.1.1 las integrales∫
Znp

(ϕ(ξ)− ϕ(0))|f(ξ)|spdnξ y

∫
Qnp\Znp

ϕ(ξ)|f(ξ)|spdnξ

son funciones anaĺıticas en la variable s. Luego, el resultado se obtiene de 3.5.

Observación 3.2.1. Los posibles polos de la continuación meromorfa de |f |sp son de la forma

sj = − νj
Nj

+
2πil

Nj ln p
, l ∈ Z

para cada j = 1, ...,m.

Teorema 3.2.1. Sea f un polinomio eĺıptico. Una solución fundamental para la ecuación pseudo-

diferencial

f(∂, β)u = φ, con φ ∈ D

está dada por:
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1. Si β 6= νj
Nj

,

(Eβ , φ) =

∫
Znp

(F−1φ)(x)− (F−1φ)(0)

|f(x)|βp
dnx+ (F−1φ)(0)

L(pβ)
m∏
j=1

(
1− pνj+βNj

)
+

∫
Qnp\Znp

(F−1φ)(x)

|f(x)|βp
dnx.

para φ ∈ D.

2. Si β =
νj0
Nj0

, para algún j0,

(
E νj0
Nj0

, φ

)
=

∫
Znp

(F−1φ)(x)− (F−1φ)(0)

|f(x)|
νj0
Nj0
p

dnx+ (F−1φ)(0) · {a0,j0}+

∫
Qnp\Znp

(F−1φ)(x)

|f(x)|
νj0
Nj0
p

dnx.

para φ ∈ D, donde a0,j0 es el término constante de la expansión de Laurent de la función zeta de

Igusa Z(s, f) alrededor de un polo s0 tal que Re(s0) = − νj0
Nj0

.

Demostración.

1. Si β 6= νj
Nj

, como consecuencia del resultado anterior y de la técnica desarrollada en el Teorema

3.1.1, tenemos que

Tβ = |f |−βp y Eβ = F−1Tβ

en D′.

2. Si β =
νj0
Nj0

es un polo de orden ej0 , para algún j0 ∈ {1, ...,m}, sabemos que Tβ es el término

constante de la expansión de Laurent de la continuación meromorfa de |f |sp en s = −β = − νj0
Nj0

.

Primero vemos que la expansión de Laurent de la función zeta de Igusa alrededor de s = −β =

− νj0
Nj0

es

Z(s, f) =

∞∑
k=−ej0

ak,j0

(
s+

νj0
Nj0

)k
, con ak,j0 ∈ C para todo k, a−ej0 ,j0 6= 0.

Luego T νj0
Nj0

= a0,j0 y a partir de la Proposición 3.2.1 se tiene que

(
T νj0
Nj0

, φ

)
=

∫
Znp

(φ(x)− φ(0))

|f(x)|
νj0
Nj0
p

dnx+ φ(0) · {a0,j0}+

∫
Qnp\Znp

φ(x)

|f(x)|
νj0
Nj0
p

dnx

y E νj0
Nj0

= F−1T νj0
Nj0

.
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3.2.1. Funciones Zeta Locales para Polinomios Semi-quasieĺıpti-
cos

Aqúı el objetivo principal es encontrar la continuación meromorfa de la función zeta local de Igusa

asociada a un polinomio semi-quasieĺıptico (que definiremos posteriormente) con coeficientes en Zp. Este

es el resultado más relevante del presente trabajo y que nos permite encontrar la solución fundamental

para un operador con este tipo de polinomios como śımbolos.

Definición 3.2.2. Sea f un polinomio eĺıptico y sea ω = (ω1, ..., ωn) ∈ (N \ {0})n. Se dice que f es un

polinomio quasieĺıptico de grado d con respecto a ω si

f(λω1ξ1, ..., λ
ωnξn) = λdf(x),

para cualquier λ ∈ Q×p

Para ω := (ω1, ..., ωn) ∈ (N \ {0})n, denotamos |ω| := ω1 + ω2 + · · ·+ ωn.

Definición 3.2.3. Un polinomio h ∈ Zp[ξ1, ..., ξn] se dice que es semi-quasieĺıptico con respecto a

ω si tiene la forma

h(ξ) = f(ξ) +
∑

ciξ
i,

donde f es un polinomio quasieĺıptico de grado d con respecto a ω y cada ξi = ξi11 ξ
i2
2 · · · ξinn satisface que∑n

j=1 ijωj > d. Adicionalmente h(ξ) = 0 si y solo si ξ = 0.

Llamaremos a f la parte quasieĺıptica del polinomio h. Todo polinomio quasieĺıptico es también un

polinomio semi-quasieĺıptico, donde los coeficientes ci son todos cero.

Observación 3.2.2. De la Definición 3.2.3, para i, ω ∈ (N \ {0})n, denotamos

〈i, ω〉 =
∑n
j=1 ijωj = d+ r ≥ d+ 1, i.e., r ≥ 1.

El siguiente resultado será usado más adelante.

Lema 3.2.2 (ver [15]). Sea f un polinomio eĺıptico. Sea K ⊂ Qnp un compacto tal que 0 6∈ K. Se tiene

que

1. Existe M = M(K, f) ∈ N \ {0} tal que |f(ξ)|p ≥ p−M para cualquier ξ ∈ K.

2. Existe una constante R ∈ N y un número finito de puntos ξ̃i ∈ K con BnM+1+R(ξ̃i) := ξ̃i +

(pM+1+RZp)n, tales que

K =
⊔
i

BnM+1+R(ξ̃i) y
∣∣∣f |BnM+1+R(ξ̃i)

∣∣∣
p

= |f(ξ̃i)|p para cada i.

Demostración.

1. Usando un argumento de contradicción, suponemos la existencia de una sucesión de puntos {ξn}n
en K tal que |f(ξn)|p ≤ p−n para todo n ∈ N. Como K es compacto, existe una subsucesión ξϕ(n)

que converge a un ξϕ ∈ K, con ξϕ 6= 0. Pero por continuidad de f , se tiene que f(ξ) = 0, lo que

es una contradicción.
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2. Sea ξ̃i ∈ K dado. Por el punto anterior se tiene que

f(ξ̃i + pM+1η) = f(ξ̃i) + pM+1gi(η),

donde gi ∈ Qp[η1, ..., ηn] satisface que gi(0) = 0. Como g es continua, existe Ri ∈ N tal que

si η ∈ (pRiZp)n, entonces |gi(η)|p ≤ 1. Luego, para cualquier número natural R ≥ Ri por la

desigualdad ultramétrica tenemos que

|f(ξ̃i + pM+1η)|p = |f(ξ̃i) + pM+1gi(η)|p = |f(ξ̃i)|p

para cualquier η ∈ (pRZp)n ⊂ (pRiZp)n. Como K es compacto, existen finitos ξ̃i ∈ K tales que

las bolas BnM+1+R(ξ̃i) = ξ̃i + (pM+1+RZp)n con i = 1, ..., k forman un cubrimiento de K. Podemos

tomar

R := máx{Ri | i = 1, ..., k}

y se completa la demostración.

Observación 3.2.3. Para un ω ∈ (N \ {0})n, definimos

Aω = {x ∈ Znp | ordp(xj) ≥ ωj , j = 1, ..., n}

y Acω como su complemento en Znp . Podemos escribir Znp = Aω tAcω.

Como consecuencia del lema anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1. Sea f un polinomio eĺıptico, entonces∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ = Lf (p−s)

donde Lf (p−s) es un polinomio en p−s con coeficientes racionales.

Demostración. Primero hacemos una descomposición del subconjunto Acω. Para esto, sea I un subcon-

junto propio de {1, ..., n} y fijemos α = (α1, ..., αn) ∈ Nn tal que 0 ≤ αi ≤ ωi − 1⇔ i 6∈ I. Definimos

A(I, α) := {(ξ1, ..., ξn) ∈ Znp | ordp(ξi) ≥ ωi ⇔ i ∈ I and ordp(ξi) = αi ⇔ i 6∈ I}.

De aqúı, cada A(I, α) es abierto compacto en Znp y como

Acω =
⊔

(I,α)

A(I, α)

es unión finita, tenemos que Acω es también un abierto compacto en Znp . Con esto, vemos que∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ =
∑
(I,α)

∫
A(I,α)

|f(ξ)|spdnξ.

Más aún, como 0 no pertenece a A(I, α), por el lema anterior se tiene que existe un cubrimiento finito

por bolas del tipo BnM (ξ̃l) := ξ̃l + (pMZp)n con M := M(I, α) y ξ̃l ∈ A(I, α) tal que∣∣∣f |BM (ξ̃l)

∣∣∣s
p

= |f(ξ̃l)|sp para cada l := l(I, α)
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y esto, sobre cada abierto compacto A(I, α). Aśı,∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ =
∑
(I,α)

∫
A(I,α)

|f(ξ)|spdnξ =
∑
(I,α)

[∑
l

∫
BM (ξ̃l)

|f(ξ)|spdnξ

]

=
∑
(I,α)

[∑
l

|f(ξ̃l)|sp
∫
BM (ξ̃l)

dnξ

]
=
∑
(I,α)

[∑
l

p−M ·n|f(ξ̃l)|sp

]
= Lf (p−s).

Teorema 3.2.2. Sea h ∈ Zp[ξ1, ..., ξn] un polinomo semiquasieĺıptico con respecto a ω. Entonces la

función zeta local de Igusa

Z(s, h) =

∫
Znp
|h(ξ)|spdnξ, Re(s) > 0

tiene una continuación meromorfa a todo el plano complejo de la forma:

Lh(p−s)

1− p−|ω|−ds
,

donde Lh es un polinomio en la variable p−s con coeficientes racionales y tal que Lh(p
|ω|
d ) 6= 0.

Demostración. Usando la descomposición Znp = Aω tAcω obtenemos que

Z(s, h) =

∫
Aω

|h(ξ)|spdnξ +

∫
Acω

|h(ξ)|spdnξ. (3.7)

Para la primera integral a la derecha de la igualdad, tenemos∫
Aω

|h(ξ)|spdnξ =

∫
Aω

∣∣∣f(ξ) +
∑

ciξ
i
∣∣∣s
p
dnξ

= p−|ω|
∫
Znp

∣∣∣pdf(ξ̃) +
∑

cip
〈i,ω〉ξ̃i

∣∣∣s
p
dnξ̃ (ξj = pωj ξ̃j j = 1, .., n)

= p−|ω|
∫
Znp

∣∣∣pdf(ξ̃) + pd+r1
∑

ci,1ξ̃
i
∣∣∣s
p
dnξ̃

= p−|ω|−ds
∫
Znp

∣∣∣f(ξ̃) + pr1
∑

ci,1ξ̃
i
∣∣∣s
p
dnξ̃

y llamamos h1(ξ) = f(ξ) + pr1
∑
ci,1ξ

i, con r1 ≥ 1 y F1(ξ) =
∑
ci,1ξ

i ∈ Zp[ξ].

Ahora, la ecuación (3.7) se puede escribir como

Z(s, h) = p−|ω|−ds
∫
Znp\{0}

|h1(ξ)|spdnξ +

∫
Acω

|h(ξ)|spdnξ (3.8)

y luego iterando el proceso anterior en (3.8), tenemos

Z(s, h) =

∞∑
k=1

pk(−|ω|−ds)
∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ +

∫
Acω

|h(ξ)|spdnξ (3.9)

donde hk(ξ) = f(ξ) + prkFk(ξ) y Fk(ξ) =
∑
ci,kξ

i ∈ Zp[ξ], con rk −→∞ cuando k −→∞.

Como f es un polinomio quasieĺıptico, por el Lema 3.2.2 existe M0 ∈ N\{0} tal que |f(ξ)|p ≥ p−M0 para

todo ξ ∈ Acω. Además, como rk −→∞ cuando k −→∞, se tiene que existe un k0 ∈ N \ {0} tal que para

todo k ≥ k0 |prkFk(ξ)|p −→ 0. Luego, por la desigualdad ultramétrica,
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|hk(ξ)|p = |f(ξ) + prkFk(ξ)|p = |f(ξ)|p para todo k ≥ k0

y ∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ =

∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ para todo k ≥ k0. (3.10)

Si llamamos h(ξ) = h0(ξ), simplificamos la ecuación (3.9) a la expresión:

Z(s, h) =

∞∑
k=0

pk(−|ω|−ds)
∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ.

La serie anterior es absolutamente convergente porque

∞∑
k=0

pk(−|ω|−ds) converge para Re(s) > − |ω|d y

porque las integrales

∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ son acotadas para todo k ≥ k0 y para todo k < k0, respectivamente,

por la continuidad de los hk y la compacidad de Acω. Ahora, Z(s) se puede escribir como

Z(s, h) =

k0−1∑
k=0

pk(−|ω|−ds)
∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ +
∞∑

k=k0

pk(−|ω|−ds)
∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ, (3.11)

de (3.10) y (3.11) tenemos

Z(s, h) =

k0−1∑
k=0

pk(−|ω|−ds)
∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ +

(∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ

) ∞∑
k=k0

pk(−|ω|−ds)

=

k0−1∑
k=0

pk(−|ω|−ds)
∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ +

(∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ

)(
pk0(−|ω|−ds)

1− p−|ω|−ds

)
. (3.12)

Observemos que hk ∈ Zp[ξ1, ..., ξn] satisface la condición hk(ξ) = 0 si y solo si ξ = 0, para cada

1 ≤ k ≤ k0 − 1. En efecto, supongamos por el contrario que existe η ∈ Znp , η 6= 0, tal que hk(η) = 0. Esto

quiere decir que

f(η) = −prk
∑
ci,kη

i

y para λ ∈ Q×p tenemos

f(λω1η1, ..., λ
ωnηn) = −prk

∑
ci,kλ

〈i,ω〉ηi = −λd (λrprk)
∑
ci,kη

i = λdλrf(η)

lo que es una contradicción porque f es un polinomio quasieĺıptico de grado d con respecto a ω =

(ω1, ..., ωn).

Ahora, aplicando la Observación 3.2.1 a f y a cada polinomio hk, con k ∈ {0, ..., k0 − 1}, tenemos que∫
Acω

|f(ξ)|spdnξ = Lf (p−s) y

∫
Acω

|hk(ξ)|spdnξ = Lk(p−s)

donde Lf y Lk para 0 ≤ k ≤ k0 − 1 son polinomios en la variable p−s con coeficientes racionales. Aśı,

para (3.12), se tiene que

Z(s, h) =

k0−1∑
k=0

pk(−|ω|−ds)Lk(p−s) + Lf (p−s) ·
(
pk0(−|ω|−ds)

1− p−|ω|−ds

)
=

Lh(p−s)

1− p−|ω|−ds
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donde Lh es un polinomio en la variable p−s con coeficientes racionales tales que Lh(p
|ω|
d ) 6= 0 y s = − |ω|d

es un polo de Z(s, h).

Observación 3.2.4. Los posibles polos de la continuación meromorfa de |h|sp tienen la forma

sl = −|ω|
d
− 2πil′

d ln p
, para l ∈ Z.

3.2.2. Operadores Pseudodiferenciales Semiquasieĺıpticos

Encontraremos aqúı la solución fundamental para la ecuación pseudodiferencial asociada al operador

pseudodiferencial con śımbolo |h(ξ)|βp , para un β > 0, donde h es un polinomio semiquasieĺıptico definido

en la sección anterior. Este resultado corresponde a una situación particular de lo planteado en el Teorema

3.2.1.

Definición 3.2.4. Sea h ∈ Zp[ξ1, ..., ξn] un polinomio semiquasieĺıptico de grado d con respecto a ω.

Para β > 0, un operador pseudodiferencial semiquasieĺıptico es una extensión de un operador

(h(∂, β)φ)(x) = F−1
ξ→x

(
|h(ξ)|βpFx→ξφ

)
para φ ∈ D.

La solución fundamental para este tipo de operadores se define de igual manera a la dada anterior-

mente. Calcularemos ahora la solución fundamental para el operador pseudodiferencial semiquasieĺıptico

como un caso particular de lo dado en el Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.3. Sea h(∂, β) un operador pseudodiferencial semiquasieĺıptico y sea Eβ una solución

fundamental para la ecuación h(∂, β)u = φ, con φ ∈ D.

1. Si β 6= |ω|
d ,

(Eβ , φ) =

∫
Znp

(F−1φ)(x)− (F−1φ)(0)

|h(x)|βp
dnx+ (F−1φ)(0)

Lh(pβ)

1− p−|ω|+dβ

+

∫
Qnp\Znp

(F−1φ)(x)

|h(x)|βp
dnx.

para φ ∈ D y Lh es un polinomio en la variable p−s definido como en el Teorema 3.2.2.

2. Si β = |ω|
d ,

(E |ω|
d
, φ) =

∫
Znp

(F−1φ)(x)− (F−1φ)(0)

|h(x)|
|ω|
d
p

dnx+ (F−1φ)(0) ·
{

1

d ln(p)
· L′h(p

|ω|
d ) +

1

2
· Lh(p

|ω|
d )

}
+

∫
Qnp\Znp

(F−1φ)(x)

|h(x)|
|ω|
d
p

dnx.

para φ ∈ D, donde Lh es un polinomio en la variable p−s definido como en el Teorema 3.2.2, y

donde L′h es su derivada.

Demostración.
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1. Si β 6= |ω|
d , tenemos que Tβ = |h|−βp , luego Eβ = F−1Tβ .

2. Si β = |ω|
d , se sabe que Tβ es el término constante de la expansión de Laurent de la continuación

meromorfa de |h|sp en s = −β = − |ω|d . Notamos que

Lh(p−s)

1− p−|ω|−ds
=
(
Lh(p

|ω|
d ) + L′h(p

|ω|
d )(s+ |ω|

d ) + P
(

(s+ |ω|
d )2

))
×(

a−1

(s+ |ω|
d )

+ a0 +Q
(

(s+ |ω|
d )
))

donde los coeficientes a−1 y a0 son los primeros términos de la expansión de Laurent de 1
1−p−|ω|−ds

en s = − |ω|d y, P
(

(s+ |ω|
d )2

)
y Q

(
(s+ |ω|

d )
)

denotan funciones holomorfas. Luego, el término

constante de la expansión de Laurent de Lh(p−s)
1−p−|ω|−ds está dado por

{
L′h(p

|ω|
d ) · a−1 + Lh(p

|ω|
d ) · a0

}
.

Calculamos los coeficientes a−1 y a0:

a−1 = Res
(

1
1−p−|ω|−ds ,−

|ω|
d

)
:= ĺım

s→− |ω|d

(
s+
|ω|
d

)
1

1− p−|ω|−ds
(z = p|ω|+ds)

= ĺım
z→1

ln(z)

d ln(p)

z

z − 1
=

1

d ln(p)

y por otro lado,

a0 =
1

2πi

∫
|s+ |ω|d |=r

1

(s+ |ω|
d )(1− p−|ω|−ds)

ds =
1

2
.

Aśı, tenemos que

(
T |ω|

d
, φ
)

=

∫
Znp

φ(x)− φ(0)

|h(x)|
|ω|
d
p

dnx+ φ(0) ·
{

1

d ln(p)
· L′h(p

|ω|
d ) +

1

2
· Lh(p

|ω|
d )

}
+

∫
Qnp\Znp

φ(x)

|h(x)|
|ω|
d
p

dnx

y E |ω|
d

= F−1T |ω|
d

.

3.3. Una nueva clase de Operadores Pseudodiferen-

ciales

En la presente sección definiremos una nueva clase de operadores pseudodiferenciales con śımbolo un

polinomio eĺıptico no-degenerado con respecto a su poliedro de Newton y posteriormente hallaremos la

solución fundamental asociada.
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3.3.1. Polinomios Eĺıpticos no-degenerados por su Poliedro de
Newton

Definición 3.3.1. Sea f ∈ Zp[x1, ..., xn] \ pZp[x1, ..., xn] un polinomio eĺıptico. Decimos que f es un

polinomio eĺıptico no degenerado sobre Fp con respecto a Γ(f), si para toda cara τ de Γ(f) el polinomio

fτ satisface que

{a ∈ (F×p )n : fτ (a) = 0} = ∅.

Al polinomio f recién definido también lo llamaremos eĺıptico no-degenerado con respecto a su poliedro

de Newton.

Teorema 3.3.1. Sea f ∈ Zp[x1, ..., xn] \ pZp[x1, ..., xn] un polinomio eĺıptico no-degenerado con respecto

a su poliedro de Newton. La función zeta de Igusa asociada a f ,

Z(s, f) =

∫
Znp
|f(x)|spdnx, Re(s) > 0, s ∈ C

tiene una continuación meromorfa dada por

Z(s, f) = p−n(p− 1)n

(
1 +

∑
τ

S∆τ

)

donde τ recorre las caras propias de Γ(f) y donde S∆τ
es tal como se describió en la Observación 2.3.3.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, fijemos un polinomio f(x) = P (x)r − µxmr, donde P (x) =∑
i bix

i es un polinomio quasieĺıptico de grado d con respecto a ω ∈ (N \ {0})n y, donde µ ∈ Z×p ,

m ∈ Nn \ {0} y r ∈ N \ {0}. Queremos calcular la función zeta de Igusa asociada a f a partir del método

visto previamente.

Primero, ya sabemos que

Z(s, f) =

∫
Znp
|f(x)|spdnx (3.13)

=

∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx+
∑
τ

∑
k∈Nn∩∆τ

∫
{x∈Znp ,ord(x)=k}

|f(x)|spdnx (3.14)

donde τ recorre las caras propias de Γ(f).

Supongamos ahora que τ es una cara propia fija de Γ(f) y k ∈ Nn∩∆τ es también fijo. Como xj = pkjuj ,

con uj ∈ Z×p , tenemos que

dnx = p−σ(k)dnu y xi = xi11 · · ·xinn = p〈k,i〉ui

donde 〈k, i〉 = m(k) para cada i ∈ sop(f)∩ τ , m(ω) = 〈ω, i〉 = d para cada i ∈ sop(P )∩ τ y 〈k, i〉 > m(k)

para cada i ∈ sop(f) \ τ , porque F (k) = τ . Se sigue que

f(pk1u1, ..., p
knun) = pm(k)r [Pτ,k(u)r − µprumr]
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donde Pτ,k ∈ Zp[u1, ..., un] (la que depende de τ, k y f , más aún, Pτ,k(u) = fτ (u) para estos τ, k).

Luego de (3.14) tenemos que

Z(s, f) =

∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx+
∑
τ

∑
k∈Nn∩∆τ

p−σ(k)−m(k)rs

∫
(Z×p )n

|Pτ,k(u)r − µprumr|spdnu (3.15)

donde τ recorre las caras propias de Γ(f).

Por hipótesis, f(x) ≡ 0 mod(p) no tiene soluciones en (Z×p )n (i.e., NΓ(f) = 0), entonces

Pτ,k(u)r − µprumr ≡ 0 mod(p)

tampoco tiene soluciones en (Z×p )n (i.e., Nτ = 0 para toda cara propia τ de Γ(f)). Con esto, tenemos∫
(Z×p )n

|f(x)|spdnx = p−n(p− 1)n y

∫
(Z×p )n

|Pτ,k(u)r − µprumr|spdnu = p−n(p− 1)n.

Luego, para (3.15) se tiene

Z(s, f) = p−n(p− 1)n

(
1 +

∑
τ

∑
k∈Nn∩∆τ

p−σ(k)−m(k)rs

)
. (3.16)

Vemos que ocurre con

S∆τ
=

∑
k∈Nn∩∆τ

p−σ(k)−m(k)rs.

Por los Lemas 2.3.1 y 2.3.2, sabemos que existe una partición finita de ∆τ en conos simpliciales racionales

∆i. Sea ∆i el cono estrictamente positivamente generado por los vectores linealmente independientes

a1, ..., al ∈ Nn \ {0}. Como k ∈ Nn \ {0} tenemos que

Nn \ {0} ∩∆τ = a1(N \ {0}) + · · ·+ al(N \ {0})

luego cada ∆i es un cono simple. Si fijamos un elemento iτ ∈ τ , entonces m(k) = d = 〈iτ , k〉 para cada

k ∈ ∆τ . Luego, siguiendo la misma técnica de la demostración anterior, tenemos que

S∆τ
=
∑
i∈I

S∆i

donde I representa la descomposición de ∆τ , entonces

S∆i =
∑

k∈Nn\{0}∩∆i

p−σ(k)−m(k)rs =

∑
h∈J′

pσ(h)+m(h)rs

l∏
j=1

(
pσ(aj)+m(aj)rs − 1

)
donde

J ′ = Zn ∩


l∑

j=1

µjaj | 0 ≤ µj < 1, j = 1, ..., l

.

Finalmente, de (3.16) se tiene que

Z(s, f) = p−n(p− 1)n

1 +
∑
τ

∑
i∈I

∑
h∈J′

pσ(h)+m(h)rs

l∏
j=1

(
pσ(aj)+m(aj)rs − 1

)


donde τ recorre las caras propias de Γ(f).
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3.3.2. Operador Pseudodiferencial Eĺıpticos no-degenerado

En esta parte definiremos la nueva clase de operadores pseudodiferenciales eĺıpticos no-degenerados

con respecto a su poliedro de Newton y encontraremos la solución fundamental para tales operadores.

Este resultado corresponde a una situación particular de lo planteado en el Teorema 3.2.3.

Definición 3.3.2. Sea f ∈ Zp[ξ1, ..., ξn] \ pZp[ξ1, ..., ξn] un polinomio eĺıptico no-degenerado con respecto

a su poliedro de Newton. Para β > 0, un operador pseudodiferencial eĺıptico no-degenerado será

una extensión de un operador

(f(∂, β)φ)(x) = F−1
ξ→x

(
|f(ξ)|βpFx→ξφ

)
para φ ∈ D.

Recordemos que la función zeta local de Igusa para un polinomio semiquasieĺıptico no-degenerado

por su poliedro de Newton tiene la siguiente expresión:

Z(s, f) = p−n(p− 1)n

1 +
∑

τ cara propia de Γ(f)

∑
i∈I

∑
h∈J′

pσ(h)+m(h)rs

l∏
j=1

(
pσ(aj)+m(aj)rs − 1

)


y que la podemos reducir a

Z(s, f) =
Lf (p−s)

l∏
j=1

(
pσ(aj)+m(aj)rs − 1

) , s ∈ C, Re(s) > 0,

donde los j′s dependen de τ y de i (los vectores linealmente independientes aj , con j = 1, ..., l, generan

esctrictamente positivamente al cono ∆i, para algún i ∈ I, de la descomposición del cono ∆τ asociado a

la respectiva cara τ del poliedro de Newton), r ∈ N \ {0} y Lf es un polinomio en la variable p−s con

coeficientes racionales.

Observación 3.3.1. Los polos de la continuación meromorfa de Z(s, f) son de la forma

sj = − σ(aj)

r ·m(aj)
+

2πik

r ·m(aj) ln p
, k ∈ Z

para cada j = j(τ, i) como se detalló en el parrafo anterior.

Calcularemos ahora la solución fundamental para el operador pseudodiferencial eĺıptico no-degenerado

usando la misma técnica del Teorema 3.2.1.

Teorema 3.3.2. Sea f(∂, β) un operador pseudodiferencial eĺıptico no-degenerado y sea Eβ una solución

fundamental para la ecuación f(∂, β)u = φ, con φ ∈ D.

1. Si β 6= σ(aj)
r·m(aj)

, con j := j(τ, i), se tiene
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(Eβ , φ) =

∫
Znp

(F−1φ)(x)− (F−1φ)(0)

|f(x)|βp
dnx+ (F−1φ)(0)

Lf (pβ)
l∏

j=1

(
pσ(aj)−m(aj)rβ − 1

)
+

∫
Qnp\Znp

(F−1φ)(x)

|f(x)|βp
dnx.

para φ ∈ D y Lf es un polinomio en la variable p−s.

2. Si β =
σ(aj0 )

r·m(aj0 ) , para algún j0 := j0(τ0, i0) como los detallados anteriormente, se tiene

(E σ(aj0
)

r·m(aj0
)

, φ) =∫
Znp

(F−1φ)(x)− (F−1φ)(0)

|f(x)|
σ(aj0

)

r·m(aj0
)

p

dnx+ (F−1φ)(0) ·
{

1

d ln(p)
· f̃ ′(p

σ(aj0
)

r·m(aj0
) ) +

1

2
· f̃(p

σ(aj0
)

r·m(aj0
) )

}

+

∫
Qnp\Znp

(F−1φ)(x)

|f(x)|
σ(aj0

)

r·m(aj0
)

p

dnx.

para φ ∈ D, donde f̃ es una función holomorfa en un disco suficientemente pequeño en la variable

p−s y donde f̃ ′ es su derivada.

Demostración.

1. Si β 6= σ(aj)
r·m(aj)

, para todo j := j(τ, i), tenemos que Tβ = |f |−βp , luego Eβ = F−1Tβ .

2. Si β =
σ(aj0 )

r·m(aj0 ) , para algún j0 := j0(τ0, i0), se sabe que Tβ es el término constante de la expansión

de Laurent de la continuación meromorfa de |f |sp en s = −β = − σ(aj0 )

r·m(aj0 ) . Notamos que

Lf (p−s)∏l
j=1, j 6=j0

(
pσ(aj)+m(aj)rs − 1

) · 1

pσ(aj0 )+m(aj0 )rs − 1
=

f̃(p−s)

pσ(aj0 )+m(aj0 )rs − 1

=

(
f̃

(
p

σ(aj0
)

r·m(aj0
)

)
+ f̃ ′

(
p

σ(aj0
)

r·m(aj0
)

)(
s+

σ(aj0 )

r·m(aj0 )

)
+ P

(
(s+

σ(aj0 )

r·m(aj0 ) )2
))
× a−1

(s+
σ(aj0 )

r·m(aj0 ) )
+ a0 +Q

(
(s+

σ(aj0 )

r·m(aj0 ) )
)

donde f̃ , P
(

(s+
σ(aj0 )

r·m(aj0 ) )2
)

y Q
(

(s+
σ(aj0 )

r·m(aj0 ) )
)

son funciones holomorfas sobre un disco suficien-

temente pequeño centrado en s = − σ(aj0 )

r·m(aj0 ) y, los coeficientes a−1 y a0 son los primeros términos

de la expansión de Laurent de 1

p
σ(aj0

)+m(aj0
)rs−1

en s = − σ(aj0 )

r·m(aj0 ) . Luego, el término constante de

la expansión de Laurent de f̃(p−s)

p
σ(aj0

)+m(aj0
)rs−1

está dado por

{
f̃ ′(p

σ(aj0
)

r·m(aj0
) ) · a−1 + f̃(p

σ(aj0
)

r·m(aj0
) ) · a0

}
.

Los coeficientes a−1 = 1
d ln(p) y a0 = 1

2 se calculan de igual forma que en el Teorema 3.2.3. Aśı,

se tiene



66 3. OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIALES SOBRE CAMPOS P-ÁDICOS

(
T σ(aj0

)

r·m(aj0
)

, φ

)
=

∫
Znp

(φ(x)− φ(0)

|f(x)|
σ(aj0

)

r·m(aj0
)

p

dnx+ φ(0) ·
{

1

d ln(p)
· f̃ ′(p

σ(aj0
)

r·m(aj0
) ) +

1

2
· f̃(p

σ(aj0
)

r·m(aj0
) )

}

+

∫
Qnp\Znp

φ(x)

|f(x)|
σ(aj0

)

r·m(aj0
)

p

dnx

y E σ(aj0
)

r·m(aj0
)

= F−1T σ(aj0
)

r·m(aj0
)

.

En [8], A. Kochubei muestra mediante otro método que si h ∈ Qp[ξ1, ..., ξn] es una forma cuadrática

con p 6= 2 tal que h(ξ1, ..., ξn) 6= 0 cuando |ξ1|p + · · · + |ξn|p 6= 0, se tiene que existe una solución

fundamental Eβ ∈ D′ para h(∂, β)u = ϕ; ϕ ∈ D. Las posibles formas cuadráticas que satisfacen la

condición dada, se reducen a tres. Trabajaremos con una de ellas, la forma binaria h(ξ1, ξ2) = ξ2
1 − τξ2

2 ,

donde τ ∈ Qp no es una ráız cuadrada en Qp y |τ |p = 1 . Consideramos el campo Qp(
√
τ), donde para

cada X = x+ y
√
τ ∈ Qp(

√
τ), se tiene que ||X|| = |x2 − τy2|p (ver Observación 1.1.2).

Corolario 3.3.1. Sea h(∂, β) el operador pseudodiferencial con śımbolo h una forma binaria como se

describió anteriormente. La solución fundamental para la ecuación pseudodiferencial asociada está dada

por

Eβ =


1− p−2β

1− p2(β−1)
||X||β−1 para β 6= 1

1− p2

2p2 ln(p)
ln(||X||) para β = 1

Demostración. Primero vemos que la continuación meromorfa de la función zeta de Igusa asociada a la

función h es:

Zh(s) =

(
(p− 2)2(p+ 1)

p2(p− 1)

)
1

1− p−2−2s
, s 6= −1 (|ω| = d = 2),

y donde a0 = 1
2 y a−1 = 1

2 ln(p) (coeficientes de la serie de Laurent alrededor de s = −1).

Encontremos ahora la solución fundamental. Para β 6= 1, del teorema previo tenemos que

Eβ = F−1(|h(ξ1, ξ2)|−βp ) =
1− p−2β

1− p2(β−1)
|h|β−1

p ,

(ver Ejemplo 1.5.11).

Para el caso β = 1, la solución fundamental está dada por:

(E1, φ) =

∫
Z2
p

(F−1φ)(X)− (F−1φ)(0)

|x2 − τy2|p
d(x, y) +

∫
Q2
p\Z2

p

(F−1φ)(X)

|x2 − τy2|p
d(x, y) +

(p− 2)2(p+ 1)

2p2(p− 1)
(F−1φ)(0).

Por el Ejemplo 1.5.7, tenemos que

(F ln(||X||)(ξ1, ξ2) =
2p2 ln(p)

p2 − 1
|ξ2

1 − τξ2
2 |−1
p .

Escribimos

(||X||−1, φ) =

∫
Z2
p

φ(X)− φ(0)

|x2 − τy2|p
d(x, y) +

∫
Q2
p\Z2

p

φ(X)

|x2 − τy2|p
d(x, y),
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donde usando lo anterior, tenemos

F−1(||X||−1) =
1− p2

2p2 ln(p)
ln(||X||).

Como (F−1φ)(0) = (δ,F−1φ) = (F−1δ, φ) = (1, φ), luego

E1 =
1− p2

2p2 ln(p)
ln(||X||) +

(p− 2)2(p+ 1)

2p2(p− 1)
.

Además, si Eβ es solución de h(∂, β), Eβ + c para algún c ∈ Qp también es solución para h(∂, β). Aśı, el

segundo caso se completa para c = − (p−2)2(p+1)
2p2(p−1) .

Observación 3.3.2. Si un campo no-arquimedeano K es completo con respecto a su valor absoluto | · |K
y su campo residual finito, se dice que K es un campo local no-Arquimedeano. El anillo de los enteros

de K es RK = {x ∈ K : |x|K ≤ 1}, su único ideal maximal es PK = {x ∈ K : |x|K ≤ 1}, su único

ideal maximal es PK = {x ∈ K : |x|K < 1} = πRK , donde π es el generador de PK llamado parámetro

de uniformización. R×K = {x ∈ K : |x|K = 1} denota al grupo de unidades de RK y el campo residual

RK/PK ∼= Fq corresponde al campo finito de q elementos, donde q es una potencia de un número primo p.

Como observación final, debemos mencionar que toda la teoŕıa desarrollada durante el presente traba-

jo es válida directamente sobre un campo local K no-Arquimedeano de caracteŕıstica cero. Esto es posible

ya que todo campo local no-Arquimedeano de caracteŕıstica cero es isomorfo (como un campo topológico)

a una extensión finita del campo de los número p− ádicos.

Además, todo campo local no-Arquimedeano de caracteŕıstica positiva p es isomorfo (como un campo

topológico) a el campo de las series formales de Laurent Fq((T )) sobre un campo finito Fq, donde q es una

potencia de un número primo p. En este último caso, debido a la ausencia de un teorema de resolución de

singularidades en caracteŕıstica positiva, la racionalidad de funciones zeta locales es un problema abierto.
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