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1.2.2. Objetivos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2. Teoŕıa Cinética en F́ısica de Plasmas y Ondas Electrostáticas 18
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los iones ni (ĺınea negra segmentada) y el potencial electrostático φ

(ĺınea sólida azul). La posición está medida en longitudes de Debye

de electrones, λDe, la densidad de iones en la densidad del estado de

equilibrio, n∞, y el potencial está medido en Te/e. Figura corteśıa de
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modo de orden superior de baja frecuencia menos amortiguado (ĺınea
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sólo estructuras que se propagan con velocidad positiva. . . . . . . . . 100

5.26. Detalles de las variaciones de la distribución de los electrones, δf̄e [(a) a

(d)], y de los iones, δf̄i [(e) a (h)]. En esta última se considera un rango

de velocidades v̄φ,IA ≤ v̄ ≤ v̄H durante el proceso de formación de los

holes secundarios. Se muestran las velocidades v̄φ,IA (ĺınea punteada
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enseñarme la importancia de estudiar.

También agradezco a los profesores que me guiaron en la realización de esta tesis.

Al profesor Jaime Araneda, por sus ideas, su experimencia, la agudeza de sus análisis

y su compresión. Al profesor Roberto Navarro, por haberme aconsejado y ayudado

en innumerables ocasiones.

Agradezco a los funcionarios de la Universidad de Concepción por su inmensa

disposición y paciencia cuando necesitaba realizar trámites importantes y largos.
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Resumen

Para estudiar cómo se modifica la dinámica de un plasma Maxwelliano de electro-

nes no magnetizado con la presencia de iones positivos pesados, el presente trabajo

tiene por objetivo estudiar los reǵımenes amortiguado y no lineal de perturbaciones

en un plasma Maxwelliano electrón-ión sin deriva relativa, considerando una razón de

masa mi/me = 1836.153 y razón de carga qi/|qe| = 1.0, espećıficamente en el rango

de bajas frecuencias (ωr ≤ 0.2ωpe) y velocidades del orden de la velocidad de fase de

ondas-ión acústicas vφ,IA para el número de onda excitado, con la razón de tempe-

ratura Ti/Te = 1.0. Todo el estudio se realiza por medio de simulaciones numéricas

del sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson usando interpolación espectral en posi-

ción y velocidad, e integración simplética en la dependencia temporal. En el caso de

perturbaciones amortiguadas se espera que las ondas de Langmuir e ión-acústicas se

propaguen relativamente independientes una de la otra y las distribuciones de ambas

especies exhiban un comportamiento opuesto en el rango de velocidades de interés,

mientras que en caso no lineal se espera que surjan ondas electrostáticas solitarias,

debido a la presencia de iones móviles, que estén ascociadas a solitones ión-acústicos

y atrapamiento de electrones.
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1 Introducción

En la investigación de ondas en plasmas se hacen aproximaciones según las masas

de las especies que los componen, las escalas espacial, temporal y de velocidades de

los fenómenos de interés. Mientras que en algunos casos sólo se mueven las especies

más ligeras, la adición de una especie pesada móvil en el plasma corresponde a un

modelo más realista. Se ha demostrado que la presencia de iones móviles pesados

(protones) y con distribución Maxwelliana, modifica la evolución de un plasma no

colisional y no magnetizado durante el amortiguamiento lineal de Landau de ondas

de Langmuir en plasmas Maxwellianos de electrones inicialmente isotérmicos, explo-

rando la desidad de part́ıculas y la enerǵıa del campo eléctrico, pero sin explorar la

dependencia de velocidad. En el régimen no-lineal del mismo plasma, la amplitud

del modo excitado indica que los efectos de iones móviles se reducen. Sin embargo,

esto no descarta alguna dinámica relacionada con las escalas de los iones. Por lo

tanto, el presente trabajo aborda cómo la presencia de iones pesados móviles, con

carga positiva modifican la dinámica de un plasma Maxwelliano de electrones en el

rango de las escalas de iones para los reǵımenes lineal y no-lineal de perturbaciones,

y caracterizar los fenómenos que surgen por la introducción de tal especie.

De las ecuaciones de movimiento de una part́ıcula j cualquiera del plasma, la
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escala de tiempo de su dinámica se estima como τj ∝ mj, donde mj es la masa de

la part́ıcula de la part́ıcula. Por lo tanto, el movimiento de las especies más pesadas

ocurre en una escala de tiempo más larga. La existencia de escalas de tiempo se pue-

de observar en Fig.1.1, donde se muestran las trayectorias de dos part́ıculas de masa

m1 = me y m2 = 1836me, con me la masa del electrón. Ambas están simultáneamen-

te sometidas a una fuerza debido a una onda de Langmuir (LW), de corta escala de

tiempo, y una onda ión-acústica (IAW) de baja amplitud, de escala de tiempo más

larga, con el mismo número de onda. La part́ıcula ligera es resonante con la onda

de Langmuir y la part́ıcula pesada lo es con la IAW. La Fig.1.1(a) muestra que el

movimiento de una part́ıcula pesada puede despreciarse durante un corto intervalo

de tiempo, aśı como el forzamiento de baja frecuencia.

Figura 1.1: Variaciones de trayectorias de part́ıculas respecto del equilibrio, xeq,i(t) =
x0,i + v0,it, para una part́ıcula ligera, m1, y una part́ıcula pesada, m2, impulsadas
por una LW y una IAW de baja amlpitud. La part́ıcula m2 no se desv́ıa siginificati-
vamente con respecto de su trayectoria de equilibrio (a). A tiempos más largos (b),
las desviaciones no son despreciables.

La aproximación de especies pesadas móviles considera part́ıculas ligeras como

móviles y las especies restantes son supuestas infinitamente pesadas y estáticas,
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como el caso t́ıpico de un plasma de electrones y iones. Muchos estudios usan esta

aproximación con iones uniformes, abordando fenómenos cuya frecuencia y rangos de

velocidad son tales que las especies pesadas no contribuyen a la evolución del plasma,

coincidiendo con experimentos y observaciones espaciales: trabajos tan fundamen-

tales como aquellos referentes al amortiguamiento no colisional lineal y no-lineal de

Landau de LWs en plasmas de electrones[1-7], suponen iones inmóviles, con trabajos

experimentales confirmando el comportamiento predicho [8]. En fenómenos cŕıticos

en f́ısica de plasmas [9], se ha mostrado que la presencia de iones móviles no afecta al

comportamiento cŕıtico del amortiguamiento de Landau de LWs [10]. Otros trabajos

que consideran iones inmóviles se enfocan en la propagación de estados de espa-

cio de fase no-lineales tales como ondas BGK, soluciones anaĺıticas del sistema de

Vlasov-Poisson, que consisten en estructuras cuasi-estacionarias, electrostáticas que

involucran atrapamiento de part́ıculas [11], tales como agujeros de electrones (elec-

tron holes) [12], o el ruido electrostático de banda ancha en magnetósferas terrestres

y planetarias, en las que el plasma es modelado como núcleos calientes y fŕıos de

electrones y un haz de electrones, con el fin de excitar modos electrón-acústicos [13].

Sin embargo, ciertos fenómenos pueden tener lugar en escalas de tiempo más

largas y la dinámica de las especies pesadas no es despreciable, como se muestra en

Fig.1.1(b). En tales casos, la dinámica de las especies pesadas debe incluirse en el

sistema de ecuaciones, ya que su presencia puede modificar la dinámica observada,

resultando en una descripción más completa del fenómeno o introduciendo fenóme-

nos adicionales, inadvertidos en escalas de tiempo cortas. Por ejemplo, en plasmas

astrof́ısicos, mediciones in situ de campos eléctricos y espectros realizados por el

satélite Freja y el cohete sonda SCIFER en la región auroral terrestre indican que
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la modulación de paquetes de LWs observados alĺı, correspondientes a emisiones de

banda corta se explican por scattering de modos whistler y lower hybrid, relacionados

con la dinámica de protones; estas ondas se incluyen para dar cuenta en señales de

baja frecuencia encontradas en procesos de modulación [14]. Mediciones in situ en

la región de aceleración paralela auroral hechas por el satélite FAST en 1997 indican

la presencia de peaks de frecuencia alrededor de 300[Hz], correspondientes al rango

de la frecuencia hidrógeno-ión acústica que modulaŕıan la amplitud de paquetes de

onda electrón-acústicas [15].

También se encuentran direcetamente ondas de baja frecuencia en plasmas del

viento solar, relacionadas a las llamadas fuentes solares tipo III, descubiertas en 1950,

que corresponden a radioemisiones provenientes del viento solar mismo, aśı como en

el sistema solar, proporcionando información sobre las condiciones del medio de fon-

do, y de la aceleración y transporte de electrones [16]. Observaciones espectrales de

la sonda Galileo de 1990 indican la existencia de tres peaks intensos, dos de alta

frecuencia cercanos a 24[kHz], correspondientes a LWs, y uno de baja frecuencia al-

rededor de 400[Hz], identificados como IAWs [17].

El mecanismo de generación de radioemisiones tipo III ha sido discutido por

Cairns [18], motivado por discrepancias entre observaciones y trabajos teóricos. Se

han considerado dos mecanismos, el acoplamiento no-lineal, resonante onda-onda co-

nocido como decaimiento electrostático de Langmuir, consistente en el decaimiento

de una LW primaria en una IAW y scattering por iones térmicos, en el que iones

individuales y la respuesta de su nube de electrones apantallante están fuera de fase

debido a la diferencia de masas, produciendo scattering de LWs entrantes [19]. Se
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argumenta que para que el scattering ocurra, la respuesta colectiva de los iones debe

inhibirse. Tal inhibición tiene lugar si la escala de tiempo de esta respuesta es corta

comparada con la del scattering y si la escala de tiempo del scattering es mucho más

larga que la escala de tiempo del proceso más lento y culmina varios ciclos después

[18]. De acuerdo a mediciones, los niveles de enerǵıa requeridos para el scattering no

pueden ocurrir, y en regiones con razón de densidad de enerǵıa de campo eléctrico y

enerǵıa térmica de plasma W . 10−5, se espera que ocurra decaimiento de Langmuir;

el scattering por iones térmicos seŕıa relevante sólo en regiones con W . 10−3.

Se han estudiado oscilaciones de electrones en la presencia de iones pesados móvi-

les con carga positiva a través de simulaciones cinéticas. Xu et al. estudiaron el

régimen linear del amortiguamiento de Landau en un plasma no colisional, no mag-

netizado, de electrones y iones Maxwellianos, excitando sólo el primer modo. En ese

trabajo se encuentra que iones (mi/me = 1836), con especies inicialmente isotérmi-

cas Ti/Te = 1.0, razón de carga eléctrica qi/|qe| = 1.0, notoriamente afectan el

amortiguamiento lineal, observado en la amplitud del modo excitado (|E(m = 1)|)

en Fig.1.2. Para amplitudes de perturbación en la distribución de electrones (εe) en

el régimen amortiguado [Figs.1.2 (c) y (d)], ocurre el amortiguamiento de Landau

de LWs usual (comparado con el caso de iones inmóviles) hasta t ' 100, cuando

oscilaciones amortiguadas lentas comienzan a dominar y se observa una importante

desviación respecto del caso con iones inmóviles.

Se identifican dos tipos de ondas: LWs, con frecuencia y amortiguamientos esti-

mados con la relación de dispersión lineal del sistema de Vlasov-Poisson, e IAWs,

con frecuencia estimada con la aproximación fluida y amortiguamiento estimado por

5



Figura 1.2: Evolución del modo excitado del campo eléctrico |E(m = 1)| para di-
ferentes amplitudes de perturbación (a) εe = 1.0 × 10−1, (b) εe = 1.0 × 10−2, (c)
εe = 8.0×10−3 y (d) εe = 3.0×10−3, para iones móviles e inmóviles, con Ti/Te = 1.0.
Gráficos corteśıa de Xu et al. [20].

medio de la relación de dispersión linear del sistema de Vlasov-Poisson. Mientras la

frecuencia de |E(m = 1)| cambia, las variaciones de la densidad de electrones, δne,

se reducen al mismo orden que las de la densidad de iones, δni, y exhiben la misma

dependencia en los dominios de posición y tiempo con oscilaciones de baja frecuen-

cia para t > 100, indicando que los electrones siguen el movimiento de los iones. Sin

embargo, en el trabajo de Xu et al. no se estudian detalles de la dependencia de

velocidades alrededor de las zonas de resonancia involucradas en la propagación de

estas ondas, ni cómo cada especie del plasma contribuye a su desarrollo.
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Con amplitudes de perturbación por encima de la amplitud cŕıtica para excitar el

amortiguamiento no-lineal de LWs [ver Fig.1.2 (a)], dominan oscilaciones rápidas y

la dinámica de los iones no puede distinguirse a través de la evolución de |E(m = 1)|.

Aunque en Ref.[20] se afirma que pueden ocurrir perturbaciones iónicas, seŕıan des-

preciables en comparación con aquellas de los electrones.

Se han observado estructuras coherentes de larga duración en el espacio de posi-

ciones y en el espacio de fases en la presencia de iones móviles con carga positiva en

plasmas no colisionales y no magnetizados de electrones y iones Maxwellianos, como

agujeros de iones (ion holes), aśı como interacciones de iones con estructuras de la

misma naturaleza, tales como electron holes.

Un ion hole consiste en iones de carga positiva atrapados alrededor de un mı́nimo

local de potencial electrostático [12, 21], repeliendo electrones a su alrededor. En este

caso, los electrones tiene una distribución tipo Boltzmann, es decir, responden tan

rápidamente que desarrollan configuraciones de equilibrio instantáneo, y se requiere

que sean lo suficientemente calientes como para producir presión que mantenga la

despoblación de iones en el centro de la estructura [22]. Se han medido con alta

resolución en la región auroral terrestre, por medio de la sonda FAST, propagándo-

se con velocidades consistentes con el modo IA [23], y también se han encontrado

en simulaciones de Vlasov-Poisson de plasmas no magnetizados de electrones y haz

de iones Maxwellianos excitando inicialmente un electron hole, después del creci-

miento de varios electron holes pequeños, considerando una razón de masas baja

(mi/me = 4) [24]. Otras configuraciones que producen un ion hole son colocar este
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estado directamente en el instante inicial en la distribución de iones en simulaciones

[25], inestabilidad de dos corrientes ión-ión [26], y en general, configuraciones ines-

tables que involucren corrientes contra-propagantes de iones [22].

Los solitones se definen como estructuras localizadas que se propagan sin pérdida

o dispersión, evolucionando desde ondas de gran amplitud [27], y se observan en

el potencial electrostático o como pulsos compresivos en la densidad de la especie

que sustenta su propagación, que resulta de acoplamiento no-lineal sucesivo entre las

ondas excitadas, limitadas por la dispersión de ondas cuya velocidad de fase difiere

importantemente respecto de la de la onda fundamental [28]. Se consideran solitones

ión-acústicos (IASs). Estas estructuras se observan en la densidad de los iones y se

contruyen sobre la rama IA lineal [29]. Basado en el modelo fluido, se encuentra

que se propagan con velocidades vS en el rango 1 < vS/cS . 1.6 [28], donde cS es la

velocidad de onda ión acústica del modelo fluido. Se han incluido elementos cinéticos

en su modelación, tales como amortiguamiento de Landau por iones y electrones, y

atrapamiento de electrones [30]. Estudios de simulación que usan modelos h́ıbridos

(iones cinéticos y electrones con distribución de Boltzmann) y modelos puramente

cinéticos muestran que los IASs no siempre podŕıan retener sus propiedades inalte-

radas: IASs inestables podŕıan generar varias IAWs [31], o crecer en amplitud para

grandes perturbaciones iniciales [32]. Propiedades como la velocidad de propagación

pueden modificarse con atrapamiento de electrones. Pueden notarse más diferencias

para velocidades de propagación mayores a cS [33]. Esto implica que los solitones in-

teractúan e incluso pueden acoplarse a electron holes, como se ha reportado en varios

estudios [34-38], propagándose con velocidades en el rango indicado. Sin embargo, se

requiere una cierta perturbación en la densidad de los iones para que puedan exci-
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tarse solitones y acoplarse [36]. Otros trabajos que involucran acoplamiento electron

hole-solitón ión aún identifican al solitón como IASs, aunque se propaguen con ve-

locidades vS = 4.06cS, fuera del rango predicho [39].

Hutchinson y Zhou han desarrollado una teoŕıa para la propagación de electron

holes acelerados considerando interación con especies iónicas pesadas, enfocándose

en el intercambio de momentum [40, 41]. En este caso, los iones interactúan con el

hole intercambiando momentum a través de reflexión, si el potencial de atrapamiento

es lo suficientemente intenso o pasando a través de él en el caso opuesto, tendiendo a

acumular iones en la región de menor densidad electrónica. Por medio de simulacio-

nes de plasmas no colisionales, no magnetizados y electrostáticos con deriva relativa

no nula entre especies, razón de masas mi/me = 1836 y una razón de temperatura

Ti/Te = 2.5× 10−2, los autores observan el mismo acoplamiento entre electron holes

y solitones de iones discutidos por Saeki y Rasmussen [37] y Saeki y Genma [38].

Ellos también muestran que los holes reaccionan rápidamente ante cambios en la

distribución de iones. Para electron holes más rápidos, el grado de interacción con

los iones es relativamente pequeño y puede despreciarse [41].

Trabajos que inclucran plasmas no colisionales, no magnetizados de electrones y

iones con deriva relativa, mi/me = 1836 y Ti/Te = 0.1, han mostrado que electron

holes lentos interactúan con la distribución de los iones, tendiendo a producir per-

turbaciones localizadas en la última, como en el contexto de turbulencia subcŕıtica

en plasmas, donde se ha mostrado que la excitación de un electron hole en condi-

ciones de estabilidad linear puede llevar a la excitación de electron holes debido a

la depdendencia de la perturbación inicial [39, 42]. Se observa que el electron hole
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excitado acelera a velocidades más rápidas que cS debido a que se excitan IAWs en

la densidad de iones, atribuidas a IASs. Se muestra que los holes más rápidos en este

rango de velocidades se propagan establemente [42], y se indica que el hole permi-

te acumulación de iones en el interior de la región de atrapamiento, como discuten

Hutchinson y Zhou [40].

Considerando el mismo sistema con una razón de masas baja (mi/me = 4) una

deriva relativa inicial no nula y especies inicialmente isotérmicas, pero abordando el

mecanismo de excitación de IAWs por medio de corriente in plasmas sin colisiones,

Lesur et al. [24] excitan modos no-lineales relacionados con estructuras del espacio

de fase que involucran intercambio de momentum y enerǵıa. El desarrollo de electron

holes primarios eventualmente conduce a la generación de holes de menor tamaño,

resultando en turbulencia en el espacio de fase con un conjunto de estructuras a

medida que el hole primario deja un rastro de densidad negativa y es acelerado. Se

reporta que los electron holes crecen más fácilmente cuando hay un solapamiento

entre las distribuciones de ambas especies.

Para razones de masa más altas (mi/me = 29500) especies inicialmente isotérmi-

cas con deriva relativa no nula, Eliasson y Shukla [43] estudiaron la interación de

electron holes con el plasma a través de simulaciones de Vlasov-Poisson de un plasma

con electrones y iónes de ox́ıgeno Maxwellianos, inicializando los electrones con un

hole estático tipo Schamel. El potencial positivo desarrollado por el hole repele iones

de baja enerǵıa, produciendo una cavidad en la densidad de iones, y por lo tanto

un potencial negativo que eventualmente repele al hole, permaneciendo estática la

cavidad de iones.
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A la luz de esta exposición, en este trabajo se utiliza la misma configuración

usada en el trabajo de Xu et al. para estudiar más efectos de iones móviles pesados

con carga positiva en plasmas no magnetizados y no colisionales compuestos por

electrones y iones Maxwellianos sin deriva relativa, para los casos de perturbaciones

amortiguadas y no-lineales. Para el primero, se propone estudiar la dependencia de

velocidad del ambas especies alrededor de las zonas de resonancia con énfasis en las

velocidades bajas, alrededor de la velocidad de fase de las IAWs excitadas, vφ,IA, y

cómo cada una de las especies que componen el plasma es afectada por la propaga-

ción de ambas ondas.

En el caso no-lineal, aunque muchos de los trabajos previamente descritos invo-

lucran deriva relativa entre las distribuciones de electrones y iones, es interesante

determinar si la enerǵıa inyectada por una perturbación inicial de gran amplitud en

el plasma permite el desarrollo de dinámica no-lineal en la distribución de los iones.

Si tal comportamiento no-lineal ocurre, se propone estudiar las esturcturas y ondas

que pudieran desarrollarse, su interacción con la distribución de los electrones, el

efecto de las ondas observadas en las regiones resonantes en el espacio de velocida-

des, y cómo otras cantidades microscópicas y macroscópicas, además de la enerǵıa

del campo eléctrico, resultan afectadas por su movimiento.
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1.1 Hipótesis del trabajo

De acuerdo a los temas previamente discutidos y el trabajo propuesto, se con-

sideran las siguientes hipótesis. Todas ellas se aplican a plasmas electrostáticos, no

colisionales, no magnetizados, sin deriva relativa y compuestos por electrones y iones

Maxwellianos con razón de masa mi/me = 1836.153 y razón de carga qi/|qe| = 1.0.

1.1.1. Perturbaciones amortiguadas

Para el caso de amplitudes inferiores a la amplitud cŕıtica requerida para excitar

el amortiguaminto no-lineal de Landau de LWs (εe,C) [44], (i) se espera encontrar

una zona de resonancia alrededor de vφ,IA para el número de onda excitado en la

función de distribución de cada especie. En tal región de resonancia, (ii) ambas

especies debeŕıan exhibir un comportamiento opuesto en el espacio de velocidades,

según se estima con la teoŕıa lineal. (iii) Se espera que las ondas encontradas por

Xu et al. [20] se desarrollen de forma independiente y que la zona de resonancia de

una onda es poco probable que afecte la zona de resonancia de la otra.

1.1.2. Perturbaciones no-lineales - caso isotérmico

Con respecto al caso de perturbaciones por sobre εe,C , (i) debiera haber señales

de baja frecuencia debido a la presencia de los iones, detectables en otras cantidades

macroscópicas, de amplitudes más bajas debido a su mayor inercia. (ii) Se espera que

los iones desarrollen un comportamiento no-lineal, espećıficamente ondas solitarias

electrostáticas que involucren electron holes y IASs, en lugar de ion holes, debido

a que el sistema no involucra corrientes. (iii) La observación de IASs implica que

la dinámica de baja frecuencia está relacionada con que las ondas que se observen
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coincidan con la rama IA.

1.2 Objetivos

1.2.1. Objetivos generales

Los objetivos generales de este trabajo, aplicados al plasma objetivo del estudio,

son (i) determinar los efectos dinámicos de la presencia de iones móviles pesados con

carga positiva en cada una de las especies que componen el plasma y determinar si

los modos encontrados por Xu et al. [20] se desarrollan uno independiente del otro, el

caso de perturbaciones amortiguadas. (ii) Para el caso de perturbaciones no-lineales,

se busca caracterizar la respuesta de baja frecuencia de ambas especies, determinar

la amplitud de perturbación umbral para la dinámica de baja frecuencia.

1.2.2. Objetivos espećıficos

Son objetivos espećıficos comunes para los tres casos estimar las ráıces de la

relación de dispersión lineal y compararlas con los espectros del campo eléctrico res-

pectivos, seguir las funciones de distribución promediadas en posiciones alrededor

de la velocidad vφ,IA estimada por medio de la relación de dispersión lineal y esta-

blecer una comparación con el caso de iones inmóviles con la misma amplitud de

perturbación. Objetivos espećıficos para los casos de perturbaciones amortiguadas y

no-lineales inicialmente isotérmicas Ti/Te = 1.0 son usar amplitudes de perturbación

que conduzcan cualitativamente al mismo comportamiento encontrado por Xu et

al., estimar correlaciones en las funciones de distribución de los electrones con caso

respectivo de iones inmóviles. Para los casos no-lineales es seguir las funciones de

distribución alrededor de posibles estructuras no-lineales caracteŕısticas.
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1.3 Metodoloǵıa

1.3.1. Simulaciones

Para llevar a cabo este trabajo, se realiza un estudio de simulaciones considerando

teoŕıa cinética, modelando ambas especies móviles a través del sistema de ecuaciones

de Vlasov-Poisson. Se usa un código que resuelve el sistema de ecuaciones a través

de integración simpléctica. Tal código está escrito en lenguaje de programación Julia

vesión 1.3.1, y es parte de una libreŕıa llamada Vlasova.jl, desarrollada por J.

A. Gidi, en el Departamento de F́ısica de la Universidad de Concepción. Julia es un

lenguaje con licencia de código abierta MIT y śıntaxis de alto nivel, desarrollado para

alto rendimiento, apropiado para las simulaciones que se requieren en este trabajo.

Las simulaciones, computacionalmente demandantes requeridas para este trabajo, se

realizan en un servidor con 504 Gb de RAM, procesador Intel Xeon CPU E5-2699

v4 de 44 núcleos, 2 hilos por núcleo y kernel Linux 4.19.0-6-amd64.

Parámetros de la simulación y dominios

Las simulaciones consideran plasmas unidimensionales, tanto para el régimen li-

neal (εe = 1.0× 10−3 y 8.0× 10−3) como para el régimen no-lineal de perturbaciones

(εe = 4.0 × 10−2). El estado de equilibrio del plasma es inicialmente perturbado

con una onda monocromática (k = 0.4λ−1
De). Se permite que los plasmas evolucionen

hasta 3000 ciclos de oscilación de plasma de electrones como máximo, con el fin de

permitir el desarrollo de dinámica cuasi-estacionaria.

El dominio de velocidades para ambas especies es [−8vTj, 8vTj], donde vTj es la
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velocidad térmica inicial de la especie j, y el dominio es lo suficientemente largo

como para retener la f́ısica importante del problema y para que las distribuciones

sean aproximadamente cero en los bordes del dominio. Se usan Nv = 8192 nodos en

el espacio de velocidades. Se hace notar que el uso de Nv = 16384 no cambia signifi-

cativamente los resultados, según simulaciones de prueba, salvo a tiempos cercanos

a 3000, debido a que se desarrollan estructuras finas cuyo ancho en el espacio de

velocidades alcanza la grilla de la simulación.

El dominio de posiciones es común a ambas especies, [0, Lx] con Lx = 5πλDe y

considera condiciones de borde periódicas con el mismo número de nodos para todas

las simulaciones, Nx = 512. Simulaciones de prueba indican que un número mayor,

Nx = 1024, tiene las mismas caracteŕısticas que con la mitad.

1.3.2. Relación de dispersión lineal

La determinación de las ráıces de la relación de dispersión lineal también se lleva

a cabo con un código principal realizado en lenguaje Julia, que resuelve la relación

de dispersión por medio del método de Muller. Este último está escrito en lenguaje

Python y fue desarrollado por R. E. Navarro, en el Departamento de F́ısica de la

Universidad de Concepción. Estos códigos se hacen correr en un computador portátil

Dell modelo Inspiron 14 7472 con 8 Gb de RAM, procesador Intel Core i5-8250U

CPU y kernel Linux 4.14.175-1 Manjaro.

1.3.3. Alcance y limitaciones

Este trabajo está enfocado en plasmas no colisionales, sin deriva relativa, no

magnetizados compuestos por electrones y iones Maxwellianos con razón de masa y
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carga fijas, y con perturbaciones electrostáticas. Aunque la configuración de espe-

cies Maxwellianas sin deriva es básica, es ampliamente utilizada en f́ısica teórica de

plasmas y para modelar plasmas de laboratorio aśı como en plasmas en ambientes

espaciales. Por lo tanto, se espera contribuir al espectro de fenómenos relacionados

a esta distribución.

Este trabajo se enfoca en el desarrollo de estructuras no-lineales en el espacio

posiciones y de fase a través de la evolución de la función de distribución fj de cada

especie, permitiendo que ocurran fenómenos completamente cinéticos, para el régi-

men amortiguado y el régimen no-lineal. Se observan otras estructuras no-lineales

en la evolución de la densidad de part́ıculas y sus espectros respectivos comparados

con la relación de dispersión lineal, y en las funciones de distribución promediadas

alrededor de las zonas de resonancia.

Con respecto al dominio de posiciones, se debe notar que debido a su extensión,

los modos que se propagan no pueden desarrollar longitudes de onda mayores que

Lx = 15.708λDe, limitando los fenómenos que pueden observarse a tamaños en el

orden de una a una decena de longitudes de Debye, las que, aunque restringidas,

aún permiten el desarrollo de estructuras colectivas en el espacio de fases de corta

longitud de onda, tales como electron holes.

Para el análisis, la densidad de electrones y el potencial electrostático se filtran en

frecuencia. Dado que se usan transformadas de Fourier para este propósito y como

la señal no es periódica en la dependencia temporal, ocurre fenómeno de Gibbs en

los instantes iniciales, siendo inaccesibles hasta unos cientos de ciclos de oscilación
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de plasma de electrones. Por lo tanto, la evolución de estas cantidades se infiere

de otras cantidades que śı son accesibles a esos instantes, como las distribuciones

promediadas en posición y la densidad de iones.

1.4 Organización del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 2, se

describe completamente la teoŕıa cinética y se encuentra una relación de dispersión

de ondas. También, se da una descripción de estructuras no-lineales en el marco

de la teoŕıa de Vlasov. En el Caṕıtulo 3, se muestran los métodos numéricos de

integración de las ecuaciones de Vlasov-Poisson. En el Caṕıtulo 4 se estudia el caso

de perturbación monocromática con baja amplitud para obtener ondas amortiguadas.

Se identifican los modos excitados en el espectro del campo eléctrico y en la función

de distribución, se estudia la zona de resonancia relacionada con el modo lento y se

compara con el caso de iones inmóviles. En el Caṕıtulo 5, se estudia el caso no-lineal,

encontrando la formación y propagación de electron holes lentos y ondas solitarias

de iones, las que se acoplan y conducen a la formación de estructuras secundarias a

tiempos largos. Finalmente, el Caṕıtulo 6 resume los resultados anteriores y provee

las conclusiones de este trabajo.
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2 Teoŕıa Cinética en F́ısica de Plasmas y Ondas

Electrostáticas

En este caṕıtulo se expone el marco teórico de la tesis. Primero, se plantea el

sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson, usado para modelar plasmas electrostáti-

cos y no colisionales abordados en este trabajo, seguido por una discusión de las

aproximaciones involucradas y las propiedades del sistema de ecuaciones. Luego, se

linealiza el sistema de Vlasov-Poisson a primer orden para derivar la relación de

dispersión lineal para un plasma electrón-ión Maxwelliano, permitiendo encontrar y

describir los modos involucrados en el problema abordado. Finalmente, se presentan

fenómenos no-lineales relacionados con la dinámica electrostática lenta de un plasma

electrón-ión, tales como electron-holes y IASs.

2.1 Ecuación de Vlasov y sistema de ecuaciones

Los plasmas son sistemas f́ısicos compuestos por muchas part́ıculas interactuando

por medio de la fuerza de Lorentz y colisiones. El número de estas part́ıculas es del

orden del número de Avogadro. Resolver la dinámica individual de cada part́ıcu-

la se vuelve rápidamente demandante, numéricamente. Por lo tanto, se requiere un

enfoque estad́ıstico que retenga las caracteŕısticas principales del sistema. La teoŕıa
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cinética cumple tal requierimiento a través de una densidad escalar para cada especie

que compone al plasma, llamada función de distribución de part́ıcula, en lugar de

part́ıculas individuales.

La teoŕıa cinética modela un plasma no relativista, no magnetizado, no colisional

y electrostático a través de la ecuación de Vlasov (2.1.1), la ley de Gauss (2.1.2) y

la ley de Faraday-Lenz (2.1.3),

[
∂

∂t
+ v · ∇+

qj
mj

E · ∇v

]
fj(r,v, t) = 0, (2.1.1)

∇ · E(r, t) =
ρ(r, t)

ε0
, (2.1.2)

∇× E = 0 (2.1.3)

donde fj es la función de distribución de la especie j, que depende de la posición r,

velocidad v y tiempo t, qj y mj son la carga y masa por part́ıcula de la especie j y ρ

es la densidad de carga, obtenida a partir de las funciones de distribución fj según

ρ =
∑
j

qj

∫
fj d3v. (2.1.4)

La ley de Faraday-Lenz (2.1.3) implica que el campo eléctrico puede escribirse en

términos de un potencial escalar electrostático Φ como −∇Φ = E. Este sistema de

ecuaciones se denomina sistema de Vlasov-Poisson. A lo largo de este trabajo, se usa

el sistema de Vlasov-Poisson para modelar los plasmas.

En este plasma no se induce campo magnético. Aunque el campo E usualmente

depende del tiempo, la ecuación (2.1.3) prohibe la inducción de campo magnético. La
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aproximación electrostática también implica que el campo eléctrico inducido se debe

sólo a variaciones en la densidad de carga [45]. Por lo tanto, la ley de Ampere-Maxwell

se reduce a J = −ε0∂E/∂t, es decir, las corrientes en el plasma son longitudinales

con respecto a E y no existen corrientes transversales responsables de inducción de

campo magnético. Esta condición relaja a la primera restricción en el sentido de que

puede existir inducción de campo magnético pero sus efectos son despreciables en

comparación con los de la dinámica asociada al campo eléctrico por śı solo [45].

En general, un plasma puede exhibir colisiones o interactiones de corto alcance

entre párticulas. En tal caso, fj obedece la ecuación de Boltzmann [28]. Para los

plasma que se estudian en este trabajo, la ecuación de Boltzmann es

[
∂

∂t
+ v · ∇+

qj
mj

E · ∇v

]
fj(r,v, t) =

dfj
dt

∣∣∣∣
C

, (2.1.5)

donde el lado derecho corresponde al término de colisiones, que es proporcional a la

frecuencia νc a la que ocurriŕıan coliciones binarias entre part́ıculas. Anatoly Vla-

sov [46] demostró que, en ciertos plasmas, el término de colisiones es despreciable

en comparación con la frecuencia caracteŕıstica de oscilaciones de electrones, la fre-

cuencia de oscilación de plasma de electrones ωpe, concluyendo que el término de

colisiones puede despreciarse. La mayoŕıa de los plasmas pueden considerarse como

no colisionales. En esta condición, la ecuación de Boltzmann (2.1.5) es la ecuación

de Vlasov (2.1.1).
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2.1.1. Propiedades del sistema de Vlasov-Poisson

La ecuación de Vlasov tiene cantidades conservadas. La más importante es la

función de distribución fj para cada especie cuando se evalúa a lo largo de sus

curvas caracteŕısticas, las que corresponden a trayectorias de part́ıculas, que en un

plasma electrostático son

dr

dt
= v,

dv

dt
=

qj
mj

E.

Consecuentemente, la ecuación (2.1.1) se reduce a dfj/dt = 0. Aśı, siguiendo estas

curvas en todo momento, la función de distribución se mantiene invariante [47]. Como

consecuencia, el número de part́ıculas en cualquier volumen del espacio de fase se

mantiene constante en el plasma [28]. En general, cualquier función anaĺıtica de fj

se conserva [48], tales como la entroṕıa del plasma. En conjunción con las ecuaciones

electrostáticas, la enerǵıa total del plasma ET , dada por

ET =
1

2

∑
j

mj

∫ ∫
v2fj d3r d3v +

1

2

∫
ε0|E|2 d3r,

donde el primer término es la enerǵıa cinética total de part́ıcula y el segundo término

es la enerǵıa del campo eléctrico, es una cantidad conservada cuando se evalúa el

segundo momento de la ecuación de Vlasov, implicando que la enerǵıa del plasma se

transfiere constantemente entre las part́ıculas y el campo eléctrico.

Debido a su carácter no colisional, la evolución de un sistema modelada por la

ecuación de Vlasov es reversible en el tiempo [45].
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2.2 Aproximación lineal del sistema de ecuaciones de Vlasov-

Poisson

El sistema de Vlasov-Poisson puede resolverse a través de teoŕıa de perturbaciones

a primer orden. Para cualquier cantidad G, dado su estado de equilibrio G0, la

perturbación G1 verifica G = G0 +G1, y |G1| � |G0|. A primer orden, las ecuaciones

(2.1.4), (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3) se reducen a

[
∂

∂t
+ v · ∇

]
f1,j =− qj

mj

E1 · ∇vf0,j, (2.2.1)

∇ · E1 =
ρ1

ε0
, (2.2.2)

∇× E1 = 0, (2.2.3)

ρ1 =
∑
j

qj

∫
f1,j d3v, (2.2.4)

donde (2.2.3) implica que −∇Φ1 = E1. El sistema considera condiciones iniciales y

condiciones de borde periódicas. El estado de equilibrio se supone cuasi-neutro, es

decir, ρ0 = 0. Suponiendo además que Φ0 = 0 en los bordes, el estado de equilibrio

verifica E0(r) = 0.

2.2.1. Relación de dispersión lineal

El sistema de ecuaciones de arriba puede resolverse por medio del método de

las curvas caracteŕısticas, de acuerdo a la Ref.[48], considerando que la perturbación

inicial se introduce adiabáticamente, esto es, las perturbaciones son nulas en t→ −∞

[47] y se mantienen pequeñas en el instante de interés t. La función de distribución
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perturbada es entonces

f1,j(r,v, t) = − qj
mj

∫ t

−∞
E1(r, t′) · ∇vf0,j(r,v) dt′. (2.2.5)

En esta solución puede usarse una transformada de Fourier en posiciones y de Laplace

en el tiempo, debido a las condiciones iniciales y de borde del problema,

f1,j,k,ω = − qj
mj

∫ t

−∞
exp [i (k · [r′(t′)− r]− ω[t′ − t])] E1,k,ω · ∇vf0,j(r,v) dt′. (2.2.6)

Las condiciones iniciales para las trayectorias no perturbadas en t′ = t son r′(t) = r

y v′(t) = v, resultando en ĺıneas rectas, r′(t′) = v(t′ − t) + r, v′(t′) = v. El uso de

una transformada de Fourier-Laplace implica que ω y k son constantes en el tiempo.

La variable ω se expande como ω = ωr + iγ, donde ωr es la frecuencia de oscilación

de la onda y γ es su tasa de amortiguamiento o crecimiento. Más aún, todas las

cantidades tienen dependencia a(r, t) = ak exp [i(k · r− ωt)], siendo ak la amplitud

de a. Reemplazando estos resultados en la densidad de carga, luego en la ley de Gauss

(2.2.2), y considerando el potencial electrostático, a través de E1,k,ω = −ikΦ1,k,ω, el

sistema de ecuaciones se reduce a la forma

εk,ωΦ1,k,ω = 0, (2.2.7)

donde εk,ω es la función dieléctrica del plasma, dada por (detalles en Apéndice A.1)

εk,ω = 1 +
∑
j

q2
j

ε0mjk2

∫
k · ∇vf0,j

ω − k · v
d3v. (2.2.8)
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La relación de dispersión se obtiene fijando εk,ω = 0, ya que se requieren soluciones

no triviales para E1,k,ω. Se hace notar que εk,ω no tiene singularidades, debido a que

γ 6= 0.

Ya que la configuración estudiada en este trabajo es la misma que la usada por

Xu et al. [20], se elige una distribución Maxwelliana como estado de equilibrio

f0,j(v) =
n0,j[√
2πvTj

]3 exp

[
− v2

2v2
Tj

]
, (2.2.9)

donde vTj =
√
kBTj/mj es la velocidad térmica inicial de cada especie, kB es la

constante de Boltzmann y Tj es la temperatura inicial de la especie j. Sin pérdida

de generalidad, los ejes del sistema de coordenadas se alinean con k. La integral en

(2.2.8) se reduce entonces a una dimensión y se puede escribir en términos de la

función de dispersión de plasma Z(ζj) [49], donde ζj = ω/
√

2kvTj, es el parámetro

de resonancia (detalles en el Apéndice A.2)

1 +
∑
j

ω2
pj

v2
Tjk

2
[1 + ζjZ(ζj)] = 0, (2.2.10)

donde ωpj =
√
q2
jn0,j/ε0mj es la frecuencia de plasma de la especie j. Esta relación

de dispersión entrega un número infinito de modos que pueden propagarse en un

plasma cuya función de distribución en estado de equilibrio es de la forma (2.2.9).
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2.2.2. Modos lineales en un plasma electrón-ión

Modos de Langmuir e ión-acústico

Las ráıces de la relación de dispersión para mi = 1836.153me, sin drift relativos

y razones de temperatura Ti/Te = 2.5 × 10−2, 1.0 × 10−2, 5.0 × 10−1, 1.0, 2.5 y 5.0

se muestran en Figs.2.1 and 2.2. Los modos menos amortiguados se muestran en

Fig.2.1. El modo de Langmuir se muestra en las Figs.2.1(a) y (b). Éste está rela-

cionado con la dinámica de los electrones y se mantiene inalterado para las razones

Ti/Te mostradas. Dado que su velocidad de fase es mayor que la velocidad térmica

iónica, no es afectada por los detalles de la distribución de los iones. Este modo se

encuentra débilmente amortiguado para k < 0.4λ−1
De y se vuelve fuertemente amorti-

guado para longitudes de onda más cortas, realizando pocos ciclos de oscilación antes

de que la amplitud de la onda decaiga a cero. El modo ión-acústico se muestra en las

Figs.2.1(c) y (d), y está relacionado con la dinámica de los iones pesados, mostrando

un aumento en la frecuencia a Ti/Te más grandes, implicando una propagación más

rápida para un k fijo, pero con una mayor tasa de amortiguaiento. Este modo se

muestra menos amorgituado para menores Ti/Te, teniendo una tasa de amortigua-

miento cercana a cero para k . 2λ−1
De. Se debe notar que este modo tiene velocidad

de fase aproximadamente constante para longitudes de onda largas, k < 0.5λ−1
De.

Modos tipo-acústicos

La relación de dispersión lineal (2.2.10) también predice infinitos modos de alto

orden cuya tasa de amortiguamiento es mayor que la de los modos de Langmuir e

ión-acústicos. Si la velocidad de fase de la onda es del orden o mayor a la veloci-

dad térmica electrónica (no mostrados), se denominan ondas electrón-acústicas [50]
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Figura 2.1: Modos menos amortiguados que resuelven la relación de dispersión lineal
en un plasma electrostático, no magnetizado, con electrones y iones Maxwellianos
(2.2.10). La razón de masa es mi/me = 1836.153 y se muestran diferentes razones
de temperatura Ti/Te. Se muestran la frecuencia (a) y tasa de amortiguamiento (b)
del modo de Langmuir, y la frecuencia (c) y tasa de amortiguamiento (d) del modo
ión-acústico. La rama de Langmuir permanece invariante para las razones Ti/Te
mostradas.

y están relacionadas con la dinámica de los electrones. Para plasmas Maxwellianos,

estas ondas tienen una gran tasa de amortiguamiento como para ser observadas en

expermentos y simulaciones numéricas [51, 52].
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Figura 2.2: Ráıces de la relación de dispersión lineal (2.2.10) correspondientes a
modos de alto orden de baja frecuencia. Se muestran frecuencia y tasa de ampor-
tiguamiento para Ti/Te = 5.0 [(a) y (b)], Ti/Te = 1.0 [(c) y (d)] y Ti/Te = 0.025
[(e) y (f)]. Razón de masa mi/me = 1836.153. Se muestran los siete modos de orden
superior de baja frecuencia menos amortiguados para cada razón de temperatura.

También hay modos tipo acústicos cuya velocidad de fase es del orden de la

velocidad de fase de las ondas ión-acústicas, y su dinámica involucra a la distribución

de los iones. En Fig.2.2 se muestran ramas tipo acústicas de baja frecuencia para
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mi/me = 1836.153 y tres razones de temperatura, Ti/Te = 5.0 [Figs2.2(a) y (b)],

Ti/Te = 1.0 [Figs.2.2(c) y (d)] y Ti/Te = 2.5×10−2 [Figs.2.2(e) y (f)]. Se muestran los

siete modos de orden superior menos amortiguados. Se observa que tienen frecuencias

más altas que las del modo ión acústico, y por tanto tienen mayor velocidad de fase,

pero también tiene mayor tasa de amortiguamiento. Estas caracteŕısticas se acentúan

a mayores Ti/Te, como se observa en Fig.2.2.

2.3 Fenómenos no-lineales

2.3.1. Amortiguamiento no-lineal de Landau

El análisis lineal deja de ser válido con perturbaciones de amplitud finita. Traba-

jos experimentales [8] y teóricos sobre la evolución a tiempos cortos [4] y a tiempos

largos [2], muestran que γ vaŕıa en el tiempo para amplitudes de perturbación fi-

nitas. Una perturbación de amplitud finita produce una etapa de amortiguamiento

no-lineal, que se desv́ıa del decaimiento exponencial (ver εe = 8.0×10−3 en Fig. 2.3).

Si la amplitud de perturbación se aumenta por sobre la amplitud cŕıtica εe,C [44]

(ver εe = 4.0 × 10−2 en Fig. 2.3), hay amortiguamiento inicial, pero es detenido y

el modo excitado comienza a crecer hasta saturarse, oscilando irregularmente en el

tiempo, como se observa en Fig. 2.3.

Para tiempos más largos, hay part́ıculas que quedan atrapadas en el potencial

auto-consistente, esto es, un grupo de part́ıculas cuya velocidad es cercana a la

velocidad de fase de la onda excitada que oscila irregularmente alrededor de ella,

desarrollando un estado tipo BGK, como se muestra en Fig. 2.4.
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Figura 2.3: Evolución de la amplitud del modo excitado del campo eléctrico, m =
1, en un plasma de electrones (iones inmóviles), para los casos lineal, εe = 1.0 ×
10−4,amortiguado ligeramente no-lineal, εe = 8.0 × 10−3, y el caso no-lineal, εe =
4.0× 10−2, siendo εe la amplitud de perturbación inicial.

2.3.2. Estados BGK y electron holes

Estudiando el problema de part́ıculas atrapadas en un plasma electrostático

en 1957, Bernstein, Greene y Kruskal (BGK) [11] encontraron soluciones cuasi-

estacionarias exactas para el sistema de Vlasov-Poisson. Estas ondas se denominan

BGK.

Trabajos posteriores [39, 53, 54] obtienen los mismos estados por medio de un

método mejorado, descartando soluciones singulares. Estos trabajos consideran una

función de distribución fe como solución para un plasma de electrones Maxwelliano

que exhibe atrapamiento que es función de la enerǵıa total de un electrón E =

29



Figura 2.4: Evolución de la función de distribución de electrones fe alrededor de
la zona de resonancia para el amortiguamiento no-lineal de Landau de ondas de
Langmuir considerando iones inmóviles.

mev
2/2 + qeΦ dada por [53]

fe(E) =
1 + k2

0Ψ/2√
2π


exp

−1

2
σ

(√
2E − [vD − v0]

)2

v2
Te

 , E > 0,

exp

[
−1

2

(vD − v0)2

v2
Te

]
exp [−βE] , E < 0,

(2.3.1)

donde k0 indica la longitud de la estructura de atrapamiento, Ψ es la amplitud de

perturbación, vD es una posible deriva de la distribución de equilibrio, v0 es la veloci-

dad de la estructura de atrapamiento, σ = sgn(v), y β es un parámetro que controla

el grado de atrapamiento, siendo β < 0 si hay part́ıculas atrapadas. La condición

E > 0 indica electrones no atrapados, mientras que E < 0 corresponde a electrones

atrapados. En Fig.2.5 se muestra un perfil esquemático de la función de distribución.

Estos estados se caracterizan como cuasi-estacionarios de naturaleza electrostáti-

ca que persisten por tiempos largos sin sufrir amortiguamiento de Landau, y están

30



Figura 2.5: Esquema de la función de distribución fe(E) = fe(x, v) (2.3.1). La solu-
ción está centrada en la zona de atrapamiento, en el rango −

√
v2

0 + 2φ < v <
√

2φ,
donde φ es el potencial electrostático normalizado. Figura corteśıa de Schamel, 1986
[21].

inherentemente relacionados con atrapamiento de part́ıculas [11, 12].

Electron holes son t́ıpicos estados BGK, observados en el espacio de fase de los

electrones como vórtices que se mueven con velocidad v0 y que exhiben un déficit en

la densidad de part́ıcula en su interior, rodeado por un exceso de part́ıculas, debido

a apantallamiento [41]. La Fig.2.6 muestra el potencial electrostático y el espacio

de fase alrededor de una región de atrapamiento de una distribución de electrones.

Se pueden distinguir dos regiones en dicha estructura: (i) una para estructuras no

atrapadas [región blanca en Fig.2.6(b)], correspondiente a part́ıculas que circulan

casi libremente y (ii) una para part́ıculas atrapadas [región gris en Fig.2.6(b)], co-

rrespondiente a part́ıculas que oscilan dentro de la región del potencial.

2.3.3. Interacción entre electron holes e iones pesados

Los electron holes pueden propagarse en plasmas compuestos por iones y elec-

trones. Si su velocidad de propagación es del orden de la velocidad térmica iónica,
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Figura 2.6: Esquema de (a) el potencial electrostático de amplitud ψ alrededor del
electron hole, y (b) del espacio de fase de los electrones con contornos de enerǵıa E
constante que representan electrones atrapados (región gris) y no atrapados (región
blanca). La posición está medida en longitudes de Debye de electrones, λDe, la velo-
cidad en velocidad ión-acústica, cS, y el potencial está medido en enerǵıa por unidad
de carga, Te/e. Figura corteśıa de Zhou y Hutchinson, 2017 [55].

los electron holes pueden interactuar con iones pesados [41]. Hutchinson y Zhou de-

sarrollaron una teoŕıa de momentum para electron holes, suponiendo que el tiempo

de tránsito de los iones a través del hole es más pequeño que la escala de tiempo de

aceleración del hole [40]. Su teoŕıa considera que los iones interactúan con los elec-

tron holes de cuatro formas: (i) por tránsito a través de la región de trapamiento,

(ii) acumulación de iones que transitan dentro de la región de atrapamiento, (iii)

reflexión y (iv) crecimiento del potencial de atrapamiento.
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En el marco de referencia del hole, los iones que transitan a través de él cambian

su velocidad incidente debido a la aceleración del hole, produciendo una acumulación

de iones dentro de la región de atrapamiento. En un sistema de referencia inercial,

la diferencia entre la velocidad entrante y saliente de los iones es [40]

v′2 − v′1 =
dv′0
dt

∫ x2

x1

[
1

v
− 2

v1 + v2

]
dx, (2.3.2)

donde las velocidades primadas están medidas en el sistema de referencia inercial,

las velocidades no primadas están medidas en el sistema de referencia del hole, los

ı́ndices 1 y 2 indican entrada y salida del hole, respectivamente, v′0 es la velocidad

del hole y v =
√
v2

1 − qiΦ(x)/mi es la velocidad del ión en el interior del hole. Estos

iones tienen más enerǵıa cinética que electrostática. En el caso opuesto, los iones son

reflejados por el potencial. No se necesita aceleración para que la reflexión ocurra.

El crecimiento en la amplitud del potencial de atrapamiento también afecta al flujo

de iones, lo que desprence de la eecuación de conservación de la enerǵıa en el marco

de referencia del hole,

v2 − v1 =
qi

miv2
1

∫ x2

x1

v1

v

dΦ

dt
dx, (2.3.3)

y lleva a una mayor acumulación de iones en el hole[40].

2.3.4. Solitones ión-acústicos

Los solitones son estructuras no-lineales que se propagan sin dispersión, mante-

niendo sus propiedades inaltaradas. Fueron predichos en 1967 por Washimi y Tanuiti

[29] a partir de las ecuaciones de fluido de plasmas. Estas estructuras se propagan

con velocidad vs tal que 1 < vS/cS . 1.6, donde cS es la velocidad de fase de la

33



onda ión acústica del modelo fluido. Los solitones pueden observarse como pulsos

compresivos en la densidad de part́ıculas, como se muestra en Fig.2.7. Si la carga de

la especie es positiva, el solitón produce un potencial positivo.

Figura 2.7: Solitones ión-acústicos acercándose. La figura muestra la densidad de los
iones ni (ĺınea negra segmentada) y el potencial electrostático φ (ĺınea sólida azul).
La posición está medida en longitudes de Debye de electrones, λDe, la densidad de
iones en la densidad del estado de equilibrio, n∞, y el potencial está medido en Te/e.
Figura corteśıa de Zhou y Hutchinson, 2018 [36].

El mecanismo detrás de estas estructuras involucra un acoplamiento resonante

entre ondas permitidas por la relación de dispersión. En el caso de IASs, la rela-

ción de dispersión es la de IAWs [47], mostrados en Fig.2.1(c), aproximadas para k

pequeño, donde la velocidad de fase es aproximadamente constante. La intensidad

del acoplamiento depende de la velocidad relativa entre las velocidades de fase de

las ondas, siendo máxima cuando se propagan a la misma velocidad [28]. Como la

velocidad de fase de las IAWs cambia para k grandes, no se excitan más ondas.

Se ha predicho teóricamente y observado que IASs se acoplan a electron holes

lentos y se propagan juntos en el espacio de posiciones [34-38], considerando un en-

foque cinético. En esta estructura, los electrones lentos están atrapados alrededor
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del potencial del solitón. Esta interacción puede modificarse por la razón de tempe-

ratura de la distribución de los iones Ti/Te, como han mostrado Zhou y Hutchinson

[36] en un plasma de electrones y iones. Cuando Ti/Te es comparable o superior a la

unidad, los efectos cinéticos deben considerarse en la dinámica y el modo IA detrás

del solitón puede amortiguarse fuertemente, ya que hay un número no despreciable

de iones resonantes. Entonces, la estructura se rompe, resultando sólo un electron

hole.
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3 Fundamentos de la integración numérica e im-

plemtación numérica

El presente caṕıtulo está dedicado a describir la normalización usada y a las

consideraciones en las escalas de posición, velocidad y tiempo. Además, se describen

la teoŕıa y la implementación numérica de la integración de la ecuación de Poisson

y de la integración simpléctrica usada para resolver la ecuación de Vlasov.

3.1 Normalizaciones y escalas de especies

Las simulaciones se realizan para el caso unidimensional. Las cantidades involu-

cradas se normalizan de la siguiente manera.

El tiempo t, el paso de tiempo ∆t y las frecuencias ω se normalizan con respecto

a la frecuencia de oscilación de plasma de electrones ωpe, t̄ ≡ ωpet, ∆t̄ ≡ ωpe∆t,

ω̄ ≡ ω/ωpe.

La posición r, longitudes L y vectores de onda k se normalizan con respecto a la

longitud de Debye de electrones λDe, r̄ ≡ r/λDe, L̄x,y,z ≡ Lx,y,z/λDe, k̄ ≡ kλDe.

Las velocidades se normalizan con respecto a la velocidad térmica electrónica

vTe, v̄ ≡ v/vTe. También se normalizan las velocidades con respecto a la velo-
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cidad térmica de cada especie j, v̄j ≡ v/vTj. También, las velocidades térmicas

se normalizan como v̄Tj ≡ vTj/vTe. El vector de onda asociado al espacio de

velocidades se normaliza como µ̄j ≡ µvTj.

Las cargas eléctricas se normalizan con respecto al módulo de la carga del

electrón |qe|, como q̄j ≡ qj/|qe|.

El campo eléctrico se normaliza como Ē ≡ E (|qe|/meωpevTe). La densidad de

carga se normaliza como ρ̄ = ρ (|qe|λDe/meωpevTeε0), y el potencial electrostáti-

co se normaliza como Φ̄ ≡ Φ (|qe|/meωpevTeλDe).

Las masas y densidades de las especies se normalizan con respecto a la masa

electrónica, me, como m̄j = mj/me, y con respecto a la densidad en el estado

de equilibrio de los electrones, n0,e, como n̄j ≡ nj/n0,e.

La función de distribución se normaliza considerando que el sistema es uni-

dimensional, f̄j ≡ vTefj/ne. Como en el caso de la velocidad, la distribución

se normaliza también con respecto a la velocidad térmica inicial de su propia

especie, f̃j ≡ vTjfj/ne.

La solución numértica del sistema de ecuaciones involucra la resolución de la dinámi-

ca de dos especies, surgiendo diferentes escalas.

La integración considera la misma escala de tiempo para todas las especies,

porque todas ellas se influencian unas a otras a través de cambios en el campo

eléctrico en todo momento. El uso de diferentes escalas llevaŕıa a problemas

en la resolución de cantidades comunes, como la densidad de carga y el campo

eléctrico. Por ejemplo, entre dos instantes sucesivos de la escala de la especie
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más pesada del plasma, transcurren varios instantes en la escala de la especie

más ligera. Por lo tanto, la contribución de cada especie estaŕıa desbalanceada.

La integración considera la misma escala de posiciones para todas las espe-

cies por un argumento similar. Cuando se calculan la densidad de carga y el

campo eléctrico en una cierta región del espacio, no habŕıa contribución de

todas las especies en los mismos puntos de la grilla, realizando una estimación

desbalanceada de estas cantidades.

La integración considera escalas de velocidad individuales para cada especie.

En el caso de un plasma de electrones y iones con razón de masa mi/me = 1836,

por ejemplo, la mayor parte de la dinámica de los electrones ocurre en el rango

de velocidades [−8, 8]vTe, mientras que para iones, en el caso de la razón inicial

Ti/Te = 1, se tiene [−0.17, 0.17]vTe. Si se usara la misma escala, la grilla de-

beŕıa contener muchos nodos para resolver la dinámica de los electrones, pero

tendŕıa considerablemente menos nodos al resolver la dinámica de los iones. El

uso de escalas de velocidad individual permite resolver ambas especies con el

mismo número de nodos, re-escalando la dependencia de velocidad con la res-

pectiva velocidad térmica. Además, no hay cantidades comunes que requieran

un espacio común en velocidades.

Con respecto a las consideraciones anteriores, el sistema de ecuaciones a resolver
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numéricamente es el siguiente.

[
∂

∂t̄
+ v̄Tj v̄j

∂

∂x̄
+

q̄j
m̄j v̄Tj

Ē
∂

∂v̄j

]
f̃j = 0, (3.1.1)

−∂Φ̄

∂x̄
= Ē, (3.1.2)

−∂
2Φ̄

∂x̄2
=
∑
j

q̄j

∫ ∞
−∞

f̃j dv̄j. (3.1.3)

Los coeficientes v̄Tj =
√
T̄j/m̄j y q̄j/m̄j v̄Tj = q̄j/

√
m̄jT̄j en la ecuación de Vlasov

permiten realizar la integración en el espacio de velocidades de cada especie y luego

re-escalarla a la escala de la velocidad térmica electrónica.

3.2 Integración del sistema de Vlasov-Poisson

3.2.1. Integración del campo eléctrico

EL campo eléctrico en este esquema se calcula a través de las ecuaciones (3.1.2)

y (3.1.3), las que requieren las funciones de distribución f̃j. Estas ecuaciones pueden

resolverse por medio de transformadas de Fourier. Sean f̃j,k̄ ≡ Fk̄
[
f̃j

]
y Φ̄k̄ ≡ Fk̄

[
Φ̄
]

las transformadas de Fourier en el espacio de posición de la función de distribución y

del potencial electrostático, respectivamente. Luego, la transformada de Fourier de

(3.1.3) resulta

k̄2Φ̄k̄ =
∑
j

q̄j

∫ ∞
−∞

f̃j,k̄ dv̄j.
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Entonces, el campo eléctrico se determina a través de la transformada de Fourier de

la ecuación (3.1.2), −ik̄Φ̄k̄ = Ēk̄, de la que se obtiene el campo eléctrico como

Ē
[
f̃j

]
= F−1

x̄

[
− i
k̄

∑
j

q̄j

∫ ∞
−∞

f̃j,k̄(v̄j, t̄) dv̄j

]
.

La condición de cuasi-neutralidad se implementa fijando Ēk=0 = 0, es decir, el campo

eléctrico promedio en el espacio es nulo en todo momento.

Implementación numérica

El cálculo se realiza numéricamente en el código integrador a través del algoritmo

de Fast Fourier Transform of the West (FFTW). El uso condiciones de borde pe-

riódicas en posiciones hace que sea adecuado el uso de transformadas de Fourier. El

campo eléctrico se obtiene a través de FFTW inversa. Sea Nv el número de modos en

la grilla de velocidades sobre la que se define cada función de distribución. El campo

eléctrico en cada paso de tiempo se calcula como

Ē = IFFTx̄

[
− i
k̄

∑
j

q̄j∆v̄j

Nv∑
n=1

FFTk̄

[
f̃j

]]
,

donde la integral sobre el espacio de velocidades se ha discretizado en una sumatoria

de 1 a Nv, y ∆v̄j = ∆v/vTj es la resolición de la grilla de velocidad de la especie j.
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3.2.2. Integración de la ecuación de Vlasov

Operadores e integradores simplécticos

Los operadores simplécticos están relacionados a sistemas Hamiltonianos, esto

es, sistemas f́ısicos que consisten de part́ıculas discretas o de un medio continuo,

cuya dinámica puede representarse a través de una función Hamiltoniana y evolu-

cionar de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton [56, 57]. Un operador simpléctico es

un operador lineal que actúa sobre las coordenadas del espacio de fase del sistema

Hamiltoniano o en cantidades que dependen de éstas, que constituye una transfor-

mación canónica [58] y verifica el teorema de Liouville, conservando volúmenes en el

espacio de fase [59], preservando detalles del espacio de fase del sistema.

Los integradores simplécticos son esquemas de integración numérica construidos

con operadores simplécticos. Al definir integradores numéricos, surge un Hamilto-

niano aproximado H̃, vinculado a un mapa de flujo que hace evolucionar al sistema

en una forma similar a la que lo hace el Hamiltoniano exacto H [60]. La relación

entre el Hamiltoniano exacto y su aproximación se obtiene a través de una expansión

en serie [61],

H̃ = H + ∆tnHn +O(∆tn+1),

donde n es el orden del integrador. La expansión indica que H̃ es cercano al Hamil-

toniano original excepto por variaciones de orden n en el paso de tiempo ∆t. Por lo

tanto, en un sistema Hamiltoniano conservativo, H̃ exhibe variaciones alrededor de

H, asegurando que las variaciones en el Hamiltoniano y en la enerǵıa total, en el caso
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en que ésta sea equivalente a su Hamiltoniano, estén acotadas. Entonces, las princi-

pales caracteŕısticas de un integrador simpléctico son la preservación de detalles del

espacio de fase del sistema, resultando cercano a la dinámica del Hamiltoniano real,

y la conservación de la enerǵıa total en un sistema conservativo, siendo un algoritmo

adecuado para simulaciones a tiempos largos.

Otros métodos, como la familia de integradores de Runge-Kutta, han sido repor-

tados como inestables para la dinámica de tiempos largos, introduciendo disipación

numérica y cambiando la evolución del sistema [62, 63]. Estos métodos no están ba-

sados en ecuaciones dinámicas, y por consiguiente no conservan ni la estructura del

espacio de fase ni la enerǵıa del sistema.

Integración simpléctica de la ecuación de Vlasov

La ecuación de Vlasov puede considerarse como la evolución de la función de

distribución de las especie j dado el operador Hamiltoniano H = T + V,

Hfj =
∂fj
∂t
, (3.2.1)

donde los operadores no conmutantes T y V se definen como

T ≡ −v · ∇, V ≡ − qj
mj

E · ∇v.

Aśı, la ecuación de Vlasov está relacionada con el Hamiltoniano conservativo H, y el

uso de integración simpléctica para estimar la evolución de la función de distribución

fj está justificada. Dado un intervalo de tiempo ∆t y todas las cantidades en el
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instante t, la distribución en el instante t+ ∆t se obtiene integrando directamente.

fj(r,v, t+ ∆t) = exp [∆t (T + V)] f(r,v, t), (3.2.2)

Esta solución es válida siempre que los operadores T y V no dependan expĺıcitamente

del tiempo. Se debe notar que aunque E vaŕıa en el tiempo, es un campo formalmente

función de fj, por lo que no depende expĺıcitamente del tiempo t. Aśı, si el intervalo

de tiempo de interés se divide en M particiones cuyo ancho es ∆t, la solución general

de la ecuación de Vlasov para la especie j está dada por [62]

fj(r,v, t) = [exp (∆t [T + V])]M fj(r,v, 0),

donde el operador V se actualiza luego de cada aplicación de la exponencial. Para

estimar la exponencial se pueden realizar aproximaciones. En la construcción de

métodos de integración simpléctica se ha demostrado que el operador exponencial

en (3.2.2) puede expandirse como [64]

exp [∆t (T + V)] =
r∏
j=1

exp [∆tτjT] exp [∆tνjV] +O
(
∆tn+1

)
, (3.2.3)

donde r es el número de pares de operadores, n es el orden del integrador, y τj y νj

son coeficientes reales positivos. Estas condiciones aseguran que al resolver el sistema

de ecuaciones, la f́ısica evolucione de forma covariante con el tiempo. Coeficientes

negativos implicaŕıan que el sistema retrocede en el tiempo [65], lo que produce re-

sultados no f́ısicos en sistemas que no son invariantes ante traslaciones en el tiempo.

Cada uno de los operadores exponencial es simpléctico, ya que cada uno de ellos

proviene de transformaciones canónicas.
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En la solución (3.2.3) los operadores T y V se aplican por separado en la condi-

ción inicial, truncando el operador hasta términos del orden de ∆tn. Cada operador

actúa en variables independientes en fj, por tanto, cada dependencia se resuelve de

forma independiente. Esta solución está basada en el esquema de splitting de Strang

[66], el que, aunque usa un operador de desplazamiento en el tiempo basado en di-

ferencias finitas (operadores de Lax-Wendroff), separa la ecuación diferencial de la

misma manera.

El orden n del integrador se determina comparando la solución obtenida con la

expansión de Baker-Campbell-Hausdorff de la exponencial exacta [62], y eligiendo

coeficientes τj y νj tales que los términos hasta orden ∆tn se anulen. Junto con

condiciones de descomposición, esto determina los coeficientes del integrador. En

algunos casos podŕıan haber varias elecciones de coeficientes, los que se determinan

por medio de un proceso de minimización del coeficiente proporcional a ∆tn+1.

Advecciones e integrador utilizado

En analoǵıa con la solución (3.2.2), la resolución de cada una de las exponenciales

en (3.2.3) implica resolver las ecuaciones

[
∂

∂t
+ τlv · ∇

]
fj = 0, (3.2.4)[

∂

∂t
+ νl

qj
mj

E · ∇v

]
fj = 0, (3.2.5)

las que corresponden a ecuaciones de advección relacionadas con el operador T [ec.

(3.2.4)], y el operador V [ec. 3.2.5]. En este sentido, el problema de la integración de
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la ecuación de Vlasov se ha reducido a resolver ecuaciones de advección de la función

de distribución fj en cada una de sus dependencias. Para el problema unidimensional

con variables normalizadas, las ecuaciones de advección a resolver son

[
∂

∂t̄
+ (τlv̄Tj) v̄j

∂

∂x̄

]
f̃j = 0, (3.2.6)[

∂

∂t̄
+

(
νlq̄j
m̄j v̄Tj

)
Ē

∂

∂v̄j

]
f̃j = 0, (3.2.7)

donde el campo eléctrico Ē debe calcularse antes de cada advección (3.2.7). En este

trabajo, estas ecuaciones se resuelven por medio de transformadas de Fourier, esto

es, cada advección es transformada en su respectiva variable de integración y luego

se evalúa la transformada inversa. Aśı, las ecuaciones de advección a resolver son

[
∂

∂t̄
+ i (τlv̄Tj) v̄j k̄

]
f̃j,k̄ = 0,[

∂

∂t̄
+ i

(
νlq̄j
m̄j v̄Tj

)
Ē µ̄j

]
f̃j,µ̄j = 0,

donde f̃j,k̄ ≡ Fk̄
[
f̃j

]
y f̃j,µ̄j ≡ Fµ̄j

[
f̃j

]
son las transformadas de Fourier de f̃j en

posición con variable conjugada k̄, y en velocidades con variable conjugada µ̄j. Las

soluciones de cada advección para un paso de tiempo ∆t̄ son

f̃j,k̄(v̄j, t̄+ ∆t̄) = f̃j,k(v̄j, t̄) exp [−i (τj v̄Tj) v̄jk∆t̄] ,

f̃j,µ̄j(x̄, t̄+ ∆t̄) = f̃j,µj(x̄, t̄) exp

[
−i
(

νj q̄j
m̄j v̄Tj

)
Ē
[
f̃j

]
µ̄j∆t̄

]
.
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Implementación numérica

Las transformadas de Fourier se calculan a través del algoritmo FFTW. Aunque

es adecuado para las condiciones de borde periódicas en el espacio de posiciones,

su uso no es trivial en el espacio de velocidades. Esta dependencia se fuerza a ser

periódica tomando un intervalo de velocidades lo suficientemente grande como para

que las funciones de distribución lo más cercanas a cero en los bordes v̄j,max/min.

Aśı, la condición de periodicidad f̃j(x̄, v̄j,max, t) = f̃j(x̄, v̄j,min, t), se satiface en forma

aproximada en todo momento y en todas las posiciones, y el uso del algoritmo FFTW

es adecuado para la integración sobre el espacio de velocidades.

En lo que respecta a la dependencia de velocidad, el plasma puede desarrollar fi-

lamentación, un proceso relacionado con el movimiento de part́ıcula libre, observado

en el espacio de fase de las especies como filamentos cuyo ancho en la dependencia

de velocidad se reduce a medida que el plasma evoluciona. En simulaciones, la fi-

lamentación limita el tiempo máximo hasta el que se puede avanzar ya que no se

pueden resolver de forma adecuada estructuras cuyo ancho es del orden de o inferior

a ∆v̄j. El desarrollo de estas longitudes en el espacio de vleocidades se amortigua

con la introducción de un filtro pseudo-Gaussiano F [67], dado por

F(µ̄j) = exp

[
−36

(
µ̄j

max[µ̄j]

)36
]
, (3.2.8)

aplicado como una convolución a la función de distribución de la especie j en cada

advección de velocidad. Si f̃ 0
j denota a la distribución antes de una advección y f̃ 1

j
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denota a la distribución después de la advección, integrando directamente resulta

f̃ 1
j =IFFTx̄

[
FFTk̄

[
f̃ 0
j

]
exp

[
−i (τlv̄Tj) v̄j k̄∆t̄

]]
,

f̃ 1
j =IFFTv̄j

[
F(µ̄j)FFTµ̄j

[
f̃ 0
j

]
exp

[
−i
(

νlq̄j
m̄j v̄Tj

)
Ēµ̄j∆t̄

]]
.

Los valores de los coeficientes están dados por el integrador espećıfico. En este tra-

bajo, se usa un integrador simpléctico de segundo orden optimizado por McLachlan

y Atela [68], con primera advección en velocidad, consistente en cuatro advecciones

en el orden V− T− V− T, y cuyos coeficientes, de acuerdo a (3.2.3), son

τ1 = 0, ν1 =
1√
2
, τ2 = ν1, ν2 = 1− ν1, τ3 = ν2, ν3 = 0.

Como comentario final, se observa que aunque en este esquema la función de distribu-

ción, el campo eléctrico y cualquier otra cantidad relacionada, son campos definidos

en una grilla Euleriana en posición, velocidad y tiempo, la integración a lo largo de

las trayectorias es de naturaleza Lagrangiana. Por esto, el esquema de integración es

de tipo semi-Lagrangiano.

Los cálculos numéricos previos requeridos para resolver el sistema de Vlasov-

Poisson se implementan en un código en lenguaje Julia (v 1.3.1) a través de la libreŕıa

Vlasova.jl, creada por J. A. Gidi, del Departamento de F́ısica en la Universidad

de Concepción.
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3.3 Resolución de la relación de dispersión lineal

Las ráıces de la relación de dispersión lineal se obtienen resolviendo (2.2.10). Para

este fin, se calcula la función de dispersión de plasma a través del complemento de

la función error escalada, en la forma

Z(ζj) = i
√
π erfcx (−iζj) , (3.3.1)

donde ζ es el parámetro de resonancia ζ = ω/vTjk, para un k dado. La libreŕıa

SpecialFunctions.jl del lenguaje Julia (v 1.3.1) calcula esta función a través de

la libreŕıa estándar math del lenguaje C [69].

La resolución de (2.2.10) se realiza a través del método de Muller. Este algoritmo

se implementa en un código Python creado por R. E. Navarro, del Departamento de

F́ısica de la Universidad de Concepción. El método de Muller usa una aproximación

de segundo orden de la derivada usada en el método de Newton-Raphson [70] pa-

ra estimar los ceros de la función dieléctrica (2.2.8). Primero, se le proveen valores

semillas al algoritmo que consisten en puntos de la grilla ζ cercanos a ceros de εk,ω

para un primer k. Las ramas correspondientes a modos de la relación de dispersión

lineal se obtienen usando cada una de estas ráıces como semillas para los siguientes

números de onda. El cálculo para los siguientes números de onda usa las ráıces inme-

diatamente anteriores como semillas. Las ráıces para los números de onda restantes

se estiman a través de una extrapolación polinomial de grado dos con las últimas

tres ráıces a lo largo de cada rama.
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4 Perturbaciones amortiguadas en un plasma de

electrones y iones Maxwellianos

A lo largo de este caṕıtulo, los iones tienen distribución Maxwelliana como confi-

guración de equilibrio, cuando son móviles, con razón de masa m̄i = 1836.153, y son

inicialmente isotérmicos respecto de los electrones, T̄i = 1.0,

f̃0,i(v̄i) =
1√
2π

exp

[
−1

2
v̄2
i

]
,

donde la condición de cuasi-neutralidad requiere que n̄0,i = 1.0 y q̄i = 1.0. Se excita

el primer modo del campo eléctrico, con número de onda k̄1 = 0.4 y amplitud de

perturbación εe,

f̃e (x̄, v̄e, 0) =
[
1 + εe cos(k̄1x̄)

]
f̃0,e(v̄e), (4.0.1)

siendo f̃0,e(v̄e) una distribución Maxwelliana de la misma forma que f̃0,i(v̄i). En la

literatura, en plasmas de electrones y iones cinéticos, es usual perturbar sólo la dis-

tribución de los electrones, mientras que los iones pesados se mantienen estáticos,

debido a la diferencia de inercia. Sin embargo, cuando el sistema es perturbado, por

ejemplo, por un potencial súbito, hay una fuerza impulsiva actuando en todas las
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especies.

Con el fin de estimar la amplitud de perturbación en la distribución de los iones, se

supone que la dinámica de part́ıcula es no relativista y que se desv́ıa levemente respec-

to de la posición inicial x0, con forzamiento impulsivo F (x0, t) = qjE0 sin(k1x0)δ(t),

concordante con la perturbación repentina. Las ecuaciones de movimiento conducen

a trayectorias

v(t) =
qj
mj

E0 sin(k1x0) + v0, x(t) =

[
qj
mj

E0 sin(k1x0) + v0

]
t+ x0,

donde v0 es la velocidad inicial de la part́ıcula, correspondiente a la configuración

de equilibrio. De acuerdo a esta solución, la desviación de la part́ıcula respecto de

su trayectoria de equilibrio es proporcional a qj/mj en un dado instante t previo

a la evolución del plasma. Aśı, la razón de amplitudes de perturbación de ambas

distribuciones es εi/εe = q̄i/(q̄em̄i) = −5.447 × 10−4 y la distribución inicial de los

iones está dada por

f̃i (x̄, v̄i, 0) =

[
1 +

q̄i
q̄em̄i

εe cos(k̄1x̄)

]
f̃0,i(v̄i). (4.0.2)

En las siguiente secciones, se observan cantidades macroscópicas y dsitribuciones

reducidas de ambas especies considerando la excitación del número de onda k̄1 = 0.4

y una longitud en el espacio de posiciones L̄x = 5π. Se estudian dos amplitudes

de perturbación, una correspondiente al régimen lineal, εe = 1.0 × 10−3, y otra por

debajo pero cercana a la amplitud cŕıtica, εe,C , εe = 8.0× 10−3.
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4.1 Amplitud del modo excitado del campo eléctrico y es-

pectros

La cantidad macroscópica más notoria que permite identificar los efectos de iones

pesados móviles es la amplitud del modo excitado del campo eléctrico |Ē1|. Las pre-

sentes simulacioens obtienen cualitativamente los mismos resultados que Xu et al.

[20] para el régimen de oscilaciones amortiguadas, como se observa en las Figs.4.1(a)

y (b).

Figura 4.1: Evolución de la amplitud del primer modo del campo eléctrico |Ē1| para
(a) εe = 1.0× 10−3 y (b) εe = 8.0× 10−3, con iones móviles e inmóviles. Se muestran
las tasas de las ondas observadas, para ondas de Langmuir (ĺınea roja segmentada)
y ondas ión acústicas (ĺınea azul segmentada).

En el modo excitado, se observa que los efectos de la dinámica de los iones son
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dominantes para ambas amplitudes, pero un incremento en εe permite que oscila-

ciones rápidas de baja amplitud persistan. Con ambas amplitudes se observan dos

frecuencias de oscilación en |Ē1|, una relacionada con la dinámica de los electrones

durante tωpe < 60, cuya tasa de amortiguamiento coincide con la de las LWs para

el modo perturbado, γ̄L = −6.6079 × 10−2, y la otra corresponde a frecuencias de

oscilación bajas para tωpe > 100, con tasa de amortiguamiento coincidente con la de

IAWs para el modo perturbado, γ̄IA = −8.7939× 10−3.

Figura 4.2: Espectro del campo eléctrico |Ēk,ω| de εe = 1.0×10−3 para (a) el rango de
tiempo inicial de alta frecuencia y (b) el rango de baja frecuencia posterior. Se mues-
tran ráıces de la relación de dispersión lineal (ĺınea sólida blanca), correspondientes
al modo de Langmuir (a) y al IA (b).

Una comparación entre las ráıces de la relación de dispersión lineal (2.2.10)
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Figura 4.3: Espectro del campo eléctrico |Ēk,ω| de εe = 8.0× 10−3 para (a) el rango
de tiempo inicial de alta frecuencia, (b) rango de tiempo posterior de alta frecuencia
y (c) rango de tiempo posterior de baja frecuencia. Se muestran ráıces de la relación
de dispersión lineal (ĺınea sólida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a)
y (b)] y al IA (c).

y el espectro del campo eléctrico |Ēk,ω| de ambas amplitudes de perturbación εe

(Figs.4.2 y 4.3, respectivamente) confirma la excitación de LWs e IAWs, con frecuen-

cias ω̄L = 1.2852 y ω̄IA = 1.8265 × 10−2, respectivamente, como fue notado por Xu

et al.[20]. Ambos son los modos menos amortiguados de la relación de dispersión

(2.2.10).

Para εe = 8.0 × 10−3, aún es posible observar oscilaciones de alta frecuencia

correspondientes a LWs en |Ē1| [Fig.4.1(b)] y en |Ēk,ω| [Fig.4.3(b)], pero con ampli-

tudes un orden de magnitud inferior a la de las IAWs. Estos resultados confirman

los modos encontrados por Xu et al. para este plasma.
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4.2 Comportamiento en el dominio de velocidades

Las bajas amplitudes permiten el uso de la teoŕıa lineal para estimar el compor-

tamiento general de las funciones de distribución (2.2.5). Ya que la distribución de

equilibrio de ambas especies es Maxwelliana, la carga eléctrica indica que el efecto

perturbativo de ambas especies alrededor de la velocidad de fase de las IAWs exci-

tadas, v̄φ,IA, debeŕıa ser opuesto en las distribuciones de electrones e iones pesados,

y que la amplitud de las variaciones en esta última debeŕıa ser menor.

Se siguen las variaciones de la función de distribución promediada en posiciones〈
δf̃j

〉
x̄

(v̄) de ambas especies. Esta cantidad está dada por

〈
δf̄j
〉
x̄

(v̄) =
1

L̄x

∫ L̄x

0

[
f̄j(x̄, v̄, t̄)− f̄0,j(v̄)

]
dx̄, (4.2.1)

donde fj y v han sido normalizadas con respecto a cantidades de electrones. De

acuerdo a la normalización, la relación entre f̄j y f̃j, obtenida de las simulaciones,

es f̄j = n̄j/v̄Tj f̃j. Se hace notar que como el sistema es simétrico en el espacio de

velocidades, se observa la misma dinámica en v̄ < 0 y en v̄ > 0, por lo que se es-

tudia sólo un rango. Además, el comportamiento general con ambas amplitudes de

perturbación es cualitativamente el mismo, excepto por el nivel de las amplitudes,

por lo que se muestra sólo un caso (εe = 8.0× 10−3). Se sigue la zona de resonancia

alrededor de la velocidad de fase de ondas ión acústicas v̄φ,IA = ω̄/k̄ = 4.662× 10−2.

En las Figs.4.4, 4.5 y 4.6 (d) a (f), se muestra
〈
δf̄i
〉
x̄
. La perturbación inicial

produce una zona de resonancia alrededor de v̄ ' 2.5× 10−2 [Fig.4.5(a)]. Después de
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Figura 4.4: Evolución de las variaciones de la función de distribución de los iones
promediadas en posiciones,

〈
δf̄i
〉
x̄
. Como referencias se muestran la velocidad de fase

de onda ión acústica (ĺınea blanca punteada) y la velocidad resonante inicial (ĺlinea
blanca segmentada) para εe = 8.0× 10−3.

tωpe = 100 se observa que se mantiene la misma tendencia en el dominio de veloci-

dades, pero alrededor de v̄ ' 4.0 × 10−2 [Figs.4.5(b)], con variaciones despreciables

en instantes posteriores (Fig.4.4).

La evolución de
〈
δf̄i
〉
x̄

muestra que las oscilaciones rápidas en la distribución de

part́ıculas ocurre alrededor de v̄ = 2.5 × 10−2, lo que coincide con el dominio de

las LWs [Fig.4.5(a)], con una gran reducción en el número de iones más lentos que

v̄ = 2.5 × 10−2 [Fig.4.6(d)] desde el instante inicial. Esta componente decae en el

tiempo, como se observa en las Figs.4.4 y 4.5(b). El decaimiento se corresponde con

una reversión en la aceleración inicial que ocurre a medida que los iones se acumulan

en los bordes del dominio de posiciones durante 0 ≤ tωpe ≤ 100 (Fig.4.7), indicando

la presencia de un potencial positivo de baja frecuencia que los frena [Fig.4.6(d)]

y detiene la acumulación. Posterirmente, los iones son repelidos, reduciendo las va-
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Figura 4.5: Detalles de (a) la etapa inicial y (b) la transición a tiempos largos de
las variaciones de la función de distribución de los iones promediadas en posiciones,〈
δf̄i
〉
x̄
, para εe = 8.0× 10−3. Se indican las mismas velocidades.

riaciones en la densidad δn̄i = n̄i − n̄0,i (100 ≤ tωpe ≤ 200, Fig.4.7) y acelerados,

produciendo una acumulación de iones con velocidades cercanas a v̄φ,IA [Fig.4.6(e)]

al mismo tiempo que las oscilaciones se amortiguan. El amortiguamiento causa un

forzamiento débil en las part́ıculas, produciendo variaciones de baja amplitud en

la densidad para tiempos posteriores (tωpe > 200, Fig.4.7). Consecuentemente, las

variaciones temporales en
〈
δf̄i
〉
x̄

se vuelven más pequeñas, manteniendo la misma

forma a tiempos más largos [Figs.4.4 and 4.6(f)].

Las variaciones en
〈
δf̄e
〉
x̄

se muestran en las Figs.4.6(a) a (c) y 4.8. Se observa

que los electrones resultan afectados resonantemente por la propagación de las IAWs.

La región resonante exhibe un partrón inverso alrededor de v̄ ' 4.0× 10−2 durante

la mayor parte de la evolución del plasma, en comparación con la distribución de los

iones. Esto significa que los electrones son frenados en este rango de velocidades.
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Figura 4.6: Secciones de las variaciones de la función de distribución de los electrones
promediadas en posiciones,

〈
δf̄e
〉
x̄

[(a) a (c)], y de los iones,
〈
δf̄i
〉
x̄

[(d) a (f)], para
εe = 8.0× 10−3. Se muestran la velocidad resonante inicial (ĺınea negra segmentada)
y v̄φ,IA (ĺınea negra punteada).
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Figura 4.7: Variaciones en la densidad de iones δn̄i durante la etapa inicial de la
evolución del plasma. Amplitud de perturbación εe = 8.0× 10−3.

Inicialmente, se observan oscilaciones rápidas de baja amplitud sin señales de

interacción resonante, hasta tωpe ' 100 [Fig.4.6(a)], cuando hay una repentina acu-

mulación de electrones con velocidades v̄ < 4.0 × 10−2 a expensas de electrones

rápidos, acanzando un peak en tωpe = 200 [Fig.4.6(b)]. Se observa que el despobla-

miento de electrones rápidos inicialmente ocurre en un amplio rango de velocidades y

se localiza alrededor de 4.0×10−2 ≤ v̄ ≤ 7.5×10−2 cerca de tωpe = 250. Simultánea-

mente, se aceleran electrones con velocidades v̄ ' 0 y se siguen frenando electrones

rápidos, acumulando electrones lentos alrededor de v̄ ' 2.5 × 10−2, a medida que

los iones pesados son acelerados desde la misma velocidad, despoblando el centro de

la distribución en un rango acotado de velocidades alrededor de v̄φ,IA [Fig.4.6(b)].

A tiempos largos, las variaciones se vuelven aproximadamente estacionarias y los

electrones con velocidades alrededor de v̄ ' 2.5 × 10−2 son frenados, aplanando la

distribución para 0 ≤ v̄ < 2.5× 10−2 [Figs.4.8 y 4.6(c)].

La diferencia observada entre ambas especies puede atribuirse al efecto dinámico
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Figura 4.8: Evolución de las variaciones de la función de distribución de los electrones
promediadas en posiciones,

〈
δf̄e
〉
x̄
. Se muestran la velocidad resonante inicial (ĺınea

negra segmentada) y v̄φ,IA (ĺınea negra punteada), para εe = 8.0× 10−3.

opuesto del campo eléctrico sobre cada una de las especies debido a su diferencia de

carga eléctrica. Como los iones conducen la dinámica en este rango de velocidades, de

la misma forma que lo hacen los electrones con las LWs, la interacción con el campo

eléctrico acumula iones en velocidades ligeramente mayores a v̄φ,IA, ya sea aumen-

tando o reduciendo la velocidad de los iones cercanos según su velocidad relativa.

Por otro lado, los electrones tiene carga opuesta, y el campo eléctrico principalmente

los frena en este rango de velocidades.

4.3 Contribución de cada especie a las oscilaciones amorti-

guadas

La evolución de la envolvente de las densidades de part́ıculas puede encontrarse a

través del cuadrado de las variaciones de densidad promediadas en el espacio,
〈
δn̄2

j

〉
x̄
,
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definidas como

〈
δn̄2

j

〉
x̄

=
1

L̄x

∫ L̄x

0

[n̄j − n̄0,j]
2 dx̄. (4.3.1)

Esta cantidad se muestra en la Fig.4.9 para ambas especies, con εe = 1.0 × 10−3 y

en Fig.4.10 con εe = 8.0 × 10−3. Se observa que inicialmente ambas especies evolu-

cionan en diferentes escalas de tiempo con los iones sosteniendo oscilaciones de baja

frecuencia, correspondientes a las IAWs, y los electrones sosteniendo simultánea-

mente la propagación de las LWs, hasta tωpe = 100, y de las IAWs. El cambio en la

frecuencia de 〈δn̄2
e〉x̄ ocurre cuando la amplitud de las variaciones de ambas especies

alcanzan los mismos niveles, como mostraron Xu et al. [20], indicando que las osci-

laciones dominantes en la distribución de los electrones se deben a la propagación

de IAWs una vez las LWs han decaido. Sin embargo, permanece una componente de

alta frecuencia para el caso de εe = 8.0× 10−3.

Figura 4.9: Evolución de las amplitudes promediadas en posiciones de las densidades
de part́ıculas

〈
δn̄2

j

〉
x̄

para εe = 1.0× 10−3.
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Figura 4.10: Evolución de las amplitudes promediadas en posiciones de las densidades
de part́ıculas

〈
δn̄2

j

〉
x̄

para εe = 8.0× 10−3.

Ambas zonas resonantes resultan eventualmente afectadas por el mismo campo

eléctrico en todo momento. Con el fin de determinar la extensión en la que ambas

zonas asociadas a una onda son afectadas por la propagación de la otra, se siguen dos

enfoques. Para el caso de la zona resonante con las LWs, se hace una comparación

entre el caso con iones móviles e inmóviles a través de correlaciones entre las varia-

ciones de las funciones de distribución
〈
δf̄e
〉
x̄

de cada caso, C
[〈
δf̄e,i

〉
x̄
,
〈
δf̄e,m

〉
x̄

]
,

dadas por

C
[〈
δf̄e,i

〉
x̄
,
〈
δf̄e,m

〉
x̄

]
(v̄, t̄) =

[〈
δf̄e,i

〉
x̄
−
〈
δf̄e,i

〉
x̄,v̄r

] [〈
δf̄e,m

〉
x̄
−
〈
δf̄e,m

〉
x̄,v̄r

]
σi,v̄rσm,v̄r

,

(4.3.2)

donde
〈
δf̄e,j

〉
x̄

son las variaciones de la función de distribución promediada en posi-

ciones para iones inmóviles (j = i) y para iones móviles (j = m), los corchetes 〈 · 〉v̄r
representan el promedio en velocidades sobre un rango v̄r = [v̄min, v̄max], y σj,v̄r es la

desviación estándar de la función de distribución de las especies j sobre el rango v̄r.
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Si las distribuciones son las mismas, estarán maximalmente correlacionadas en todo

momento,
(〈

C
[〈
δf̄e,i

〉
x̄

〈
δf̄e,m

〉
x̄

]〉
v̄r
' 1
)

, pero si esta región resulta afectada por

las ondas ión acústicas, habrá una desviación con respecto a la unidad. El segundo

enfoque, para la distribución de los iones, es observar los espectros de las variaciones

en la densidad de iones δn̄i y encontrar señales de LWs.

Figura 4.11: Evolución inicial de las correlaciones
〈
C
[〈
δf̄e,i

〉
x̄

〈
δf̄e,m

〉
x̄

]〉
v̄r

sobre el

rango de velocidades vr = [0.0, 1.5], para εe = 1.0× 10−3 y 8.0× 10−3.

En el rango de velocidades 0 ≤ v̄ ≤ 1.5, los electrones son afectados de forma no

resonante por las LWs. Éstos responden a la dinámica de los iones desde tωpe ' 25,

como se observa en las correlaciones de la Fig.4.11 con pequeñas desviaciones de la

unidad. Esta respuesta es potenciada después de tωpe = 40 cuando las correlaciones

comienzan a decaer en magnitud y la dinámica de ambos casos se muestra mayor-

mente sin correlación.

Debido a que los electrones rápidos son no resonantes con las IAWs, se espera

que el campo eléctrico predominante en la etapa de baja frecuencia los afecte débil-
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mente. Este hecho se observa en la Fig.4.12, la que muestra una reducción en las

correlaciones de las distribuciones en el rango 2.0 ≤ v̄ ≤ 4.0, con variaciones de baja

frecuencia del orden de 10−5, de forma que no hay una desviación significativa res-

pecto de la dinámica con iones inmóviles. No obstante, estos electrones son afectados

por las IAWs desde el inicio de la evolución del plasma. La desviación más grande de

la unidad se observa alrededor de tωpe = 110, y es posible asociarla con el inicio de

las oscilaciones lentas. A medida que las perturbaciones decaen, los electrones que

resuenan con las LWs resultan menos afectados por la dinámica lenta y en última

instancia permanecen casi inalterados, debido a que las correlaciones tienden a la

unidad.

Figura 4.12: Evolución de las correlaciones
〈
C
[〈
δf̄e,i

〉
x̄

〈
δf̄e,m

〉
x̄

]〉
v̄r

sobre el rango

vr = [2.0, 4.0] para εe = 1.0× 10−3 y 8.0× 10−3.

En la distribución de los iones, los efectos de las LWs son débiles en ambos casos,

εe = 1.0 × 10−3 y 8.0 × 10−3. Esto puede observarse en los espectros de Fig.4.13

para εe = 1.0 × 10−3, y Fig.4.15 para εe = 8.0 × 10−3 durante la etapa inicial,

0 ≤ tωpe ≤ 200, en la que las LWs son dominantes, y durante el rango de tiempo
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Figura 4.13: Espectro del (a) campo eléctrico, |Ēk,ω|, (b) variaciones de densidad
de electrones, |δn̄e,k,ω|, y (c) variaciones de densidad de iones, |δn̄i,k,ω|, del rango de
tiempo 0 ≤ tωpe ≤ 200 para εe = 1.0 × 10−3. Se muestran ráıces de la relación de
dispersión lineal (ĺınea sólida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a
(c)].

posterior, 200 ≤ tωpe ≤ 1700, en que las IAWs son dominantes. No se encuentran

señales apreciables de LWs en |δn̄i,k,ω| en la primera etapa [Figs.4.13(c) y 4.15(c)]

o en la etapa subsiguiente [Figs.4.14(c) y 4.16(c)], aunque existe un peak de baja

amplitud en el campo eléctrico [4.16(a)] y en las variaciones de la densidad de los

electrones [4.16(b)].

El caso εe = 1.0 × 10−3 difiere a tiempo largos (Fig.4.14), ya que el peak en

ω̄L no se observa en el campo eléctrico ni en la densidad de electrones, indicando

que las variaciones debido a la propagación de las LWs están por debajo de las
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Figura 4.14: Espectro del (a) campo eléctrico, |Ēk,ω|, (b) variaciones de densidad
de electrones, |δn̄e,k,ω|, y (c) variaciones de densidad de iones, |δn̄i,k,ω|, del rango de
tiempo 200 ≤ tωpe ≤ 1700 para εe = 1.0× 10−3. Se muestran ráıces de la relación de
dispersión lineal (ĺınea sólida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a
(c)].

producidas por la propagación de las IAWs. Considerando que el comportamiento

de la zona resonante en
〈
δf̄i
〉
x̄

se produce inmediatamente después de que se aplica

la perturbación inicial y se mantiene aśı a pesar de la componente inicial de alta

frecuencia, se concluye que las LWs no afectan la zona de resonancia relacionada con

las IAWs.

4.4 Resumen y discusión

Este caṕıtulo aborda la evolución de un plasma electrostático de electrones y

iones con razón de masa m̄i = 1836.153, especies inicialmente isotérmicas, T̄i = 1.0,
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Figura 4.15: Espectros del (a) campo eléctrico, |Ēk,ω|, (b) variaciones de la densidad
de electrones, |δn̄e,k,ω|, y (c) variaciones de la densidad de iones, |δn̄i,k,ω|, del rango
0 ≤ tωpe ≤ 200 para εe = 8.0× 10−3. Se muestran ráıces de la relación de dispersión
lineal (ĺınea sólida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a (c)].

ambas inicializadas con distribuciones Maxwellianas sin deriva relativa. Los iones

móviles permiten el desarrollo de IAWs amortiguadas, además de LWs amortigua-

das, como fue determinado por Xu et al. [20]. Debido a la diferencia de inercia. la

propagación de estas ondas produce dos escalas de tiempo diferentes. Las LWs, que

interactúan con electrones con velocidades ∼ v̄φ,L, decaen más rápido que las IAWs,

las que interactúan tanto con electrones como con iones con velocidades en el orden

de v̄φ,IA, siendo dominantes las oscilaciones de baja frecuencia a tiempos largos. En

este proceso, los iones en esta zona de resonancia son acelerados hacia v̄φ,IA, mientras

que los electrones lentos tienden a ser frenados hacia velocidades 0 ≤ v̄ ≤ 2.5×10−2,

despoblando una región acotada alrededor de v̄φ,IA, debido a que el forzamiento del
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Figura 4.16: Espectros del (a) campo eléctrico, |Ēk,ω|, (b) variaciones de la densidad
de electrones, |δn̄e,k,ω|, y (c) variaciones de la densidad de iones, |δn̄i,k,ω|, del rango
200 ≤ tωpe ≤ 1700 para εe = 8.0 × 10−3. Se muestran ráıces de la relación de
dispersión lineal (ĺınea sólida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a
(c)].

campo eléctrico en cada especie depende del signo de su carga eléctrica.

Las ondas observadas se desarrollan con un gran grado de independencia. La evo-

lución de las correlaciones de la distribución de los electrones alrededor de la zona

de resonancia de las LWs muestra indicios de la propagación de IAWs. A medida

que el campo eléctrico experimenta amortiguamiento, estas correlaciones tienden a

la unidad, indicando que la zona de resonancia se comporta como en el caso de iones

inmóviles. Sin embargo, se hace notar que la desviación de las correlaciones respecto

de la unidad es del orden de 10−5, por lo que la dinámica de la zona de resonancia

relacionada con LWs se mantiene mayormente inafectada por las IAWs. En la dis-
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tribución de los iones, el patrón observado en la zona de resonancia se excita desde

el principio y se mantiene inalterado posteriormente, y por lo tanto parece no estar

relacionado con la dinámica de las LWs, y aunque hay una componente inicial de alta

frecuencia en
〈
δf̄i
〉
x̄
, ésta decae a medida que las LWs se amortiguan, produciendo

señales débiles o ninguna señal alrededor de ω̄L en el espectro de δn̄i. Por consiguien-

te, la zona de resonancia relacionada a las IAWs tampoco es mayormente afectada

por las ondas rápidas. Como consecuencia, las oscilaciones en la envolvente de la

densidad de electrones 〈δn̄2
e〉x̄ se producen inicialmente por electrones que resuenan

con las LWs, y posteriormente por electrones que resuenan con las IAWs. Se sigue

la misma conclusión para la amplitud del modo excitado |E1|.

La dominancia de las IAWs a tiempos largos puede entenderse por la inercia de

los iones. Se introduce una escala de tiempo más larga que la de los electrones, lo que

se observa en las magnitudes de las tasas de amortiguamiento, |γ̄L| > |γ̄IA|. Ambas

ondas están presentes desde la perturbación inicial, siendo las LWs las de mayor

amplitud y con un decaimiento rápido, y las IAWs de menor amplitud, pero con un

decaimiento más lento. Una vez la amplitud de las oscilaciones de las LWs alcanza la

de las IAWs, ya que electrones alrededor de v̄φ,L continúan amortiguando a las ondas

rápidas, las IAWs se tornan dominantes y sus oscilaciones siguen desarrollandose

mientras son lentamente amortiguadas.
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5 Evolución no-lineal de un plasma de electrones

y iones Maxwellianos

Este caṕıtulo está enfocado en el estudio de la evolución no-lineal del sistema

analizado en el Caṕıtulo 4. La razón de masa iónica es m̄i = 1836.153, se conside-

ran distribuciones Maxwellianas sin deriva relativa y razón de temperatura inicial

T̄i = 1.0 y se excita sólo el primer modo del plasma. La amplitud de perturbación

εe es lo suficientemente grande como para excitar el régimen no-lineal del modo

rápido. Además del atrapamiento asociado al modo rápido, se observan estructuras

no-lineales en el rango de velocidades bajas cercanas v̄φ,IA y dinámica asociada a la

dinámica de iones pesados con carga positiva.

Para las siguientes secciones se hace notar que debido a la simetŕıa en el espa-

cio de velocidades de este plasma, los espectros son simétricos con respecto a k̄ y

ω̄r, por lo que sólo se muestra un cuadrante en el plano k̄ − ω̄r. Similarmente, se

muestran las funciones de distribución sólo para v̄ ≥ 0, ya que el comportamiento de

cualquier estructura encontrada en este rango también se encuentra en v̄ < 0, pero

desplazándose con velocidad opuesta.

69



5.1 Dinámica de baja frecuencia en el caso de iones móviles

Por propósitos de comparación, se describe la dinámica de baja frecuencia de un

plasma de electrones con iones inmóviles en el régimen no-lineal, con amplitud de

perturbación εe = 4.0×10−2. Esta dinámica se desarrolla a tiempos largos compara-

dos con la saturación del campo eléctrico e involucra ondas de amplitud y frecuencias

bajas.

5.1.1. Espectros del campo eléctrico

Los espectros del campo eléctrico se muestran en la Fig.5.1. Se observa que hay

excitación de ondas de baja frecuencia. En particular, se excita una región cercana

a ω̄r ∼ 0 para 0.4 < k̄ < 2.0 en Figs.5.1(b) y (c). Posteriormente, durante 1100 ≤

tωpe ≤ 1800 se excitan dos regiones de ondas, una tipo-acústica y otra con frecuencias

inferiores a ω̄r = 6.0× 10−2 [Fig.5.1(c)]. Sus niveles, sin embargo, están dos órdenes

de magnitud por debajo del de las ondas asociadas al modo de Langmuir no-lineal.

La velocidad de fase de las ondas en la región tipo-acústica están en el rango 4.488×

10−2 ≤ v̄φ ≤ 8.976 × 10−2 con la mayoŕıa de las ondas verificando 5.236 × 10−2 ≤

v̄φ ≤ 7.854 × 10−2. La segunda región de excitación tiene ondas con velocidades de

fase 8.976× 10−3 ≤ v̄φ ≤ 2.244× 10−2.

5.1.2. Densidad de electrones y espacio de fase

Con el fin de distinguir la dinámica de baja frecuencia en las variaciones de la

densidad de los electrones, se aplica un filtro en frecuencias y números de onda,
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Figura 5.1: Espectros del campo eléctrico
∣∣Ēk,ω∣∣ para εe = 4.0× 10−2 para el caso de

iones inmóviles. Se muestran tres intervalos de tiempo.

obteniendo una densidad de electrones filtrada δn̄e,fil(x̄, t̄), dada por

δn̄e,fil(x̄, t̄) = F−1
x̄,t̄

[
Fk̄,ω̄r

[δn̄e(x̄, t̄)] Ω(k̄, ω̄r)
]
, (5.1.1)

donde δn̄e = n̄e − n̄0,e y Ω(k̄, ω̄r) es una función filtro, dada por

Ω(k̄, ω̄r) = exp

[
−
(
ω̄r − ω̄shift

ω̄width/2

)36
]
K(k̄), (5.1.2)

siendo ω̄width el ancho de frecuencias del filtro, ω̄shift la frecuencia central del filtro y

K una función de k̄. Para el caso en que se filtran sólo bajas frecuencias, ω̄shift = 0,

ω̄width = 1.2, excluyendo frecuencias relacionadas con el modo rápido y reteniendo

las frecuencias más relevantes de los modos lentos, y K(k̄) = 1. Para el caso de

una única estructura propagante, se considera ω̄shift = ±0.3 con K(±k̄) = Θ(k̄), y
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ω̄shift = ∓0.3 con K(k̄) = Θ(∓k̄), ambos con ω̄width = 0.6, donde el signo superior es

para ondas que se propagan con velocidad positiva, el signo inferior es para ondas

que se propagan con velocidad negativa, y and Θ es la función de Heaviside.

Figura 5.2: Evolución de las variaciones de (a) la densidad de electrones, filtrada
en frecuencia, δn̄e,fil, y (b) su transformada de Fourier espacial, ambas para εe =
4.0× 10−2 con iones inmóviles.

La Fig.5.2 muestra la evolución de las variaciones de la densidad de electrones

filtrada en frecuencia [(a)] y su representación en el espacio de números de onda [(b)],

reteniendo frecuencias tales que |ω̄r| ≤ 0.6. Se observa que las estructuras localiza-

das, correspondientes a cavidades de electrones, se excitan alrededor de tωpe ' 900

al centro del dominio de posiciones, y evoluciona en varias cavidades de electrones

contra-propagantes de corta longitud de onda. En Fig.5.2(b), esto se observa como
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el desarrollo de diversos números de onda k̄ en el mismo rango de la región con

frecuencias cercanas a cero en el espectro del campo eléctrico [Fig5.1(c)]. Las cavi-

dades iniciales, 1200 ≤ tωpe ≤ 1650, se propagan con velocidad |v̄| ' 1.5× 10−2. Las

siguientes cavidades aparecen durante 1400 ≤ tωpe ≤ 1650 y se propagan con veloci-

dad |v̄| = 6.2831× 10−2 y producen varias cavidades angostas después de que éstas

se cruzan con la cavidad central, en tωpe = 1775. La velocidad de estas estructuras

se encuentra dentro del rango de la velocidad de fase de las ondas excitadas en el

espectro del campo eléctrico correspondiente [Fig.5.1(c)].

Figura 5.3: Evolución de las variaciones de la función de distribución de los elec-
trones, δf̄e, en el rango de velocidades bajas con iones inmóviles con amplitud de
perturbación εe = 4.0×10−2. Se muestra la velocidad de las estructuras encontradas
en Fig.5.2 (ĺınea segmentada negra).

En las variaciones de la distribución de los electrones, δf̄e = f̄e − f̄0,e, de Fig.5.3

se desarrolla una región de atrapamiento con v̄ = 0 [Figs.5.3(a) y (b)] la que se sigue

observando en instantes posteriores [Fig.5.3(d)]. Esta estructura daŕıa cuenta de la

cavidad de electrones inicial en δn̄e,fil de las ondas de alta intensidad en la Fig.5.1.
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Se forman otros holes en tωpe = 1460 [Fig.5.3(c)] cuyas velocidades son similares

comparado con la de las cavidades en δn̄e,fil durante 1200 ≤ tωpe ≤ 1600. Se forman

varios electron holes en tωpe = 2200 [Fig.5.3(d)], lo que daŕıa cuenta de la formación

de cavidades angostas en δn̄e,fil después de tωpe = 1800 [Fig.5.2(a)].

5.2 Comparación del régimen no-lineal entre los casos de

iones móviles y iones inmóviles

Como fue mostrado por Xu et al. [20], no hay señales de baja frecuencia en |E1| en

el régimen no-lineal. Debido a que se excitan varios modos después de la saturación,

la enerǵıa del campo eléctrico ĒE es una cantidad más representativa para observar.

De acuerdo a la Fig.5.4, la enerǵıa del campo se comporta de la misma forma que

en el caso de iones inmóviles.

Figura 5.4: Evolución de la enerǵıa del campo eléctrico ĒE para el caso no-lineal,
εe = 4.0× 10−2.
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5.2.1. Espectro del campo eléctrico

Al observar los espectros del campo eléctrico, la densidad de electrones filtrada

en frecuencia y la función de distribución de los electrones, pueden observarse dife-

rencias con el caso de iones inmóviles. La evolución del espectro del campo eléctrico

en Fig.5.5 muestra una estructura similar comparado con la mostrada en la Fig.5.1

para iones inmóviles, sin embargo, con mayores amplitudes. Las ondas con frecuen-

cias cercanas a cero, que se observan en Fig.5.1, aún pueden observarse cuando se le

permite a los iones moverse, pero sus amplitudes son aproximadamente un orden de

magnitud más bajo que las encontradas en las ramas tipo-acústicas, las más excita-

das en este rango de frecuencias.

Se observa que las ramas tipo-acústicas yacen sobre una región que coincide

con una rama de la relación de dispersión lineal para Ti/Te = 1.0 que corresponde

al modo de orden superior de baja frecuencia menos amortiguado. Estas ondas se

excitan antes, durante 300 ≤ tωpe ≤ 1000 [Fig.5.5(a)], mientras que en el caso de

iones inmóviles se observan durante 1000 ≤ tωpe ≤ 1700 [Fig.5.1(b)].

5.2.2. Densidad de electrones filtrada en frecuencias

En las variaciones de la densidad de los electrones filtrada en frecuencias en la

Fig.5.6 hay notorias diferencias con la obtenida en el caso de iones inmóviles de la

Fig.5.2. En primer lugar, la amplitud de las variaciones de baja frecuencia aumen-

tan hasta casi el doble en la densidad filtrada [Fig.5.6(a)] y en su transformada de

Fourier en posiciones [Fig.5.6(b)]. En segundo lugar, la estructura fina de cavidades

de electrones desarrollada en ambos casos es diferente: para el caso de iones móviles,
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Figura 5.5: Espectros del campo eléctrico
∣∣Ēk,ω∣∣ con εe = 4.0× 10−2 para el caso de

iones móviles. Se muestran tres intervalos de tiempo. Además, se muestran ráıces de
la relación de dispersión lineal (2.2.10), correspondientes al modo IA (ĺınea sólida
blanca) y al modo de orden superior de alta frecuencia menos amortiguado (ĺınea
segmentada blanca).

ésta se desarolla desde tωpe ' 500, como se observa en δn̄e,fil y |δn̄k,e,fil|, siendo las

cavidades que se propagan con velocidad |v̄c| = 6.2831 × 10−2 las estructuras pre-

dominantes. La cavidad central formada en el caso de iones inmóviles [Fig.5.6(a)]

aún se forma. Después de tωpe = 1000, estas cavidades dan lugar a cavidades más

pequeñas a tiempos más largos, desarollando una estructura rica en longitudes de

onda cortas.

5.2.3. Función de distribución de los electrones

La evolución de las variaciones de la función de distribución difiere de la observada

en el caso con iones inmóvles. La Fig.5.7 muestra que hay un electron hole cerrándose
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Figura 5.6: Evolución de las variaciones de (a) la densidad de electrones, filtradas en
frecuencias, δn̄e,fil, y (b) su transformada de Fourier espacial, con εe = 4.0× 10−2 e
iones móviles.

en tωpe = 780 alrededor de v̄c [Fig.5.7(a)], mientras que en el caso de iones inmóviles

no hay señales de atrapamiento a velocidades cercanas hasta tωpe = 1460 [Fig.5.3(a)

y (c)]. Este hole es más ancho en posiciones y velocidades, indicando la presencia un

potencial de atrapamiento más intenso que en el caso de iones inmóviles. También

se observa que el hole tiene movimiento acelerado [Figs.5.7(b) a (d)].

Se mantienen aspectos similares: (i) aún se excita la región de atrapamiento en

el centro del dominio de posiciones con velocidad nula. Esto da cuenta de los modos

de baja enerǵıa alrededor de frecuencias cercanas a cero en Fig.5.5, y (ii) se excitan

holes más pequeños, los que pueden dar cuenta de la estructura más fina que se
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Figura 5.7: Evolución de las variaciones de la función de distribución de los electro-
nes, δf̄e, en el rango de bajas velocidades, con iones móviles, para la amplitud de
perturbación εe = 4.0 × 10−2. Se muestra la velocidad de las estructuras en cada
instante (ĺınea segmentada negra).

desarrolla en la densidad de los electrones.

5.2.4. Efectos en el rango de altas velocidades

La introducción de iones móviles también afecta a la distribución de part́ıculas

a altas velocidades. Este hecho se muestra en las correlaciones [ec. (4.3.2)] prome-

diadas en velocidades entre las variaciones de las distribuciones
〈
δf̄e,i

〉
x

y
〈
δf̄e,m

〉
x

en Fig.5.8, evaluadas en el rango de velocidades 2.0 ≤ v̄ ≤ 5.0. Las correlaciones

se desv́ıan de la unidad a tiempo tωpe = 500 y exhiben mayores desviaciones hacia

tωpe = 1100.

Las correlaciones promediadas en posición de las variaciones de la distribución

completa en instantes fijos, δf̄e,j, muestran que las desviaciones respecto del caso de
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Figura 5.8: Correlaciones entre las variaciones de las funciones de distribución pro-
mediadas en posiciones de los electrones de los casos con iones móviles,

〈
δf̄e,m

〉
x
,

y iones inmóviles,
〈
δf̄e,i

〉
x
,
〈
C
[〈
δf̄e,m

〉
x
,
〈
δf̄e,i

〉
x

]〉
v
. Las correlaciones se promedian

en velocidades en el rango 2.0 ≤ v̄ ≤ 5.0.

iones inmóviles se observan en un amplio rango de velocidades, comenzando en la

región de atrapamiento, como se observa en la Fig.5.9.

Se muestra el espacio de fase correspondiente de la distribición de los electrones en

los mismos instantes de la Fig.5.9. Aunque hay diferencias en la posición de algunos

de los holes y en detalles espećıficos en la región de atrapamiento, la estructura del

espacio de fase se mantiene aproximadamente igual, como se muestra en Fig.5.10.

5.3 Dinámica de baja frecuencia asociada a iones pesados

móviles

En esta sección se estudian los efectos de la dinámica de iones pesados en plasma

de electrones, con enfoque en los rangos de baja frecuencia y baja velocidad. Se

discuten resultados mostrados en la sección anterior.
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Figura 5.9: Secciones de las correlaciones promediadas en posición entre las varia-
ciones de la función de distribución completa de los electrones del caso con iones
móviles, δf̄e,m, y iones inmóviles, δf̄e,i,

〈
C
[
δf̄e,i, δf̄e,m

]〉
x
. Amplitud de perturbación

inicial εe = 4.0× 10−2.

5.3.1. Espectros del campo eléctrico

Se describen los espectros de baja frecuencia del campo eléctrico mostrado en la

Fig.5.5. Como se hizo notar previamente, los modos excitados yacen sobre una región

que corresponde al modo de orden superior de baja frecuencia menos amortiguado
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Figura 5.10: Variaciones de la función de distribución de los electrones, δf̄e, para
el caso de iones inmóviles [(a) a (d)] y iones móviles [(e) s (h)], para la región de
atrapamiento relacionada con el modo de Langmuir. Amplitud de perturbación inicial
εe = 4.0× 10−2.

predicho por la relación de dispersión lineal (2.2.10). Se encuentran ondas de baja

amplitud sobre la rama del modo ión acústico lineal, para k̄ = 0.4, sugiriendo un rol

secundario de estas ondas en esta configuración. Las velocidades de fase de las ondas

más intensas se encuentran en el rango 5.610× 10−2 ≤ v̄ ≤ 8.976× 10−2 para todos

los intervalos de tiempo. Se observa que las ondas crecen en amplitud en el tiempo y

alcanzan longitudes de onda más cortas a medida que el sistema evoluciona: inicial-

mente, las ondas más intensas se observan para k̄ < 0.8 [Fig.5.5(a)], luego, surgen

ondas sobre la rama lineal de orden superior con k̄ < 2.4 y la mayor amplitud con
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k̄ = 0.4 [Fig.5.5(b)]. Por último, las ondas alcanzan k̄ = 3.2, y hay tres ondas de

gran amplitud a lo largo de la misma rama, con k̄ = 0.4, 0.8 y 1.2 [Fig.5.5(c)].

5.3.2. Componente de baja frecuencia del potencial electrostático

Figura 5.11: Evolución de las variaciones del (a) potencial electrostático, filtrado en
frecuencia, Φ̄fil, y (b) su transformada de Fourier en posiciones para εe = 4.0× 10−2,
con iones móviles. El intervalo de tiempo corresponde a la localización de estructuras
solitarias en el potencial.

El potencial electrostático está directamente relacionado con el campo eléctrico

y su estructura. Por lo tanto, se describe la evolución del potencial electrostático

filtrado en frecuencia, estimado de la misma forma que la densidad de electrones

filtrada (5.1.1) y considerando el filtro (5.1.2). Este filtro retiene la componente del
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potencial que interactúa con los iones pesados y los electrones lentos correspondien-

tes. Se mantienen frecuencias |ω̄r| ≤ 0.6.

La dependencia de posición del potencial electrostático para el intervalo de tiem-

po 150 ≤ tωpe ≤ 700 se muestra en la Fig.5.11. El potencial exhibe principalmente

dependencia de un solo número de onda (k̄ = 0.4), hasta el instante tωpe = 500, cuan-

do se forma un potencial localizado en el centro del dominio de posiciones, x̄ = L̄x/2

[Fig.5.11(a)], con números de onda hasta k̄ = 0.8 [Fig.5.11(b)]. Luego, se excitan

variaciones con k̄ = 1.2 y el potencial se torna localizado durante 500 ≤ tωpe ≤ 600,

cuando se forman las cavidades en la densidad de los electrones [Fig.5.13(a)].

En la Fig.5.12, durante 400 ≤ tωpe ≤ 1000, se observa que el potencial se vuelve

más localizado y que crece en amplitud, a medida que las cavidades de electrones

se profundizan [ver Fig.5.6(a)], hasta el instante tωpe = 1000, formando dos ondas

solitarias contra-propagantes que se propagan con velocidades |v̄s,Φ| = 6.283× 10−2,

igual a las de las estructuras observadas en δn̄e,fil. Dado que el sistema es periódico, los

bordes del dominio de posiciones, aśı como x̄ = L̄x/2, son puntos de cruce en el que el

potencial se intensifica localmente. Después del cruce en tωpe = 1000, la estructura

solitaria se dispersa y se excitan varias longitudes de onda de baja amplitud [ver

Fig.5.12(b)]. Esto coincide con el cruce de las cavidades principales y el crecimiento

de la cavidad en el centro del dominio de posiciones, y la posterior generación de

cavidades angostas en la densidad de electrones. Las cavidades principales persisten

en instantes posteriores.
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Figura 5.12: Evolución de las variaciones del (a) potencial electrostático, filtrado
en frecuencia, Φ̄fil, y (b) su transformada de Fourier en posiciones para εe = 4.0 ×
10−2, con iones móviles. El intervalo de tiempo mostrado considera la formación y
propagación de estructuras solitarias.

5.3.3. Evolución de la densidad de electrones

En la componente de baja frecuencia de las variaciones de la densidad de electro-

nes las Figs.(5.6) se forman cavidades en tωpe ' 500, cuando el potencial electrostáti-

co filtrado en frecuencias se localiza en el espacio de posiciones. La Fig.5.13 muestra

un detalle de las variaciones de la densidad de electrones filtradas en frecuencia entre

200 ≤ tωpe ≤ 700. Inicialmente, la mayoŕıa de las variaciones ocurre en el número

de onda excitado, k̄ = 0.4. La carga se homogeiniza a medida que la polaridad del

potencial filtrado en frecuencia se revierte [320 ≤ tωpe ≤ 440, Fig.5.11(a)]. Durante
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400 ≤ tωpe ≤ 500, se observa una reducción localizada de electrones alrededor de

x̄ = L̄x/2, alcanzando esa posición en el instante tωpe = 500. Luego comienzan a

propagarse cavidades de electrones de baja profundidad.

Figura 5.13: Evolución de las variaciones de (a) la densidad de electrones, filtrada
en frecuencias, δn̄e,fil, y (b) su transformada de Fourier en posiciones, para εe =
4.0×10−2, con iones móviles. El intervalo de tiempo mostrado considera la formación
de las cavidades de electrones.

Las cavidades se propagan en el espacio de posiciones, produciendo cavidades

más profundas en los puntos de cruce [Fig.5.6(a)]. Las cavidades se enanchan y se

propagan acompañadas por un exceso de electrones en sus bordes, desde tωpe = 800.

En el instante tωpe = 900 se excita la cavidad central. Las tres cavidades se cruzan

hacia tωpe = 1000, llevando a la generación de variaciones de longitudes de onda

85



cortas [Fig.5.6(b)] y varias cavidades angostas [Fig.5.6(a)].

Figura 5.14: Espectros de las variaciones de la densidad de electrones |δn̄e,k,ω| pa-
ra εe = 4.0 × 10−2, para el caso de iones móviles. Se muestran tres intervalos de
tiempo. Además, se muestran ráıces de la relación de dispersión lineal (2.2.10), co-
rrespondientes a la rama IA (ĺınea sólida blanca) y el modo de orden superior de
baja frecuencia menos amortiguado (ĺınea segmentada blanca).

Se discute la evolución del espectro de las variaciones de la densidad de electro-

nes δn̄e. La Fig.5.14 muestra que la estructura de baja frecuencia de la densidad

de electrones involucra la excitación de diversas ondas en la misma región que las

encontradas en el campo eléctrico (Fig.5.5). La amplitud de estas ondas aumenta a

medida que se forman las cavidades [Fig.5.14(a) y (b)], excitando mayormente ondas

de longitud de onda corta, 1.2 < k̄ < 2.4. Las amplitudes de estas ondas continúa

creciendo a tiempos más largos, excitando variaciones con longitudes de onda más

cortas, k̄ > 2.4 [Fig.5.14(c)]. Por lo tanto, la mayor parte de la dinámica de baja
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frecuencia de δn̄e está asociada a ondas que yacen sobre la rama de orden superior

menos amortiguada, particularmente con k̄ = 1.2 y k̄ = 1.6. Se excitan ondas por

debajo de la rama IA lineal [ĺınea sólida blanca en Fig.5.14(c)], manteniendo bajas

amplitudes en comparación con las de la rama tipo-acústica.

Se hace notar que las ondas más intensas que se excitan en este caso se propagan

con velocidades de fase en el mismo rango o cercanas a la velocidad |v̄c| de las

cavidades de electrones en Fig.5.6(a). En el intervalo de tiempo inicial, los rangos son

4.488× 10−2 ≤ v̄ ≤ 8.976× 10−2 y un rango de bajas velocidades 0.0 ≤ v̄φ ≤ 2.244×

10−2 [Fig.5.14(a)], 6.732 × 10−2 ≤ v̄φ ≤ 8.334 × 10−2 [Fig.5.14(b)], 5.984 × 10−2 ≤

v̄φ ≤ 8.228 × 10−2 [Fig.5.14(c)]. Además, se excitan ondas más lentas [Fig.5.14(b)

and (c)], que coinciden con la formación de la cavidad central [Fig.5.6(a)].

5.3.4. Evolución de la densidad de iones pesados

Las variaciones de la densidad de iones, δn̄i, se muestran en las Figs.5.15 y 5.16.

Inicialmente, las variaciones temporales en la densidad de los iones ocurren en su ma-

yoŕıa con número de onda k̄ = 0.4 [Figs.5.15(b) y 5.16(b)] con amplitud decreciente.

Durante 200 ≤ tωpe ≤ 300 el potencial tiene un máximo local que expele iones ha-

cia los bordes del dominio de posiciones, como se observa durante 300 ≤ tωpe ≤ 450

[Fig.5.15(a)]. Entonces, el potencial aumenta en esas regiones y los iones nuevamente

se acumulan en la posición x̄ = L̄x/2. Esta acumulación de carga está acompañada

por la formación de cavidades en la densidad de los electrones [Fig.5.13(a)] y pro-

ducen un potencial localizado en el instante tωpe = 500 [Fig.5.11(a)]. Ya que el

potencial involucra longitudes de onda cortas, la fuerza sobre las especies aumen-

ta, acumulando una gran cantidad de iones en los bordes alrededor del instante
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Figura 5.15: Evolución de (a) las variaciones de la densidad de iones, δn̄i, y (b) su
transformada de Fourier en posiciones para εe = 4.0× 10−2. El intervalo de tiempo
considera la localización de pulsos compresivos.

tωpe = 600 [Fig.5.15(a)].

La Fig.5.16 muestra la evolución de δn̄i a tiempos largos. Después del proceso de

localizacion, dos estructruras solitarias contra-propagantes correspondientes a pul-

sos compresivos comienzan a propagarse con velocidades |v̄s| ' 6.283 × 10−2. Su

propagación coincide con la de las cavidades de electrones [Fig.5.6(a)], sugiriendo

que ambas estructuras se acoplan en el espacio de posiciones, y dando cuenta del

potencial solitario en la componente de baja frecuencia [Fig.5.12(a)]. Las estructuras

solitarias pierden coherencia después de tωpe = 1000 a medida que se desarrollan

estructuras de longitud de onda corta (k̄ > 2.1) de baja amplitud [see Fig.5.16(b)].
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Figura 5.16: Evolución de (a) las variaciones de la densidad de iones, δn̄i, y (b) su
transformada de Fourier en posiciones para εe = 4.0× 10−2. El intervalo de tiempo
considera la formación de los pulsos compresivos de iones y su posterior propagación.

Este evento coincide con la formación de estructuras de longitud de onda corta en

la densidad de los electrones y la dispersión de las estructuras de la componente de

baja frecuencia del potencial electrostático.

La evolución del espectro de baja frecuencia de las variaciones de la densidad de

iones en Fig.5.17 exhibe variaciones de baja amplitud, teniendo mayor intensidad

ondas de longitud de onda larga, k̄ < 1.2. Se observan ondas a lo largo de la rama

tipo-acústica, teniendo mayor amplitud las ondas con k̄ ≤ 0.8. La velocidad de fase

de estas ondas está dentro del rango 4.488× 10−2 ≤ v̄φ ≤ 8.976× 10−2, que coincide

con la estructura de las ondas en |Ēk,ω| y |δn̄e|. Se observan otras ondas intensas
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con frecuencia cercana a cero en el rango 0.4 ≤ k̄ ≤ 1.2 [Figs.5.17(b) y (c)]. Como

en el caso de la densidad de los electrones, también se observan ondas ubicadas en

o debajo de la rama IA lineal, durante 1100 ≤ tωpe ≤ 1800 con números de onda

bajos, k̄ ≤ 2.4 [Figs.5.17(c)].

Figura 5.17: Espectros de las variaciones de la densidad de los iones |δn̄i,k,ω| para
εe = 4.0× 10−2 para el caso de iones móviles. Se muestran tres intervalos de tiempo.
Además, se muestran ráıces de la relación de dispersión lineal (2.2.10), correspon-
dientes al modo IA lineal (ĺınea sólida blanca) y al modo de orden superior de baja
frecuencia menos amortiguado (ĺınea segmentada blanca).

5.4 Estructuras no-linealies asociadas a electrones e iones

Las estructuras observadas en la densidad de los iones y en la componente de baja

frecuencia de la densidad de los electrones están localizadas en las mismas posiciones

y se propagan con las mismas velocidades, como se puede notar de las Figs.5.6(a)
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y 5.16(a). Se discute sobre el instante en que tal acoplamiento ocurriŕıa, τloc, y las

funciones de distribución completas.

5.4.1. Correlaciones locales

Como las estructuras de baja frecuencia de la densidad de los electrones y de los

iones exhiben tendencias opuestas, sus correlaciones locales, C [δn̄i, δn̄e,fil], estimadas

como

C [δn̄i, δn̄e,fil] (x̄, t̄) =
δn̄i(x̄, t̄)δn̄e,fil(x̄, t̄)

σi(t̄)σe,fil(t̄)
,

donde σj(t̄) es la desviación estándar de la densidad de part́ıcula de la especie j en

el tiempo, debieran exhibir anti-correlación en las posiciones en que se encuentran

las cavidades de electrones y los pulsos compresivos de iones. La evolución de las

correlaciones locales de las densidades se muestra en la Fig.5.18.

Figura 5.18: Evolución de C [δn̄i, δn̄e,fil]. Se indica el instante de localización τloc (ĺınea
segmentada roja) para εe = 4.0× 10−2.
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Las correlaciones locales permiten determinar el instante τloc encontrando el ins-

tante en el que las correlaciones comienzan a ser negativas en las posiciones de estas

estructuras. En este caso, τloc = 618.75. Antes de este instante, las correlaciones son

principalemente positivas. Después, se observa anti-correlación en las zonas donde

están las estructuras. Para tωpe > 1000, el comportamiento anti-correlativo se pierde

en una gran extensión aunque en ciertas regiones puede observarse forma intermitente

(por ejemplo, ver Fig.5.18 durante 1200 ≤ tωpe ≤ 1400 and 1700 ≤ tωpe ≤ 1800). La

mayor parte del tiempo, ambas densidades se encuentran no-correlacionadas (C ∼ 0)

debido a la diferencia en el rango de las longitudes de onda de cada especie.

5.4.2. Funciones de distribución

Se observan las variaciones de la función de distribución, δf̄j = f̄j − f̄0,j, en tres

etapas: (i) al inicio de la formación de las estructuras no-lineales (tωpe < τloc), (ii)

durante la propagación de las estructuras (τloc ≤ tωpe ≤ 1000) y (iii) en la formación

de estructuras de longitudes de onda cortas (tωpe > 1000).

Inicio de la formación de las estructuras

La Fig.5.19 muestra las variaciones de las funciones de distribución de los elec-

trones [Figs.5.19(a) a (d)], y de los iones [Figs.5.19(e) a (h)], en cuatro instantes

previos a la propagación de las estructuras no-lineales de baja frecuencia en las den-

sidades. Las variaciones en la distribución de los electrones muestra la formación

de una reducción localizada de part́ıculas justo por sobre la velocidad de fase v̄φ,IA,

y que continúa localizándose a medida que la filamentación progresa [Fig.5.19(d)].

Esta región está centrada alrededor de |v̄| ' 6.0×10−2, cercana a |v̄c| y daŕıa cuenta

de la formación de las cavidades de baja profundidad durante 400 ≤ tωpe ≤ 500
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Figura 5.19: Variaciones de la función de distribución de los electrones, δf̄e [(a) a (d)]
y iones δf̄i [(e) a (h)] con εe = 4.0× 10−2, antes de la localización de las estructuras
no-lineales en ambas densidades. Se indica la velocidad v̄φ,IA (ĺınea negra punteada).

en la componente de baja frecuencia de las variaciones de la densidad de electrones

(Fig.5.13).

En las variaciones de la distribución de los iones ocurren variaciones de gran am-

plitud para el rango de velocidades |v̄| ≤ v̄φ,IA. Esta distribución exhibe un lento
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proceso de filamentación. Se hace notar que a medida que la reducción localizada

de electrones se mueve en el espacio de posiciones, la densidad de iones a lo largo

de las estructuras filamentarias exhibe una acumulación localizada de part́ıculas en

las mismas posiciones, la que se observa acelerar desde v̄ = 2.0 × 10−2 [Fig.5.19(g)]

hacia v̄ = 4.0×10−2 [Fig.5.19(h)]. Esta acumulación daŕıa cuenta de la formación de

pulsos compresivos en la densidad de los iones en el instante tωpe ≤ 600 [Fig.5.15(a)].

Figura 5.20: Evolución de las variaciones de la función de distribución de los iones
promediadas en posiciones,

〈
δf̄i
〉
x̄
, alrededor de v̄ = v̄φ,IA for εe = 4.0× 10−2.

La reducción en la población de los electrones puede entenderse observando las

variaciones de la función de distribución de ambas especies promediadas en posicio-

nes,
〈
δf̄j
〉
x̄

[ec. (4.2.1)]. Aunque puede observarse una componente de alta frecuencia,

se puede notar que el comportamiento de ambas distribuciones tiene similitudes con

el caso de perturbaciones amortiguadas, a saber, hay una población de iones que es

acelerada hacia velocidades alrededor de v̄φ,IA (Fig.5.20), mientras que los electrones

con velocidad ligeramente superior a v̄φ,IA, en un rango acotado de velocidades, son

frenados (Fig.5.21), produciendo un despoblamiento localizado. Como los iones in-
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teractúan naturalmente con ondas cuya velocidad de fase se encuentra en este rango

de velocidades, los electrones experimentan los efectos dinámicos opuestos asociado

al campo eléctrico de baja frecuencia. A medida que la filamentación ocurre, esta

información se traslada hacia la dependencia de posiciones, siendo observada como

cavidades en la densidad de electrones δn̄e,fil. Del presente análisis no queda claro si

los electron holes relacionados con las ondas de Langmuir contribuyen a la formación

de esta reducción localizada.

Figura 5.21: Evolución de las variaciones de la función de distribución de los electro-
nes promediadas en posiciones,

〈
δf̄e
〉
x̄
, alrededor de v̄ = v̄φ,IA para εe = 4.0× 10−2.

Propagación de estructuras no-lineales

La Fig.5.22 muestra la función de distribución de los electrones [Figs.5.22(a)

a (d)], y de los iones [Figs.5.22(e) a (h)], en cuatro instantes correspondientes a

la propagación de las estructuras localizadas. En las variaciones de la función de

distribución de los electrones se observa que la reducción localizada de part́ıculas

evoluciona en un electron hole, denominado primario, que se propaga con velocidad

v̄H = 6.25 × 10−2. Esta velocidad se encuentra en el rango de las velocidades de
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Figura 5.22: Variaciones de la función de distribución de los electrones δf̄e [(a) a
(d)] y de los iones δf̄i [(e) a (h)] para εe = 4.0 × 10−2, durante la propagación de
cavidades de electrones y de pulsos de iones compresivos. Se muestran las velocidades
v̄φ,IA (ĺınea punteada negra) y del electron hole v̄H (ĺınea segmentada negra).

fase de las ondas encontradas en el espectro del campo eléctrico [Fig.5.5(a)] y de

las variaciones de la densidad de los electrones [Fig.5.14(a)]. A medida que el hole

se propaga, su ancho en el espacio de velocidades aumenta, indicando que hay una

intensificación del potencial de atrapamiento asociado a él [ver Fig.5.12(a)], y que la

96



población de electrones alrededor del hole produce el apantallamiento observado en

Ref.[41], el que lleva a un decaimiento abrupto del potencial en los bordes del hole.

Tal exceso de electrones se observa en las Figs.5.23(b) a (d) en δn̄e,fil.

Figura 5.23: Variaciones de la componente de baja frecuencia de la densidad de
electrones, δn̄e,fil (negro), y variaciones de la densidad de los iones, δn̄i (rojo), para
los instantes mostrados en la Fig.5.22, considerando velocidades positivas y negativas
de las funciones de distribución.

En la distribución de los iones [Figs.5.22(e) a (g)], se observa que la acumula-

ción localizada de iones se intensifica, aśı como también se observa en las variaciones
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de la densidad de los iones en Fig.5.23, y que ésta es desplazada hacia v̄φ,IA. Esta

intensificación puede ser explicada por el hecho de que el aumento de la intensi-

dad del potencial del electron hole lleva a una acumulación de iones pesados en el

interior de la región de atrapamiento [40]: un potencial positivo localizado con am-

plitud creciente frena a los iones entrantes con una fuerza creciente, alargando su

tiempo de tránsito. Debido a que los iones aumentan el potencial positivo localiza-

do, este proceso lleva a un aumento auto-consistente del potencial en la región de

atrapamieto, la profundidad de las cavidades en la densidad de los electrones y de la

amplitud de los pulsos compresivos en la densidad de los iones, observados durante

600 ≤ tωpe ≤ 1000 en las Figs.5.6(a) y 5.16(a). Estas estructuras dan cuenta de las

ondas solitarias encontradas en el potencial electrostático en Fig.5.12(a).

Una vez que el hole se ha formado [Fig.5.22(c)], iones con diferentes velocidades

contribuyen a la formación de los pulsos. Esto se observa en la acumulación local de

iones a lo largo de los filamentos cerca de x̄ = L̄x [Fig.5.22(g)], con velocidad más

baja. Además, a medida que el potencial de estas estructuras crece en amplitud, éste

es capaz de limitar el tránsito de iones más rápidos, como puede observarse alrededor

de v̄H en tωpe = 970 [Fig.5.22(h)].

Formación de estructuras de longitudes de onda cortas

La Fig.5.24 muestra las variaciones de la función de la distribución de los elec-

trones [Figs.5.24(a) a (d)] y de los iones [Fig.5.24(e) a (h)], en cuatro instantes

correspondientes a la formación de estructuras de longitudes de onda cortas, después

de tωpe = 1000, encontradas en Figs.5.6 y 5.16. Las secciones de las variaciones de

las densidades en la Fig.5.25 muestran sólo las estructuras que se propagan con ve-
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Figura 5.24: Variaciones de la función de distribución de los electrones, δf̄e, [(a) a (d)]
y de los iones δf̄i [(e) a (h)] para εe = 4.0×10−2, durante la propagación de cavidades
de electrones y de los pulsos compresivos de iones. Se muestran las velocidades v̄φ,IA
(ĺınea punteada negra) y del electron hole v̄H (ĺınea segmentada negra).

locidad positiva.

Las variaciones de la distribución de los electrones muestran la formación de elec-

tron holes más pequeños, los que daŕıan cuenta de la propagación de cavidades de
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Figura 5.25: Variaciones de la componente de baja frecuencia de la densidad de
electrones, δn̄e,fil (negro), y variaciones de la densidad de los iones, δn̄i (rojo), para
los instantes mostrados en la Fig.5.24, considerando sólo estructuras que se propagan
con velocidad positiva.

electrones más pequeñas que se observan en δn̄e,fil [Figs.5.6(a) y 5.25]. En el instante

tωpe = 1000, las variaciones de la distribución de los electrones muestran distorsiones

en los bordes del espacio de posiciones de los electron holes primarios [Fig.5.24(a)]

a partir de los que crecen holes secundarios, uno alrededor de v̄H y otro alrededor

de v̄φ,IA, como se observa en tωpe = 1240 [Fig.5.24(c)]. El proceso se detalla en las

Figs.5.26(a) a (d). En instantes posteriores, se excitan holes más pequeños y len-

100



tos, por debajo de v̄ = v̄φ,IA, los que se observan en δn̄e,fil como cavidades angostas

[Fig.5.6(a)]. Estos holes crecen a partir de pequeñas perturbaciones en la función de

distribución, observadas desde tωpe = 970 [Fig.5.22(d)] y se establecen una vez se

forman los holes secundarios. Comparando con el caso de iones inmóviles, se sugiere

que el crecimiento de estos pequeños holes se debe a estructuras relacionadas con los

holes de las LWs no-lineales.

Las variaciones de la distribución de los iones exhiben acumulaciones locales den-

tro de la región primaria de atrapamiento de electrones, en tωpe = 1000 [Fig.5.24(e)].

Una vez que los holes secundarios y los más pequeños se han formado, la distribu-

ción de los iones ha experimentado perturbaciones que culminan con la formación

de varias zonas de acumulación local de iones a lo largo de las estructuras filamen-

tarias [Fig.5.24(f) y más notoriamente en la Fig.5.24(h)]. En este proceso se observa

la deformación del filamento en el rango de velocidades v̄φ,IA ≤ v̄ ≤ v̄H a medida

que se forman los holes secundarios [Fig.5.26(e) a (h)]. En instantes posteriores, ta-

les deformaciones también ocurren por debajo de v̄φ,IA cuando se forman los holes

pequeños [Fig.5.24(h)]. Este proceso parece producir la pérdida de coherencia tanto

en los pulsos compresivos de los iones como en la componente de baja frecuencia

del potencial electrostático desde el instante tωpe = 1000. Sin embargo, la Fig.5.25

sugiere que las estructuras primarias de iones y electrones se mantienen acopladas

[Figs.5.25(a) y (b)].

La Fig.5.26 muestra la formación de electron holes secundarios entre tωpe = 970

y tωpe = 1200, y de la estrcutura de la distribución de los iones alrededor de v̄H .

Antes de que se formen los holes secundarios, los iones se acumulan localmente en el
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Figura 5.26: Detalles de las variaciones de la distribución de los electrones, δf̄e [(a) a
(d)], y de los iones, δf̄i [(e) a (h)]. En esta última se considera un rango de velocidades
v̄φ,IA ≤ v̄ ≤ v̄H durante el proceso de formación de los holes secundarios. Se muestran
las velocidades v̄φ,IA (ĺınea punteada negra) y del electron hole v̄H (ĺınea segmentada
negra).

centro del electron hole primario [Fig.5.26(a) y (e)] alrededor de la velocidad del hole

v̄H , compartiendo bordes en el espacio de posiciones con el electron hole en cuestión.

Esta región se estira con un borde siendo arrastrado hacia la velocidad v̄φ,IA y el

otro hacia v̄H [Figs.5.24(f) a (h)], indicando que una porción de estos iones ha sido

acelerado a velocidades más rápidas y otros a velocidades más lentas con respecto a

la velocidad del hole primario. Esta deformación ocurre después de que los tres holes
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se cruzan en tωpe = 1000, cuando la componente de baja frecuencia del potencial es

localmente intensificada. Estas deformaciones son más notorias a tiempos más largos

[ver Fig.5.24(e)], y pueden interpretarse como pulsos compresivos de iones [38, 71]

localizados en los bordes del hole, capaces de atrapar electrones aledaños [Fig.5.24(c)

y (d)]. En estas referencias, tales pulsos llevan al rompimiento del hole primario en

dos holes secundarios contra-propagantes. Sin embargo, en este caso el hole primario

persiste. La razón de esto podŕıa ser que una pequeña parte de la población de los

iones contribuye a estos pulsos, mientras que hay un mayor número de iones dentro

del hole primario que sustenta el potencial de atrapamiento.

En todos los instantes mostrados, los electron holes se propagan de forma acele-

rada (v̄H = 6.25×10−2 a 7.75×10−2) comparados con los que se muestra en Fig.5.24.

Tal aceleración podŕıa estar relacionada con la generación de los holes secundarios,

debido a que inicialmente los holes primarios se propagan con velocidad aproxima-

damente constante [ver Figs.5.22(a) a (d)].

5.5 Resumen y discusión

Este caṕıtulo se enfoca en la evolución no-lineal de un plasma electrostático

compuesto por electrones y iones con razón de masa m̄i = 1836.153, inicialmente

isotérmicos, T̄i = 1.0, ambos inicializados con distribuciones Maxwellianas sin deri-

va relativa. Una comparación entre los casos de iones móviles e inmóviles indica que

hay una dinámica de baja frecuencia que ocurre con ondas localizadas, desarrollando

regiones de atrapamiento en la función de distribución de los electrones alrededor de
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v̄H = 6.0× 10−2, observadas como cavidades en la componente de baja frecuencia de

la densidad de los electrones. Cuando se dota de movimiento a los iones, se excita

una región similar de ondas en el plano ω̄r − k̄, correspodiente a la rama de orden

superior de baja frecuencia menos amortiguada de la relación de dispersión lineal,

y las cantidades observadas exhiben amplitudes mayores. En este caso, se excitan

electron holes de mayor tamaño y exhiben una mayor dinámica. Por lo tanto, la

presencia de iones pesados con T̄i = 1.0 potencia la dinámica de baja frecuencia.

A velocidades más altas, las estructuras del espacio de fase relacionadas con las

LWs no-lineales también resultan modificadas, como se observa en las correlaciones

promediadas en posiciones de las variaciones de las funciones de distribución en ins-

tantes fijos entre los casos con iones móviles e inmóviles. Sin embargo, la dinámica en

general es similar, como se observa en las variaciones de las funciones de distribución

de los electrones de ambos casos.

La dinámica de baja frecuencia observada indica que la presencia de iones móviles

excita ondas solitarias electrostáticas relacionadas con la formación de electron holes

lentos contra-propagantes que inicialmente crecen en amplitud, acumulando iones en

el interior del holee intensificando el potencial asociado a la estructura. Esto conduce

a la formación de pulsos iónicos compresivos y a ondas electrostáticas solitarias en el

potencial. Esto sin introducir una deriva relativa y formándose a partir de la pertur-

bación inicial, a diferencia de lo mostrado en las Refs.[39, 41, 42]. En esos trabajos

ambas especies tienen deriva relativa y/o el plasma se inicializa con un electron hole.

Estas estructuras se acoplan y se propagan a la misma velocidad. Esta velocidad

es del orden de las velocidades de fase sobre la rama excitada que se observa en
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el espectro del campo eléctrico. Los espectros de las densidades muestran que los

electrones contribuyen mayormente con la formación de estructuras de longitudes de

onda cortas, mientras que los iones lo hacen con longitudes de onda largas. No queda

claro si los electron holes vinculados al régimen no-lineal de las LWs contribuyen a

la formación de estos holes

Notablemente, los espectros muestran baja actividad alrededor de la región co-

rrespondiente a la rama IA lineal, el modo de baja frecuencia menos amortiguado de

la relación de dispersión lineal, en la propagación de estas estructuras, sugiriendo un

rol menor en la dinámica del plasma. Sin embargo, información de las funciones de

distribución indica que hay interacción resonante alrededor de la velocidad de fase de

las IAWs v̄φ,IA para el número de onda excitado, desde los primeros instantes de la

simulación. Los electrones con velocidades similares experimentan el efecto dinámico

opuesto debido a la diferencia de carga eléctrica, siendo mayormente frenados y des-

poblando un intervalo de velocidades acotado por sobre la velocidad v̄φ,IA. A medida

que el sistema evoluciona, este despoblamiento se traduce en un despoblamiento en

el espacio de posiciones, llevando a la formación de las estructuras no-lineales.

Los pulsos compresivos en la densidad de los iones se propagan con velocidad

|v̄s| = 2.6919c̄s, donde c̄s =
√
T̄e/m̄i = 2.334× 10−2, fuera del rango predicho por el

modelo de fluidos para IASs [28]. Además, las ondas relacionados con su propagación

no se encuentran en la región de la rama IA lineal, como se requiere en el caso de la

solución anaĺıtica de baja amplitud [29, 72] y como se ha observado en simulaciones

[32, 33]. Por lo tanto, los presentes resultados sugieren que las estructuras excitadas

no corresponden a IASs.
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A medida que el potencial de atrapamiento crece, el hole primario crece en ex-

tensión e interactúa con iones con velocidades más rápidas. Estos iones, que son

co-móviles con el electron hole, pueden resultar eventualmente repelidos desde su

centro si el potencial es lo suficientemente intenso. Esto se observa cuando los holes

contra-propagantes y el hole central se cruzan en el centro del dominio de posiciones.

Al intensificar el potencial localizado, su gradiente en los bordes se vuelve mayor,

acelerando iones hacia velocidades más altas o más bajas, dependiendo de su ubi-

cación en el interior del hole. Este proceso introduce estructuras de longitudes de

onda cortas en la densidad de los iones. A medida que los iones son forzados hacia

los bordes de la región de atrapamiento, se forman pulsos compresivos con poten-

cial localizado positivo capaz de atrapar electrones de los bordes del hole, generando

electron holes sercundarios. A diferencia de otros trabajos en los que el hole primario

se rompe [38, 71], esta estructura persiste, posiblemente por la mayor cantidad de

iones pesados acumulados en su interior. Aún queda por estudiar la aceleración del

electron hole primario aśı como la formación del hole central y los pequeños holes

con velocidades inferiores a v̄φ,IA. Se hipotetiza que estos holes pequeños debieran

ser causados por estructuras finas asociadas al modo rápido en ambos lados de la

función de distribución de los electrones, cuyo efecto neto es un campo eléctrico de

baja frecuencia, considerando que también se observan en el caso de iones inmóviles.
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6 Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han estudiado plasmas electrostáticos, no colisionales,

no magnetizados, sin deriva relativa compuestos por electrones y iones Maxwellianos

con razón de masa m̄i = 1836.153 y razón de carga qi/|qe| = 1.0, excitando sólo

un número de onda, k̄ = 0.4, con amplitudes de perturbación εe bajo la amplitud

cŕıtica εe,C necesaria para excitar el amortiguamiento no lineal de Landau de LWs,

obteniéndose oscilaciones amortiguadas, y por sobre εe,C , produciendo oscilaciones

no lineales, ambas para el caso de especies inicialmente isotérmicas, T̄i = 1.0.

En el caso de oscilaciones amortiguadas, se propagan dos tipos de ondas en el

plasma, las LWs, conducidas por la dinámica de los electrones, y las IAWs, condu-

cidas por la dinámica de los iones pesados, como fue concluido por Xu et al. [20],

identificados por la comparación entre los espectros del campo eléctrico y las fre-

cuencias y tasas de amortiguamiento predichas por la relación de dispersión lineal

cinética. Como T̄i = 1.0, la diferencia entre las frecuencias y tasas de amortigua-

miento se deben a la diferencia de inercia, produciendo un amortiguamiento débil y

frecuencias más bajas en las IAWs que en las LWs. La distribución de los electrones

participa en la propagación de ambas ondas.
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Se encuentra una zona de resonancia en las distribuciones de ambas especies,

involucrando la velocidad de fase de las IAWs, v̄φ,IA, en las que los iones dominan la

dinámica y electrones con velocidades en el orden de v̄φ,IA experimentan los efectos

dinámicos opuestos debido a la diferencia de carga eléctrica, como se esperaba de

la estimación de la función de distribución de la teoŕıa lineal. También se encuentra

que ambos tipos de ondas se propagan de forma relativamente independiente una de

la otra, ya que la zona de resonancia relacionada con una de ellas, o toda la especie,

no son afectadas de forma importante por la propagación de la otra onda, sugiriendo

que toda la dinámica corresponde a una superopsición de ambos tipos de ondas.

Por lo tanto, inicialmente, predominaŕıan las LWs de gran amplitud, sostenida por

electrones con velocidades ceranas a v̄φ,L. Dado que la tasa de amortiguamiento es

mayor, las oscilaciones de Langmuir decaen rápidamente por debajo de los niveles de

las IAWs, sostenidas por part́ıculas con velocidades cercanas a v̄φ,IA, y la dinámica

es gobernada por estas ondas.

En el caso de oscilaciones no lineales, se encuentra que el caso de iones inmóviles

exhibe una dinámica de baja frecuencia de varios ciclos de oscilaciones de plasma de

electrones después de la formación de la zona de atrapamiento asociada al amorti-

guamiento no lineal de Landau de las LWs. Las variaciones en la distribución de los

electrones muestran el desarrollo de un electron hole con velocidad v̄ = 0 seguido por

electron holes contra-propagantes con velocidades |v̄| ' 6.0× 10−2, con señales tipo-

acústicas en el espectro del campo eléctrico |Ēω,k|. Posteriormente, la distribución

de los electrones se pobla densamente por electron holes pequeños dentro del rango

|v̄| ≤ 0.1. Se muestra que la introducción de iones móviles inicialmente isotérmicos

potencia la dinámica de baja frecuencia, permitiendo la propagación de electron ho-
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les con velocidades |v̄| = 6.283×10−2 de gran extensión en los espacios de posición y

velocidad, en instantes anteriores a los del caso de iones inmóviles. Una comparación

en más detalle de las variaciones de la función de distribución promediada en posicio-

nes y la función de distribución en ambos casos indica que hay una modificación en

la estructura del espacio de fase, incluso en el electron hole relacionado a las LWs. El

espectro |Ēk,ω| muestra la excitación de ondas en la misma región que en el caso de

iones móviles, pero la rama tipo-acústica involucra ondas de mayor amplitud. Aun-

que se detecta actividad de baja frecuencia, las IAWs no son las más excitadas en el

sistema, al contrario del caso de oscilaciones amortiguadas, y la mayor actividad se

encuentra más bien sobre una rama correspondiente al modo de orden superior de

baja frecuencia menos amortiguado después del modo IA predicho por la relación de

dispersión lineal.

Al enfocarse en la dinámica de baja frecuencia, se observa que el potencial elec-

trostático filtrado en frecuencias exhibe estructuras solitarias contra-propagantes que

persisten por largos tiempos con velocidades aproximadamente constantes, |v̄s,Φ| =

6.283× 10−2, las que pueden identificarse como ondas solitarias electrostáticas. Las

variaciones filtradas en frecuencias de la densidad de electrones y las variaciones de

la densidad de iones exhiben estructuras complementarias que se propagan con la

misma velocidad, correspondientes a cavidades en la densidad de electrones y pulsos

compresivos en la densidad de iones. Es destacable que estas estructuras se excitan

sin haber una deriva relativa entre ambas especies, y que se desarrollan naturalmente

desde la perturbación inicial sin requerir una excitación inicial para el electron hole

o el solitón de iones [39, 41, 42]. El espectro de cada cantidad indica que los electro-

nes contribuyen al desarrollo de estructuras de longitud de onda corta mientras que
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los iones pesados sostienen las de longitud de onda larga. Ambas dan cuenta de la

generación de un potencial electrostático positivo localizado de baja frecuencia Φ̄fil.

Estas estructuras también dan cuenta de la estructura de dispersión encontrada en

|Ēω,k|.

Secciones del espacio de fase indican que la estructura de cavidades en la densidad

de electrones se debe al desarrollo de electron holes. Particularmente, los holes que

inicialmente se mueven con velocidad |v̄| = 6.283 × 10−2, aqúı denominados como

primarios, estaŕıan relacionados con la dinámica de los iones, ya que se originan por

un despoblamiento de electrones con velocidades ligeramente superiores a v̄φ,IA en un

rango acotado de velocidades. Las funciones de distribución promediadas de ambas

especies sugieren que este despoblamiento se debe a los efectos dinámicos opuestos

del campo elétrico en ambas especies alrededor v̄φ,IA debido a una diferencia de car-

ga. A medida que el potencial asociado crece en el tiempo, los iones se acumulan en

el interior de los holes primarios. Este proceso da cuenta de la formación de pulsos

compresivos en la densidad de iones, intensificando el potencial local. Debido a que

las ondas relacionadas a estas estructuras no yacen sobre la rama IA lineal, como śı

se ha observado en trabajos relacionados a IASs [32, 33], y su velocidad de propaga-

ción está fuera del rango predicho anaĺıticamente para IASs [28], estas estructuras

no pueden asociarse a IASs.

Los iones que se mueven junto con el hole primario son particularmente afecta-

dos por el atrapamiento, produciendo dos pulsos compresivos en los bordes del hole

primario en el espacio de posiciones y llevan a la formación de electron holes secun-

darios. A diferencia de otros trabajos en los que el hole primario se rompe en dos
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holes secundarios [38, 71], este electron hole primario continúa propagándose, posi-

blemente por la comparativamente mayor población de iones que aún se encuentran

acumulados en el hole primario en comparación con la de aquellos que producen los

secundarios.

Con el fin de completar la imagen de la dinámica de baja frecuencia del plasma,

aún es necesario estudiar cualquier posible efecto de las estructuras predominantes

en el plasma, a saber, electron holes relacionados con LWs no lineales, las que aunque

involucran frecuencias altas (ω̄r & 1) y velocidades altas (v̄ ∼ v̄φ,L), aún es posible

que se acoplen y produzcan estructuras de baja frecuencia que podŕıan afectar e

desarrollo de las estructuras producidas en presencia de iones móviles, aśı como la

aceleración del hole primario. Es también de interés estudiar el comportamiento de

la función de distribución de los electrones en otros rangos de velocidades, ya que las

correlaciones promediadas en posiciones de las funciones de distribución de electrones

de los casos de iones inmóviles y móviles con T̄i = 1.0 se tornan no correlacionadas

en una gran extensión del dominio de velocidades, indicando la presencia de más

estructuras no lineales que también fueron excluidas del presente análisls. También se

deben estudiar los efectos que se produce con la variación de la razón de temperatura

iónica.
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Apéndices
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A Cálculo de la relación de dispersión lineal

A.1 Relación de dispersión lineal desde ec.(2.2.6) a ec.(2.2.8)

Considerando las trayectorias no perturbadas, la expontencial resulta

exp [i (k · [r′(t′)− r]− ω [t′ − t])] = exp [i ([k · v− ω] t′ + ωt)] .

Al integrar directamente (2.2.6) y al usar el potencial electrostático en el espacio de

Fourier, se obtiene

∫ t

−∞
exp [i (k · [r′(t′)− r]− ω[t′ − t])]×

E1,k,ω · ∇vf0,j dt′ = i
E1,k,ω · ∇vf0,j

ω − k · v

= Φ1,k,ω
k · ∇vf0,j

ω − k · v
.

Entonces, la transformada de Laplace-Fourier de la distribución perturbada está

dada por

f1,j,k,ω = −Φ1,k,ω
qj
mj

k · ∇vf0,j

ω − k · v
.
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Al introducir este resultado y el potencial electrostático en la ley de Gauss, y al usar

la transformada de Fouier en el espacio de posiciones, resultan

ik · E1,k,ω =
ρ1,k,ω

ε0

k2Φ1,k,ω =− Φ1,k,ω

∑
j

q2
j

ε0mj

∫
k · ∇vfj0
ω − k · v

d3v,

de donde se obtiene la ecuación[
1 +

∑
j

q2
j

ε0mjk2

∫
k · ∇vf0,j

ω − k · v
d3v

]
Φ1,k,ω = 0,

que está escrita en la forma εk,ωΦ1,k,ω = 0, donde εk,ω se identifica como el término

en paréntesis cuadrados, correspondiendo a la función de dispersión en (2.2.8).

A.2 Relación de dispersión lineal desde ec.(2.2.8) a ec.(2.2.10)

Para los siguientes cálculos, las funciones de distribución para todas las especies

son distribuciones Maxwellianas sin deriva relativa.

f0,j(v) =
n0,j[√
2πvTj

]3 exp

[
− v2

2v2
Tj

]
.

Su gradiente está dado por

∇vf0,j = − v

v2
Tj

n0,j[√
2πvTj

]3 exp

[
− v2

2v2
Tj

]
.
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Al introducir este resultado y la definición de la frecuencia de plasma de la especie

j, ω2
pj ≡ q2

jnj/ε0mj, en εk,ω, la función de dispersión resulta

εk,ω = 1− 1[√
2π
]3
v5
Tj

∑
j

ω2
pj

k2

∫
k · v

ω − k · v
exp

[
−v2

2v2
Tj

]
d3v.

Para resolver la integral, se alinean los ejes de velocidad con respecto a k, aśı

v = v‖e‖ + v⊥e⊥,

donde e‖ y e⊥ son vectores unitarios paralelos y perpendicular a k, respectivamente,

por lo que k · v = kv‖. Luego, se resuelve la integral.

∫
k · v

ω − k · v
exp

[
− v2

2v2
Tj

]
d3v =

∫
kv‖

ω − kv‖
exp

[
−

v2
‖

2v2
Tj

]
exp

[
− v2

⊥
2v2

Tj

]
d3v

=k

∫
exp

[
− v2

⊥
2v2

Tj

]
d2v⊥

∫ ∞
−∞

v‖
ω − kv‖

exp

[
−

v2
‖

2v2
Tj

]
dv‖.

La integral sobre v⊥ consiste en dos integrales de funciones Gaussianas, una para

cada dirección perpendicular.

∫
exp

[
− v2

2v2
Tj

]
d2v⊥ =

∫ ∞
−∞

exp

[
−
v2
⊥,1

2v2
Tj

]
dv⊥,1

∫ ∞
−∞

exp

[
−
v2
⊥,2

2v2
Tj

]
dv⊥,2

= 2πv2
Tj. (A.2.1)

Para la integral sobre v‖, se considera que

kv‖
ω − kv‖

= −1 +
ω

ω − kv‖
,
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thus,

k

∫ ∞
−∞

v‖
ω − kv‖

exp

[
−

v2
‖

2v2
Tj

]
dv‖ = −

√
2πvTj +

∫ ∞
−∞

ω

ω − kv‖
exp

[
−

v2
‖

2v2
Tj

]
dv‖,

donde el primer término en el lado derecho se ha obtenido de la misma forma que en

(A.2.1). La integral en el segundo término del lado derecho se resuelve introduciendo

un cambio de variables, ξ = v‖/
√

2vTj y ζj = ω/
√

2kvTj, resultando

k

∫ ∞
−∞

v‖
ω − kv‖

exp

[
−

v2
‖

2v2
Tj

]
dv‖ = −

√
2πvTj

[
1 +

ζj√
π

∫ ∞
−∞

exp [−ξ2]

ξ − ζj
dξ

]
.

La integral en el lado derecho no tiene una expresión anaĺıtica y ha sido estudiada

ampliamente por matemáticos. Depende de la variable ζj, que es conocida como

factor de resonancia [73] y su módulo indica la ubicación de la zona de resonancia

en la función de distribución con respecto a la velocidad térmica inicial de la especie

j. Esta función es la función de dispersión de plasma [49] y se define como

Z(ζj) ≡
1√
π

∫ ∞
−∞

exp [−ξ2]

ξ − ζj
dξ.

Por lo tanto,

k

∫ ∞
−∞

v‖
ω − kv‖

exp

[
−

v2
‖

2v2
Tj

]
dv‖ = −

√
2πkvTj [1 + ζjZ(ζj)] . (A.2.2)
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Finalmente, reuniendo los resultados de (A.2.1) y (A.2.2), la función de dispersión

es

εk,ω = 1 +
∑
j

q2
j

ε0mjk2

∫
k · ∇vfj0
ω − k · v

d3v

= 1 +
∑
j

ω2
pj

v2
Tjk

2
[1 + ζjZ(ζj)] .
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B Diccionario

B.1 Abreviaciones

BGK : Bernstein-Greene-Kruskal (referido a estados BGK).

LW/s : Onda/s de Langmuir (Langmuir wave/s).

IA : Ión-acústico/a (Ion acoustic).

IAS/s : Solitón/es ión-acústico/s (Ion acoustic soliton/s).

IAW/s : Onda/s ión-acústica/s (Ion acoustic wave/s).
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0031899X. doi: 10.1103/PhysRev.108.546 (vid. págs. 3, 29, 31).
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