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Resumen

Para estudiar como se modifica la dindmica de un plasma Maxwelliano de electro-
nes no magnetizado con la presencia de iones positivos pesados, el presente trabajo
tiene por objetivo estudiar los regimenes amortiguado y no lineal de perturbaciones
en un plasma Maxwelliano electrén-ién sin deriva relativa, considerando una razon de
masa m;/m, = 1836.153 y razén de carga ¢;/|q.| = 1.0, especificamente en el rango
de bajas frecuencias (w, < 0.2w,.) y velocidades del orden de la velocidad de fase de
ondas-i6n acusticas vy 14 para el numero de onda excitado, con la razén de tempe-
ratura 1;/7T, = 1.0. Todo el estudio se realiza por medio de simulaciones numéricas
del sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson usando interpolacién espectral en posi-
cion y velocidad, e integracion simplética en la dependencia temporal. En el caso de
perturbaciones amortiguadas se espera que las ondas de Langmuir e ién-actsticas se
propaguen relativamente independientes una de la otra y las distribuciones de ambas
especies exhiban un comportamiento opuesto en el rango de velocidades de interés,
mientras que en caso no lineal se espera que surjan ondas electrostaticas solitarias,
debido a la presencia de iones moviles, que estén ascociadas a solitones ién-acusticos

y atrapamiento de electrones.
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1 Introducciéon

En la investigacion de ondas en plasmas se hacen aproximaciones segiin las masas
de las especies que los componen, las escalas espacial, temporal y de velocidades de
los fenémenos de interés. Mientras que en algunos casos sélo se mueven las especies
mas ligeras, la adicién de una especie pesada movil en el plasma corresponde a un
modelo mas realista. Se ha demostrado que la presencia de iones mdviles pesados
(protones) y con distribucién Maxwelliana, modifica la evolucién de un plasma no
colisional y no magnetizado durante el amortiguamiento lineal de Landau de ondas
de Langmuir en plasmas Maxwellianos de electrones inicialmente isotérmicos, explo-
rando la desidad de particulas y la energia del campo eléctrico, pero sin explorar la
dependencia de velocidad. En el régimen no-lineal del mismo plasma, la amplitud
del modo excitado indica que los efectos de iones moviles se reducen. Sin embargo,
esto no descarta alguna dinamica relacionada con las escalas de los iones. Por lo
tanto, el presente trabajo aborda céomo la presencia de iones pesados moviles, con
carga positiva modifican la dindmica de un plasma Maxwelliano de electrones en el
rango de las escalas de iones para los regimenes lineal y no-lineal de perturbaciones,

y caracterizar los fendémenos que surgen por la introduccién de tal especie.

De las ecuaciones de movimiento de una particula j cualquiera del plasma, la



escala de tiempo de su dindmica se estima como 7; o< m;, donde m; es la masa de
la particula de la particula. Por lo tanto, el movimiento de las especies mas pesadas
ocurre en una escala de tiempo mas larga. La existencia de escalas de tiempo se pue-
de observar en Figll.T] donde se muestran las trayectorias de dos particulas de masa
mi = m,y mo = 1836m,, con m, la masa del electron. Ambas estan simultaneamen-
te sometidas a una fuerza debido a una onda de Langmuir (LW), de corta escala de
tiempo, y una onda ién-actstica (IAW) de baja amplitud, de escala de tiempo més
larga, con el mismo nuimero de onda. La particula ligera es resonante con la onda
de Langmuir y la particula pesada lo es con la IAW. La F ig(a) muestra que el
movimiento de una particula pesada puede despreciarse durante un corto intervalo

de tiempo, asi como el forzamiento de baja frecuencia.
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Figura 1.1: Variaciones de trayectorias de particulas respecto del equilibrio, x.,;(t) =
Zo,; + vo;t, para una particula ligera, m,, y una particula pesada, ms, impulsadas
por una LW y una IAW de baja amlpitud. La particula ms no se desvia siginificati-
vamente con respecto de su trayectoria de equilibrio (a). A tiempos mds largos (b),
las desviaciones no son despreciables.

La aproximaciéon de especies pesadas moviles considera particulas ligeras como

moviles y las especies restantes son supuestas infinitamente pesadas y estaticas,



como el caso tipico de un plasma de electrones y iones. Muchos estudios usan esta
aproximacion con iones uniformes, abordando fenémenos cuya frecuencia y rangos de
velocidad son tales que las especies pesadas no contribuyen a la evolucion del plasma,
coincidiendo con experimentos y observaciones espaciales: trabajos tan fundamen-
tales como aquellos referentes al amortiguamiento no colisional lineal y no-lineal de
Landau de LWs en plasmas de electrones|157], suponen iones inméviles, con trabajos
experimentales confirmando el comportamiento predicho [§]. En fenémenos criticos
en fisica de plasmas [9], se ha mostrado que la presencia de iones méviles no afecta al
comportamiento critico del amortiguamiento de Landau de LWs [10]. Otros trabajos
que consideran iones inmoviles se enfocan en la propagacién de estados de espa-
cio de fase no-lineales tales como ondas BGK, soluciones analiticas del sistema de
Vlasov-Poisson, que consisten en estructuras cuasi-estacionarias, electrostaticas que
involucran atrapamiento de particulas [11], tales como agujeros de electrones (elec-
tron holes) [12], o el ruido electrostatico de banda ancha en magnetisferas terrestres
y planetarias, en las que el plasma es modelado como nicleos calientes y frios de

electrones y un haz de electrones, con el fin de excitar modos electrén-acusticos [13].

Sin embargo, ciertos fenémenos pueden tener lugar en escalas de tiempo mas
largas y la dindmica de las especies pesadas no es despreciable, como se muestra en
Fig(b). En tales casos, la dinamica de las especies pesadas debe incluirse en el
sistema de ecuaciones, ya que su presencia puede modificar la dindmica observada,
resultando en una descripciéon mas completa del fenémeno o introduciendo fenéme-
nos adicionales, inadvertidos en escalas de tiempo cortas. Por ejemplo, en plasmas
astrofisicos, mediciones in situ de campos eléctricos y espectros realizados por el

satélite Freja y el cohete sonda SCIFER en la region auroral terrestre indican que



la modulacion de paquetes de LWs observados alli, correspondientes a emisiones de
banda corta se explican por scattering de modos whistler y lower hybrid, relacionados
con la dindmica de protones; estas ondas se incluyen para dar cuenta en senales de
baja frecuencia encontradas en procesos de modulacién [14]. Mediciones in situ en
la regién de aceleracion paralela auroral hechas por el satélite FAST en 1997 indican
la presencia de peaks de frecuencia alrededor de 300[Hz], correspondientes al rango
de la frecuencia hidrogeno-ién actustica que modularian la amplitud de paquetes de

onda electrén-acusticas [15].

También se encuentran direcetamente ondas de baja frecuencia en plasmas del
viento solar, relacionadas a las llamadas fuentes solares tipo III, descubiertas en 1950,
que corresponden a radioemisiones provenientes del viento solar mismo, asi como en
el sistema solar, proporcionando informacion sobre las condiciones del medio de fon-
do, y de la aceleracién y transporte de electrones [16]. Observaciones espectrales de
la sonda Galileo de 1990 indican la existencia de tres peaks intensos, dos de alta
frecuencia cercanos a 24[kHz|, correspondientes a LWs, y uno de baja frecuencia al-

rededor de 400[Hz], identificados como IAWs [17].

El mecanismo de generacion de radioemisiones tipo III ha sido discutido por
Cairns [18], motivado por discrepancias entre observaciones y trabajos tedricos. Se
han considerado dos mecanismos, el acoplamiento no-lineal, resonante onda-onda co-
nocido como decaimiento electrostatico de Langmuir, consistente en el decaimiento
de una LW primaria en una IAW y scattering por iones térmicos, en el que iones
individuales y la respuesta de su nube de electrones apantallante estan fuera de fase

debido a la diferencia de masas, produciendo scattering de LWs entrantes [19]. Se



argumenta que para que el scattering ocurra, la respuesta colectiva de los iones debe
inhibirse. Tal inhibicién tiene lugar si la escala de tiempo de esta respuesta es corta
comparada con la del scattering y si la escala de tiempo del scattering es mucho mas
larga que la escala de tiempo del proceso maés lento y culmina varios ciclos después
[18]. De acuerdo a mediciones, los niveles de energia requeridos para el scattering no
pueden ocurrir, y en regiones con razén de densidad de energia de campo eléctrico y
energfa térmica de plasma W < 107°, se espera que ocurra decaimiento de Langmuir;

el scattering por iones térmicos seria relevante sélo en regiones con W < 1073,

Se han estudiado oscilaciones de electrones en la presencia de iones pesados mévi-
les con carga positiva a través de simulaciones cinéticas. Xu et al. estudiaron el
régimen linear del amortiguamiento de Landau en un plasma no colisional, no mag-
netizado, de electrones y iones Maxwellianos, excitando sélo el primer modo. En ese
trabajo se encuentra que iones (m;/m. = 1836), con especies inicialmente isotérmi-
cas T;/T, = 1.0, razén de carga eléctrica ¢;/|g.] = 1.0, notoriamente afectan el
amortiguamiento lineal, observado en la amplitud del modo excitado (|E(m = 1)])
en Figll.2] Para amplitudes de perturbacién en la distribucién de electrones (.) en
el régimen amortiguado [Figs[l.2] (¢) y (d)], ocurre el amortiguamiento de Landau
de LWs usual (comparado con el caso de iones inmdviles) hasta t ~ 100, cuando
oscilaciones amortiguadas lentas comienzan a dominar y se observa una importante

desviacién respecto del caso con iones inméviles.

Se identifican dos tipos de ondas: LWs, con frecuencia y amortiguamientos esti-
mados con la relacion de dispersién lineal del sistema de Vlasov-Poisson, e IAWs,

con frecuencia estimada con la aproximaciéon fluida y amortiguamiento estimado por
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Figura 1.2: Evolucién del modo excitado del campo eléctrico |E(m = 1)| para di-
ferentes amplitudes de perturbacién (a) e, = 1.0 x 1071, (b) . = 1.0 x 1072, (c)
ge =8.0x1072y (d) e. = 3.0 x 1073, para iones méviles e inméviles, con T; /T, = 1.0.
Gréficos cortesia de Xu et al. [20].

medio de la relacion de dispersion linear del sistema de Vlasov-Poisson. Mientras la
frecuencia de |E(m = 1)| cambia, las variaciones de la densidad de electrones, on,,
se reducen al mismo orden que las de la densidad de iones, dn;, y exhiben la misma
dependencia en los dominios de posicién y tiempo con oscilaciones de baja frecuen-
cia para t > 100, indicando que los electrones siguen el movimiento de los iones. Sin
embargo, en el trabajo de Xu et al. no se estudian detalles de la dependencia de
velocidades alrededor de las zonas de resonancia involucradas en la propagacion de

estas ondas, ni como cada especie del plasma contribuye a su desarrollo.



Con amplitudes de perturbacion por encima de la amplitud critica para excitar el
amortiguamiento no-lineal de LWs [ver Fig|l.2| (a)], dominan oscilaciones répidas y
la dindmica de los iones no puede distinguirse a través de la evolucién de |E(m = 1)|.
Aunque en Ref.|20] se afirma que pueden ocurrir perturbaciones iénicas, serfan des-

preciables en comparacion con aquellas de los electrones.

Se han observado estructuras coherentes de larga duracién en el espacio de posi-
ciones y en el espacio de fases en la presencia de iones méviles con carga positiva en
plasmas no colisionales y no magnetizados de electrones y iones Maxwellianos, como
agujeros de iones (ion holes), asi como interacciones de iones con estructuras de la

misma naturaleza, tales como electron holes.

Un 2on hole consiste en iones de carga positiva atrapados alrededor de un minimo
local de potencial electrostatico |12} 21], repeliendo electrones a su alrededor. En este
caso, los electrones tiene una distribucién tipo Boltzmann, es decir, responden tan
rapidamente que desarrollan configuraciones de equilibrio instantdneo, y se requiere
que sean lo suficientemente calientes como para producir presion que mantenga la
despoblacién de iones en el centro de la estructura [22]. Se han medido con alta
resolucion en la regién auroral terrestre, por medio de la sonda FAST, propagando-
se con velocidades consistentes con el modo A [23], y también se han encontrado
en simulaciones de Vlasov-Poisson de plasmas no magnetizados de electrones y haz
de iones Maxwellianos excitando inicialmente un electron hole, después del creci-
miento de varios electron holes pequenos, considerando una razén de masas baja

(m;/m. = 4) |24]. Otras configuraciones que producen un ion hole son colocar este



estado directamente en el instante inicial en la distribucién de iones en simulaciones
[25], inestabilidad de dos corrientes i6n-i6n [26], y en general, configuraciones ines-

tables que involucren corrientes contra-propagantes de iones [22].

Los solitones se definen como estructuras localizadas que se propagan sin pérdida
o dispersién, evolucionando desde ondas de gran amplitud [27], y se observan en
el potencial electrostatico o como pulsos compresivos en la densidad de la especie
que sustenta su propagacion, que resulta de acoplamiento no-lineal sucesivo entre las
ondas excitadas, limitadas por la dispersion de ondas cuya velocidad de fase difiere
importantemente respecto de la de la onda fundamental [28]. Se consideran solitones
i6n-acusticos (IASs). Estas estructuras se observan en la densidad de los iones y se
contruyen sobre la rama IA lineal [29]. Basado en el modelo fluido, se encuentra
que se propagan con velocidades vg en el rango 1 < vg/cg < 1.6 28], donde cg es la
velocidad de onda i6n acustica del modelo fluido. Se han incluido elementos cinéticos
en su modelacién, tales como amortiguamiento de Landau por iones y electrones, y
atrapamiento de electrones [30]. Estudios de simulacién que usan modelos hibridos
(iones cinéticos y electrones con distribuciéon de Boltzmann) y modelos puramente
cinéticos muestran que los IASs no siempre podrian retener sus propiedades inalte-
radas: IASs inestables podrian generar varias IAWs [31], o crecer en amplitud para
grandes perturbaciones iniciales [32]. Propiedades como la velocidad de propagacién
pueden modificarse con atrapamiento de electrones. Pueden notarse mas diferencias
para velocidades de propagacién mayores a cg [33]. Esto implica que los solitones in-
teractian e incluso pueden acoplarse a electron holes, como se ha reportado en varios
estudios [34-38|, propagéndose con velocidades en el rango indicado. Sin embargo, se

requiere una cierta perturbacion en la densidad de los iones para que puedan exci-



tarse solitones y acoplarse [36]. Otros trabajos que involucran acoplamiento electron
hole-solitén i6n aun identifican al soliton como IASs, aunque se propaguen con ve-

locidades vg = 4.06¢g, fuera del rango predicho [39].

Hutchinson y Zhou han desarrollado una teoria para la propagacion de electron
holes acelerados considerando interacién con especies idénicas pesadas, enfocandose
en el intercambio de momentum [40, 41]. En este caso, los iones interactian con el
hole intercambiando momentum a través de reflexién, si el potencial de atrapamiento
es lo suficientemente intenso o pasando a través de él en el caso opuesto, tendiendo a
acumular iones en la regiéon de menor densidad electrénica. Por medio de simulacio-
nes de plasmas no colisionales, no magnetizados y electrostaticos con deriva relativa
no nula entre especies, razén de masas m;/m. = 1836 y una razén de temperatura
T;/T. = 2.5 x 1072, los autores observan el mismo acoplamiento entre electron holes
y solitones de iones discutidos por Sacki y Rasmussen [37] y Saeki y Genma [38].
Ellos también muestran que los holes reaccionan rapidamente ante cambios en la
distribucién de iones. Para electron holes mas rapidos, el grado de interaccién con

los iones es relativamente pequenio y puede despreciarse [41].

Trabajos que inclucran plasmas no colisionales, no magnetizados de electrones y
iones con deriva relativa, m;/m, = 1836 y T;/T. = 0.1, han mostrado que electron
holes lentos interactiian con la distribucion de los iones, tendiendo a producir per-
turbaciones localizadas en la ltima, como en el contexto de turbulencia subcritica
en plasmas, donde se ha mostrado que la excitacion de un electron hole en condi-
ciones de estabilidad linear puede llevar a la excitacién de electron holes debido a

la depdendencia de la perturbacién inicial [39, 42]. Se observa que el electron hole



excitado acelera a velocidades mas rapidas que cg debido a que se excitan TAWs en
la densidad de iones, atribuidas a IASs. Se muestra que los holes mas rapidos en este
rango de velocidades se propagan establemente [42], y se indica que el hole permi-
te acumulacion de iones en el interior de la region de atrapamiento, como discuten

Hutchinson y Zhou [40].

Considerando el mismo sistema con una razén de masas baja (m;/m. = 4) una
deriva relativa inicial no nula y especies inicialmente isotérmicas, pero abordando el
mecanismo de excitacion de IAWs por medio de corriente in plasmas sin colisiones,
Lesur et al. [24] excitan modos no-lineales relacionados con estructuras del espacio
de fase que involucran intercambio de momentum y energia. El desarrollo de electron
holes primarios eventualmente conduce a la generacién de holes de menor tamano,
resultando en turbulencia en el espacio de fase con un conjunto de estructuras a
medida que el hole primario deja un rastro de densidad negativa y es acelerado. Se
reporta que los electron holes crecen mas facilmente cuando hay un solapamiento

entre las distribuciones de ambas especies.

Para razones de masa mds altas (m;/m. = 29500) especies inicialmente isotérmi-
cas con deriva relativa no nula, Eliasson y Shukla [43] estudiaron la interacién de
electron holes con el plasma a través de simulaciones de Vlasov-Poisson de un plasma
con electrones y iones de oxigeno Maxwellianos, inicializando los electrones con un
hole estatico tipo Schamel. El potencial positivo desarrollado por el hole repele iones
de baja energia, produciendo una cavidad en la densidad de iones, y por lo tanto
un potencial negativo que eventualmente repele al hole, permaneciendo estética la

cavidad de iones.
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A la luz de esta exposicion, en este trabajo se utiliza la misma configuracion
usada en el trabajo de Xu et al. para estudiar més efectos de iones méviles pesados
con carga positiva en plasmas no magnetizados y no colisionales compuestos por
electrones y iones Maxwellianos sin deriva relativa, para los casos de perturbaciones
amortiguadas y no-lineales. Para el primero, se propone estudiar la dependencia de
velocidad del ambas especies alrededor de las zonas de resonancia con énfasis en las
velocidades bajas, alrededor de la velocidad de fase de las IAWs excitadas, vy 14, ¥y
céomo cada una de las especies que componen el plasma es afectada por la propaga-

cién de ambas ondas.

En el caso no-lineal, aunque muchos de los trabajos previamente descritos invo-
lucran deriva relativa entre las distribuciones de electrones y iones, es interesante
determinar si la energia inyectada por una perturbacion inicial de gran amplitud en
el plasma permite el desarrollo de dindmica no-lineal en la distribucion de los iones.
Si tal comportamiento no-lineal ocurre, se propone estudiar las esturcturas y ondas
que pudieran desarrollarse, su interaccion con la distribucién de los electrones, el
efecto de las ondas observadas en las regiones resonantes en el espacio de velocida-
des, y cémo otras cantidades microscépicas y macroscopicas, ademas de la energia

del campo eléctrico, resultan afectadas por su movimiento.
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1.1 Hipotesis del trabajo

De acuerdo a los temas previamente discutidos y el trabajo propuesto, se con-
sideran las siguientes hipotesis. Todas ellas se aplican a plasmas electrostaticos, no
colisionales, no magnetizados, sin deriva relativa y compuestos por electrones y iones

Maxwellianos con razén de masa m;/m, = 1836.153 y razén de carga ¢;/|q.| = 1.0.

1.1.1. Perturbaciones amortiguadas

Para el caso de amplitudes inferiores a la amplitud critica requerida para excitar
el amortiguaminto no-lineal de Landau de LWs (e, ) [44], (i) se espera encontrar
una zona de resonancia alrededor de vy 74 para el nimero de onda excitado en la
funcién de distribucién de cada especie. En tal regién de resonancia, (ii) ambas
especies deberian exhibir un comportamiento opuesto en el espacio de velocidades,
segin se estima con la teoria lineal. (iii) Se espera que las ondas encontradas por
Xu et al. [20] se desarrollen de forma independiente y que la zona de resonancia de

una onda es poco probable que afecte la zona de resonancia de la otra.

1.1.2. Perturbaciones no-lineales - caso isotérmico

Con respecto al caso de perturbaciones por sobre e ¢, (i) debiera haber senales
de baja frecuencia debido a la presencia de los iones, detectables en otras cantidades
macroscopicas, de amplitudes més bajas debido a su mayor inercia. (ii) Se espera que
los iones desarrollen un comportamiento no-lineal, especificamente ondas solitarias
electrostaticas que involucren electron holes y IASs, en lugar de ion holes, debido
a que el sistema no involucra corrientes. (iii) La observacién de IASs implica que

la dindmica de baja frecuencia estd relacionada con que las ondas que se observen
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coincidan con la rama IA.

1.2 Objetivos

1.2.1. Objetivos generales

Los objetivos generales de este trabajo, aplicados al plasma objetivo del estudio,
son (i) determinar los efectos dindmicos de la presencia de iones mdviles pesados con
carga positiva en cada una de las especies que componen el plasma y determinar si
los modos encontrados por Xu et al. [20] se desarrollan uno independiente del otro, el
caso de perturbaciones amortiguadas. (ii) Para el caso de perturbaciones no-lineales,
se busca caracterizar la respuesta de baja frecuencia de ambas especies, determinar

la amplitud de perturbacién umbral para la dindmica de baja frecuencia.

1.2.2. Objetivos especificos

Son objetivos especificos comunes para los tres casos estimar las raices de la
relacién de dispersion lineal y compararlas con los espectros del campo eléctrico res-
pectivos, seguir las funciones de distribuciéon promediadas en posiciones alrededor
de la velocidad vg4 14 estimada por medio de la relacion de dispersion lineal y esta-
blecer una comparaciéon con el caso de iones inméviles con la misma amplitud de
perturbacion. Objetivos especificos para los casos de perturbaciones amortiguadas y
no-lineales inicialmente isotérmicas T; /T, = 1.0 son usar amplitudes de perturbacién
que conduzcan cualitativamente al mismo comportamiento encontrado por Xu et
al., estimar correlaciones en las funciones de distribucién de los electrones con caso
respectivo de iones inmoviles. Para los casos no-lineales es seguir las funciones de

distribucion alrededor de posibles estructuras no-lineales caracteristicas.
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1.3 Metodologia

1.3.1. Simulaciones

Para llevar a cabo este trabajo, se realiza un estudio de simulaciones considerando
teoria cinética, modelando ambas especies méviles a través del sistema de ecuaciones
de Vlasov-Poisson. Se usa un cédigo que resuelve el sistema de ecuaciones a través
de integracién simpléctica. Tal cdédigo estd escrito en lenguaje de programacion Julia
vesion 1.3.1, y es parte de una libreria llamada Vlasova.jl, desarrollada por J.
A. Gidi, en el Departamento de Fisica de la Universidad de Concepcién. Julia es un
lenguaje con licencia de codigo abierta MIT y sintaxis de alto nivel, desarrollado para
alto rendimiento, apropiado para las simulaciones que se requieren en este trabajo.
Las simulaciones, computacionalmente demandantes requeridas para este trabajo, se
realizan en un servidor con 504 Gb de RAM, procesador Intel Xeon CPU E5-2699
v4 de 44 nucleos, 2 hilos por nicleo y kernel Linux 4.19.0-6-amd64.

Parametros de la simulaciéon y dominios

Las simulaciones consideran plasmas unidimensionales, tanto para el régimen li-
neal (g, = 1.0 x 1073 y 8.0 x 1073) como para el régimen no-lineal de perturbaciones
(e = 4.0 x 1072). El estado de equilibrio del plasma es inicialmente perturbado
con una onda monocromética (k = 0.4\5!). Se permite que los plasmas evolucionen
hasta 3000 ciclos de oscilacion de plasma de electrones como maximo, con el fin de

permitir el desarrollo de dindmica cuasi-estacionaria.

El dominio de velocidades para ambas especies es [—8uvr;, 8vp;|, donde vr; es la
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velocidad térmica inicial de la especie j, y el dominio es lo suficientemente largo
como para retener la fisica importante del problema y para que las distribuciones
sean aproximadamente cero en los bordes del dominio. Se usan N, = 8192 nodos en
el espacio de velocidades. Se hace notar que el uso de N, = 16384 no cambia signifi-
cativamente los resultados, segiin simulaciones de prueba, salvo a tiempos cercanos
a 3000, debido a que se desarrollan estructuras finas cuyo ancho en el espacio de

velocidades alcanza la grilla de la simulacion.

El dominio de posiciones es comin a ambas especies, [0, L,| con L, = 5mApe y
considera condiciones de borde peridédicas con el mismo nimero de nodos para todas
las simulaciones, N, = 512. Simulaciones de prueba indican que un nimero mayor,

N, = 1024, tiene las mismas caracteristicas que con la mitad.

1.3.2. Relacién de dispersion lineal

La determinacion de las raices de la relacion de dispersion lineal también se lleva
a cabo con un cédigo principal realizado en lenguaje Julia, que resuelve la relacién
de dispersiéon por medio del método de Muller. Este tltimo estd escrito en lenguaje
Python y fue desarrollado por R. E. Navarro, en el Departamento de Fisica de la
Universidad de Concepcion. Estos cddigos se hacen correr en un computador portatil
Dell modelo Inspiron 14 7472 con 8 Gb de RAM, procesador Intel Core i5-8250U
CPU y kernel Linux 4.14.175-1 Manjaro.

1.3.3. Alcance y limitaciones

Este trabajo estd enfocado en plasmas no colisionales, sin deriva relativa, no

magnetizados compuestos por electrones y iones Maxwellianos con razén de masa y
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carga fijas, y con perturbaciones electrostaticas. Aunque la configuracion de espe-
cies Maxwellianas sin deriva es bésica, es ampliamente utilizada en fisica tedrica de
plasmas y para modelar plasmas de laboratorio asi como en plasmas en ambientes
espaciales. Por lo tanto, se espera contribuir al espectro de fenémenos relacionados

a esta distribucion.

Este trabajo se enfoca en el desarrollo de estructuras no-lineales en el espacio
posiciones y de fase a través de la evolucion de la funcién de distribucién f; de cada
especie, permitiendo que ocurran fenémenos completamente cinéticos, para el régi-
men amortiguado y el régimen no-lineal. Se observan otras estructuras no-lineales
en la evolucion de la densidad de particulas y sus espectros respectivos comparados
con la relacion de dispersiéon lineal, y en las funciones de distribucion promediadas

alrededor de las zonas de resonancia.

Con respecto al dominio de posiciones, se debe notar que debido a su extension,
los modos que se propagan no pueden desarrollar longitudes de onda mayores que
L, = 15.708)\p,, limitando los fenémenos que pueden observarse a tamanos en el
orden de una a una decena de longitudes de Debye, las que, aunque restringidas,
ain permiten el desarrollo de estructuras colectivas en el espacio de fases de corta

longitud de onda, tales como electron holes.

Para el analisis, la densidad de electrones y el potencial electrostatico se filtran en
frecuencia. Dado que se usan transformadas de Fourier para este propdsito y como
la senal no es peridédica en la dependencia temporal, ocurre fenémeno de Gibbs en

los instantes iniciales, siendo inaccesibles hasta unos cientos de ciclos de oscilacién
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de plasma de electrones. Por lo tanto, la evolucién de estas cantidades se infiere
de otras cantidades que si son accesibles a esos instantes, como las distribuciones

promediadas en posicién y la densidad de iones.

1.4 Organizacion del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo [2] se
describe completamente la teoria cinética y se encuentra una relacién de dispersion
de ondas. También, se da una descripcién de estructuras no-lineales en el marco
de la teoria de Vlasov. En el Capitulo |3 se muestran los métodos numéricos de
integracién de las ecuaciones de Vlasov-Poisson. En el Capitulo 4] se estudia el caso
de perturbacién monocromatica con baja amplitud para obtener ondas amortiguadas.
Se identifican los modos excitados en el espectro del campo eléctrico y en la funcion
de distribucion, se estudia la zona de resonancia relacionada con el modo lento y se
compara con el caso de iones inméviles. En el Capitulo 5], se estudia el caso no-lineal,
encontrando la formacion y propagacién de electron holes lentos y ondas solitarias
de iones, las que se acoplan y conducen a la formacién de estructuras secundarias a
tiempos largos. Finalmente, el Capitulo [0 resume los resultados anteriores y provee

las conclusiones de este trabajo.
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2 Teoria Cinética en Fisica de Plasmas y Ondas

Electrostaticas

En este capitulo se expone el marco tedrico de la tesis. Primero, se plantea el
sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson, usado para modelar plasmas electrostati-
cos y no colisionales abordados en este trabajo, seguido por una discusion de las
aproximaciones involucradas y las propiedades del sistema de ecuaciones. Luego, se
linealiza el sistema de Vlasov-Poisson a primer orden para derivar la relacién de
dispersién lineal para un plasma electrén-ién Maxwelliano, permitiendo encontrar y
describir los modos involucrados en el problema abordado. Finalmente, se presentan
fenémenos no-lineales relacionados con la dinamica electrostatica lenta de un plasma

electrén-ion, tales como electron-holes y 1ASs.

2.1 Ecuacién de Vlasov y sistema de ecuaciones

Los plasmas son sistemas fisicos compuestos por muchas particulas interactuando
por medio de la fuerza de Lorentz y colisiones. El niimero de estas particulas es del
orden del nimero de Avogadro. Resolver la dindmica individual de cada particu-
la se vuelve rapidamente demandante, numéricamente. Por lo tanto, se requiere un

enfoque estadistico que retenga las caracteristicas principales del sistema. La teoria
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cinética cumple tal requierimiento a través de una densidad escalar para cada especie
que compone al plasma, llamada funcién de distribuciéon de particula, en lugar de

particulas individuales.

La teoria cinética modela un plasma no relativista, no magnetizado, no colisional

y electrostatico a través de la ecuacion de Vlasov (2.1.1), la ley de Gauss (2.1.2)) y
la ley de Faraday-Lenz ([2.1.3),

0 g _
a‘i‘vv—i—%Evv fj(I',V,t) —07 (2]_].)
V. E(r, 1) = 20D (2.1.2)
€0
VxE=0 (2.1.3)

donde f; es la funcién de distribucion de la especie j, que depende de la posicién r,
velocidad v y tiempo ¢, g; y m; son la carga y masa por particula de la especie j y p

es la densidad de carga, obtenida a partir de las funciones de distribucién f; segun

o= qu/fj d®o. (2.1.4)

La ley de Faraday-Lenz ([2.1.3)) implica que el campo eléctrico puede escribirse en
términos de un potencial escalar electrostatico ® como —V® = E. Este sistema de
ecuaciones se denomina sistema de Vlasov-Poisson. A lo largo de este trabajo, se usa

el sistema de Vlasov-Poisson para modelar los plasmas.

En este plasma no se induce campo magnético. Aunque el campo E usualmente

depende del tiempo, la ecuacién (2.1.3)) prohibe la induccién de campo magnético. La
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aproximacion electrostatica también implica que el campo eléctrico inducido se debe
sélo a variaciones en la densidad de carga [45]. Por lo tanto, la ley de Ampere-Maxwell
se reduce a J = —¢y0E/0t, es decir, las corrientes en el plasma son longitudinales
con respecto a E y no existen corrientes transversales responsables de induccion de
campo magnético. Esta condicion relaja a la primera restriccion en el sentido de que
puede existir induccién de campo magnético pero sus efectos son despreciables en

comparacién con los de la dindmica asociada al campo eléctrico por si solo [45)].

En general, un plasma puede exhibir colisiones o interactiones de corto alcance
entre particulas. En tal caso, f; obedece la ecuacién de Boltzmann [28]. Para los

plasma que se estudian en este trabajo, la ecuacién de Boltzmann es

2+V-V+£E-VU fi(r,v,t) = 4/; (2.1.5)

ot m; dt o
donde el lado derecho corresponde al término de colisiones, que es proporcional a la
frecuencia v, a la que ocurririan coliciones binarias entre particulas. Anatoly Vla-
sov [46] demostr6 que, en ciertos plasmas, el término de colisiones es despreciable
en comparacion con la frecuencia caracteristica de oscilaciones de electrones, la fre-
cuencia de oscilaciéon de plasma de electrones wy., concluyendo que el término de
colisiones puede despreciarse. La mayoria de los plasmas pueden considerarse como

no colisionales. En esta condicion, la ecuacion de Boltzmann (2.1.5)) es la ecuacién

de Vlasov (2.1.1)).
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2.1.1. Propiedades del sistema de Vlasov-Poisson

La ecuacién de Vlasov tiene cantidades conservadas. La més importante es la
funcién de distribucién f; para cada especie cuando se evalia a lo largo de sus
curvas caracteristicas, las que corresponden a trayectorias de particulas, que en un

plasma electrostatico son

dr dv ;
T v, T %E
Consecuentemente, la ecuacion se reduce a df;/dt = 0. Asi, siguiendo estas
curvas en todo momento, la funcién de distribucién se mantiene invariante [47]. Como
consecuencia, el numero de particulas en cualquier volumen del espacio de fase se
mantiene constante en el plasma [28]. En general, cualquier funcién analitica de f;

se conserva 48], tales como la entropia del plasma. En conjuncién con las ecuaciones

electrostaticas, la energia total del plasma Er, dada por

1 1
Er = 5ij//v?fj d3rd?’v+§/eg|E|2d3r,
J

donde el primer término es la energia cinética total de particula y el segundo término
es la energia del campo eléctrico, es una cantidad conservada cuando se evalia el
segundo momento de la ecuacién de Vlasov, implicando que la energia del plasma se

transfiere constantemente entre las particulas y el campo eléctrico.

Debido a su caracter no colisional, la evoluciéon de un sistema modelada por la

ecuacion de Vlasov es reversible en el tiempo [45].
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2.2 Aproximacion lineal del sistema de ecuaciones de Vlasov-

Poisson

El sistema de Vlasov-Poisson puede resolverse a través de teoria de perturbaciones
a primer orden. Para cualquier cantidad G, dado su estado de equilibrio Gy, la
perturbacién G verifica G = Go+ Gy, y |G1]| < |Go|. A primer orden, las ecuaciones
(2.1.4), (2.1.1)), (2.1.2) y (2.1.3)) se reducen a

0 45
{a +v- V} frj=- WJjEl Vo, (22.1)
9 A7 k= &7 (2.2.2)
€o
V x E; =0, (2.2.3)

p1 = Z%‘/fl,j d’v, (2.2.4)
j

donde ([2.2.3)) implica que —V®; = E;. El sistema considera condiciones iniciales y
condiciones de borde periddicas. El estado de equilibrio se supone cuasi-neutro, es
decir, pg = 0. Suponiendo ademas que 5 = 0 en los bordes, el estado de equilibrio

verifica Eqy(r) = 0.

2.2.1. Relaciéon de dispersién lineal

El sistema de ecuaciones de arriba puede resolverse por medio del método de
las curvas caracteristicas, de acuerdo a la Ref.[48], considerando que la perturbacién
inicial se introduce adiabaticamente, esto es, las perturbaciones son nulas en t — —o0

[47] y se mantienen pequenas en el instante de interés ¢t. La funcién de distribucién
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perturbada es entonces

fatrt) = =2 [ B ) Vuose ). (225)

En esta solucion puede usarse una transformada de Fourier en posiciones y de Laplace

en el tiempo, debido a las condiciones iniciales y de borde del problema,
q; t
Frats == [ exp i (k- [€¢) = 1] = wlt — t)] Eygew - Vaos(rv) 7. (220
] —00

Las condiciones iniciales para las trayectorias no perturbadas en ¢ =t son r'(t) = r
y V/(t) = v, resultando en lineas rectas, r'(t') = v(t' —t) + r, v/({) = v. El uso de
una transformada de Fourier-Laplace implica que w y k son constantes en el tiempo.
La variable w se expande como w = w, + 77, donde w, es la frecuencia de oscilacién
de la onda y 7 es su tasa de amortiguamiento o crecimiento. Més aun, todas las
cantidades tienen dependencia a(r,t) = ax exp [i(k - r — wt)], siendo ay la amplitud
de a. Reemplazando estos resultados en la densidad de carga, luego en la ley de Gauss
(2.2.2)), y considerando el potencial electrostético, a través de Eq y,, = —tk® k., €l

sistema de ecuaciones se reduce a la forma
Ek,wq)l,k,w = 0, (227)

donde ¢k, es la funcién dieléctrica del plasma, dada por (detalles en Apéndice |A.1])

2
=1 J V00 43y, 2.92.
*;Wz/w_k.v . (2.2.8)
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La relacién de dispersion se obtiene fijando ek, = 0, ya que se requieren soluciones

no triviales para E; k. Se hace notar que ey, no tiene singularidades, debido a que

v #0.

Ya que la configuracién estudiada en este trabajo es la misma que la usada por

Xu et al. [20], se elige una distribuciéon Maxwelliana como estado de equilibrio

— 0 v 2.2.9
fojj(V)—WeXp —% s ( /R )

donde vp; = \/W es la velocidad térmica inicial de cada especie, kg es la
constante de Boltzmann y 7} es la temperatura inicial de la especie j. Sin pérdida
de generalidad, los ejes del sistema de coordenadas se alinean con k. La integral en
(2.2.8) se reduce entonces a una dimension y se puede escribir en términos de la
funcién de dispersién de plasma Z((;) [49], donde (; = w/v/2kvr;, es el pardmetro
de resonancia (detalles en el Apéndice

1+ )
J

w2,
U%% [1+¢2(G)] =0, (2.2.10)
J

donde wy; = y/qino,;/eom; es la frecuencia de plasma de la especie j. Esta relacion

de dispersion entrega un numero infinito de modos que pueden propagarse en un

plasma cuya funcién de distribucién en estado de equilibrio es de la forma (2.2.9)).
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2.2.2. Modos lineales en un plasma electron-ion
Modos de Langmuir e ién-acustico

Las raices de la relacién de dispersion para m; = 1836.153m,, sin drift relativos
y razones de temperatura T;/T, = 2.5 x 1072, 1.0 x 1072, 5.0 x 107}, 1.0, 2.5 y 5.0
se muestran en Figs[2.1 and 2.2l Los modos menos amortiguados se muestran en
Fig El modo de Langmuir se muestra en las F igs(a) y (b). Este estd rela-
cionado con la dindamica de los electrones y se mantiene inalterado para las razones
T;/T. mostradas. Dado que su velocidad de fase es mayor que la velocidad térmica
ibnica, no es afectada por los detalles de la distribucién de los iones. Este modo se
encuentra débilmente amortiguado para k < 0.4)\,1 y se vuelve fuertemente amorti-
guado para longitudes de onda mas cortas, realizando pocos ciclos de oscilacion antes
de que la amplitud de la onda decaiga a cero. El modo ién-acistico se muestra en las
Figs2.1|(c) y (d), y est4 relacionado con la dindmica de los iones pesados, mostrando
un aumento en la frecuencia a 7T;/T, més grandes, implicando una propagacién mas
rapida para un k fijo, pero con una mayor tasa de amortiguaiento. Este modo se
muestra menos amorgituado para menores T;/T,, teniendo una tasa de amortigua-
miento cercana a cero para k < 2)\Bi. Se debe notar que este modo tiene velocidad

de fase aproximadamente constante para longitudes de onda largas, k < 0.5\,

Modos tipo-acusticos

La relacion de dispersion lineal (2.2.10)) también predice infinitos modos de alto
orden cuya tasa de amortiguamiento es mayor que la de los modos de Langmuir e
ién-acusticos. Si la velocidad de fase de la onda es del orden o mayor a la veloci-

dad térmica electrénica (no mostrados), se denominan ondas electrén-acisticas [50]
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Figura 2.1: Modos menos amortiguados que resuelven la relacion de dispersién lineal
en un plasma electrostatico, no magnetizado, con electrones y iones Maxwellianos
(2.2.10). La razén de masa es m;/m,. = 1836.153 y se muestran diferentes razones
de temperatura 7;/T.. Se muestran la frecuencia (a) y tasa de amortiguamiento (b)
del modo de Langmuir, y la frecuencia (c) y tasa de amortiguamiento (d) del modo
ién-actustico. La rama de Langmuir permanece invariante para las razones T;/T,

mostradas.

y estan relacionadas con la dindmica de los electrones. Para plasmas Maxwellianos,
estas ondas tienen una gran tasa de amortiguamiento como para ser observadas en

expermentos y simulaciones numéricas [51} 52].
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Figura 2.2: Raices de la relacion de dispersion lineal correspondientes a
modos de alto orden de baja frecuencia. Se muestran frecuencia y tasa de ampor-
tiguamiento para T;/T, = 5.0 [(a) y (b)], T;/T. = 1.0 [(¢) y (d)] y T;/T. = 0.025
[(e) v (f)]. Razon de masa m;/m,. = 1836.153. Se muestran los siete modos de orden
superior de baja frecuencia menos amortiguados para cada razon de temperatura.

También hay modos tipo actusticos cuya velocidad de fase es del orden de la
velocidad de fase de las ondas ién-acusticas, y su dindmica involucra a la distribucion

de los iones. En Fig2.2] se muestran ramas tipo actsticas de baja frecuencia para
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m;/m. = 1836.153 y tres razones de temperatura, 7;/T, = 5.0 [Figf2.2(a) y (b)),
Ti/T, = 1.0 [FigsR.2(c) y (d)] y T3/T. = 2.5x 1072 [Figs2.2|(e) y (f)]. Se muestran los
siete modos de orden superior menos amortiguados. Se observa que tienen frecuencias
mas altas que las del modo ién acistico, y por tanto tienen mayor velocidad de fase,
pero también tiene mayor tasa de amortiguamiento. Estas caracteristicas se acentiian

a mayores T;/T,, como se observa en Fig{2.2|

2.3 Fendémenos no-lineales

2.3.1. Amortiguamiento no-lineal de Landau

El analisis lineal deja de ser valido con perturbaciones de amplitud finita. Traba-
jos experimentales [8] y tedricos sobre la evolucién a tiempos cortos [4] y a tiempos
largos [2], muestran que ~ varia en el tiempo para amplitudes de perturbacién fi-
nitas. Una perturbacién de amplitud finita produce una etapa de amortiguamiento
no-lineal, que se desvia del decaimiento exponencial (ver e, = 8.0 x 1073 en Fig. [2.3)).
Si la amplitud de perturbacién se aumenta por sobre la amplitud critica €. [44]
(ver e, = 4.0 x 1072 en Fig. , hay amortiguamiento inicial, pero es detenido y
el modo excitado comienza a crecer hasta saturarse, oscilando irregularmente en el

tiempo, como se observa en Fig. [2.3]

Para tiempos mas largos, hay particulas que quedan atrapadas en el potencial
auto-consistente, esto es, un grupo de particulas cuya velocidad es cercana a la
velocidad de fase de la onda excitada que oscila irregularmente alrededor de ella,

desarrollando un estado tipo BGK, como se muestra en Fig. 2.4]
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Figura 2.3: Evolucion de la amplitud del modo excitado del campo eléctrico, m =
1, en un plasma de electrones (iones inméviles), para los casos lineal, £, = 1.0 X
10~*,amortiguado ligeramente no-lineal, &, = 8.0 x 1073, y el caso no-lineal, e, =
4.0 x 1072, siendo &, la amplitud de perturbacién inicial.

2.3.2. Estados BGK y electron holes

Estudiando el problema de particulas atrapadas en un plasma electrostatico
en 1957, Bernstein, Greene y Kruskal (BGK) encontraron soluciones cuasi-

estacionarias exactas para el sistema de Vlasov-Poisson. Estas ondas se denominan

BGK.

Trabajos posteriores [39, 53, [54] obtienen los mismos estados por medio de un
método mejorado, descartando soluciones singulares. Estos trabajos consideran una
funcion de distribucion f, como solucién para un plasma de electrones Maxwelliano

que exhibe atrapamiento que es funcion de la energia total de un electron EF =
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Figura 2.4: Evolucién de la funcién de distribucion de electrones f. alrededor de
la zona de resonancia para el amortiguamiento no-lineal de Landau de ondas de
Langmuir considerando iones inméviles.

mev?/2 + q.® dada por [53]

( » 2
1 (\/ 2 — [UD — UQ]) 5 0
1+ k2w/2 | O 727 o, ’ s
fe(E) = ;- X I (2.3.1)
o [ 1 (vp —vp)?
exp __T] exp [—FE], E <0,
\ L 2 UTe

donde ky indica la longitud de la estructura de atrapamiento, ¥ es la amplitud de
perturbacion, vp es una posible deriva de la distribucion de equilibrio, vy es la veloci-
dad de la estructura de atrapamiento, o = sgn(v), y  es un pardmetro que controla
el grado de atrapamiento, siendo 8 < 0 si hay particulas atrapadas. La condicién
E > 0 indica electrones no atrapados, mientras que E < 0 corresponde a electrones

atrapados. En Fig[2.5se muestra un perfil esquemadtico de la funcién de distribucién.

Estos estados se caracterizan como cuasi-estacionarios de naturaleza electrostati-

ca que persisten por tiempos largos sin sufrir amortiguamiento de Landau, y estan
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Figura 2.5: Esquema de la funcién de distribucién f.(E) = fe(x,v) (2.3.1]). La solu-
cién estd centrada en la zona de atrapamiento, en el rango —+/v3 + 2¢ < v < /20,
donde ¢ es el potencial electrostatico normalizado. Figura cortesia de Schamel, 1986
[21].

inherentemente relacionados con atrapamiento de particulas |11, |12].

Electron holes son tipicos estados BGK, observados en el espacio de fase de los
electrones como vortices que se mueven con velocidad vg y que exhiben un déficit en
la densidad de particula en su interior, rodeado por un exceso de particulas, debido
a apantallamiento [41]. La Fig muestra el potencial electrostatico y el espacio
de fase alrededor de una regién de atrapamiento de una distribuciéon de electrones.
Se pueden distinguir dos regiones en dicha estructura: (i) una para estructuras no
atrapadas [regién blanca en Fig.(b)]7 correspondiente a particulas que circulan
casi libremente y (ii) una para particulas atrapadas [regién gris en Fig[2.6|b)], co-

rrespondiente a particulas que oscilan dentro de la region del potencial.

2.3.3. Interaccién entre electron holes e iones pesados

Los electron holes pueden propagarse en plasmas compuestos por iones y elec-

trones. Si su velocidad de propagacion es del orden de la velocidad térmica idnica,
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Figura 2.6: Esquema de (a) el potencial electrostatico de amplitud v alrededor del
electron hole, y (b) del espacio de fase de los electrones con contornos de energia E
constante que representan electrones atrapados (regién gris) y no atrapados (regién
blanca). La posicién estd medida en longitudes de Debye de electrones, Ap,, la velo-
cidad en velocidad ién-actstica, cg, y el potencial estd medido en energia por unidad
de carga, T./e. Figura cortesia de Zhou y Hutchinson, 2017 [55].

los electron holes pueden interactuar con iones pesados [41]. Hutchinson y Zhou de-
sarrollaron una teoria de momentum para electron holes, suponiendo que el tiempo
de transito de los iones a través del hole es mas pequeno que la escala de tiempo de
aceleracion del hole [40]. Su teoria considera que los iones interactian con los elec-
tron holes de cuatro formas: (i) por transito a través de la regién de trapamiento,
(ii) acumulacién de iones que transitan dentro de la regién de atrapamiento, (iii)

reflexién y (iv) crecimiento del potencial de atrapamiento.
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En el marco de referencia del hole, los iones que transitan a través de él cambian
su velocidad incidente debido a la aceleracién del hole, produciendo una acumulacién
de iones dentro de la regién de atrapamiento. En un sistema de referencia inercial,

la diferencia entre la velocidad entrante y saliente de los iones es [40]

dvy [ [1 2

vy — v = =2 - — dz, (2.3.2)
dt J,, v vi+ov

donde las velocidades primadas estan medidas en el sistema de referencia inercial,

las velocidades no primadas estan medidas en el sistema de referencia del hole, los

indices 1 y 2 indican entrada y salida del hole, respectivamente, v} es la velocidad

del hole y v = \/v} — ¢;®(x)/m; es la velocidad del i6n en el interior del hole. Estos
iones tienen mas energia cinética que electrostatica. En el caso opuesto, los iones son
reflejados por el potencial. No se necesita aceleracién para que la reflexién ocurra.
El crecimiento en la amplitud del potencial de atrapamiento también afecta al flujo
de iones, lo que desprence de la eecuacion de conservacion de la energia en el marco

de referencia del hole,

; 2 v, d®
Vg — v = q_/ ﬂ—dx, (2.3.3)

2
mﬂ)l 1

y lleva a una mayor acumulacién de iones en el hole[40].

2.3.4. Solitones ion-acusticos

Los solitones son estructuras no-lineales que se propagan sin dispersién, mante-
niendo sus propiedades inaltaradas. Fueron predichos en 1967 por Washimi y Tanuiti
[29] a partir de las ecuaciones de fluido de plasmas. Estas estructuras se propagan

con velocidad v, tal que 1 < vg/cs < 1.6, donde cg es la velocidad de fase de la
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onda i6n acustica del modelo fluido. Los solitones pueden observarse como pulsos
compresivos en la densidad de particulas, como se muestra en Fig[2.7 Si la carga de

la especie es positiva, el soliton produce un potencial positivo.
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Figura 2.7: Solitones ién-actsticos acercandose. La figura muestra la densidad de los
iones n; (linea negra segmentada) y el potencial electrostatico ¢ (linea sélida azul).
La posicion estd medida en longitudes de Debye de electrones, Ap., la densidad de
iones en la densidad del estado de equilibrio, 1, y el potencial estd medido en T, /e.
Figura cortesia de Zhou y Hutchinson, 2018 [36].

El mecanismo detras de estas estructuras involucra un acoplamiento resonante
entre ondas permitidas por la relacion de dispersion. En el caso de IASs, la rela-
cién de dispersion es la de TAWSs [47], mostrados en Fig)2.1{(c), aproximadas para k
pequeno, donde la velocidad de fase es aproximadamente constante. La intensidad
del acoplamiento depende de la velocidad relativa entre las velocidades de fase de
las ondas, siendo méxima cuando se propagan a la misma velocidad [28]. Como la

velocidad de fase de las IAWs cambia para k grandes, no se excitan mas ondas.

Se ha predicho tedricamente y observado que IASs se acoplan a electron holes
lentos y se propagan juntos en el espacio de posiciones [34:38], considerando un en-

foque cinético. En esta estructura, los electrones lentos estan atrapados alrededor
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del potencial del soliton. Esta interaccion puede modificarse por la razén de tempe-
ratura de la distribucién de los iones 7;/T,, como han mostrado Zhou y Hutchinson
[36] en un plasma de electrones y iones. Cuando T;/T, es comparable o superior a la
unidad, los efectos cinéticos deben considerarse en la dindmica y el modo TA detrés
del soliton puede amortiguarse fuertemente, ya que hay un nimero no despreciable

de iones resonantes. Entonces, la estructura se rompe, resultando soélo un electron

hole.

35



3 Fundamentos de la integracion numérica e im-

plemtacion numérica

El presente capitulo esta dedicado a describir la normalizacion usada y a las
consideraciones en las escalas de posicion, velocidad y tiempo. Ademas, se describen
la teoria y la implementaciéon numérica de la integracién de la ecuacién de Poisson

y de la integraciéon simpléctrica usada para resolver la ecuacion de Vlasov.

3.1 Normalizaciones y escalas de especies

Las simulaciones se realizan para el caso unidimensional. Las cantidades involu-

cradas se normalizan de la siguiente manera.

= El tiempo ¢, el paso de tiempo At y las frecuencias w se normalizan con respecto
a la frecuencia de oscilacién de plasma de electrones wye, t = wpet, At = wyeAl,

0 = W/ Wpe.

= La posicion r, longitudes L y vectores de onda k se normalizan con respecto a la

longitud de Debye de electrones Ap., T = r/Ape, Z_LI,W = Lyy./ADes k =k)\p..

= Las velocidades se normalizan con respecto a la velocidad térmica electronica

Ure, V= V/vre. También se normalizan las velocidades con respecto a la velo-
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cidad térmica de cada especie j, v; = v/vr;. También, las velocidades térmicas
se normalizan como vr; = vr;/vr.. El vector de onda asociado al espacio de

velocidades se normaliza como fr; = pur;.

» Las cargas eléctricas se normalizan con respecto al moédulo de la carga del

electrén |g.|, como q; = q;/|¢e|-

= El campo eléctrico se normaliza como E = E (|g.|/mewpevre). La densidad de
carga se normaliza como p = p (|ge|Ape/Mewpevre€n), ¥ €l potencial electrostati-

co se normaliza como ® = @ (|g.|/MmcwpevreApe).

= Las masas y densidades de las especies se normalizan con respecto a la masa
electrénica, m,., como m; = m;/m., y con respecto a la densidad en el estado

de equilibrio de los electrones, ng ., como n; = n;/ng.

» La funcién de distribucién se normaliza considerando que el sistema es uni-
dimensional, f; = vpefj/n.. Como en el caso de la velocidad, la distribucién

se normaliza también con respecto a la velocidad térmica inicial de su propia

especie, f; = vp;jfi/Ne.

La solucion numértica del sistema de ecuaciones involucra la resolucion de la dindmi-

ca de dos especies, surgiendo diferentes escalas.

» La integracién considera la misma escala de tiempo para todas las especies,
porque todas ellas se influencian unas a otras a través de cambios en el campo
eléctrico en todo momento. El uso de diferentes escalas llevaria a problemas
en la resolucién de cantidades comunes, como la densidad de carga y el campo

eléctrico. Por ejemplo, entre dos instantes sucesivos de la escala de la especie
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mas pesada del plasma, transcurren varios instantes en la escala de la especie

mas ligera. Por lo tanto, la contribucion de cada especie estaria desbalanceada.

= La integracion considera la misma escala de posiciones para todas las espe-
cies por un argumento similar. Cuando se calculan la densidad de carga y el
campo eléctrico en una cierta regién del espacio, no habria contribucion de
todas las especies en los mismos puntos de la grilla, realizando una estimacion

desbalanceada de estas cantidades.

= La integracién considera escalas de velocidad individuales para cada especie.
En el caso de un plasma de electrones y iones con razén de masa m;/m, = 1836,
por ejemplo, la mayor parte de la dindmica de los electrones ocurre en el rango
de velocidades [—8, 8]vr., mientras que para iones, en el caso de la razén inicial
T;/T. = 1, se tiene [—0.17,0.17]vp.. Si se usara la misma escala, la grilla de-
beria contener muchos nodos para resolver la dinamica de los electrones, pero
tendria considerablemente menos nodos al resolver la dindmica de los iones. El
uso de escalas de velocidad individual permite resolver ambas especies con el
mismo nimero de nodos, re-escalando la dependencia de velocidad con la res-
pectiva velocidad térmica. Ademas, no hay cantidades comunes que requieran

un espacio comun en velocidades.

Con respecto a las consideraciones anteriores, el sistema de ecuaciones a resolver
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numéricamente es el siguiente.

o _ _ 0 G =0z
it} G E—| f = 1.1
8t+UTJUJ6:z~+mj@Tj av]}f] 0 (3:-1.1)
o
—g—x:E, (3.1.2)
0?P I S
j — 0o

Los coeficientes vr; = /Tj/m; y §;/m;vr; = §;/+/m;T; en la ecuacién de Vlasov
permiten realizar la integracién en el espacio de velocidades de cada especie y luego

re-escalarla a la escala de la velocidad térmica electronica.

3.2 Integracién del sistema de Vlasov-Poisson

3.2.1. Integracion del campo eléctrico

EL campo eléctrico en este esquema se calcula a través de las ecuaciones
y , las que requieren las funciones de distribucion fj Estas ecuaciones pueden
resolverse por medio de transformadas de Fourier. Sean fj,; = F; [ f]} y &r = F; [(ﬂ
las transformadas de Fourier en el espacio de posicion de la funcion de distribucién y

del potencial electrostatico, respectivamente. Luego, la transformada de Fourier de

(3.1.3) resulta

/;32&);; = qu/ fj’;; d@j.
j —00
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Entonces, el campo eléctrico se determina a través de la transformada de Fourier de

la ecuacion (3.1.2)), —ik®; = Ej, de la que se obtiene el campo eléctrico como
I - 1 3 o 3
E [fg} =F; [—ZZ%/ fj,k(vj,f)dvj] :
j —o0

La condicién de cuasi-neutralidad se implementa fijando Ej_y = 0, es decir, el campo

eléctrico promedio en el espacio es nulo en todo momento.

Implementacién numérica

El célculo se realiza numéricamente en el codigo integrador a través del algoritmo
de Fast Fourier Transform of the West (FETW). El uso condiciones de borde pe-
riédicas en posiciones hace que sea adecuado el uso de transformadas de Fourier. El
campo eléctrico se obtiene a través de FE'TW inversa. Sea N, el nimero de modos en
la grilla de velocidades sobre la que se define cada funcién de distribucion. El campo

eléctrico en cada paso de tiempo se calcula como

. Ny
E=1FFT; | —= > A5 ) FFT; [f]]] ,
i n=1

donde la integral sobre el espacio de velocidades se ha discretizado en una sumatoria

de 1 a N, y Av; = Av/vp; es la resolicién de la grilla de velocidad de la especie j.
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3.2.2. Integracién de la ecuacién de Vlasov
Operadores e integradores simplécticos

Los operadores simplécticos estan relacionados a sistemas Hamiltonianos, esto
es, sistemas fisicos que consisten de particulas discretas o de un medio continuo,
cuya dindmica puede representarse a través de una funcién Hamiltoniana y evolu-
cionar de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton [56, |57]. Un operador simpléctico es
un operador lineal que actia sobre las coordenadas del espacio de fase del sistema
Hamiltoniano o en cantidades que dependen de éstas, que constituye una transfor-
macién candnica [58] y verifica el teorema de Liouville, conservando volimenes en el

espacio de fase [59], preservando detalles del espacio de fase del sistema.

Los integradores simplécticos son esquemas de integracion numérica construidos
con operadores simplécticos. Al definir integradores numéricos, surge un Hamilto-
niano aproximado H, vinculado a un mapa de flujo que hace evolucionar al sistema
en una forma similar a la que lo hace el Hamiltoniano exacto H [60]. La relacién
entre el Hamiltoniano exacto y su aproximacién se obtiene a través de una expansién

en serie [61],
H=H+ At"H, + O(At"T),

donde n es el orden del integrador. La expansién indica que H es cercano al Hamil-
toniano original excepto por variaciones de orden n en el paso de tiempo At. Por lo
tanto, en un sistema Hamiltoniano conservativo, H exhibe variaciones alrededor de

H, asegurando que las variaciones en el Hamiltoniano y en la energia total, en el caso

41



en que ésta sea equivalente a su Hamiltoniano, estén acotadas. Entonces, las princi-
pales caracteristicas de un integrador simpléctico son la preservaciéon de detalles del
espacio de fase del sistema, resultando cercano a la dindmica del Hamiltoniano real,
y la conservacion de la energia total en un sistema conservativo, siendo un algoritmo

adecuado para simulaciones a tiempos largos.

Otros métodos, como la familia de integradores de Runge-Kutta, han sido repor-
tados como inestables para la dindmica de tiempos largos, introduciendo disipacion
numérica y cambiando la evolucién del sistema |62} 63]. Estos métodos no estan ba-
sados en ecuaciones dindmicas, y por consiguiente no conservan ni la estructura del

espacio de fase ni la energia del sistema.

Integracion simpléctica de la ecuacién de Vlasov

La ecuacién de Vlasov puede considerarse como la evolucién de la funcion de

distribucién de las especie j dado el operador Hamiltoniano H = T 4V,

_ 9

Hf; = 22, (3.2.1)

donde los operadores no conmutantes T y V se definen como

T=-v-V, E—ﬂE~VU.

m;

Asi, la ecuacion de Vlasov estd relacionada con el Hamiltoniano conservativo H, y el
uso de integracién simpléctica para estimar la evolucién de la funcién de distribucion

f; estd justificada. Dado un intervalo de tiempo At y todas las cantidades en el
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instante ¢, la distribucién en el instante t + At se obtiene integrando directamente.
fi(r,v,t + At) = exp [At (T + V)] f(r, v, 1), (3.2.2)

Esta solucién es vélida siempre que los operadores T y V no dependan explicitamente
del tiempo. Se debe notar que aunque E varia en el tiempo, es un campo formalmente
funcién de f;, por lo que no depende explicitamente del tiempo ¢. Asi, si el intervalo
de tiempo de interés se divide en M particiones cuyo ancho es At, la solucién general

de la ecuacion de Vlasov para la especie j estd dada por [62]
fi(r,v,t) = fexp (AL [T + VD) fi(r,v,0),

donde el operador V se actualiza luego de cada aplicacion de la exponencial. Para
estimar la exponencial se pueden realizar aproximaciones. En la construccién de
métodos de integracién simpléctica se ha demostrado que el operador exponencial

en ([3.2.2) puede expandirse como [64]

,

exp [At (T + V)] = H exp [At7;T] exp [Atv; V] + O (A", (3.2.3)

j=1

donde r es el numero de pares de operadores, n es el orden del integrador, y 7; y v;
son coeficientes reales positivos. Estas condiciones aseguran que al resolver el sistema
de ecuaciones, la fisica evolucione de forma covariante con el tiempo. Coeficientes
negativos implicarian que el sistema retrocede en el tiempo [65], lo que produce re-
sultados no fisicos en sistemas que no son invariantes ante traslaciones en el tiempo.
Cada uno de los operadores exponencial es simpléctico, ya que cada uno de ellos

proviene de transformaciones candnicas.
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En la solucién los operadores T y V se aplican por separado en la condi-
cién inicial, truncando el operador hasta términos del orden de At". Cada operador
actia en variables independientes en f;, por tanto, cada dependencia se resuelve de
forma independiente. Esta solucién esta basada en el esquema de splitting de Strang
[66], el que, aunque usa un operador de desplazamiento en el tiempo basado en di-
ferencias finitas (operadores de Lax-Wendroff), separa la ecuacién diferencial de la

misma manera.

El orden n del integrador se determina comparando la soluciéon obtenida con la
expansién de Baker-Campbell-Hausdorff de la exponencial exacta [62], y eligiendo
coeficientes 7; y v; tales que los términos hasta orden At¢"™ se anulen. Junto con
condiciones de descomposicién, esto determina los coeficientes del integrador. En
algunos casos podrian haber varias elecciones de coeficientes, los que se determinan

por medio de un proceso de minimizacién del coeficiente proporcional a At"*1,

Advecciones e integrador utilizado

En analogia con la solucién (3.2.2)), la resolucién de cada una de las exponenciales

en (3.2.3)) implica resolver las ecuaciones

9
{E + 7V v} f,=0, (3.2.4)
0 4d; _
{a G V”] fi=b 13:22)

las que corresponden a ecuaciones de adveccién relacionadas con el operador T [ec.

(3.2.4)], y el operador V [ec.3.2.5]. En este sentido, el problema de la integracion de
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la ecuacién de Vlasov se ha reducido a resolver ecuaciones de adveccion de la funcion
de distribucién f; en cada una de sus dependencias. Para el problema unidimensional

con variables normalizadas, las ecuaciones de adveccion a resolver son

0 .. 0] =
{a_f + (mory) Uj%] fi=0, (3.2.6)
0 Vq; _ 0 | -
[3f+ (mﬂT) Ea@j] Ji

donde el campo eléctrico E debe calcularse antes de cada adveccién ([3.2.7). En este

0, (3.2.7)

trabajo, estas ecuaciones se resuelven por medio de transformadas de Fourier, esto
es, cada adveccion es transformada en su respectiva variable de integracion y luego

se evalua la transformada inversa. Asi, las ecuaciones de adveccion a resolver son

O . ng \s_|;
et E y T
[E% + (ijTj fij| fip =0

donde f],; = F; [fj] y fj,ﬁj = Fu, [fj} son las transformadas de Fourier de fj en
posicién con variable conjugada k, y en velocidades con variable conjugada ft;. Las

soluciones de cada adveccién para un paso de tiempo At son

Fia(5, 4 AF) = F(0,0) exp [=i (r01,) 1,k A7),

oo (@04 80) = (D exp | i (225 ) 5[] ).

m;ur;
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Implementacién numérica

Las transformadas de Fourier se calculan a través del algoritmo FFTW. Aunque
es adecuado para las condiciones de borde periédicas en el espacio de posiciones,
su uso no es trivial en el espacio de velocidades. Esta dependencia se fuerza a ser
periddica tomando un intervalo de velocidades lo suficientemente grande como para
que las funciones de distribucion lo mas cercanas a cero en los bordes ¥ max/min-
Asi, la condicién de periodicidad f](a?, Ujmax; ) = f](i’, Uj.min, t), se satiface en forma
aproximada en todo momento y en todas las posiciones, y el uso del algoritmo FFTW

es adecuado para la integracion sobre el espacio de velocidades.

En lo que respecta a la dependencia de velocidad, el plasma puede desarrollar fi-
lamentacion, un proceso relacionado con el movimiento de particula libre, observado
en el espacio de fase de las especies como filamentos cuyo ancho en la dependencia
de velocidad se reduce a medida que el plasma evoluciona. En simulaciones, la fi-
lamentacion limita el tiempo méaximo hasta el que se puede avanzar ya que no se
pueden resolver de forma adecuada estructuras cuyo ancho es del orden de o inferior
a Av;. El desarrollo de estas longitudes en el espacio de vleocidades se amortigua

con la introduccién de un filtro pseudo-Gaussiano F [67], dado por

F(ji;) = exp [—36 (ﬁm)rﬁl , (3.2.8)

aplicado como una convolucion a la funcién de distribucion de la especie j en cada

adveccion de velocidad. Si fjo denota a la distribuciéon antes de una adveccién y fj1
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denota a la distribucion después de la adveccion, integrando directamente resulta

J} =TFFT, [FFTy | 2] exp [i (riory) 0,07 |

~ ~ V10 _ _
! =IFFT,, {]F(Mj)FFTM [ jﬂ exp {—i <#) EujAtH .
m;Ur;
Los valores de los coeficientes estan dados por el integrador especifico. En este tra-
bajo, se usa un integrador simpléctico de segundo orden optimizado por McLachlan
y Atela [68], con primera adveccién en velocidad, consistente en cuatro advecciones

en el orden V—T —V — T, y cuyos coeficientes, de acuerdo a (3.2.3)), son

1
\/57

=0, = To=11, V=1—1v, 3=y v3=0.

Como comentario final, se observa que aunque en este esquema la funcién de distribu-
cion, el campo eléctrico y cualquier otra cantidad relacionada, son campos definidos
en una grilla Euleriana en posiciéon, velocidad y tiempo, la integraciéon a lo largo de
las trayectorias es de naturaleza Lagrangiana. Por esto, el esquema de integracion es

de tipo semi-Lagrangiano.

Los calculos numéricos previos requeridos para resolver el sistema de Vlasov-
Poisson se implementan en un c6digo en lenguaje Julia (v 1.3.1) a través de la libreria
Vlasova.jl, creada por J. A. Gidi, del Departamento de Fisica en la Universidad

de Concepcion.
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3.3 Resolucion de la relacién de dispersion lineal

Las raices de la relacién de dispersion lineal se obtienen resolviendo ([2.2.10f). Para
este fin, se calcula la funcién de dispersién de plasma a través del complemento de

la funcién error escalada, en la forma

Z(¢;) = i/ erfex (—i(;) (3.3.1)

donde ¢ es el pardmetro de resonancia ( = w/vr;k, para un k dado. La librerfa
SpecialFunctions.jl del lenguaje Julia (v 1.3.1) calcula esta funcién a través de

la librerfa estdndar math del lenguaje C [69].

La resolucién de (12.2.10)) se realiza a través del método de Muller. Este algoritmo
se implementa en un cédigo Python creado por R. E. Navarro, del Departamento de
Fisica de la Universidad de Concepcion. El método de Muller usa una aproximacién
de segundo orden de la derivada usada en el método de Newton-Raphson [70] pa-
ra estimar los ceros de la funcién dieléctrica . Primero, se le proveen valores
semillas al algoritmo que consisten en puntos de la grilla ¢ cercanos a ceros de ey,
para un primer k. Las ramas correspondientes a modos de la relacion de dispersiéon
lineal se obtienen usando cada una de estas raices como semillas para los siguientes
nimeros de onda. El calculo para los siguientes nimeros de onda usa las raices inme-
diatamente anteriores como semillas. Las raices para los nimeros de onda restantes
se estiman a través de una extrapolacién polinomial de grado dos con las ultimas

tres raices a lo largo de cada rama.
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4 Perturbaciones amortiguadas en un plasma de

electrones y iones Maxwellianos

A lo largo de este capitulo, los iones tienen distribucién Maxwelliana como confi-
guracion de equilibrio, cuando son méviles, con razén de masa m; = 1836.153, y son

inicialmente isotérmicos respecto de los electrones, T; = 1.0,

- 1 1 5
V) = ex —ZU; |,
o' { 2 }
donde la condicién de cuasi-neutralidad requiere que ny; = 1.0 y ¢; = 1.0. Se excita

el primer modo del campo eléctrico, con niimero de onda k; = 0.4 y amplitud de

perturbacion e,

fe (jv 667 0) = [1 + €e COS(k)ll’)] f07€(@€)7 (401)

siendo fo,e(@e) una distribucién Maxwelliana de la misma forma que f07i(@i). En la
literatura, en plasmas de electrones y iones cinéticos, es usual perturbar soélo la dis-
tribucién de los electrones, mientras que los iones pesados se mantienen estaticos,
debido a la diferencia de inercia. Sin embargo, cuando el sistema es perturbado, por

ejemplo, por un potencial sibito, hay una fuerza impulsiva actuando en todas las
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especies.

Con el fin de estimar la amplitud de perturbacion en la distribucién de los iones, se
supone que la dindmica de particula es no relativista y que se desvia levemente respec-
to de la posicién inicial xg, con forzamiento impulsivo F(zg,t) = q; Ep sin(k120)d(t),
concordante con la perturbacion repentina. Las ecuaciones de movimiento conducen
a trayectorias

o(t) = L Bysin(kyzo) + vo,  @(t) = |~ Eysin(kyao) + vo| ¢ + 2o,
m; m;
donde vq es la velocidad inicial de la particula, correspondiente a la configuracién
de equilibrio. De acuerdo a esta solucién, la desviacion de la particula respecto de
su trayectoria de equilibrio es proporcional a ¢;j/m; en un dado instante ¢ previo
a la evolucién del plasma. Asi, la razéon de amplitudes de perturbacién de ambas
distribuciones es €;/e. = G/ (q.m;) = —5.447 x 107* y la distribucién inicial de los

iones esta dada por

£ (20,0) = |1+ -0 e, cos(B) | fou(0). (4.0.2)

qe;

En las siguiente secciones, se observan cantidades macroscépicas y dsitribuciones
reducidas de ambas especies considerando la excitacién del nimero de onda k; = 0.4
y una longitud en el espacio de posiciones L, = 57. Se estudian dos amplitudes
de perturbacién, una correspondiente al régimen lineal, ¢, = 1.0 x 1073, y otra por

debajo pero cercana a la amplitud critica, . ¢, €. = 8.0 x 1073.
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4.1 Amplitud del modo excitado del campo eléctrico y es-

pectros

La cantidad macroscépica mas notoria que permite identificar los efectos de iones
pesados méviles es la amplitud del modo excitado del campo eléctrico |E;|. Las pre-
sentes simulacioens obtienen cualitativamente los mismos resultados que Xu et al.

para el régimen de oscilaciones amortiguadas, como se observa en las F igs(a)

y (b).

N = immobile ions ==y /Wpe
= mobile ions —-= VialWpe

1073

107

[gel
VTeWpe

1077

|E1|me

107°

1071 T T T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000
twpe
Figura 4.1: Evolucién de la amplitud del primer modo del campo eléctrico |F;| para

(a) e, = 1.0x 1073y (b) &, = 8.0 x 1073, con iones mdviles e inmébviles. Se muestran
las tasas de las ondas observadas, para ondas de Langmuir (linea roja segmentada)

y ondas i6n actsticas (linea azul segmentada).

En el modo excitado, se observa que los efectos de la dindmica de los iones son
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dominantes para ambas amplitudes, pero un incremento en ¢, permite que oscila-
ciones rapidas de baja amplitud persistan. Con ambas amplitudes se observan dos
frecuencias de oscilacién en |E}|, una relacionada con la dindmica de los electrones
durante twy. < 60, cuya tasa de amortiguamiento coincide con la de las LWs para
el modo perturbado, 7, = —6.6079 x 1072, y la otra corresponde a frecuencias de
oscilaciéon bajas para tw,. > 100, con tasa de amortiguamiento coincidente con la de

[AWs para el modo perturbado, y;4 = —8.7939 x 1073.

0.0 =twpe= 200.0 200.0 =twpe= 1700.0

(b)

0.20

(a)

0.15
8

3 0.10
3

0.05

0.00

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
kADe k)‘De
0 1 2 3 0 1 2 3
le-5 le-8

Figura 4.2: Espectro del campo eléctrico | By | de e, = 1.0 x 1072 para (a) el rango de
tiempo inicial de alta frecuencia y (b) el rango de baja frecuencia posterior. Se mues-
tran raices de la relacién de dispersion lineal (linea sélida blanca), correspondientes
al modo de Langmuir (a) y al IA (b).

Una comparacién entre las raices de la relacién de dispersion lineal ([2.2.10))
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Figura 4.3: Espectro del campo eléctrico |Ey,,| de e, = 8.0 x 1072 para (a) el rango
de tiempo inicial de alta frecuencia, (b) rango de tiempo posterior de alta frecuencia
y (¢) rango de tiempo posterior de baja frecuencia. Se muestran raices de la relacién
de dispersion lineal (linea sélida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a)

v (b)] y al IA (c).

y el espectro del campo eléctrico |E'kw| de ambas amplitudes de perturbacién e,
(Figs[4.2y [4.3] respectivamente) confirma la excitacién de LWs e IAWS, con frecuen-
cias @y, = 1.2852 y wra = 1.8265 x 1072, respectivamente, como fue notado por Xu
et al.[20]. Ambos son los modos menos amortiguados de la relacién de dispersién

[2-2.10).

Para ¢, = 8.0 x 1073, atin es posible observar oscilaciones de alta frecuencia
correspondientes a LWs en |Ey| [Figlt.1(b)] y en | Ej| [Figl.3|(b)], pero con ampli-
tudes un orden de magnitud inferior a la de las IAWSs. Estos resultados confirman

los modos encontrados por Xu et al. para este plasma.
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4.2 Comportamiento en el dominio de velocidades

Las bajas amplitudes permiten el uso de la teoria lineal para estimar el compor-
tamiento general de las funciones de distribucién . Ya que la distribucién de
equilibrio de ambas especies es Maxwelliana, la carga eléctrica indica que el efecto
perturbativo de ambas especies alrededor de la velocidad de fase de las TAWs exci-
tadas, Uy 14, deberia ser opuesto en las distribuciones de electrones e iones pesados,

y que la amplitud de las variaciones en esta ultima deberia ser menor.

Se siguen las variaciones de la funcién de distribucion promediada en posiciones

<(5 fj>7 (v) de ambas especies. Esta cantidad estd dada por

(57, (0) = - / 50,0 — Foy(@)] da, (4.2.1)

donde f; y v han sido normalizadas con respecto a cantidades de electrones. De
acuerdo a la normalizacion, la relacién entre f] y fj, obtenida de las simulaciones,
es fj = n;/Ur; fj Se hace notar que como el sistema es simétrico en el espacio de
velocidades, se observa la misma dinamica en v < 0 y en v > 0, por lo que se es-
tudia s6lo un rango. Ademas, el comportamiento general con ambas amplitudes de
perturbacion es cualitativamente el mismo, excepto por el nivel de las amplitudes,
por lo que se muestra sélo un caso (g, = 8.0 x 1072). Se sigue la zona de resonancia

alrededor de la velocidad de fase de ondas ién actsticas U 14 = (D/]_C = 4.662 x 1072.

En las Figs y E (d) a (f), se muestra (6f;)_. La perturbacién inicial
produce una zona de resonancia alrededor de v ~ 2.5 x 1072 [Fig[4.5(a)]. Después de
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Figura 4.4: Evolucién de las variaciones de la funcién de distribucién de los iones
promediadas en posiciones, <(5 fl>;z Como referencias se muestran la velocidad de fase

de onda i6n actstica (linea blanca punteada) v la velocidad resonante inicial (llinea
blanca segmentada) para e, = 8.0 x 1073,

twpe = 100 se observa que se mantiene la misma tendencia en el dominio de veloci-
dades, pero alrededor de o ~ 4.0 x 1072 [Figs[4.5(b)], con variaciones despreciables
en instantes posteriores (Figi.4)).

La evolucion de <(5 ﬁ>j muestra que las oscilaciones réapidas en la distribucién de
particulas ocurre alrededor de ¥ = 2.5 x 1072, lo que coincide con el dominio de
las LWs [Fig[i.F[a)], con una gran reduccién en el niimero de iones més lentos que
v = 2.5 x 1072 [Figlt.6(d)] desde el instante inicial. Esta componente decae en el
tiempo, como se observa en las Figs y (b) El decaimiento se corresponde con
una reversion en la aceleracion inicial que ocurre a medida que los iones se acumulan
en los bordes del dominio de posiciones durante 0 < tw,. < 100 (Fig, indicando
la presencia de un potencial positivo de baja frecuencia que los frena [Fig(d)]

y detiene la acumulacién. Posterirmente, los iones son repelidos, reduciendo las va-
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Figura 4.5: Detalles de (a) la etapa inicial y (b) la transicién a tiempos largos de
las variaciones de la funcién de distribucién de los iones promediadas en posiciones,
<5f¢>£, para €, = 8.0 x 1073, Se indican las mismas velocidades.

riaciones en la densidad 0n; = n; — ng,; (100 < twy < 200, Fig y acelerados,
produciendo una acumulacién de iones con velocidades cercanas a Uy 4 [Figl.](e)]
al mismo tiempo que las oscilaciones se amortiguan. El amortiguamiento causa un
forzamiento débil en las particulas, produciendo variaciones de baja amplitud en
la densidad para tiempos posteriores (twp > 200, Fig. Consecuentemente, las

variaciones temporales en <5 fz>£ se vuelven mas pequenas, manteniendo la misma

forma a tiempos mas largos [Figs[4.4] and [4.6]f)].

Las variaciones en (df.)_ se muestran en las Figsa) a(c)y Se observa
que los electrones resultan afectados resonantemente por la propagacién de las IAWs.
La regién resonante exhibe un partrén inverso alrededor de v ~ 4.0 x 1072 durante
la mayor parte de la evolucion del plasma, en comparacién con la distribucion de los

iones. Esto significa que los electrones son frenados en este rango de velocidades.
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Figura 4.6: Secciones de las variaciones de la funcion de distribucién de los electrones
promediadas en posiciones, <(5fe>i [(a) a (c)], y de los iones, <(5ﬁ>i [(d) a (f)], para
g. = 8.0 x 1073, Se muestran la velocidad resonante inicial (linea negra segmentada)
y Ugp,14 (linea negra punteada).
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Figura 4.7: Variaciones en la densidad de iones dn; durante la etapa inicial de la
evolucién del plasma. Amplitud de perturbacién e, = 8.0 x 1073,

Inicialmente, se observan oscilaciones rapidas de baja amplitud sin senales de
interaccion resonante, hasta twy. ~ 100 [Figli.6(a)], cuando hay una repentina acu-
mulacién de electrones con velocidades v < 4.0 x 1072 a expensas de electrones
rapidos, acanzando un peak en twy. = 200 [Fig(b)]. Se observa que el despobla-
miento de electrones rapidos inicialmente ocurre en un amplio rango de velocidades y
se localiza alrededor de 4.0 x 1072 < 9 < 7.5 x 1072 cerca de twpe = 250. Simultanea-
mente, se aceleran electrones con velocidades v ~ 0 y se siguen frenando electrones
rapidos, acumulando electrones lentos alrededor de v ~ 2.5 x 1072, a medida que
los iones pesados son acelerados desde la misma velocidad, despoblando el centro de
la distribucién en un rango acotado de velocidades alrededor de 014 [FigfL.6[(b)].
A tiempos largos, las variaciones se vuelven aproximadamente estacionarias y los

electrones con velocidades alrededor de ¥ ~ 2.5 x 1072 son frenados, aplanando la

distribucién para 0 < o < 2.5 x 1072 [Figs[4.8 y [4.6](c)].

La diferencia observada entre ambas especies puede atribuirse al efecto dinamico
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Figura 4.8: Evolucién de las variaciones de la funcién de distribucién de los electrones
promediadas en posiciones, <5 f€>z' Se muestran la velocidad resonante inicial (linea
negra segmentada) y vy 74 (linea negra punteada), para e, = 8.0 x 1073.

opuesto del campo eléctrico sobre cada una de las especies debido a su diferencia de
carga eléctrica. Como los iones conducen la dindmica en este rango de velocidades, de
la misma forma que lo hacen los electrones con las LWs, la interaccion con el campo
eléctrico acumula iones en velocidades ligeramente mayores a Ug 4, ya sea aumen-
tando o reduciendo la velocidad de los iones cercanos segin su velocidad relativa.
Por otro lado, los electrones tiene carga opuesta, y el campo eléctrico principalmente

los frena en este rango de velocidades.

4.3 Contribucién de cada especie a las oscilaciones amorti-

guadas

La evolucién de la envolvente de las densidades de particulas puede encontrarse a

través del cuadrado de las variaciones de densidad promediadas en el espacio, <5ﬁ32~>j,

59



definidas como

1 [
(on3) = Z_/o [ — 7g,]” d7. (4.3.1)

Esta cantidad se muestra en la Fig[4.9 para ambas especies, con ¢, = 1.0 x 1073 y
en Fig. con g, = 8.0 x 1073, Se observa que inicialmente ambas especies evolu-
cionan en diferentes escalas de tiempo con los iones sosteniendo oscilaciones de baja
frecuencia, correspondientes a las IAWs, y los electrones sosteniendo simultanea-
mente la propagacién de las LWs, hasta tw,. = 100, y de las [AWs. El cambio en la
frecuencia de (d72)_ ocurre cuando la amplitud de las variaciones de ambas especies
alcanzan los mismos niveles, como mostraron Xu et al. [20], indicando que las osci-
laciones dominantes en la distribucion de los electrones se deben a la propagacién
de TAWs una vez las LWs han decaido. Sin embargo, permanece una componente de

alta frecuencia para el caso de e, = 8.0 x 1073,

108 —— (6nZ)xIng
t\uﬂ:;1 10-12 — <6ni2>X,ng,e
C
~~
/><\ 10—16_

E a2
S 10720 -
~

10—24_

L B LN A S S B B B B S S B B S I S B S B
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Figura 4.9: Evolucion de las amplitudes promediadas en posiciones de las densidades
de particulas <5ﬁ32>:7; para g, = 1.0 x 1073,
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Figura 4.10: Evolucién de las amplitudes promediadas en posiciones de las densidades
de particulas <57’z?>j para g, = 8.0 x 1073,

Ambas zonas resonantes resultan eventualmente afectadas por el mismo campo
eléctrico en todo momento. Con el fin de determinar la extension en la que ambas
zonas asociadas a una onda son afectadas por la propagacién de la otra, se siguen dos
enfoques. Para el caso de la zona resonante con las LWs, se hace una comparacién
entre el caso con iones moviles e inméviles a través de correlaciones entre las varia-
ciones de las funciones de distribucién <5 fe>j de cada caso, C [<5 fez>i , <5 fevm%},
dadas por

570y (Fond) 01— LD = b ] [ = i) s]

05,5, 0m, o,

(4.3.2)

donde <5 fe’j>j son las variaciones de la funcién de distribucion promediada en posi-
ciones para iones inméviles (j = ¢) y para iones méviles (j = m), los corchetes ( - )
T

representan el promedio en velocidades sobre un rango o, = [Umin, Umax)s ¥ 0j.5. €S la

desviacion estandar de la funcion de distribucion de las especies j sobre el rango ,.
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Si las distribuciones son las mismas, estaran maximalmente correlacionadas en todo

momento, <<C [(6fei) (Ofem).]). =~ 1), pero si esta regién resulta afectada por
/T Szl o,

las ondas i6n acusticas, habra una desviacién con respecto a la unidad. El segundo

enfoque, para la distribucién de los iones, es observar los espectros de las variaciones

en la densidad de iones dn; y encontrar senales de LWs.

< 1.00 v
S ] Y
,’_‘>~,< . = 8.0x10°3
’E_ 0.75
WL =
5 0.50
x ]
= 0.25
W2 ]
S 0.00 ]
L ]
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Figura 4.11: Evolucién inicial de las correlaciones <C [<6 fel>i <5 fem> D@ sobre el

T

rango de velocidades v, = [0.0,1.5], para ¢, = 1.0 x 1072 y 8.0 x 1073,

En el rango de velocidades 0 < v < 1.5, los electrones son afectados de forma no
resonante por las LWs. Estos responden a la dindmica de los iones desde twy, ~ 25,
como se observa en las correlaciones de la Figll.11] con pequenas desviaciones de la
unidad. Esta respuesta es potenciada después de tw,. = 40 cuando las correlaciones
comienzan a decaer en magnitud y la dinamica de ambos casos se muestra mayor-

mente sin correlacion.

Debido a que los electrones rapidos son no resonantes con las IAWs, se espera

que el campo eléctrico predominante en la etapa de baja frecuencia los afecte débil-
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mente. Este hecho se observa en la Figlf.12] la que muestra una reduccién en las
correlaciones de las distribuciones en el rango 2.0 < v < 4.0, con variaciones de baja
frecuencia del orden de 107°, de forma que no hay una desviacién significativa res-
pecto de la dinamica con iones inméviles. No obstante, estos electrones son afectados
por las IAWSs desde el inicio de la evolucién del plasma. La desviacién més grande de
la unidad se observa alrededor de tw,. = 110, y es posible asociarla con el inicio de
las oscilaciones lentas. A medida que las perturbaciones decaen, los electrones que
resuenan con las LWs resultan menos afectados por la dindmica lenta y en tultima

instancia permanecen casi inalterados, debido a que las correlaciones tienden a la

unidad.
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Figura 4.12: Evoluciéon de las correlaciones <C [<6 fm>£ <5 ﬁm%} >ﬂ sobre el rango
v, = [2.0,4.0] para e, = 1.0 x 1073 y 8.0 x 1073.

En la distribucion de los iones, los efectos de las LWs son débiles en ambos casos,
ge = 1.0 x 1072 y 8.0 x 1073. Esto puede observarse en los espectros de Figl4.13!
para £, = 1.0 x 1073, y Figlt.15| para ¢, = 8.0 x 1073 durante la etapa inicial,

0 < twpe < 200, en la que las LWs son dominantes, y durante el rango de tiempo
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Figura 4.13: Espectro del (a) campo eléctrico, |Ej,,|, (b) variaciones de densidad
de electrones, |07 k|, v (c) variaciones de densidad de iones, |07, k|, del rango de
tiempo 0 < twpe < 200 para e, = 1.0 X 1073. Se muestran raices de la relacién de
dispersion lineal (linea sélida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a

().

posterior, 200 < twy,. < 1700, en que las IAWs son dominantes. No se encuentran

sefiales apreciables de LWs en |07, 4| en la primera etapa [Figsi4.13{c) y [4.15(c)]

o en la etapa subsiguiente [Figs{d.14(c) y [4.16|c)], aunque existe un peak de baja

amplitud en el campo eléctrico [4.16[a)] y en las variaciones de la densidad de los

electrones [4.16(b)].

El caso ¢, = 1.0 x 1073 difiere a tiempo largos (Figl4.14), ya que el peak en
Wy, no se observa en el campo eléctrico ni en la densidad de electrones, indicando

que las variaciones debido a la propagacién de las LWs estan por debajo de las
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Figura 4.14: Espectro del (a) campo eléctrico, |E},|, (b) variaciones de densidad
de electrones, |07, k|, v (c) variaciones de densidad de iones, |07, k.|, del rango de
tiempo 200 < tw,. < 1700 para e, = 1.0 x 1073, Se muestran raices de la relacién de
dispersion lineal (linea sélida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a

()]

producidas por la propagacién de las IAWs. Considerando que el comportamiento
de la zona resonante en <5 ﬁ>5c se produce inmediatamente después de que se aplica
la perturbacion inicial y se mantiene asi a pesar de la componente inicial de alta
frecuencia, se concluye que las LWs no afectan la zona de resonancia relacionada con

las IAWs.

4.4 Resumen y discusion

Este capitulo aborda la evolucién de un plasma electrostatico de electrones y

iones con razén de masa m; = 1836.153, especies inicialmente isotérmicas, T; = 1.0,
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Figura 4.15: Espectros del (a) campo eléctrico, |E} |, (b) variaciones de la densidad
de electrones, |07, |, y (c) variaciones de la densidad de iones, |67, k.|, del rango
0 < twpe < 200 para e, = 8.0 x 1073, Se muestran raices de la relacién de dispersién
lineal (linea sélida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a (c)].

ambas inicializadas con distribuciones Maxwellianas sin deriva relativa. Los iones
méviles permiten el desarrollo de IAWs amortiguadas, ademéas de LWs amortigua-
das, como fue determinado por Xu et al. [20]. Debido a la diferencia de inercia. la
propagacién de estas ondas produce dos escalas de tiempo diferentes. Las LWs, que
interactian con electrones con velocidades ~ ¥4 1, decaen mas rapido que las IAWs,
las que interactiian tanto con electrones como con iones con velocidades en el orden
de 74 14, siendo dominantes las oscilaciones de baja frecuencia a tiempos largos. En
este proceso, los iones en esta zona de resonancia son acelerados hacia vy 14, mientras
que los electrones lentos tienden a ser frenados hacia velocidades 0 < o < 2.5 x 1072,

despoblando una regién acotada alrededor de vy 14, debido a que el forzamiento del
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Figura 4.16: Espectros del (a) campo eléctrico, |E} |, (b) variaciones de la densidad
de electrones, |07, |, y (c) variaciones de la densidad de iones, |67, k.|, del rango
200 < twpe < 1700 para e, = 8.0 X 1073. Se muestran raices de la relacién de
dispersion lineal (linea sélida blanca), correspondientes al modo de Langmuir [(a) a

(c)].

campo eléctrico en cada especie depende del signo de su carga eléctrica.

Las ondas observadas se desarrollan con un gran grado de independencia. La evo-
lucion de las correlaciones de la distribucién de los electrones alrededor de la zona
de resonancia de las LWs muestra indicios de la propagacién de TAWs. A medida
que el campo eléctrico experimenta amortiguamiento, estas correlaciones tienden a
la unidad, indicando que la zona de resonancia se comporta como en el caso de iones
inmoviles. Sin embargo, se hace notar que la desviacién de las correlaciones respecto
de la unidad es del orden de 107°, por lo que la dindmica de la zona de resonancia

relacionada con LWs se mantiene mayormente inafectada por las IAWs. En la dis-
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tribucion de los iones, el patron observado en la zona de resonancia se excita desde
el principio y se mantiene inalterado posteriormente, y por lo tanto parece no estar
relacionado con la dinamica de las LWs, y aunque hay una componente inicial de alta
frecuencia en <5 ﬁ>i, ésta decae a medida que las LWs se amortiguan, produciendo
senales débiles o ninguna senal alrededor de @y en el espectro de dn;. Por consiguien-
te, la zona de resonancia relacionada a las IAWs tampoco es mayormente afectada
por las ondas réapidas. Como consecuencia, las oscilaciones en la envolvente de la
densidad de electrones (d72)_ se producen inicialmente por electrones que resuenan

con las LWs, y posteriormente por electrones que resuenan con las IAWs. Se sigue

la misma conclusién para la amplitud del modo excitado |E|.

La dominancia de las IAWs a tiempos largos puede entenderse por la inercia de
los iones. Se introduce una escala de tiempo més larga que la de los electrones, lo que
se observa en las magnitudes de las tasas de amortiguamiento, |y.| > |J74]. Ambas
ondas estdn presentes desde la perturbacion inicial, siendo las LWs las de mayor
amplitud y con un decaimiento rapido, y las IAWs de menor amplitud, pero con un
decaimiento mas lento. Una vez la amplitud de las oscilaciones de las LWs alcanza la
de las IAWSs, ya que electrones alrededor de 9,7, contintian amortiguando a las ondas
rapidas, las IAWs se tornan dominantes y sus oscilaciones siguen desarrollandose

mientras son lentamente amortiguadas.
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5 Evolucién no-lineal de un plasma de electrones

y iones Maxwellianos

Este capitulo esta enfocado en el estudio de la evolucion no-lineal del sistema
analizado en el Capitulo [l La razén de masa iénica es m; = 1836.153, se conside-
ran distribuciones Maxwellianas sin deriva relativa y razon de temperatura inicial
T, = 1.0 y se excita sélo el primer modo del plasma. La amplitud de perturbacién
€. es lo suficientemente grande como para excitar el régimen no-lineal del modo
rapido. Ademaés del atrapamiento asociado al modo rapido, se observan estructuras
no-lineales en el rango de velocidades bajas cercanas vy 14 y dindmica asociada a la

dindmica de iones pesados con carga positiva.

Para las siguientes secciones se hace notar que debido a la simetria en el espa-
cio de velocidades de este plasma, los espectros son simétricos con respecto a k y
@y, por lo que s6lo se muestra un cuadrante en el plano k — @,. Similarmente, se
muestran las funciones de distribucién sélo para v > 0, ya que el comportamiento de
cualquier estructura encontrada en este rango también se encuentra en v < 0, pero

desplazandose con velocidad opuesta.
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5.1 Dinamica de baja frecuencia en el caso de iones moviles

Por propédsitos de comparacion, se describe la dindmica de baja frecuencia de un
plasma de electrones con iones inmoviles en el régimen no-lineal, con amplitud de
perturbacién e, = 4.0 x 1072, Esta dindmica se desarrolla a tiempos largos compara-
dos con la saturacion del campo eléctrico e involucra ondas de amplitud y frecuencias

bajas.

5.1.1. Espectros del campo eléctrico

Los espectros del campo eléctrico se muestran en la Fig[5.1] Se observa que hay
excitacion de ondas de baja frecuencia. En particular, se excita una regién cercana
a @, ~ 0 para 0.4 < k < 2.0 en Figs[5.1(b) y (c). Posteriormente, durante 1100 <
twpe < 1800 se excitan dos regiones de ondas, una tipo-acistica y otra con frecuencias
inferiores a @, = 6.0 x 1072 [Figl5.1](c)]. Sus niveles, sin embargo, estén dos érdenes
de magnitud por debajo del de las ondas asociadas al modo de Langmuir no-lineal.
La velocidad de fase de las ondas en la region tipo-actstica estan en el rango 4.488 x
1072 < 0y < 8.976 x 1072 con la mayorfa de las ondas verificando 5.236 x 1072 <
Uy < 7.854 x 1072 La segunda regién de excitacién tiene ondas con velocidades de

fase 8.976 x 1072 < vy < 2.244 x 1072,

5.1.2. Densidad de electrones y espacio de fase

Con el fin de distinguir la dindmica de baja frecuencia en las variaciones de la

densidad de los electrones, se aplica un filtro en frecuencias y ntimeros de onda,
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Figura 5.1: Espectros del campo eléctrico |Ekw| para €, = 4.0 x 1072 para el caso de

iones inmoviles. Se muestran tres intervalos de tiempo.
obteniendo una densidad de electrones filtrada 67, (7, ), dada por

e si(T,1) = Fr i [Firw, 1002, 1)] Qk,@,)]

donde 0n, = n. — npe v Q(k,©,) es una funcion filtro, dada por

_ — 36
Q(]%7CDT‘) = exp [_ (W) ,C(]%)7

Wividth /2

(5.1.1)

(5.1.2)

siendo Wyigtn €l ancho de frecuencias del filtro, gy la frecuencia central del filtro y

K una funcién de k. Para el caso en que se filtran sélo bajas frecuencias, g = 0,

Wwiath = 1.2, excluyendo frecuencias relacionadas con el modo rapido y reteniendo

las frecuencias mas relevantes de los modos lentos, y K(k) = 1. Para el caso de

una tinica estructura propagante, se considera Wg = £0.3 con K(£k) = O(k), y
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Gsnite = F0.3 con K(k) = O(Fk), ambos con @yign = 0.6, donde el signo superior es
para ondas que se propagan con velocidad positiva, el signo inferior es para ondas

que se propagan con velocidad negativa, y and © es la funcién de Heaviside.

6ne, filNo, e le—4
15.0

12,5
10.0

7.5

X[Ape

5.0

2.5

0.0

|6ne, i, k/No, e le-5

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
twpe

Figura 5.2: Evolucién de las variaciones de (a) la densidad de electrones, filtrada
en frecuencia, 67n. g, y (b) su transformada de Fourier espacial, ambas para e, =
4.0 x 1072 con iones inmdoviles.

La Figl5.2) muestra la evolucién de las variaciones de la densidad de electrones
filtrada en frecuencia [(a)] y su representacion en el espacio de nimeros de onda [(b)],
reteniendo frecuencias tales que |w,| < 0.6. Se observa que las estructuras localiza-
das, correspondientes a cavidades de electrones, se excitan alrededor de tw,. ~ 900
al centro del dominio de posiciones, y evoluciona en varias cavidades de electrones

contra-propagantes de corta longitud de onda. En Fig(b), esto se observa como
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el desarrollo de diversos nimeros de onda k en el mismo rango de la regién con
frecuencias cercanas a cero en el espectro del campo eléctrico [Figh.1|(c)]. Las cavi-
dades iniciales, 1200 < tw,. < 1650, se propagan con velocidad |v] ~ 1.5 x 1072, Las
siguientes cavidades aparecen durante 1400 < tw,. < 1650 y se propagan con veloci-
dad || = 6.2831 x 1072 y producen varias cavidades angostas después de que éstas
se cruzan con la cavidad central, en twy,, = 1775. La velocidad de estas estructuras
se encuentra dentro del rango de la velocidad de fase de las ondas excitadas en el

espectro del campo eléctrico correspondiente [Figfs.1|(c)].

(a) twpe = 780.0 (b) twpe = 1100.0 (C) twpe = 1460.0 (d) twpe = 2200.0

0 10
X/Ape X/Ape X/Ape

-2 -1 0 1 2

Figura 5.3: Evolucién de las variaciones de la funcién deledizstribuci(’)n de los elec-
trones, 0 f., en el rango de velocidades bajas con iones inméviles con amplitud de
perturbacién e, = 4.0 x 1072. Se muestra la velocidad de las estructuras encontradas
en Fig (linea segmentada negra).

En las variaciones de la distribucién de los electrones, §f, = f. — fo., de Fig
se desarrolla una regién de atrapamiento con v = 0 [Figs[5.3(a) y (b)] la que se sigue
observando en instantes posteriores [Figl5.3(d)]. Esta estructura darfa cuenta de la
cavidad de electrones inicial en dn. s de las ondas de alta intensidad en la Fig
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Se forman otros holes en tw,. = 1460 [Figlp.3|c)] cuyas velocidades son similares
comparado con la de las cavidades en 07, g1 durante 1200 < tw,. < 1600. Se forman
varios electron holes en twy,, = 2200 [Fig[5.3(d)], lo que darfa cuenta de la formacién
de cavidades angostas en 07 g después de twy. = 1800 [Figl5.2(a)].

5.2 Comparacién del régimen no-lineal entre los casos de

iones moviles y iones inmoéviles

Como fue mostrado por Xu et al. [20], no hay sefiales de baja frecuencia en |E; | en
el régimen no-lineal. Debido a que se excitan varios modos después de la saturacién,
la energfa del campo eléctrico Ep es una cantidad més representativa para observar.
De acuerdo a la Figl5.4] la energia del campo se comporta de la misma forma que

en el caso de iones inmoéviles.

T T T L L L
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Wpet

Figura 5.4: Evolucién de la energia del campo eléctrico Ep para el caso no-lineal,
. =4.0x 1072
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5.2.1. Espectro del campo eléctrico

Al observar los espectros del campo eléctrico, la densidad de electrones filtrada
en frecuencia y la funcién de distribucién de los electrones, pueden observarse dife-
rencias con el caso de iones inméviles. La evolucién del espectro del campo eléctrico
en Figl5.5 muestra una estructura similar comparado con la mostrada en la Fig5.1
para iones inmoviles, sin embargo, con mayores amplitudes. Las ondas con frecuen-
cias cercanas a cero, que se observan en Figf5.1 aun pueden observarse cuando se le
permite a los iones moverse, pero sus amplitudes son aproximadamente un orden de
magnitud mas bajo que las encontradas en las ramas tipo-acusticas, las mas excita-

das en este rango de frecuencias.

Se observa que las ramas tipo-actsticas yacen sobre una regién que coincide
con una rama de la relacién de dispersion lineal para T;/T. = 1.0 que corresponde
al modo de orden superior de baja frecuencia menos amortiguado. Estas ondas se
excitan antes, durante 300 < tw, < 1000 [Figp.5{a)], mientras que en el caso de

iones inmdviles se observan durante 1000 < tw,. < 1700 [Figl5.1{(b)].

5.2.2. Densidad de electrones filtrada en frecuencias

En las variaciones de la densidad de los electrones filtrada en frecuencias en la
Fig[5.6] hay notorias diferencias con la obtenida en el caso de iones inmdéviles de la
Figl5.2l En primer lugar, la amplitud de las variaciones de baja frecuencia aumen-
tan hasta casi el doble en la densidad filtrada [Fig[5.6|(a)] y en su transformada de
Fourier en posiciones [Figl5.6(b)]. En segundo lugar, la estructura fina de cavidades

de electrones desarrollada en ambos casos es diferente: para el caso de iones méviles,
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Figura 5.5: Espectros del campo eléctrico |Ekw| con g, = 4.0 x 1072 para el caso de
iones madviles. Se muestran tres intervalos de tiempo. Ademas, se muestran raices de
la relacién de dispersion lineal , correspondientes al modo TA (linea sélida
blanca) y al modo de orden superior de alta frecuencia menos amortiguado (linea
segmentada blanca).

ésta se desarolla desde tw,. >~ 500, como se observa en 07 y |07 1|, siendo las
cavidades que se propagan con velocidad |7,] = 6.2831 x 1072 las estructuras pre-
dominantes. La cavidad central formada en el caso de iones inméviles [Figf5.6(a)]
aun se forma. Después de tw,. = 1000, estas cavidades dan lugar a cavidades mas
pequenas a tiempos mas largos, desarollando una estructura rica en longitudes de

onda cortas.

5.2.3. Funcidon de distribucion de los electrones

La evolucion de las variaciones de la funcién de distribucién difiere de la observada

en el caso con iones inmévles. La Figls. 7 muestra que hay un electron hole cerréndose
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Figura 5.6: Evolucién de las variaciones de (a) la densidad de electrones, filtradas en
frecuencias, 67, a1, y (b) su transformada de Fourier espacial, con €, = 4.0 x 1072 e
iones moviles.

en twye = 780 alrededor de v, [Figp.7(a)], mientras que en el caso de iones inméviles
no hay senales de atrapamiento a velocidades cercanas hasta tw,. = 1460 [Fig(a)
y (c)]. Este hole es mas ancho en posiciones y velocidades, indicando la presencia un
potencial de atrapamiento mas intenso que en el caso de iones inmoviles. También

se observa que el hole tiene movimiento acelerado [Figs[5.7(b) a (d)].

Se mantienen aspectos similares: (i) aun se excita la regién de atrapamiento en
el centro del dominio de posiciones con velocidad nula. Esto da cuenta de los modos
de baja energia alrededor de frecuencias cercanas a cero en Fig y (ii) se excitan

holes méas pequenos, los que pueden dar cuenta de la estructura mas fina que se
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twpe = 780.0 twpe = 1100.0 twpe = 1460.0 twpe = 2200.0
(b) (d)

X/Ape

Figura 5.7: Evolucién de las variaciones de la funcién de distribucion de los electro-
nes, df., en el rango de bajas velocidades, con iones méviles, para la amplitud de
perturbacién e, = 4.0 x 1072, Se muestra la velocidad de las estructuras en cada
instante (linea segmentada negra).

desarrolla en la densidad de los electrones.

5.2.4. Efectos en el rango de altas velocidades

La introduccion de iones méviles también afecta a la distribucién de particulas
a altas velocidades. Este hecho se muestra en las correlaciones [ec. (4.3.2)] prome-
diadas en velocidades entre las variaciones de las distribuciones <(5 f“>x y <5 fem>m
en Fig, evaluadas en el rango de velocidades 2.0 < v < 5.0. Las correlaciones
se desvian de la unidad a tiempo twy,. = 500 y exhiben mayores desviaciones hacia

twpe = 1100.

Las correlaciones promediadas en posicion de las variaciones de la distribucién

completa en instantes fijos, d f. ;, muestran que las desviaciones respecto del caso de
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Figura 5.8: Correlaciones entre las variaciones de las funciones de distribucién pro-
mediadas en posiciones de los electrones de los casos con iones moviles, <5 f67m>m,

y iones inméviles, <5 f_e’i>x, <C [<5 fem>z , <5 f”>x] >U. Las correlaciones se promedian
en velocidades en el rango 2.0 < v < 5.0.

iones inméviles se observan en un amplio rango de velocidades, comenzando en la

regiéon de atrapamiento, como se observa en la Figl5.9]

Se muestra el espacio de fase correspondiente de la distribicion de los electrones en
los mismos instantes de la Fig[5.9) Aunque hay diferencias en la posicién de algunos
de los holes y en detalles especificos en la regién de atrapamiento, la estructura del

espacio de fase se mantiene aproximadamente igual, como se muestra en Fig/5.10]

5.3 Dinamica de baja frecuencia asociada a iones pesados

moviles

En esta seccion se estudian los efectos de la dindmica de iones pesados en plasma
de electrones, con enfoque en los rangos de baja frecuencia y baja velocidad. Se

discuten resultados mostrados en la seccién anterior.

79



(a) twpe = 500

(d) twpe = 2000

=

o

|
=

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5
V/VTe

(C[afe ir 68, m])x (C[éfe,ir 5e, m])x (C[éfe ir 6e, m])x (C[éfe ir 6e, m])x
£
i
2
(o))
o

=
v

Figura 5.9: Secciones de las correlaciones promediadas en posicion entre las varia-
ciones de la funciéon de distribuciéon completa de los electrones del caso con iones
méviles, § f. , y iones inméviles, 0 f. ;, <C [(5 feird fem] >x Amplitud de perturbacion
inicial €, = 4.0 x 1072,

5.3.1. Espectros del campo eléctrico

Se describen los espectros de baja frecuencia del campo eléctrico mostrado en la
Figl5.5l Como se hizo notar previamente, los modos excitados yacen sobre una regién

que corresponde al modo de orden superior de baja frecuencia menos amortiguado
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Figura 5.10: Variaciones de la funcién de distribucién de los electrones, 4 f., para
el caso de iones inmdviles [(a) a (d)] y iones mdviles [(e) s (h)], para la regién de
atrapamiento relacionada con el modo de Langmuir. Amplitud de perturbacién inicial
ge = 4.0 x 1072,

predicho por la relaciéon de dispersiéon lineal . Se encuentran ondas de baja
amplitud sobre la rama del modo i6n actstico lineal, para k = 0.4, sugiriendo un rol
secundario de estas ondas en esta configuracion. Las velocidades de fase de las ondas
m4s intensas se encuentran en el rango 5.610 x 1072 < 7 < 8.976 x 1072 para todos
los intervalos de tiempo. Se observa que las ondas crecen en amplitud en el tiempo y
alcanzan longitudes de onda més cortas a medida que el sistema evoluciona: inicial-
mente, las ondas més intensas se observan para k < 0.8 [Figl5.5(a)], luego, surgen

ondas sobre la rama lineal de orden superior con k < 2.4 y la mayor amplitud con
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k = 0.4 [FigJs.5(b)]. Por dltimo, las ondas alcanzan k = 3.2, y hay tres ondas de
gran amplitud a lo largo de la misma rama, con k = 0.4, 0.8 y 1.2 [Figc)].

5.3.2. Componente de baja frecuencia del potencial electrostatico

oy el
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Figura 5.11: Evolucién de las variaciones del (a) potencial electrostdtico, filtrado en
frecuencia, ®g, v (b) su transformada de Fourier en posiciones para e, = 4.0 x 1072,
con iones moéviles. El intervalo de tiempo corresponde a la localizacién de estructuras

solitarias en el potencial.

El potencial electrostatico esta directamente relacionado con el campo eléctrico
y su estructura. Por lo tanto, se describe la evolucién del potencial electrostéatico
filtrado en frecuencia, estimado de la misma forma que la densidad de electrones

filtrada (5.1.1)) y considerando el filtro (5.1.2)). Este filtro retiene la componente del
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potencial que interactiia con los iones pesados y los electrones lentos correspondien-

tes. Se mantienen frecuencias |w,| < 0.6.

La dependencia de posicion del potencial electrostatico para el intervalo de tiem-
po 150 < twye < 700 se muestra en la Fig[5.11] El potencial exhibe principalmente
dependencia de un solo niimero de onda (k = 0.4), hasta el instante tw,, = 500, cuan-
do se forma un potencial localizado en el centro del dominio de posiciones, = L, /2
[Fig/5.11](a)], con niimeros de onda hasta k = 0.8 [Figl5.11|(b)]. Luego, se excitan
variaciones con k = 1.2 y el potencial se torna localizado durante 500 < twpe < 600,

cuando se forman las cavidades en la densidad de los electrones [Figl5.13(a)].

En la Fig., durante 400 < tw,. < 1000, se observa que el potencial se vuelve
mas localizado y que crece en amplitud, a medida que las cavidades de electrones
se profundizan [ver Figl5.6(a)], hasta el instante tw,. = 1000, formando dos ondas
solitarias contra-propagantes que se propagan con velocidades |v,4| = 6.283 x 1072,
igual a las de las estructuras observadas en 67 5. Dado que el sistema es periddico, los
bordes del dominio de posiciones, asf como & = L, /2, son puntos de cruce en el que el
potencial se intensifica localmente. Después del cruce en tw,. = 1000, la estructura
solitaria se dispersa y se excitan varias longitudes de onda de baja amplitud [ver
Fig[5.12(b)]. Esto coincide con el cruce de las cavidades principales y el crecimiento
de la cavidad en el centro del dominio de posiciones, y la posterior generacion de
cavidades angostas en la densidad de electrones. Las cavidades principales persisten

en instantes posteriores.
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Figura 5.12: Evolucién de las variaciones del (a) potencial electrostatico, filtrado
en frecuencia, ®g), y (b) su transformada de Fourier en posiciones para e, = 4.0 x
1072, con iones mdviles. El intervalo de tiempo mostrado considera la formacién y
propagacién de estructuras solitarias.

5.3.3. Evolucién de la densidad de electrones

En la componente de baja frecuencia de las variaciones de la densidad de electro-
nes las Figs. se forman cavidades en tw,. ~ 500, cuando el potencial electrostati-
co filtrado en frecuencias se localiza en el espacio de posiciones. La Fig[5.13 muestra
un detalle de las variaciones de la densidad de electrones filtradas en frecuencia entre
200 < twpe < 700. Inicialmente, la mayoria de las variaciones ocurre en el nimero
de onda excitado, k = 0.4. La carga se homogeiniza a medida que la polaridad del

potencial filtrado en frecuencia se revierte [320 < tw,. < 440, Figl5.11j(a)]. Durante
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400 < twpe < 500, se observa una reduccién localizada de electrones alrededor de
z = L,/2, alcanzando esa posicién en el instante tw,. = 500. Luego comienzan a

propagarse cavidades de electrones de baja profundidad.

5ne, ﬁl/nO,e
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Figura 5.13: Evolucién de las variaciones de (a) la densidad de electrones, filtrada
en frecuencias, dn. g, y (b) su transformada de Fourier en posiciones, para ¢, =
4.0x 1072, con iones mdviles. El intervalo de tiempo mostrado considera la formacién
de las cavidades de electrones.

Las cavidades se propagan en el espacio de posiciones, produciendo cavidades
mds profundas en los puntos de cruce [Figl5.6(a)]. Las cavidades se enanchan y se
propagan acompanadas por un exceso de electrones en sus bordes, desde tw,. = 800.
En el instante twy. = 900 se excita la cavidad central. Las tres cavidades se cruzan

hacia twp,. = 1000, llevando a la generaciéon de variaciones de longitudes de onda
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cortas [Figs.6(b)] y varias cavidades angostas [Figl5.6(a)].

150.0 =twpe = 850.0 500.0 =twpe= 1200.0 1100.0 =twpe = 1800.0
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Figura 5.14: Espectros de las variaciones de la densidad de electrones |07y .| pa-
ra g, = 4.0 x 1072, para el caso de iones méviles. Se muestran tres intervalos de
tiempo. Ademads, se muestran raices de la relacion de dispersion lineal , co-
rrespondientes a la rama IA (linea sélida blanca) y el modo de orden superior de
baja frecuencia menos amortiguado (linea segmentada blanca).

Se discute la evolucién del espectro de las variaciones de la densidad de electro-
nes on.. La Figf5.14] muestra que la estructura de baja frecuencia de la densidad
de electrones involucra la excitaciéon de diversas ondas en la misma region que las
encontradas en el campo eléctrico (Fig. La amplitud de estas ondas aumenta a
medida que se forman las cavidades [Figh.14[(a) y (b)], excitando mayormente ondas
de longitud de onda corta, 1.2 < k < 2.4. Las amplitudes de estas ondas contintia
creciendo a tiempos mas largos, excitando variaciones con longitudes de onda mas

cortas, k > 2.4 [Figl5.14|c)]. Por lo tanto, la mayor parte de la dindmica de baja
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frecuencia de dn, esta asociada a ondas que yacen sobre la rama de orden superior
menos amortiguada, particularmente con k = 1.2 y k = 1.6. Se excitan ondas por
debajo de la rama IA lineal [linea sélida blanca en Fig)5.14{(c)], manteniendo bajas

amplitudes en comparacién con las de la rama tipo-acustica.

Se hace notar que las ondas mas intensas que se excitan en este caso se propagan
con velocidades de fase en el mismo rango o cercanas a la velocidad |v.| de las
cavidades de electrones en Fig)5.6[a). En el intervalo de tiempo inicial, los rangos son
4.488 x 1072 < 0 < 8.976 x 1072 y un rango de bajas velocidades 0.0 < v, < 2.244 x
1072 [Fig(a)], 6.732 x 1072 < 9y < 8.334 x 1072 [Figf.14{(b)], 5.984 x 1072 <
Uy < 8.228 x 1072 [Fig[5.14[c)]. Ademds, se excitan ondas mds lentas [Fig[5.14|b)

and (c)], que coinciden con la formacién de la cavidad central [Figl5.6|(a)].

5.3.4. Evolucién de la densidad de iones pesados

Las variaciones de la densidad de iones, d7n;, se muestran en las Figs[5.15|y [5.16]

Inicialmente, las variaciones temporales en la densidad de los iones ocurren en su ma-

yorfa con niimero de onda k = 0.4 [Figs{5.15|(b) y5.16(b)] con amplitud decreciente.

Durante 200 < twp. < 300 el potencial tiene un maximo local que expele iones ha-
cia los bordes del dominio de posiciones, como se observa durante 300 < tw,. < 450
[Figlh.15(a)]. Entonces, el potencial aumenta en esas regiones y los iones nuevamente
se acumulan en la posicién Z = L,/2. Esta acumulacién de carga estd acompanada
por la formacién de cavidades en la densidad de los electrones [Fig/5.13(a)] y pro-
ducen un potencial localizado en el instante tw,. = 500 [Figl5.11|a)]. Ya que el
potencial involucra longitudes de onda cortas, la fuerza sobre las especies aumen-

ta, acumulando una gran cantidad de iones en los bordes alrededor del instante
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Figura 5.15: Evolucién de (a) las variaciones de la densidad de iones, dn;, y (b) su
transformada de Fourier en posiciones para ¢, = 4.0 x 1072. El intervalo de tiempo
considera la localizacién de pulsos compresivos.

twye = 600 [Fig[.15(a)].

La Fig5.16) muestra la evolucién de 67; a tiempos largos. Después del proceso de
localizacion, dos estructruras solitarias contra-propagantes correspondientes a pul-
sos compresivos comienzan a propagarse con velocidades |v,] ~ 6.283 x 1072. Su
propagacién coincide con la de las cavidades de electrones [Fig[5.6{(a)], sugiriendo
que ambas estructuras se acoplan en el espacio de posiciones, y dando cuenta del
potencial solitario en la componente de baja frecuencia [Figlp.12|(a)]. Las estructuras
solitarias pierden coherencia después de tw,. = 1000 a medida que se desarrollan

estructuras de longitud de onda corta (k > 2.1) de baja amplitud [see Figl5.16(b)].
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Figura 5.16: Evolucién de (a) las variaciones de la densidad de iones, én;, y (b) su
transformada de Fourier en posiciones para €. = 4.0 x 1072, El intervalo de tiempo
considera la formacién de los pulsos compresivos de iones y su posterior propagacion.

Este evento coincide con la formacién de estructuras de longitud de onda corta en
la densidad de los electrones y la dispersién de las estructuras de la componente de

baja frecuencia del potencial electrostatico.

La evolucion del espectro de baja frecuencia de las variaciones de la densidad de
iones en Figl5.17) exhibe variaciones de baja amplitud, teniendo mayor intensidad
ondas de longitud de onda larga, k < 1.2. Se observan ondas a lo largo de la rama
tipo-actistica, teniendo mayor amplitud las ondas con k < 0.8. La velocidad de fase
de estas ondas estd dentro del rango 4.488 x 1072 < 14 < 8.976 x 1072, que coincide

con la estructura de las ondas en |Ej,| v |d7i.|. Se observan otras ondas intensas
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con frecuencia cercana a cero en el rango 0.4 < k < 1.2 [Figs.m(b) y (c)]. Como
en el caso de la densidad de los electrones, también se observan ondas ubicadas en

o debajo de la rama IA lineal, durante 1100 < twy,. < 1800 con numeros de onda

bajos, k < 2.4 [Figs[5.17(c)].
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0.20 ’ 7 v
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Figura 5.17: Espectros de las variaciones de la densidad de los iones |07, .| para
ge = 4.0 x 1072 para el caso de iones méviles. Se muestran tres intervalos de tiempo.
Ademas, se muestran raices de la relacion de dispersion lineal , correspon-
dientes al modo IA lineal (linea sélida blanca) y al modo de orden superior de baja
frecuencia menos amortiguado (linea segmentada blanca).

5.4 Estructuras no-linealies asociadas a electrones e iones

Las estructuras observadas en la densidad de los iones y en la componente de baja
frecuencia de la densidad de los electrones estan localizadas en las mismas posiciones

y se propagan con las mismas velocidades, como se puede notar de las Figs/5.6(a)
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y [5.16|(a). Se discute sobre el instante en que tal acoplamiento ocurriria, T, y las

funciones de distribucién completas.

5.4.1. Correlaciones locales

Como las estructuras de baja frecuencia de la densidad de los electrones y de los
iones exhiben tendencias opuestas, sus correlaciones locales, C [07;, 07, 1], estimadas

CcOomo

01 (T, 1)0Ne 1 (T, )
Ui@)‘fe,ﬁl({) ’

C [07, Ote ] (T, 1) =

donde () es la desviacién estandar de la densidad de particula de la especie j en
el tiempo, debieran exhibir anti-correlacion en las posiciones en que se encuentran
las cavidades de electrones y los pulsos compresivos de iones. La evolucién de las

correlaciones locales de las densidades se muestra en la Fig
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Figura 5.18: Evolucién de C [07;, 07ic 1] Se indica el instante de localizacion n,. (linea
segmentada roja) para €, = 4.0 x 1072,
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Las correlaciones locales permiten determinar el instante 7, encontrando el ins-
tante en el que las correlaciones comienzan a ser negativas en las posiciones de estas
estructuras. En este caso, 7, = 618.75. Antes de este instante, las correlaciones son
principalemente positivas. Después, se observa anti-correlacion en las zonas donde
estan las estructuras. Para twy,. > 1000, el comportamiento anti-correlativo se pierde
en una gran extension aunque en ciertas regiones puede observarse forma intermitente
(por ejemplo, ver Fig durante 1200 < tw,. < 1400 and 1700 < tw,e < 1800). La
mayor parte del tiempo, ambas densidades se encuentran no-correlacionadas (C ~ 0)

debido a la diferencia en el rango de las longitudes de onda de cada especie.

5.4.2. Funciones de distribucion

Se observan las variaciones de la funcién de distribucién, & fj = f] — fo,j, en tres
etapas: (i) al inicio de la formacién de las estructuras no-lineales (twpe < Tioc), (if)
durante la propagacién de las estructuras (7. < tw,e < 1000) y (iii) en la formacién

de estructuras de longitudes de onda cortas (twy. > 1000).

Inicio de la formacién de las estructuras

La Figl5.19 muestra las variaciones de las funciones de distribucién de los elec-
trones [Figs[5.19(a) a (d)], y de los iones [Figs[5.19(e) a (h)], en cuatro instantes
previos a la propagacion de las estructuras no-lineales de baja frecuencia en las den-
sidades. Las variaciones en la distribucién de los electrones muestra la formaciéon
de una reduccién localizada de particulas justo por sobre la velocidad de fase Uy 14,
y que continta localizdndose a medida que la filamentacién progresa [Figl5.19(d)].
Esta regién estd centrada alrededor de |o| =~ 6.0 x 1072, cercana a |v.| y darfa cuenta

de la formacién de las cavidades de baja profundidad durante 400 < tw,. < 500
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Figura 5.19: Variaciones de la funcién de distribucién de los electrones, 6 f, [(a) a (d)]
y iones 0 f; [(e) a (h)] con e, = 4.0 x 1072, antes de la localizacién de las estructuras
no-lineales en ambas densidades. Se indica la velocidad v, 14 (linea negra punteada).

en la componente de baja frecuencia de las variaciones de la densidad de electrones

(Figf.13).

En las variaciones de la distribucion de los iones ocurren variaciones de gran am-

plitud para el rango de velocidades || < 04 4. Esta distribucién exhibe un lento
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proceso de filamentacién. Se hace notar que a medida que la reduccién localizada
de electrones se mueve en el espacio de posiciones, la densidad de iones a lo largo
de las estructuras filamentarias exhibe una acumulacién localizada de particulas en
las mismas posiciones, la que se observa acelerar desde v = 2.0 x 1072 [Fig5.19(g)]
hacia ¥ = 4.0 x 1072 [Figl5.19(h)]. Esta acumulacién darfa cuenta de la formacién de
pulsos compresivos en la densidad de los iones en el instante tw,. < 600 [Figls.15(a)].
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Figura 5.20: Evolucién de las variaciones de la funcién de distribucién de los iones
promediadas en posiciones, <5 fz> , alrededor de v = vy 14 for e, = 4.0 x 1072

T

La reduccion en la poblacion de los electrones puede entenderse observando las
variaciones de la funcion de distribucién de ambas especies promediadas en posicio-
nes, (6f;). [ec. (4£.2.1)]. Aunque puede observarse una componente de alta frecuencia,
se puede notar que el comportamiento de ambas distribuciones tiene similitudes con
el caso de perturbaciones amortiguadas, a saber, hay una poblacién de iones que es
acelerada hacia velocidades alrededor de 044 (Fig , mientras que los electrones
con velocidad ligeramente superior a Uy 74, en un rango acotado de velocidades, son

frenados (Fig , produciendo un despoblamiento localizado. Como los iones in-
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teractian naturalmente con ondas cuya velocidad de fase se encuentra en este rango
de velocidades, los electrones experimentan los efectos dindmicos opuestos asociado
al campo eléctrico de baja frecuencia. A medida que la filamentaciéon ocurre, esta
informacion se traslada hacia la dependencia de posiciones, siendo observada como
cavidades en la densidad de electrones dn. . Del presente analisis no queda claro si
los electron holes relacionados con las ondas de Langmuir contribuyen a la formacion

de esta reduccion localizada.
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Figura 5.21: Evolucién de las variaciones de la funcién de distribucién de los electro-
nes promediadas en posiciones, <5 fe> , alrededor de © = ¥y 14 para e, = 4.0 x 1072

T

Propagacion de estructuras no-lineales

La Figl5.22 muestra la funcién de distribucién de los electrones [Figs[5.22(a)
a (d)], y de los iones [Figs[5.22e) a (h)], en cuatro instantes correspondientes a
la propagacién de las estructuras localizadas. En las variaciones de la funcién de
distribucién de los electrones se observa que la reduccién localizada de particulas
evoluciona en un electron hole, denominado primario, que se propaga con velocidad

g = 6.25 x 1072, Esta velocidad se encuentra en el rango de las velocidades de
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Figura 5.22: Variaciones de la funcién de distribucién de los electrones §f, [(a) a
(d)] v de los iones &f; [(e) a (h)] para g, = 4.0 x 1072, durante la propagacién de
cavidades de electrones y de pulsos de iones compresivos. Se muestran las velocidades
Us14 (linea punteada negra) y del electron hole vy (linea segmentada negra).

fase de las ondas encontradas en el espectro del campo eléctrico [Fig(a)] y de
las variaciones de la densidad de los electrones [Figls.14{(a)]. A medida que el hole
se propaga, su ancho en el espacio de velocidades aumenta, indicando que hay una

intensificacién del potencial de atrapamiento asociado a él [ver Figf5.12(a)], y que la
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poblacién de electrones alrededor del hole produce el apantallamiento observado en

Ref.[41], el que lleva a un decaimiento abrupto del potencial en los bordes del hole.

Tal exceso de electrones se observa en las Figs{5.23(b) a (d) en 67, q1.
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Figura 5.23: Variaciones de la componente de baja frecuencia de la densidad de
electrones, dn. g (negro), y variaciones de la densidad de los iones, dn; (rojo), para
los instantes mostrados en la Figlb.22, considerando velocidades positivas y negativas

de las funciones de distribucion.

En la distribucién de los iones [Figs[5.22(e) a (g)], se observa que la acumula-

cion localizada de iones se intensifica, asi como también se observa en las variaciones
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de la densidad de los iones en Fig. y que ésta es desplazada hacia v414. Esta
intensificacion puede ser explicada por el hecho de que el aumento de la intensi-
dad del potencial del electron hole lleva a una acumulacién de iones pesados en el
interior de la regién de atrapamiento [40]: un potencial positivo localizado con am-
plitud creciente frena a los iones entrantes con una fuerza creciente, alargando su
tiempo de transito. Debido a que los iones aumentan el potencial positivo localiza-
do, este proceso lleva a un aumento auto-consistente del potencial en la regién de
atrapamieto, la profundidad de las cavidades en la densidad de los electrones y de la
amplitud de los pulsos compresivos en la densidad de los iones, observados durante
600 < twy < 1000 en las Figs[p.6{a) y [p.16](a). Estas estructuras dan cuenta de las
ondas solitarias encontradas en el potencial electrostético en Fig[5.12(a).

Una vez que el hole se ha formado [Figl5.22)(c)], iones con diferentes velocidades
contribuyen a la formacién de los pulsos. Esto se observa en la acumulacién local de
iones a lo largo de los filamentos cerca de 7 = L, [Fig(g)], con velocidad més
baja. Ademas, a medida que el potencial de estas estructuras crece en amplitud, éste

es capaz de limitar el transito de iones mas rapidos, como puede observarse alrededor

de vy en tw,. = 970 [Figl5.22(h)].

Formacién de estructuras de longitudes de onda cortas

La Figl5.24] muestra las variaciones de la funcién de la distribucién de los elec-
trones [Figs[5.24(a) a (d)] y de los iones [Fig[p.24e) a (h)], en cuatro instantes
correspondientes a la formacion de estructuras de longitudes de onda cortas, después
de tw,. = 1000, encontradas en F igs. y . Las secciones de las variaciones de

las densidades en la Fig{5.25 muestran sélo las estructuras que se propagan con ve-
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Figura 5.24: Variaciones de la funcién de distribucién de los electrones, § f., [(a) a (d)]
y de los iones d f; [(e) a (h)] para e, = 4.0 x 1072, durante la propagacién de cavidades
de electrones y de los pulsos compresivos de iones. Se muestran las velocidades Uy 14
(linea punteada negra) y del electron hole vy (linea segmentada negra).

locidad positiva.

Las variaciones de la distribucién de los electrones muestran la formacién de elec-

tron holes més pequenos, los que darian cuenta de la propagacién de cavidades de
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Figura 5.25: Variaciones de la componente de baja frecuencia de la densidad de
electrones, dn. g (negro), y variaciones de la densidad de los iones, dn; (rojo), para
los instantes mostrados en la Fig[5.24] considerando sélo estructuras que se propagan
con velocidad positiva.

electrones mas pequefias que se observan en 07, g [Figs.(a) y [0.25]. En el instante

twpe = 1000, las variaciones de la distribucién de los electrones muestran distorsiones
en los bordes del espacio de posiciones de los electron holes primarios [Fig{5.24(a)]
a partir de los que crecen holes secundarios, uno alrededor de vy y otro alrededor
de Uy 14, como se observa en tw,. = 1240 [Figl5.24(c)]. El proceso se detalla en las

Figsf5.26(a) a (d). En instantes posteriores, se excitan holes mas pequenos y len-
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tos, por debajo de ¥ = ¥y 14, los que se observan en dn. g como cavidades angostas
[Figl5.6{a)]. Estos holes crecen a partir de pequenias perturbaciones en la funcién de
distribucion, observadas desde twy,. = 970 [Fig[p.22(d)] y se establecen una vez se
forman los holes secundarios. Comparando con el caso de iones inméviles, se sugiere
que el crecimiento de estos pequenos holes se debe a estructuras relacionadas con los

holes de las LWs no-lineales.

Las variaciones de la distribucién de los iones exhiben acumulaciones locales den-
tro de la regién primaria de atrapamiento de electrones, en tw,. = 1000 [Fig{5.24(e)].
Una vez que los holes secundarios y los méas pequenos se han formado, la distribu-
cion de los iones ha experimentado perturbaciones que culminan con la formacién
de varias zonas de acumulacién local de iones a lo largo de las estructuras filamen-
tarias [Figf5.24(f) y mas notoriamente en la Figl5.24(h)]. En este proceso se observa
la deformacién del filamento en el rango de velocidades U474 < ¥ < ¥y a medida
que se forman los holes secundarios [Fig[5.26|(e) a (h)]. En instantes posteriores, ta-
les deformaciones también ocurren por debajo de U414 cuando se forman los holes
pequenos [Figls.24{h)]. Este proceso parece producir la pérdida de coherencia tanto
en los pulsos compresivos de los iones como en la componente de baja frecuencia
del potencial electrostatico desde el instante tw,. = 1000. Sin embargo, la Fig/5.25]

sugiere que las estructuras primarias de iones y electrones se mantienen acopladas

FigsF25a) v (b))

La Fig muestra la formacién de electron holes secundarios entre twy,. = 970
y twpe = 1200, y de la estrcutura de la distribucién de los iones alrededor de vg.

Antes de que se formen los holes secundarios, los iones se acumulan localmente en el
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Figura 5.26: Detalles de las variaciones de la distribucién de los electrones, df. [(a) a
(d)], y de los iones, 8 f; [(e) a (h)]. En esta tiltima se considera un rango de velocidades
Uy 14 < U < U durante el proceso de formacién de los holes secundarios. Se muestran
las velocidades 74,74 (linea punteada negra) y del electron hole vy (linea segmentada
negra).

centro del electron hole primario [Fig[5.26|(a) y (e)] alrededor de la velocidad del hole
vy, compartiendo bordes en el espacio de posiciones con el electron hole en cuestion.
Esta region se estira con un borde siendo arrastrado hacia la velocidad vy 74 y el
otro hacia vy [Figs[p.24(f) a (h)], indicando que una porcién de estos iones ha sido
acelerado a velocidades més rapidas y otros a velocidades mas lentas con respecto a

la velocidad del hole primario. Esta deformacién ocurre después de que los tres holes
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se cruzan en twy, = 1000, cuando la componente de baja frecuencia del potencial es
localmente intensificada. Estas deformaciones son méas notorias a tiempos mas largos
[ver Figl5.24{e)], y pueden interpretarse como pulsos compresivos de iones [38, |71]
localizados en los bordes del hole, capaces de atrapar electrones aledanos [Figlh.24{c)
y (d)]. En estas referencias, tales pulsos llevan al rompimiento del hole primario en
dos holes secundarios contra-propagantes. Sin embargo, en este caso el hole primario
persiste. La razon de esto podria ser que una pequena parte de la poblacién de los
iones contribuye a estos pulsos, mientras que hay un mayor nimero de iones dentro

del hole primario que sustenta el potencial de atrapamiento.

En todos los instantes mostrados, los electron holes se propagan de forma acele-
rada (Ug = 6.25x 1072 a 7.75 x 1072) comparados con los que se muestra en Fig5.24
Tal aceleracién podria estar relacionada con la generacion de los holes secundarios,

debido a que inicialmente los holes primarios se propagan con velocidad aproxima-

damente constante [ver Figsl5.22{(a) a (d)].

5.5 Resumen y discusion

Este capitulo se enfoca en la evolucién no-lineal de un plasma electrostatico
compuesto por electrones y iones con razén de masa m; = 1836.153, inicialmente
isotérmicos, T; = 1.0, ambos inicializados con distribuciones Maxwellianas sin deri-
va relativa. Una comparacion entre los casos de iones méviles e inmoviles indica que
hay una dindmica de baja frecuencia que ocurre con ondas localizadas, desarrollando

regiones de atrapamiento en la funcion de distribucion de los electrones alrededor de
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g = 6.0 x 1072, observadas como cavidades en la componente de baja frecuencia de
la densidad de los electrones. Cuando se dota de movimiento a los iones, se excita
una regién similar de ondas en el plano @, — k, correspodiente a la rama de orden
superior de baja frecuencia menos amortiguada de la relacién de dispersion lineal,
y las cantidades observadas exhiben amplitudes mayores. En este caso, se excitan
electron holes de mayor tamano y exhiben una mayor dinamica. Por lo tanto, la

presencia de iones pesados con T; = 1.0 potencia la dinamica de baja frecuencia.

A velocidades mas altas, las estructuras del espacio de fase relacionadas con las
LWs no-lineales también resultan modificadas, como se observa en las correlaciones
promediadas en posiciones de las variaciones de las funciones de distribucién en ins-
tantes fijos entre los casos con iones moviles e inméviles. Sin embargo, la dinamica en
general es similar, como se observa en las variaciones de las funciones de distribucion

de los electrones de ambos casos.

La dinamica de baja frecuencia observada indica que la presencia de iones moviles
excita ondas solitarias electrostaticas relacionadas con la formacion de electron holes
lentos contra-propagantes que inicialmente crecen en amplitud, acumulando iones en
el interior del holee intensificando el potencial asociado a la estructura. Esto conduce
a la formacion de pulsos iénicos compresivos y a ondas electrostaticas solitarias en el
potencial. Esto sin introducir una deriva relativa y formandose a partir de la pertur-
bacién inicial, a diferencia de lo mostrado en las Refs.[39, |41} 42]. En esos trabajos
ambas especies tienen deriva relativa y/o el plasma se inicializa con un electron hole.
Estas estructuras se acoplan y se propagan a la misma velocidad. Esta velocidad

es del orden de las velocidades de fase sobre la rama excitada que se observa en
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el espectro del campo eléctrico. Los espectros de las densidades muestran que los
electrones contribuyen mayormente con la formacion de estructuras de longitudes de
onda cortas, mientras que los iones lo hacen con longitudes de onda largas. No queda
claro si los electron holes vinculados al régimen no-lineal de las LWs contribuyen a

la formacion de estos holes

Notablemente, los espectros muestran baja actividad alrededor de la regién co-
rrespondiente a la rama IA lineal, el modo de baja frecuencia menos amortiguado de
la relacién de dispersion lineal, en la propagacion de estas estructuras, sugiriendo un
rol menor en la dindmica del plasma. Sin embargo, informacion de las funciones de
distribucién indica que hay interaccién resonante alrededor de la velocidad de fase de
las IAWSs 04 14 para el nimero de onda excitado, desde los primeros instantes de la
simulacion. Los electrones con velocidades similares experimentan el efecto dindamico
opuesto debido a la diferencia de carga eléctrica, siendo mayormente frenados y des-
poblando un intervalo de velocidades acotado por sobre la velocidad 74 74. A medida
que el sistema evoluciona, este despoblamiento se traduce en un despoblamiento en

el espacio de posiciones, llevando a la formacion de las estructuras no-lineales.

Los pulsos compresivos en la densidad de los iones se propagan con velocidad
|vs| = 2.6919¢,, donde ¢, = \/m = 2.334 x 1072, fuera del rango predicho por el
modelo de fluidos para TASs [28]. Ademas, las ondas relacionados con su propagacién
no se encuentran en la regién de la rama IA lineal, como se requiere en el caso de la
solucién analitica de baja amplitud |29, [72] y como se ha observado en simulaciones
[32,133]. Por lo tanto, los presentes resultados sugieren que las estructuras excitadas

no corresponden a [ASs.
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A medida que el potencial de atrapamiento crece, el hole primario crece en ex-
tension e interactia con iones con velocidades mas rapidas. Estos iones, que son
co-méviles con el electron hole, pueden resultar eventualmente repelidos desde su
centro si el potencial es lo suficientemente intenso. Esto se observa cuando los holes
contra-propagantes y el hole central se cruzan en el centro del dominio de posiciones.
Al intensificar el potencial localizado, su gradiente en los bordes se vuelve mayor,
acelerando iones hacia velocidades mas altas o mas bajas, dependiendo de su ubi-
cacion en el interior del hole. Este proceso introduce estructuras de longitudes de
onda cortas en la densidad de los iones. A medida que los iones son forzados hacia
los bordes de la regién de atrapamiento, se forman pulsos compresivos con poten-
cial localizado positivo capaz de atrapar electrones de los bordes del hole, generando
electron holes sercundarios. A diferencia de otros trabajos en los que el hole primario
se rompe [38, 71|, esta estructura persiste, posiblemente por la mayor cantidad de
iones pesados acumulados en su interior. Aun queda por estudiar la aceleracién del
electron hole primario asi como la formaciéon del hole central y los pequenos holes
con velocidades inferiores a Uy 4. Se hipotetiza que estos holes pequenos debieran
ser causados por estructuras finas asociadas al modo rapido en ambos lados de la
funcién de distribucién de los electrones, cuyo efecto neto es un campo eléctrico de

baja frecuencia, considerando que también se observan en el caso de iones inméviles.
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6 Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han estudiado plasmas electrostaticos, no colisionales,
no magnetizados, sin deriva relativa compuestos por electrones y iones Maxwellianos
con razén de masa m; = 1836.153 y razén de carga ¢;/|g.| = 1.0, excitando sélo
un ntmero de onda, k = 0.4, con amplitudes de perturbacién e, bajo la amplitud
critica . ¢ necesaria para excitar el amortiguamiento no lineal de Landau de LWs,
obteniéndose oscilaciones amortiguadas, y por sobre e, ¢, produciendo oscilaciones

no lineales, ambas para el caso de especies inicialmente isotérmicas, T; = 1.0.

En el caso de oscilaciones amortiguadas, se propagan dos tipos de ondas en el
plasma, las LWs, conducidas por la dinamica de los electrones, y las IAWSs, condu-
cidas por la dindmica de los iones pesados, como fue concluido por Xu et al. [20],
identificados por la comparacién entre los espectros del campo eléctrico y las fre-
cuencias y tasas de amortiguamiento predichas por la relacién de dispersién lineal
cinética. Como T; = 1.0, la diferencia entre las frecuencias y tasas de amortigua-
miento se deben a la diferencia de inercia, produciendo un amortiguamiento débil y
frecuencias mas bajas en las IAWs que en las LWs. La distribucién de los electrones

participa en la propagacion de ambas ondas.
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Se encuentra una zona de resonancia en las distribuciones de ambas especies,
involucrando la velocidad de fase de las IAWSs, 74 14, en las que los iones dominan la
dindmica y electrones con velocidades en el orden de ¥y 14 experimentan los efectos
dindmicos opuestos debido a la diferencia de carga eléctrica, como se esperaba de
la estimacion de la funcion de distribucién de la teoria lineal. También se encuentra
que ambos tipos de ondas se propagan de forma relativamente independiente una de
la otra, ya que la zona de resonancia relacionada con una de ellas, o toda la especie,
no son afectadas de forma importante por la propagacion de la otra onda, sugiriendo
que toda la dinamica corresponde a una superopsicién de ambos tipos de ondas.
Por lo tanto, inicialmente, predominarian las LWs de gran amplitud, sostenida por
electrones con velocidades ceranas a ¥4 . Dado que la tasa de amortiguamiento es
mayor, las oscilaciones de Langmuir decaen rapidamente por debajo de los niveles de
las ITAWs, sostenidas por particulas con velocidades cercanas a Uy 14, y la dindmica

es gobernada por estas ondas.

En el caso de oscilaciones no lineales, se encuentra que el caso de iones inmoviles
exhibe una dindamica de baja frecuencia de varios ciclos de oscilaciones de plasma de
electrones después de la formacién de la zona de atrapamiento asociada al amorti-
guamiento no lineal de Landau de las LWs. Las variaciones en la distribucién de los
electrones muestran el desarrollo de un electron hole con velocidad v = 0 seguido por
electron holes contra-propagantes con velocidades |v| ~ 6.0 x 1072, con sefiales tipo-
actsticas en el espectro del campo eléctrico |E,, |. Posteriormente, la distribucién
de los electrones se pobla densamente por electron holes pequenos dentro del rango
|v] < 0.1. Se muestra que la introduccién de iones méviles inicialmente isotérmicos

potencia la dinamica de baja frecuencia, permitiendo la propagacién de electron ho-
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les con velocidades |v] = 6.283 x 1072 de gran extensién en los espacios de posicién y
velocidad, en instantes anteriores a los del caso de iones inméviles. Una comparacion
en mas detalle de las variaciones de la funcion de distribucion promediada en posicio-
nes y la funcién de distribucion en ambos casos indica que hay una modificacion en
la estructura del espacio de fase, incluso en el electron hole relacionado a las LWs. El
espectro | Ey,,| muestra la excitacién de ondas en la misma regién que en el caso de
iones moviles, pero la rama tipo-acustica involucra ondas de mayor amplitud. Aun-
que se detecta actividad de baja frecuencia, las IAWSs no son las mas excitadas en el
sistema, al contrario del caso de oscilaciones amortiguadas, y la mayor actividad se
encuentra mas bien sobre una rama correspondiente al modo de orden superior de
baja frecuencia menos amortiguado después del modo IA predicho por la relacion de

dispersién lineal.

Al enfocarse en la dindmica de baja frecuencia, se observa que el potencial elec-
trostatico filtrado en frecuencias exhibe estructuras solitarias contra-propagantes que
persisten por largos tiempos con velocidades aproximadamente constantes, |Us | =
6.283 x 1072, las que pueden identificarse como ondas solitarias electrostaticas. Las
variaciones filtradas en frecuencias de la densidad de electrones y las variaciones de
la densidad de iones exhiben estructuras complementarias que se propagan con la
misma velocidad, correspondientes a cavidades en la densidad de electrones y pulsos
compresivos en la densidad de iones. Es destacable que estas estructuras se excitan
sin haber una deriva relativa entre ambas especies, y que se desarrollan naturalmente
desde la perturbacién inicial sin requerir una excitacién inicial para el electron hole
o el solitén de iones |39, |41} |42]. El espectro de cada cantidad indica que los electro-

nes contribuyen al desarrollo de estructuras de longitud de onda corta mientras que
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los iones pesados sostienen las de longitud de onda larga. Ambas dan cuenta de la
generacién de un potencial electrostético positivo localizado de baja frecuencia ®g.
Estas estructuras también dan cuenta de la estructura de dispersion encontrada en

|Ew,k"

Secciones del espacio de fase indican que la estructura de cavidades en la densidad
de electrones se debe al desarrollo de electron holes. Particularmente, los holes que
inicialmente se mueven con velocidad |v] = 6.283 x 1072, aqui denominados como
primarios, estarian relacionados con la dinamica de los iones, ya que se originan por
un despoblamiento de electrones con velocidades ligeramente superiores a U4 74 en un
rango acotado de velocidades. Las funciones de distribucion promediadas de ambas
especies sugieren que este despoblamiento se debe a los efectos dindmicos opuestos
del campo elétrico en ambas especies alrededor v4 14 debido a una diferencia de car-
ga. A medida que el potencial asociado crece en el tiempo, los iones se acumulan en
el interior de los holes primarios. Este proceso da cuenta de la formacién de pulsos
compresivos en la densidad de iones, intensificando el potencial local. Debido a que
las ondas relacionadas a estas estructuras no yacen sobre la rama IA lineal, como si
se ha observado en trabajos relacionados a TASs 32} 33|, y su velocidad de propaga-
ci6n estd fuera del rango predicho analiticamente para IASs [28], estas estructuras

no pueden asociarse a IASs.

Los iones que se mueven junto con el hole primario son particularmente afecta-
dos por el atrapamiento, produciendo dos pulsos compresivos en los bordes del hole
primario en el espacio de posiciones y llevan a la formacion de electron holes secun-

darios. A diferencia de otros trabajos en los que el hole primario se rompe en dos
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holes secundarios [38], 71|, este electron hole primario continia propagandose, posi-
blemente por la comparativamente mayor poblacién de iones que aun se encuentran
acumulados en el hole primario en comparacién con la de aquellos que producen los

secundarios.

Con el fin de completar la imagen de la dindmica de baja frecuencia del plasma,
atn es necesario estudiar cualquier posible efecto de las estructuras predominantes
en el plasma, a saber, electron holes relacionados con LWs no lineales, las que aunque
involucran frecuencias altas (w, 2 1) y velocidades altas (0 ~ 74 ), atin es posible
que se acoplen y produzcan estructuras de baja frecuencia que podrian afectar e
desarrollo de las estructuras producidas en presencia de iones maviles, asi como la
aceleracion del hole primario. Es también de interés estudiar el comportamiento de
la funcién de distribucién de los electrones en otros rangos de velocidades, ya que las
correlaciones promediadas en posiciones de las funciones de distribucion de electrones
de los casos de iones inméviles y méviles con T; = 1.0 se tornan no correlacionadas
en una gran extension del dominio de velocidades, indicando la presencia de més
estructuras no lineales que también fueron excluidas del presente analisls. También se
deben estudiar los efectos que se produce con la variacion de la razén de temperatura

i6nica.
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Apéndices
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A Calculo de la relacién de dispersion lineal

A.1 Relacién de dispersion lineal desde ec.(2.2.6) a ec.(2.2.8)
Considerando las trayectorias no perturbadas, la expontencial resulta
expli(k-[0'(t") —r] —w[t' —t])] =exp[i (k- v —w]t +wt)].

Al integrar directamente ([2.2.6]) y al usar el potencial electrostatico en el espacio de

Fourier, se obtiene

/ expli (k- ['(t)) — 1] — w[t' — 1])] ¥

—00

E w " Vo j
B Vofo df = -tk Vol
Y ’ w—k-v

Entonces, la transformada de Laplace-Fourier de la distribucién perturbada esta

dada por
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Al introducir este resultado y el potencial electrostatico en la ley de Gauss, y al usar

la transformada de Fouier en el espacio de posiciones, resultan

de donde se obtiene la ecuacion

2
Z q; k- V.o
1 J J d3 d o=
* ; eomjkz/w—k v ] ticw = 0,

que estd escrita en la forma ey, ®; k., = 0, donde €k, se identifica como el término

en paréntesis cuadrados, correspondiendo a la funcién de dispersién en (2.2.8)).

A.2 Relacién de dispersion lineal desde ec.(2.2.8) a ec.(2.2.10))

Para los siguientes calculos, las funciones de distribucion para todas las especies

son distribuciones Maxwellianas sin deriva relativa.

o 7107]' 1)2
foj(v) = WGXP [_ﬁ] .

Su gradiente esta dado por

2
v noj v
vv.fO, = exXp .
Ty Varen)t | 2
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Al introducir este resultado y la definicién de la frecuencia de plasma de la especie

J, wii = @inj/eomy, en i, la funcién de dispersién resulta

1 w2, k-v —v?
fkw=1——5— ﬁ/ exp d>v.
[~/27r 31}%%: K ) w—k-v 211%].

Para resolver la integral, se alinean los ejes de velocidad con respecto a k, asi
vV =uv|e|t+v.el,

donde e| y e, son vectores unitarios paralelos y perpendicular a k, respectivamente,

por lo que k - v = kv). Luego, se resuelve la integral.

k- 2 A V2 2
/—Vexp — U2 dgv:/ﬁexp ——|2| exp | — Vé d3v
w—k-v 2vz,; w — kyj 2v,; 2vz,
v? > vt
e VL g2 / I _ U don
/exp [ ZU%J v oo W — k| P 207, Y

La integral sobre v consiste en dos integrales de funciones Gaussianas, una para

cada direccion perpendicular.

v? 5 > vt > vl
exp |~ | d'vL = exp |~z | dvi exp | == | dvip
QUTj —60 2UTj —00 2UTj

= 277, (A.2.1)

Para la integral sobre v, se considera que

R e
w—k:v” N (JJ—]{?U”’
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o0 o0 2
Y| Y / w Y
k - — d -2 ; — d
/_oow — ky P [ QUT]] = (hCER oo W — Kk P [ 207, Yl

donde el primer término en el lado derecho se ha obtenido de la misma forma que en
(A.2.1)). La integral en el segundo término del lado derecho se resuelve introduciendo

un cambio de variables, £ = UH/\/§’UTj y (= w/\/évaj, resultando

<y Yj exp [—
—27mvps |1
k/mw—MNm4 %n]® ”“{+ Jie == : }

La integral en el lado derecho no tiene una expresién analitica y ha sido estudiada

ampliamente por matematicos. Depende de la variable (;, que es conocida como
factor de resonancia [73] y su médulo indica la ubicacién de la zona de resonancia
en la funcién de distribucién con respecto a la velocidad térmica inicial de la especie

j. Esta funcién es la funcién de dispersiéon de plasma [49] y se define como

Lo L[ exp[=€Y
Zm—ﬁ/wgg .

Por lo tanto,

2

> v
" /—oo w —Uk’v P [_Tg]] doy = _\/%IWTJ‘ [1+¢2(G)]- (A.2.2)
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Finalmente, reuniendo los resultados de (A.2.1) y (A.2.2)), la funcién de dispersion

es

¢

k vvf(]

w = 1 .
ek, +Zeomk2/w—kv

= 1+Z 2,{2 [1+GZ(G)]
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B Diccionario

B.1 Abreviaciones

BGK : Bernstein-Greene-Kruskal (referido a estados BGK).

LW/s : Onda/s de Langmuir (Langmuir wave/s).

TA : I6n-actstico/a (Ion acoustic).

TAS/s : Solitén/es ién-acistico/s (Ion acoustic soliton/s).

TAW /s : Onda/s ién-acistica/s (Ion acoustic wave/s).
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