Universidad de Concepcién
Departamento de Fisica

Teoria Cinética de Inestabilidades
Parameétricas en Plasmas

TESIS PRESENTADA A LA DIRECCION DE POSTGRADO DE LA
UNIVERSIDAD DE CONCEPCION,
COMO PARTE DE LOS REQUISITOS PARA OPTAR AL GRADO DE
MAGISTER EN CIENCIAS CON MENCION EN FISICA

Autor: Prof. Guia:
Patricio A. Munoz Sepilveda Dr. Jaime Araneda

Departamento de Fisica
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién
Concepcidén, Chile.

ABRIL 2011






Director de Tesis : Dr. Jaime Araneda Sepilveda
Comision . Dr. Félix Borotto Chavez

Dr. Guillermo Rubilar Alegria






Agradecimientos

En primer lugar, deseo agradecer a mi director de tesis profesor Jaime Araneda, por todos los consejos y
ayuda que me ha brindado a lo largo del desarrollo de este trabajo. Fue realmente un privilegio el que un
profesor tan capacitado por sus conocimientos de fisica, como también por su gran calidad humana, me hubiese
aceptado como estudiante tesista.

Agradezco también a los profesores Félix Borotto y Guillermo Rubilar, por haber aceptado ser parte de la
comisién evaluadora de esta tesis, y por toda la ayuda que he recibido de ellos en varios ambitos académicos
durante los ultimos anos.

Ademas, en general, quiero agradecer a todos los profesores del departamento de Fisica de la Universidad
de Concepcién que me hicieron clases, entregandome una sélida formacién en las diferentes areas de la Fisica,
capacitandome asi para enfrentar de buena manera el desarrollo de esta tesis. También agradezco a todos los
companeros y amigos de carrera con los que comparti muchos momentos y conversaciones sobre fisica y varios
otros temas, a lo largo de todos estos anos.

Por otro lado, quiero agradecer la formacion académica y valorica que recibi en el Colegio Salesiano de
Concepcion, que me permitié enfrentar de buena forma los primeros anos de universidad.

Por ultimo, pero no menos importante, quisiera agradecer a mi familia, por todo el apoyo que he recibido
de ellos y que me ha permitido llegar hasta estas instancias, ademdas de la paciencia que han tenido conmigo
desde siempre, y de soportarme tal cual soy.






Indice general

Resumen

1. Introduccién

1.1. Caracteristicas y descripcion general de los plasmas . . . . . . .. .. ... Lo
1.1.1. Un plasma como gas de particulas cargadas . . . . . . ... ... ... ... ...
1.1.2. Descripcién microscéopica: Teoria Cinética . . . . . . . . . .. .. ... L.
1.1.3. Descripcién macroscépica: Teorfa de Fluidos . . . . . . . . .. . ... . ..
1.1.4. Cantidades caracteristicas . . . . . . . . . . L

1.2. Ondas en plasmas y relaciones de dispersién . . . . . . . . . ... L L o
1.2.1. Linealizacién y ondas de pequena amplitud . . . . . . . . ... ... ... L.
1.2.2.  Algunos modos caracteristicos de plasmas . . . . . . . ... ... L.
1.2.3. Solucién sistema Vlasov-Maxwell: Transformada de Fourier-Laplace . . . . . . .. .. ..

1.3. Imteracciones onda-particula . . . . . . . . ..o oL Lo
1.3.1. Amortiguamiento Landau . . . . . . . . . ...
1.3.2. Imestabilidad beam cinéticas . . . . . . . . . . . . ...
1.3.3. Resonancia ciclotronica . . . . . .. ... oL

1.4. Contexto observacional: Propiedades del viento solar . . . . . .. . .. ... ... ... ......
1.4.1. Aspectos generales del viento solar y su generacion . . . . . . . . . . . .. .. ... .. ..
1.4.2. Caracteristicas no térmicas en el viento solar y beams . . . . . ... ... ... ... ...

1.5. Ondas de Alfvén . . . . . . . . e
1.5.1. Descripcion general . . . . . . oL
1.5.2. Relacion de dispersion en el rango ién-ciclotron: Teoria de fluidos . . . . . . . . .. .. ..
1.5.3. Ondas de gran amplitud: Solucién de Sonnerup . . . . . . .. . . ... .. ...

. Inestabilidades Paramétricas

2.1. Imtroduccidn . . . . . . . . L e
2.1.1. Motivacion: un ejemplo conceptual . . . . . . . . ... L
2.2. Clasificacién y ejemplos para plasmas no magnetizados . . . . . . . . . . . ... ...
2.2.1. Clasificacion general . . . . . . . ... Lo
2.2.2. Ejemplos detallados . . . . . . . L
2.3. Inestabilidades en plasmas magnetizados cercade Qp . . . . . . ..o
2.3.1. Resena Historica de las Inestabilidades de Ondas de Alfvén . . . . . ... ... ... ...
2.4. Relaciéon de dispersién: Modelo de Hollweg . . . . . . . . . . .. ... oL oo
2.4.1. Método perturbativo: Relaciones basicas . . . . . . . . . . . ... L oL
2.4.2. Ecuacién de momentum . . . . . . . .. ... e e e
2.4.3. Ecuacidén de Ampere . . . . . . ...
2.4.4. Relacién de Dispersion . . . . . . . . . Lo
2.5. Resultados numéricos: Modelo de fluidos de Hollweg . . . . . . . ... . ... .. .. ... ....
2.5.1. Método . . . . L e e
2.5.2. Comportamiento general . . . . . . . .. L L
2.5.3. Efectos de la variacién de la amplitud . . . . . . .. ..o
2.5.4. Efectos de la variacién de beta . . . . . .. ..o
2.5.5. Efectos de la variacién de la frecuenciade lapump . . . . . . .. .. oo
2.6. Modelo cinético en direccién longitudinal . . . . . .. ..o L Lo

10

12
12
12
12
15
17
18
18
19
20
21
21
23
24
26
26
29
31
31
32
37



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

2.6.1. Funcién de distribucién longitudinal . . . . . . . ..o o000 69
2.6.2. Estado de equilibrio . . . . .. ..o 69
2.6.3. Linealizacién y funcién de distribucién perturbada . . . . . . ... ..o 70
2.6.4. Ecuacién de continuidad . . . . . . . ... 71
2.6.5. Momento 1 de la ecuacion de Vlasov . . . . . . . . . ..o 71
2.6.6. Relacién cinética para coeficiente politrépico . . . . . . . .. .. L oL 72

2.7. Modelo cinético en direccién longitudinal: Resultados numéricos . . . . . . . . . . .. .. ... .. 75
2.7.1. Método y caso limite de amplitud nula . . . . . . . ... ... L 75
2.7.2. Casoestdandar . . . . . . . . .. e e 76
2.7.3. Efectos cinéticos en B . . . . . . . 78
2.7.4. Efectos en los umbrales de beta total . . . . . . . .. ... o000 81
2.7.5. Efectos en los umbrales de amplitud . . . . . .. .. ... 0oL Lo 84
2.7.6. Efectos de la frecuencia de la pump . . . . . . . . . ... 85

2.8. Simulaciones Hibridas . . . . . . . . . . . . . e 86
2.8.1. Método: Codigo Hibrido . . . . . . . . . o . e 86
2.8.2. Diagramas de dispersion y Espectros de potencia . . . . . . . .. ... 88
2.8.3. Caso estandar y evolucién de las inestabilidades paramétricas . . . . . . . . . .. . .. .. 90

3. Efectos de un beam de iones 96
3.1. Plasma protén + beam de iones: teoria de fluidos . . . . . . . . ... oL 96
3.1.1. Sistema en equilibrio: onda pump . . . . . .. ... 96
3.1.2. Método perturbativo: Relaciones bésicas . . . . . .. .. ... ... . oL oL 102
3.1.3. Ecuacion de momentum . . . . . . .. .. L 103
3.1.4. Ecuacidén de Ampere . . . . . . i i s 104
3.1.5. Relacién de dispersion . . . . . . . . oL oL 105

3.2. Plasma de fluidos protén-protén: Resultados numéricos . . . . . . . . . ... ... 106
3.2.1. Comportamiento general sin onda pump . . . . . . . . .. ..o 106
3.2.2. Caso particular: Velocidad de drift nula . . . . . . .. ... ... ... .. 110
3.2.3. Caso genérico: Efectos de la velocidad de drift . . . . . . .. ... ... ... ... ... . 114
3.2.4. Caso genérico: Efectos de la densidad del beam . . . . . . .. .. ... ... ... 119
3.2.5. Caso genérico: Efectos del pardametro beta del beam . . . . . .. ... .. ... ... ... 121
3.2.6. Umbrales para beta del core y electrones . . . . . . . .. ... ... . Lo 123
3.2.7. Caso genérico: Umbrales de amplitud . . . . . . . .. ... ... ... ... . ....... 127
3.2.8. Caso genérico: Frecuencia de la onda pump . . . . . . . . .. ... 129

3.3. Modelo cinético en direccion longitudinal . . . . . . ..o 132
3.3.1. Funcidn de distribucién longitudinal . . . . . . . ... .00 oo oo 132
3.3.2. Estado de equilibrio . . . . .. ..o 132
3.3.3. Linealizacién y funcién de distribucién perturbada . . . . . . .. . ..o 132
3.3.4. Ecuacion de continuidad . . . . . . . ... 132
3.3.5. Momento 1 de la ecuaciéon de Vlasov . . . . . . . . . ... 132
3.3.6. Relacién cinética para coeficiente politrépico . . . . . . . .. ..o oo 133

3.4. Plasma cinetico-hibrido protén-protén: Resultados numéricos . . . . . . .. . .. .. ... .. 134
3.4.1. Caso limite de amplitud nula . . . . . . . ... L0 Lo 134
3.4.2. Caso limite de velocidad U nula . . . . . . . . . ... ... 135
3.4.3. Variando la velocidad de drift . . . . . . . . ... 136
3.4.4. Variando la densidad del beam . . . . . .. ... .o 139
3.4.5. Variando beta del beam . . . . . . ... L oL 139
3.4.6. Umbrales para beta del core y electrones . . . . . . . ... ... oL 141
3.4.7. Caso genérico: Umbrales de amplitud . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ..., 145
3.4.8. Caso genérico: Frecuencia de la onda pump . . . . . . . . . . ... 145

3.5. Simulaciones Hibridas . . . . . . . . . . . e 148
3.5.1. Caso amplitud nula . . . . . ... 148
3.5.2. Caso estandar: Efectos de la velocidad de drift. . . . . . . ... ... ... oL 149

3.6. Resumen y discusion de resultados . . . . . . . .. Lo Lo 160
3.6.1. Pardametros del beam . . . . . . . . .. 160



INDICE GENERAL

INDICE GENERAL

3.6.2. Pardmetro de una especie . . . . . . . ..o e

. Relacién de dispersion cinética

4.1. Estado de equilibrio . . . . . . . .. e
4.1.1. Trayectorias no perturbadas . . . . . . . . . . .. L
4.1.2. Ecuacién de Vlasov y funcién de distribucién en equilibrio . . . . . . . . ... . ... ...

4.2. Funcién de distribucién perturbada: Método de Matsuda . . . . . . . . . . ... . ... ... ...
4.2.1. Linealizacién de ecuacion de Vlasov . . . . . . . . ... oo

4.3. Momentos de la funciéon de distribucién . . . .. ..o L
4.3.1. Densidad de carga . . . . . . . . . L
4.3.2. Densidad de corriente longitudinal . . . . . .. .. . oo o Lo
4.3.3. Densidad de corriente transversal . . . . . .. ... oL Lo

4.4. Relacion de dispersién cinética . . . . . . . . ...
4.4.1. Ley de Ohm generalizada . . . . . . . . ... ..
4.4.2. Ecuacién de dispersién longitudinal . . . . . . ... o oL o
4.4.3. Ecuaciones de dispersién transversales . . . . . .. .. ..o
4.4.4. Relacion de dispersion . . . . . . . . .o e

4.5. Modelo completamente cinético: Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
4.5.1. Limite de amplitud nula . . . . . . .. ...
4.5.2. Casoestandar . . . . . . . ..o
4.5.3. Discusién de problemas de la relacién de dispersion . . . . . .. . ..o

. Conclusiones y trabajo futuro

. Polarizacién de ondas de Alfvén

A.1. Convencién para ondas circularmente polarizadas . . . . . . . . . . ... ... L.
A.1.1. Representacién de ondas circularmente polarizadas . . . . . . . . . . ... ... ... ..

A.2. Polarizacion de ondas hijas en plasmas protén-protén . . . . . . . . .. .. ... ...

. Teorema de Floquet

C. Funcién Z de Plasma

C.1. Propiedades . . . . . . . . . e e
C.1.1. Ecuacion diferencial . . . . . . . 0 oo
C.1.2. Expansioén asintética de la funcion Z . . . . . . . . . .. oL o
C.1.3. Propiedades de simetria . . . . . . . . . ... e

C.2. Funcién zeta y método de resolucién de relaciones de dispersion . . . . . . . . . . ... ... ...

. Modelo cinético: Calculo de velocidad de drift
D.1. Trayectorias perturbadas por la velocidad de drift o¢ . . . . . .. . ... ... .. ... ... ...
D.2. Solucién del sistema de ecuaciones . . . . . . . . ..

. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

E.1. Integrales temporales . . . . . . . . . . L e e

E.2. Integrales de la funcion Z . . . . . . . . . ..
E.2.1. Independientes de la amplitud . . . . . . . . ...
E.2.2. Dependientes de la amplitud . . . . . . ... oo

. Normalizaciones

F.1. Plasma electron-proton . . . . . . . . . . . ..
F.1.1. Modelo cinético hibrido . . . . . . . . . . . .

F.2. Plasma electron-protén-beam . . . . . . . . . . .. e
F.2.1. Modelo cinético hibrido . . . . . . . . .. . L

F.3. Plasma electron-protén: Modelo cinético . . . . . . . . . . . o o
F.3.1. Argumentos de lafuncion Z . . . . . . . ..o o
F.3.2. Cantidades dependientes de la funcién Z . . . . . . . . . . .. . ... ... ... ...

F.4. Términos de relacién de dispersion . . . . . . . . . . . . e e

196

200
200
200
201

202

204
205
205
205
207
207

209
209
210

212
212
213
213
215



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

F.4.1. Ecuacién de dispersién longitudinal . . . . . . .. .. o000 226
F.4.2. Ecuacién de dispersién transversal . . . . . . . .. Lo L oo 227



Resumen

En la presente tesis se abordara el problema de interacion no lineal onda-onda de inestabilidades paramétricas
en plasmas, describiendo con modelos cinéticos el decaimiento de una onda de Alfvén en el rango de frecuencias
i6n-ciclotrén, circularmente polarizada y de propagacién paralela a lo largo de una campo magnético estatico
de fondo. El sistema a considerar sera en primera instancia un plasma electrén-protén en donde, por el rango de
frecuencias considerado y la diferencia entre la masa de dichas particulas, los primeros siempre se consideraran
como un fluido sin masa. Dicho problema ha sido estudiado analiticamente durante mucho tiempo mediante
modelos de fluidos (MHD, ver [Hollweg, 1994]) y cinéticos hibridos (con ecuacién de Vlasov, ver [Araneda, 1998])
que incorporan amortiguamiento Landau (para los protones) en direccién longitudinal (al campo magnético de
fondo), logrando identificar que la onda madre (o pump) de Alfvén decae en ondas hijas que son inestables para
ciertos pardmetros, generando asi las tres cldsicas inestabilidades llamadas modulacional, de batido (beat) y
de decaimiento. Ellas son de suma importancia para entender la fenomenologia relacionada con la propagacién
de ondas de Alfvén en ambientes de plasmas espaciales, tales como la generacion de turbulencia en el viento
solar. Estas inestabilidades paramétricas y su contexto seran discutidas en el capitulo 2 de esta tesis, en donde
ademsds se resolvera con modelos conocidos las relaciones de dispersién para poder establer comparaciones con
las mejoras posteriores; mientras que las definiciones basicas de fisica de plasmas y las caracteristicas de ondas
de Alfvén seran dadas en el capitulo 1.

Es en este contexto que el objetivo principal (y original) de esta tesis es extender los modelos de fluidos y
cinéticos-hibridos para este plasma electron-proton, incluyendo los efectos del amortiguamiento ién-ciclotrén en
la direccién transversal (al campo magnético de fondo), mediante la obtencién de una relacién de dispersién
completamente cinética que describa el decaimiento de la onda de Alfvén mencionada. Para ello, se adaptard el
método desarollado en [Matsuda, 1986] para este rango de frecuencias, esperando identificar nuevos efectos sobre
las inestabilidades paramétricas mediante una comparacioén con los resultados de modelos previos, ademéds de
establecer los regimenes de pardametros en que ellos serdn mas importantes. Estos resultados seran validados
también con simulaciones hibridas, que describen mucho mas fielmente el plasma real que cualquier calculo
analitico. Todo este andlisis sera realizado en el capitulo 4 de esta tesis.

Como complemento a lo anterior, el objetivo secundario serd investigar los efectos de anadir, al plasma
anterior, un beam de iones con cierta velocidad relativa respecto a la poblacién de protones, tal como es
frecuentemente observado en plasmas del viento solar (ver [Marsch, 2006]). Este sistema serd estudiado, princi-
palmente, con el modelo cinético-hibrido antes mencionado, tratando de buscar ciertos efectos y fenémenos no
hallados en estudios previos sobre el tema. Dichos resultados seran validados también con simulaciones hibridas.
Todo este estudio serd realizado en el capitulo 3 de esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Caracteristicas y descripcién general de los plasmas

1.1.1. Un plasma como gas de particulas cargadas

Un plasma es un gas de particulas ionizadas que exhibe un comportamiento colectivo. La interaccién bésica
que experimenta es de origen electromagnético, siendo descrita entonces por los campos eleétrico E(Z,t) y
magnético B(Z,t), que obedecen las ecuaciones de Maxwell en el vacio:

V. Bzt = L&Y (1.1)
€0
V- B(Z,t) =0 (1.2)
= .. OBt
V x E(Z,t) = N R (1.3)

OE(Z,t)

V x B(&,t) = poJ(T,t) + Hoo— 5

(1.4)

—

en donde p(#,t) y J(#,t) son las fuentes del campo electromagnético. Los fenémenos que seran descritos en esta
tesis se desarrollardn en el rango de bajas frecuencias w ~ Q, < Q. = eB/m.' y de velocidades no relativistas
v K ¢, por lo que en la ecuacién de Ampere es posible despreciar el término de corriente de desplazamiento asi:

V x B(Z,t) = poJ(Z,1) (1.5)

Para més detalles de las consecuencias de esta restriccion, ver seccién 2.8.1. Ademds, cada particula experimenta
la fuerza de Lorentz:

. di . .
Fr=m® =y [E(a?’, t) + 7 x B(#,1) (1.6)

Usualmente, cuando se observa desde una distancia suficientemente lejana (ver (1.28) para una definicién més
precisa), un plasma contiene una carga total nula, por lo que deben existir tanto particulas con carga positiva
como negativa (electrones y iones). Esta situacién se denomina cuasineutralidad, y se produce en estado esta-
cionario por consideraciones de simetria: una distribucién aleatoria de particulas cargadas siempre produciran
campos eléctricos que tienden a cancelarse.

Por otra parte, es posible modelar un plasma a varios niveles descriptivos, los que seran resumidos brevemente
a continuacion:

1.1.2. Descripcién microscopica: Teoria Cinética

Los fundamentos de la descripcion cinética de plasma se basan en considerar un método eficiente para
modelar la posicién 7y velocidad ¥ de cada una de las N particulas presentes en el plasma y su evolucion

1B es el campo magnético caracteristico del sistema y Qe es la frecuencia ciclotrénica de los electrones (ver (1.31))
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1.1. Caracteristicas y descripcion general de los plasmas 1. Introduccion

temporal, sin tener que recurrir a resolver simultaneamente las leyes de Newton basicas por cada particula, que,
aunque en principio resolveria el problema, es practicamente imposible de implementar debido a su alto costo
computacional.

Funcion de distribucién

Uno de los métodos mas usados para resolver el problema anterior es introducir una funcién de distribucién
fj = f;(Z,U,t), definida como la densidad de particulas para la especie j del plasma en el espacio fase 6-D (Z, ¥/),
esto es, el nimero de particulas en un elemento infinitesimal de volumen d*v d*z = dv,dv,dv,dzdydz en torno
al punto (&, 0) en el tiempo t. De aqui se desprende inmediatamente que el nimero total de particulas N; de la
especie j del plasma vendra dado por:

N](t) B / fj(f,ﬁ,t) d3’U d3x (17)

A partir de lo anterior, es posible definir los llamados momentos de la funcién de distribucién integrando
apropiadamente f(Z,7,t) en el espacio de velocidades con un cierto peso [Baumjohann and Treumann, 1997].
Ellos son cantidades macroscépicas, y como tales, sélo pueden depender del espacio y el tiempo, pero no de las
velocidades de las particulas. Asi, el momento de orden 0 se puede identificar como la densidad numérica:

0= [ 5@ 50 (1.8)

con lo que la densidad de carga total en el plasma sera la suma de las contribuciones de cada especie:

Z%/%mf ) (1.9)

cc +99

en donde la sumatoria corre sobre cada una de las especies de particulas que componen el plasma. Por otra
parte, el momento de orden 1 se identifica como la velocidad macroscépica de conjunto (bulk, promedio), siendo
definida por:

Vj(Z,t) = Uf] Z,7,t)d (1.10)

con lo que la densidad de corriente total en el plasma sera la suma de las contribuciones de cada especie:
— qu/d%ﬁfj T,0,t) = qunj T, 1)V, (Z,1) (1.11)
J

Ademsés, el momento de orden 2 es proporcional al tensor de presién,

o

PE, 1) = m / V@ ) ok — V@ 1)) F(E,5,8) o (1.12)

Esta cantidad describe las fluctuaciones de las velocidades microscépicas con respecto a su promedio, lo que
queda un poco més claro al introducir la velocidad aleatoria o peculiar ¥'(z,t):

7= (2 t)+ V;(Zt)+ U, (1.13)

Es importante notar que la variable microscépica ¢ es independiente de Z y ¢, mientras que ¥’ no lo es, pero atin se
mantiene d3v'=d?v (ver [Cravens, 1997]). Aunque en principio se puede continuar construyendo indefinidamente
momentos de orden superior de esta forma, estos son los mas relevantes fisicamente.

Si el plasma es isotropico, entonces el tensor de presion solo tendra componentes no nulas en la diagonal, y
cada una de ellas representara la presion escalar p; que satisface la usual relacién de gas ideal p; = n;kgT} (ver

13



1.1. Caracteristicas y descripcion general de los plasmas 1. Introduccion

(1.21)). Luego, existira la siguiente relacién con la traza del tensor de presién p; = P]?i/?), de donde se puede
definir la llamada temperatura cinética:

= pj(f’t) Pjﬂ(f’t) i 7 S T = 2 o oo 3
T;(%,t) = = = —Vi(z,t ; t)d 1.14
J(x’ ) anJ(f,t) 3/€an(f,t) San](.'f,t) ('U V?(‘T’ )) f](x,'l), ) v ( )

Cabe destacar que no es una temperatura en el sentido termodindmico, sino que una medida del ensanchamiento
de la funcién de distribucién en el espacio fase. Ademas, si en el plasma hay una direccién privilegiada, tal como
sucede por ejemplo con un campo magnético estatico aplicado en una cierta direccién (||), entonces es posible
definir dos tipos de temperatura cinética, una paralela y otra perpendicular:

o0

m m
T(Zt) = ——— L= VL(Z, ) fd? T *tzi/ —Vi(@))? fd? 1.15
@0 = s [ —v@oprd T@n = gt [ -vi@orsd 1)
en donde, si v = v, entonces v = v + vy,

Ecuacién de Vlasov

De la teoria basica de Mecanica Estadistica, es conocido que la funcién de distribucion de cada espe-
cie de un plasma interactuando a través de sus campos electromagnéticos autoconsistentes (i.e.: generados
por el movimiento de las mismas particulas cargadas y/o impuestos externamente, siendo funcionales de la
funcién de distribucién. Ver [Kirk et al., 1994] para mds detalles) satisface la ecuacién de Boltzmann (ver
[Baumjohann and Treumann, 1997]). Esta posee un término colisional que describe las correlaciones entre las
particulas, aunque en este contexto de interacciones de larga distancia, una “colisiéon“ es bastante dificil de
definir (a diferencia de lo que ocurre en un gas neutro, por ejemplo, donde es un evento bien definido que im-
plica una cercanfa fisica entre particulas). En lenguaje poco riguroso, las interacciones electromagnéticas a una
distancia lo ”suficientemente grande“ generadas por una funcién de distribucién ”suave“, pueden ser tomadas
en cuenta completamente a través de la fuerza de Lorentz (1.6) cuando el plasma es ”suficientemente caliente “
(ver seccién 8.7 de [Stix, 1992] y capitulo 8 de [Somov, 2006]), despreciando asf todo el término colisional, una
muy buena aproximacion en muchos de los plasma espaciales tales como los del viento solar. En este caso,
un plasma (”sin colisiones*) es gobernado por la llamada ecuacién de Vlasov, que describe la evolucién de la
funcién de distribucién en el espacio fase:

g L 0 G (7 L=

9
0

} [i(&,0,t) =0 (1.16)

-

con p(Z,t) y J(Z,t) las fuentes del campo electromagnético autoconsistente siendo definidas por (1.9) y (1.11).
La interpretacion de esta ecuacién se basa en el siguiente argumento: si se sigue la trayectoria de una particula
en el espacio fase (drbita), la razén observada de cambio en la funcién de distribucion sera:

G629 _0f | 5 9 5. 00 4 9% (1.17)
dt ot ox or v

con U = d¥/dt, @ = dv/dt y en donde la aceleracién es de origen electromagnético, siendo dada por la fuerza de
Lorentz (1.6): @ = Fy,/m;, recuperdndose el lado izquierdo de la ecuacién de Vlasov anterior. Entonces, (1.16)
representa una ecuacién de conservacién: f; es constante a lo largo de un sistema de referencia comévil con la
trayectoria de una particula.

El conjunto de la ecuacién de Vlasov més las ecuaciones de Maxwell y las definiciones de densidad de carga
y corriente conforma un sistema de ecuaciones no lineales integro-diferenciales, que posee muy pocas soluciones
analiticas exactas conocidas. En la mayoria de los casos se resuelve mediante aproximaciones que involucran
varias suposiciones y/o soluciones numéricas, tal como en el caso de uno de los objetivos de esta tesis. En
particular, se aprovecha el hecho antes mencionado sobre la constancia de la funciéon de distribucién en la
ecuacién de Vlasov: es posible escoger f; de modo que dependa de cualquier cantidad (por ej., la energia) que
sea constante a lo largo de una 6rbita (Teorema de Liouville o Jeans, ver por ej. [Bellan, 2006]).
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1.1. Caracteristicas y descripcion general de los plasmas 1. Introduccion

Por tltimo, es digno de destacar el siguiente hecho: la funcién de distribucién para un plasma en equilibrio ter-
modindmico, en donde se consideren efectos colisionales, es una Maxwelliana (ver pag 226 de [Choudhuri, 1998]):

3/2 N A
. m m; (v — Uj;)
() = e _miv—Y5)” 1.1
Ji(©) = 1o (%kBTj) P ( 2T, (1.18)

en donde ljj es la velocidad promedio macroscépica (de drift). Entonces, un plasma que no esté en equilibrio
termodindmico (la situacién mas recurrente en el mundo real) tenderd a relajarse hacia esta distribucién. Sin
embargo, esto no puede ser modelado por la ecuacién de Vlasov debida a la ausencia de colisiones. Esto debe
ser tenido en consideracion en el resto de esta tesis en donde se trabaja con la ecuacion de Vlasov: a pesar de
suponer por simplicidad que un plasma esta en equilibrio termodindamico debido a relajacién colisional y por
tanto ser descrito por la distribucién (1.18) (6 alguna variante apropiada de ella), las colisiones se desprecian
para estudiar los procesos aqui analizados mediante la ecuacién (1.16).

1.1.3. Descripcién macroscépica: Teoria de Fluidos

Usando las definiciones previas de momentos de funcién de distribucién y la ecuacién de Vlasov, es posible
deducir ecuaciones bastante mas manejables para muchos plasmas espaciales en donde sélo se usan las cantidades
macroscépicas, denominados momentos de la ecuacién de Vlasov. Estas son las conocidas relaciones de la teorfa
de fluidos neutros modificadas por términos que dan cuenta de su carga, y por ende, interactuan a través de
las ecuaciones de Maxwell. El procedimiento es bastante estdndar y se describe, por ej, en la seccién 7.3 de
[Chen, 1984], en la 2.4 de [Cravens, 1997], 6 en la 5.8 de [Parks, 2004]. En efecto, para el momento de orden 0
se integra en el espacio de velocidades (1.16) y tomando en consideracién las definiciones de (1.9) y (1.11), se
obtiene la ecuacién de continuidad:

a(nj)(fv t)

- +V - (n;V;)(@,t) =0 (1.19)

Por otra parte, multiplicando por la velocidad microscépica @ e integrando nuevamente en el todo espacio de
velocidades, y considerando esta vez la definicién de presién (1.12), se tendrd la ecuacién de momentum:

W0V 5 0w (a o TP
_ 9 V,._:_(E V. B)_ i 1.20
dt ot 7oz m; VX n;jm; ( )

Nétese que el momento de orden 0 contiene una cantidad, la corriente j, que debe ser determinada del momento
de orden 1 (recordar la proporcionalidad con V;). Pero, a su vez, esta tltima ecuacién contiene la presién P; que
en principio debe ser determinada del momento de orden 2 (ecuacién de energia), la cual requiere multiplicar
por el tensor v;v; la ecuacién de Vlasov para posteriormente integrar en velocidad. Y la situacién continia para
los momentos de orden superior, de donde es posible continuar definiendo momentos y asi tener un conjunto
infinito de ecuaciones, denominado jerarquia BBGKY (por Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon (ver
[Baumjohann and Treumann, 1997] y [Choudhuri, 1998]), aunque es impractico en la mayorfa de los casos.

Ecuacién de estado

En cambio, el procedimiento mas comin es truncar el sistema anterior de ecuaciones en p;, J_; y P; intro-
duciendo una ecuacién de estado, que relaciona la presién con la densidad (y asi tener la misma cantidad de
ecuaciones que incégnitas, ademds de evitar considerar el momento de orden 2 de la ec. de Vlasov). Cabe senalar
que este procedimiento funciona sélo si el sistema esta cercano al equilibrio termodindmico, y su dependencia
exacta depende de las caracteristicas particulares del plasma en cuestion. Hay dos ecuaciones de uso comtin en
situaciones (generalmente) opuestas. Una de ellas es la ecuacién de estado de gas ideal:

P()j = nojk'BTj (121)

que es valida para el caso isotérmico, en donde las variaciones temporales son tan lentas que flujo de calor es
dominante, manteniendo asi una temperatura uniforme ([Baumjohann and Treumann, 1997], [Bellan, 2006]).
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1.1. Caracteristicas y descripcion general de los plasmas 1. Introduccion

Esto sucede si la velocidad térmica de una especie del plasma (1.30) es mucho mayor que una velocidad carac-
teristica V' (ver para el caso cinético la seccién C.1.2 y la desigualdad opuesta a (C.8)). Por otro lado, en el
llamado caso adiabdtico, se tiene la siguiente ecuacién del mismo nombre:
N\
13:}@(”?) (1.22)
noj

en donde 0 indica cantidades en equilibrio y 7; es el indice politrépico. Es valida en situaciones caracterizadas
por variaciones temporales tan rapidas que el flujo de calor es despreciable y asi la entropia especifica es
constante (isentrépico), con la velocidad térmica mucho menor que V' (ver desigualdad, para el caso cinético,
(C.8)). Sin embargo, el indice 7 de esta relacién se puede adaptar a otras situaciones distintas de la original y
mds generales, pues si v = 1 se recupera el caso isotérmico, mientras que para v = 0 se tiene el caso isobarico
(presién constante) y con v = oo el caso isométrico (densidad constante).

En el caso particular de un plasma descrito por una distribucién maxwelliana (1.18), es posible verificar
que cada entrada diagonal del tensor de presién (1.12) se relaciona con la densidad en equilibrio mediante la
ecuaciéon de estado (1.21). Ademds, calculando el momento de orden 2 de la ecuacién de Vlasov, es posible
demostrar que también satisface la ecuacién (1.22) con un indice adiabético v = 5/3, de donde se concluye
que un plasma Maxwelliano (en 3D) se comporta como un gas ideal adiabatico ([Parks, 2004]. Por completitud,
cabe mencionar que en plasmas monoatémicos 1D, se tendrd +; = 3, mientras que para plasmas 2D el indice es
v; = 2 ([Baumjohann and Treumann, 1997]).

Por otro lado, de (1.22) se desprende:

o Py
VPJ' = ’)/jKjﬂ;J 1an = ’YZ’LTO]VTLJ (123)
¥

lo que sera un resultado 1til a la hora de linealizar posteriormente.

MHD y Ley de Ohm

Cabe senalar también que con una determinada ecuacion de estado, se obtiene la llamada teoria de multiflui-
dos, en el sentido que se tiene una ecuacién de cada una de las anteriores por cada especie presente en el plasma.
Es posible simplificar aiin méas este sistema introduciendo promedios de densidad de carga p, de particulas n,
de corriente J y de velocidad macroscépica 1% para todas las especies i6nicas, mientras que despreciando la
inercia del fluido electrénico (m./m; — 0). Asi se obtiene, ademds de la ecuacién de estado y en condiciones de
cuasineutralidad, una sola ecuacion de continuidad y de momentum para las cantidades promedio de los iones:

on

— - (nV) = 1.24
SV (V) =0, (1.24)
ﬂ%?ngxé—vR (1.25)

(con P igual a la suma de presiones parciales de todos los iones mds los electrones) mientras que la ecuacién de
momentum para los electrones sin masa se reduce a la llamada Ley de Ohm:

E+VxB=0 (1.26)

que es valida siempre que se desprecien efectos resistivos o colisionales. Estas ecuaciones conforman la llamada
magnetohidrodinamica ideal 6 teoria MHD. En este modelo simplificado del plasma, se supone que los electrones
e iones estan tan fuertemente magnetizados que el plasma se comporta como si las lineas de campo magnéticos
estuviesen atadas (” frozen-in“) a él, lo que equivale a considerar frecuencias de interés mucho menores que las
ciclotrénicas (1.31) de cada especie: w < w;, we.
Una mejora del modelo anterior, que se usard en el capitulo 4 de esta tesis, es el llamado modelo Hall-MHD

6 de dos fluidos, que permite incorporar los asi llamados efectos ién-ciclotrén (inexistentes en MHD ideal).
Aqui igual se considerardn frecuencias mucho menores que la ciclotrénica de electrones w < we (electrones
completamente magnetizados), pero se levantard la restriccién sobre la frecuencia ciclotrénica de los iones
permitiendo ondas con frecuencias comparables w ~ ;. Esta suposicién se manifiesta en un cambio en la Ley
de Ohm de la expresién (1.26) a, en el caso més simple:

I

E+V><B:EJ><B (1.27)
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en donde el lado derecho se denomina término de Hall, que desacopla el movimiento de electrones e iones
en escalas del giroradio de los protones (para una interpretacién detallada, ver pag 7 de [Cramer, 2001]).
Dependiendo del tipo de fenémenos que se quieran describir, esta Ley de Ohm generalizada se puede extender
en varios sentidos (pdgs 142-143 de [Baumjohann and Treumann, 1997]), anadiéndole los términos apropiados.
Para tener una idea de las condiciones en las que es valido considerar cada término extra en la ley de Ohm
generalizada, ver pdg 155-158 de [Baumjohann and Treumann, 1997] y la extensa discusién del capitulo 10 de
[Somov, 2006]). Sin embargo, la forma de la ley de Ohm que se usard aqui serd derivada directamente en la
seccién donde se usard (4.4.1).

1.1.4. Cantidades caracteristicas

En un plasma es 1til definir algunas cantidades caracteristicas, tales como:

= la longitud de Debye por
Gol{iBTj

2
noq;

Apj = (1.28)

Esta representa la distancia caracteristica por encima de la cual el plasma es cuasineutral en estado
estacionario y a escala macroscopica, en un elemento de volumen de tamano apropiado. Por debajo de
dicha distancia las cargas asociadas a cada particula son identificables. Se obtiene como la longitud de
balance entre la energia térmica de las particulas, que tiende a perturbar cuasineutralidad, y la enegia
potencia electrostatica, que tiene a restaurar la cancelacién de cargas debidos a cualquier separacién entre
ellas (denominado a veces ”apantallamiento“)

ke,

= la frecuencia de plasma de la especie “j*:

2

nog;
wh; = = (1.29)

€015
Representa la frecuencia tipica de oscilaciones de electrones en un plasma (completamente ionizado)
frente a una perturbacién local en su cuasineutralidad (considerando un fondo de iones positivos estdticos
debido a su mayor masa). También representa el inverso del tiempo que tarda un electrén, moviéndose a

su velocidad térmica caraceristica, en recorrer una longitud de Debye.

= la velocidad térmica por:
s 2kpT]

vT; (1.30)

mj
en donde T} es la temperatura de la especie j, que se obtiene, de acuerdo a la discusién previa, de una
ecuacion de estado en teoria de fluidos y mediante una integral de la funcién de distribucién en teoria
cinética. Representa la velocidad tipica del movimiento aleatorio de una particula en el plasma, y es la
velocidad més probable de la distribucién Maxwelliana (1.18).

= la frecuencia ciclotrénica de la especie j:

(1.31)
con B el médulo del campo magnético en torno al cual las particulas giran, debido a la fuerza de Lorentz

que siempre apunta en direccién perpendicular a su movimiento.

= la velocidad de Alfvén: B
Vi=—2 (1.32)
v/ HoTopMp
Es la velocidad de propagaciéon del modo normal mas caracteristico de la teoria MHD en el rango de bajas
frecuencias (ver seccién 1.5 para méas detalles).

= la velocidad del sonido en teoria de fluidos por:

(1.33)
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1.2. Ondas en plasmas y relaciones de dispersion 1. Introduccion

cantidad que es el factor de proporcionalidad entre las variaciones de presiéon y densidad cuando se con-
sidera una ecuacién de estado de gas ideal (1.21) adiabdtica (1.22) (ver (1.23)). Representa por tanto
la velocidad de propagacién de perturbaciones en la densidad, situacién bastante ubicua que ocurre en
cualquier medio compresible.

Plasma beta

Para la normalizacion de ciertas cantidades mas adelante se requiere definir otro de los parametros basicos
de un plasma, el llamado plasma beta 3;, cuya expresién dependerd de la teorfa utilizada.

= (inético Es conveniente introducir la presiéon magnética en un plasma con un campo magnético de fondo
Bs:

2p10

B?

mediante la cual se puede definir el pardmetro 3; como la razén entre la presién térmica de cada especie

(1.21) y la magnética (con el superindice K enfatizando su definicién cinética):

Pmag = (134)

P,
Bf = 5 = nojksT;
mag

2& _ 2M0n0jkBTj _ QkJBTj HoTo™My _ QkBTj (1 35)
B2 B2 mp Bz mpV3 .

Es conveniente también definir la razén entre las velocidades térmica y de Alfvén como un pardmetro beta
reducido 3,, que en un plasma de protones y electrones es igual que ﬁf :

7 g _U%_p o QﬂonokBTp

K

s Fluido En teorfa de fluidos (superindice F'), serd la razén entre la velocidad del sonido y la de Alfvén:

TV my, Bz B2 2

) _
GF .= G _ VikBTj poromy _ ponoviksTy _ 750 (1.37)

Esta definicién es la que se usard en esta seccién (y la que fue usada originalmente en varios papers de
inestabilidades paramétricas con teoria de fluido, ver [Hollweg, 1994]). Notar que hay un factor v;/2 de
diferencia con respecto a la definicién cinética.

En todo caso, la interpretacion del pardmetro beta yace en determinar si es el comportamiento térmico
(mediante la fuerza generada de los gradientes de presién) o magnético (a través de la fuerza de Lorentz)
es el predominante en el plasma. En el primer caso § > 1, el movimiento del plasma es el que determina la
direccion de las lineas de campo, mientras que en el segundo caso 3 < 1 la situacién es opuesta: el plasma es
guiado por el campo magnético. El andlisis de los capitulos 3 y 4 de esta tesis se basard fundamentalmente
en plasmas con 3 < 1, tales como los del viento solar rdpido cercano al Sol y ciertas regiones coronales
(ver seccién 1.4.1).

1.2. Ondas en plasmas y relaciones de dispersion

1.2.1. Linealizacion y ondas de pequena amplitud

Uno de los procesos mas fundamentales que se pueden desarrollar en plasmas, al igual que en muchos otros
medios, es la excitacién de ondas, pues representan uno de los mecanismos basicos de transmisién de energia
e informacién. En este contexto, y sélo de modo formal para teoria de fluidos, una onda es simplemente una
solucién de onda plana (modo normal) de la ecuacién de onda, derivada de las ecuaciones de Maxwell y las
ecuaciones de movimiento macroscépicas mediante transformadas de Fourier espacio-temporales. Estas cambian
la dependencia de las variables involucradas desde el espacio real (¢, ) al espacio reciproco de Fourier (w, k),
en donde w es la frecuencia angular de la onda y k la direccién de propagacién, normal al frente de onda.

En primera aproximacion, estos modos pueden describirse de forma lineal (subindice 1) cuando las amplitudes
son infinitesimales (despreciando todas las cantidades a segundo orden ¢ superior) y considerarlos mutuamente
independientes, un método conveniente para conocer la respuesta del medio a las perturbaciones locales y campos
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externos. Cabe destacar que la linealizacién se debe realizar en torno a un estado de equilibrio (subindice 0)
conocido. El resultado que se obtiene finalmente es, por ejemplo, un conjunto de tres ecuaciones para una
variable dada como puede ser la velocidad macroscépica 6 el campo eléctrico:

Aij(w, k) Ej(w, k) =0 (1.38)
Sus soluciones no triviales requieren que el siguiente determinante se anule:
det [Aij(w,E)} =0 (1.39)
de donde se obtiene la llamada relacion de dispersion
w = w(k) (1.40)

Cada uno de los posibles valores de w y k que satisface la relacién anterior representa un modo de onda especifico,
que en general son discretos y muy pocos para la mayoria de situaciones

1.2.2. Algunos modos caracteristicos de plasmas

Los plasmas, en particular cuando estdn magnetizados, se caracterizan por soportar una ingente cantidad
de modos electrostéticos y electromagnéticos (Ver [Swanson, 2003]). Algunos de ellos que serdn de relevancia
para propdsitos ilustrativos en esta tesis, y sus respectivas relaciones de dispersion, seran

Plasmas no magnetizados

= Ondas FElectromagnéticas: Son caracterizadas por la relacion de dispersion
2 2 2 2
W =w,, +k%c (1.41)

con wye la frecuencia de plasma electrénica. Puede interpretarse como si la particula asociada fuese un
fotén. Representa simplemente una onda ordinaria electromagnética (con relacién de dispersién w = ke
en el vacio) modificada por la presencia del plasma. De aqui surge un importante efecto: no cual-
quier onda electromagnética con frecuencia arbitraria se puede desplazar en un plasma (pdgina 2 del
texto[Liu and Tripathi, 1994]). En efecto, aquéllas sélo se pueden propagar si wp. < w, mientras que se
reflejardn si wp. = w y serdn absorbidas si wy. > w. Esta condicién se puede aplicar de mejor forma en
términos de la densidad critica del plasma n., que es aquella en la se satisface que la frecuencia de plasma
es igual a la frecuencia de la onda madre: wy. = wp, de modo que por (1.29):

2
€E0MeW,

= Ondas i0n-acusticas: La pseudo-particula o excitacién cudntica asociada es un fondn.

2.2
2 kcs

=5 (1.43)
1+ k2)3,

Es una simple perturbacién de densidad (sonido, ver (1.33)) modificada por efectos térmicos debidos a los
electrones, pero en donde la inercia es proporcionada por los iones. Son los modos fundamentales de baja
frecuencia, que se desplazan a la misma velocidad ¢, para longitudes de onda grandes.

= Ondas de Langmuir: La pseudo-particula o excitacion cuantica asociada es un plasmon.
w? =w?, (14 3k°A%,) (1.44)

Es valida para un plasma de iones y electrones en donde éstos ultimos pueden ser modelados por una
presion térmica con ecuacién de estado adiabéatica. Representan, simplemente, las oscilaciones fundamen-
tales del plasma de alta frecuencia wp. (1.29) antes descritas, modificadas por efectos térmicos al tornarlas
dispersivas.
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Plasmas magnetizados

Usualmente, los plasmas poseen un campo magnético estatico de fondo, lo que incrementa y complica
enormemente el tipo de ondas propagantes. Aqui solo se mencionard, sin duda, la mas importante:

= Ondas de Alfvén: Son ondas electromagnéticas lentas sin dispersién, propagandose a frecuencias mucho
menores que la ién ciclotrén €2, y cuya relacién de de dispersién es:

w="Vpk (1.45)

con V4 la velocidad de Alfvén definida en (1.32). Para més detalles, ver seccién 1.5.

1.2.3. Solucién sistema Vlasov-Maxwell: Transformada de Fourier-Laplace

En plasmas sin colisiones, el procedimiento para resolver el sistema Vlasov-Maxwell que se usaré se basa, de
la misma forma que en fluidos, en linealizar todas las ecuaciones y variables asociadas (en particular la funcién
de distribucién f;) con respecto a un estado de equilibrio, aunque con una diferencia sutil: el método directo de
usar superposicion de ondas planas mediante transformada de Fourier espacio-temporales no funciona adecua-
damente. Para ilustrar el problema adecuadamente, sea el caso particular de ondas electrostdticas propagantes
en plasmas, esto es, aquellas sélo con un campo eléctrico paralelo EH (al campo magnético de fondo). En dicho
caso, es posible demostrar (ver pag 118 de [Somov, 2006]) que la (transformada de Fourier de la) perturbacién
en la densidad de carga p; vendra dada por:

5 Ofoi/Ov|
= —ZE| Z m] / w —]kHUH H (146)

en donde fj es la funcién de distribucion en equilibrio de la especie j. Consecuentemente, la relacién de dispersion
final involucrard una integral en velocidad del mismo tipo (ver seccién 5.2 de [Bellan, 2006]). Esta integral
estd mal definida puesto que posee una singularidad (polo) en el eje real (contorno de integracién) para v =
w/k||, y en el caso general no puede ser evaluada sin un método apropiada para sortear esta dificultad. Este
problema fue tratado por primera vez en su forma apropiada en [Landau, 1946], quien corrigié el primer intento
por resolver el sistema de ecuaciones antes mencionado debido a A. Vlasov en 1945, quien usé erréneamente
sélo un simple analisis de Fourier. Landau propuso que, en vez de tratar de solucionar el problema como uno de
modos normales, deberia ser tratado como un problema de valor inicial utilizando una transformada de Laplace
para la parte temporal, en donde ésta y su inversa se definen para la cantidad v como:

) co+i B
1 . 1 ~ .
L / W)t d = () = —— / B (w) et du (1.47)
T 2w
0 —oo+1i3

en donde la transformada inversa se efectia a lo largo del llamado contorno de integracién de Bromwich (ver
seccién 5.2.2 de [Bellan, 2006]). La propiedad clave que hace la diferencia al utilizar esta transformada integral

es la de su derivada: o
c(dt) = —iwl(T) — T(0) (1.48)

pues involucra el valor inicial de la funcién (a diferencia de la transformada de Fourier que no lo incluye).
El resultado final, luego de un largo y detallado andlisis del sistema Vlasov-Maxwell (ver seccién 10.1 de
[Baumjohann and Treumann, 1997], seccién 5.2 de [Bellan, 2006] 6 seccién 8.4 de [Krall and Trivelpiece, 1973])
es que la relacién de dispersion con transformada de Laplace igualmente involucra una integral como la (1.46),
pero s6lo en el limite asintético para tiempos largos, en donde el plasma esté en estado estacionario (despreciando
el periodo transiente, bastante dificil de describir con este método). Ademads, ahora el problema de la singularidad
se suprime debido a que el camino de integracién esta bien prescrito, siendo un contorno de Bromwich deformado
y extendido (por continuacién analitica) para incluir convenientemente la posible ubicacién del polo en v = ¢
con una pequeha parte imaginaria negativa, y as{ poder usar el método de los residuos (ver seccién 5.2.4 de
[Bellan, 2006] y diagrama correspondiente en el apéndice C). La forma estdndar para lograr esto es suponer que
la frecuencia es compleja, en donde:

w=w, +1i7y con wr =Re(w) vy v=Tmw) (1.49)
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Esto puede interpretarse apelando al resultado obtenido con el procedimiento de Landau: para t — oo todas
las cantidades oscilantes poseeran la siguiente dependencia temporal asintética:

exp (—iwt) = exp (t) exp (—iwy t) (1.50)

es decir, son oscilaciones arménicas con una modulacién exponencial exp (yt). Si v > 0, las oscilaciones serdn
crecientes, denominandose tal modo una inestabilidad. En cambio, si v < 0, las oscilaciones serdn decrecientes
en el tiempo, con lo que las ondas estaran amortiguadas. Esto permite finalmente encontrar una relacion de
dispersién como (1.40), aunque generalmente en forma implicita, y véalida sélo para tiempos asintéticamente
largos.

Ademas, el hecho de considerar frecuencias complejas tiene como consecuencia que una relaciéon de dispersién
como la originada por (1.39) tenga infinitas raices (w,k), que surgen como residuos en torno a los polos del
contorno de integracién, aunque muchas de ellas se encuentran muy amortiguadas (v < 0) y asi no facilmente
observables fisicamente (ver pag 253 de [Baumjohann and Treumann, 1997]. En el caso de una funcién de
distribucién maxwelliana, estés vendran dadas por las raices de la funcién zeta, tal como se ilustra en el apéndice
C). Los modos arménicos caracteristicos de fluidos solamente son los menos amortiguados y, cabe enfatizar, s6lo
surgen para tiempos asintéticamente largos.

1.3. Interacciones onda-particula

Uno de los fenémenos més caracteristicos que logra describir la teorfa cinética (y netamente intrinsecos a ella)
son las interacciones entre ondas y particulas. Bajo ciertas condiciones, existe la posibilidad de un intercambio
de energfa entre ellas (en ambos sentidos). Dado que los objetivos de esta tesis serdn analizar las consecuencias
de estos efectos en una cierta configuracién de un plasma, se hara una breve descripcion de ellos.

1.3.1. Amortiguamiento Landau

Una de las interacciones onda-particula mas caracteristicas de plasmas no colisionales es el llamado amorti-
guamiento Landau, predicho tedricamente en [Landau, 1946]? (y sucintamente revisado en el volumen 10 (sec-
ciones 29-31) de su famosa serie de libros [Lifshitz and Pitaevskii, 1981]). Este surge como otra consecuencia del
procedimiento de Landau que predice frecuencias complejas en la forma (1.50) para las ondas linealizadas del
sistema Vlasov-Maxwell, tal como fue brevemente explicado en la seccién anterior. En particular, permite que
v < 0y asi un comportamiento aparentemente contradictorio: la existencia de ondas amortiguadas a pesar que
el sistema modelado por la ecuacién de Vlasov es sin colisiones y por tanto no disipativo (conserva la entropia y
es reversible temporalmente al cambiar t — —t y v — —uv, ver pdg 364 de [Krall and Trivelpiece, 1973]), es decir,
una onda no puede perder energia convirtiéndola a un movimiento aleatorio térmico de particulas, como ocurre
en otros sistemas con ondas amortiguadas debido a efectos viscosos. La solucién de esta aparente paradoja es
la existencia de una transferencia de energia de las ondas a las particulas. Ello surge del denominador de la
integral (1.46), en donde se produce la llamada condicién de resonancia de Landau:

w — kH’UH =0 (151)

es decir, cuando la particula con velocidad paralela al campo eléctrico v iguala la velocidad de fase de la
onda. Es posible demostrar que una particula satisfaciendo la condicién anterior experimenta, en su sistema
de referencia comévil, que el campo eléctrico de la onda es estético(ver pag 118 de [Somov, 2006]). Ademas,
si la funcién de distribucién de velocidades tiene una pendiente df/0v < 0 (ver numerador de (1.46)), tal
como ocurre con una Maxwelliana, existirdn ligeramente mds particulas con velocidades inferiores (las cuales
obtendran energia de la onda, acelerando) que superiores a la velocidad de fase v = w/k de la onda (las cuales
perderdn energfa, transfiriéndola a la onda y desacelerando), por lo que el efecto neto de la transferencia de
energia serda que las particulas del plasma ganen a energia a expensas de la onda, amortiguandola.

2 En los afios siguientes a esta publicacién se produjo un intenso debate acerca de la validez de este resultado, hasta que
fue confirmado experimentalmente en 1965, por Malmberg y Wharton (ver pig 262 de [Chen, 1984] para una descripcién del
experimento). Sin embargo, la discusién sobre su interpretacién fisica continué durante mucho tiempo, proponiéndose muchas
explicaciones fisicamente atrayentes pero con frecuencia técnicamente incorrectas, que incluso continuan hasta la actualidad. Ver
un resumen en [Ryutov, 1999] y sobre todo en [Mouhot and Villani, 2010].
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Figura 1.1: La funcion de distribucion original estd en linea roja continua, representando un plasma en que
que se propaga una onda con velocidad de fase w/k. Luego de un cierto tiempo, la funcidn se deforma del modo
esquematizado en lineas punteadas, debido a la transferencia neta de energia de ondas a particulas. Adaptada
de la figura 10.3 de [Baumjohann and Treumann, 1997].

Una interpretacién alternativa del amortiguamiento Landau (ver pag 257 de
[Baumjohann and Treumann, 1997]), es considerarlo andlogo a la colisién entre dos particulas: una de ellas
serda un ion o electrén del plasma, y la otra serd la onda considerada como particula neutra con energia Aw y
momentum hk. Debido a la naturaleza no colisional del plasma, esta colisién es elastica, por lo que una particula
con menor velocidad que la onda siempre acelerara, disminuyendo la velocidad de esta ultima, simplemente por
conservacion del momentum. Exactamente lo opuesto ocurre para particulas con mayor velocidad que la onda.

Un par de ejemplos

Como un ejemplo concreto del amortignamiento Landau, considérese las ondas de Langmuir mencionadas
en (1.44). Mediante (1.46) y el uso del procedimiento de Landau para efectuar correctamente la integracién en
torno al polo de resonancia Landau en el plano complejo (ver seccién 1.2.3), es posible demostrar que, bajo la
suposicion del limite adiabético w/kj > vr. (ver figura (C.2)), la parte imaginaria de la frecuencia de estas

ondas vendra dada por:
T Wy 1 3
==t - 1.52
. ﬁ(km)?’ eXp( 2(Ape)? 2) 2

(ver pag 247 de [Choudhuri, 1998] 6 385 de [Krall and Trivelpiece, 1973]) en donde la dltima igualdad es vélida
para una distribucién maxwelliana, de la cual se obtiene una parte imaginaria siempre negativa, conduciendo
al amortiguamiento de estas ondas. En todo caso, este serd muy pequeno si la longitud de onda es mucho
mas grande que la de Debye 1.28, recuperandose asi el comportamiento de la onda de Langmuir como un modo
normal de plasma, caracteristico de fluidos. De la misma forma, también se puede hallar, para grandes longitudes
de onda, la tasa de amortiguamiento aproximada para las ondas ién-acusticas, cuya frecuencia real w, fue dada

en (1.43):
o Imw) =y =— T w | (T 3/26 T/ I (1.53)
T Vs arez )iz |\ ) TP etz m; '

b1

(ver pag 390 de [Krall and Trivelpiece, 1973]) en donde ”e* indica cantidades referidas a electrones e 7i“ a iones,
siendo vélida en el rango vy; < w/k < vre (6, en unidades normalizadas del apéndice F, 1 < &, < vre/vrp).
Estas ondas son ligeramente amortiguadas sélo cuando los electrones son mucho mas calientes que los iones
T. > T;, pudiendo entonces propagarse libremente en el plasma y considerarse como un modo normal de él.

Cabe destacar que el amortiguamiento Landau es el mecanismo predominante para la absorcién de ondas
longitudinales, tales como las antes mencionadas, en plasmas en equilibrio térmico. Ello es debido a que esta aso-
ciado a campos eléctricos paralelos, y en caso que el plasma esté magnetizado, este proceso difundira particulas
en la direccién paralela al campo magnético de fondo.

3
mwy dfy;
Imw)=vy= -2 =
2 kﬁ 8UH

22



1.3. Interacciones onda-particula 1. Introduccion

También merece ser mencionado que las férmulas y explicaciones anteriores sélo son vélidas dentro del
formalismo conocido como amortiguamiento Landau lineal. Pero también existe el llamado amortiguamiento
Landau no lineal, que cambia cualitativamente el comportamiento del sistema en ciertas situaciones, sobre
todo por su prediccién del atrapamiento (”trapping®) de particulas dentro del pozo de potencial de la onda en
resonancia. Ello tiene como consecuencia que ondas de gran amplitud afectas de este proceso, ya no decaen
mondtonamente segin (1.50), sino con un amplitud fluctuante conforme las particulas rebotan hacia adelante
y atrds en el pozo de potencial de dicha onda (ver pag 249 de [Chen, 1984]).

Una breve digresién: Amortiguamiento Landau en otros sistemas fisicos

Otros sistemas fisicos también pueden ser modelados por la ecuacién de Vlasov (enfatizando su naturaleza no
colisional), y por tanto el amortiguamiento Landau también puede surgir en ellos. Por ejemplo, las estrellas en
una galaxia pueden considerarse como atomos en un plasma interactuando a través de interaccion gravitacional
en vez de electromagnética. Los brazos de estas galaxias se generan por inestabilidades del gas de estrellas,
pero este proceso estd limitado precisamente por el amortiguamiento Landau (ver pdg 246 de [Chen, 1984]).
Ademas de sistemas gravitacionales, el amortiguamiento Landau también ha sido descrito y observado en ondas
generadas por el viento en aguas superficiales, haces de particulas de altas energias, superfluidos, quarks e
incluso en sistemas biologicos. En este tiltimo caso, esta involucrado en la sincronizacion de osciladores como los
que surgen al modelar los flash de luz de las luciérnagas, 6 el ritmo periédico de los marcapasos que controlan los
latidos del corazén (ver [Sagan, 1993], [Vekstein, 1998] y referencias all{). Sin embargo, la explicacién en dichos
sistemas tiene que ver mas con la interpretacion alternativa, no tratada aqui, del amortiguamiento Landau
como un desfase de osciladores cuando cada uno de ellos tiene diferentes frecuencias resonantes, que conduce al
llamado phase mizing.

1.3.2. Inestabilidad beam cinéticas

Una fuente de energia libre propicia para el crecimiento de (micro)inestabilidades es un sistema con una
funcién de distribucién que posea pendiente positiva dfo/0v) > 0 (ademds de un minimo local), esto es, que en
un cierto rango de velocidades exista mayor cantidad de particulas a velocidades superiores que inferiores. De
(1.46) 6 (1.52), esto es simplemente la condicién opuesta para que se satisfaga el amortiguamiento Landau, por
lo que a veces se le llama amortiguamiento Landau inverso®. Un sistema con esta caracterfsticas es un plasma
con dos componentes, una de las cuales tiene menor densidad y se mueve con una cierta velocidad de deriva
(drift) con respecto a la componente principal, denominado beam. Estos tipos de sistema se presentan en una
multitud de ambientes, tales como el plasma del viento solar. De acuerdo al andlisis anterior del amortiguamiento
Landau, si hay una onda con una velocidad de fase v, = w/k en la regién de la funcién de distribucién con
0f/0v > 0, y dado que ahora hay mds particulas en el plasma con velocidades superiores que inferiores a vy,
entonces existird una transferencia neta de energia de las particulas en resonancia a la onda, generandose una
inestabilidad (tasa de crecimiento v > 0) conocida como bump-in-tail (ver pdg 119 de [Somov, 2006]):

3El amortiguamiento Landau inverso también puede ser interpretado, relativistica y/é cudnticamente (semicldsico), como un
proceso de emisién de Cherenkov, mientras que el amortiguamiento Landau usual seria el correspondiente proceso de absorcién por
particulas térmicas, debido al inverso de la emisién de Cherenkov. Esta equivalencia fue indicada por Ginzburg y Zheleznyakov, en
1958 (ver pag 124 de [Kirk et al., 1994] 6 119 de [Somov, 2006]).
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Figura 1.2: En rojo se muestra una funcion de distribucion con dos componentes: una mazwelliana de similares
caracteristica a la de 1.1, y la otra un beam de menor densidad y con una velocidad de deriva w. La region
con pendiente positiva se muestra entre lineas paralelas azules, que es donde una onda con una velocida de fase
v =w/k como la mostrada generd una inestabilidad. Adaptado de figura 3.3.2 de [Davidson, 1984].

Esperablemente, esta misma situacién se produce cuando una corriente de plasma con una cierta velocidad
se introduce en otro plasma en reposo, de modo tal que la energia cinética del movimiento relativo entre ambos
es usada para provocar el crecimiento de una onda con una velocidad de fase apropiada. Esta inestabilidad, del
mismo origen que la anterior, y en el caso en que las funciones de distribucién sean muy frias (i.e: la mayor
parte de las particulas poseyendo la misma velocidad), se denomina cominmente two stream (ver pag 450 de
[Krall and Trivelpiece, 1973]). Tiene como consecuencia que una corriente de plasma no pueda pasar a través
de otra libremente, sino que es detenida dando origen a ondas de plasma en el proceso. Es una caracteristica
que surge netamente de las interacciones de larga distancia: un plasma de muy baja densidad y no colisional
puede actuar casi como un obstéculo sélido, previniendo que otra corriente de plasma penetre muy profundo en
él (pa 249 de [Choudhuri, 1998]).

Condiciones generales de estabilidad

Es posible generalizar la condicién sobre la funcién de distribucion que predice un cambio de comportamiento
frente a las inestabilidades. Ello esta condensado en el llamado Teorema de Newcomb para funciones dependientes
de v?: Si en un plasma espacialmente uniforme inmerso en un campo magnético estético B2, se cumple para
todas las componentes j del plasma: ,

Loafv(f ) <, (1.54)
entonces el equilibrio serd estable frente a perturbaciones electromagnéticas tanto lineales como no-lineales (ver
pag 249 de [Davidson, 1984]). Ello surge como consecuencia natural de la conservacién de la energia y del
volumen en el espacio fase (ver pag 447 de [Krall and Trivelpiece, 1973]). Sin embargo, este teorema es sélo una
condicion suficiente para estabilidad, mas no necesaria. Existen otros resultados que extienden los anteriores
en casos particulares, tal como el Teorema de Penrose, que establece una condicion necesaria y suficiente para
estabilidad frente a inestabilidades electrostéticas de una funcién de distribucién arbitraria f(¢) (ver pdg 259 de
[Davidson, 1984] y el mucho més extenso capitulo 9 de [Krall and Trivelpiece, 1973]).

1.3.3. Resonancia ciclotrénica

En un plasma con ondas propagandose a lo largo de un campo magnético estéatico B, se puede producir
un fenémeno similar al amortiguamiento Landau pero de una naturaleza fundamentalmente ”transversal“. En
efecto, si se tiene una onda propagandose paralela al campo magnético estdtico de fondo (en direccién z), cuyo
campo eléctrico y magnético sean perpendiculares a él, es posible demostrar (ver pdg 120 de [Somov, 2006]) que
la (transformada de Fourier de la) perturbacién en la densidad de corriente vendrd dada por:

_ kuUn) dfo; 4 kiyvs 9o

Ji. = —i(E, —iE ¢ (1 w ) w1 w _Ov
1L = —i(Ey —1i y);ﬁj - w— oy — 5,

vy d®v (1.55)
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En donde s es un entero positivo o negativo. Luego, para el caso més relevante s = 1 (méxima interaccién entre
onda e iones positivos), existird la llamada condicién de giroresonancia 6 resonancia ciclotrénica:

w — kH’UH — Qp =0 (156)

Esto indica que la interaccién ocurre cuando la frecuencia w’ de la onda, vista en el sistema de referencia de una
particula, es igual a su frecuencia ciclotrénica €2, de giro alrededor de un campo magnético estético de fondo.
Por una simple transformacién galileana no relativista, se tendrd que esta frecuencia observada de la onda, en el
sistema de referencia (del ”laboratorio”) en el que dicha particula se desplaza con velocidad paralela al campo
magnético v), vendra dada por la expresion Doppler? v’ = w — kyvy (ver [Liemohn and Duane, 1976]). Ademds,
se tiene que satisfacer que el sentido de giro de la particula tiene que ser en el mismo sentido que la polarizacion
de la onda (condicién dada por s > 0 en (1.55) para iones. Ver apéndice A para la convencién usada). Dada
estas condiciones, existird una transferencia significativa de energia entre la onda y las particulas, debido a
que éstas experimentaran una aceleracion o desaceleracién en su movimiento ciclotrénico en torno al campo
magnético estatico, dependiendo de su fase relativa con respecto al campo de la onda. Esto se puede entender
considerando que una particula resonante experimenta la misma fase de la onda sobre un periodo prolongado
de tiempo, permitiendo asi una interaccion fuerte, mientras que las particulas no resonantes experimentaran un
campo rapidamente variante, de modo que la fuerza promedio sobre la particula sea muy pequena (ver pg 82
de [Cravens, 1997]). En muchas situaciones, la situacién final serd una transferencia neta de energfa de la onda a
las particulas en direccién transversal (para una justificacién fisica, ver pag. 272 de [Chen, 1984]), configurando
el asi llamado amortiguamiento ciclotronico.

También merece ser destacado lo siguiente (ver pdg 438 de [Krall and Trivelpiece, 1973]) en vista del de-
nominador de (1.55): si bien tanto la teorfa cinética y de fluidos predicen oscilaciones en torno a la frecuencia
ciclotrénica €, sélo la primera predice la existencia de ondas en los armdnicos de la frecuencia ciclotrénica
w A sy, con s > 1 (por €j., las llamadas ondas de Bernstein). Ello se debe, en la teorfa microscépica, a la
existencia de particulas con velocidad distinta de la promedio, descritas por una funcién de distribucién de
velocidades, algo completamente ajeno a la teoria de fluidos. Esto se avala tanto por las observaciones expe-
rimentales de este tipo de ondas, como en las simulaciones numéricas (que seran realizadas en los capitulos
posteriores de esta tesis).

Scattering en el pitch-angle

El quizas principal efecto de la resonancia ciclotrénica es el cambio del dngulo a con el que se desplaza la
particula con respecto al campo magnético de fondo (en el sistema de referencia de la onda):

a = arctan (M) , (1.57)

Y

llamado “pitch angle“. Ello puede ser entendido recordando que en el sistema de referencia comévil a la onda,
su velocidad de fase w'/kj es nula, y asi el numerador de (1.55) serd proporcional a v, /vj.

Ahora bien, en un plasma magnetizado con ondas de frecuencia lo suficientemente bajas (lejos de efectos
dispersivos), puede existir un significativa transferencia de momentum entre una onda y particulas que provoca
un cambio en su dngulo «, pero con una casi despreciable transferencia de energia (manteniendo, asi mismo,
la magnitud del momentum casi—constante). Este proceso que afecta a las particulas resonantes® se denomina
scattering en el pitch angle (ver pag 132 de [Kirk et al., 1994]), y en general es producido por ondas generadas
por las mismas particulas en resonancia. La trayectoria que siguen las particulas siendo scattereadas en el
pitch-angle, es un semicirculo en el espacio de velocidades v; — v centrada en la velocidad de fase de la onda
en resonancia (en el limite en que la magnitud del momentum es constante, en caso contrario son trayectorias
parabdlicas), con multiples desplazamientos de ida y vuelta conforme son aceleradas o desaceleradas por la onda
en resonancia.

Todo esto tiene como consecuencia una difusion en el espacio de velocidades: un grupo de particulas lo-
calizado inicialmente en una acotada regién en torno a un cierto ¥, se ensanchara cubriendo una zona cada

4En el caso general s # 1, las resonancias con s > 0 se producen por el denominado efecto Doppler normal, mientras que aquellas
con s < 0 por efecto Doppler anémalo, siendo esto tltimo posible sélo para ondas con indices refractivos n = kc/w > 1 (ver pég
125 de [Kirk et al., 1994]).

5Usualmente, esta interaccién resonante afecta sélo a los iones con velocidades un tanto mayores que la de Alfvén.
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vez mayor. Notar la diferencia con el amortiguamiento Landau, en donde existe una difusién en la componente
paralela de la velocidad de las particulas, y por ende, en la energia de ellas.

Por otra parte, al igual que la condicién de resonancia Landau puede generar inestabilidades cuando la
funcién de distribucién satisface ciertas restricciones (como (1.54)), la condicién de giroresonancia (1.56) pro-
ducird algo similar en situaciones donde existan anisotropias en el pitch angle de las particulas que conforman

foj, esto es:
8f0j (’U, Oé)

o 70

Las ondas generadas por el scattering en el pitch angle provocan que la funcién de distribucién tienda a ser
isotrdépica en «, es decir, que la desigualdad # 0 pase a ser = 0 (ver pdg 134 de [Kirk et al., 1994] y 418
de [Parks, 2004]). Por tltimo, cabe mencionar que todos estos procesos difusivos que involucran un cambio
temporal en la funcién de distribucién, pueden ser modelados por la llamada teoria cuasilineal (QLT, ver pdg
129 de [Kirk et al., 1994] 6 capitulo 7 de [Swanson, 2003]).

(1.58)

1.4. Contexto observacional: Propiedades del viento solar

Debido a que la motivacion del trabajo de esta tesis es tratar de explicar ciertos fendmenos que ocurren en
plasmas como los de viento solar, a ser explicados en el capitulo siguiente, es ttil explicar las caracteristicas
generales de él y los pardmetros apropiados.

1.4.1. Aspectos generales del viento solar y su generacion

El sol y su corona

Hace poco mas de medio siglo se descubrié que el Sol tenia una atmédsfera extendida, denominada corona solar
y visible s6lo durante los eclipses, compuesta de un plasma muy caliente con una densidad de unos 5-107cm ™3
(pag 159 de [Baumjohann and Treumann, 1997]) v a més de 10° K. Una de las preguntas sin responder més
importante dentro de la fisica solar es justamente explicar cémo la corona solar logra calentarse a temperaturas
tan altas que superan en tres 6rdenes de magnitud a las de la fotésfera (T ~ 6000 K), que es la capa inferior
y la superficie visible del Sol. La fuerte dependencia de la temperatura con la distancia al Sol se muestra en la
siguiente figura:
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Figura 1.3: Densidad (de electrones n. e hidrégeno ny) y temperatura sobre la superficie solar v/s la altura

normalizada r/Re — 1 inferido de modelos empiricos. Las lineas delagadas representan la interpolacidn entre
modelos interiores y exteriores. Extraido de la figura 4.1 de [Meyer-Vernet, 2007].
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Exiten muchas explicaciones alternativas al misterio de este calentamiento coronal, que van desde calenta-
miento por disipacién de corrientes eléctricas via reconexién (mecanismos DC) hasta produccién de ondas y
calentamiento via la disipacién de su energia asociada (mecanismos AC). Para més detalles sobre estos procesos,
ver por ejemplo, seccién 4.6 de [Meyer-Vernet, 2007] 6 capitulo 9 de [Aschwanden, 2004] y referencias alli.

La corona solar también estd permeada por campos magnéticos, con una intensidad de unos 10727 en
su parte inferior. En su mayor parte, estas lineas de campo son cerradas, manteniendo asi la atmosfera solar
confinada, pero hay regiones con lineas de campo abiertas hacia el medio interplanetario, denominadas hoyos
coronales, que son la fuente del viento solar a ser discutido a continuacién. (Para una completa discusién de los
aspectos de la corona solar que involucran la generacién del viento solar, ver el capitulo 5 de [Meyer-Vernet, 2007]
6 el texto [Aschwanden, 2004])

El viento solar

El viento solar es un flujo de plasma solar ionizado®, que emanan desde los hoyos coronales hacia el es-
pacio interplanetario, extendiéndose hasta el punto en que su presién térmica y magnética se igualan con las
del medio interplanetario cerca de 160 U.A. (unidades astronénomicas). Surge por la enorme diferencia de
presion entre el plasma de la corona y el del medio interplanetario. El primer modelo (dindmico) exitoso en
explicarlo fue el de Parker en 1958, en términos de un flujo de particulas que es acelerado suavemente des-
de pequenas velocidades en la base de la corona, a velocidades supersénicas conforme se alejan de él (ver
pardmetros més adelante), debidos al gradiente de presién (ver detalles en seccién 6.6 de [Parks, 2004], seccién
8.1 de [Baumjohann and Treumann, 1997]). En una primera aproximacién, se puede considerar que el flujo
del viento solar determina completamente el comportamiento del campo magnético (estd congelado & 7 frozen
in”), de modo que es capaz de transportarlo en direccién radial hacia fuera del Sol, hacia el medio interpla-
netario. Pero debido a la rotacién de él, estas lineas de campo magnético interplanetario (IMF) se curvardn
adoptando la forma de una espiral de Arquimedes, llamada con frecuencia espiral de Parker (ver pag 163 de
[Baumjohann and Treumann, 1997]).

En general, el viento solar se compone de electrones, protones, particulas alfa He™™ y en una mucho menor
proporcién otros iones mas pesados. Los parametros macro y microscépicos del viento solar, han sido medidos
detalladamente en el entorno terrestre por varias misiones espaciales en los tltimos 50 anos, y sus valores medios
se muestran a continuacién:

6Si bien hubo pequefios indicios con anterioridad, la existencia del viento solar fue bien establecida sélo hacia 1950 por L.
Biermann, en base a las observaciones de las colas cometarias (antes habfan sido interpretadas como debidas tinicamente a la
presién de radiacién solar). El concepto moderno del viento solar como un flujo saliente de la corona solar fue presentado por E.
Parker en 1958, y fue detectado por las sondas Exzplorer 10 y Mariner 2 junto con las primeras mediciones del plasma interplanetario,
en 1961 y 1963, respectivamente (ver seccién 1.2 de [Cravens, 1997]).
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Ny 6.6 cm =3
Ne 7.1em™3
N He++ 0.25¢em=3
Velocidad 450 km/s
de flujo

V (radial)

T, 12 10°K
T. 14-10° K
B; (radial) T

Tabla 1.1: Pardmetros (tipicos) medidos en el
viento solar a 1 U.A. Extraido de la tabla 4.1 de
[Kivelson and Russell, 1995]. Las abreviaciones son

las mismas introducidas en la seccion 1.1.4.

)\D m

Wpe 30kHz

Py 30pPa

Cs 60 km/s

Priag 19pPa

Va 40km/s

VT 35km/s

UTe 1500 km/s
Radio de Larmor de pro- | 80 km

tones

Radio de Larmor de elec- | 1km

trones

Q,/Giroperiodo 0.6Hz /104s
T, =271/Q,

Q. /Giroperiodo 1200 Hz/

Te = 27/Qe 5-1073s
VA/Qp 67 km

Tiempo de colisién | ~ 46dias = 4 -
proton-protén 108 s

Tiempo de colisién | ~ 3.5dias = 3 -
electrén-electrén 10° s

Tiempo del viento en fluir | ~ 4dfas = 3.5 -
de la corona a 1 U.A. 10° s

Tabla 1.2: Parametros derivados del viento solar
a 1 U.A. Adaptado y expandido de la tabla 4.3 de
[Kivelson and Russell, 1995].

De los resultados anteriores se pueden inferir varias cosas. Primero, el flujo del viento solar es altamente
supersoénico al tener c¢s < V', y también stuper-Alfvénico por V4 < V. Segundoo, dado que la presion magnética
es del mismo orden de magnitud que la magnética (y as{ mismo sus efectos), se tendfa que su razén , dada por
(1.35), seré del orden de 8 ~ 1.

Los valores de las tablas anteriores son sélo los més probables o tipicos. Ellos varian con la distancia al
Sol. Por ejemplo, tanto la densidad como la temperatura disminuyen progresivamente. Pero aun a la misma
distancia de 1U.A, las propiedades del viento solar pueden variar ampliamente en muchas escalas temporales
distintas, tal como se ve a continuacion
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Figura 1.4: Datos del viento solar medidos por la sonda WIND en 1995 a 1 U.A. del Sol, en el plano de la
ecliptica. Arriba:Velocidad media de protones. Centro: Densidad media de electrones. Abajo: Componente radial
del campo magnético. Notar el indicio del periodo de rotacion solar de 27 dias. Extraido de la figura 1.18 de
[Meyer-Vernet, 2007].

Estas mediciones también han demostrado que el viento solar esta compuesto de, al menos, tres componentes
bien individualizados (ver capitulos 1-2 de [Marsch, 2006]):

= Viento solar rdpido

Tiene una velocidad tipica de unos 750 km/s y temperaturas 8 - 10° K (ver [Feldman et al., 2005]). Su
composicion se asemeja mucho a la de la fotésfera solar, surgiendo probablemente de los hoyos coronales
en altas latitudes y con poca variabilidad en funcién del ciclo solar. Es relativamente poco turbulento y
estd permeado por una gran cantidad de ondas coherentes de gran amplitud: las llamadas ondas de Alfvén
(ver evidencia observacional en la seccién 1.5.1). Este tipo de sistemas es el paradigma de los plasma no
colisionales, ya que el giroperiodo de las particulas (en escala de segundos) es muchisimo menor que su
tiempo medio de colisién (de dias). Asi queda completamente justificado el uso de la ecuacién de Vlasov
en el analisis de los capitulos posteriores que se hard de las ondas de Alfvén en este tipo de viento.

= Viento solar lento

Tiene una velocidad de unos 400 km/s y una temperatura de un orden de magnitud mayor que el viento
solar répido: 1.4-10% K. Su composicién se asemeja mucho a la de la corona, surgiendo probablemente en
las regiones coronales activas 6 en los loops coronales con lineas de campo magnético abiertas en forma
transiente. Ademds, depende fuertemente del ciclo solar de 11 afios, surgiendo de preferencia durante el
minimo solar en latitudes cercanas a los 30°, mientras que en el maximo solar sus fuentes de origen son
més uniformes en latitud, apareciendo también cerca de los polos. Es de una naturaleza més compleja que
el viento solar rapido, en el sentido que presenta grandes variaciones de intensidad de B, es mucho mas
turbulento y también exhibe muchas estructuras a gran escala. A diferencia del viento solar répido, las
colisiones aqui desempenan un papel ligeramente mas importante, aunque de todos modos muy débil.

n Viento solar transiente

Esta asociado con eventos caracteristicos de las regiones activas del Sol durante los periodos de maxima
actividad, tales como las flaras y las eyecciones coronales de masa (CME), que evolucionan hacia el medio
interplanetario en la forma de nubes magnéticas. Ellas provocan siibitos cambios en las propiedades locales
del viento solar, pero con una duracién de unos pocos dias.

1.4.2. Caracteristicas no térmicas en el viento solar y beams

El modelo de fluidos de Parker y todos las modificaciones posteriores a él, que describen el viento solar
a gran escala, fallan en la prediccion de fenémenos a escalas pequenas (radio de Larmor de protones), donde
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priman efectos cinéticos tales como interacciones onda-particula descritas en 1.3 y procesos de transporte de
calor que dominan el comportamiento del plasma no colisional. Por dicha razén, observaciones in situ desde los
primeros dias de la exploracion espacial, han mostrado que las distribuciones de electrones y iones en el viento
solar pueden llegar a tener una gran riqueza de comportamientos y morfologfas no térmicas (i.e.: apartadas de
una maxwelliana ideal). En lineas generales (ver seccién 6.7 de [Parks, 2004] y capitulo 2 de [Marsch, 20006]),
los electrones exhiben funciones de distribucién con un componente isotrépico casi maxwelliano y otro provisto
de una “cola“ de alta energia (halo). En cambio, los protones presentan un ”core” anisotrépico (en el espacio
de velocidades v — v)) descrito por una bi-maxwelliana con 7 > Tj, ademds de un componente beam (tal
como el ejmplificado en la seccién 3) con velocidad relativa de drift en torno a la velocidad local de Alfvén Vy
(con respecto al core), tal como puede ser observado en el siguiente diagrama:

0504l 463 kmis LTS £18 kmis

03980 A9 ks 0.25AU 781 kenls

Figura 1.5: Funciones de distribucion de protones medidas a las distancias indicadas del Sol. Notar la aniso-
tropia del core y la presencia de un beam. Extraido de la figura 3 de [Marsch, 2000].

Las consecuencias y efectos de este beam de protones tiene en las inestabilidades generadas por las ondas
de Alfvén serd analizado tedricamente en el capitulo 3 de esta tesis. Para tener una idea de las densidades y
velocidades tipicas de este componente del viento solar, en funciéon del pardmetro (. del core de protones, se
reproducird un par de graficos mostrando mediciones espaciales de ellos.
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Figura 1.6: Mediciones de los parametros (del beam) velocidad de drift vq y densidad relativa ny/n. en funcion
de B., para protones en el el viento solar rdpido (con velocidad de 600 km/s) a 0.3 U.A., por la sonda Helios
2 en 1976. Las lineas punteadas y discontinuas representan el umbral para una inestabilidad lineal proton-
proton de ondas de Alfvén idn-ciclotron compresivas en dos casos caracteristicos. Extraido de las figuras 2-4 de
[Tu et al., 2004).

(Otras mediciones dan densidades tipicas del beam mds grandes, entre 0.3 < ny/n. < 0.5, tales como
indicadas en la figura 2 de [Goldstein et al., 2000]). Se han propuestos multiples procesos fisicos para explicar
el origen de este beam (ver [Araneda et al., 2008] y referencias allf). Por tltimo, cabe destacar que las funciones
de distribucién medidas (in-situ) en el viento solar a distancia del Sol, portan informacién distintiva sobre
el microestado del plasma coronal en su regién de origen, siendo en este sentido una forma de percepcion
remota de él (ver [Marsch, 2006]). Ello permitirfa, eventualmente, inferir los mecanismos fisicos que podrian
estar involucrados en el calentamiento coronal.

1.5. Ondas de Alfvén

Esta tesis se basard prioritariamente sobre las propiedades de ondas producidas por las de Alfvén, por lo que
es conveniente revisar en detalle sus propiedades, a la vez que extender la relaciéon de dispersién aproximada
mencionada en (1.45), con el objetivo de que sea util para estos propositos.

1.5.1. Descripcién general

Una onda de Alfvén (ver [Chen, 1984]) es uno de los modos normales de un plasma mds caracteristicos e
importantes, y que puede considerarse como una onda electromagnética de baja frecuencia capaz de propagarse
a lo largo de las lineas de campo magnético en un plasma modelado como un fluido altamente conductor, una
aproximacién muy realista para gran parte del entorno solar y planetario. Fue predicha tedricamente recién en
1942 por Hannes Alfvén, y observada en un fluido de mercurio conductor por Lundquist en 1949 (ver capitulo
1 de [Cramer, 2001]). La relevancia de esta clase de ondas en el ambiente astrofisico es debida a que diversos
estudios las senalan como responsables del mecanismo de calentamiento de la corona solar, del transporte de
energia magnética y turbulencia en los vientos solares y estelares, de la tranferencia de momentum angular en
las nubes interestelares durante la formacién de estrellas, de jugar un rol en las pulsaciones magnéticas en la
magnetosfera terrestre y de proveer mecanismos de scattering para la aceleraciéon de rayos césmicos en ondas de
choques astrofisicas. Ademads, una onda de Alfvén circularmente polarizada de amplitud finita que se propaga
a lo largo de un campo magnético estatico de fonde By tiene la notable propiedad que es una solucién exacta
del conjunto de ecuaciones (no lineales) de dos de los modelos més utilizados para describir a los plasmas: la
magnetohidrodindmica ideal MHD (ver subseccién 1.5.2), y el modelo cinético no colisional (ver subseccién 1.5.3
basada en [Sonnerup and Su, 1967]).

Observacion de ondas de Alfvén en el viento solar

Como ya fue indicado con anterioridad, el viento solar rapido porta consigo ondas de Alfvén con un amplio
espectro de frecuencias y de gran amplitud. Ellas han sido observadas comunmente desde hace unas cuatro
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décadas en el entorno planetario [Belcher and Davis Jr, 1971], aunque sélo recientemente se han observado
también en la corona solar [Erdelyi and Fedun, 2007].

Este tipo de ondas se logra detectar (y diferenciar de otros tipos) debido a la existencia de una fuerte
correlacion entre las perturbaciones de velocidad y campo magnético, dada en el limite MHD de bajas frecuencias
w K £}, por:

U1 By

Vi :l:BS (1.59)
(en donde las componentes de B varfan mucho mas que el médulo del valor promedio de ). Esta correlacién
(manifestacién de la condicién de lineas de campo congeladas en el plasma del viento solar) es ubicua en el
viento solar y mucho més fuerte y con menores frecuencias conforme la distancia heliocéntrica de observacién
disminuye (ver seccién 3.1 de [Bruno and Carbone, 2005]). Ello sugiere el origen solar de estas ondas, que se
propagan predominantemente hacia fuera del Sol, mediante mecanismos atin no muy entendidos (ver capitulo
5 de [Meyer-Vernet, 2007] para un panorama general y el articulo [Hollweg and Isenberg, 2002] con enfésis en
la resonancia ciclotrénica). Cabe destacar que estas ondas de Alfvén, son, por lejos, las més frecuentemente
observadas en el viento solar, debido a su poco amortiguamiento por su naturaleza no compresiva. Otros
modos, tales como los actusticos, no son ficilmente detectados debidos a que por su naturaleza compresiva
son rapidamente amortiguados poco tiempo después de su generacion.

La correlacién Alfvénica (1.59) disminuye draméticamente a distancias grandes del Sol, en la forma de
fluctuaciones a pequena escala del campo magnético y velocidad, pero con un amplitud del mismo orden de
magnitud que el campo medio B. Ello es un indicio de la generacién de turbulencia en el viento solar, con una
cascada de energia transfiriéndose desde las grandes escalas MHD, a pequenas distancias comparables con el
radio de Larmor de los protones. Para méas detalles sobre este amplisimo tépico, ver una breve descripcién en
la seccién 6.4 de [Meyer-Vernet, 2007] y la detallada discusién del articulo [Bruno and Carbone, 2005]. Ademads
de lo anterior, cabe mencionar que a grandes distancias del Sol también se detectan ondas que se propagan
hacia el Sol, generadas localmente por mecanismos tales como los de interaccion onda-onda (inestabilidades
paramétricas) debido a ondas de Alfvén de gran amplitud, como los que serdn presentados en el préximo
capitulo.

1.5.2. Relacién de dispersiéon en el rango ién-ciclotréon: Teoria de fluidos

La relacién de dispersién que satisface una onda de Alfvén ién-ciclotron (esto es, en el rango de frecuencias
cercano a 2,) de amplitud finita, cuyas cantidades seran denotadas con el subindice 0 (al conformar el estado
en equilibrio del plasma sobre el cual se realizard la teorfa perturbativa posteriormente desarrollada), se basa
en un plasma que posee las siguientes propiedades [Hollweg, 1994]:

= Compuesto de protones (subindice p) y electrones (subindice e) sin masa m. = 0, debido a que se consi-
derardn frecuencias caracteristicas w bajas, del orden de la frecuencia ciclotrénica de los protones 2,,. En
efecto, esta ultima condicién justifica la primera en una muy buena aproximaciéon debido a:

1
w~Q, L Q, = r —— <1 (1.60)
Esto implica que la ecuacién de Gauss para el campo eléctrico no aporta informacién adicional, siendo
redundante (ver detalles adicionales en la discusién de (2.103).)

» Con un campo magnético estdtico: B = By2. La onda de Alfvén se propagara en esta direccién?, por lo
que la derivada convectiva y el gradiente se podran escribir como

d 9 %l

en donde se ha usado el hecho que la velocidad de deriva macroscopica en la direccion z es nula por cada
especie j = e, p (porque siempre se puede escoger un sistema de referencia en que asf lo sea, sin pérdida

"Todas las cantidades fisicas en la direccién z se denominaran paralelas o longitudinales (al campo magnético estdtico Bs),
mientras que las con componentes z e y se denominarian perpendiculares o transversales.
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de generalidad). Asi mismo, los campos escalares presién y densidad de cada especie del plasma, ademds
del campo eléctrico longitudinal, se suponen nulos:

Poj = 0, noj = 0, EOZ = 0, %z,j =0 (162)

Por la misma razoén, todas las magnitudes fisicas sélo podran tener una dependencia espacial de la posicion
longitudinal z. De aqui se deduce que el campo de velocidades de esta onda de Alfvén es incompresible:
V-V = 0.

= Cuasineutral, de modo que las densidades de protones y electrones sean iguales:

qunoj = —enge + engp =0 = N 1= Nge = Nop (1.63)
J

» Esta onda de Alfvén serd circularmente polarizada a la izquierda®, con ntiimero de onda ky y frecuencia wy,
de modo que su velocidad de fase sea vgo = wo/ko en este sistema de referencia. Asi, el campo magnético
de esta onda poseera una dependencia sinusoidal del tipo:

B§ = By cos(koz — wot) (1.64)
BY = Bgsen(kgz — wot) (1.65)

y de este modo se tenga para el campo magnético total
B(z,t) = By [cos(koz — wot)& + sen(koz — wot)g] + B,z (1.66)

También se puede definir convenientemente para la suma de sus componentes transversales, la siguiente
cantidad compleja (que es simplemente un cambio a un sistema de referencia rotante, ver apéndice A.1.1)

By = Bf +4BY = By (o7t (1.67)

= Los campos eléctrico y de velocidad macroscépica de cada especie del plasma tendran la dependencia:

Vos(2,t) = Vi + Vi) (1.68)
E(z,t) = Eo(z,t) + E. = EX2 + EYj (1.69)

y asi mismo los campos transversales complementarios poseeran la misma dependencia sinusoidal que el
campo magnético, pero cuyas amplitudes denotadas con tilde no seran necesariamente reales:

Ef = Ej £iE] = Ey eT'(koz=wot) (1.70)
Ji = J§ i) = Jhetihozmeot) (1.71)
= anjVOj; = anoj(Vogg + ’LV{%) = i}ofe:ti(koz—wgt) (1.72)

El objetivo ahora es que los campos asociados a esta onda satisfagan las ecuaciones de Maxwell y las
ecuaciones de momentum de fluido, es decir, que esta onda sea autoconsistente.

Ec. de Faraday

Con la idea de relacionar los campos eléctrico y magnético de la onda, se usa la ecuaciéon de Faraday en la
forma:

2 x (gzz X Eo(z,t)) - —% (z X Eo(z,t)) (1.73)
B0 + B9 = o [BY(=, 0 + B (2, 1) (1.74)

8Una razén fisica para que se escoja esta onda circularmente polarizada es que asf la magnitud del campo magnético es constante
[Goldstein, 1978]. Para mds detalles sobre el sentido de esta polarizacién, ver apéndice A
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Sumando las componentes transversales: (Ec X) & i (Ec Y)?, y usando la forma explicita de (1.67) y (1.70), se
tiene:

OEF (2,1) _ 4 OB (2,t)

= 1.75
0z ot (175)
(%iko)Eo = +i(Fiw) BE (1.76)
Asi, las amplitudes de los campos satisfacen:
Ef = Fi'B, (1.77)
ko
o en forma equivalente, a partir de (1.66)*°
- B
Eo(z,t) = 0% [sen(koz — wot)& — cos(koz — wot) Y] (1.79)

ko

Ec. de momentum transversal

Cada especie j satisfard también la ecuacién de conservacién del momentum (1.20), de modo que en general:

d%jia%ji(b 2T 5 B

Separando las componentes transversales'! para posteriormente sumarlas en la forma (Ec X) £ i (Ec Y), y
notando que By no aporta, se tiene que usando la relacién de Faraday (1.77):

9 G 1w, -~
o — (Vg £ V) = Ffj (B +iEY) + BV, 7 iVy))] (1.82)
Wgs N

Aplicando la dependencia sinusoidal e**(®02=«ot) para la velocidad y campo eléctrico transversales, se obtiene
una relacién entre las amplitudes de dichos campos:

=~ S+ wo/ko Bo
Voj =V = VOJ =1 B (_Bs (1.84)
en donde el superindice £+ se cambia a 1 debido a que esta velocidad transversal no depende de signos alter-

nantes'2. Para los protones la relacién se particulariza simplemente cambiando al subindice p. Pero, para los

9El signo =+ es en realidad superfluo en este punto. Sélo se usa para citar, posteriormente, las ecuaciones necesarias al derivar la
relacion de dispersién linealizada calculada en la seccién 2.4.1.
10Esto también se puede obtener directamente de (1.74), pues al derivar cada expresién:

EY ——By EY=_“pe 1.78
§ = 5= B (1.78)

11 Cabe sefialar que la componente longitudinal de la ecuacién de momentum es

OVo; _ 4 (V& BY — VYBE) (1.81)
== (Vo 5o — Yo Po :
ot m;
que se satisface idénticamente reemplazando cada cantidad correspondiente (ambos lados son nulos), por lo cual es redundante.
12 Para comparaciones posteriores, conviene escribir las componentes reales de esta velocidad transversal a partir de sus defini-
ciones:

VOZ‘; =Vy; £ iVoyj = vozgeii(kozf‘”ot) = fi/gié (—g—i) (cos(koz — wot) £ isen(koz — wot)) (1.85)
de modo que: |
Ve = fi/lié ( go> cos(koz — wot) (1.86)
o s
Voyj = fi/]%ié ( BZ) sen(koz — wot) (1.87)

34



1.5. Ondas de Alfvén 1. Introduccién

electrones, notamos que al considerarlos sin masa m, = 0, se tiene que 1/Q, = m./(eBs) — 0, por lo que se
anula la correspondiente expresion en el denominador, quedando:

o1 __wbBo
Voe = %o B. (1.88)

Ec. de Ampere

El 1ltimo paso es incorporar las relaciones anteriores en la ecuacién de Ampeére en la forma:
9By
Ex = = o ZJOJ (1.89)
Sumando componentes transversales'? en la forma (Ec X) 4 i (Ec Y), y usando las definiciones apropiadas:

OBy
+i 60 = o Y_J5; = oy ano; Ve (1.91)
J i

Explicitando la sumatoria sobre especies, y recurriendo a las relaciones entre \Z)jj[ y Bo (1.88) y (1.84) antes
halladas, es posible eliminar esta tltima cantidad, de modo que'*

7]{030 = ug(—enOe%Jg + enop%i‘,) (193)
2
2 Moo W

1.94

ko = B, G (1.94)

Normalizando de acuerdo a (F.1), tenemos la conocida relacién de dispersion, en un plasma electrén-protén,
para una onda de Alfvén ién-ciclotréon de amplitud finita, con propagacion paralela al campo magnético estatico
B, y de polarizacién izquierda:

Xo

Y2
O ¥1- M4

(1.95)

(ver figura 1.7) Se debe notar que esta relacién de dispersién coincide con la de ondas de Alfvén de pequena
amplitud para bajas frecuencias w < €, [Chen, 1984], pues en dicho caso el denominador anterior (1—Xg) — 1,
recuperandose la relacién lineal kg = Vawy donde no hay efectos dispersivos (con V4 la velocidad de Alfvén
definida en (1.32)). Notar que esta relacién posee una resonancia en wy = (2, para kg — oo ' | debido a que la
onda y el movimiento ciclotrénico de los protones se realiza en el mismo sentido (ver apéndice A.1).

Por otra parte, reemplazando la relacién de dispersién (1.94) en la amplitud de velocidad macroscépica
transversal para protones (1.84), se obtiene:

L B2 Bk Vip  Bo/B
op = " ) And - =TT
Honomy W Va vgo/Va

(1.96)

13E] lado izquierdo de la componente z de esta ecuacién se anula, implicando que la densidad total de corriente longitudinal es
nula (current-free plasma):

> J5 =eno(Ve — Vi) =0 (1.90)
J

de donde se desprende que las velocidades macroscépicas paralelas son iguales para electrones y protones: V3 = Vozp. Como se
escogio Vozp = U, = 0, esta condicién es irrelevante en este caso, aunque sera importante posteriormente cuando se analicen plasmas
con varias especies.

1413 suma de Voj]? para electrones y protones implica el uso de la identidad:

1 wo /2
Sl = 2 (1.92)
Q Qp

5En una resonancia de este tipo (ver pag 18 [Cramer, 2001] y 126 de [Chen, 1984]), donde el indice de refraccién n = ck/w — oo
y la longitud de onda A — 0, la velocidad de grupo se anula y la energia de la onda se acumula. Esto se debe fisicamente a que
la onda comienza a “resolver® particulas individuales, a lo largo de una longitud de onda, y afectar violentamente sus érbitas
existiendo una muy fuerte interaccién onda-particula (ver pag 230 de [Baumjohann and Treumann, 1997]). Aqui puede suceder que
la onda entre energia a las particulas, amortigudndose, 6 el proceso inverso, denominados respectivamente: absorciéon resonante o
amplificacion resonante de la onda.
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que es conocida como relacién de Walen (ver [Goldstein, 1978]), en donde vgo es la velocidad de fase de esta
onda. Por otra parte, también se debe notar que el flujo de fluido es incompresible, ya que la densidad p es
constante ademds que Vj, es nulo, por lo que en la ecuacién de continuidad (1.19) cada término se anula.
Onda de Alfvén de polarizacién derecha
Sea ahora una onda pump de polarizacién derecha, definida, en vez de (1.64), por el campo magnético:
B§ = By cos(koz — wot) (1.97)
BY = —Bygsen(koz — wot) (1.98)

El calculo que contintia es muy similar al descrito, con la excepcién que la dependencia de las cantidades BSE,
E(;—L y VO? es exp(Fi(koz — wot)), por lo que:
+
Wy,
ot

OBF

= FiweVg;, y = Fiw Vg5 (1.99)

0z
Esto tiene como consecuencia que el equivalente de la relacién (1.84) tenga un signo distinto en el denominador:

N - B
Vs o=Vt = ”0/110 <_ 0) (1.100)

y también, la ecuacién (1.93) cambie de signo a:

koBo = f10(—enoe Vs + eno, Vs ) (1.101)
(1.102)

con lo cual se tendrd, en vez de (1.95), la relacién de dispersién para una onda de Alfvén de polarizacién derecha:

X3
14+ Xo

\GiE (1.103)

Soluciones numéricas

Las relaciones de dispersién obtenidas en (1.95) y (1.103) se muestran en el siguiente gréfico, junto con las
velocidades de fase respectivas.

\
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/(koVa)
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0 05 1.0 15 0 0 05 1.0 15 0
KoV 1y KoVin /2y
(a) Relaciones de dispersion Xo v/s Yo (b) Velocidades de fase Xo/Yo v/s Yo

Figura 1.7: Diagramas para ondas de Alfvén de polarizacion izquierda L y derecha R en el rango wg ~ €.
También se muestra el limite MHD de la relacion de dispersion wo = £Vako (para wy < Q)
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Las curvas del primer cuadrante en la figura 1.7a poseen velocidades de fase positiva, mientras que aquellas
en el segundo representan el mismo tipo de ondas pero en direccién opuesta, con velocidad de fase negativa.
Igualmente hay soluciones de (1.95) y (1.103) que estan el tercer y cuarto cuadrante, pero debido a la simetria
Yy — —Y; son simplemente una reflexién en torno al eje de las ordenadas, ademds de ser redundantes por
poseer la misma velocidad de fase que las curvas mostradas. Notar también que la onda L posee la resonancia
i6nica antes mencionada Xy = 41, al tender asintéticamente a ese valor para Yy — oo, alcanzando, a la vez,
una velocidad de fase nula. Por dicha razon, a esta onda de Alfvén se le denomina frecuentemente ion-ciclotron.
En cambio, la onda R no presenta este tipo de restricciones, mostrando solamente el valor absoluto de su
velocidad de fase creciente, siempre mayor que la velocidad de Alfvén, denominandosele con frecuencia modo
magnetosonico rdpido

1.5.3. Ondas de gran amplitud: Soluciéon de Sonnerup

En esta subseccion se presentard brevemente el resultado obtenido en [Sonnerup and Su, 1967]: la relacién
de dispersién (1.95) obtenida con teorfa de fluidos, también es véalida en teorfa cinética para una onda de Alfvén
i6n ciclotrén de amplitud finita.

Ecuacion de movimiento de una particula

En efecto, considérese primero la ecuacion de la aceleracion de un protén con velocidad ¢ bajo la accién de
la fuerza de Lorentz debida al campo electromagnétido de la onda de Alfvén y el campo magnético estéatico de
fondo: (1.66) y (1.79):

dg* e (= b -
S = = (BE+ v < (BE+ B) 1.104
i = (B (BE + B) (1.101)
en donde todos los campos vectoriales se han denotado explicitamente con un superindice L para recalcar
el hecho que estian determinados en el sistema de referencia del laboratorio, 6, equivalentemente, en aquel
asociado al campo magnético estdtico. Notar que en donde wi’ = wo y k{' = kq. Pero, para el siguiente anlisis,
es conveniente transformar al sistema de referencia comdvil a la onda (W), en el que ésta posee una velocidad
de fase nula v(% = 0. Es decir, las velocidades en ambos sistemas de referencias estan relacionadas mediante las
transformaciones no relativistas (ver [Liemohn and Duane, 1976]):
ﬁW =gk — ’U¢0];‘, = ZW = ZL — ’U¢0t (1105)
con esto, el argumento de las funciones trigonométricas de las componentes transversales de la onda pump
dependerd sélo de la posicién en el sistema de referencia W:

kozt — wot = k2" (1.106)
= BY = Bleos(koz" — wot)z + sen(koz" — wot)j] = BY = Blcos(koz" )i + sen(koz" )] (1.107)

y cada componente del paréntesis del lado derecho de (4.2), invocando las formas explicitas de (1.66) y (1.79),
transformara asf:

B
X EL — ’UZLB;’ = Poo sen(kozl — wot) — (vZV + :0> By sen(koz" — wot) (1.108)
0 0
. L LpL . Bowo L W “o L_
Y: Egy, +vy By = cos(koz” —wot) + (v, + 3 By cos(koz"™ — wot) (1.109)
0
Z: vEBY —vlBL + B, =v)'B) —v,” B + B, (1.110)

con lo cual se tendra que en el sistema de referencia comoévil a la onda se elimina la dependencia explicite del
campo eléctrico By = 0, por lo que la ecuaciéon de movimiento en este caso sera:

d’L_;W e W — — e N
=73 B,+B")=—d" x BW 1.111
o7 mpv x (Bs + By') mpv X ( )
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Constantes del movimiento

Esta forma es apropiada para encontrar ficilmente dos de las constantes del movimiento del protén. La
primera de ellas se encuentra multiplicando escalarmente por #" (1.111):
o™ e

W =] —W W
L U B ) —0 1.112
Y dt mpv (U X ( )

con lo cual la energfa cinética de la particula dividida entre su masa es conservada:

=V )2
V= (UQ) = cte]’, (1.113)

un resultado evidente si se nota que el campo magnético no cambia la magnitud de la velocidad de la particula.
La otra constante del movimiento se halla multiplicando escalarmente por (B" + By) (1.111):

s v € Bsw (W BW

BY . - °B ~(v x B ):0 (1.114)
dt my

Para encontrar la constante del movimiento se debe agrupar todo el término anterio bajo una derivada temporal,

manipulando un poco los términos. Reescribiendo el lado izquierdo mediante la definiciéon de derivada convectiva

en este sistema de referencia: d/dt = 9/0t + UJWG/ 893}”, se tiene

Lo diV d = o ddV d
W, _ YW =Wy _ pBW _ Y gw -w\ _ W W W W
BY . —— =2 (BY -3") - BY . —— = 2(BY - 0") —v}" 0 9/0:" B; (1.115)

el dltimo término se puede simplificar en base a la forma explicita del campo magnético (1.107), notando que:

BY .
7% o = Boko[—sen(koz")& + cos(koz" )] = ko2" x BV (1.116)
2

con lo cual:

aw A0 doaw W=W oW, BW
B g :E( U ) = kouy 0 - (27 x B™) (1.117)

Pero de la componente z de la ecuacién de trayectoria (1.111):

d w
Z; — Z(WBY —oWBY)= - 5. (:x BY) (1.118)
myp

y asi se obtiene:

g A d
dt dt

con lo que, usando ademds (1.113), la segunda constante del movimiento sera:

myko d(UZV)Q

2e dt

(BY V) + —0 (1.119)

el = BT K0 (W2 4 (07)?) (1.120)
2 B, 20, " v '
Ahora que calculamos dos constantes del movimiento en el sistema de referencia W, se debe retornar al sistema
coordenado original del laboratorio mediante (1.105) y (1.107). Para la primera constante, se tiene:

wo @) 1 [(T5)2 — 20 v, + (vg0)?] (1.121)
€ = B —2 v ’UZU¢O U¢0 .

y dado que la velocidad de fase de la onda es fija, se tendra la constante del movimiento:
Cf = e& —vluy, (1.122)
De forma completamente andloga, la segunda constante del movimiento en el sistema L sera:

BL . gL k

L 0 Ly2 Ly2
1.1

02 B. 2Qp((vI) +(vy) ) ( 23)
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Funcién de distribucion y relaciones basicas

El siguiente paso es invocar el teorema de Liouville: dado que la funcién de distribucién f,, obedece a la ecua-
cién de Vlasov (1.16) (reemplazando los campos electromagnéticos por los apropiados a esta onda de Alfvén),
ella se mantiene constante a lo largo de una trayectoria en el espacio fase, y por tanto puede ser expresada
en funcién de las constantes del movimiento de una particula (ver pagina 361 de [Krall and Trivelpiece, 1973]).
Pero més que suponer una dependencia arbitraria de las constantes antes halladas C¥ (1.122) y C% (1.123),
aqui se seguird a [Sonnerup and Su, 1967] al suponer que la funcién de distribucién posee la dependencia

fo = FICT + (vgy — U:)CY] (1.124)

en donde U, es otra constante (ver mds adelante su interpretacién). En forma explicita, y eliminando el su-
perindice L al sobreentenderse de aqui en adelante que todas las cantidades estaran calculadas en el sistema de
referencia del laboratorio, se tiene:

B-v k
Ci+ (vy, —U,)Co = € — 0,04, + (Vg, — Us) — —O(vi + vi) (1.125)
By 29, :

1 vy, — U

=3 v? 2UZUZ+(U§+U§)Q+2¢°BS(Bgvangvy)] (1.126)
en donde se ha definido (ver méas adelante su interpretacion):
wo — koUz ]410

=l-——=1-— - U, 1.127
«a Qp Qp (U¢O ) ( )

Para escribir la combinaciéon anterior en una forma mas reveladora, es conveniente sumar un par de términos
también constantes, de modo que:

1[5, Bj 2
C1 + (U¢0 — UZ)CQ + B |:Uz + Oth (U¢0 = UZ) (1.128)
1 @ Vg, — U, (vgo — U.)? 2
=3 [(v2 —20.U. +U2)] + 3 [(Ui + )+ 2—(;?(366% + Byvy) + TB?(BBCQ +By7)|  (1.129)
Definiendo las cantidades:
B Q,B
US = —(vgo — Uz)a—gs cos(koz — wot) = k:BS Cf cos ¢q (1.130)
B 0, B
UyS = —(vp0 — Uz)—agS sen(koz — wot) = k:gBj ¢¥ sen ¢ (1.131)
que incluyen:
kU
s_ _ wo—kU. _ =0 (1.132)
+ WO_kOUz_Qp 17%7%7

se tendra finalmente que una funcién de distribucién consistente con la onda de Alfvén y con la ecuacion de
Vlasov, adoptara la dependencia:

fp(ﬁ’ Z7t) = fp [OZ(’U,; - UE)Q + a(vy - U;)Q + (Uz - Uz)2] (1133)

Notar que, atin en el limite en que la amplitud de la onda By — 0, esta funcién de distribucién seguird depen-
diendo de la frecuencia de la onda a través de a.

En esta tesis, y para propdsitos de comparacion, conviene explicitar esta funcién de distribucién de modo
que adopte la forma de una Maxwelliana (1.18) con drift sélo en la direccién transversal al campo magnético:
U=U,2+ Uy, porloque U, =0y C_f = wp/(wo — ), de modo que:

(1.134)

a(v, —US)? + a(vy — Uf)2 + 02
vr

fop(¥, 2,t) = Cy exp ( 5
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(el subindice 0 es para enfatizar el hecho que describe al plasma de forma consiste con la onda de Alfvén) en
donde Cy es una constante de normalizacién que quedard ajustada mediante la definicién de densidad (1.8).
En efecto, mediante el cambio de variable:

—Us v, —U°
i y=va U - (1.135)
vT vT vT
tendremos que la densidad sera:
alvy, — U2 + a(v, — U2 + 02
nop :CN/d%exp (— ( =) 2( y ZUy)" s (1.136)
U
e Cr3/203
= NUT /dmdydz exp (—2? —y? = 2%) = % (1.137)

que es constante tanto espacial como temporalmente. Asi, la version completa de la funcién de distribucién
propuesta sera:

52 S\2 4,2
i o anop a(UI - Ua:) + O‘(Uy - Uy ) + vy
[p(T, 2, t) = e exp (— 7 (1.138)
A modo de verificacién, la velocidad macroscépica, segtin (1.10), seré:
. 1 avm—Uf2+av—US2+vz
Vop = — /d3v (V2 + vyJ + v.2)Cn exp (— ( ) v2( v =Y (1.139)
T
3
__«a Ur | ( XYT s yur s 2 2 2
_M/dzdydza{<\/_+U) <\/_+U) ]exp( z? —y? - 2%) (1.140)
1
= =5 /dwdydz (USz + US g)exp (-2 —y? —22) = (US3 + US 9) (1.141)

dado que U? y Uys son independientes de cualquier componente de la velocidad. Asi se comprueba que ellas
efectivamente son las componentes de la velocidad macroscépica o drift transversal inducido por la onda de
Alfvén, que ademds concuerdan precisamente (considerando U, = 0) con el cdlculo de fluidos (1.86) (ya que
ambos métodos dan la misma relacién de dispersién, como se vera a continuacién). Ademads, es concordante
que la velocidad de drift U, es nula debido a la suposicién hecha al pasar de (1.133) a (1.134). Por otra parte,
también podemos calcular la temperatura de la funcién de distribucién en la direccién paralela segin (1.15):

Ty = kaO /vifpd?’v (1.142)
= anop 7372%3 /d%v exp ( olvs —Ue) +j%(vy LS Uf) (1.143)
= k;r;pop 067:130/;;11T /dmdydzz exp (—2® —y* — %) = mQ’Z;% (1.144)
Mientras que la temperatura perpendicular sera:
T, = kazo,, /(vi — V) f,d3 (1.145)
— 2];;120]) ;3:7205% /d?’v [(ve = UZ)? + (v, — U;))?] exp (_a(vz S +j%(vy L vﬁ) (1.146)
= Qk";l:;/()p ig?gp;% /dmdydz (2® +y*)exp (—2* —y* — 2%) = 77121:;%; (1.147)

De modo que podremos interpetar la constante o como la razén entre las temperaturas paralela y perpendicular:

T
=12 (1.148)
T~ Qp

Cabe destacar que esta anisotropia de temperaturas es sélo aparente, siendo inducida por la presencia de la
onda pump en la funcién de diitribucién mencionada, que en ausencia de ella serfa una maxwelliana isotrépica.
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Relacién de dispersion

Ahora se introducird la funcién de distribucién (1.134) y los campos asociados de la onda de Alfvén en las
ecuaciones de Maxwell, para encontrar la relaciéon que satisface. En primer lugar, se toma la derivada temporal
de la ecuacién de Ampere para bajas frecuencias (1.5), y mediante la ecuacién de Faraday se obtiene una
ecuacién de onda inhomogénea:

OB aJ;
. . dJo
V2Ey — V(V - Eg) = “OaTO (1.150)

Recordando (1.61), la divergencia del campo eléctrico (1.79) serd nula, y ademds:

. B 3
V2Ey = —k2 ](:;wo [sen(koz — wot)d — cos(koz — wot)y] = —ka Ey (1.151)
0

Luego, sumando componentes transversales en la forma (Ec X) &1 (Ec Y), se tendrd que la ecuacién de onda
sera:

B : JE
—koEE = —k? <$il(;uoeiz¢o> = MOTS (1.152)

La densidad de corriente de los protones (definida en teorfa cinética mediante (1.11)) se puede obtener a través
de la velocidad macroscopica transversal antes calculada:

Q,B ,
Joip = e/d?’v vy fp = enopVin = eno(US + iUy = enO#BO Jetido (1.153)

S

mientras que la densidad de corriente electrénica se calcula a partir (1.88):

" By 4
JE = “engVhe = —eng [ — 2220 exico (1.154)
ko B

Sumando ambos resultados, obtenemos la densidad de corriente total:

enOBo

T3 = Ty T = G (G0 ) e (159
2
_ _enofBo (Wo/Rp)” 1ig, (1.156)
kB, 1-=

Tomando la derivada temporal y reemplazando en (1.152), se tendré:

Bowoy 4; enoS2y Bo (wo /)2, . )
—k2 <3FZZ Oei’%) _ _Ho k:OBp 0 (1O,/ io) (Jpzwoei“%) (1.157)
0 0Ls Q,

con lo cual tendremos, al simplificar, exactamente la misma relacién de dispersién obtenida en el contexto de
teorfa de fluidos (1.94). Notar que al reemplazar esto en la razén de temperaturas (1.148), se tiene alternativa-
mente:

o= ’éoego 2 (1.158)
pDs

que es siempre positivo, como se espera de un comportamiento fisicamente razonable para la funcion de distri-
bucién (1.134): en los bordes del espacio de velocidades |v| — oo, siempre se debe tener fo, — 0.

Cabe destacar que, si bien se ha demostrado que la relacién de dispersién de fluidos (1.94) es exacta y no
lineal en teorfa cinética mediante el andlisis de Sonnerup anterior, ella en rigor no debiera considerarse como
tal. Mas bien, es simplemente una relacion directa entre la frecuencia real y niimero de onda de la pump, sin
tomar en consideracién las tasas de crecimiento que pudiesen estar eventualmente asociadas.
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Capitulo 2

Inestabilidades Parameétricas

2.1. Introduccion

De acuerdo a lo mencionado en el capitulo previo, las ondas desarrolladas en plasmas pueden describirse
de forma lineal si su amplitud es infinitesimal. Sin embargo, esta situacién cambia radicalmente al considerar
ondas de amplitud finita, pues esto conduce al acoplamiento de modos, siendo por tanto capaces de intercambiar
energia y momentum entre si a través de interacciones no lineales. Es en este contexto que el problema principal
a abordar en esta tesis tratara sobre un tipo de interaccién onda-onda: la respuesta de un plasma a la presencia
de una onda madre o pump de amplitud finita, ya que en general, ésta interactuard con otros modos normales
produciendo ondas hijas (decaimiento de la onda pump) con ciertas caracteristicas distintivas, tal como su
amortiguamiento o inestabilidad, dependiendo del factor v definido en (1.50). El fenémeno nolineal descrito,
conocido como inestabilidad paramétrica (Ver [Chen, 1984], [Bellan, 2006] y [Swanson, 2003]), puede darse en
cualquier sistema resonante variando periédicamente algin parametro de él, comenzando éste a oscilar cuando
se satisfacen algunas condiciones, que en general son dos:

1. Las ondas involucradas en el decaimiento deben satisfacer restricciones sobre sus frecuencias y nimeros
de onda, que deben cumplirse debido a la conservacion de energia y momentum lineal, respectivamente.
Por ejemplo, si la onda pump posee frecuencias y nimeros de onda wg y EO, mientras que las dos ondas
hijas en que decae se caracterizan por (wq, El) y (wa, EQ), entonces:

Wy = W1 + wsy y ]_ﬂ'() = El + EQ (21)

Esta situacion puede entenderse desde el punto de vista de Mecéanica Cudntica como una interacciéon
(scattering) entre fotones y excitaciones cuanticas con energia hw y momentum lineal 7ik.

2. La onda pump tiene que superar un cierto umbral critico de amplitud para que alguna o todas las ondas
hijas en que decaiga sean inestables, en cuyo caso sus amplitudes crecen a expensas de la energia de la onda
pump, hasta un nivel de saturaciéon determinado por otros tipos de procesos no lineales. Cabe destacar
que si bien las ondas hijas pueden satisfacer una relaciéon de dispersién lineal en un plasma, éste no es
siempre el caso. Es frecuente la situacién en que éstas no son modos normales, sino que se originan debido
al forzamiento externo, en cuyo caso se les denomina cuasimodos u ondas virtuales.

2.1.1. Motivacién: un ejemplo conceptual

Para introducir de un modo gréafico las caracteristicas distintivas de las inestabilidades paramétricas, se
considerara un experimento pensado!: un plasma de laboratorio en el existe una antena conectada a un generador
de onda sinusoidal ajustado en una frecuencia determinada de, digamos, unos 500 MHz:

L Adaptado del texto de [Bellan, 2006], capitulo 15, pagina 428.
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Analizador de
espectro
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Generador
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500 Mhz

Figura 2.1: Diagrama del experimentado pensado

Si la frecuencia de plasma electrénica ((1.29)) es de unos wy. /27w = 100 MHz, entonces la antena excitard una
onda electromagnética con relacién de dispersiéon w? = wge + k%¢? (Ver (1.41) para mayores detalles), que se
propaga en el plasma hasta que es detectada por un sensor analizador de espectro, que es capaz de mostrar la
amplitud de la senal v/s la frecuencia. Para una potencia del generador relativamente baja, dicho detector mide
un peak en la amplitud a la misma frecuencia que la onda generadora: 500 MHz (figura 2.2a). Si se incrementa
un poco la amplitud del generador de onda, entonces correspondientemente aumentars linealmente el peak de la
sefal indicando la mayor fuerza de la sefial original (figura 2.2b). Pero, si la amplitud del generador supera un
cierto umbral critico (figura 2.2¢), entonces se observa un extrafio comportamiento: ademds del peak principal
de los casos anteriores, aparecen dos peaks secundarios a diferentes frecuencias muy separadas entre s; que
representan a las ondas hijas y que por (2.1) sus frecuencias suman 500 MHz.

Amplitud Amplitud Amplitud
K Potencia generador baja ) Potencia generador media N Potencia generador alta
500 500 i 499500 f
Mz Mz MHz MHz MHz
(a) Potencia baja (b) Potencia media (¢) Potencia alta

Figura 2.2: Respuesta del plasma a la presencia de una onda madre electromagnética

2.2. Clasificacién y ejemplos para plasmas no magnetizados

En general, las inestabilidades paramétricas se presentan en una multitud de ambientes. En el laboratorio,
por ejemplo, son relevantes para los dispositivos de ldser por fusién y calentamiento mediante radio frecuencias
de plasmas magnéticamente confinados (Ver [Liu and Tripathi, 1986] y [Porkolab and Chang, 1978]). En dicho
caso, los esfuerzos van dirigidos a disminuir al maximo la energfa drenada de la onda pump (un ldser, que es una
onda electromagnética) por las ondas hijas, pues es energia desperdiciada que no es absorbida por el objetivo
de esos experimentos.

Es posible entender de una manera més clara los procesos que ocurren en la situacién antes descrita, ejem-
plificando para tres tipos de ondas caracteristicas que se propagan en un plasma uniforme no magnetizado: una
onda electromagnética, ién acustica y de Langmuir, descritas en la seccién 1.2.2.

2.2.1. Clasificacién general

En general, el proceso de inestabilidad paramétrica en un plasma uniforme no magnetizado involucra el
decaimiento de una onda madre (pump de frecuencia wy) en dos ondas hijas: una de baja (w9) y otra alta

43



2.2. Clasificacién y ejemplos para plasmas no magnetizados

2. Inestabilidades Paramétricas

frecuencia (w1 ), satisfaciendo por tanto wy > w1 > ws. Asi, se tienen varios casos que se explicitan a continuacién

2.

Onda madre (wg) | Onda hija de alta frec. (w1) | Onda hija de alta frec. (ws) | Nombre
Electromagnética Electromagnética Langmuir Scattering estimulado de
Raman
Electromagnética Electromagnética I6n-acustica Scattering estimulado de
Brillouin
Electromagnética Electromagnética Frecuencia nula Autofocalizacion (self-
focusing)
Electromagnética Langmuir Langmuir Decaimiento de dos plas-
mones
Electromagnética Langmuir Ion-acustica Decaimiento paramétrico
Langmuir Langmuir I6n-acustica Decaimiento electronico
Langmuir Langmuir Frecuencia nula Caviton

Tabla 2.1: Algunos inestabilidades paramétricas comunes

Es posible probar que en todos los casos el acople no-lineal que actiia sobre la onda pump y la hija de alta
frecuencia (los dos modos de mayores frecuencias) involucra una modulacién efectiva de la densidad experi-
mentada por la onda pump, mientras que el correspondiente proceso de acople entre las ondas hijas (las de
menor frecuencia) proviene de una fuerza ponderomotiva que modula la temperatura de los electrones asociada
al modo de més baja frecuencia (Ver seccién 15.3.2 del texto [Bellan, 2006]).

2.2.2. Ejemplos detallados

Aqui se explicardan con un poco mas de detalle tres de las inestabilidades paramétricas antes listadas. Los
esquemas se han extraido de la figura 8.14 de la pdgina 312 del texto [Chen, 1984].

Scattering Brillouin

Se representarén en un diagrama en el plano (w, k) las relaciones de dispersién para ondas electromagnética
(1.41) e i6n-actsticas (1.43), ademéds de tres puntos sobre ellos que indican las frecuencias y niimeros de onda
de una posible combinacién de onda madre (wg) y ondas hijas (w1 y ws) que satisfacen las reglas de seleccién
(2.1), de modo de formar un paralelogramo asi:

?Este listado estd extraido del texto [Bellan, 2006], seccién 15.3.2, pag. 438
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Figura 2.3: Scattering Brillouin. Las lineas azules indican las relaciones de dispersion de una onda electro-
magnética y dos ondas de sonido (con la misma velocidad pero desplazdndose en direcciones opuestas). Los
puntos rojos indican la frecuencia y numero de ondas de las ondas involucradas. Ver explicacion en texto.

Noétese que tanto la onda electromagnética madre (fotén) como la onda hija ién-acistica (fonén) se desplazan
hacia adelante (w, k > 0), por lo que necesariamente la otra onda hija electromagnética se debe desplazar hacia
atrds por conservaciéon del momentum, tal como lo manifiesta el hecho que w > 0,k < 0. Es claro que esto debe
ocurrir en cualquier proceso en el que estén involucradas tres ondas. Notar que los fonones se producen debido
a que las ondas i6n-acusticas son débilmente amortiguadas en plasmas no-isotérmicos con T, >> T; (Ver seccién
7.6, pagina 119 del texto [Liu and Tripathi, 1994]).

Este proceso ocurre usualmente en plasmas con densidad por debajo de la critica ng < n. (ver (1.42)).(Ver
seccién 7.3, pagina 109 del texto [Liu and Tripathi, 1994]).

Scattering Raman

En este caso se requiere la relacién de dispersién electromagnética (onda madre e hija) (1.41) y la de ondas
de Langmuir (la otra onda hija).
Este proceso ocurre usualmente a densidades por debajo de un cuarto de la critica ng < n./4.

Decaimiento paramétrico

En este caso se requieren ademds de (1.41) y (1.43) la relacién de dispersién para ondas de Langmuir (1.44),
de modo que el fotén que decae en un plasmén que se desplaza hacia adelante y un fonén que se desplaza
hacia atrés, se puede representar asi: Notese que la onda electromagnética tiene una alta velocidad de fase, ya
que w/k = ¢, y dado que su nimero de onda es pequenio ky & 0, tendremos que |ky| ~ —|kz|. Por dltimo, y a
diferencia de los dos ejemplos anteriores, este proceso ocurre para densidades cercanas a la critica.

2.3. Inestabilidades en plasmas magnetizados cerca de ()p

Los casos idealizados de inestabilidades paramétricas presentados poseen una aplicabilidad dirigida princi-
palmente a los plasma de laboratorio. Pero el objetivo de este trabajo es analizar estos procesos en plasmas
espaciales, en donde la onda madre serd una onda de Alfvén, para lo cual se bosquejard un pequeno resumen
histérico con los avances en el entendimiento de estos fenémenos.

2.3.1. Resena Historica de las Inestabilidades de Ondas de Alfvén
Etapa 1: Modelo de Fluidos

Las ondas de Alfvén (recordar seccién 1.5) circularmente polarizadas que actian como ondas pump, son
conocidas por ser inestables decayendo en otras ondas hijas con v > 0. Los primeros estudios sobre este tema se
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remontan a la década de los 60’([Galeev and Oraevskii, 1963] [Sagdeev and Galeev, 1969]), quienes mostraron
que una onda coherente de las caracteristicas anteriores decae (genera) una onda i6n acistica y otra onda de
Alfvén propagéndose hacia atrés (en direccién contraria a la onda pump). Las fluctuaciones del campo magnético
asociado a esta onda poseen frecuencias y nimero de onda wy = w+wq y k+ = k+ko, respectivamente, en donde
wy k (con k > ko) caracterizan las fluctuaciones de densidad, razén por la cual se denominan de la sideband
superior. Hay indicios que tal inestabilidad paramétrica de decaimiento debida al acople de tres ondas (decay)
ocurre en el viento solar, manifestada a través de un pardmetro conocido como cross-helicity® que determina la
direccion en la que se propagan las ondas de Alfvén. A pequenas distancias del Sol, dicho parametro indica que
las ondas de Alfvén que inician su recorrido se propagan hacia el exterior del Sol (adelante), mientras que més
lejos el signo de la cross-helicity se vuelve indefinido, lo cual es evidencia que hay tanto ondas que se siguen
propagando hacia fuera del Sol como también otras que se mueven en direccién contraria (atrds), avalando
cualitativamente la existencia de la inestabilidad mencionada. Ademas, debido a la generacién por parte de
esta inestabilidad de ondas propagandose hacia atras, se cree que desempena un papel importante papel en el
desarrollo de turbulencia Alfvénica en el viento solar (ver [Hollweg, 1994]). El andlisis de estos autores se basé en
obtener la relacién de dispersion linealizada w = w(k) con un modelo MHD de un fluido, es decir, suponiendo
que el plasma se compone de electrones y iones pero en donde la inercia de los primeros se desprecia, obteniendo
resultados validos para el rango de frecuencias mucho menores que las frecuencias ciclotrénica (1.31) de iones
y electrones w < €, |Q.|. Ademds, se restringieron al caso en que la velocidad de las ondas acisticas es mucho
menor que la velocidad de Alfvén: 8 = ¢2/V3 < 1 (ver (1.37)). Es con el mismo modelo de un fluido, pero
no restringido a 3 pequeno, que en 1978 los trabajos [Goldstein, 1978] [Derby, 1978] estudiaron otro tipo de
acople denominado inestabilidad modulacional, en donde la onda pump de Alfvén involucra cuatro ondas: una
de sonido (con frecuencia w y propagdndose hacia adelante) y dos ondas de Alfvén (una dirigida hacia adelante
y la otra hacia atras) cuyas frecuencias estdn en la banda lateral w + wy (cercanas a las de la onda pump, dado
que se cumple w < wy), y con un rango de k extendido hasta 0, es decir, con una longitud de onda muy larga.
Cabe destacar que estas ondas hijas son cuasimodos, reduciéndose a simples modos MHD en el limite de 3 — 0
y recuperandose los resultados del decaimiento paramétrico.

En los anos posteriores se continué estudiando ambas inestabilidades desde el punto de vista de la teoria
de fluidos, anadiendo suposiciones mas realistas para el modelamiento del plasma en el viento solar confor-
me las capacidades de calculo computacional se fueron incrementando. Es en este contexto que el articulo
[Sakai and Sonnerup, 1983] realizé un andlisis de dos fluidos (también conocido como teoria Halll MHD) que
permitia valores del pardmetro 3 arbitrarios ademéas de incluir, a través de un término Hall en la ecuacién de
momentum, efectos de frecuencia comparables a la ciclotréonica de iones w ~ €); (pero atin mucho menor que
la frecuencia ciclotrénica de electrones w < [€2.]), lo que introduce los asi llamados efectos dispersivos en las
ondas al inducir que las caracteristicas de las inestabilidades generadas sean altamente dependientes del sentido
de polarizacion circular de la onda pump, una distincion antes inexistente. Esto se debe a que ahora entran en
juego efectos de resonancia que dependen de la carga de las particulas de las que se compone un plasma, asi por
ejemplo, una onda izquierda entrard en resonancia con iones que poseen carga Ze a la frecuencia ciclotréni-
ca 2;. Sin embargo, su andlisis se restringio al estudio de inestabilidades modulacionales en donde los efectos
dispersivos causados por la onda pump son débiles, k < kg vy w < wy. Estas restricciones fueron eliminadas,
en parte por [Longtin and Sonnerup, 1986], y mds completamente por [Wong and Goldstein, 1986] al permitir
efectos dispersivos finitos, con lo que se pudo describir de manera unificada ambos tipos de inestabilidades decay
y modulacional sobre un amplio rango de pardmetros, ademéas de descubrir un nuevo tipo de inestabilidad en
un rango muy estrecho de valores de k en torno a 8 ~ 1 denominada de batido (beat). Esta inestabilidad ya
habia sido encontrada en un contexto de interacciones ldser-plasma en [Forslund et al., 1972]. Extensivos estu-
dios analiticos y numéricos de los rangos en que estas inestabilidades paramétricas -dependientes del sentido
de polarizacién de la onda, del pardmetro § y de la amplitud de la onda pump- pueden desarrollarse, fueron
efectuados en [Hollweg, 1994] usando también la misma teoria Hall-MHD.

Etapa 2: Teoria Cinética y Simulaciones

En general, las inestabilidades producidas por la onda pump son mds importantes (su tasa de crecimiento -y
es mayor) cuanto menor sea el pardmetro 3, que es precisamente el rango en el cual la teorfa de fluidos posee
mayor validez. Sin embargo, en el viento solar § ~ 1, indicando que los efectos térmicos son importantes y

3La cross-helicity hc es una cantidad cuadrdtica conservada en las ecuaciones MHD de un fluido ideal y resistiva. Se define por

Ohe. _ O -
o —Efv-BdV
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comparables a los magnéticos, dejando de ser valida la suposicion de plasma frio presente en los modelos MHD
antes descritos y requiriendo para su correcta descripcion un modelo cinético que tome en cuenta la distribucién
de velocidades de las particulas. Es natural esperar que las predicciones de fluidos para el comportamiento de
las inestabilidades mencionadas se alteren dramédticamente, lo que tendria importantes consecuencias relacio-
nadas con la propagacién de ondas de Alfvén en el ambiente interplanetario del Sistema Solar. Debido a las
dificultades tanto analiticas como computacionales que requiere un anélisis completamente cinético usando la
ecuaciéon de Vlasov, el modelamiento con esta teoria se ha desarrollado mas lentamente que con fluidos. Los
primeros intentos fueron desarrollados en [Lee and Kaw, 1972], cuyos autores utilizaron la usual integracién de
la funcién de distribucién de equilibrio en torno a las caracteristicas (recordar discusién posterior a (1.17)),
aunque considerando correcciones de orden bajo (k > ko) que hacen el tratamiento vélido sélo para amplitudes
moderadas de esta onda madre. Este modelo fue aplicado en Ling y [Abraham-Shrauner and Feldman, 1977]
para estimar tasas de crecimiento de las inestabilidades.

Los trabajos anteriores fueron extendidos a principios de la década de los 90’ en [Inhester, 1990], quien
usé una descripcién intermedia entre MHD y la formulacién de Vlasov conocida como teoria drift-cinética,
aplicable para amplitudes arbitrarias de la onda pump pero, por otra parte, restringida a longitudes de onda
grandes de la misma y a frecuencias muy por debajo de la ién-ciclotrén w < €2;. Esto tiene como consecuencia
despreciar los efectos dispersivos y excluir de su descripcién las inestabilidades modulacionales y la beat. Los
efectos cinéticos aqui presentes incluyen el amortiguamiento Landau (seccién 1.3.1), manifestdndose principal-
mente a través de la energia térmica de iones dada por [3,, que afecta a la inestabilidad decay reduciendo
su tasa de crecimiento v y ensanchando el rango de numeros de onda k en que se presenta en comparacion
con la teoria de fluidos. Este comportamiento fue avalado por los resultados de simulaciones efectuadas en
[Terasawa et al., 1986] y [Vasquez, 1995]. Otras investigaciones que complementan la anterior fueron realizadas
en [Mjolhus and Wyller, 1988] y [Spangler, 1989], quienes usaron un modelo de fluidos caracterizado por una
ecuacién DNLS (Derivative Non Linear Schrodinger equation) cinética, que permite estudiar la inestabilidad
modulacional pero no la decay. Ellos mostraron que la primera es independiente de § y del modo de polarizacion
del plasma.

Es en este 4&mbito que en el trabajo de [Araneda et al., 2007] (basado en [Araneda, 1998]) se disefia un méto-
do que consiste en incluir en las ecuaciones Hall-MHD un tratamiento completamente cinético para obtener la
relacién entre presién P y densidad p, en vez de suponer una ecuacién de estado politrépica como es estandar
en dicho modelo. Asf se logra incorporar el amortiguamiento Landau (en la direccién longitud), pero a diferen-
cia del utilizado por Inhester, este modelo permite ademaés la descripcién de los tres tipos de inestabilidades
mencionadas al posibilitar el andlisis de frecuencias del orden de €; (incorporando el término Hall dispersivo),
siendo por tanto capaz de modelar cinéticamente efectos resonantes de ondas con particulas que es una de las
situaciones en donde la teoria de fluidos es completamente inadecuada. Como resultado, ellos notaron que los
efectos cinéticos son importantes no sélo en el rango esperado de  ~ 1, sino que también para /3, pequeno,
conduciendo a un desfase entre la presién del plasma y las fluctuaciones de densidad. Ademas, ellos encontraron
que la inestabilidad beat, a pesar de ver reducida su tasa de crecimiento v para (3, grande, es capaz de excitar
eficientemente ondas de Alfvén propagandose hacia atras, lo que de acuerdo a la discusién anterior tendria un
importante rol para el entendimiento de los procesos de trasnferencia de energia que ocurren en el viento solar
que han sido observados.

Sin embargo, las simulaciones efectuadas en el articulo anterior (que incorporan muchos otros fenémenos
no incluidos en los modelos analiticos) discrepan un tanto en cuanto a las tasas de crecimiento de las inesta-
bilidades que predice la teoria analitica hibrida de fluidos y Vlasov utilizada. Esto se debe probablemente a
que en dicha teoria no se considera el amortiguamiento ién-ciclotrén (ver seccién (1.3.3)), por lo que se retiene
parcialmente la descripcién tipo fluido en el movimiento ciclotrénico perpendicular de los iones. Dicho proceso
que eventualmente afecta a las inestabilidades paramétricas podria describirse correctamente si se considera una
formulacion cinética més general que permita la inclusién de ambos tipos de amortiguamiento. Es precisamente
en este punto que dos décadas atrds y en otro contexto, el articulo de [Matsuda, 1986] desarrolla una relacién de
dispersion no lineal completamente cinética que incluye ambos efectos para un sistema orientado a la descripcién
de interacciones de ondas electromagnética de alta frecuencia, como las presentes en ldsers de alta potencia en
plasmas de laboratorio destinados a la fusién nuclear. El extendié el trabajo mencionado [Lee and Kaw, 1972]
para incluir amplitudes finitas de la onda pump, ademés de ser valido para cualquier rango de frecuencia (de
donde es posible considerar en particular ondas de Alfvén y estudiar los tres tipos de inestabilidades mencio-
nadas). Debido a esto es que el punto de partida para desarrollar un modelo cinético de las inestabilidades
paramétricas de ondas de Alfvén, se basard en el trabajo de Matsuda, siendo desarrollado en el capitulo 4 de
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esta tesis.

2.4. Relacion de dispersion: Modelo de Hollweg

Por su importancia como base de la teoria que se intentara extender en esta tesis, en esta seccién se discutira la
derivacién de relacién de dispersién obtenida por [Hollweg, 1994] para un plasma electrén-protén en donde la
onda pump sea una onda de Alfvén ion-ciclotrén de propagacién paralela, en el marco de la teoria de dos fluidos.

2.4.1. Meétodo perturbativo: Relaciones basicas

Las suposiciones basicas para derivar de este resultado son las mismas utilizadas para la obtencién de
la relacién de dispersién (1.95) de la onda de Alfvén ién-ciclotrén de amplitud finita en la subseccién 1.5.2.
De hecho, el estado de equilibrio (orden 0) del plasma electrén-protén se considerard como dquel en el que
existe un campo magnético estatico és = B,z y la onda antes mencionada. De este modo, las perturbaciones
infinitesimales de las siguientes cantidades fisicas (denotadas con subindice 1), serédn:

V(z,t) = Vo + Vi(z,t) (2.2)
E(z,t) = Eo + E1(2,1) (2.3)
B(z,t) = By + B, + Bi(z,1) (2.4)
n;(z,t) = ngj + na;(z, t) (2.5)
Pj(z,1) Po] + Py;(2,t) (2.6)

Ademids, definiendo la frecuencia y niimero de onda segin el teorema de Floquet en la forma (B.4), se tiene que
los campos longitudinales satisfaran la siguiente expansién de Fourier del mismo tipo de (B.3):

Vlj z,t) ZVIJZ (k,w)e ot~k 2) (2.7)
E%(2,t) ZEH kyw)elwit—kiz) (2.8)
ni;(z,t) anjl (k,w)e wit—kiz) (2.9)
Pij(z,t) ZPM (k,w)et@it=Fi2) (2.10)

y, definiendo para la suma de componentes perpendiculares a la direccién de propagacién la cantidades complejas:
VE=vE+VY,  Ef=Ef+E!, Bf=B{+B! (2.11)

se tiene para los campos transversales:

Vi (2,t) ZVW (k,w)etwit=ki2) (2.12)
Ef(2,t) ZEU (k,w)et@it=Fi2) (2.13)
BE(2,1) ZB“ (k,w)et@it=hi2) (2.14)

l

El objetivo es reemplazar todas estas definiciones en las ecuaciones de Maxwell y de fluido, de modo de despreciar
cantidades perturbadas (subindice 1) a segundo orden, proceso denominado linealizacion.

Ec. de continuidad y relacién longitudinal
Por cada especie j, se puede linealizar la ecuacién de continuidad (1.19) mediante las definiciones anteriores:

8711' 8 2
at] + E(nojvlj) =0 (2.15)
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Reemplazando la dependencia explicita, se tiene la siguiente igualdad para cada coeficiente 1-ésimo de Fourier:

niju = n0j;l‘71§,l (2.16)

Por la condicién de cuasineutralidad (1.63) aplicada en este caso, las densidades numéricas de protones y elec-
trones deben ser iguales, tanto en equilibrio como para los coeficientes de Fourier de las densidades perturbadas,
por lo que las velocidades macroscépicas longitudinales para cada especie seran iguales:

Vlz,l = er,l = Vlzp,l (2.17)
de modo que:

ky

wi

firg = no— Vi (2.18)

Ec. de estado

Linealizando la ecuacién de estado (1.23), se tiene:

8P1j _ ﬁ/jPOj 8’/11]'

2.19
0z ng 0z ( )
Reemplazando las definiciones explicitas, y usando (1.21), se encuentra para el coeficiente de Fourier I:
Piju = vk Ty = myel i, (2.20)
Alternativamente, de 2.18, se tiene la relacién:
~ kj ~ ki ~
Prji = m0ikBT; ;lW},z 3 mj"oJ'C?j;lij,z (2.21)

Ec. de Faraday y relacién transversal

Reemplazando las definiciones de cantidades linealizadas en la ecuacién de Faraday (1.3) se obtiene una
relacién andloga a (1.77) entre los campos eléctrico y magnético transversales, de manera que por cada coeficiente

I-ésimo: ., Wy
BTy = :FZk:TBl’l (2.22)

Ley de Gauss para el campo magnético

Es importantes notar que, aplicando transformada de Fourier a la ley de Gauss para el campo magnético
(1.2), se tendra:

ik Bi; =0 (2.23)

y asi, la componente z del campo magnético perturbado sera nula: Bf ; = 0.

2.4.2. Ecuacién de momentum

Linealizando la ecuacién de momentum (1.20) con las definiciones anteriores para cada especie del plasma,
y usando la forma explicita de la derivada convectiva, se tiene:

8‘7”‘ (9‘70 q; = = 3 > = 53 1 81:)1’ 5
Ve 2% = Y F 4V, x By + Vi x (B BS]— J 2.24
ot R 0z m;j 1+ Voj x By + Vi x (Bo + By) no;jm; 0z N ( )
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Componentes transversales

Para las componentes transversales, recordando que por B, = 0 el término Vj; x 51 no contribuye, se tiene:

oV, LOVE 4
xo SR e s v =
J
8V1y' z 8vy q; z PT x
J

Sumando (Ec X) £+ 1 (Ec Y) y recordando (2.17) ademds de definiciones transversales (2.11), se tiene:

vy
ot

. , ovE
i,V = L BF 4+ 17 <ii£j_Boi - ) (2.27)
J J

Apllicando las dependencia explicitas espacio-temporales para todas las cantidades y las relaciones (1.84) y
(1.84), se tiene la siguiente ecuacién de coeficientes de Fourier:

iz(wlin)ﬁilei(wlth) a5 Z <¢ Bi)ei(mm) (2.28)

l
T2 (w1 t—kierz .qjBo . wo/ko By
+213V1,le( itk )(:I:zmj T (iko) o ("B, (2.29)

en donde se ha usado, a partir de su definicién (B.4):

wi Ewy = wa +lwy Twy = wj + (1 £ 1wy = wit (2.30)
ki £ ko =ka +1lko Lt ko= k’j - (l E- 1)k0 = ki1 (231)

Estas representan las bandas laterales superior en inferior, respectivamente, en relacién a una cierta frecuencia
w; y numero de onda k; tal como en B.5 y B.6. .Luego, si x; es una cantidad genérica, entonces es posible notar
lo siguiente:

o0 o0 oo

Z ei(wzt—kzz)eii(kgz—th) X1 = Z ei(wlqzl—qu:z) X1 = Z ei(w;t—k{z) XU+1 (232)

l=—00 l=—0c0 I/'=—00

en donde se ha cambiado a la variable I’ = [ F 1 (los limites de integracién no cambian porque son infinitos).
Renombrando I’ = [, se tendréa la relacién util para muchas simplificaciones posteriores:

i gilwrt—kiz) gilkoz—wot) i gilwit—kiz) (2.33)
l=—o0 l=—o0
Mediante ello, se obtiene una ecuacién para cada coeficiente 1-ésimo de Fourier factorizando e*(«it—ki2).
i(wy £ €y )le = FilY; - s B;;? iV, <Qj + 1wogj> (gz) (2.34)
y asi, la velocidad transversal perturbada de la especie j sera:
‘71?,1 = ljzlgé C]:ll B'i:l g(:l_l;;(;i;lz,lill (2.35)

En las aplicaciones posteriores, se ocupara el coeficiente [ F 1 de esta relacion, obteniendo para los protones:

_ 1 wiv1 BE By 1 -~
+ _ IF1 —1,lF1 0 o
Vipas1 = 11 Lz l ki+1  Bs * Bi1— 2 Vlvl] (2.36)

J
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y para los electrones de masa nula, al considerar 1/Q, — 0:

_ Bt B
Wix1 P1,1F1 0>

VE SR fv 2.37
kl:':l Bs + 1,1 ( )

lelF1 — —

Una relacién 1til a continuaciéon sera la diferencia de velocidades transversales, pues:

- - -1 w Bfr.,l—l n 1 w1 B n 1 B 1 By/Bs e
Y A R - A T A A S e e
(2.38)

Componente paralela

Por otra parte, la linealizacién de la componente £ de ecuacién de momentum (1.20), recordando (2.17) y
(1.63), seré:

oV q; z T T T T 1 apl j
7&1 = H]j(El + Vi BY — VBY + Vi BY — V{\Bf) — o 5 (2.39)
Invirtiendo las definiciones complejas (2.11), se puede expresar lo anterior en la forma:
ovy 45 AT - -+ + - -pt 1 OBy
T mfjj [E1 +t3 (Vog Br = Vo Bi + Vi By — Vi3 By )| — nom; 02 (2.40)
Reemplazando la descomposicion explicita de cada cantidad:
ZZWZVZ i(wit—kiz) _ Z Ez i(wit—kyz) 4= Zez(wlt kiz) (VJ_ i(koz— wot)B— o J_ 7z(k0z wot)Bii:l
(2.41)
~ . s ) 1 ~ .
+ ‘G-;’lleoe_l(koz_th) N ‘G;’lBOei(koz—wot))} _ oy Z(_ikl)PljJel(wlt—kLZ) (242)
J

l

y, usando (2.33), se llega a una expresién para cada coeficiente de Fourier [ factorizando eilwit=kiz).

iBy wo/ko [~_ ~ 1By B
2B, 1 — % (Bl,H—l - Bil—l) + = 2 (Vﬂl 1 Vlj,l+1)
J

e 4 | = ik =
iw Vi, = =+ |Ef | — + ppp— Puji (2.43)

J

en donde se ha dejado expresado la velocidad no perturbada en términos del campo eléctrico segin (1.84).
Mediante la ecuacién de estado, se puede expresar la presién en términos de cantidades conocidas, por lo
que:

o kBT R e L
Q;  ¢B, w/) Y B,

Notemos también que el segundo paréntesis redondo del lado derecho se puede sunphﬁcar en virtud de (2.38) y

1—“’O 2B,

Tz wO/kO BO 5— BO ~
—iEy; — (31 I+1 sz 1)+ 5 (Vfgrl 1 V1j,1+1> (2.44)

de este modo, al reemplazar y recolectar términos semejantes en las variables V1 Y B1 1410 S€ tendra:

kpT; k? By/B,)? B}
ERFLILEL 2Ly —;‘;l 1+ ( Oil ) — Vi = —igt (2.45)
. . w —1 1 S
whoe e w) (o) ()
~_ BO 1 Wi+1 1 wo sS4 BO 1 Wi—1 1 wo
B, — - =% _-Bf, — - = 2.46
T PLgps {1 =SS5t ki 182 ko MER2B2 |1+ 55t ke 1- g ko (2.46)
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2.4. Relacion de dispersion: Modelo de Hollweg 2. Inestabilidades Paramétricas

Eliminacion de variables electronicas

Especializando lo anterior para el caso de electrones j = e (con 1/Q. — 0), el paréntesis cuadrado en el lado
izquierdo y todos los denominadores tienden a 1, de modo que es posible despejar el campo eléctrico longitudinal
en funcién de variables conocidas:

Ef,  ~ekpT. kP ~ ~ By (w1 wo ~ By [wi-1  wo
it JeMBlefipe g 20 o + 20 w0 2.47
! B eBs w; Ll Li+l 233 { ki1 ko } + Li-1 23? { ki1 ko } ( )

De este modo, reemplazando lo anterior en (2.46) para el caso de protones, podemos eliminar el campo
eléctrico longitudinal y las variables de los electrones, obteniendo una relacién entre Vi, y Blil;l:

~. (vpkBTp + vekpTe) klz 2m,, By/Bs 1 1
%%, wp — — )

- +
my wi ) eBy L (1 _wo) w1+ 9y w1 — 8,
QP QP

_5 1 (wm ~ vJo) ol e e 1w
1,041 Bs \ ki1 ko B, (1 _ %) ko myp wit1 — Qp ki1

P

~ 1 fwi_1 wo 1 wo e 1 Wwi—1
I - D (R (o R 1 I N o 2.48
LI=1) By (kl—l ko) B, (1 _ %) ko mpwi—1+ Qp ki1 (2.48)

Ahora debemos notar que, por el teorema de Floquet discutido en la seccién B.4 y debido a que existe un acople
entre los coeficientes de Fourier [ con [ + 1, se puede definir la frecuencia w y nimero de onda k fijando [ = 0
en la forma dada en (B.5) y (B.6). Luego, usando las normalizaciones de F.1, se puede obtener de la ecuacién
de momentum paralela (2.48) la siguiente relacion:

Vil L B+Biin +B B/, , (2.49)
Va 2D B, '

2.4.3. Ecuacién de Ampere

Linealizando las componentes transversales* de la ecuacién de Ampere (1.5), y usando las formas explicitas
de los campos, se tiene:

0B+
+4 92 = Ko Z Jlij = o qu (noleij’l + nlj%ij) (2.51)
J

J

44 Z(_ikl)gli,lei(WZt_klZ) = Lo Z qj <n0 Z ‘71:;l€i(wlt_klz) + Z ﬁLl@i(wlt_klz) %Jjeﬁ:i(kgz—u«'ot)> (252)
l J l l

thir1 B i1 = o Z qj <n0‘71:tj,lq:1 + 51,1‘70?) = [o Z :]v1:|;'7lzpl (2.53)
J J

en donde se ha usado (2.33) para simplificar la segunda sumatoria en [ del lado derecho y se ha escogido el
coeficiente de Fourier [ F 1. Ahora se debe notar que las corrientes perturbadas se obtienen reemplazando las
velocidades transversales (2.36) para Vi (2.18) para nij,, y también (1.84) para VOJJT, de donde:

15,1F1°
~ qino S+ -1 wl¢1 il Bo 1 k‘lwo
Tt = 2248 —m |+ W - 2.54
LIFL TR, { PELILE S ke | M Lo | TR kow (259

4 La componente longitudinal de la ecuacién de Ampere linealizada da lugar a la relacién:
> Ui =engd Vi - Vi, =0 (2.50)
J J

que proporciona la misma condicién (2.17) encontrada con la ecuacién de continuidad.
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2.4. Relacion de dispersion: Modelo de Hollweg 2. Inestabilidades Paramétricas

Usando las normalizaciones previas, se tiene que en el caso de protones,

~ ~
= _ emnoVabo -1 X1 B I 2. 1 Vi (2.55)
1p,i¥1 Bs 1+ Xl$1 leil BO 1+ Xl$1 Y()Xl 1-— X() VA ’
mientras que para electrones se usa el limite acostumbrado 1/Q. — 0, obteniendo:
~ ~
ji _ 76710VABO 7X111 Bl,lm 1— Y1 Xo E (2 56)
lel¥l By Yi-1 Bo YoXi1) Va ’

Sumando ambas contribuciones a la corriente total y reemplazando en la ecuacién de Ampére, se obtiene la
relacién:

- By, [ /+£X2,\ Bf 1 YViX2 X\ VP
ﬂ:klmel;l _ boty IF1 iFr 1 Xy — 1 X0 + IF1 11 (2.57)
: Va Yoz By o YoX; Y ) Va

de donde, agrupando términos semejantes y usando las definiciones de cantidades normalizadas previas, se llega
a:

1% BE
2R¢V#: + LJF% =0 (2.58)

2.4.4. Relacion de Dispersion

Ahora se dispone de tres ecuaciones para las 3 variables EliljFl y vlfl, dadas por (2.49) y (2.58). Inmedia-
tamente es posible eliminar esta tltima incégnita reemplazando la primera ecuacién en la segunda, de modo
que:

BBy, +B_B;} By,
+51141 Li-1 g ZLIFL (2.59)

2R
+ 2D B, T By

Asi, se obtiene un sistema de dos ecuaciones, cuyas soluciones no triviales requieren que el siguiente determinante
sea nulo:

R_By R_B_+DL_|
‘R+B+ + DL,  RyB. ‘ =0 (2.60)
De donde se obtiene finalmente la relacion de dispersién
L (LyD+RBy)+L R B =0| (2.61)

Esta es un polinomio de 6° grado tanto en la frecuencia X como el nimero de onda Y ([Hollweg, 1994]). En el
caso limite en que la amplitud de la onda pump A — 0, los términos B+ se anulan quedando simplemente la
relacion de dispersion:

L_L.D=0 (2.62)
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2.5. Resultados numéricos: Modelo de fluidos de Hollweg

En esta seccién se presentaran, a modo de ilustracién, algunos resultados numéricos para ejemplificar el
comportamiento de la relacién de dispersién (2.61) y las inestabilidades que predice, usando un método grafico
desarrollado por [Longtin and Sonnerup, 1986]. También servird como base de comparacién para los resulta-
dos de un plasma electrén-protén-beam mostrado posteriormente (ver capitulo 3). El procedimiento que se
seguird estd inspirado en el presentado originalmente en el articulo [Hollweg, 1994].

2.5.1. Meétodo

Nétese, en primer lugar, que los pardmetros que presenta la relacién de dispersién a resolver (2.61) son de
dos tipos: uno global, el beta total § (ver (F.12)); y otros 3 asociados a la onda pump: su amplitud A4, niimero
de onda Yy y frecuencia Xy. Estos dos tltimos deberdn satisfacer (1.95). Una vez fijados estos pardmetros, se
escoge un valor dado de nimero de onda Y, quedando por tanto la relacién de dispersiéon como un polinomio
de 6° grado en X. Las raices de éste pueden ser reales, en cuyo caso se grafican directamente proporcionando
6 puntos de la relacién de dispersién w v/s k. Pero también pueden venir como pares complejos conjugados, en
cuyo caso se grafica igualmente la parte real w, v/s k, pero ademds de la parte compleja v v/s k (ver (1.49)),
la cual sera simétrica con respecto al eje k. Esto representa un comportamiento caracteristico de fluidos: los
modos amortiguados (v < 0) e inestables (7 > 0) siempre se presentan de a pares con la misma magnitud de su
tasa de crecimiento, mientras que su parte real coincidira exactamente. Por ello, la rama asociada a cada uno
de los modos amortiguado 6 inestable no puede ser distinguida.

Digno de mencién es el hecho que el punto (Y, Xp) siempre serd solucién de la relacién de dispersion,
puesto que alli L_ y R_ se anulan. Esto sera indicado con un rombo negro en todos los graficos de dispersion
posteriores. As{ mismo, también estard indicado el punto (Yp, Xo/Yy) para las velocidades de fase.

2.5.2. Comportamiento general
Caso A=0

Primero se analizara el caso limite de amplitud de la onda pump nula A = 0, en que la relacién de dispersiéon
se reduce a (2.62). Esto servird para identificar los modos normales del plasma que no requieren la energia libre
provista por la onda pump, puesto que sus 6 raices (todas reales, no hay amortiguamientos ni inestabilidades)
se pueden agrupar en tres conjuntos de 2 c¢/u:

D=0 = X=4pY (2.63)

Representan modos actsticos con relacion de dispersién lineal. Una de ellas tiene velocidad de fase positiva,
desplazandose en la misma direccién que la onda pump®, y asi se denotard por +s. La que se desplaza en
direccién contraria se denotara consiguientemente por —s.

(Xo + X)?

Li=0 = Yo4Y=4—-"2""/__
+ 0 1—(Xo+X)

(2.64)

Representan ondas transversales de la banda lateral superior (upper sideband), al involucrar wy y k4 (ver
(F.3) y (F.4)). La que se propaga hacia delante se denotard como + f, mientras que la que va en direccién
contraria a la onda pump sera +b.

(Xo — X)*
1-(Xo—X)
Estas soluciones representan dos ondas transversales de la banda lateral inferior lower sideband, involu-
crando w_ y k_. Una de ellas se propaga hacia adelante, — f, y la otra hacia atrds, —b.

L_.=0 = Yy-Y== (2.65)

5Desde ahora se adoptard la siguiente convencién: “hacia adelante” significard en la misma direccién que la onda pump con
w/k > 0, mientras que “hacia atrds” indicard, obviamente, lo opuesto
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Es facilmente visible que las bandas laterales (soluciones de L) se obtienen simplemente de un desplaza-
miento apropiado de la relacién conocida de la onda pump (1.95) (ver figura 2.4 y comparar con 1.7). Ahora se
escogen apropiadamente los pardametros 3, Xg e Yy para que, en la posterior subseccién, aparezcan las inesta-
bilidades mencionadas (y también en base al paper [Araneda et al., 2007]). Xy se fija primero (i.e.: con dicho
valor se calcula Yp) ya que es mds fdcil visualizar el efecto dispersivo involucrado a partir de la cercania con la
resonancia ciclotréonica en Xg = 1. Ademas, Xy e Y se escogen ambos positivos para que la onda pump tenga
polarizacién izquierda y se desplace hacia delante (primer cuadrante en la figura 2.4.

-2

N L B L

o [TTTTTTTTT T T T AT T T T R T T T T IA TTT T T T I IIITTTT

S r e #iomoo LD 7
N i T e i
~. e
—3E . \ \ R \ \ \ -4l e \ \ \ \ \
0 05 1.0 1.5 0 0.0 05 1.0 1.5 2.0
Y=kV,/, KV,/Q,
(a) Relaciones de dispersion X v/sY (b) Velocidades de fase XY v/sY

Figura 2.4: Diagramas para relacion de dispersion de fluidos en el limite A = 0 (2.62), con Xy = 0.35,
Yo = Xo/V1—X0 = 0434 y 8 = 0.2. Cada par de soluciones de la relacion de dispersion se ha identificado
con el codigo de colores indicado. Ly se obtiene de la onda L del 1° cuadrante y de la onda R del 2° de 1.7a,
desplazando el origen a (—Yy, —Xo). Asi mismo, L_ se obtiene de la onda L del 2° cuadrante y de la onda R
del 1° de la misma figura mencionada, desplazando el origen a (Yo, Xo).

Las ondas que provienen de aquéllas con polarizacion izquierda L de la figura 1.7a, +f y —b, poseen reso-
nancias en X = £|1 — Xy| y una velocidad de fase asintética pequenia y cercana a 0. En particular, +f tiene
una velocidad de fase positiva decreciente pero con muy poca variacion en todo el rango mostrado, y bastante
cercana a la onda acustica +s que es constante. Otro rasgo peculiar es que al tener una frecuencia no nula en el
origen Y = 0, los modos que se desplazan hacia atras +b tienden a una velocidad de fase infinita para longitudes
de onda grandes (k — 0)

Por tltimo, cabe destacar que, aunque se ha mantenido la nomenclatura de designar la direccién de la ondas
en base a las curvas de la onda pump 2.4, sus velocidades de fase ya no son un buen indicador de la direcciéon en
que se propagan, puesto que muchas de las ondas tienen rangos en k donde ésta cambia de signo. Una cantidad
que es mds 1til para caracterizar el sentido de propagacién de las ondas es la velocidad de grupo dw/0k, ya que
no cambia de signo al efectuarse la traslacién para obtener las curvas de (2.4a) a partir de 1.7a, como puede
verificarse a partir de la comparacion de las siguientes figuras:
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3 T T = 3
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0.0 05 1.0 15 2.0 0.0 05 1.0 15 2.0
KoV 192, KV,
(a) Ondas pump de Alfvén L ((1.95)) y R ((1.103)) (b) Caso A =0 de relacidn linealizada de fluidos

Figura 2.5: Velocidades de grupo dX/dY v/sY para la onda pump y la relacion de dispersion de fluidos con
A = 0. Las bandas laterales que se se desplazan hacia adelante +f, provenientes de las respectivas curvas L y
R de la onda pump con Ow/Ok > 0, mantienen el signo de esta cantidad. Lo mismo sucede para las ondas que
se desplazan hacia atrds £b con Ow/0k < 0.

Caso genérico

Ahora se ilustrard un caso particular con la onda pump presente efectivamente, en donde A = 0.09 (By/Bs =
0.3) y la relacién de dispersién es (2.61), mostrando por separado las partes real e imaginaria de la frecuencia
para los 6 modos previamente identificados. Precisamente para este propoésito, es que en cada uno de los casos
que se mostrard posteriormente (diagramas de X y X/Y v/s Y), se graficard también en lineas discontinuas
las curvas de la relacién de dispersion en el limite A — 0, con los mismos colores de la figura 2.4a y 2.4b.
Esto es necesario debido a que las ramas con A # 0 tienen multiples brechas e intersecciones, por lo cual su
identificacién no es para nada simple, sélo tendiendo a las ramas conocidas del limite A = 0 para valores grandes
deY.
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Figura 2.6: Diagramas de relacion de dispersion para A = 0.09 y § = 0.1. Los demds parametros son los
mismos que en la figura 2.4. Cada color representa uno de los 6 modos. Las inestabilidades se indican en lineas
negras, en donde la parte real de la frecuencia de dos ramas se superponen. Las direcciones hacia las cuales
se desplazan las curvas (aunque sea ligeramente) con respecto al caso A =0 de la figura 2.4, se muestran con
flechas.

La energfa libre de la onda pump provoca el surgimiento de tres tipos de inestabilidades (v > 0) claramente
identificadas y conocidas desde hace algunas décadas (ver seccién 2.3.1), cuyas propiedades dentro del marco de
teorfa de fluidos se resenan en [Hollweg, 1994]. Aqui cabe recalcar que éstas se producen en las zonas en donde
la parte real de la frecuencia de dos curvas se fusionan (ya que el polinomio de dispersién en X posee raices
complejas y conjugadas alli), lo que implica su generacién, usualmente, por la interaccién entre los siguientes
pares de modos (no siempre son los mismos, ver aclaracién en la figura 2.11)

= Inestabilidad modulacional (mod): interaccién entre +f y —f. Se ubica en k < kg y se extiende hasta
k — 0. Como aparece debido a efectos dispersivos (ver [Longtin and Sonnerup, 1986]), se espera que posea
mayores tasas de crecimiento conforme wy aumente.

= Inestabilidad de decaimiento (decay): interaccién entre +s y —b. Es dominante en este caso y se ubica en
k > ko. Es la unica que involucra ondas actsticas y es la que tiene menor velocidad de fase.

= Inestabilidad de batido (beat): interaccién entre 4+ f y —b. Posee un rango estrecho de k y se sitia también
para k > kg, aunque muy contiguo a k.

Para tener una idea del orden de magnitud e importancia de estas inestabilidades, realizaremos una pequena
estimacién. Las tasas de crecimiento de estas inestabilidades, como se vera para muchas otros casos, estan en
torno a v &~ 0.02. Ello implica, de acuerdo a (1.50), que una onda hija duplicard su amplitud en un tiempo
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equivalente a 7 = In2/v ~ 34.6 giroperiodos. Consistentemente, una amortiguacién de la misma magnitud,
implicara que la onda vera reducida a la mitad su amplitud en el mismo tiempo.

En vez de mostrar los diagramas anteriores para cada combinacién distinta de pardmetros, es (mucho) més
eficiente confeccionar graficos que muestran la variaciéon de cada inestabilidad en funcién de algin parametro
dado. Para ello, se caracterizara cada inestabilidad por su tasa de crecimiento maximo 7,4, €l nimero de onda
en el cual se produce ky,q. y la velocidad de fase vy ymqq alli. Estas cantidades son representativas puesto que
cada inestabilidad conserva, a grosso modo, la morfologia mostrada en el grafico previo

2.5.3.

Asi, por ejemplo, se puede variar la amplitud A de la onda pump, notando que mientras mayor sea esta
cantidad, méas grande serd la separacién de cada rama con respecto a los modos del caso limite A = 0. De este

Efectos de la variacién de la amplitud

modo, se obtendra los siguientes graficos que resumen este comportamiento:

012) e vk | : mod : 4
H + k>ko 4 0.8} f-#Kk2k0 ..o s IR S IR
H © Max k<kO | 4 || © Maxk<kO|: i
0.10-|-A-Max k>KO- . [ A Max k>k | ]
L ‘ a L beat 4
0,08 : ¥ 0'67 """""""""""""""""""" |
g r K B = T B
e Wa |~ D A K S O S = ~ |
2005 . . Y R R N S
L & B L ]
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| R i+ A4 1
L & mod 4 4 Bap decay *
Ca = 02| S ,,,Aé‘ﬁﬁ*,ﬁsﬁsﬁgﬁﬁsﬁsﬁﬂ R [
L _ . : &
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(a) Ymaw v/s A (b) Vg, maz v/s A
R ' - Figura 2.7: Diagramas de mdzimos de inestabilida-
r N 3
H xksio JTEl 4 des para 0 < A < 1.0 (A = 1 representa By = By).
+ k>l ANL X , z
08 o Maxkekgl VS 'A'ﬁaﬁ"’ """ P B Los demds pardmetros 3 = 0.1 y Xy = 0.35 son los
H A Max k> At ecay B ) . . .
- aas® - mismos que en la figura previa 2.6. El punto mdzimo
- A : = . L7
P RO S VA S de cada inestabilidad se ha representado por un aste-
¢ I R risco o una cruz, dependiendo si estdn a la izquierda
B ~ beat _ M
= [ ] o derecha del nimero de onda de la pump ko. Tam-
S04l bién se muestra el maximo de cada curva en ¢ o A
L mod i (solo discrepan de x ¢ + en caso que no hayan mdxi-
3 R mos locales). El cddigo de colores es el mismo que las
0.2] . . ,
L ] curvas mostradas en los graficos anteriores. La linea
B . negra continua en el grdafico de kpyq. es el Yy de la
00l ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ pump.
0.0 02 04 06 08 10
A

(€) kmaz v/s A

s Curvas Ymaz v/s A: Para bajas amplitudes, se nota el incremento de las 7,4, de las inestabilidades
modulacional y beat al aumentar A, un resultado esperable debido a que este parametro representa la
fuente de energia libre de donde surgen. Ambas tienen 7,,q, similares para A pequenos, aunque para
amplitudes mas grandes modulacional es mds importante. Sin embargo, después de una cierta amplitud
maxima, sus tasas de crecimiento comienzan a disminuir hasta que ambas inestabilidades desaparecen
totalmente en A = 0.5 para beat y A ~ 1 para modulacional (puntos denominados desde ahora umbral de

amplitud).
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Re(X)~0/9,
Re(X)=0/0,
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(a) A=0.02 (b) A=0.15 (c) A=03 (d) A=05
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Yakvy, Yekvye, VoKV,

Figura 2.8: Diagramas de dispersion X v/sY para = 0.2, Xo = 0.35 y A variable

En forma gréfica (ver diagramas anteriores w v/s k) para beat, esto ocurre porque conforme aumenta A,
la rama +f (curva celeste que forma beat) se mueve hacia arriba tendiendo a (Xy,Ys), haciendo cada vez
mas estrecha y débil dicha inestabilidad, hasta que al cruzar por ese punto se estabiliza completamente
(a la vez que las curvas amarillas superiores —b y —f se separan de las celestes, formando una brecha
(gap)). En cambio, para modulacional, su estabilizacién tiene que ver con que las ramas —f y +f se
“despegan” al desplazarse con distinta rapidez al crecer A. De paso, nétese también que las ramas que son
mas afectadas por el incremento de A, con respecto al caso A = 0 marcado en lineas discontinuas, son en
primer lugar +s y +f, y después —b para Y > Y{; mientras que las ramas —f y —b para Y > Yj son sélo
minimamente afectadas. Cabe mencionar que este fenémeno fue hallado y descrito hace algin tiempo en
[Hollweg, 1994].

= Por otra parte, el 7,4, de la inestabilidad de decaimiento siempre es monétonamente creciente con respecto
a A, siendo dominante para todos los valores de estos parametros.

= Curvas Vg maz v/s A: Aquellas correspondientes a las inestabilidades modulacional y beat son crecientes
con respecto a la amplitud, mientras que la de decaimiento es decreciente.

» Curvas kmaz v/s A: El lugar k. de los maximos de la inestabilidad de decaimiento es mondtonamente
creciente con respecto a A (su rango aumenta igualmente), mientras que la beat es decreciente y tendiendo
a ko en el rango en la cual estd activa (y siempre muy cerca de dicho punto). El k4, de la inestabilidad
modulacional posee un méximo local en A = 0.4, tendiendo a anularse en los extremos A =0y By = B;.
Su rango sigue un patrén similar.

Ahora se obtendran graficos similares a los anteriores para dos (3’s distintos, con el objetivo de visualizar
cémo varian las caracteristicas de la inestabilidades debido a efectos térmicos:
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Figura 2.9: Diagramas de mdzimos de inestabilidades para 0 < A < 1.0. Izquierda: § = 0.05, Derecha:

8=

0.375. Los demds pardmetros son los mismos que en la figura previa 2.7.

De aqui se nota:

= Curvas Ymas v/s A: La amplitud critica umbral de la pump que suprime las inestabilidad mod y beat, se

2.5.

incrementa conforme § disminuye. En particular, la inestabilidad beat siempre es més débil que la mod,
por lo que se requiere un A menor para suprimirla en comparacién con aquella, y para (§ relativamente
grandes es casi imperceptible, excepto para amplitudes muy pequenas. En forma grafica (diagrama w v/s
k), este fenémeno sucede por una razén similar a la antes descrita (figura 2.8): el aumento de 3 desplaza
a la curva celeste que forma beat hacia arriba (ver figura 2.11), acercdndola a (X, Yy), estrechdndola y
debilitdandola a la vez.

Decay incrementa su 4, notoriamente conforme ( disminuye, siendo la méas afectada por el cambio de
B (ver siguiente subseccién para una explicacién).

Curvas vy maz v/s A: La inestabilidad decay incrementa su vg mq, conforme § aumenta, aunque sélo
ligeramente y en forma notoria para 3’s pequenos. Las inestabilidades beat y mod también presentan el
mismo comportamiento, aunque mas notorio para (3’s grandes.

Curvas kpaz v/s A: La inestabilidad decay aumenta sus k. conforme [ disminuye, es decir, su méximo
se desplaza més a la derecha en los diagramas 7 v/s k. La inestabilidad modulacional no presenta maximos
locales en estas curvas ky,q. v/s A para [ grandes, sino que es mondtonamente decreciente partiendo desde
un valor k # 0 para A — 0.

4. Efectos de la variacién de beta

Los efectos térmicos estan contenidos en este parametro, del cual la pendiente de la rama acustica depende
segun 2.63, por lo que su variacién debe afectar prioritariamente la inestabilidad de decaimiento que se genera
en esta rama. Los valores escogidos de 3 son entre 0.01 y 1, con los mas bajos siendo realizables fisicamente
en los hoyos coronales cercanos a la fotésfera solar, mientras que los més altos se pueden dar en las regiones
coronales 6 en el viento solar([Hollweg et al., 1993]).
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Figura 2.10: Diagramas de mdximos de inestabilida-

des para 0 < 3 < 1.0. Los demds pardmetros son los

mismos que en el caso estdndar 2.6.

= Efectivamente se produce una notoria dependencia de la inestabilidad de decaimiento con respecto a
este pardmetro: su tasa de crecimiento es mondétonamente decreciente con respecto a 3 de forma muy
pronunciada, tendiendo a valores muy grandes de ;4. conforme el plasma se hace frio 8 — 0. Esto ya se
habfa notado en la seccién anterior, en los graficos ymq. v/s A para dos (’s distintos

= En cambio, los Ymq, de las inestabilidades beat y modulacional crecen débilmente con la temperatura
hasta un cierto umbral en [ tras el cual desaparecen (es menor el requerido para anular la beat)

= Es posible precisar un poco la afirmacién dada en [Hollweg, 1994], en donde se encontré que para 3 grande
la inestabilidad modulacional involucra una onda — f y +s, mostrando algunos casos de curvas w v/s k:
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Figura 2.11: Diagramas de dispersion X v/s
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YakV0,

(c) B=04

Y para A =0.09, Xg = 0.35 y 8 variable.

10 15
YakV0,

(d) B=07

Notar como el incremento de [ tiende a subir a la rama +s y bajar la +f (para A = 0), cruzéndose en el

entorno de § ~ 0.15.
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Al guiarse por las curvas discontinuas del limite A = 0, es posible notar que la inestabilidad modulacional,
ademas de — f, pasa de estar conformada claramente por + f para (’s bajos (6 = 0.05), a una situacién
mixta en que no facil etiquetar si se compone de + f 6 +s, debido al cruce de sus respectivas ramas de A = 0
(8 = 0.15). Incrementando més beta, por ej. para 5 = 0.4, es fdcilmente distinguible que modulacional
es generada por +s, para después desaparecer completamente (como en 3 = 0.7) al “despegarse* de la
rama —f (en las cercanias de su supresion, esta inestabilidad modulacional no se extiende hasta k — 0,
tal como fue hallado por [Hollweg, 1994]. Ver, por ej, figura 2.17d).

Con las mismas figuras anteriores, es posible afirmar también que la inestabilidad decay sufre el mismo
tipo de comportamiento: pasa de estar conformada (ademés de —b) por +s para § bajos, a +f para 3’s
altos. La beat experimenta algo similar pero con las ramas intercambiadas: pasa de estar conformada
(ademds de —b) por +f para 3 bajos, a +s para 3’s altos (ver resumen de este comportamiento en la
discusién de figura 2.17)

s La v maee de la inestabilidad decay también tiene un comportamiento singular: partiendo de cero crece

hasta mantenerse constante, para 3 ~ 0.5, en torno a v¢ maz ~ 0.5.

Ahora se intentard establecer el comportamiento de los § umbrales en los cuales estas inestabilidades desapa-
recen, cuando se varia las propiedades de la onda pump, tal como su amplitud A:
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Figura 2.12: Diagramas de mdzimos de inestabilidades para 0 < 3 < 1.0. Izquierda: A = 0.12, Derecha:
A =0.52. Los demds pardmetros son los mismos que en la figura anterior

De aqui se nota:

» Curvas Ymaz v/s 3: Como se podria esperar, la inestabilidad decay incrementa sus 7,4, al aumentar A,

aunque cada vez con menor pendiente. Las otras inestabilidades también muestran este comportamiento,
pero en una forma poco marcada. El g umbral de la inestabilidad beat disminuye con el aumento de
A®, mientras que el asociado a la inestabilidad modulacional no se ve afectado. Para el caso de amplitud
pequefia, A = 0.12, incluso la inestabilidad decay posee un 3 umbral (aprox. en 0.7), aunque muy difuso
(mds adelante se verd que no es en rigor asi, sino que sélo decae asintéticamente). La superposicién de
maximos en color rojo en la curva de la inestabilidad decay para A = 0.12, se debe a un intercambio en
las ramas que la componen, de —b con +s para 5 < 0.25, a —b con +f para valores mayores que ese beta.
Consistentemente, la inestabilidad beat cambia sus ramas constituyentes de forma opuesta.

6ya que el incremento de cualquiera de estos pardmetros tiene el mismo efecto de desplazar la curva celeste superior que forma
el beat, hacia arriba, acercdndola a (Yp, Xo), tal como en 2.8 y 2.11.
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» Curvas Vg maz v/s B: En todos los casos, la inestabilidad decay tiende a una vg mq. constante para 3
grandes, aunque cada vez con menor pendiente a medida que aumenta A. Ademads, la velocidad de fase
de la inestabilidad beat se incrementa con la amplitud A.

s Curvas ke v/s 8: La curva de la inestabilidad modulacional tiende a ko por debajo para amplitudes
pequefias, como en el caso mostrado de A = 0.12.
Efectos combinados de Amplitud y beta

Los diagramas anteriores pueden ser resumidos en graficos de contorno de 7,4z, al considerarlos como
funcién de las dos variables A y 37, para cada una de las tres inestabilidades.

A

0.000 0.005 0010 0015 0.020 0.000 0.008 0016 0.024 0.032
(a) Inestabilidad Beat (b) Inestabilidad Modulacional

Figura 2.13: Diagramas de contornos de Ymaz €N
funcion de A y 3, para inestabilidades beat, modula-
cional y decay. Xg = 0.35. El cddigo de colores es el
indicado en cada figura, normalizando siempre entre

E— : . el mdximo y el minimo global para cada inestabilidad.

0.000 0.045 0.090 0.135 0.180

(¢) Inestabilidad Decay

Ademaés de confirmar las aseveraciones anteriores, de aqui se ve clarament:

= La inestabilidad beat estd acotada a una estrecha zona triangular en el plano de parametros 3y A, no
existiendo para 5 2 0.6 ni A 2 0.6. Sus mayores Y,,q, Se alcanzan en A = 0.25 y  — 0. Esto es otra
prueba a favor de que el aumento de A é ( tiene el mismo efecto de estrechar y debilitar esta inestabilidad,
tal como fue antes discutido en los diagramas w v/s k.

= Si bien la inestabilidad modulacional tampoco se presenta para 3 2 0.6, se mantiene en todo el rango de
amplitudes A presentados para § pequenos. Sus mayores Ymq: se alcanzan en A = 0.5 y 8 — 0. Notar
que la zona de existencia de esta inestabilidad en el plano 3 — A tiene una forma similar a la de beat pero
extendida, siendo una senal que la generacion de ambas estd relacionada con el mismo tipo de ramas que
se intercambian con el aumento de 8: +sy +f.

7Se escogen primero estos paramétros puesto que son los que imponen umbrales criticos, en los cuales las inestabilidades se
suprimen.
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= La inestabilidad de decaimiento existe en practicamente todo el rango mostrado, alcanzando sus mayores
Ymaz €0 el extremo inferior derecho (A — 1y 8 — 0) y sus minimos en el extremo inferior izquierdo
(A— 0y —1). Suforma y naturaleza difiere radicalmente de las dos inestabilidades anteriores, siendo
la mds resistente frente al cambio de estos pardmetros, no teniendo umbrales de supresién (s6lo decaimiento
suave). (Explicacién?).

= Notar que para un A fijo, todas las inestabilidades disminuyen sus 7,4, conforme 3 se incrementa.

De forma completamente analoga, también se puede obtener los gréficos de contorno para las velocidades
de fase méaximas vy mas en funcién de los parametros A y f:

0.000 0.200 0.399 0.599 0.798 0.000 0.230 0.460 0.690 0.920 0.000 0.193 0.386 0.579 0.772

(a) Inestabilidad Beat (b) Inestabilidad Modulacional (¢) Inestabilidad Decay

Figura 2.14: Diagramas de contornos de Uy mar €n funcion de A y (3, para inestabilidades beat, modulacional
y decay. Xo = 0.35

= Cerca de la zona umbral en 3y A en donde las inestabilidades beat y modulacional se suprimen, aquellas
alcanzan su velocidad de fase v e maxima (0.8 y 0.9, respectivamente). Sin embargo, esta no varia
mucho para el resto de pardmetros considerado en donde existan estas inestabilidades (no disminuye
menos de Vg mae =~ 0.5).

= El comportamiento de la inestabilidad decay es mds regular: siempre incrementa sus vg maz, para un A
fijo, conforme [ aumenta. La excepcién a esto ocurre para amplitudes menores a A = 0.01, pues alli las
velocidades de fase presentan un méximo local en torno a 8 = 0.5 entre dos minimos para § — 0y 3 — 1,
respectivamente.

Para visualizar los efectos de la frecuencia de la pump en estas inestabilidades, es conveniente comparar los
mismos tipos de diagramas anteriores para dos casos extremos de Xj:
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0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.000 0.003 0.005 0.008 0.010 0.000 0.028 0.056 0.084 0.112

(a) Inestabilidad Beat, Xo = 0.2 (b) Inestabilidad Modulacional, Xo = 0.2 (c) Inestabilidad Decay, Xo = 0.2

0.000 0.035 0.070 0.105 0.140 0.000 0.034 0.067 0.101 0.135 0.000 0.035 0.070 0.105 0.140

(d) Inestabilidad Beat Xo = 0.7 (e) Inestabilidad Modulacional, Xo = 0.7 (f) Inestabilidad Decay, Xo = 0.7

Figura 2.15: Diagramas de contornos de Ymaz en funcion de A y (3, para inestabilidades beat, modulacional y
decay. Arriba: Xo = 0.2, Abajo: Xo = 0.6

= El aumento en la frecuencia de la pump ocasiona, en términos generales, un incremento en las tasas
maximas de crecimiento 7,4, para las inestabilidades beat y modulacional (de un orden de magnitud entre
los casos extremos presentados. Ver explicacién en siguiente subseccién). En particular, la inestabilidad
beat es practicamente imperceptible para frecuencias pequenas como para la mostrada de Xy = 0.2.

= X mayores cambian la regiéon en que se desarrollan las inestabilidades beat y modulacional, ”aplanando-
las” en el plano § — A, es decir, tendiendo a extender los umbrales de supresién en A, a la vez que
reduciendo los de § (comparar la linea superior de diagramas con la inferior).

= La inestabilidad decay se ve poco afectada por el incremento de Xy, ya que sus Ve también aumentan
pero de forma poco significativa. La diferencia mas notoria es el cambio del sector donde se presentan los
MAXIMOS Ypmaz €n el espacio §— A, de A — 1 para Xy = 0.2, a A ~ 0.25 para Xy = 0.7

2.5.5. Efectos de la variacién de la frecuencia de la pump

Al aumentar Xy (y correspondiente Yy) los efectos dispersivos aumentan debido a la cercania de la asintota en
wo = 1, por lo que la inestabilidad modulacional debe cobrar mayor importancia. En efecto, eso es precisamente
lo que se observa en los siguientes gréaficos
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Figura 2.16: Diagramas de mdxrimos de inestabili-
dades para 0 < Xo < 0.8. Los demds pardmetros son
los mismos que en el caso estdndar 2.6 A = 0.3% y
B8 = 0.1. Se ha escogido hasta Xy = 0.8, ya que para
frecuencias mayores los mdzimos de las inestabilida-
des se desplazan mucho mds alld de Y = 2.0, que
es el rango mdzrimo usado en todas estas soluciones
numéricas. Ahora, la linea negra continua en el grafi-
co de kpaz, que representa el Yy de la pump, es una
curva debido a su dependencia en Xg.

= Tanto la inestabilidad beat como la modulacional son monénotamente crecientes con respecto a Xy. Para
X bajos ambas tiene similar 7,4, pero para frecuencias muy altas la inestabilidad modulacional es mas
importante, considerando ademas que cubre todo el rango 0 < k < k.

= El v,,q2 de la inestabilidad decay crece hasta un maximo cerca de Xy = 0.4, tras lo cual decrece lentamente.
Su kpaz se desplaza rdapidamente a la derecha de k, tomando cada vez més distancia con Yj.

= Todas las velocidades de fase vy mq. SOn decrecientes con respecto a la frecuencia Xj.

= Aligual que lo ocurrido con (3 (ver figura 2.11), las tres inestabilidades cambian las ramas que la conforman
continuamente, entre +s y +f conforme Xy aumenta, tal cual se muestra en las siguientes figuras:

Re(X)=0/0,
Re(X)=0/0,

Re(X)=0/0,

=0/,

Re(X)

02 03
Y-kvy,

(a) Xo=0.2

04 08 08
Y=V,

(b) Xo =0.38

00 05 10 15 20 25 3.
YRV,

05

10
Y=V,

(c) X0 =06 (d) Xo=0.79

Figura 2.17: Diagramas de dispersion X v/s'Y para A =0.09, 5 =0.2 y Xy variable.

Notar como el incremento de X tiende a subir a la rama +s y bajar la +f para A = 0, cruzandose en el
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entorno de Xy =~ 0.38 (es el mismo efecto de aumentar 3). De aqui, y de la conclusiones anteriores para
0 variable (discusién de figura 2.11), se deduce que:

e No es posible asignar la generaciéon de las inestabilidades debido a la interseccién de un tnico par de
ondas (por cada una), sino que el movimiento de las ramas +s y +f, al variar 8 y/6 Xy, provoca un
cambio continuo entre ellas como la segunda rama generadora de dichas inestabilidades.

e Las ramas que siempre caracterizan a cada inestabilidad son: modulacional — f, beat —b y decay —b
e Estos modos son los que precisamente siempre se intersectan en (Yp, Xo), como ya se habia notado
en [Hollweg, 1994].

e La otra rama de modulacional y de beat es siempre la que estd mds cerca de (Y, Xo) entre +sy +f.
Para X y 0 bajos es la segunda, mientras que para valores de cualquiera de esos pardmetros mas
grandes, es la primera

e La otra rama de decay es siempre la que estd més alejada de (Yp, Xo) entre +s y +f. Es decir,
satisface la regla opuesta de la recién dada.

Finalmente, para visualizar de mejor forma todo el rango de pardmetros en que se pueden presentar estas
inestabilidades (enfatizando el rol de la frecuencia de la pump Xj) se mostrardn gréficos de contornos de los
Ymaz de cada una de ellas en el espacio de pardmetros X v/s Ay Xo v/s [, respectivamente:

0.000 0.021 0.042 0.063 0.083 0.000 0.033 0.066 0.099 0.132 0.003 0.041 0.079 0.118 0.156

(a) Imestabilidad Beat, Xo v/s A. 8 = 0.1 (b) Inestabilidad Modulacional, Xo v/s A. (c) Inestabilidad Decay, Xo v/s A. 3 =0.1
B=0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

[

0.000 0.044 0.087 0.131 0.175 0.000 0.028 0.057 0.085 0.114 0.000 0.044 0.087 0.131 0.175

(d) Inestabilidad Beat, Xo v/s 3. A = 0.32 (e) Inestabilidad Modulacional, Xo v/s B. (f) Inestabilidad Decay, Xo v/s B. A =
A =0.32 0.3

Figura 2.18: Diagramas de contornos de Ypaz para inestabilidades beat, modulacional y decay. Arriba: espacio
Xo v/s A con 3= 0.2. Abajo: espacio Xy v/s 3 con A= 0.32.
Observaciones:

= Todas las inestabilidades desaparecen para frecuencias de la pump Xy muy bajas, aunque pueden ser
importantes si X no es tan bajo, tal como en la primera linea de figuras.

= En el espacio Xy v/s 3, las inestabilidades tienden a ser més importantes en el extremo superior izquierdo,
esto es, para ( pequenio (ya conocido de antes) y también para frecuencias X cercanas a la resonancia en
Xo=1
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= En el espacio Xy v/s 3, se puede verificar facilmente el alcance de la afirmacién de [Hollweg, 1994], acerca
que el signode B —1+ Xy y §— 143X gobiernan el comportamiento de las inestabilidades beat y decay.
En dichos diagramas, se ve claramente que las rectas correspondientes a esas cantidades no tienen relacion
directa con las curvas de nivel de 7,,,, = cte, y por consiguiente, tampoco sobre los umbrales precisos de
supresién de ambas (aunque, por supuesto, es un punto de transicién entre las diferentes topologias en el
espacio X v/s Y, tal como fue indicado en dicha referencia).

= En el espacio Xy v/s A, la inestabilidad beat se encuentra muy acotada, existiendo en las cercanias de
Xo =~ 0.6 y para amplitudes en torno a A =~ 0.15.

= En el espacio Xy v/s A, la inestabilidad modulacional sélo se anula en un estrecho sector del espacio de
parametros del extremo inferior derecho, esto es, para amplitudes grandes y frecuencias bajas de la pump.
Alcanza sus maximos valores de 7,4, muy cerca de donde la inestabilidad beat lo hace.

= Los umbrales de amplitud A para que las inestabilidades beat y modulacional se supriman, aumentan
sostenidamente con la frecuencia Xy hasta Xg ~ 0.6 — 0.65, para después decaer suavemente.

= Los umbrales en § para que las inestabilidades beat y modulacional se supriman, disminuyen sostenida-
mente con la frecuencia X( en todo el rango mostrado.

= La inestabilidad decay presenta un comportamiento distinto al resto en el espacio Xy v/s A: el incremento
de amplitud de la pump A no ocasiona una disminucién o anulacién de ella, sino que un aumento sostenido,
alcanzando sus maximos valores en torno a Xy = 0.55.
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2.6. Modelo cinético en direccién longitudinal

La relacién de dispersién de Hollweg de fluidos (2.61) no puede dar cuenta de efectos cinéticos, tales como in-
teracciones onda-particula, en el decaimiento pardametrico de la onda pump de Alfvén. Una forma de mejorar esta
situacion, que incluye la interacciéon onda-particula quizas més caracteristica de los plasmas: el amortiguamiento
Landau, se basa en el procedimiento originalmente desarrollado en [Araneda, 1998] y [Araneda et al., 2007], que
se esquematizara a continuacién.

2.6.1. Funcién de distribucién longitudinal

La idea central es considerar efectos cinéticos sélo a lo largo de la direccién longitudinal, para lo cual los
protones® se representardn por una funcién de distribucién f,(z,%,t) que se comportard como fluido en la
direccion transversal al campo magnético estatico, esto es, representados por la delta de Dirac:

Fo@,0) = 6(7+ = V) fl (2,02, 1) (2.66)

en donde 7+ = v,& + vyy representa velocidades microscépicas en el espacio fase y 1%} =Vyje+Vyjesla
velocidad transversal macroscépica de la especie p en el estado de equilibrio autoconsistente con la onda pump,
siendo descrita por la ecuacién de momentum de fluidos. Esta funcién de distribucién debe satisfacer la condicién
de normalizacién transversal

/ 3T — V. )dvydo, = / §(vy — V)3(vy — V¥)dvydo, = 1 (2.67)

y su evolucién temporal serd descrita por la ecuacién de Vlasov (1.16), con el gradiente V = 9/0z debido a
que F}, s6lo depende de dicha coordenada espacial. En esta tltima ecuacién, es posible eliminar la dependencia
en la funcién de distribucién (2.66) de las velocidades transversales v, y v, , mediante la integracién en esas
variables. En efecto, siguiendo este procedimiento se obtienen tres integrales a determinar:

/dvxdvy % [5(1—)4_ B V’;_)fz\)l] +vz% [5({;1 _ %L)fz\)l] +m-e—p (E+6>< E) . % [5({;1 B 17;—)]?‘7'] =0
=1 =15 =13

(2.68)

Las primeras dos son bastante evidentes, mientras que para la tercera se debe separar en componentes y usar
una propiedad de la delta de Dirac?, obteniendo asf la ecuacién de Vlasov longitudinal (involucrando tinicamente

»):
9 f“

P
— 40,

ofl e oyl
5 =L+ — [E*+VIBY - VYB*| 2

az mip 81}2 - 0 (2.70)

2.6.2. Estado de equilibrio

Para poder efectuar la posterior linealizacién, se debe encontrar el estado de equilibrio a orden 0, caracteri-
zado por una funciéon de distribucién espacialmente uniforme:

fOp(f7 U) = nOpfOp(’U) (271)

8Los electrones siguen siendo descritos como particulas sin masa dentro del marco de la teorfa de fluidos.
98i §’(z) es la derivada de la delta de Dirac, entonces,

/jo F(@)8 (x — a)dz = —f'(a) (2.69)
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en donde foj representa la funcién de distribucién reducida que es adimensional y satisface la condicién de
normalizacién ([Davidson, 1984]):

oo oo 00 v,=00 v =00 V=
/d% fop = / / / dedvydvzfop / / / v dv | dvgdv, fop (2.72)
—00 —00 —00 vy=—00 v =0 vp=
=27 / dvy vy / dvzfop =1 (2.73)
v =0 V,=—00

que se ha escrito en esa forma debido a la simetria cilindrica presente en el plasma (direccién preferencial en z a
lo largo del campo magnético externo By). Notar que (2.67) es totalmente compatible con esto. Ahora, debido
al requisito (2.66) que debe satisfacer la funcién de distribucién, se tendra

— S L
fon () = nop8 (T = V) fip (v2) (2.74)
en donde la expresién para V}ﬁ; es conocida de las expresiones de fluidos que la relacionan con el campo magnético

de la onda pump segin (1.84) y f(l)‘p satisface, segiin (2.73), la condicién:

Esta funcién de distribucién debe ser autoconsistente con la onda pump, y por tanto satisfacer la misma relacién

de dispersién previamente obtenida en (1.95). Por esta razén, se escoge que fé‘p sea una Maxwelliana 1D (ver
(1.18))
1 — lL)Z

e \'Tp

filllp(vz) =

con la velocidad térmica dada por (1.30). En efecto, y en primer lugar, es facil verificar que satisface la ecuacién de
Vlasov (2.70) apelando a las definiciones de los campos Vg, y By. Ademads, dado que la densidad de corriente para

Vrors (2.76)

los protones (1.11) estd dada por la misma expresién de fluidos 17017 (1.84) después de integrar, al reemplazar en
la ecuacién de Ampere se obtendré la misma relacién de dispersién (1.94) pues los procedimientos son idénticos.
En resumen, (2.76) cumple todos los requisitos de consistencia dentro del marco de la teorfa usada.

2.6.3. Linealizacién y funcion de distribucion perturbada

Al igual que en el caso de fluido, ahora se requiere considerar perturbaciones infinitesimales (subindice 1) a
la funcién de distribucién en torno al equilibrio descrito:

Folz,T,t) = fop @) + frp(2, 5, t) (2.77)
- N z0at) = nop i (02) + £l (2,02, 1) (2.78)

Efectuando la perturbacién lineal de la ecuacién de Vlasov longitudinal (2.70) con las correspondientes defini-
ciones de cada una de las magnitudes dadas en las secciones 1.5.2 y 2.4.1, se obtiene:

8f1“1? afl”l) €nop T x f Cnop x x aflup
5 Vg, T m, Vit BY — Vi, B§ + Vg, BY — Vi, BY | . Fm, Vo, BS — Vi, BF ] 0.

Notar que el tltimo término en paréntesis cuadrados se anula al reemplazar las formas explicitas de las cantidades
involucradas: (1.72), (1.84)) y Bi (1.67). Suponiendo que la perturbacién de la funcién de distribucién satisface
la siguiente expansién de Fourier anadloga a las realizadas en 2.4.1:

f (2,t,7) Zflpl ky,wy, ©)et@it=kiz) (2.80)

=0 (2.79)

y reemplazando las expansiones correspondientes para los campos de velocidad y electromagnéticos de la misma
forma que en teoria de fluidos, se obtiene directamente del coeficiente 1-ésimo de dicha expansion la siguiente
expresion para la funcion de distribucién perturbada:

Al
Vop _ =~ By (= ~_ 9 fop/0v-
El L ti— (31 I+1 Bi‘:l_l) + ey (‘/147_1_1 - Vl,l+1) =

- kl'Uz

67’L0p

ﬂ‘m — (2.81)

P
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Densidad perturbada

Reemplazando la funcién de distribucién (2.66) en la definicién de densidad (1.8), es fécil notar que su
parte transversal se integra directamente, por lo que linealizando, usando la funcién de distribucién perturbada
hallada en (2.81) y las descomposiciones explicitas de cada campo segun (2.4.1), se obtiene la integral:

nip(z,t) = /flpd3v= fl”,,dvz (2.82)
v Al
~ no L Vo ~_ ~ By /= ~_ 8f0 /8172
= Ty = 2 i, - =2 (Bl,l+1 - Bfr,z—1> -3 (Vl—j_l—l - V1,z+1)] /mdvz (2.83)

en donde la integral solo afecta al término fuera del paréntesis cuadrado debido a que el resto de las cantidades
son macroscopicas y no dependen de la variable de integracién microscépica v.. Usando la forma explicita (2.76),
es posible evaluar la integral anterior facilmente:

7( Vz )2
0o vye vrp

f),/0v. o
7= P — 2.84
/ w; — /Cl’UZ d’Uz \/7?11%[) /—oo w; — klvz d’UZ ( 8 )
2 Z' (&)
== _(1+4&2(&)) = -2 2.
e (626 =~ 2 (285)

en donde se ha usado la definicién de la funcién Z de plasma descrita en la seccién C, con su argumento &,
normalizado segun la seccién F.1.1. De este modo:

Z'(&p)

2
klva

ENop

Fip(z,t) = — (2.86)

= Vop (= ~ By (+ ~
ZELZ T _2?2 (B1,l+1 B BL&) T (‘/1-3_171 - Vl,l+1)

My

Como Vy, y V1+171 son cantidades macroscopicas, éstas vendran dadas por las conocidas relaciones de fluidos
antes halladas.

2.6.4. Ecuacién de continuidad

De las definiciones anteriores es facil derivar la ecuacién de continuidad perturbada obtenida con teoria de
fluidos, en la misma forma que en la seccién 1.1.3. En efecto, tomando el momento de orden 0 de la ecuacion
de Vlasov perturbada (2.79), se tendré:

5f“ af” ' . af”
/ dv, { =22 4y, e SO0 T |y gy Yy pr L Ve BY VY BY] 2 L — 0 (2.87)
ot 0z my, v,
::Il ::Ig ::IS

Las dos primeras integrales se calculan facilmente intercambiandolas por las respectivas derivadas, invocando
las definiciones de momentos de orden 0 (1.8) y 1 (1.10). Por otro lado, la tercera integral sélo afecta a la

derivada de fo,, y al considerar que en los limites de integracién f(l]lp(v = +00) — 0, todo ese término se anula.
Asf obtenemos la misma ecuacién de continuidad linealizada de teoria de fluidos (2.15).

2.6.5. Momento 1 de la ecuacion de Vlasov

Usando las definiciones anteriores de momentos la funcién de distribucién segin (1.10), es posible calcular
el momento de orden 1 de la ecuacién de Vlasov (2.79):

Ofy Oy, enoy 1 0oy

/dvzvz 5 TV, T [Ef + Vi, BY — Vi, BY + V2 B — V! Bf | g (= 0 (2.88)
M~ —— i z
=1 =15 =1
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2.6. Modelo cinético en direccién longitudinal
Asi se tienen tres integrales, de las cuales la primera se simplifica intercambiando con la derivada temporal y la
(2.89)

I
Qaflp

tercera integrando por partes. En cambio, para la segunda, se usa la definicién de presién (1.12):
0 1 OPf;
= —/dvzvﬁflp =_— _1r
0z my, 0z
~. Luego,

Iy = [ dv,
2/1}1)282

en donde se identificard la componente zz como la presion escalar perturbada: Py := Pf
» (2.90)

[Ef + VopBY — Vi, BY + Vi, B — V!, B§] =0

8V1z i 6P1p ENop
m

Nop—~—
Poot m, 0z »
Aplicando la misma dependencia sinusoidal de los campos utilizada en el anélisis de fluidos, y escogiendo el
)] (2.91)

By /~
5 (VrlJ,rlfl - V1,l+1

'~Z VP

coeficiente de Fourier [, se tiene finalmente la relacion
Vo (=
P - +
Wy — D) (B1,l+1 - B1,zf1)

~ k’l ﬁlp 1 ENop
wlnoprl - =

mp mp

Relacién cinética para coeficiente politrépico

Ahora se tiene los ingredientes necesarios para encontrar una relacién bastante interesante, encontrada por

primera vez en [Araneda, 1998]. En efecto, comparando (2.86) y (2.91), se puede notar que la cantidad del lado
(2.92)

2.6.6.

derecho en paréntesis cuadrado es idéntica en ambas expresiones, por lo que:
kP N1y k03
1£1p,1 1p MY

L L
Winop 1,1 m, Z’(fp)

2
’UTp

Recordando la relacién de fluidos entre ‘71Z,l y n1, dada en (2.18), es posible eliminar la primera y obtener para
(2.93)

wl)g - Z'(&)

la presién:
Prpi=mpnip, [(k
1

2 2
) - va "

Ahora, podemos introducir un coeficiente politrépico cinético (denotado con superindice K), en el sentido de
Nip,i

suponer que la presién satisface una relacién andloga a la de fluidos (2.20), pero con el coeficiente constante 7,
(2.94)

Z' (&)

reemplazado por una funcién wff a determinar:
“ip
ky

]Slp,l = ’y;(kBTpﬁlp,l =my [(
(2.95)

de donde se obtiene la relacién cinética para el coeficiente politrépico (ver [Araneda, 1998] y

1
=2 [55 B Z’(fp)}

[Araneda et al., 2007]):

Limite frio y caliente
Convendré notar que es posible obtener un coeficiente politrépico explicito para los protones en el limite
frio de fluidos w/k > vry, 6 &, > 1. En efecto, usando los dos primeros términos de la expansién asintética de
(2.96)

la funcién Z (C.10):
SRR,
& 25 & 28

~
~

Z/(fp) de,
(2.97)

y asi, reemplazando en la expresién cinética para el coeficiente 7,, se tiene
para w/k > vpp
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pues en el limite de fluidos es seguro despreciar el término en el denominador 3/ Eg.

Por otro lado, dado que los electrones del plasma se consideran sin masa, ellos también seran isotérmicos,
por lo que habria que considerarlos (en este modelo cinético) en el limite opuesto al usado antes: w/k < vy,
6 &, > 1. Luego, usando el primer término de la expansién asintética de la funcién Z (C.15), se tendré:

d 4
7€)~ — [ =26, + =3 | = —2 4+ 4¢2 2.98
€~ g (2 +36) =2+ ag (2.99)
y asi, reemplazando en la expresién cinética para el coeficiente ., se tiene:
1
K ., 2 ~
Ve R 2 <€e — m) ~ 1, para (U/k <L Ure (299)

despreciando los términos de orden O(£2).

Comportamiento del indice politrépico

Para el caso particular en que la frecuencia de las ondas es real, este indice politropico es complejo, y sus
valores que adopta se resumen en la siguiente figura:

[ \ “““““““““““““““““““

T

Figura 2.19: Partes real e imaginarias de 'y}’;’ para &, = X/(YV Bp)

real. También se muestra el caso limite de fluido frio 75 = 3.).
Notar la asimetria para &, >0 y &, < 0.

en donde se aprecia que la parte real de ’yf es siempre positiva, concordando con lo conocido de termo-
dindmica, pero que su parte imaginaria es manifiestamene negativa en las cercanias de £, ~ 1.4. .Notar que el
limite frio antes usado se puede escribir en unidades normalizadas como &, > 1, ubicado por tanto bien a la
derecha en el grafico anterior. Por otra parte, en el caso general en que esta velocidad de fase normalizada es
compleja, el comportamiento de este indice politrépico puede llegar a ser bastante abrupto en ciertos puntos
especificos (relacionados con los ceros de la funcién zeta), tal como se ejemplifica a continuacion:

(a) Contornos de Re(&p) (b) Contornos de Im(&p)

Figura 2.20: Grdficos de contorno de la parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de ~X v/s

Re(&,) = Re(X)/(Y\/Bp) y Im(&,) = Im(X) /(Y \/ By).-
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Notar la singularidad con una violenta variacién de valores infinitamente negativos a positivos, debido a una
raiz de la funcién zeta (ver gréafico C.5). Se ha comprobado un mayor rango que el presentado en biisqueda
de otras singularidades, pero todas ellas son mds pequenias y situadas en valores de I'm(¢,) > —1.5, por lo
que no son de mucho interés en lo aqui investigado. Pero a modo de ilustracién, y también con el objetivo de
determinar las intersecciones de las curvas de contorno a nivel cero de las partes real e imaginaria de 'y;f a nivel
0, que conforman la base del método de resolucién de relaciéon de dispersion detallado en la siguiente seccién,
se mostrard el diagrama del valor absoluto de 7y, superpuesto a dichas curvas:

Figura 2.21: Valor absoluto w]’,f(gp)|, También se mues-
tran las curvas de los contornos a nivel 0 de las par-
tes real e imaginaria de ’y]f(. El codigo de colores es lo-
garitmico.

Comparar en primer lugar con el grafico analogo para la funcién zeta C.5. Hay dos claros puntos en donde
Re(fyé( )y =1 m(’y;( ) = 0 situados cerca y simétricos al origen (primer y cuarto cuadrantes), ademds de otro
par de intersecciones en la zona correspondiente a la singularidad antes mostrada. Pero también hay otras
intersecciones, apenas perceptibles, situadas més abajo en el eje Im(¢,), asociadas a otras raices de la funcién
zeta (recordar el gréfico de ella mencionado).

Ahora bien ;En qué regién aproximada de los diagramas anteriores estdn los £, de las inestabilidades
generadas en este plasma protén-protéon? Para responder esto, sea, por ejemplo, el maximo de la inestabilidad
beat del caso estdndar a mostrar en la figura 2.25c. Ella posee Re(X) = 0.301, I'm(X) = 0.00957 ¢ Y = 0.486.
Luego, dado que Ep = 0.1, se tendréd: , = 1.959 4 70.0627, y con ello ’y;( = 10.162 + 0.0818. Las demas
inestabilidades debieran tener valores similares, por lo que no se esperan comportamientos muy cambiantes por
puntos situados cerca de las raices de 71’; (no deberia haber para las inestabilidades analizadas).

Obtencién de relacién de dispersion cinética-hibrida

Ahora bien, ;Cémo obtener la relacién de dispersién a partir de este indice politrépico? La ecuacién (2.91)
es formalmente idéntica que la obtenida en el caso de fluido (2.39), si se considera al coeficiente de Fourier de
la presién igual al obtenido en ese modelo (2.21), pero con el {ndice politrépico dado por la expresién cinética
(2.95). Asi, podemos ver que el desarrollo que contintia desde dicho punto (ec. (2.39)) es el mismo que para
el caso de fluido con la salvedad anterior, por lo que la relacién de dispersién seguird dada por (3.56). Esta
unica discrepancia se manifiesta en el cambio de 3, de fluidos de (1.37) a (1.35), y correspondientemente de la
cantidad A que debe cambiar de (F.7) a cinética (F.15).
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2.7. Modelo cinético en direccién longitudinal: Resultados numéri-
cos

2.7.1. Meétodo y caso limite de amplitud nula

Aligual que para fluidos, ahora se presentara la solucion numérica de la relacién de dispersion cinética hibrida
en el caso limite A = 0 (ver figura (2.4)), con el mismo Xy y beta total, aunque con varias combinaciones de
los respectivos aportes de electrones y protones, para una comparacion adecuada. Aqui conviene considerar un
par de observaciones en relacion a lo anterior:

= Para escoger una equivalencia apropiada entre los pardmetros beta electrénicos de modelos de fluidos y
cinético-hibridos, relacionados mediante (F.14), se seguird los resultados obtenidos en [Araneda et al., 2007],
donde se concluyé que una buena aproximacién es considar 37 = 35 /2. Por otro lado, dado que los
electrones se consideran isotérmicos, se debe tener 7. = 1 en concordancia con el limite apropiado del
indice politrépico antes deducido: (2.99). Sin embargo, en realidad, no es posible asignar un indice po-
litrépico electrénico tnico al comparar modelos cinéticos con fluidos, como ha sido discutido en, por e€j,
[Inhester, 1990]. Asi que esto deberia tomarse sélo como una primera aproximacién.

= Dado que las definiciones de pardmetros beta de protones en ambos modelos, 3, y 3,, son de distinta
naturaleza, no se pueden comparar directamente, pero atn asi se consideraran numéricamente iguales para
estos efectos.

Ambas consideraciones han sido verificadas extensivamente en esta tesis, justificando a posteriori su utilizacién.
Ahora bien, para resolver numéricamente la relacién de dispersién (2.61), con v, cinético dado por (2.95), se
escribe como una ecuacién de la forma:

D(w, + iy, k) = Re(D(w, + 17, k)) +iIm(D(w, +iv,k)) =0 (2.100)

Luego, con un k fijo, se puede considerar Re(D) y IJm(D) como dos funciones reales dependiente cada una del
par de variables también reales w, y ~. Asi, los puntos de la relacién de dispersién serdan aquellos en que los
contorno a nivel 0 (curvas de nivel) de dichas funciones satisfagan simultdneamente:

Re(D(wr + i7,k)) =
Im(D(w, +iv,k)) =

(2.101)
(2.102)

Graficando estas relaciones en una regién seleccionada del plano v — w,., se tendré simplemente que cada punto
de la relacién de dispersién estard en la interseccién entre dichas curvas (ver gréficos de la seccién C.2 para las
curvas asociadas a la funcién zeta). Este se puede hallar mediante un algoritmo basado en el método de Newton-
Raphson, a partir de una valor inicial de prueba. Finalmente, repitiendo el mismo procedimiento para un k muy
cercano, en donde el valor de prueba para encontrar cada interseccién (en una muy buena aproximacién) se
puede tomar como el hallado anteriormente, se tendra finalmente una curva asociado a un modo de la relacién
de dispersién (por cada interseccién). Mediante este método se obtienen las siguientes curvas de nivel para dos
valores de k, cuya morfologia se hereda claramente de gréficos similares para la funcién Z (C.5) y el indice 7{,(
(2.21):
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Figura 2.22: Curvas de nivel en azul (2.101) y en rojo (2.102) para los valores de k indicados. Pardmetros:

A=0,X9=03585=01v=1y Bp = 0.1. La iteracion en k va de valores mayores a menores. Cada
interseccion estd indicada con un codigo de colores. Los grises indican modos acusticos.

Las curvas asociadas a las bandas laterales son facilmente identificables, pero no asi los modos acusticos
debido a la gran cantidad de estos (infinitos, en rigor) y a su fuerte amortiguamiento (ubicados bien abajo en el
eje ). Por lo tanto, sélo se muestra el par menos amortiguado. Notar que para k cercano a 0 (figura derecha),
casi todas las intersecciones menos amortiguadas se “acumulan” en torno al origen (sélo 2 de los 6 modos no
tienden a w — 0). En la figura de la derecha, se nota también que los modos actsticos son siempre simétricos
con respecto a w, = 0, existiendo una gran cantidad de ellos muy juntos, es decir, con una minima variacién en
w y 7. De este modo, con un numero suficiente de estos diagramas para valores de k entre 2.0 a 0.01 (notar la
singularidad en k = 0), se confecciona los siguientes diagramas de dispersién para los mismos pardmetros del
caso estandar de fluidos de la figura 2.4.
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(a) Relacion de dispersion Re(X) v/s Y (b) Tasa de crecimiento IJm(X) v/s Y

Figura 2.23: Soluciones de la relacion de dispersion cinética hibrida. Mismos pardmetros de la figura anterior

Por construccién, todas las bandas laterales (en colores distintos) coinciden exactamente con las soluciones
tipo fluidos de la figura 2.4, incluyendo su tasa de amortiguamiento nula. En cambio, las ondas actsticas estan
fuertemente amortiguadas y sus curvas w v/s k se distancian muy poco de las correspondientes al caso fluido.

2.7.2. Caso estandar

Aqui se muestran las soluciones para una amplitud A = 0.32. Tenemos las curvas de nivel andlogas a 2.22:
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Figura 2.24: Curvas de nivel en azul (2.101) y rojo (2.102) para los valores de k indicados, en el caso A = 0.32.
El resto de pardmetros son iguales a los de las figuras previas.

Hay tres diferencias relevante con respecto al caso A = 0 2.22: primero se nota un menor amortiguamiento
del par de modos actsticos antes identificados (los con menor amortiguamiento);en segundo lugar, la simetria
con respecto a w, = 0 de los modos azul, rojo y los dos acusticos en el caso A = 0 desaparece notoriamente; y
finalmente, conviene notar la inestabilidad (v > 0) de la interseccién marcada en rojo para k = 0.5. Mediante
un numero suficiente de estos diagramas, se logra obtener las siguientes curvas de dispersion:
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Figura 2.25: Soluciones de la relacion de dispersion
cinética hibrida para A = 0.32. Los restantes pardme-
tros son los mismos que la figura previa.
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Al comparar con el caso de fluido (figura 2.6), primero se nota que todas las curvas w v/s k poseen una muy
buena correspondencia, excepto en las zonas inestables. En efecto, es claramente visible que los modos amor-
tiguados e inestables ya no aparecen juntos sino que son claramente distinguibles (se remueve la degeneracién
de las raices complejas y conjugadas de fluidos, ver [Araneda et al., 2007]), es decir, de las dos ramas que en
el caso de fluido interactuaban para formar una inestabilidad y tenfan 7’s iguales en magnitud pero de signo
opuesto, ahora una séla de ellas presentard v > 0 mientras que la otra hard lo contrario. Esto tiene las siguientes
consecuencias para las tres inestabilidades:

= Las inestabilidades modulacional y decay tienen tasas de crecimiento ligeramente menores que las de
fluido, mientras que la beat disminuyen notoriamente sus ¥,,q; debido a los efectos cinéticos.

= La inestabilidad modulacional se ubica en la rama —f, mientras que la beat y la de decaimiento se
ubican en —b. Notablemente, éstas son las mismas ramas que siempre caracterizan a cada una de las
inestabilidades en el modelo de fluidos (ver discusién de la figura 2.17).

= LoS Ymae de la inestabilidad beat, se producen donde +f intersecta a —b (las mismas ramas que lo
conforman en fluidos. Comparar figuras 2.25a con 2.6b), ademds de estar acotada en su rango k por arriba
con el punto (Yp, Xo), y por abajo con la interseccién de +f con la rama —b. La inestabilidad decay,
consecuentemente, se encuentra debajo de esta tltima interseccion.

= Todas las inestabilidades, pero de forma més notoria en la decay, ensanchan notoriamente el rango de k
en los que se presentan, siendo inestable casi todo el rango mostrado.

2.7.3. Efectos cinéticos en

Ahora se explorara las consecuencias del parametro Bp, que como se vera esta asociado a los efectos del
amortiguamiento Landau. Para ello, y de forma similar a [Araneda and Gomberoff, 2004], se presentarén las
soluciones numéricas de dos casos extremos, manteniendo constante y del mismo valor que el caso estdndar
(2.25) la suma total de beta: 8% = 3, + BE = 0.2. El primero se ellos serd con un 35X = 0.196'° (y protones
frios) que deberd presentar un comportamiento predominantemente de fluido, mientras que el otro serd con
Bp = 0.196 (y electrones frios) en donde deben predominar los efectos cinéticos:

10Se escoge este valor no tan cercano a 0.2, porque cantidades un poco menores para el Bp provocan ciertos problemas en el
algoritmo antes descrito para encontrar las relaciones de dispersién
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Figura 2.26: Diagramas de relacion de dispersion. Izquierda: caso tipo fluidos con X = 0.196 y ﬁp = 0.004.

Derecha: caso tipo cinético con BK = 0.004 y Bp = 0.196. El resto de los pardmetros se mantiene igual que los
casos anteriores: A = 0.3% y Xy = 0.35

De aqui se concluye, comparando ademas con el caso cinético con igual Bp y X (figura 2.25¢) y con el
modelo puro de fluidos (figura 2.6), que:

= Los efectos cinéticos provocan una disminucién en el 7,,,, de todas las inestabilidades con respecto al
caso de fluidos puro, asi como el ensanchamiento mencionado en el rango k£ de cada inestabilidad. Estos
efectos son mds notorios conforme el aporte de los protones 3, al beta total se incrementa, tal como se
puede comprobar para 10s kjez V Ymaez de cada inestabilidad, resumidos en la siguiente tabla:

Ins. Fluido § =0.1 Cinético frio ,@p = 0.004 | Cinético mixto 3, = 0.1 | Cinético 3, = 0.196
Mod (0.2123,0.01506) (0.2135,0.001515) (0.2353,0.01570) (0.02289,0.01280)
Beat (0.5002,0.01468) (0.4998,0.014760) (0.4859,0.009574) (0.4899,0.005474)
Decay || (0.65865,0.05036) (0.6548,0.04919) (0.6459, 0.02929) (0.6667,0.02499)

Tabla 2.2: Mdzimos de inestabilidades (kmaz, Ymaz) en modelo de fluido y cinetico-hibrido ( 4 cifras sign.)

Notar la buena correspondencia del caso cinético tipo fluido con el modelo de fluidos puro. Extranamente,
el Ymae de mod no disminuye como todas las demds, sino que aumenta ligeramente entre 3, = 0.04 y
Bp = 0.1. Esto sera explicado en la siguiente figura.
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= La inestabilidad decay presenta ademds una leve inestabilidad a su lado derecho (en la misma rama —b)
sin una contraparte cinética, que no aparece en el grafico al que deberfa asemejarse 2.6, siendo un efecto
cinético remanente ya descrito en [Araneda et al., 2007].

= Notar que en el caso tipo fluidos (figura izquierda), las ramas en donde se desarrollan inestabilidades
tienden a presentar la degeneracién caracteristica asociada a las raices complejas y conjugadas, manifestada
en una contraparte amortiguada con el mismo v (en valor absoluto) de la inestabilidad correspondiente,
una diferencia radical de lo que sucede en el comportamiento cinético de la figura derecha. Sin embargo,
en el caso intermedio mostrado en 2.25¢, se puede apreciar que la rama + f tiende a presentar una ligera
simetria con respecto a las inestabilidades modulacional y beat, indicando la correspondencia conocida
del modelo de fluidos puro.

= La topologia de las curvas X v/s Y del caso tipo cinético y el mixto 2.25a son muy similares, valiendo

por tanto la explicacién alli dada. Sélo se produce, para el caso con mayor f3,, el fenémeno mencionado
de reduccién de los vy,4, de cada inestabilidad.

Variando 3, con beta total fijo

Una forma de visualizar el cambio de comportamiento de estas inestabilidades entre los casos extremos
mostrados (ademds de verificar las aseveraciones anteriores en diferentes casos y complementar lo mencionado
en [Araneda et al., 2007]), son los gréficos de Yimaz v/S Bp (andlogos a los del caso fluido), manteniendo 3 total
y el resto de parametros constante.
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Figura 2.27: Diagramas de mdzimos de inestabilidades Ymaz v/s Bp, para tres casos de beta total B = Bp—l—ﬁf
(valor constante para c¢/u). Los demds pardmetros son los mismos que en los casos anteriores. Valores de Bp
pequenos, a la izquierda, tmplican un comportamiento tipo fluido, mientras que en el extremo derecho de cada
grafico el comportamiento es tipo cinético.

Observaciones:

= Noétese las curvas de vmq. de las inestabilidades beat y decay mondtonamente decrecientes, siguiendo la
tendencia general antes identificada. Aunque en forma méds precisa, beat se mantiene casi constante para
£ bajos (més cerca del limite de fluidos). Conforme aumenta el 3 total, la tendencia decreciente de las
curvas de vY,;,q; de estas inestabilidades serd cada vez mas marcada.

= Ahora se puede explicar el comportamiento aparentemente extrano del vy,q, de la inestabilidad modula-
cional, identificado en la tabla previa. La curva de 7,4, de mod tiene un méximo local hacia 3, ~ 0.08,
decreciendo para beta de protones mayores y menores. Este punto se mantiene relativamente constante
para diferentes casos de beta total.

= También se observa el efecto cinético remanente incluso en el caso en que la presién electrénica es el
principal contribuyente al 3% total (lfmite frio,3, =~ 0), manifestada en la existencia de la pequena
inestabilidad ya mencionada a la derecha de decay (ins. no fluido).

= Aunque no mostrado, se ha verificado que las velocidades de fase v maz ¥ Kmae 10 muestran variacién
significativa para un beta total constante, senal que estas inestabilidades no se desplazan en k al variar
s6lo (3.

80
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= Conclusion resumen 1: No todas las inestabilidades disminuyen sus tasas de crecimiento al aumentar los
efectos cinéticos (mayor f3,), manteniendo beta total constante, sino que incluso pueden aumentar sus
Ymaz €N clertos sectores (en particular, la ins. modulacional), en especial més cerca del limite de fluido

( Bp pequeno)

= Conclusion resumen 2: Entre méas pequeno sea el beta total, la influencia de (3, serd cada vez menos
marcada, manifestada en una escasa variacién de las curvas de Ypqz-

2.7.4. Efectos en los umbrales de beta total

Ahora se cambiara continuamente el beta total 4%, manteniendo igual proporcién del beta de electrones y
protones, y/o manteniendo constante alguno de ellos. Esto permitird responder la siguiente pregunta:  Variard el
umbral en beta, en donde las inestabilidades beat y modulacional se suprimen, en comparacién al caso puro de
fluidos (ver resumen en figura 2.13)?

Limite de fluido y perturbaciones

Dada la gran cantidad de posibles combinaciones de beta de electrones y protones que satisfacen el mismo
beta total de fluidos, primero se responderd la pregunta anterior “perturbando” la solucién conocida en el limite
frio, es decir, variando el beta electrénico y agregando de a poco los efectos cinéticos en :
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Figura 2.28: Diagramas de mdzimos de inestabilidades Ymaz v/s 5% = Bp—&—ﬂf, para tres casos de Bp constante
(es decir, se varia sdlo el beta electrdnico). Los demds pardmetros son los mismos que en los casos previos. Notar
que, como la mayor contribucién al beta total es electronico, entonces se ha extendido el rango hasta 3% = 2.0,
debido al factor 2 de diferencia con la definicion de fluidos, para poder establecer una adecuada comparacion.

= Kl caso izquierdo, con minimos efectos cinéticos, tiene una excelente correspondencia con la figura andloga
de fluidos 2.10a, incluyendo los umbrales caracteristicos de supresién para beat y modulacional. Es im-
portante enfatizar que, debido al factor 2 de diferencia en el pardmetro 3. en modelo de fluidos y cinético,
cada cantidad 5% se debe dividir por 2 para establecer una adecuada comparacién con la figura de fluidos
antes mencionada. Sélo debe notarse la aparicién de una inestabilidad muy pequena para k mayores que
los de decay, inexistente en el limite de fluidos, y que ya habia sido identificada en la figura 2.26¢.

= Conforme se incrementa el beta de protones, mas que cambiar el umbral de supresién en (i para las
inestabilidades beat y modulacional, se produce en cambio una disminucién en la pendiente de las curvas
con tendencia decreciente V4. , “difuminando“ un posible intento de fijar un umbral definido en el cual se
suprimirian. En otras palabras, el umbral se hace cada vez mas “difuso* gracias a la ”persistencia cinética”
(aunque con un vy marginal) de estas inestabilidades, conforme los efectos cinéticos son mas importantes

(mayor ).

= El aumento de Bp también disminuye los v,n.. de todas las inestabilidades, en especial para ( total
pequefio. Consistentemente con la suavizacién de curvas, para 3% mds grande dicho pardmetro tiende
a aumentar 1os ¥4, de beat y modulacional. Cabe mencionar que el cambio de color en la curva de la
inestabilidad modulacional se debe a un cambio en la rama de dispersién donde se genera. Para valores
de Sk menores que una cierta cantidad, modulacional se produce en —f (muy cerca de +f), pero para
valores mayores se generard en la rama +s (y muy cerca de +f).
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2.7. Modelo cinético en direccién longitudinal: Resultados numéricos 2. Inestabilidades Paramétricas

= En todos estos diagramas tipo fluidos, las inestabilidades modulacional y beat tienen tasas pequenas y
similares de Ymae para 8% grandes, siendo decay siempre dominante. Para visualizar de mejor forma esta
situacion, se mostrardn diagramas de v v/s k en tres puntos relevantes del grafico intermedio 2.28b:
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Figura 2.29: Tuasas de crecimiento Yma v/s k para Bp = 0.1 y tres valores de 35 equidistantes en la figura
2.28b. Los demds parametros son los mismos que en los casos previos.

Notese el violento cambio en la morfologia de los v de cada inestabilidad al variar .. Incluso en este caso
en que los efectos cinéticos son un tanto débiles, de todas formas se aprecia el cambio de comportamiento
con respecto al caso de fluido: las inestabilidades modulacional y beat se mantienen mucho més alla de su
umbral de supresién en fluidos (ver figura derecha), aunque con tasas de crecimiento mds bien marginales
(ver diagramas y conclusiones similares en [Araneda, 1998] y [Araneda et al., 2007]). ;Como se explica
esto, sabiendo que los diagramas w v/s k de la ultima figura debieran ser similares al modelo de fluidos
mostrado en 2.11d? La respuesta es que las inestabilidades modulacional y beat (en particular) se desa-
rrollan sélo en una rama: —f y —b, respectivamente. Es decir, la situacién es muy similar a la explicada
en la figura 2.26b, con beat cubriendo todo el rango entre el punto (Y, Xo) y la intersecciéon de —b con
+f, no requiriendo la rama +s que seria esencial para el desarrollo de la inestabilidad en el caso de fluidos
mencionado. Para modulacional la situacion es completamente analoga.

Limite cinético y perturbaciones

. Qué sucedera con los umbrales de beta total cuando la situacién es fundamentalmente cinética?. Procediendo
de forma similar al caso anterior, se partira con el caso extremo en donde 3% = 0.01, variando sélo Bp, y de a
poco se ird incrementando la importancia de los electrones.

004 575G 0.04 (37 [ ey
£ + k>ko H +k>ko | +k>ko
F| o Max k<ko H o Max k<ko F| o Maxksko| #
F & Max k>ko H a Max k>k0 E| a Max k>k0

0.03[" 0.03[- 0.03[- W
E = * E S

g £ * ¢ . s N
2002 N Zooz % Zoozf i 5%,

F Eoowd, E )
C c c o+
;" ® Eo=f LTS = + ”’AA
By = s c * 4 C &
k * F x Aa £ + Fa, b

0.01 & 0.01 * 0.01 e
E %, s E W, TE L E 4 g B A
E o+ P sata,  dec E + Prwgiptiag, | E 8% Fr e ttaaal,
E +b* »‘,§§§ y&eg¢ E *+beat ﬂw;”gg§§$§ E +++ ""*&%%%%%
E et + + LR TYYY F TR E § gy

0.00E .. ‘?‘ EATERNS FPPOR i 441 000F . . R AR AR S L R 000F ., L RS AR s
0. 05 10 15 2.0 0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 0.8 10

B Be o
K _ K _ K _
(a) X =001 (b) B =01 (c) B =02

Figura 2.30: Diagramas de mdwimos de inestabilidades Ymaz v/s 3% = Bp + BE, para tres casos de BK
constante (es decir, se varia sdlo el beta proténico). Los demds pardmetros son los mismos que en los casos
previos. Como la diferente definicion de B. no desempena un papel relevante aqud, al ser minima su presencia,
el rango es sélo hasta B% = 1.

= De la discusién del grupo de figuras previo, se podria haber inferido que en el diagrama izquierdo, que
es el caso con mayores efectos cinéticos, todo intento de fijar algin umbral de supresién en 8%, para
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las inestabilidades beat y modulacional, es completamente inttil. Esto se debe a que las curvas 4, de
ellas son decrecientes de una forma tan suave que permanecen para todo el rango observado (también
se ha verificado que contintian mucho més alld de 3% = 1), en una especie de "persistencia cinética“
completamente inexistente en fluidos.

El incremento de los efectos tipo fluidos, debido a ., tienen como consecuencia el aumento de la pen-
diente decreciente de todas las curvas, que es precisamente lo opuesto de lo observado en la discusion
de la figura 2.28. Consecuentemente, para beta total bajos, las tasas de crecimiento v,,4, de todas las
inestabilidades crecen. Sin embargo, todas ellas se mantienen a lo largo de todo el rango mostrado, debido
a la predominancia de efectos cinéticos.

Al comparar con la situacién tipo fluido de la figura 2.28 para 3% grandes, se nota que la inestabilidad
més afectada es la modulacional, pasando de tener tasas pequenas y similares a beat en dicho caso, a
mayores y similares a decay para la situacién cinética aqui analizada. A modo de ejemplo, se mostrara el
equivalente de la figura 2.29 para este caso cinético:
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Figura 2.31: Tuasas de crecimiento Ymar v/ k para B = 0.1 y tres valores de B” equidistantes en la figura
2.30b. Los demds pardmetros son los mismos que en los casos previos.

A diferencia de 2.29, en donde la forma de las curvas v de cada inestabilidad cambia radicalmente al
variar 3, el incremento del beta proténico no modifica radicalmente la morfologia de las tasas de creci-
miento, aunque si sus valores precisos. Es decir, sélo se requiere un pequenio valor de 3, para producir el
tipico comportamiento cinético de inestabilidades ensanchadas en k£ en una sola rama; pero su incremento
adicional s6lo produce un escalamiento de sus 7y, sin variar apreciablemente su forma.

Caso intermedio fluido-cinético

Por completitud, merece ser mostrado el caso que estd a mitad de camino entre los comportamientos tipo
fluidos y cinético:
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Notar que los efectos cinéticos desempenan un papel preponderante, a pesar de la igualdad de su beta
proténico con el electrénico, en el sentido que el panorama general es muy similar al caso con 3% = 0.1 de la
figura 2.30b, valiendo todas las explicaciones alli dadas.

Por otra parte, y al igual que se hizo con teoria de fluidos, es posible investigar como varia esta situacién
para amplitudes distintas de la onda pump. Sin embargo, se ha verificado que, en lineas generales, el panorama
es similar a lo ya descrito en el modelo de fluidos por 2.12 (incluyendo el desplazamiento de los umbrales en la
forma alli presentada), sobre todo en el caso en que el beta electrénico predomina. El caso cinético, con mayores
presencia de Bp, adopta el mismo patrén aqui observado: ”difuminacién” de umbrales precisos y “persistencia”
cinética de las inestabilidades. Debido a que dicho anélisis no reportaria informacién adicional a la ya conocida,
no serd presentado en esta tesis.

2.7.5. Efectos en los umbrales de amplitud

i Variaran el umbral en la amplitud A, en donde las inestabilidades beat y modulacional se suprimen, en
comparacion al caso de fluidos (figura 2.7)?. Para responder lo anterior, se variard la amplitud de la onda
A reproduciendo la figura antes mencionada, para tres casos representativos del parametro § de electrones y
protones:
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Figura 2.33: Diagramas de mdximos de inestabilidades Ymazr v/s A con un beta total constante 3% = 0.2 y los
beta de electrones y protones indicados en cada figura. Xo = 0.35

Al comparar entre ellas y con la figura de fluidos pura 2.7, se observa:

= Una reduccion en los v,,4, para todas las inestabilidades conforme mayor sea la proporcion de Bp, tal
cual ya se habia notado antes. El cambio de color en la inestabilidad modulacional se debe a las mismas
razones expuestas a continuacion de la figura 2.28.

= A pesar de la reduccion de 7,4, de las inestabilidades beat y modulacional, el umbral en A (valor desde
el cual se suprimen) no varia apreciablemente. Més bien, entre mayores sean los efectos cinéticos (mayor
Bp), las curvas de inestabilidades beat y modulacional decaerdn cada vez més suavemente, haciendo mas
"difuso” el umbral en A y manteniéndolas con 7,4, marginales para un mayor rango de amplitudes. Esto
es en contraposicion al caso de fluidos, y es el mismo tipo de comportamiento antes descrito para los
umbrales en 5.

= Aunque no es mostrado, se ha verificado que las velocidades de fase maxima vy ;az ¥ 108 kpqee DO se ven
mayormente afectadas entre los tres casos aqui presentados y el caso puro de fluidos.

A modo de verificacién, se comprobara si las predicciones de fluido en los diagramas ;4. vs A para dos betas
distintos (ver figura 2.9 y su posterior discusién), se satisfacen cuando los efectos cinético son tan importantes
como los de fluido:
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Figura 2.34: Diagramas de mdzimos de inestabilidades Yipqe para 0 < A < 1.0, con Bp = pEk = gk /2.
Izquierda: 3% = 0.05, Derecha: f% = 0.5. Xy = 0.35.

Al comparar con el antes mencionado caso de fluido (tomando en cuenta el factor 2 para las distintas
definiciones de .), se puede inferir que:

= Para % total pequefio (figura izquierda), las caracteristicas generales de las inestabilidades se mantienen
(comparar, en particular, con 2.9a), en particular el aumento del A umbral de supresién de beat y decay.

= En cambio, los efectos cinéticos son mucho méas notorios en el caso de 3% grandes (figura derecha), pues
si bien también disminuyen los ¥4 de las inestabilidades modulacional y beat, el decaimiento de sus
respectivas curvas es lo suficientemente suave como para que se se mantengan apreciables incluso para
amplitudes de A = 1, eliminando asi el definido A umbral caracteristico del caso fluido (comparar con
2.9d).

2.7.6. Efectos de la frecuencia de la pump

Ahora se mostrardn las (eventuales) diferencias, con respecto al caso de fluido de 2.16, que surgen de efectos
cinéticos para diferentes frecuencias de la pump, con tres combinaciones distintas de beta.
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Figura 2.35: Mdzimos de inestabilidad ~pmax v/s frecuencia de la pump Xy variable, para A = 0.3% y varios
combinaciones de beta’s.

= En el caso frio (figura izquierda), la correspondencia con el caso puro de fluidos en general es buena, aunque
con la esperable pequena reduccion de las tasas maximas de crecimiento debido al amortiguamiento Landau
2.16a. Pero, a pesar de lo anterior, hay otra inestabilidad pequena netamente cinética que aparece para
frecuencias altas, similar a la de la figura 2.26¢, aunque surge entre los k de la inestabilidad beat y decay.

= Curiosamente, la inestabilidad decay alcanza aproximadamente el mismo 7,4, en los tres casos presen-
tados, aunque para X, mayores conforme mayor sea la presién de los protones (3,. Es decir, para un X
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dado, los Ymaz de cada una de ellas seran menores conforme crezca 3,. Dicho fenémeno es un indicio que
dependen mas del beta total que de su distribucién entre protones y electrones.

s La inestabilidad modulacional es la mas fuertemente afectada por la proporcion relativa del beta proténi-
co, en particular para Xy grandes, reduciendo fuertemente sus v,,q, conforme (3, crece. Es decir, esta
inestabilidad es en la que los efectos cinéticos se manifiestan con mayor intensidad, avalando lo afirmado
en 2.30 (aunque con tendencia contraria).

2.8. Simulaciones Hibridas

Ademas de la teoria y el andlisis de datos experimentales, y con el advenimiento de computadoras con
crecientes capacidades de procesamiento calculo, en los ultimos anos se ha agregado otro poderoso método
para mejorar el entendimiento de la fisica de plasmas: la simulacién numérica de los procesos que alli ocurren.
Dependiendo de las escalas involucradas y los fenémenos de interés, estas simulaciones pueden ir desde las
magnetohidrodindmicas (vélidas para escalas espaciales grandes) hasta las de particulas (vélidas para escalas
espaciales muy pequenas). Las simulaciones que se mostrarén en este apartado caen en el rango de escalas medias
(a ser precisado a continuacién), reteniendo caracteristicas de ambas situaciones extremas, denomindndose por
tanto simulaciones hibridas.

Aqui no se intentara hacer un estudio detallado de los resultados de estas simulaciones, sino tan sélo mostrar
un reducido nimero casos de interes, que sirvan para ejemplificar y validar ciertas conclusiones obtenidas
mediante la relacién de dispersion analitica de las secciones y capitulos previos. En este sentido, los graficos de
las simulaciones servirdn como resultados “experimentales”, con los cuales contrastar la teoria desarollada, en
especial para mostrar las (pocas) caracteristicas rescatables de la relacién de dispersién completamente cinética
a desarrollar en el capitulo 4.

2.8.1. Meétodo: Cdédigo Hibrido

El c6digo hibrido mas usado en el contexto de fisica de plasmas espaciales, es una simulacién en donde los
iones son tratados cinéticamente mientras que los electrones se consideran como un fluido sin masa. En forma,
més precisa, posee tres caracteristicas fundamentales (ver capitulo 5 de [Matsumoto and Omura, 1993]):

= Se consideran frecuencias bajas w < €)., de modo de despreciar el término de corriente de desplazamien-
to en la ecuacién de Ampere (1.5). Ello implica despreciar procesos que ocurren a escalas del giroradio,
longitud de Debye, frecuencia ciclotrénica, 6 frecuencia de plasma de los electrones. Esta imposicion,
a veces denominada aproximacién de Darwin, no radiativa, é magnetoinductiva (ver seccién 15.14 de
[Birdsall and Langdon, 1991]), implica que las ecuaciones de Maxwell eliminan la propagacién de ondas
electromagnéticas (debido a la eliminacién del retardo), pero permiten las ondas electrostaticas, magne-
tostaticas y los campos eléctricos inductivos.

Sin embargo, las frecuencias pueden llegar a ser del orden de la ciclotrénica de los iones w ~ €, por lo
que se toman en consideracién todos los procesos en torno a dicha frecuencia, como también a la escala
del giroradio 6 longitud inercial de ellos (ver tabla 1.2 para los valores de estas cantidades en el viento
solar).

= Los electrones (e) se tratan como un fluido isotérmico sin masa, de modo que su ecuacién de momentum
sea, en vista de (1.20):

0= —nee(E+V, x B)—VP, (2.103)

en donde P, = 7.kpT., con v, = 1 para la condicién isotérmica de acuerdo a la discusién de (1.21) y
(1.22) (aunque la forma precisa de la ecuacién de estado electrénica sélo tiene un pequeno efecto en la
solucién final de la simulacién. Ver pédgina 112 de [Matsumoto and Omura, 1993]). Ademés, se considera
siempre cuasineutralidad (1.63) n. = >, n; (i.e.,: despreciando escalas mds pequenas que la longitud de
Debye Ap; de los iones), lo que implica la redundancia de la ecuacién de Gauus (Poisson) (1.1) dentro
de este andlisis. Por lo general, ella se usa para calcular el campo eléctrico longitudinal E,, pero en este
contexto dicha cantidad se obtiene directamente de la ecuacién de momentum para electrones mencionada
més la condicién de cuasineutralidad.
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= Cada especie i6nica i se considera compuesta de particulas de un plasma no colisional, obedeciendo por
tanto cada una de ellas a la ecuacién de movimiento dada por la fuerza de Lorentz (1.6):

dz;
— G 2.104
7 =7 ( )
47, , ,
mi% —e (E + T x B) (2.105)

Estas ecuaciones se resuelven, de forma estdndar, por los métodos conocidos como PIC (“particle in cell”),
imponiendo una grilla espacial donde calcular las densidades de carga y corrientes, que son acumuladas
alli mediante un esquema de interpolacién. Las ecuaciones para los campos electromagnéticos también se
resuelven sobre la grilla, mientras que las fuerzas sobre las particulas se obtienen interpolando de vuelta
los campos en las posiciones de ellas. Este tipo de interpolacién, llamado “peso“ (weighting), implica
normalmente que muchas particulas fisicas reales se consideran agrupadas en “siperparticulas” para estos
efectos. (Para mds detalles sobre estos métodos, ver capitulo 1 de [Biichner et al., 2003], y capitulos 1 y
2 de [Birdsall and Langdon, 1991].). Por tultimo, cabe destacar que usualmente se escogen condiciones de
borde periddicas tanto para las particulas como para los campos.

Con estos tres supuestos, existen muchas variantes de cédigos hibridos, que se diferencian en la forma
especifica de tratar a las particulas, el nimero de dimensiones involucradas, el método para obtener y avanzar
en el tiempo los campos electromagnéticos, etc. Para una perspectiva general de algunos de ellos y los problemas
que pueden tratarse, véase capitulo 5 de [Matsumoto and Omura, 1993], 6 el 8 de [Biichner et al., 2003], 6 la
seccién 15.15 de [Birdsall and Langdon, 1991], ademés de las referencias alli mencionadas.

Detalles numéricos

En particular, aquf se usar4 el cddigo hibrido descrito en [Araneda and Gomberoff, 2004] y
[Araneda et al., 2007], que es de 1 dimensién espacial (en la direccién longitudinal z donde estd el campo
magnético estético Bs) pero manteniendo las tres componentes de velocidad. La caja de simulacién se escoge
de un tamano 32 veces la longitud de onda pump: L = 32\g = 32 x 27 /ko. Esta se dividird en 2048 celdas
que conformaran la grilla en donde calcular los campos, con 200 particulas en cada una de ellas. El tamano
de paso temporal variard entre 0.005 < At{), < 0.05. Las ecuaciones para cada particula (2.104) son avan-
zadas mediante un método “leapfrog” (avanzando alternadamente las posiciones y velocidades), mientras que
los momentos (densidad, corriente y velocidad macrosedpica) son calculados con una interpolacién con peso
de segundo orden. Los campos son avanzados en tiempo explicitamente, y las derivadas son calculadas con un
esquema de diferencias finitas de cuarto orden.

Para inicializar el sistema, se escoge como onda pump un tren uniforme de ondas de Alfvén de propagaciéon
paralela y polarizacion circular, de modo que su relacién de dispersién exacta esté dada, de acuerdo a la discusién
de 1.5.3, por (1.95) 6 (3.25) dependiendo si el plasma estd conformado sélo por protones ¢ también con un beam
de protones, respectivamente. Debido a ello, la funcién de distribuciéon que obedeceran los protones serd la dada
en 1.138, con las velocidades transversales V| en su argumento dadas explicitamente en 1.86, de modo que (en
unidades adimensionales del apéndice F):

. —U? 2 —_U5)2 2
foVa - @ exp _a(v ) +a(7;y p) v (2.106)
1o (ﬂﬂp)g/z BpVa
con
Us VA R R
A = 7()(4_ {cos[Yo(29Q,/Va) — Xo(tQ,)]Z + sen[Yy (282, /Va) — Xo(t2)]0} (2.107)
ademas de
X
a=1-X, y o= % L - (2.108)

Para los otros iones, la expresién general de las velocidades transversales es 3.18 (la misma pero con las
frecuencias desplazadas por efecto Doppler debido a U, # 0). En resumen, la funcién de distribucién es una
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maxwelliana con un drift transversal dependiente de la fase de la onda pump (por lo general pequeno si la
amplitud de la pump también lo es), ademds de una anisotropia aparente entre las temperaturas transversal
y paralela dada por (1.148). Numéricamente para t = 0, las particulas se deben “cargar” aleatoriamente en
el espacio fase de acuerdo a la funcion de distribucién antes mencionada, para lo cual se debe seguir un pro-
cedimiento de inversién descrito en la pagina 118 de [Matsumoto and Omura, 1993], 6 con més detalle en las
secciones 16.2-5 de [Birdsall and Langdon, 1991].

Por 1ltimo, cabe mencionar que consistemente con las normalizaciones del apéndice F, el tiempo esta en
unidades del inverso de la frecuencia ciclotrénica de protones: €),t, mientras que longitud serd normalizada a
la la longitud inercial de los protones 2(,/Vy4, de modo tal que todas las velocidades estardn en unidades de
la de Alfvén ¢/V,4. El campo magnético estard en unidades del campo magnético de fondo B /Bs, mientras
que el campo clécetrico se normalizar a E/(BgV,). La densidad, masa y carga de los iones (a utilizar en las
simulaciones del siguiente capitulo) se normalizard igualmente con respecto a las de los protones.

2.8.2. Diagramas de dispersion y Espectros de potencia
Caso amplitud nula

En primer lugar, se mostrard los resultados de una simulacion en el caso limite en que la amplitud de pump
es nula, estableciendo el paralelo con el resultado del modelo cinético-hibrido 2.23. Se ha escogido un tiempo
total relativamente largo, €2,t = 986, y un tamaio de paso AtQ, = 0.03. También se han considerado 200
particulas por celda, haciendo un total de 409600.

o/Q,
o

(a) FFT(6n)(k,w) (b) FFT(5(By +iBy))(k,w)

Figura 2.36: Espectros de potencias w — k de fluctuaciones de densidad y campo magnético, sin onda pump
(A=0)yBE =B, =0.1 (mismos pardmetros fisicos que la figura 2.23). Ambos diagramas son simétricos para
k < ko. Ver explicacion de lineas punteadas en texto principal.

En el espectro de densidad, se han sobrepuesto las curvas w v/s k (en lineas grises) de dos pares de modos
acusticos (fuertemente amortiguados) obtenidos con la relacién de dispersién cinética-hibrida. Sélo el par menos
amortiguado se ha mostrado previamente en 2.23a (aunque los demds igual aparecen, aunque indirectamente,
en las figuras 2.22), correspondiendo a los con menor apertura y gamma mds negativo). Pero también, toda
la zona triangular centrada en cero con mayor potencia espectral puede interpretarse de la siguiente forma: se
trata de ondas que pueden entrar en resonancia Landau con los protones que poseen una velocidad longitudinal
v, apropiada, dada por la condicién (1.51), que en la notacién aqui usada, es:
w v, kVyu

_ 2.1
Q Vi Q (2.109)

Ahora bien, como es ampliamente conocido, el 95,4 % del total de particulas tienen velocidades longitudinales
v, menores que dos desviaciones estandar o = 261%, mientras que el 99.7% del total estdn a menos de tres o
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de v, = 0. Estas velocidades se han graficado con lineas verdes (£20 son aquellas de menor apertura), y su
ubicacién en la funcién de distribucion se muestra a continuacion:

tQ,= 0.0 2,=0.0

3.0 L

2.5~

-0.5

-1.0

-1.5

P R SN AR R R
45 10 05 00 05 10 15
v./V -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
z7A v,V

| . (b) Distribucién f = f(v.)

0.0 1.1 2.2 3.3

(a) Distribucion f = f(ve,vz)

Figura 2.37: Distribucion inicial (12, = 0) de particulas en el espacio de velocidades para el caso A =0 y con

Bp = 0.1. En la funcion de distribucion 1D, las lineas verdes indican v, = +20,+30,, mientras que las grises,
la velocidad de fase longitudinal correspondiente al mismo par de modos acisticos mostrado en 2.36a. Ademds,
la curva roja representa la funcidn de distribucion (2.106) y las lineas rojas horizontales las abscisas a 1y 2
desviaciones estdndar, respectivamente.

Luego, es claro que el par de modos acustico menos amortiguado, al estar practicamente a dos desviaciones
estandar del centro de la funcién de distribucién, se produce entre las pocas particulas que estan en la “cola“ de
ella. De este modo, y tal cual se ve en 2.36a, las rectas de resonancia Landau para la mayoria de las particulas
se ubicardn en la regién acotada por los modos acusticos, explicando asi la mayor potencia espectral que en
dicho diagrama sucede para velocidades de fase bajas.

Por otra parte, en el grafico de las fluctuaciones del campo magnético, se ha escogido mostrar las asociadas
a las coordenadas rotantes B, + iB,, ya que representan las ondas de Alfvén cuyo campo magnético presenta
polarizacién izquierda (1.64) para w > 0y k > 0, de acuerdo a la convencién de A. De este modo, las curvas
con mayor potencia en el grafico anterior representan los modos normales de Alfvén del plasma, dados por la
relacién de dispersién para la onda pump (1.95) graficada en 1.7a, en el caso k > ko. Analégamente, la zona
k < ko (simétrica en este caso), representan los modos con el campo magnético de la onda pump con polarizacién
derecha (1.97), cuya relacién de dispersién es (1.103) y graficada en la misma figura 1.7a. Alternativamente,
también se puede interpretar la zona k < ko como las mismas ondas de polarizacién izquierda (1.64), pero que
se desplazan hacia atras. El acuerdo entre las curvas tedricas y las obtenidas de la simulaciéon es muy bueno,
excepto por un detalle que se vera a continuacion.

En la misma figura derecha para el campo magnético, también se nota la existencia de cierta potencia en
ondas que tienen un patron triangular similar a las ondas acusticas de la figura izquierda, pero centradas para
k — 0 en w = Q,. Ellas representan las ondas que pueden entrar en resonancia ciclotrénica con las particulas
de la funcién de distribucién original (ver también figura 1 de [Hollweg, 2008]), ya que la condicién (1.56), en
las unidades normalizadas aqui usadas, es:

w v, kVg

WL 2.11
o, v, o, (2.110)

Dicha expresion se ha graficado (en lineas punteadas) para dos velocidades caracteristicas de protones que estan
en la “cola” de la funcién de distribucién original: en lineas verdes oscuro para v, = o, y en verde claro para
v, = 20 (las mismas que estén representadas en la figura 2.37). La mayorfa de las otras particulas poseerdn rectas
con menor pendiente, estando ubicadas entre las dos graficadas. Sin embargo, este efecto resonante serd notorio
s6lo para las ondas de Alfvén idn-ciclotrén, que son las que tienen mayor potencia espectral y son modos
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normales del sistema, por lo que la condicién de resonancia se producirda predominante en la interseccién de
ambas curvas, que es donde precisamente la curva del modo de Alfvén L se difumina (y después de haber entrado
a esa zona, es decir, para k mayores, es dificilmente distinguible). De este modo, si no hay onda pump presente,
sélo las particulas con v, < 0 podrian entrar en resonancia con dichas ondas de Alfvén, y preferentemente para
kV4/Q, grandes, ya que ello implica una interseccién para particulas con menor velocidad en valor absoluto
vz, que son la mayoria (debido a que la funcién de distribucién es isotrépica en v, ). S6lo muy pocas particulas,
en la “cola” de la funcién de distribucién y con v, < 0, son capaces de entrar en resonancia para kV,/Q, tan
bajos como 0.7.

Por ultimo, es necesario destacar que curvas similares las discutidas en el gréafico previo también son halladas
con el modelo cinético del capitulo 4 (ver figuras 4.6, 4.9 y siguientes), demostrando que aunque dicha relacién
de dispersion no estd totalmente correcta, al menos es capaz de describir cualitativamente ciertos aspectos de
la resonancia ciclotrénica (que era el principal efecto que se pretendia modelar). Ademds, la onda pump de
Alfvén graficada en 4.6a, exhibe un tasa de crecimiento negativa para k 2 0.7, que puede ser producto del
amortiguamiento ciclotrénico que incorpora la relacién de dispersion hallada.

2.8.3. Caso estandar y evolucién de las inestabilidades paramétricas

Ahora se activara la pump con la misma amplitud y frecuencia que en el caso analitico 2.25. Ella inducird una
anisotropia aparente de la funcién de distribucién en la direccién perpendicular de la velocidad, dada por 2.107
en (2.106), y que luce asi:

| ‘t‘g‘zp= OO . tQpT0.0

3.0

25~ -

450 e b ]
-15 1.0 -05 00 05 1.0 1.5
vV 15 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15
A A
[ | . b) Distribucidn f —
0.0 058 1.6 2.4 (b) Distribucion f = f(vz)

(a) Distribucion f = f(vs,vz)

Figura 2.38: Distribucion inicial (tQ, = 0) de particulas en el espacio de velocidades para el caso A = 0.32.
Mismos pardmetros que para el caso sin pump 2.37, del cual se ha superpuesto (en el diagrama derecho) su
funcion de distribucion en lineas rojas. El rombo café indica la velocidad de fase longitudinal de la onda pump
wo/ko .

Los diagramas de espectro correspondiente, junto con las curvas (menos amortiguadas) de la correspondiente
relacion de dispersién analitica cinético-hibrida 2.25, son:
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- oy e TR A I Y
S op=24aTra00s ey :
CR R BN | () o L 0 gie i XL Y 1
" E
'2E \\\ L L E
0.0 0.5 1.0 15 2.0
kV/Q,
\ __ T L I 1 s
7 -3 0 -8 -4 0
(c) FFT(SE.)(k,w) (d) FFT(6|B|)(k,w)

Figura 2.39: Espectros de potencias w — k de fluctuaciones de densidad, campo magnético y eleétrico (i.e.:
Doble transformada de Fourier en x y t) con la onda pump A = 0.3%2, X = 0.35 (mismos pardmetros fisicos
que la figura 2.25, cuyas curvas de dispersion se han sobrepuesto). La frecuencia y nimero de onda de la pump
se ha indicado con un diamante negro. El cddigo de potencia espectral es logaritmico. A diferencia del caso
anterior con amplitud nula, aqui el Wnico diagrama que no es simétrico para k < ko es el de B, + 1B, razon
por la cual se muestra con un rango distinto al de los demds.

Para el espectro de densidad, existe una buena correspondencia sobre todo para la curva del modo —b
en la zona de la dominante inestabilidad decay, confirmando la prediccién tedrica (comparar con las tasas de
crecimiento 2.25¢) de ser producida por la rama actstica +s que invoucra tnicamente fluctuaciones de densidad.
Las demads bandas laterales no se aprecian mucho, sobre todo la 4+ f que estd dentro de la regién delimitada por
los modos acusticos, confirmando asi su amortiguamiento tedrico, aunque no para las demas.

Sin embargo, todas las bandas laterales exhiben una buena correlaciéon con sus respectivas curvas teéricas en
las figuras inferiores que representan los espectros de las fluctuaciones del campo eléctrico longitudinal E, y el
campo magnético total \é\ = |§|¢ = \/BZ+ B2 (recordar que no hay componente oscilante B.). Esto se hace
evidente sobre todo para las —f y +b, en las cuales la teoria predice un amortiguamiento nulo. También se debe
notar que, en la zona de la inestabilidad modulacional ( comparar con 2.25b), hay mucha més potencia espectral
en la figura para |§ 1| que en E, é n, confirmando asi la prediccién tedrica que se origina por una interaccién
entre bandas laterales +f (que sélo poseen campos transversales). Algo completamente andlogo ocurre para la
maés pequena inestabilidad beat.

Por 1ltimo, en el diagrama superior derecho para las fluctuaciones de B, + iB,, se muestra claramente la
predominancia de potencia en la zona de la onda pump en k& = ko (con polarizacién izquierda). También hay
una acumulacién de potencia en torno a wyg, pero con k < kg, representando asi ondas generadas por la pump
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pero que se desplazan hacia atras.

Cabe destacar que para obtener los diagramas anteriores, se ha corrido la simulacién el tiempo necesario
para mantenerse en la etapa lineal de evolucién, evitando el régimen de turbulencia Alfvénica que continta
para tiempos mds grandes. En este caso, dicho tiempo se ha escogido como Q,t = 65.5 (y con un tamano de
paso temporal A, = 0.004). Tiempos algo menores no permiten la evolucién suficiente de la inestabilidades
mostradas. Esto se aprecia claramente en la figura 2.42 y también en los siguiente diagramas, que muestran la
evolucién de la potencia espectral en cada modo m, multiplo del menor permitido por la longitud de la caja
usada para la grilla espacial, que satisface la siguiente relacién con el nimero de onda k:

(b) FFT(6(Bx + iBy))(k)

(¢) FFT(SE.)(k) (d) FFT(5|B))(k)

Figura 2.40: Evolucion de la potencia espectral para las fluctuaciones de densidad, potencia y campo magnético
(i.e: Transformada de Fourier sdlo en x). Mismos pardmetros de la figura anterior. En el eje horizontal inferior
se ha indicado el nimero de modo y en el superior el numero de onda correspondiente, relacionados mediante
(2.111). Las lineas horizontales continuas representan 4 fracciones del tiempo total de simulacidn, que servirdn
como secciones transversales para la prorimas figuras. Las lineas verticales punteadas indican los modos que
dominan las regiones inestables para tiempos grandes.

Como ya se podia suponer, en el rango de k donde debiera estar teéricamente la inestabilidad decay, se
aprecia un importante incremento en la potencia espectral de densidad, campo eléctrico longitudinal y campo
magnético total que surge para tiempos mayores a t{2, > 30, aumentando sostenidamente para tiempos més
grandes. En cambio, la potencia espectral para el campo magnético de la figura superior derecha muestra una

92



2.8. Simulaciones Hibridas 2. Inestabilidades Paramétricas

creciente inestabilidad en una zona para k > ko (distinta de la anterior) y otra para k negativa, ademés de la
onda pump que domina el modo my = 32. Dado que es dificil analizar los modos precisos excitados por las
inestabilidades mediante los graficos anteriores, conviene méas un diagrama que muestre la seccién transversal
de los espectros de densidad y campo magnético para ciertos tiempos, los que se han escogido como Ty,az/4,
Trnaz/2, 3Tmax /4y Tinaz, estando indicado en lineas horizontales continuas en las figuras superiores, y mostrados
a continuacién:

07\ 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T \\\\7 7\ T 1T ‘ T T 1T ‘ LU ‘ T T 1T ‘ T T 1T \\\\7
Q= 164 R | ot= 328 R ]
-2 1T 1
5
g -4 1t :
5 |
g _6; ® i 08
L ©/ %
_8‘ [ ] ‘ [ | ‘ [ ‘ 181 ‘ [ \°‘\\\\ '\\\\‘\\\\‘\\\\‘\ Il ‘\\\\‘ AR
07\ 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T ‘ 1T \7 7\ T 1T ‘ T T 1T ‘ LU ‘ T T 1T ‘ T T 1T ‘ T 1T \7
: th = 49.2 < : : th = 65.5 < :
-2 1T 1
H
g -4/ .
E
-6 i ,
_8 i;,JAL Il ‘ Ll ‘ L1l S | ‘ | ‘ L1l \‘4 t\\\ \\\\‘\\\\ \\\\‘\\\\‘\\\J
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modo modo

Figura 2.41: Espectros de potencia para los tiempos Tmax/4, Tmaz/2, 3Tmaz/4 Y Tmaz- Lineas naranjas:
Campo magnético FFT(6(B, + iBy))(k); Lineas negras: Densidad FFT(on)(k). Con diamantes azules se han
indicado las potencias de los mdzrimos modos crecientes para el campo magnético, mientras que los diamantes
verdes representan lo mismo pero para la densidad. El tiempo mdximo T se ha escogido para mantenerse en la
etapa lineal de simulacion, ya que para tiempos mucho mayores el espectro de potencia estd dominado por una
cascada inversa, indicio del surgimiento de turbulencia.

Ademés de la onda pump!!, se han identificado 6 modos para el espectro del campo magnético (my, azul) y
3 para la densidad (myg, verde), que dominan las regiones inestables correspondiéndose con las lineas punteadas
de la figura anterior (2.40). Estos modos satisfacen las relaciones de conservacién generales (2.1), que ligan en
este caso a las bandas laterales wy = w (fluctuaciones del campo magnético) con w (fluctuaciones de densidad)
de acuerdo a (2.30) y (2.31), resumidas a continuacién:

= Modo (longitudinal, k) de densidad: my = +51, 54, 65. Bandas laterales (transversales, ko £ k) de campo
magnético inferior my = my — myq = —19, —22, —33 y superior mp = mgy + myq = 83, 86, 97.

Ello da un fuerte indicio de la presencia de un inestabilidad de decaimiento con maximos en los k correspondientes
a mg = 51,54, 65, esto es, entre 0.69 < k < 0.88, que coincide aproximadamente con la prediccion teérica de la
figura 2.25c. Luego, la presencia de la banda lateral inferior con modos negativos y una gran potencia espectral
para tiempos grandes, indica que la onda pump decae preferentemente en ondas Alfvén idn-ciclotrén que se
propagan hacia atras, llamadas —b. También genera ondas que se desplazan hacia adelante +f, aunque en

' Notar que, en estos diagramas, la onda pump no disminuye apreciablemente su potencia en el corto tiempo analizado, a pesar
que es de ella de donde proviene la energia para generar las inestabilidades paramétricas. Para tiempos mayores, efectivamente se
aprecia la disminucién en la potencia de la pump, aunque también el sistema se vuelve lo suficientemente inestable y turbulento
para que las predicciones de la teoria se falseen un tanto por la predominancia de otros efectos no lineales. Un ejemplo d ello se
muestra en la figura (2.42).
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mucha menor importancia (la potencia de los modos de la banda lateral superior m;, = 83,86,97 es bastante
inferior que los de la izquierda).

Por otro lado, las tasas de crecimiento de esta inestabilidad pueden ser obtenidas a partir de un ajuste lineal
de la curvas de potencia espectral para la densidad, de cada modo m en funcién del tiempo durante la etapa
de crecimiento lineal, obteniendo el andlogo al resultado analitico de la figura 2.25¢c

or g ]
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Figura 2.42: Serie temporal para la potencia espec- Figura 2.43: Tusas de crecimientos lineales vy v/s k
tral de la onda pump y los 3 modos de mayor cre- para el plasma con los pardmetros estudiados, calcu-
cimiento de densidad y las bandas laterales superior ladas mediante un ajuste lineal de la serie temporal
e inferiores, indicados en el pdrrafo previo. Corres- para la potencia espectral de densidad, mostrada en
ponden a las secciones transversales, indicadas con la figura izquierda con lineas verdes continuas. Este
lineas verticales discontinuas, de las figuras 2.40a y ajuste se ha realizado sdlo hasta la parte lineal de
2.40b. Sin embargo, aqui se muestra un tiempo de stmulacion t€), =~ 65.5.

simulacion mds extenso que el usado en las figuras
previas (1€, = 65.5, indicado en lineas punteadas).

Notese que las 2.42 y 2.43 tasas asi calculadas de la inestabilidad decay son un tanto mayores que las
predicciones tedricas de la figura 2.25¢. Lo mismo sucede para las inestabilidades modulacional y beat, aunque
estas no han podido ser distinguidas en las figuras anteriores debido al nivel de ruido imperante. En cierto
modo, ellas son més similares al caso tipo fluido de la figura 2.26¢, siendo un indicio que el 85 = 0.1 escogido
(el mismo del modelo cinético-hibrido) no es el més apropiado al comparar entre los resultados de simulaciones
y las relaciones de dispersién analiticas. En otras palabras, el X = 0.1 de la simulacién equivaldria a un valor
Be 2 0.25 en el modelo cinético hibrido (recordar que este problema surge de la no asignacién de un indice
politrépico tnico de fluidos v, al comparar entre distintos modelos, como ya habia sido discutido en la secciéon
(2.7.1)).

A pesar de lo anterior, se ha comprobado que el aumento de . no afecta mucho las tasas de crecimiento
provenientes de la simulacién. En cambio, el aumento de (. disminuye significativamente todas las inestabilida-
des, en particular la decay, igualando sus 74, con los de la inestabilidad modulacional para 3, = 0.4, tal cual
lo predecia la figura resumen 2.28b (obtenida con el modelo cinético-hibrido).
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Capitulo 3

Efectos de un beam de iones

3.1. Plasma proton + beam de iones: teoria de fluidos

Tal como fue mencionado en el primer capitulo, la introduccién de otra especie de particulas con cierta velo-
cidad relativa a la primera modifica apreciablemente la relacién de dispersion, al ser una fuente de energia libre
adicional para desencadenar inestabilidades, tal como la mencionada bump-on-tail a través del amortiguamiento
Landau inverso (ver seccién 1.3.2). Como primer paso para un andalisis de estos sistemas, en la presente seccién
se obtendrd la relacién de dispersién, dentro de la teoria de fluidos, para un plasma compuesto de electrones
(subindice e), un nicleo (core, con subindice ¢) de protones y un tenue haz (beam, con subindice b) de iones con
nimero atémico Z (carga q, = Ze) y numero mdsico A, (masa my, = Apmy).

A pesar que el cdlculo es general, las soluciones numéricas se restringiran, por simplicidad, al caso en que el
beam se compone de protones con Z =1y Ag = 1.

3.1.1. Sistema en equilibrio: onda pump

El primer objetivo serd encontrar las ecuaciones que determinan el sistema en equilibrio (subindice 0), esto
es, la relacién de dispersion de la onda pump de Alfvén ién-ciclotrén. Se seguird el desarrollo para el sistema
electrén-protén de la seccién 1.5.2; indicando sélo las diferencias que surgen al anadir el beam de iones. Asi, el
plasma se diferencia fundamentalmente en las siguientes propiedades:

= Cuasineutral, de modo que normalizando con respecto a la densidad de electrones:

Z qjno; = —€Nge + enge + gpnop = 0 (3.1)
J
= Noe = Noc + ZNop (3.2)
= Il=n.+2Zm (3.3)
en donde se han definido las razones entre las densidades de los iones con respecto a la de los electrones:
noc nop
e = —, M = (3-4)
Noe Noe

Ademds, es til introducir la densidad relativa entre el beam de iones de iones y protones:

nop
= 3.5
n T0e (3.5)

= El calculo se realizard en el sistema de referencia del centro de masa, por lo que cada especie poseera po-
seerdn una cierta velocidad relativa de deriva (6 drift) U = U;Z (con j = e, ¢, b) respecto a este sistema

de referencia. Por definicién, en este sistema de referencia, la velocidad del centro de masa V., se debe

anular:
. R 0, 1 -
V., = MpNocUc + MpnopUsp L5 (3.6)
MpNoe + MpNop
(3.7)

96



3.1. Plasma protén + beam de iones: teoria de fluidos 3. Efectos de un beam de iones

donde se ha usado la nulidad de masa de los electrones. Asi, tendremos la siguiente relacién entre las
velocidades de drift:
neUe = —AympUs (3.8)

Sin embargo, es més conveniente expresar todas las velocidades de drift en términos de la velocidad relativa
entre la del beam y de los protones, definida por:

U=U,—-U, (3.9)
con lo cual:

Ay
U= ——"""— 3.10
14 Ay (3.10)

1

- 11
Us 1+ Abn (3 )

En gran parte de la literatura previa (por ¢j., [Hollweg et al., 1993], [Gomberoff et al., 2002]), la relacién
de dispersion para dos especies se realiza, probablemente por simplicidad, en el sistema de referencia en
que el core de protones estd en reposo: U. = 0 y U, = U. Para poder establecer una comparacién con
dichos trabajos, se debe notar que las frecuencias de las relaciones de dispersion estaran ligadas por el
siguiente desplazamiento Doppler:

Wep = Wem + Vepk (3.12)

en donde wg,, indica las frecuencias calculadas en el sistema de referencia del centro masa (como las
aqui usadas), wep las frecuencias en el sistema de referencia con el core de protones en reposo y v, es la
velocidad del centro de masa en este ultimo sistema, siendo dada a partir de (3.6) por:

v

Vep = T : (3.13)

Entonces, el cambio de sistema de referencia sélo desplazara de ubicacién las ramas de la relacién de
dispersién el plano w v/s k de acuerdo a la ecuacién mostrada (y con ello las velocidades de fase), pero
no afectard de ningin modo a las tasas de crecimiento « (parte imaginaria de la frecuencia), ni por tanto
a las inestabilidad paramétricas.

= El campo de velocidad tendra, adicionalmente a (1.68) %j7 la velocidad de drift longitudinal antes men-
cionada, por lo que:

V(z,t) = Voj(z,t) + Uz = Vit + Vg + U2 (3.14)

Ec. de momentum transversal

Debido a la velocidad de drift, la ecuacién de momentum transversal' en (1.80) cambia a:

WVoj Vi _ G (5 o T (Bt B
Bt tUige = o (Eo + (Voy + ;) x (B + Bc)) (3.15)

Introduciendo las velocidades transversales y la dependencia explicita sinusoidal para cada campo,

8V0j; 6V0j; 4 -t . + .4 +
5 + Uj P :%EO :FszVOjizEUjBO (3.16)

se nota que el efecto de introducir otra especie es desplazar la frecuencia por corrimiento Doppler en la cantidad:

Wwoj = wWo — kon (317)

IDe forma similar a (1.81), la componente longitudinal de la ecuacién de momentum también se anula idénticamente (la tinica
diferencia es un término extra U; 8\/02]- /0z en el lado izquierdo, que por supuesto es nulo.)
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De este modo, la velocidad de los protones y el beam vendran dadas por:

=~ S+ woiq 1 B()
Vo? =V = 17()] e <_Bs) (3.18)

mientras que para los electrones, usando el limite acostumbrado 1/, — 0, se tiene:

~ | Woe By
p— —_— '1

Ec. de Ampere

Considérese en primer lugar la componente longitudinal de la ecuacién de Ampeére en la forma (1.89). Si
bien se obtendra la misma condicién de nulidad para la corriente total que para el caso de plasma electréon-
protén (1.90), su expresién explicita es no trivial y se diferenciard de ella en los términos originados por las
velocidadades de drift longitudinales U'j =U;z:

ZJOJ qunojU = —engUe + engUe + gynopUp = 0 (3.20)

En otra palabras, la condiciéon de plasma libre de corrientes longitudinales permite expresar la velocidad de drift
de los electrones en términos de cantidades conocidas:

Z — A,
U =nU. + ZnpyUy = ——n,U 3.21
e NeUe + ZmyUy 1+Ab77nb ( )

con lo que la frecuencia desplazada Doppler de los electrones (3.17), considerando (3.21) y (3.3), se puede
escribir en términos de las cantidades asociadas a los protones y beam:

woe = wo(Ne + Zmy) = koUe = Newoc + Zmpwon (3.22)

Por otro lado, al incorporar las expresiones para XN/OJJ- en la componente perpendicular de la ecuacién de Ampere
(1.89), se obtiene una expresién que discrepa de (1.93) en un término adicional debido al beam:

—koBO = ,U/()(—GTLOQVEJJ&' + GTLOCVOJE + Z@nobVOJg) (323)
2 2
Ho wo w
k(z) =52 nOcmpil . + Zngymy 1 _O%)b] (3.24)
s D b

Para normalizar se usan definiciones similares a (F.1) del caso electrén-protén, con la excepcién de la velocidad
de Alfvén que serd definida, en vez de (1.32) que usa la densidad en equilibrio de los protones ng,, con respecto
a la densidad en equilibrio de los electrones mng. segin (F.18). Asi, y en vista de las cantidades dadas en la
seccion F.2.1, la relacién de dispersion de la onda pump en este plasma electrén-protén-beam serd:

X2 X2 1 X2 X2
Y2 =, +ZA 0b___ — Oc 4 ZAyn—0 3.25
0 T~ Xow 1-— XOC bnbl — %X()b 1 + Z77 1-— XOC bnl — %X@b ( )

Onda de Alfvén de polarizacién derecha

Si, al igual que para el caso de plasma electrén-protén, se considera ahora una onda pump de polarizacién
derecha definida por (1.97), se tendra que el célculo que contintda es muy similar al anterior, con la excepcién
que la dependencia de las cantidades Boi, E(;—L y Vof cambia a exp(Fi(koz — wot)), por lo que sus derivadas
cambiardn de acuerdo a (1.99) y as{ se tendrd el equivalente a (3.18) con un signo positivo en el denominador:

Tt woJ/’fo By
=7 = e (-5 (3.20

7L
Voj
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3.1. Plasma protén + beam de iones: teoria de fluidos 3. Efectos de un beam de iones

La tnica diferencia con respecto a (1.100) radica en el cambio de wy a wy;. Dado que la ecuacién de Ampére
(3.23) cambia a un signo negativo en analogia a (1.101), tendremos finalmente la relacién de dispersién para
una onda de Alfvén de polarizaciéon derecha en un plasma electréon-protén-beam:

X2 X2
Y2 =n.—0 4 ZAym,—20 3.27
0 ncl+XOc b77b1+%X0b ( )

Para el caso protén-protén, ver [Gomberoff et al., 2002]. Notar que el cdlculo se realizé alli en el sistema de
referencia del core en reposo.

Soluciones numéricas

Previo a representar graficamente las soluciones numéricas de la relacién de dispersion de la onda pump,
debe notarse que:

= A diferencia del caso de una especie, que posee simetria especular con respecto a Yp, la introduccién del
beam induce que la relacién de dispersién de la onda pump cambie de polarizacién izquierda (3.25) a
derecha (3.25) (y viceversa) cuando se cambia simultdneamente Yy — =Yy y X9 — —Xj (rotacién de 7
con respecto al origen). Por lo tanto, bastard con restringirse sélo a las ramas que se situén en k > ko
para representar las 4 combinaciones posibles: las dos polarizaciones de la onda pump y sus dos sentidos
de propagacién (para c/u).

= La relacién de dispersion es un polinomio de tercer grado en X e Yp, que se resolvera numéricamente para
hallar sus raices. A diferencia del caso de una especie de protones, aqui puede darse el caso en que existan
raices complejas y conjugadas, indicando la presencia de inestabilidades lineales debido a la presencia del
beam (ver mds adelante para un ejemplo).

= Hay dos parametros libres en las ecuaciones mencionadas. Uno de ellos es la velocidad de drift normalizada,
U, mientras que el otro se puede escoger como la densidad relativa del beam de protones 7, (1. se obtiene
de(3.3)).

Teniendo presente lo anterior, notamos que para U = 0 se recupera la relacién de dispersién para ondas izquierda
y derecha de una sola especie de protones mostrada en la figura 1.7a. Pero con una velocidad relativa, se puede
obtener los siguientes diagramas de dispersién con un drastico cambio en la topologia de las curvas soluciones
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Figura 3.1: Relaciones de dispersion Xo v/s Yy. Las curvas azules C.M. L (campo magnético de polarizacion
izquierda dado por (1.64)) corresponde a las soluciones de (3.25), mientras que las curvas verdes C.M. R (campo
magnético de polarizacion derecha dado por (1.97)) corresponde a las soluciones de (3.27) .Lado izquierdo: Caso
densidad baja, el beam es el 2% del total de protones. Lado derecho: Caso densidad alta, el beam es el 15% del
total de protones. También se han indicado las lineas de resonancias en que los denominadores se anulan: la
resonancia core corresponde a Xo. = +1 (en amarillo) y la beam a Xop = +1 (en rojo).

La presencia de la velocidad de drift introduce un nuevo modo adicional a los dos conocidos (L y R) del caso
de una especie (comparar con figura 1.7a), denotado desde ahora como B. Para el caso de las curvas azules (éo
de polarizacién L), este modo es muy cercano a la recta superior de resonancia del beam. Para las curvas verdes
(éo de polarizacién R) la situacién es més compleja: el modo adicional B tiende a la recta de resonancia beam
sélo para Yy muy grandes o muy pequeno, convirtiéndose exactamente en una recta en el limite n, — 0, la que
ademads cruza al modo L (de velocidad de fase negativa). Pero en los casos 7, no nulos como los mostrados, el
modo B forma una “brecha“ (gap) al intersectar a L, haciendo ambigiia la identificacién de dichos modos en esa
zona. La separacion es, a primera vista, proporcional a la densidad del beam (comparar los gréficos izquierdos
con los derechos).

Los dos modos B tienden asintéticamente (para Yy — o00) a una recta con pendiente comun a la de la
resonancia beam, mientras que los modos L tienden asintéticamente a una recta con la pendiente de la resonancia
core (comparar con el caso de una especie donde éstos tienden a la linea horizontal Xy = £1, el equivalente de
la resonancia core). Esto es facilmente visualizable a partir de graficos de la velocidad de grupo para dos casos
de muestra:
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Figura 3.2: Velocidades de grupo dXo/dYy v/s Yy para el caso de alta densidad n, = 0.15. También se muestran
las pendientes U, (3.10) de la resonancia del core (negativa y asintota a los modos L), y Uy (3.11) (positiva y
asintota a los modos beam). Notar la dependencia de estas asintotas con la velocidad relativa U. Los modos R
no sufren modificaciones aparente para ambas situaciones.

De los diagramas anteriores es posible conjeturar la siguiente afirmacion: en el centro de la zona donde el
modo B atraviesa a L, la velocidad de grupo de ambas curvas es idéntica (cruce de lineas verdes en el gréfico
anterior). Esto permite identificar de mejor formas estas zonas para otros pardmetros donde la relacién de
dispersién no permite una facil visualizacién, tal como sucede para velocidades superiores a las mostradas:
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Figura 3.3: Diagramas de dispersion para nm, = 0.15 yU = 2.1. Notar los mailtiples intersecciones de las curvas
verdes.

Ademas de lo predicho antes, ahora se produce un nuevo fenémeno debido al incremento de la pendiente de
la resonancia beam: hay otro par de intersecciones entre las curvas de velocidad de grupo para las lineas de color
verde B y R (los que antes no interactuaban). En particular, este tltimo modo se deforma notoriamente en
relacion a las soluciones de una especie. Por otra parte, incrementando sélo un poco mas la velocidad relativa,
por ejemplo para U = 2.15, en esta zona de nuevas intersecciones se genera una inestabilidad lineal mediante
mediante la fusién de las lineas verdes R y B:
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Figura 3.4: Diagramas de dispersion para n, = 0.15 y U = 2.15.

La inestabilidad lineal, cuyo umbral preciso de aparicién depende de la densidad relativa del beam mn,
posee Ymaz relativamente importantes que enmascaran el efecto de las inestabilidades paramétricas mostradas
posteriormente. Por esta razén, sistemas con inestabilidades lineales no seran el objetivo de tesis, no mostrandose
mas. Una buena descripcion de este fenémeno en el marco de la teoria de fluidos, conocido popularmente como
inestabilidad resonante ion-ion de sentido derecho (ion/ion right-hand resonant instability), ha sido dado en
[Gomberoff, 2003]. Ver también el articulo [Gary, 1991] 6 la pag 147 de [Gary, 1993], para una discusién cinética
de ésta y otras muchas inestabilidades lineales.

Una ultima observacién importante: en todos estos rangos de pardmetros analizados, las curvas asociadas a
las lineas azules (soluciones de (3.25)) no presentan deformacién significativa al variar la velocidad de drift o la
densidad (las curvas de la velocidad de grupo se trasladan ”suavemente”). El modo R en linea verde comienza a
deformarse sélo a partir de una cierta velocidad U critica (aprox. para U 2 1.3 para este caso de alta densidad)

3.1.2. Meétodo perturbativo: Relaciones basicas

Las perturbaciones sobre el estado de equilibrio serdn caracterizadas por las mismas expresiones del caso
electrén-protén 2.4.1.
Ec. de continuidad y condicién de cuasineutralidad

Debido al drift de las especies, la ecuacién de continuidad linealizada (2.15) tendrd un término extra, por lo
que:

anlj 8V1Zj 8711 i
j Ui—2L=0 3.28
at "y Ve, (3.28)
Luego, al reemplazar la dependencia explicita:
- ki ~,
nyji = 7103‘7.1‘/1]',1 (3.29)
Wi,
en donde se ha definido el andlogo a (3.17) para cada especie:
Wil = w — klUj (3.30)

Por la condicién de cuasineutralidad perturbada (1.63) aplicada en este caso, ya no se tendra la igualdad (2.17),
pero, en cambio, es posible escribir V% ; en términos de cantidades referidas a protones e iones:

> e &2 2 wer (1 5 Zn & >
Vi =wey | —SVE, + 20V, ) = —o [ —VE, + —Vj 3.31
le,l N/ <wc7 e, o 1b,z> 1+ Zn <wc7l 1e,l b1 10,1 ( )

)
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3.1.3. Ecuacién de momentum

La linealizacién de la ecuacién de momeuntum tiene algunos términos extras con respecto a (2.24), debidos
al drift:

8‘71]‘ 8‘71]‘ 8‘70] qj = = = = = ~ 1 8P1 i =
U Ve Y = U F 4 (Vo + Us2) x By + Vi x (By + B, } - TLUZ (332
o Ui, tViig, m; 1+ (Voj +U;2) x By + Vi x (Bo + BsZ2) oy 2 (3.32)
Componentes transversales
Correspondientemente, las componentes transversales de la ecuaciéon anterior seran:
Vi Vi . +_ G orpx + z i o+ OVs;
315] +U; 8; +iQ,Vy = HJ] [Ef £iU; B | + V4 :tzﬁjjBo - azj (3.33)

Ambos términos extra producirdn la aparicién de w;; (3.30) en lugar de wy, con lo cual se tendfa la relacién
andloga (2.36) entre los campos de velocidad y magnéticos transversales:

+
vt 1 _ WiiF1 Biis By 1 ‘71;; . (3.34)
1jIFl = TNES @oj V13, :
IF 1+ Jﬂ’jl k=1  Bs BSI—QL; J
con j = p,b. Y para electrones, lo anterior se reduce a:
- Y Wy = By ~
+ __WiFl PriF1r | Doy
ViewF1 = ks B, + B. Vi (3.35)

Componente longitudinal

De la misma forma, la linealizacién de la componente longitudinal de la ecuacién de momentum originard la
relacién:

1 8P1j
N 15 0z

ot 70z my (3:36)

z i — 4 — —
|:E1 + 5 (‘/(]—;Bl - VOj Bfr -+ VJBO - Vlj BJ)} -

Siguiendo el mismo desarrollo previo, se llega a una expresién muy similar a (2.46) pero con las nuevas defini-
ciones de frecuencias desplazadas por el drift (3.17) y (3.30):

kel k2w Bo/B.)? . E}
Y g it C;;J 1+ (Bo/Bs) Vi, = —z’Bil’l (3.37)
By w; . _ woj Wi 1—1 Wi ’ s
Wi 0 [ (- ) (1) (12 252)
~_ Bo 1 Wi i+1 woiq 1 ~ BO 1 Wil—1 woiq 1
B S - = _ L Bt — : J: - =L v 3.38
P 2B2 { 1— “’JQ—’]“ kiv1 ko 1— ug)TOj L=12B2 ) 1+ %Tl;l ki—1 ko 1— L;T? ( )

Eliminacion de las variables electronicas

Al especializar lo anterior el caso de electrones, y considerando también (3.31), es posible despejar el campo
eléctrico en términos de variables referidas a las especies de iones (core y beam) en analogia a (2.47)

E?, YekBT, Ne o Znp = ~ By [wjiq1  woy ~ By [wji—1  woj
R TUg (C €k2 i Ve 2Py —_ B~ Jl+1 %05 Bt Js _ X0y
v By e B l (ch le,l + Wh.1 1b,l> 1,141 2B2 { kl—i—l kO + 1,1-1 2352 kl—l k;O

’ S

donde se ha usado ademas:

Woe Witle _ Woj  Witlj (3 40)

]fo klil ]fo klil
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para j = ¢,b. Consiguientemente, al reemplazar lo anterior en (3.38) especializada para protones y agrupar
convenientemente, se tiene:

YekpTe ki YekpTe o Me | wey (Bo/Bs)*
S JeBBTe B DelRBTepr T 1+ i
eB; We,l eB, We,1 Qe 1 — “oc 14 Ye,l—1 1— Ye,lt1 ’ eB; Wh,1 ’

Qe Q. Q

c

_ é, Bo 1 wz,H—l _ 1 w%c _ §+ Bo 1 wil—l _ 1 wgc (3 42)
PHI20eBE | 1 - 2 ki 1— e ko BTI20BE | 14 4 ke 11— ko '

mientras que para el beam de iones:

2 2 B _
~ wksTy ki veksTe 2 A " Whi |4 i (Bo/Bs) Vi, — YekBTe 2 Ne Ve
ZeBs wy eBs Wh,1 Qp (1 o u;]o,,) (1 4 wbél—l) (1 B w’?ll+1) eBg We, 1
b b b

(3.43)

_5 B 1 whpn 1w | g+ Bo L owin 1w (3.44)
V200 B2 | 1 T ki 1 ko VTRABE |14 g ke 1= ko '
b b

Q Q,

Las dos tltimas ecuaciones representan un sistema de dos ecuaciones en las variables 17126 Ly IN/fb , (a diferencia
del caso de una especie de protones, en el que sélo esté (2.48)). En este punto es conveniente introducir variables
adimensionales de forma similar al caso electrén-protén, dadas en F.2. Asi, resolviendo el sistema previo, se
tendrd, en vez de (2.49), las soluciones:

Vlzc,l - Bl_,l+13+C + Bi‘:l—lB—C

Va 2By D (3.45)
lzb,l _ Bl—,l+1B+b + Bil—lB—b

Va 2By D

3.1.4. Ecuaciéon de Ampere

Ahora se debe encontrar las expresiones explicitas de las densidades de corriente perturbadas asociadas a
cada una de las especies que van al lado derecho de la ecuacién de Ampere transversal? en la forma (2.53). De
manera andloga a (2.55) y (2.56), se tendrd para j = ¢, b:

N .q: By - X VZ 1 1 Y Xo;
J* _%{_Bfm[ J»m]w W[ ““]} (3.47)

- 0 A
LAFL T g Vamy, V1 Y51 Va vo; (V55 YoXj,u

Mientras que para electrones, es conveniente expresar las frecuencias w.; en términos de las asociadas a los
protones y el beam mediante (3.31), la identidad

YiXoe X, Y X
1 — 20 2t [1 _ ! O»l} (3.48)
YoXe1  Xey Yo X5,
y el andlogo a (3.22)
We,l = NeWe,l + ZNpWh,1 (3.49)

2 Anélogamente al caso de plasma electrén-protén, la componente longitudinal de la ecuacién de Ampere linealizada da lugar a
una expresién con varios términos adicionales a (2.50), debidos al drift relativo entre las diferentes especies:

D JF = —e(noe Vi + nieUe) + € (noc Vi + nicUe) + Ze (nos Vi, + n1sUs) (3.46)
J
que proporciona, en vez de la igualdad (2.17) del caso electrén-protén, la misma relacién obtenida con la ecuacién de continuidad
(3.31). Notar que para llegar a esa conclusién se ha usado 1 + kUj/w;; = :’—ll (para cada especie j).
Js
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con lo cual, escogiendo alternativamente j = ¢, b y adimensionalizando:

~ 9] ~ X1 ‘712 ! Y1 Xo,

Jt =2 !BF ST - By—2 X, 1 — ’ 3.50
le,lF1 ,UOVA { 1,lF1 Yl$1 OXeJVA gl }/E)Xj,l ( )
_ Qp Bt {ncXc,lil + ZUbXb,lm] _ NeVie, (1 B YzXOC> L Vlzb,zZm (1 B Ylon)>

toVa LiFl Yiz1 Va YoXc, Va Yo Xu,
(3.51)

Sumando las contribuciones de las tres especies a la corriente total y reemplazando en la ecuacién de Ampere,
se obtiene el andlogo a (2.57):

= Q Biipr [neX2im, X3 151
thig1 By = T2 S 4 Ay, ——— 3.52
1F1571 111 Va { Yiet Ve bTb . ( )
Vi ne | VX3 X, Vi A YiX3, X

+ By Teg 1 Xo — 1X0c - ,111} + B, 16,1 ATy |:X0b_ 0b T b,ljF1:| (3.53)

Va toe | Yo X Yxe Va Yoy Yo Xy, (ZES)

y mediante la normalizacién F.2, se llega a la expresién con dos casos de signo andloga a (2.58):

9B.R Vi Viba =+
0flxp V + 2B[]R:FbV7 + L:FBl,lI1 = 0 (354)
A A

3.1.5. Relacién de dispersion

En vez de las tres relaciones del caso electon-protéon, ahora se tienen un sistema de cuatro ecuaciones en las
variables Bitlil’ Vi vy Vi, Pero de la misma forma que en dicho caso, es posible eliminar éstas dos tltimas

reemplazando en las dos primeras, de donde se obtiene un sistema de dos por dos en las variables Bflﬂ.
El requerimiento de soluciones no triviales para el campo magnético implica la condicién del de nulidad del
siguiente determinante:

R+CB+C + R+bB+b + DL+ R+Cch + R+bB7b _ O (3 55)
R_.Bi.+ R_1Byy R..B_ .+R_yB_y+DL_ ’

con lo cual se tiene, después de considerar por el teorema de Floquet (seccién B.4) I = 0 y las definiciones de w
(B.5) y k (B.6), la relacién de dispersién de 10° grado en X (w).

LyL_.D+LR B .+L R B y+L Ry.Bic+L_R.,B+ (B-cByo — B"’B“gR‘CR*” —RooRie)
(3.56)
cuyo 1dltimo término también puede escribirse como (ver [Hollweg et al., 1993]):
B_ By, — B_,Bi.)(R-cRyp — R_pRy.
BocBion = BBt clun = Foallee) _ (x, X,)2(B_ Bics — BciBon) (3.57)

D

Al igual que para el caso de una especie, en el limite de amplitud nula A — 0 los términos B4, y B4, se anulan,
por lo que la relacién se reduce igulamente a (2.62).

Esta relacion de dispersion ha sido antes obtenida, en el caso particular de un beam de particulas alphas
(Z = 2,A, = 4) y con un procedimiento ligeramente distinto aunque preservando la misma notacién, por
[Hollweg et al., 1993]. Sin embargo, es importante mencionar que el célculo alli realizado (y al igual que en
muchos trabajos posteriores) se efectué en el sistema de referencia donde el core de protones estd en reposo:
U =0y Uy, =0 (en vez de (3.10) y (3.11) aqui usado). Por otro lado, merece ser notado que la relacién de
dispersién anterior para el caso particular de un beam de protones (Z = 1, A, = 1), que es la misma a utilizar
para las soluciones numéricas a desarollar en la siguiente seccién, ha sido derivada en [Gomberoff et al., 2002].
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3.2. Plasma de fluidos protén-proton: Resultados numeéricos

Ahora se mostraran las caracteristicas mas relevantes de la relacién de dispersién para plasma protén-protén
Z =1, A, =1 (3.56), enfatizando las diferencias con respecto al caso de una especie mostrado en la seccién 2.5.
Los pardmetros adicionales a este caso previamente analizado, son la densidad relativa del beam con respecto
a la de electrones 7 (6 con respecto a la del core 7)), la velocidad relativa entre especies U y el pardmetro beta
del beam Bb (ademads que el pardmetro B}, de los protones del core cambia a 56) Ellos seran escogidos en rangos
que podrian ser apropiados para explicar inestabilidades paramétricas en el viento solar rdpido, los que han sido
brevemente discutidos en la seccién 1.4.2.

3.2.1. Comportamiento general sin onda pump
Eleccién de la onda pump

Debido a que la topologia de las relaciones de dispersién de la onda pump depende de n y U (recordar (3.1.1)),
resulta un poco ambigiio determinar un valor dado de Xy e Yy que sirva cuando estos parametros varian de
acuerdo a (3.25) (es decir, jconviene mantener constante Yy 6 X(?). Ademds, serfa 1til poder establecer un
criterio apropiado para la comparaciéon entre ondas pump con el caso de una especie, en donde el valor X
(para ondas L) se escogié primero como un indicador de la lejanfa con respecto a la resonancia wy = V4, que
da cuenta de los efectos dispersivos. Otro argumento a favor de una eleccién apropiada de estos parametros,
es poder establecer una comparacién con el célculo en el sistema de referencia del core de protones en reposo:
U. =0y U, =0 (en vez de (3.10) y (3.11) aqui usado), que es de amplio uso en la mayoria de los articulos
referentes a inestabilidades paramétricas con varias especies. En esta situacion, la resonancia core esta dada
simplemente por la misma expresién de un fluido Xy = 1, de donde se infiere que los efectos dispersivos seran
(practicamente) iguales escogiendo el mismo X, en ambos casos, lo que no sucede con nuestro sistema de
referencia del centro de masas.

En base a todos estos razonamientos, la distancia (perpendicular) entre un punto (Yp, X) de la rama L de
la relacién de dispersién de la onda pump para dos especies (3.25) (hacia adelante) y la recta de resonancia core
Xoe (ver definicién en figura 3.1), dada por:

A 1_UC}/0+X0_1|
VUZ+1

serd la misma que la distancia entre un punto (Yy, X)) de la rama L de la relacién de dispersién de la onda
pump para una especie (1.95) (hacia adelante) y la recta horizontal de resonancia X = 1:

do (3.58)

dy=1-X/} (3.59)

Asi, para la rama L mencionada, siempre se escogera como onda pump un caso previamente analizado para una
especie de protones caracterizado por X{), de donde el X e Y; a usar aqui (para dos especies) provendrdn de
imponer la condicién:

dy = dy (3.60)

La ventaja de este procedimiento es que la onda pump, en ambas situaciones, se ubicara en un punto donde los
efectos dispersivos (debidos al core) son idénticos. La ilustracién de ello se presenta en la siguiente figura:
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1.2
r ] Figura 3.5: Curva azul: rama L de rel. de
W= oo 7 dispersion con beam de protones (3.25). Cur-
r ’65.}5;67 N ] va roja: rama L de rel. de dispersion de un
Cos- "< eSPecigg T~ ~ . _ _ ) N fluido (1.95) (Aunque no se ha usado, tam-
% r P el ] bién se indica en lina roja discontinua la ra-
>'"<s 0.6~ espec\,"' ~ d2 ! R ma L de la rel. de dispersién con beam, en
2 I .e(\\;‘x ! ] el sistema de referencia con el core en re-
041 W én L 2 especies (v X)) . poso). En naranjo y piurpura se indican las
r AV ] curvas de resonancia del core para el caso
021 7 sin y con beam, respectivamente. Pardmetros
r ] X)) =075, U= 1.5, mq = 0.15. Ver explica-

O'cc)).o s 0 s 2.0 cion en texto.

Yo=ko VA2,

El equivalente a la pump de una especie (circulo naranjo), donde es conocido X, se escoge imponiendo la
igualdad de distancias a las curvas de resonancia dy y da (3.60), de donde se obtiene la pump a usar (circulo
purpura) para el caso de dos especies (X, Y)

Caso A=0

Al igual que para una especie (2.5.2), se analizard el caso limite de amplitud nula A = 0, en el que la relacién
de dispersion se reduce a la misma expresién (2.62). Esto implica igualmente tres conjuntos de 2 raices c/u

D=0 & (XCX,,)Qzlf_n<n

rp X2 r.X?
b c_|_ b)

.61
A, A (3.61)

Siguiendo el procedimiento de [Hollweg et al., 1993], una de las soluciones aproximadas de la ecuacién
anterior se halla en el limite de un beam poco denso 1 — 0, donde es dominante el segundo término del
paréntesis, obteniendo:

X2~ (B +80)Y? (3.62)

Esto representa simplemente el equivalente a los mismos modos actsticos de una especie £s (2.63), notando
que estdn soportados por el core de protones. Su representacion grafica, en el plano w, — k, es simplemente
un par de rectas simétricas con respecto a la linea X = U.Y, y cuya apertura depende de los pardmetros
beta de electrones y el core. Otra solucién aproximada a (3.61) se obtiene en la situacién opuesta, donde
el segundo término del paréntesis es dominante debido a la condicién n ~ A, /7, por lo cual:

X2~ pEy? (3.63)

Esta relacién puede ser interpretada como un modo actistico soportado tinicamente por el beam de pro-
tones, denotdndose por tanto como +sB (en donde + indica igualmente desplazamiento hacia adelante y
atras, respectivamente, pero ahora con respecto al sistema de referencia en que el beam estd en reposo).
Andlogamente a los modos +s, su representacién grafica es simplemente un par de rectas simétricas con
respecto a la linea X = U,Y, y cuya apertura depende del pardmetro beta del core.

Se puede verificar, al resolver numéricamente, que el par de relaciones anteriores son una muy buena
aproximacion a las soluciones exactas de (3.61).

Las bandas laterales Ly = 0 poseen expresiones andlogas a (2.64) y (2.65), sustituyendo la correspondiente
onda pump (3.25) que involucra igualmente wy y k. Pero debido a la presencia del beam, ahora existe
un par de modos adicionales a los conocidos +f y +b, denotados como £B y surgidos de la traslacion
apropiada de la curva B de la onda pump (ver figura 3.1 y discusién posterior).

Con las consideraciones anteriores, se tiene ahora para los cuatro casos de pardmetros presentados de la
pump en 3.1
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Figura 3.6: Relaciones de dispersion X v/sY en el limite A = 0 (2.62), con X{; = 0.35 (el mismo usado
en 2.4), BE = 0.05, B = 0.05 y Bf" = 0.05 (ver justifiacién de esta eleccion en la siguiente seccion 3.2.2).
Los parametros de cada diagrama son los mismos que la figura de la pump 3.1, para enfatizar que las bandas
laterales L1 se obtienen de una simple traslacidn de las respectivas curvas de dicho diagrama (similar al caso de
una especie, ver figura 2.4). También se ha indicado la linea de resonancias del beam para L_ (zona del “gap ).

El aumento de U provoca que las ramas actsticas asociadas al beam +sB giren en sentido antihorario (con
respecto al origen), mientras que las +s se desplazan en forma poco apreciable. En cambio, el aumento de la
densidad 7, ocasiona precisamente el efecto contrario: un giro en sentido horario de las mismas ramas +sB y
también para las ramas +s (aunque de forma mds marcada para el caso de U alto).

Inestabilidad lineal acustica

Dentro del barrido de parametros para este caso limite de amplitud nula A = 0, se ha hallado un comporta-
miento extrano para un estrecho rango de pardmetros: se trata de una inestabilidad lineal generada por la fusion
de los modos actsticos —sB y +s cuando sus velocidades de fase se igualan, de una naturaleza muy distinta a
la conocida inestabilidad lineal de la onda pump para velocidades de drift grandes (ver 3.4), pues toda la zona
k > 0 es inestable con «y creciente de forma lineal en k, tal como se aprecia a continuacién:
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(a) Relacion de dispersion Re(X) v/s Y (b) Tasa de crecimiento Jm(X) v/s Y

Figura 3.7: Diagramas de dispersion para n, = 0.02, U = 0.54. Mismos otros pardmetros anteriores (Yo =
0.430, Xo = 0.345) Notar que la inestabilidad lineal acistica generada por —sB y +s cubre todo el rango k > 0.

Cabe destacar que esta inestabilidad acustica fue hallada en [Hollweg et al., 1993] (ver su figura 5) en
el contexto de un plasma con un beam de particulas alfas, y analizada con un poco m&as de detalle en
[McKenzie et al., 1993] y [Jayanti and Hollweg, 1994], donde se le identificé como una inestabilidad (no pa-
ramétrica) del tipo two stream, esencialmente longitudinal. Aproximaciones del rango en § en el cual existe y
sus maximas v pueden ser halladas en las referencias anteriores.

Sus tasas de crecimiento pueden llegar a ser tan grandes que enmascaran muchas de las inestabilidades
paramétricas estudiadas, por lo que en lo posible se evitard estudiar el entorno de ese rango (de paso, nétese
que los parametros de la figura 3.6b provocan que las ramas +s y —sB estén muy cerca, de modo que dicha
situacion estd al borde de experimentar esta inestabilidad actstica). Sin embargo, para tener una nocién de los
valores de U en los cuales se desencadena, se mostrard unos cuantos grafico de la variacion del 7,4, méximo
de esta inestabilidad (que serd en el extremo derecho del rango de ntimeros de onda, para Y = 2.0) en funcién
de U, similar a los mostrados en el capitulo previo:

(0 J(0 Y4 L B I I S B (004 e L B I L S B B
E[ x k<ko i i i ; E E[xk<ko |22, E
E +k>ko : : : E| E +kko [ : : E|
0.06 [ M RO | 0-06:6Ma><1<<k% A
E a Max k>k0 3 El & Max k>k 3
E : 3 E : A H : : 3
0.05E 3 E S TR TN NN I
Gu0.04§ 3 A
B E = A
H] E E ;
= 0.03F - 5 a
E At 3
0.02 b B 0.02 - B
E A 3 E A 3
001 3 001f 2 i 3
0005 v h b e e b 0.005  u b e e b
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
U, U,
(a) n, =0.02 (b) mp =0.15

Figura 3.8: Tusas mdzrimas de crecimiento Yma. de la inestabilidad lineal para U wvariable en Y < 2.0 y los
valores de densidad indicados. Mismos otros pardmetros anteriores.

De aqui se infiere que esta inestabilidad, conforme se incrementa la densidad, aumenta tanto los rangos de
U en los que se activa como también los v asociados, aunque la velocidad para la cual la tasa de crecimiento
es mdxima no se desplaza en U (una mencién lateral: precisamente en dicho punto méximo, U = 0.54, es que
se graficé 3.7). Por otro lado, ;Qué efecto tiene el cambiar cada uno de los betas, en los rangos activos de esta
inestabilidad?. Para ello, se mostraran tres graficos en los que se varfan individualmente los (’s asociados a cada
especie, para el caso de alta densidad:
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Figura 3.9: Tasas mdzimas de crecimiento Ymaz de la inestabilidad lineal para U variable en' Y < 2.0, g, = 0.15
y los valores de beta’s indicados. Mismos otros pardmetros anteriores. Notar el diferente rango de ordenadas
para el caso con B. = 0.2, para establecer una apropiada comparacion con 3.35b.

El méximo de cada curva de 7,4, se desplaza para U mas altos al aumentar cualquier 3, aunque en la
misma cantidad para . que (.. En particular, incrementar . ensancha notoriamente el rango de posibles U’s
en los cuales la instabilidad estd activa, ademds de aumentar el maximo de la curva de Y. v/s U a casi el
triple. Por otro lado, aumentar los betas asociados a los protones tiene el efecto precisamente opuesto: acorta
el rango en U y disminuye 10S 7Y,,4,. El aumento de [, tiene practicamente los mismos efectos que el de (..

Por tltimo, merece ser notado, como ya se discutié en la referencia previa [Hollweg et al., 1993], que al usar
un A # 0, esta inestabilidad lineal cambia ligeramente los rangos de U en los cuales aparece, tendiendo ademaés
a amortiguarse.

3.2.2. Caso particular: Velocidad de drift nula

Es posible recuperar la misma estructura de las conocidas inestabilidades paramétricas de 1 especie (figura
2.6) en el caso limite de considerar un beam muy tenue 7, — 0, ya que las tres inestabilidades, obviamente,
conservan las mismas caracteristicas independientemente del valor de U 6 (. De paso, ahora puede ser justificado
la eleccion de los pardmetros beta en la figura 3.6, que se hizo precisamente para que este limite de una especie,
en el marco de teoria de fluidos, fuera lo mas consistente posible. En efecto, en dicho caso limite, los parametros
Be v Bp son indistinguibles, en el sentido que sélo su suma 3 = . + 8, = 0.1 entra directamente en la relacién
de dispersién. Luego, en este caso de dos especies, es razonable escoger . = (3, = 0.05 para que su suma sea
igual al valor anterior, ademéas de no explicitar preferencia por los electrones o protones. En cuanto al beta del
beam, simplemente se escoge igual al proténico 8, = 3, = 0.05, de modo que el beta total de ambas especies
iénicas sea 3, + B, = 0.1.

Por otra parte, también es interesante considerar el caso en que no hay velocidad diferencial de deriva entre
especies (U — 0), puesto para ciertos pardametros las inestabilidades son préacticamente iguales a las de una
especie (6 limite 7, — 0). A modo de ilustracién, se mostrardn un ejemplo de estos casos con una amplitud de
la onda pump A = 0.3% (el mismo del caso estdndar de un fluido):
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Figura 3.10: Diagramas de relacion de dispersion para A = 0.09 y los demds pardmetros son idénticos a los

de la figura 3.6. Arriba: n, — 0 y U = 1.5. Abajo: npy = 0.15 y U — 0

La identificacién de las inestabilidades decay, beat y modulacional del caso de una especie es evidente al
comparar con la figura de fluidos 2.6. Cabe senalar que en estos casos la morfologia de las ramas del beam cambia
completamente en el plano w, v/s k, pero a pesar de ello las caracteristicas de las inestabilidades (frecuencia,
tasas de crecimiento y velocidad de fase) se mantienen constantes para cualquier valor de los cantidades asociadas
al beam (excepto los efectos de la variacién en el beta del beam (), y s6lo dependen de los pardmetros de una
especie cuyos efectos ya fueron analizados en el capitulo previo. Obviamente, esto se produce porque las ramas
que conforman las inestabilidades de una especie, se mantienen invariantes en ambos limites analizados.

Efectos del beta del beam

i, Qué ocurre con las inestabilides anteriores, en este limite de velocidad de deriva nula U — 0, al variar el
paramétro térmico del beam (3,7 Aqui se nota que surge un par de nuevas inestabilidades asociadas a la mera
presencia del beam, para ciertos valores de 7,. Para una visualizacién general de este comportamiento, primero
se mostrard una grafico de las caracteristicas de los maximos de cada inestabilidad (Ymaz, Vémaz, Kmaz) €0
funcién de (3, de forma similar a lo realizado en el capitulo previo para el caso de una especie:

111



3.2. Plasma de fluidos protén-proton: Resultados numéricos 3. Efectos de un beam de iones

Tund

Tund 2

0.00
0.

S S S S I R R R R e R R R R e
Er ko 0.8} keko h““’“:ﬂ, ¥ k<k0
El +k>ko decay Ll + k>ko X KRR 0.8t ksko
Bl & Maxckeko [| o Maxkekof ~ mod " H o Max k<ko
Max k>k0 S H & Max k>k0 decay
[ ﬁﬁﬁﬁﬁk eaml laasak,
o8 o 06 A, team1
A . 5
beam1 beat prtT = et
L + J rhEkizas
< + K] beat BAERES b shpApny
E - L A E, ot
a8 F t
= I & deca L ** beam2
E L mod mod lsasast A .
i W - mod IS4
E beat A‘*A&ii‘i S beat 02 02
E O beam2 r r
E T - miﬁk% e r
E | beam1l beaml ttaag, e, L L
S T S ) ool .\ . R R R R ool . . R R R R
02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10
By By Bs
(a) Ymaz 'U/s By mp = 0.02 (b) V¢, max U/s By mp = 0.02 (C) kmaz 'U/S By mp = 0.02
g 08| [3rkeko ey p [T *k<ko
vy decay H + ko —_—-— 0811 313k0
& Max k<k0 [| o Maxk<ko| ~mod wm ML mod © Max k<k0
A Max k>k0 AAAM * H & Max k>k0 detay
o I MM""M frrasss i
R . AARARSE 06 g,
beat A [ ‘Mf’ﬁlﬂ beat
o L . et beat o beat IR cal
|- + =2
E N > 04 %04 1
E | h 3 g
L & 2% [ e al
E mog [oanasa’ r ™
TRt el S fr deca L —
E %ea Bhag, e beat 0.2 ind 0.2 ot mod
£ +, ++T%Eiii By R r r S e
E +beaml + " bﬁ'a#ffg&** ‘g&' mod L *
E T NS B r
S 7S ool 4 L L L L ool . 1 L L L M
02 0.4 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10
By By By
(d) TYmax ’U/S Bp- mp = 0.15 (e) Vo, max U/S Bp- mp = 0.15 (f) kmaz ’U/S Bp- my = 0.15

Figura 3.11: Mdaximos de inestabilidad para 0 < (B, < 1.0. Arriba: caso de baja densidad n, = 0.02. Abajo: caso
de alta densidad n, = 0.15. X = 0.35 = Xy, Yy = 0.434. Los demds pardmetros son idénticos a los de la figura
previa 3.0.

= Las tres inestabilidades conocidas de una especie sufren disminuciones en sus 7.z, precisamente en

los sectores donde las inestabilidades del beam alcanzan tasas de crecimiento comparables a ellas. Este
fenémeno es més notorio conforme la densidad del beam aumenta (diagramas inferiores). El incremento
de la densidad del beam, para un f, dado también aumenta 1os 4. de la inestabilidades del beam
(y sélo esas). Aunque no es mostrado, también se ha verificado que el 7,4, de estas inestabilidades es
mondtonamente creciente con respecto a la amplitud de la onda pump A y a su frecuencia Xj.

= Del diagrama de k4, se deduce que en realidad son dos inestabilidades distintas las asociadas al beam. La

primera (denotada como Beam 1) se caracteriza por desplazarse hacia k menores conforme /3, aumenta,
atravesando consecutivamente la inestabilidad decay y beat (que es los puntos donde alcanza sus méximos
Ymaz ), hasta desaparecer cerca de k = kg. En cambio, la segunda (denotada como Beam 2) surge en
un [, relativamente alto, cerca del k de la inestabilidad modulacional, desplazdndose hacia k mayores y
tendiendo igualmente a ko. Entre méas lejos (mayor distancia en k) se situén las inestabilidades del beam
de alguna de las inestabilidades de una especie, menor sera su Vqz-

= Notar que tanto Beam 1 como 2 presentan el mismo umbral de supresiéon en U, que serda menor conforme

mayor sea la densidad del beam.

= Merece ser destacado el hecho que después (i.e: para [, mayores) que la inestabilidad Beam 1 atraviesa

la decay o beat, o después que la Beam 2 surge de la modulacional, estas inestabilidades de una especie
NO recuperan sus Yma. previos (los que tenfan para (3, menores), sino que disminuyen un tanto, mante-
niéndose asi. Esto serd mas marcado si la densidad del beam es mayor. En otras palabras, es como si
las inestabilidades del beam ”drenara“ parte de la energia de alguna de las inestabilidades decay, beat
6 modulacional cuando las atraviesa (mismo k), pero ”devolviéndoles” sélo una parte después que se ha
alejado (diferentes k).

= Notar que las inestabilidades asociada al beam puede reconocerse al tener velocidades de fase vg max

crecientes con respecto a [, (y ademads las dos siguen la misma tendencia), a diferencia de la modulacional,
beat y decay que no varfan apreciablemente con este pardmetro. Sin embargo, también hay zonas donde
estas inestabilidades conocidas se fusionan con aquellas del beam, resultando caracteristicas mixtas, como
por ejemplo para 3 2 0.6.

112



3.2. Plasma de fluidos protén-proton: Resultados numéricos 3. Efectos de un beam de iones

[ Por qué surgen estas inestabilidades asociadas al beam? Una manera de responder esta interrogante es mostrar
los graficos de la relacién de dispersion para unos cuantos casos relevantes de (0’s distintos, mostrando la forma
en que la inestabilidad beam atraviesa la inestabilidad decay.
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Figura 3.12: Diagramas de dispersion para varios (B, en el limite U = 0 para el caso de alta densidad n, =
0.15. El resto de parametros son idénticos a los de las figuras previas, en particular con los pardametros beta’s
de electrones y core constantes. ObServese como la inestabilidad del beam 1 se desplaza hacia k menores al
incrementar By, fusiondndose con decay para después aparecer a su izquierda.

De lo anterior, se infiere que es el movimiento de la rama actstica +sB conforme (3, aumenta (en sentido
antihorario), lo que ocasiona el cruce con la rama —b en distintos puntos (siempre para k cada vez menores),
generando la inestabilidad denotada como Beam 1. Por otra parte, para U bastante més altos (figura del extremo
derecho), se genera la inestabilidad Beam 2 debido a la interseccién de +sB con —f, y como tal, se sitia para
k < kg.

Efectos del beta de electrones y core de protones

En el caso de un fluido no habia diferencia sustancial entre el aporte de electrones y protones al beta
total, pues en la relacion de dispersién sélo entraba su suma, a diferencia de lo que sucede aqui. Por lo tanto
; Qué efectos tiene el beta del core de protones o de electrones en estas inestabilidades de una especie? Y en
particular ;Cémo se ve afectada las inestabilidades del beam frente al cambio de dichos parametros? Para
responder esto, mostraremos graficos de los méximos de las inestabilidades similares a los de la figura 3.11,
variando B, y (e
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Figura 3.13: Mdzimos de inestabilidades Yoz para 0 < Bic ) < 1.0, gy = 0.15, y con los beta’s indicados. Los
demds pardmetros son los mismos de los casos anteriores.

Comparando con el grafico analogo del caso de una especie 2.10, se nota:

= Las tres inestabilidades de una especie mantienen un comportamiento muy similar al caso de un fluido,
incluyendo los caracteristicos umbrales en 3 para las cuales beat y modulacional se suprimen. Esto es un
indicio que dichos umbrales s6lo dependen del beta total, y no del aporte relativo de electrones o protones.

= La inestabilidad beam 1 es mondtonamente creciente con respecto a (. a partir de [, ~ 0.05, siendo
dominante para beta grandes. En cambio, ella es monoténamente decreciente con respecto a 3., con un
comportamiento similar a decay pero con menores ¥,,q.- Es decir, betas de electrones y el core de protones
provocan efectos opuestos sobre beam 1, aunque si para un (. y 8, dados ella no existe, entonces cualquier
variacién de B, no la haréd aparecer (Ej: . = B, = 0.05)

= Los graficos vg, maz ¥ Kmaz V/$ B(e,c) NO se muestran debido a que son casi idénticos a los correspondientes
de un fluido para las inestabilidades decay, beat y modulacional, mientras que la inestabilidad del beam
no varfa significativamente con estos pardmetros (i.e.:se mantiene en el mismo k)

3.2.3. Caso genérico: Efectos de la velocidad de drift

Ahora se ilustrard un par de casos caracteristicos de la relacién de dispersién en donde tanto 7, como U
son no nulos, y con la amplitud de la pump escogida igual que en el caso limite de 1 especie 4 = 0.32. Esto
permitird descubrir tanto las nuevas inestabilidades generadas por la velocidad relativa entre el core y el beam,
como las modificaciones de las inestabilidades conocidas debido a este mismo efecto. Para ello, se variara U,
manteniendo constantes todos los demds pardmetros (pero con Xy e Yy variando acorde a la discusion previa),
para dos casos de densidad del beam. El U méaximo a considerar es el necesario para evitar la inestabilidad
lineal (recordar figura 3.4), que en este caso serfa. unas 2.4 veces la velocidad de Alfvén?

3Cabe destacar que, segin [Gomberoff, 2003] y [Araneda and Gomberoff, 2004], la inestabilidad lineal puede estabilizarse con
una onda pump de suficiente amplitud, por lo que seria posible escoger U mayores con un A lo bastante grande y seguir teniendo
un sistema sin esta inestabilidad.
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Figura 3.14: Diagramas de mdximos de inestabilidades para 0 < U < 2.1. Arriba: caso de baja densidad
ny = 0.02. Abajo: caso de alta densidad 1, = 0.02. Los demds pardmetros son los antes usados: 3, = 0.1,
Be =By =0.05, A=0.3% y X, =0.35

Para entender los diagramas anteriores que a primera vista pueden parecer complejos, se caracterizaran
las diferentes inestabilidades que alli se muestran, en el orden en que aparecen de menor a mayor U. Cabe
destacar que la mayoria de las inestabilidades asociadas al beam ya han sido identificadas en trabajos previos,
tal como en [Gomberoff et al., 2002] 4 y [Hollweg et al., 1993] ® , aunque sin la caracterizacién mds completa
aqui realizada. También recordar que sélo en el limite de amplitud nula y/o asintético (k grandes) es posible
designar inequivocamente cada modo, siendo un tanto ambigiia su etiquetacién en la zona de brechas (“gaps”.
Ver discusion de figuras 3.1 y 2.11), por lo que las ramas que conforman cada inestabilidad a mencionar no
siempre serdan las mismas, sino que dependeran de los parametros usados. Lo que se mantendra siempre para
todas las inestabilidades es la tendencia de c¢/u frente al cambio de pardmetros.

= En general, las inestabilidades modulacional, beat y decay experimentan el mismo tipo de comportamiento
que al variar (3, para el caso U — 0 (ver figura 3.11): mantienen practicamente constante su Yiaz,
kmaz ¥ Vg,maz @ lo largo de todo el rango mostrado, excepto en las zonas en que se fusionan con otras
inestabilidades. Sin embargo, desviaciones de este comportamiento son manifiestas para densidades del
beam m4s altas, sobre todo para la inestabilidad decay que llega a desaparecer en el diagrama inferior (ver
explicacién mds abajo). También nétese que, en el caso de alta densidad, las velocidades de fase vy max
de estas inestabilidades son decrecientes con respecto a U.

= En general, todas las inestabilidades asociadas al beam aumentan sus 7,4, y su rango en k, para un U
dado, al incrementar la densidad del beam 7. De los diagramas resumen anteriores también se concluye
que el aumento de densidad del beam no cambia ni genera nuevos tipos de inestabilidades, por lo que bas-
tara analizar detalladamente el caso de alta densidad, en la cual estas inestabilidades son més importantes,
para extraer las caracteristicas generales sobre ellas.

s Para U < 0.4, sélo existen las tres inestabilidades de un fluido ademds de la (ya discutida en el caso limite
U = 0) Beam 1 , proveniente del cruce entre las ramas +sB y —b. El aumento de la velocidad relativa del
beam provoca un desplazamiento en sentido antihorario de la rama acistica —sB, produciendo el mismo
efecto que el aumento de 3, antes discutido (ver figura 3.11 y su posterior discusién): un desplazamiento
de esta inestabilidad hacia k cada vez menores, atravesando y fusionandose consecutivamente con decay y

4para las denominadas aqui como beam 3, 4, y 6; para un plasma protén-protén con onda pump de polarizacién derecha.
Spara un plasma con beam de particulas alfas.
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beat, hasta desaparecer cuando se ubica en las cercanias de k. De este modo es observable esta instabilidad,
en circunstancias que con los parametros 3 escogidos y U = 0 no seria posible. Por tltimo, cabe recordar
que Beam 1 puede ser reconocida por sus velocidades de fase crecientes con respecto a U.

Para U 2 0.4, se produce una desestabilizacién producto de la fusién de las ramas —sB y +s, generandose
la inestabilidad no paramétrica identificada previamente como two-stream (ver figura 3.7), a denotarse
como Beam-acistica. El hecho de tener A # 0 produce un efecto estabilizador en ella, pues ya no tendra
linealmente crecientes en k, sino que formara varias inestabilidades con un amplio rango en k en tres zonas
distintas que iran apareciendo conforme U crezca. Una amplitud no nula también tiene el destacable efecto
de disminuir el umbral en que surge esta inestabilidad con respecto al caso A = 0 (que serfa en U 2 0.475
para el caso de alta densidad y U 2 0.51 para el de baja, ver figura 3.8b). A modo de ilustracién, véase
las siguientes figuras:
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Figura 3.15: Diagramas de dispersion para varios U para el caso de alta densidad n, = 0.15, en la zona de
la inestabilidad beam aciustica. El resto de pardmetros son idénticos a los de las figuras 3.14. ObServese como
la inestabilidad beam acistica aparece en tres zonas que van apareciendo y/6 desapareciendo sucesivamente
conforme se incrementa U

En la figura izquierda, la inestabilidad con tasa de crecimiento lineal que surge desde k = 0 serd denotada
como Beam acistica 1, no cambiando mucho sus v,,q. que son similares a los de la modulacional. En la
misma figura se observa otra amplia regién inestable debido a la misma interseccién de ramas menciona-
das, denotada como Beam acistica 2. Esta tiene la particularidad de surgir para k altos, y desplazarse
rapidamente a k menores conforme U crece, a la vez que reduce sus 7,4, hasta desaparecer hacia U =~ 0.5.

En la figura central y de la derecha, ademaés de la Beam actstica 1, aparecer otro sector inestable inestable
de las mismas acusticas, a denotarse como Beam acustica 3. También aparece para k altos y se desplaza
para k menores debilitindose conforme crece U, al igual que la Beam acistica 2, pero se mantiene por un
intervalo mayor de U. Esto se debe a que para U un poco mas altos, la rama —sB se separa lo suficiente
de +s como para que esta inestabilidad pase a esta generada por —sB con +f. Como tal, al aumentar
la velocidad U, comienza a atravesar las inestabilidades que comparten + f, primero beat y por ultimo
fusiondandose con modulacional hacia U = 0.96. Diremos que este es el comportamiento limite de esta
inestabilidad para k bajos.

Merecer ser enfatizado que estas tres inestabilidades beam acusticas (no paramétricas), al ser generadas
por la misma rama —sB, poseen la misma velocidad de fase creciente con respecto a U. También, como es
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esperable de la discusién de la figura 3.9, estas inestabilidades beam actisticas son bastante mas importantes
para (. mayores. Por ultimo, como es esperable, en el caso de baja densidad estas inestabilidades beam-
acusticas son mucho menos importantes y con un rango en k més estrecho que el mostrado (es dificil
distinguir beam acistico 1 6 2 en el diagrama 3.14a).

El ligero aumento (y cambio de color en los graficos) en los Y4, de decay para U & se debe a que para
este punto, ella pasa de estar situada arriba a abajo de la rama —sB.

= En los graficos anteriores también es distinguible una muy pequena inestabilidad en la interseccion de las
ramas +sB y —f, que ya habia sido reconocida en el caso limite U = 0 como Beam 2 (en gris), justo a
la derecha de la modulacional (y con una velocidad de fase ligeramente mayor a ésta ultima). Presenta
el mismo tipo de comportamiento con respecto a U que el que posee con respecto a 3, (ver figura 3.11),
existiendo en un muy estrecho rango de velocidades. Para el caso de baja densidad, es tan débil que es
practicamente imperceptible.

= En la figura derecha del diagrama anterior, 3.15f, se puede apreciar en el extremo derecho de k una
inestabilidad producto de la fusién de la rama del beam —B con +s, a denotarse como Beam 3 (en azul y
celeste). Igualmente se desplaza hacia k menores conforme U aumenta, aunque de forma mucho més lenta
que la beam actstica 3, incrementando a la vez sus ¥,,q. sostenidamente (ver diagrama resumen 3.14). A
modo de ejemplo, véase lo siguiente:
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Figura 3.16: Diagramas de dispersion para varios U en el caso de alta densidad n, = 0.15, en la zona de
inestabilidades beam 3 y 4. El resto de pardmetros son idénticos a los de las figuras 3.14.

En la figura derecha se observa el destino final de esta inestabilidad beam 3: termina fusiondandose con
decay (pues ambas comparten la rama +s), que segin la figura 3.14 es hacia U =~ 1.1 en el caso de alta
densidad y U = 1.7 en el de baja. Por ello, se dice que esta inestabilidad es de tipo decay.

Nétese que esta inestabilidad paramétrica es la primera identificada que se produce intrinsecamente por
efectos de la velocidad de drift del beam.
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= En los diagramas anteriores también se aprecia otra inestabilidad en la rama — B, esta vez en la interseccion
con +f, a denotarse como Beam 4 (en amarilla y celeste). Al igual que Beam 3, también se desplaza
hacia k menores conforme U aumenta, aunque parte con una tasa de crecimiento muy importante y va
disminuyendo sus Ymqe. hasta U =~ 0.9, después de lo cual se mantiene relativamente constante. En el
proximo diagrama 3.17d se verd que el destino final de esta inestabilidad, para U altos, es fusionarse con
beat debido a que comparten la rama + f. Por ello, se dice que esta inestabilidad es de tipo beat. No existe
fusién para un U distingible en el caso de baja densidad, por lo menos antes que surja la inestabilidad lineal.
De entre todas las inestabilidades asociadas al beam, se vera que esta es la tnica que es esencialmente
electromagnética, en el sentido de no involucrar ondas actsticas (ver [Hollweg et al., 1993]).

Las dos inestabilidades Beam 3 y 4 comparten la rama — B, siendo por tanto producidas fisicamente por
un proceso dispersivo debido a la proximidad de la resonancia del beam (en lineas punteadas verdes.
Recordar figura 3.1). Otra caracteristica peculiar es que su velocidad de fase vy maqe 1O €s creciente con
respecto a U como todas las otras inestabilidades asociadas al beam, sino que es prac¢ticamente constante,

aunque distinta para c/u.

s Para U 2> 1.1 (ver diagrama resumen 3.14), surgen dos inestabilidades estechamente emparentadas al
compartir la rama —sB. La primera de ellas se produce por la interaccion con — f, y serd denotada como
Beam 5. La segunda se produce por la interacciéon con —b, y serd denotada como Beam 6. El 7,4, de
ambas crece rapidamente con U, tal como su velocidad de fase vg 4z, que es la misma para las dos y muy
superior a todas las encontradas hasta ahora. Sin embargo, Beam 6 posee un estrecho rango en k y se ubica
cerca de k = kg para U bajos, tendiendo al k,,,,, de modulacional para velocidades mayores. En cambio,
Beam 5 tiene un rango en k bastante mas importante, y a diferencia de todas las inestabilidades analizadas,
se desplaza hacia k y w, mayores conforme la velocidad de drift aumenta. Crece mucho mas rapidamente
con U que Beam 6, siendo por lejos la inestabilidad dominante para U altos en las proximidades del
desencadenamiento de la inestabilidad lineal, pero sélo en el caso de alta densidad. A modo de ilustracién
de este comportamiento, vedse la siguiente figura:
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Figura 3.17: Diagramas de dispersion para varios U para el caso de alta densidad n, = 0.15, en la zona de
inestabilidades beam 5 y 6. El resto de pardmetros son idénticos a los de las figuras 3.1/.
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En el diagrama para los v v/s k de la figura izquierda, pueden identificarse consecutivamente, de menor a
mayor k, las inestabilidades modulacional, Beam 6, beat, decay, Beam 5 y Beam 4. Para la figura derecha,
se tiene analogamente: modulacional, Beam 6, beat, Beam 4 y Beam 5.

Notar que en la figura derecha la inestabilidad decay ya no existe ;Por qué se produce este comportamien-
to? Comparando dicho diagrama con los previos, se infiere que debido al movimiento en sentido horario
de la rama +s con U creciente, existe una velocidad umbral (U = 1.55) tal que ella se “despega® de la
rama —b, desapareciendo por tanto la conocida inestabilidad decay, que era la mas ubicua para el caso
de una especie. Este fenémeno también puede ser interpetrado en términos del diagrama 4. v/s U
(3.14d): conforme U va creciendo, se llega a un punto en que la inestabilidad Beam 3 se fusiona con decay,
y es precisamente a partir de alli en que decay disminuye sibitamente sus tasas de crecimiento hasta
desaparecer, como si Beam 3 fuese "drenando“ su energia. La desaparicion de la inestabilidad decay para
U y np relativamente altos es el comportamiento més dréstico que la introducciéon del beam tiene sobre
las inestabilidades de una especie.

3.2.4. Caso genérico: Efectos de la densidad del beam

Es 1til verificar cémo cambian las inestabilidades antes identificadas al variar constantemente la densidad
del beam 7, para un U y el resto de los pardametros fijos. Debido a que existen zonas estrechas de este tltimo
pardmetro en las cuales se presentan inestabilidades distintas, se escogen varios valores de U para tener el
panorama completo. Se enfatizard sobre todo las inestabilidades beam 3,4,5 y 6, pues son las que aparecen
también (obviamente ademds de las tres inestabilidades de un fluido) en el modelo cinético-hibrido (ver seccién
3.2.3):
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Figura 3.18: Mdzimos de inestabilidades en funcion de la densidad del beam ny, varios valores de U. Los demds
pardmetros son los mismos que en las figuras previa.

De aqui se deduce:

= Las inestabilidades de una especie se ven afectadas por la presencia del beam disminuyendo sus Vpqz
conforme su densidad sea mayor, aunque de forma méas marcada para decay.

Como ya era esperable en vista de la discusion para U variable, la inestabilidad decay presenta un um-

bral de supresion en 7,. Entre mayor sea la velocidad de drift, esta velocidad critica en que desaparece
serd menor (comparar figuras 3.18g y 3.18g). Esto puede ser entendido en vista que la inestabilidad decay

estd,

conformada por una rama +s, la cual es afectada por el incremento en la densidad 7, girdndola

en sentido horario, y por lo tanto separandola de la otra rama que la conforma —b. También puede ser
interpretado en término de beam 3, ya que al ir incrementando 7, luego de que ella se fusione con decay,
ésta 1ltima comienza a decrecer rapidamente hasta anularse
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= Las inestabilidades beam 1 y 2 son siempre crecientes con respecto a la densidad del beam, tal como se
ve en 3.18a

= Contrario a lo que podria esperarse, las inestabilidades beam 4, 5 y 6 no siempre se incrementan con
M, Sino que existe una densidad critica de saturacién, tras la cual disminuyen. Ella tomara valores maés
grandes conforme mayor sea la velocidad U.

= La velocidad de fase de todas las inestabilidades comienza a ser decreciente con respecto a la densidad del
beam a partir de un cierto U > 0.4, y esta tendencia se hace cada vez mas notoria para U mayores. Ello
se debe a que hay una cierta tendencia de todas los méximos de inestabilidades a ”acumularse” hacia k
bajos, para velocidades U y densidades 7, altas.

No se han considerado las (escasas) nuevas inestabilidades que se producen a densidad muy altas, por no ser
fisicamente realizables en la mayoria de los ambientes espaciales.

3.2.5. Caso genérico: Efectos del parametro beta del beam

Aqui se analizard los efectos de la variacién en los pardmetros térmicos ..., teniendo presente los resultados
obtenidos en el caso limite de un fluido de la seccién 3.2.2. Se enfatizara sobre todo las inestabilidades beam
que aparecen a altas velocidades de drift: 3,4,5 y 6, pues son las que aparecen también (obviamente ademés de
las tres inestabilidades de un fluido) en el modelo cinético-hibrido (ver seccién 3.2.3):

Beta del beam

Ahora se investigardn los efectos de la variacién en el pardmetro S, en el caso de alta densidad (simplemente
porque las inestabilidades son mds notorias). Se realizaran diagramas para varios U debido a la naturaleza
intrinsecamente distinta de las inestabilidades que aparecen en cada zona.
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Figura 3.19: Maximos de inestabilidad para n, = 0.15 y U = 0.2 y By variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= Al aumento de velocidad de drift provoca que los 3, requeridos para producir el comportamiento del caso
limite esquematizado en la figura 3.11, para las inestabilidades Beam 1 y 2, se reduzcan considerablemente.
Es decir, para este caso de U = 0.2, los umbrales de supresién de la inestabilidades Beam 1 (cruces grises)
y Beam 2 (diamantes y asteriscos grises) es apendas (3, =~ 0.5 (casi la mitad que en el caso U = 0),
y consistenmente el rang en que esta activa esta ultima es bastante estrecho. Se ha verificado que esta
tendencia se mantiene para otros valores de U bajos. Si bien las curvas de velocidad de fase vy mq, de las
inestabilidades Beam 1 y 2 incrementan su pendiente con respecto a (3, esto no indica un incremento de
esta magnitud para ellas, sino que es sélo un efecto lateral del fenémeno antes descrito.

= En todos los casos de U mostrados, las tres inestabilidades de una especie exhiben un vmaz ¥V Kmaz
practicamente constantes frente a la variacién de (. Sélo se perciben pequenas variaciones para los
rangos de parametros en que algunas de estas inestabilidades estd fusionada con alguna de las asociadas
al beam, en especial la decay. Pero en este caso, también es clara la reduccion en los 7,4, de beat hacia
0Oy =~ 0.27 y de modulacional hacia &, ~ 0.35
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Figura 3.20: Mdzimos de inestabilidad para n, = 0.15 y U = 1.0 y By variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= En los graficos para U = 1.0, se puede apreciar con mas importancia (mayores Ymq.) la inestabilidad
Beam /J (cruces celestes), apareciendo para 3, — 0 en torno a k =~ 1.35 y desplazdndose muy lentamente
al variar beta del beam hasta [, ~ 0.5, en donde comienza a moverse rapidamente hacia k mayores hasta
desaparecer del rango observado, manteniendo siempre el mismo 7,4, (la disminucién después de 3, = 0.5
es s6lo aparente debido a que sale del rango observado).

= El minimo en decay para U = 0.65 (y el cambio de color de amarillo a celeste), se debe a que en ese punto
esta inestabilidad pasa de estar ubicada arriba a abajo de de la rama —sB en el plano w, v/s k, siendo
consecuentemente el sector en que actia la inestabilidad Beam actstica 1.

= En los mismos diagramas U = 1.0 estd la inestabilidad Beam / (tridngulos amarillos), que, a diferencia
de todas las demds, experimenta un sostenido crecimiento de su Ymq, conforme aumenta [y, superando
inclusive las tasas de crecimiento de la inestabilidad decay. Apareciendo hacia 3, — 0 en k ~ 1.7, también
se desplaza hacia k mayores conforme [, crece, en forma lenta primero, y més rapida después. Dicho
cambio de comportamiento se debe a una transicion continua en la naturaleza de esta inestabilidad, en
el sentido que para (3, grandes pasa a estar conformada por las ramas —sB y +s, identificindosele mas
apropiadamente como la inestabilidad two-stream Beam actstica 2.

= En el mismo diagrama para U = 1.0 se puede observar una inestabilidad Beam-actstica 3 (cruces grises)
en el limite de k bajos, siendo generada consecuentemente por —sB y +f. Surge de la modulacional y se
desplaza a k mayores conforme [, se incrementa, a la vez que su Y,q, tiene el comportamiento oscilatorio
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Figura 3.21: Maximos de inestabilidad para n, = 0.15 y U = 1.5 y B variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= En el grafico anterior para U = 1.5, aparecen las dos inestabilidades con la misma velocidad de fase (la cual
es decreciente con respecto a [3,) Beam 5 (tridngulos y cruces grises) y Beam 6 (diamantes y asteriscos
grises), que poseen un comportamiento similar para sus curvas Yimaz, pues ambas disminuyen en general
conforme (3, aumenta, teniendo un umbral de supresién hacia (3, ~. Por otro lado, ambas inestabilidades
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tienden hacia k = ko al aumentar By, por la izquierda y derecha respectivamente (aunque el desplazamiento
total en k es mucho més notorio para Beam 5). Todas estas caracteristicas son precisamente las opuestas
que experimentan estas inestabilidades en los diagramas con U variable (comparar con 3.14). Ello puede
ser entendido en base recordando el comportamiento de la curvas acisticas —sB en el plano w, v/s k: El
aumento de U provoca un giro en sentido antihorario de dicha rama, mientras que el aumento de 7, tiene
precisamente el efecto contrario (debido al aumento en la apertura del par +sB).

Por otra parte, en la misma figura U = 1.5, la inestabilidad Beam 4 posee un comportamiento igualmente
creciente como en U = 1.0, pero mucho més suave y con tasas de crecimiento menores, no llegando al
limite de cambiar su comportamiento al de una inestabilidad beam actistica como en dicho caso. La Beam
3 ya no se observa al estar completamente fusionada con decay para este valor de U.

Para (3, altos, y al igual que para U = 1.0, surge el limite de k bajo de la inestabilidad Beam acustica 3,
desplazandose a la derecha al ir incrementando dicho parametro, aunque con 7,,,, mas bien débiles.
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Figura 3.22: Maximos de inestabilidad para n, = 0.15 y U = 2.0 y (5 variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

En las figuras para U = 2.0, la inestabilidad Beam 6 tiene el mismo comportamiento decreciente con [
va identificado previamente, con su umbral de supresién desplazando a la derecha, cerca de 8, ~ 0.7.
Si bien Beam 5 sigue el mismo patrén para [, pequeno, para mayores valores de dicho pardmetro es
practicamente constante en un buen tramo, decreciendo tardiamente y anuldndose para un valor bastante
grande de ), ~ 1.43 (no mostrado graficamente). En todo el sector analizado,3, < 1.0, Beam 5 es por
lejos la inestabilidad dominante.

La otra inestabilidad que aparece en el ultimo diagrama, Beam 4, se mantiene practicamente invariante
frente al cambio de [y.

3.2.6. Umbrales para beta del core y electrones

Ahora se se presentard algunos gréficos para ejemplificar el comportamiento, principalmente, de las nuevas
inestabilidades asociadas al beam frente a la variacién de los parametros beta del core 3. y de electrones [,
extendiendo los resultados del caso limite U = 0 (ver figura 3.13 y discusién posterior). Por las razones antes
mencionadas, se enfatizara el estudio de las inestabilidades beam 3,4,5 y 6:

. variable

Asi, para el beta del core de protones se tiene:
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Figura 3.23: Mdzimos de inestabilidad para n, = 0.15, varios U, B, = 0.05, B, = 0.05 y B, variable. Los demdas
pardmetros son idénticos a los de las figuras previas.

= En U = 0.2, tal como se podria suponer, el panorama para las tres inestabilidades de una especie es similar
al caso limite de un fluido 3.13a, con los umbrales caracteristicos de beat y modulacional. Al comparar los
otros casos de U figuras, se observa que estos umbrales en 3. se desplazan un poco, pero sin una tendencia
facilmente identificable.

= Al comparar con 3.13, se infiere de la primera linea de figuras que el incremento de la velocidad de drift
desplaza el minimo de la curva de la inestabilidad Beam 1 (tridngulos amarillos y celestes) de 44, para
B. mayores (8. ~ 0.35), a la vez que disminuye las tasas de crecimiento maximo que alcanza. Su kg, 10
varia apreciablemente.
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= En los diagramas para U = 1.0, la inestabilidad Beam 4 tiene la misma dependencia con . que con [
antes descrita (Un Yimaz ¥ UD Kpee rdpidamente crecientes), torndndose para k altos una inestabilidad
beam actstica 2.

En cambio, la Beam 3 es notoriamente decreciente, y casi sin desplazamiento en k. Sin embargo, en el
limite 8. — 0, Beam 3 tiende a fusionarse con decay como puede observarse de la superposicién de sus

kma:r M

Es destacable el hecho que beam 3 presenta la misma tendencia para sus Y. v/s . que decay, mientras
que lo mismo sucede para Beam 4 y beat (en el rango en que la primera estd activas), justificindose ain
mas los apelativos antes mencionados.

Notar también que la fusién de ramas —sB con +s produce una inestabilidad beam actstica particular-
mente intensa entre 0.47 < (. < 0.62.

= En los diagramas para U = 1.5, la inestabilidad Beam 4, a pesar que su k4, igualmente se desplaza
Be, ya no lo hace tan rdpido como en el caso anterior, manteniéndose acotada para k < 2.5. (de paso,
notar que es la tnica inestabilidad entre todas estas analizadas que exhibe un claro desplazamiento en k
frente a B;.) Su curva de Yae v/8 Be sigue presentando la misma tendencia que beat, aunque de forma
tan magnificada que de hecho es la inestabilidad dominante practicamente para todo (..

Para 8. 2 0.27, la inestabilidad decay deja de estar fusionada con Beam 3, separdndose para estar a
un k£ un tanto mayor, aunque preservando su misma tendencia decreciente antes identificada. Entonces,
a mayor U, la separacién de la inestabilidades beam 3 y decay se produce para un (. cada vez mayor,
siempre que esta tltima este presente.

Beam 5 y 6 no se desplazan de su posicion en k, manteniendo igualmente una velocidad de fase constante
(igual para ambas). y practicamente no exhiben variacién en su 7,4, en todo el rango mostrado.

= Para U = 2.0, las inestabilidades Beam 5 y 6 mantienen el comportamiento antes descrito. Pero la
inestabilidad Beam 4 tiene un comportamiento notoriamente distinto aqui (en comparacién con U = 1.5):
tanto Su Ve COMO SU kg, SON crecientes con respecto a (.. Notar también la ausencia de la caracteristica
curva decreciente de decay.

Por tdltimo, puede que sea necesario mencionar que, en los dos ultimos casos de U analizados, igualmente
se pueden desarrollar inestabilidades beam acisticas, aunque se requieren valores de temperaturas de
protones mucho mayores que los mostrados graficamente. En efecto, el umbral de desencadenamiento para
U =1.5es . > 1.37, mientras que para U = 2.0 es G, > 2.85

(B variable

El mismo anélisis anterior se puede efectuar para la presién de electrones, variando (3:
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Figura 3.24: Mdxzimos de inestabilidad para n, = 0.15, varios U, B. = By, = 0.05 y B, variable. Los demdas
pardmetros son idénticos a los de las figuras previas.

= En U = 0.2, y al igual que para el caso de (3. variable 3.23a, el panorama para las tres inestabilidades
de una especie es similar al caso de un fluido 3.13a. Y al igual que alli, no se distingue una tendencia (al
comparar para varios U) en la ligera variacién de los umbrales en [, para las inestabilidades modulacional

y beat.

= En el mismo diagrama para U = 0.2, la inestabilidad Beam 1 sigue un patrén similar de variancia con
respecto a 3. que con respecto a 3., aunque con menores Yp,q, en el extremo de beta’s— 1.

s Para U = 1.0, las inestabilidades Beam 3 y 4 siguen la misma tendencia con (. que con 3. (indicio que no
discriminan entre temperatura de electrones o protones): similar a decay y beat en los rangos en que estén

activas, respetivamente. Se observa la inestabilidad actustica para todo [,
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3.2. Plasma de fluidos protén-proton: Resultados numéricos 3. Efectos de un beam de iones

por lo que cualquier informacion referente a la inestabilidad modulacional o beat desde ese valor, no se
muestra por estar oculta bajo las grandes tasas de crecimiento de esta inestabilidad. Esto explica las tres
curvas crecientes para dichos valores.

= Para U = 1.5, Beam 5 tiene una rapidisima creciente 7,,., con [, a diferencia de lo que ocurre con .,
siendo de hecho la inestabilidad por lejos dominante para 3. 2 0.2. A diferencia de todas las situaciones
anteriores, si bien Beam 5 es (rdpidamente) creciente con respecto a 3, Beam 6 es en cambio decreciente,
siendo muy débil y estrecha cerca de 3. ~ 0.3 (aunque después empieza a crecer muy lentamente). Ambas
inestabilidades tienen k., que tienden a converger para (3. altos en kg, con Beam 5 por la derecha y

Beam 6 por la izquierda.

= En el mismo diagrama U = 1.5 para 3. 2 0.35, ocurre el mismo fenémeno que para la variacién de f,:
la inestabilidad decay origina la ya conocida Beam 3, cuyas tasas de crecimiento son iguales y siguen
la misma tendencia que decay (estando superpuestas en el diagrama resumen). Otro comportamiento
anormal ocurre para presiones térmica electronicas muy bajas: la inestabilidad decay reduce sus Viqz
hasta desaparecer para B, < 0.035, lo opuesto al comportamiento creciente en dicho sentido para todos
los demds casos analizados. Hay ademads, para el mismo caso, una inestabilidad acistica que se presenta
muy grande y combinada para todo 3. 2 0.68, explicando las tres curvas crecientes.

= En los diagramas para U = 2.0, las inestabilidades Beam 6 y 7 siguen con la tendencia (en relacién a
U = 1.5) de un vy,qs creciente y decreciente con 3, (aunque obviamente con mayores tasas de crecimiento),
respectivamente, un comportamiento radicalmente diferente a la constancia de ambas frente a la variacién
de .. En particular, Beam 6 tiende a anularse para . — 1, mientras que beam 7 alcanza tasas muy altas
de crecimiento para los mismos valores, a la par que Beam 4.

Al igual que para U mas bajos, también aqui se produce la inestabilidad beam actstica, aunque sélo para
U 2 1.14, estando por tanto fuera del rango mostrado.

3.2.7. Caso genérico: Umbrales de amplitud

Ahora se investigara si las inestabilidades de una especie cambian sus umbrales de amplitud A en relacién
al andlisis de un fluido antes realizado (ver figura 2.7), ademds de indagar posibles umbrales de amplitud
para las inestabilidades beam. Con este objetivo, se mostrardn los correspondientes diagramas de méaximos de
inestabilidades v/s A, para varios valores de U.
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Figura 3.25: Mdximos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 0.2 y A wvariable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 0.2. Las tres inestabilidades de una especie presentan un comportamiento practicamente idéntico al
caso limite de una especie (figura 2.7). La inestabilidad Beam 1 , simplemente, crece monétonamente con
la amplitud.
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Figura 3.26: Mdximos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 1.0 y A wvariable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 1.0. La inestabilidad Beam 3 es monétonamente creciente con A, aunque al desplazarse a k menores
termina fusiondndose con decay hacia A ~ 0.3, formando una inestabilidad muy ancha en k. Beam 4 es
siempre creciente (en Yimaz ¥ Kmaz) con tasas muy similares a decay, aunque aparece decreciente en la
figura para A 2 0.7 debido a que se sale del rango en k = 2.5. Hay otra inestabilidad para A alto, que
corresponde con el limite de k bajos de la inestabilidad beam actstica 3.
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Figura 3.27: Mdximos de inestabilidad para my = 0.15, U = 1.5 y A wvariable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 1.5. Beam 4 posee una muy rapida tasa de crecimiento de 7,4, mayor incluso que decay, y des-
plazéandose hacia la derecha (igual que en el caso previo U = 1.0). Los Ya. de Beam 5 son igualmente
crecientes respecto a A, a diferencia de Beam 6 que posee un maximo para después decrecer y anularse
hacia A — 1, con una tendencia similar a modulacional.
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Figura 3.28: Mdximos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 2.0 y A wvariable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 2.0. Las modestas tasas de crecimiento exhibidas por Beam 5 en el caso previo se incrementan tanto
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al aumentar U, que para este caso esta inestabilidad es dominante para un amplio rango de amplitudes,
superando inclusive a Beam 4. Beam 7, en cambio, igual es creciente pero tiende a estabilizarse en v ~ 0.45
para A 2 0.45.

En vista de todos los casos anteriores, se puede precisar la afirmacién dada en [Nariyuki et al., 2009], donde
se dice que el k4, de la inestabilidad decay converge a kg conforme la amplitud de la onda decrece, tal
como podria suceder durante la evolucién temporal de la onda pump y sus inestabilidades paramétricas
asociadas. En vez de eso, sélo se puede decir que el k.. de decay se reduce conforme A disminuye,
pero nunca llegando a kg, sino un tanto alejado de él. Ademas, la disminucién es menos acentuada para
velocidades de drift grandes, en donde el k. de decay apenas si se desplaza con un cambio en la amplitud.

3.2.8. Caso genérico: Frecuencia de la onda pump

Ahora se realizard el mismo andlisis por sector de U hecho anteriormente, pero esta vez variando tinicamente
la frecuencia de la pump X (recordar la diferencia con X, dada en la seccién 3.2.1).
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Figura 3.29: Mdazimos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 0.2 y X{, variable. Los demds pardmetros son
1dénticos a los de las figuras previas

= U = 0.2. Comparando con el caso una especie de protones de la figura 2.16, notamos que el leve aumento

de la velocidad de drift desplaza las curvas ;4. de las tres inestabilidades de una especie a valores de
X, mayores que alli. Por ejemplo, el maximo de cada curva se sitia, aproximadamente, una unidad de
X{, hacia la derecha. En cuanto a la inestabilidad Beam 1, su 7,4, posee un maximo hacia Xy =~ 0.3,
tras lo cual decae hasta desaparecer en X{, ~ 0.4, para luego experimentar un sostenido incremento con
la frecuencia.

0.04

0.00[

0.0

—— —— —— —— 25
Fkek0 H L5\ FRa0 * k<k0 é’\\A B
[l +k>ko i I + k>k0 4 + k>k0 N 4
o Max k<k0 X H o Max k<ko a o Max t<tg <& aH
&' Max k>kO & i H a Max k>ko 1 20 a .
F ] 10 C beam# 3.
Looway il &
L g By L N 3
it 3 beam5 7 .15
L & 1< [ Lee N ;”», Pe 1S [ oana & al
i 5 1 [ ameeactilito, m, $F e e
& b 6 % ES &
L N AABA 4= os 3 i r A & o 1
r 2, . > ] L o3t 1, W ~ 208
L & S al L beam4 4 10 st LB 1
N L 24 N & LSO ]
[ e q [ A AAAAAAAAAAASAAAAANAAA A i C ot ]
L ve? " vz’b«é g 00 decay beam3 Al F eig@fﬁ ’ o ]
r & * A L aanal 05 Usyl S &
: # L beam7] = 3T, « ol
[ at eam® . bea«\"ﬁﬁ" B r NEpe) q
¥ wat® 2yl L ] L “‘/ P ]
SaEBRaentlions | PR S DORT Lks Col ST I R R L 00 ke P L
02 0.4 0.6 0.8 00 02 0.4 06 0.8 0.0 0.2 0.4 06 0.8
X' X' Xy’
/ / ’
(a) Ymaz v/s X (b) Vg, maz v/s X (€) kmaz v/s X

Figura 3.30: Mdazimos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 1.0 y X{, variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 1.0. Beam 4 tiene un 7,,,, siempre creciente con la frecuencia, al igual que la modulacional, alcanzando

tasas de crecimiento similares a ella hacia el limite superior del rango de X} mostrado. Ella se fusiona
con beat para X, 2 0.65. Beam 3 igualmente es creciente, pero en X(, ~ 0.4 se fusiona con decay, para
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después su combinacién decrecer rapidamente, desapareciendo en X{) ~ 0.51. Nétese que este umbral de
supresién es menor que para U = 2.0.

Para X} < 0.25, surge el limite de bajos k de la inestabilidad beam acustica 3, cerca de la inestabilidad
modulacional, desplazandose para k mayores y con v,,4, mayores conforme menor sea la frecuencia de la
pump.

Las acostumbradas inestabilidades Beam 5 y 6 aparecen también en este caso, aunque para frecuencias
de la pump bastante grandes: X, = 0.55.

Cabe destacar también una inestabilidad en el extremo derecho del rango analizado (X{) 2 0.77) producto
de la fusién entre —b y +f para k muy altos, a denominar Beam 7, que tiene la particularidad de ser la
Unica entre todas las hasta ahora analizadas que tiene velocidad de fase negativa, tal como se observa en
el siguiente diagrama:
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Figura 3.31: Diagramas de relacion de dispersion para X} = 0.75 y U = 1.0. Resto de los pardametros igual a
las figuras anteriores

Esta inestabilidad es de la misma naturaleza que la beat, pero se diferencia en que estéd situada ”al otro
lado“ de la resonancia del beam (con respecto a la usual beat para U = 0) y muy cerca de ella, por lo que
los efectos dispersivos debe desempenar un papel muy importante en su generacion.
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Figura 3.32: Mdazimos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 1.5 y X{, variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

U = 1.5. Las inestabilidades Beam 5 y 6 tienen un comportamiento similar: su 7,,., es rapidamente
creciente con la frecuencia, aunque la primera de una forma més marcada que la segunda. Beam 4 sigue
con un patrén creciente de 7,4, con respecto a X, de una forma atin més notoria que para U = 1.0.
Decay sigue una tendencia similar al caso previo, pero se anula ain antes, en X = 0.38. De ella surge,
para X < 0.24, la Beam 3. Para X, = 0.47, beat se fusiona con Beam 4. También aparece Beam 7 sélo
para X{; 2 0.75, sin muchas diferencias con respecto a U = 1.0
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Figura 3.33: Mdzimos de inestabilidad para n, = 0.15, U = 2.0 y X{ variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 2.0. Las cuatro inestabilidades presentes exhiben el mismo comportamiento monétonamente creciente
ya conocido del caso anterior, aunque mas marcado y llegando a tasas de crecimiento mayores. Beam 4
se fusiona con beat poco después de X|) ~ 0.35. Desde X{; < 0.23, reaparece la inestabilidad decay, en la
cual para X{ < 0.13 surge nuevamente la Beam 3. Notar que la velocidad de fase vy jq, de Beam 5y 6 es
invariante con respecto al cambio de frecuencia de la pump, la cual aumenta conforme U crece. También
aparece Beam 7 sélo para X{, 2 0.75, un poco més fuerte que en los casos anteriores.

Notar que en este caso, Beam 5 es por lejos la inestabilidad dominante.
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3.3. Modelo cinético en direccién longitudinal

Al igual que para el caso de plasma electrén-protén, se puede desarrollar una teoria que incorpore efectos
cinéticos en la direccién longitudinal tal como se mostré en la seccién 2.6. A continuacién se mostraran sélo las
diferencias del caso aqui analizado con respecto a los de la secciéon antes mencionada.

3.3.1. Funcion de distribucién longitudinal

Se incorporaran efectos cinéticos en la direccién longitudinal para el core de protones y el beam de iones,
lo que serd representados por las funciones de distribucién andloga a (2.66) con el subindice p reemplazado por
j=cb:

£(@,7) = 0T = V) (2, 0.01) (3.64)
Notar que la funcién de distribucién 1D fj” satisfard la misma ecuacién de Vlasov (2.70).

3.3.2. Estado de equilibrio

La funcién de distribucién en equilibrio para el core y el beam satisfard igualmente la descomposicién (2.71)
con p reemplazado por j = ¢,b. Pero su forma explicita 1D cambiara, debido a la velocidad de deriva U , de
(2.76) a la Maxwelliana con drift:

o) = ———e ) (3.65)

1
VT,
con la velocidad térmica dada por (1.30) reemplazando igualmente p por j. Es fécil verificar que esta forma de
f(l)‘J satisface todos los requerimientos de consistencia.

3.3.3. Linealizacién y funcién de distribucion perturbada

Aplicando el mismo procedimiento de linealizacion para las funciones de distribucién del core y beam, se
obtiene una expresién andloga a (2.81) reemplazando p por j = ¢, b.

Densidad perturbada

De la misma forma, la densidad adopta una forma andloga a (2.83), y debido al drift que ahora posee la
funcién de distribucién, es evidente verificar que la densidad toma la misma forma que en (2.86) pero con el
argumento de la funcién Z de plasma, §;, conteniendo una frecuencia desplazada Doppler w;; = w; — k;U; segun
(F.35) (en vez de w; como en el caso del plasma electrén-protén):

Vo

2 (Nl_,l+1 - éilq) - % (‘71*’}_1 _ f/lle) Z'(&))

2
k‘l’UTj

enoj ZEZZ B
1,

ﬁlj,l(z,t) = — (366)

m;

3.3.4. Ecuacion de continuidad

Continuando con el mismo procedimiento, al tomar el momento de orden 0 de la ecuaciéon de Vlasov, se
obtiene la misma ecuacién de continuidad linealizada de teoria de fluidos (3.28).

3.3.5. Momento 1 de la ecuacién de Vlasov

Ahora, la linealizacién del momento 1 de la ecuacién de Vlasov resulta en la misma expresion a determinar
que para el caso electrén-protén (2.88), pero cada una de las integrales que la componen tendrd términos extras
debido al drift de las especies. Asi, para calcular I; se debe notar que al linealizaro la definicién de momento
de orden 1 de la funcién de distribucién segin (1.10), se tendra:

/szlujdvz = no; Vi + Ujna; (3.67)
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De la misma forma, para la segunda integral 5 se usa, ademds de la presién (1.12), la definicién de velocidad
peculiar (1.13), de donde:

9 P 2 ¢l 1 aPlsz XULY
1225/(’02“!“/1]“!‘[]]) fljdvz:ﬁj 82 +U_7 az

(3.68)

Con estos resultados, y recordando que I3 — 0, se tendra para el momentum de orden 1 de la ecuacién de
Vlasov:

oV ony; ony; L 0Py qinoj e | a v | .
noj—5, - +Uj (at +Uj—- > + 9 my |Ef + Vi BY — Vi Bf + Vi5B{ — VB§] =0 (3.69)

A continuacién, se debe usar la ecuacién de continuidad perturbada (3.28). Aplicando la misma dependencia
sinusoidal de los campos utilizada en el analisis de fluidos, y escogiendo el coeficiente de Fourier [, se tiene
finalmente la relacién idéntica a (2.91) excepto por la frecuencia w; que queda desplazada Doppler a wj ;:

2 ki Py i 1 qinoj | .7z Voi (- = By (- ~
wjino; Vi — J = BT, — TJ (Bl,l-f—l - B;r,l—1) Y (Vl—j_l—l - Vl,l+1> (3.70)

m; m;

3.3.6. Relacion cinética para coeficiente politrépico

Ahora se comparard (3.66) con la ecuacién recién obtenida (3.70), notando que el lado derecho es idéntico
en ambas expresiones.

w; oV, — kiPiji  nyjikior;
B k, 158 . E I(¢.
m; Z (fj)

El tnico cambio relevante con respecto a la relacién analoga del plasma electrén-protén es el desplazamiento
a la frecuencia Doppler w;;. Continuando el mismo procedimiento, es facil notar que usando la relacién entre

(3.71)

densidad y velocidad perturbada ‘7123',1 y n1, (3.29), es posible eliminar la primera y obtener para la presién:

- wi\2 v
Plj,l = mjﬁlj,l (ﬁ) - Z/(g)
J

Y de manera completamente andloga al caso electrén-protén, ahora se introduce un coeficiente politrépico
cinético fyjK por cada especie j = ¢, b, de modo que la presién satisfaga:

(3.72)

2 2
~ " wi. VA . .
Py =] kT, = m; [(”) — — | T (3.73)

ky Z'(&5)

de donde se obtiene la relacién cinética para el coeficiente politrépico (misma que (3.74) pero reemplazando p
por j =¢,b):

1
K 2
oF :2{6—] 3.74
) &7
Con lo cual la relacién de dispersién en este modelo cinético hibrido adopta la misma forma que en fluidos
(3.56), pero reemplazando en todas partes el indice politrépico de fluidos WJF (para el core de protones y el

beam de iones), por su contraparte cinética ’yJK dada en (3.74). Esta dnica discrepancia se manifiesta en el
cambio de )" de fluidos de (1.37) a (1.35); y correspondientemente de la cantidad Aj, que debe cambiar de
(F.30)-(F.31) a cinética (F.38)-(F.39). Esta relacién de dispersién ha sido mostrada y usada explicitamente en
[Nariyuki et al., 2009], aunque en el sistema de referencia en donde el core de protones estd en reposo.
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3.4. Resultados numéricos: Modelo cinético hibrido para plasma
protéon-protén

Ahora se mostraran los resultados numéricos de incluir los efectos cinéticos en la relacion de dispersion de
plasma protén-protén (3.56). El método es el mismo usado en el caso de una especie, por lo que la degeneracién
existente en las raices complejas y conjugadas del polinomio de dispersién de fluido desaparece, provocando que
en cada rama de las curvas de dispersion se pueda distinguir claramente las zonas inestables de las amortiguadas.

Un pequeno detalle te¢nico: para los pardmetros beta electrénicos de modelos de fluidos y cinético-hibridos,
relacionados mediante (F.14), se usard la misma receta del caso de una especie: 31 = X /2 (recordar discusién
de la seccién 2.7.1.)

3.4.1. Caso limite de amplitud nula

Asi, para el caso limite de amplitud nula A = 0, se puede obtener las curvas de nivel y a partir de ella los
diagramas de dispersién andlogos a los de, por ejemplo, la figura 3.6d (caso de alta densidad y alta velocidad
de drift), pero incorporando ahora los efectos cinéticos.
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Figura 3.34: Diagramas de relacion de dispersion
para A =0, conn, = 0.15, U = 1.5 y X = 0.1. Los
demds parametros son los mismos que en la figura
3.6d (excepto, en vista de la discusion de la seccion
2.7.1, por el parametro beta electronico, alli escogido
como B =0.05). Las curvas de nivel usan el mismo
codigo de colores explicado en la figura de una especie
2.22.
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(c¢) Curvas de nivel para k = 2.5.

Al igual que en el caso de una especie, las bandas laterales estan sin amortiguamiento y hay una gran
cantidad de modos actsticos fuertemente amortiguados. Los 4 con menor v se pueden identificar con las corres-
pondientes del caso de fluidos (£s y £sB) para dos especies antes analizados (sus curvas w, v/s k coinciden
muy precisamente), que son precisamente los mostrados aqui. Notar que los modos actsticos del beam +sB
siempre estan mas amortiguados que aquellos asociados al core de protones +s. En este limite de amplitud nula,
los demas casos de la figura de fluidos 3.6 presentan un comportamiento similar.
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Inestabilidad lineal acustica

., Qué ocurre al incorporar los efectos cinéticos para una situacion en la que esté presente la inestabilidad
lineal acustica, segin el modelo de fluidos? (discutida en la figura 3.7). En general, estos efectos tienden a
amortiguar esta inestabilidad, estrechando los rangos de parametros en los cuales se desarrolla, tal cual ha sido
indicado en [McKenzie et al., 1993]. Por ejemplo, ni en la figura 3.7 ni en ningtn caso de los mostrados de las
figuras que siguen a ella se observa esta inestabilidad no paramétrica. Pero analizando cuidadosamente un gran
rango de parametros, se puede concluir que el parametro clave que se debe cambiar para desencadenarla es el
beta eléctronico, ya que para (3. = 0.3, por ejemplo, se puede encontrar el rango de U en que esta inestabilidad
estd activa. Y al igual que se hizo en fluido, se puede verificar el efecto que tiene cambiar cada uno de los beta’s
en los rangos en que esta
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Figura 3.35: Tasas mdximas de crecimiento Ymaz de la inestabilidad lineal para U wvariable en Y < 2.0,
m, = 0.15 y los valores de beta’s indicados. Mismos otros pardmetros anteriores. Notar el diferente rango en las
ordenadas del caso con BX = 0.4, para poder establecer una apropiada comparacion con 3.9a.

Estos graficos se pueden considerar los equivalentes a los de fluidos 3.8b y los tres de 3.9. Al comparar con
ellos, se observa que el aumento de (. tiene los mismos efectos ya identificados del caso fluido (aunque, por
supuesto, para . mas altos que los alli usados). La diferencia fundamental de comportamiento se produce al
incrementar 3. 6 (p: con tan sélo un ligero aumento (2 centésimas), se produce un drastico decremento de las
tasas maximas de crecimiento. Esto reafirma lo mencionado anteriormente: el amortiguamiento Landau tiende
a suprimir fuertemente esta inestabilidad lineal actustica, al aumentar sélo ligeramente los betas de los protones
(de hecho, ya para (. = 0.08, esta inestabilidad desaparece totalmente).

3.4.2. Caso limite de velocidad U nula

Considerando el caso limite sin velocidad relativa entre protones U = 0, es posible reproducir la figura de
fluidos 3.10c¢ aplicada a este caso cinético-hibrido:
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Figura 3.36: Diagramas de relacion de dispersion para U = 0, n, = 0.15 y 83X = 0.1. Los demds pardmetros
son los mismos que en la figura de fluidos 3.10.

Andlogamente al caso de fluido (ver figura 3.10 y discusién posterior), se obtienen las mismas curvas vmaz
en el limite de un fluido 7, — 0 y para todo U, con los otros parametros iguales, y a pesar que la morfologia de
las ramas cambie completamente en el plano w, vs k.

Comparando con el diagrama equivalente de fluidos antes mencionado, los cambios observados en las inesta-
bilidades son similares a los ya descritos en el caso de una especie (ver figura 2.25 y discusién posterior), aunque
los efectos cinéticos no estan tan marcados como en dicho caso. En efecto, 1os V4. de las tres inestabilidades
son practicamente iguales que los de fluidos, y ademéas se puede identificar claramente la rama amortiguada
asociada a las inestabilidades modulacional y beat (aunque no decay). Ademds, el ensanchamiento en k sélo es
manifiesto para la inestabilidad decay.

3.4.3. Variando la velocidad de drift

Para determinar el panorama general de las inestabilidades presentes en este caso de dos especies con el
modelo cinético-hibrido, se realizard un analisis de los médximos de las inestabilidades en funcién de U (mante-
niendo los demds pardmetros constantes), andlogo al de la seccién de fluidos 3.2.3, enfatizando principalmente
los cambios con lo alli mostrado. Asf se tiene, para los casos de baja (n, = 0.02) y alta (1, = 0.02) densidad del
beam respectivamente, el analogo cinético de la figura 3.14:
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3. Efectos de un beam de iones

0.06 g 1.5} fxkek * k<k0 ]
) E [ ]
B %Sk 3 L +k>ko «° i [ ¥ keko ]
B Max keko 3 & Max k<k0 & [ © Maxkeko ]
00514 Mo kokd E H  Max koko 4 2.0[]- & Max kako
E E r o 1 F & ]
E decay 3 r a'é(\ b r 66‘9/;7 & q
0,04 sbARS - 5 10 9 15/ 6 i b
E = L 4 - L "6/)7 4
g E 3 = <] L 3 4
2003 3 5 mod e ior ]
= E 3 330333030 3 0 3 q = 1ol b
E 3 ottt ettt b = B
0.02[ o 3 05/......beat r decay b
E 3 [ AdhAbsmhhhmk 7
E MIEIRRETET Ry 3 [ beam4 ] osh- 1
E_ beat 3 r deca B t
0,01 ear & . 5 L ssanaabislen g C beat beame ]
E peam3 0ea™ E beam3 Do om0 30 08 08 ]
E 53 8 g r ]
000E + . . S i e ool . . 4 M M M ool . . .\ . L, og R L .
0.0 05 10 15 20 00 05 10 15 20 0.0 05 10 15
unv, U, A
(a) Ymaz v/sU. m, = 0.02 (b) v$,maz v/sU. My = 0.02 (€) kmaz v/sU. mp, = 0.02
- _ —_—— —_——————— 25
0.06 Frs g™ 3 15| xksk * k<kO ]
T E [ ]
B XSk 3 L ¥ ko | [ ¥ koko ]
B Max keko E © Max kek0 © [] o Max keko ]
0.05 - & Max koko. E H a Max k>ko o i 207 aMaxk
E decay E r % b L ]
E " anes E B b C beam4 beams 1
004 & g 10 5 15
o E*a ER K - il
% E “hat ] 5 | 1 < F beam3 4
0.03f > — T B
2003 Beame E — —_ 14 r ]
E El bt Mod 1.0
E [ © i 3 I g — r ]
0.02f 2 25 3 05 beat Thae F decay 4
E. od 2 0 El L | [AnadhbAANAAALA ]
Shkdsd i E I at ]
e E H beam4 8 R s ]
001 & & E [**£a, deca 4 L beamt ]
E &L «® E| L Ahsbasas o 2 m ]
000E . . A . f L 3 ool . .\ e, L - ool ., . M4 . R R |
0.0 05 10 15 20 00 05 10 15 20 0.0 05 10 15
un, U, un,

(d) vmaz v/sU. n, =0.15

(e) Vo, max U/S U. m =0.15

(f) kmaaz v/sU. np = 0.15

Figura 3.37: Diagramas de mdximos de inestabilidades, en el modelo cinético-hibrido, para 0 < U < 2.1.
Izquierda: baja densidad m, = 0.02. Derecha: alta densidad n, = 0.15. Los demds pardmetros son los mismo
usados en la figura de fluidos 3.14.

Ahora se caracterizardn las diferentes inestabilidades encontradas en el diagrama anterior, en el orden en
que aparecen de menor a mayor U. Para ejemplificar, sélo se mostraran los casos de alta densidad, puesto que
los efectos del beam son mas marcados.

= El panorama para U < 0.85 en el caso de baja densidad, y de U < 0.65 en el caso de alta densidad, es
practicamente igual al limite U = 0 antes descrito: solo estan presentes las tres inestabilidades conocidas
de una especie en una forma casi idéntica a la figura 3.36b. S6lo cabe mencionar que la inestabilidad decay
varfa un poco sus tasas de crecimiento, sobre todo en el caso de alta densidad. Esto se debe, para U < 0.6,
a un débil deformacién entre las inestabilidades beat y decay que se puede identificar, al comparar con el
caso de fluido, a una débil y ancha inestabilidad Beam 1 (de dificil observacién), que se va desplazando
lentamente hacia k menores conforme U aumenta y va "drenando* el v,,,, de decay con mayor eficacia
entre mas cerca esté de su k4. Para U 2 0.6, la reduccién en 7,4, se debe a las mismas razones de
fluido: la lenta fusién con la inestabilidad Beam 3 (siendo mucho més fécil su identificacién que en el caso

previo).
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Figura 3.38: Diagramas de relacion de dispersion para dos U’s y n, = 0.15, mostrando las inestabilidades Beam
8y 4. Los demas pardmetros son los mismos de la figura andloga de fluidos 3.16, con el cambio consistente a
pE =0.1.

= Comparando los diagramas anteriores con el caso de fluidos 3.38, se nota para U = 0.8 una inestabilidad
ubicada cerca de la resonancia beam, en la rama — B, con su maximo en la intersecciéon con +s y con una
gran rango en k, estando de hecho fusionada con decay. Por ello, se puede identificar con la inestabilidad
Beam 3 del caso de fluido. Debido a que se encuentra ya fusionada con decay, que era el destino final
de Beam 3 para el caso de fluido, esta inestabilidad sélo serd distinguible en un rango de U mucho més
estrecho que en el caso de fluidos, pues al aumentar sélo un poco la velocidad de drift, su méaximo se
suavizara lo suficiente como para desaparecer (un comportamiento claramente cinético). Cabe notar que
esta inestabilidad siempre se presentard combinada con decay, por lo que serd ambigiio determinar los
rangos en k asociados a cada una.

= Las ramas —B y +f se encuentran mas separadas en este caso con efectos cinéticos incluidos, por lo que
para U = 0.8 no se distingue la inestabilidad Beam 4, pero si para U = 1.0, en donde ella tiene un méaximo
precisamente en la interseccién con + f, en concordancia con el modelo de fluidos 3.16d. Sin embargo, la
tendencia de esta inestabilidad es fuertemente afectada por efectos cinéticos: A pesar que sus Ymqz tienen
la usual reduccién debido al amortiguamiento Landau, ellas siempre son crecientes con U, en completa
oposicién al modelo de fluidos en donde primero decrece y después se mantiene constante(comparar los
diagramas resumen 3.14d y 3.37d). Otra diferencia es en el umbral en que esta inestabilidad aparece por
primera vez al ir incrementando U: en fluidos surge para k y Jmq muy grandes, pero los efectos cinéticos
hacen que aparezca para k menores y con 7, marginalmente pequenos..
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Figura 3.39: Diagramas de relacion de dispersion para dos U’s y n, = 0.15, mostrando las inestabiliades Beam
5y 6. Los demas pardmetros son los mismos de la figura andloga de fluidos 3.17, con el cambio consistente a
pE =0.1.

= Comparando con el correspondiente diagrama de fluidos 3.17, se observa que para U = 1.5 y U = 2.0 se
presentan las dos inestabilidades Beam 5 y 6, ya conocidas del modelo de fluidos. La primera de ellas se
manifiesta en la rama — f, con un maximo en la intersecciéon con —sB y un amplio rango en k, mientras
que la segunda se ubica en una desestabilizacién de la rama —b centrada en la interseccién con —sB. El
amortiguamiento Landau disminuye fuertemente 1os 7,4, de Beam 5 (Por ej., para U = 2.0, tiene un
Ymaz = 0.019 en este caso, mientras que en fluido v,,4, = 0.051) y s6lo ligeramente los de Beam 6, aunque
ambos mantienen la misma tendencia creciente con U de fluidos.

3.4.4. Variando la densidad del beam

Se han reproducido los graficos de variacién de densidad del beam 7, de la seccién 3.2.4 con el modelo cinético
presentado, pero no se han encontrado cambios o variaciones dignos de mencién. Todas las inestabilidades que
aparecen en ambos modelos presentan las mismas tendencias (y umbrales de anulacién en el caso de decay),
con la ya acostumbrada reduccion de los 7,4, debido al amortiguamiento Landau, sobre todo para Beam 4 y
5. Por ello, no vale la pena mostrar los graficos analogos a los de fluido 3.18.

3.4.5. Variando beta del beam

Aqui se comparara la diferencia que surgen de los efectos cinéticos al comparar con el caso de fluido en la
seccién 3.2.5, para los graficos de os maximos de inestabilidades en funcion de 3
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= U = 0.2. S6lo hay un pequefio vestigio de la inestabilidad Beam 1 para g,

<

~

0.1, manifestada en una

reduccion de las tasas de crecimiento de decay en ese sector y una ligera ”deformacién” de su curva Yp,qz
vs k. Tanto beat como modulacional son invariantes al variar [y.

= U = 1.0. S6lo hay rastros una inestabilidad adicional a las conocidas de una especie: Beam 3 , manifestada
en un extendido rango de la inestabilidad decay en una forma muy similar a 3.38c. Aunque no se observe
en este grafico, se sienten sus efectos mediante la reduccién de los 7,4, de decay, en la zona donde sus
curvas deberian estar mas proximas segun el modelo de fluidos.

s U = 1.5. Los efectos cinéticos se hacen sentir con toda su intensidad en la ahora débil inestabilidad Beam
5, con Yimaee por debajo incluso de Beam 6. Como ya es usual, el definido umbral en 3, de fluidos para
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la anulacién de ambas inestabilidades se “difumina” lo bastante como para seguir detectandolas, aunque
marginalmente, mucho mas alld. En particular, a la par que disminuye su ¥,,q,, Beam 5 también extiende
enormemente su rango. Cabe destacar que estas inestabilidades ya no poseen la misma vg yq, como en
fluidos: Beam 6 posee una velocidad de fase constante con respecto a (35, mientras que Beam 5 sigue la
tendencia decreciente de fluidos (aunque més suave). Por otra parte, Beam 4 también se ve fuertemente
afectado por el amortiguamiento Landau, tanto que cambia la tendencia de fluido (ver 3.21a) al ser su
curva Ymaez decreciente con respecto a (3,. Decay también sigue un comportamiento similar, e igual en
oposicién a fluidos.

= U = 2.0. Beam 5 sigue un patrén similar a fluidos, aunque su tasa de crecimiento es afectada notoriamente
al mantenerse relativamente estacionaria en “,,q, =~ 0.05 para (3, = 0.15, un valor 8 veces menor que en el
caso de fluido. Por otra parte, Beam 6 no sufre mayores variaciones con respecto a dicho modelo, mientras
que la curva y,,q4, v/s k de Beam 4 es ligeramente decreciente, en oposicién a su constancia en fluidos.

3.4.6. Umbrales para beta del core y electrones

Al igual que la subseccién descrita con el modelo de fluidos 3.2.6, ahora se procederd a investigar las
principales diferencias de los maximos de las inestabilidades en funcién de los parametros térmicos del core de
protones y los electrones.

(8. variable

Asi, para el beta del core de protones se tiene, en comparacion con el caso de fluidos 3.23 los siguientes
diagramas, Cabe notar que en esta situacion los efectos de fluidos estan contenidos en 3, que es una pequena
proprorcién del § total para la mayor parte del diagrama, por lo que serd una situacién con efectos netamente
cinéticos.
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Figura 3.41: Mdzimos de inestabilidad para ny = 0.15, varios U, B, = 0.1, B, = 0.05 y B, variable. Los demdas
pardametros son idénticos a los de las figuras previas

= U = 0.2. Aqui sélo se observan las tres inestabilidades de una especie, modificadas cinéticamente de una

forma casi idéntica a la ya discutida en la figura para variacién de 3, en un plasma de una especie 2.30b
(los umbrales para modulacional y beat desaparecen suavemente). No hay rastro alguno de la inestabilidad
Beam 1 de fluidos.

U = 1.0. Las tres inestabilidades de una especie se diferencian del modelo de fluidos en la misma forma
que en el caso previo. Aqui Beam 4 es fuertemente afectada por el amortiguamiento Landau, pues tiene
un comportamiento decreciente de su Yimae ¥ kmaz ¢/T a B, similar a decay, en completa contraposicién a

fluidos. Por otra parte, para EC = 0.2, es posible distinguir Beam 3 de decay al encontrarse lo suficiente-

mente separado de ella (recordar lo junto y extendido que estaban en la figura 3.38c), cuyo Yma. tendrd un
comportamiento igualmente decreciente.
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= U = 1.5. La presién térmica cinética de los protones del core cambia radicalmente el comportamiento de
Beam 5 con respecto al caso de fluidos: ahora es tan débil que posee incluso un umbral de suprsién para
Be ~ 0.3. Beam 6, en cambio, disminuye s6lo un poco sus tasas de crecimiento, manteniendo la misma
tendencia frente a la variacién de (3. que en dicho modelo y siendo algo méas importante que Beam 5.

Por otra parte, Beam 4 tiene un comportamiento similar al analizado para U = 1.0 (y opuesto al de
fluido), aunque con mayores tasas de crecimiento. Beam 3 se distingue al separarse de Decay sélo para
Be 2 0.7 (observado en fluido pero para un valor mucho menor: 3. ~ 0.25), aunque de todas formas con
tasas muy bajas

= U = 2.0. El comportamiento de las inestabilidades con la misma velocidad de fase Beam 5 y 6 se mantiene
aqui pero con 7,4, mayores. Ello implica que el umbral de supresion de Beam 5 se desplace a la derecha
con U creciente, siendo en este caso . ~ 1.0. Beam 6, en cambio, al poseer el mismo comportamiento (ca-
si)constante de fluidos, es la inestabilidad dominante para (. 2 0.15. Notablemente, ella es la inestabilidad
del beam menos afectada por efectos cinéticos, en circunstancias que era una de las menos importantes
segun fluidos.
Beam 4 sigue, a grandes rasgos, el mismo comportamiento decreciente antes notado pero fortificado, y
es por mucho la inestabilidad con el mayor rango en k, cubriendo una amplia zona de la rama —B entre
mayor sea (.

(. variable

El mismo anélisis anterior se puede hacer para el beta electrénico, en forma andloga al caso de fluidos 3.24.
A diferencia de la situacion anterior, este andlisis se puede considerar predominantemente de tipo fluido ya que
los parametros beta de protones son pequenos en relacon a lla mayoria de los (. presentados
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Figura 3.42: Mdximos de inestabilidad para n, = 0.15, varios U, B. = B, = 0.05 y B, variable. Los demdas
pardametros son idénticos a los de las figuras previas

En todos estos graficos con [, variable, se debe hacer la salvedad que el rango en dicho parametro debe ser
el doble que en los correspondientes graficos de fluidos, debido a la diferencia en un factor 2 entre 35 de fluidos
con el B cinético segiin lo mencionado en

= U = 0.2. De forma similar al grafico con (. variable, aqui s6lo se observan las inestabilidades de una
especie, modificadas por efectos cinéticos de una forma similar al limite frio de una especie, ya discutida

en la figura de (3, variable 2.28.

= U = 1.0. Como era esperable, la inestabilidad Beam 4 presenta el mismo tipo de comportamiento de
rapido crecimiento de V,ar V kmaz frente a 8. como en el modelo de fluidos, saliendo del rango observado
hacia 85 ~ 0.4 (8 ~ 0.2). Beam 3 se comporta casi igual que en fluidos.
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3.4. Plasma cinetico-hibrido protén-proton: Resultados numeéricos 3. Efectos de un beam de iones

Por primera vez, es posible detectar una inestabilidad beam actistica en este modelo cinético al igual que en
el de fluido, a partir de 3. = 0.38, enmascarando asi cualquier informacién de inestabilidad modulacional
o beat.

= U = 1.5. Beam 4 sigue la misma tendencia de fluidos, aunque creciendo mas lentamente y con 7,4, un
poco menores, aunque siempre es la inestabilidad dominante. Las tasas de crecimiento de Beam 5 y Beam
6 siguen también un comportamiento similar al de fluidos, aunque de forma més suave: la primera aumenta
con 3. de una forma lenta y la segunda decrece de la misma manera. Pero en todo caso, la que al final es
mas amortiguada por efectos cinéticos, es Beam 5. Notar también que Beam 5 no tiene una velocidad de
fase constante como Beam 7.

= En el mismo diagrama, y analogamente a fluidos, Beam 3 comienza a ser distinguible de Decay hacia
Be =~ 0.55, siguiendo su misma tendencia decreciente. Para B, muy bajos, decay también decrece de la
misma forma que fluidos, aunque suavemente y no llegando a anularse

= U = 2.0. Beam 5 y 6 mantienen las mismas tendencias de ¥4 ¢/r & e con respecto al caso de fluidos,
aunque, por supuesto, con la usual reduccion cinética de sus valores. Estas reducciones son mucho mas
notorias para Beam 5, de modo que para (3, altos, Beam 4, que mantiene un comportamiento muy similar
a fluidos, es dominante.

3.4.7. Caso genérico: Umbrales de amplitud

Se han reproducido los gréaficos de maximos de inestabilidades en funcién de la amplitud de la pump A con
el modelo cinético, pero no se han encontrado diferencias adicionales a las ya conocidas, con respecto al caso
de fluidos 3.2.7. Esto es, al ser los betas cinéticos de protones tan bajos, los umbrales de amplitud para las
inestabilidades de una especie modulacional y beat presentan muy poca “difuminacion cinética”, ademas de
la ya usual reduccién de todas sus tasas de crecimiento debido al amortiguamiento Landau (al igual que las
inestabilidades beam). Lo dnico que vale la pena mencionar es que las inestabilidades Beam 4 y Beam 5, en
concordancia a lo hallado anteriormente, muestran una fuerte reduccién de sus 4, en relacion al modelo de
fluidos, de una forma mucho mas marcada que para el resto de inestabilidades.

3.4.8. Caso genérico: Frecuencia de la onda pump

Ahora se mostrardn los graficos de méximos de inestabilidades en funcién de la frecuencia de la pump X
(recordar la diferencia con X, dada en la seccién 3.2.1), para mostrar la forma en que los efectos cinéticos
afectan a las inestabilidades de fluidos mostradas en la seccién 3.4.8.
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Figura 3.43: Mazimos de inestabilidad para m, = 0.15, U = 0.2 y X{, variable. Los demds pardmetros son
idénticos a los de las figuras previas

= U = 0.2. Las inestabilidades de una especie exhiben un comportamiento general similar al caso de fluidos,
con los correspondientes comentarios alli realizados. Pero cabe senalar que el maximo de decay se desplaza
aun mds a la derecha, en torno a X/, ~ 0.6, pero conservando sus ... No hay rastros de inestabilidad
asociadas al beam.

= U = 1.0. Las inestabilidades maés fuertemente amortiguadas por los efectos cinéticos son Beam 3 y 4, pero
manteniendo la misma tendencia de 7,4, creciente ¢/t a: si para fluidos tenfan tasas similares a decay,
ahora son menores inclusive que las de modulacional, al menos para X|; pequenos (comparar con 3.30a).

Por otra parte, Decay mantiene el umbral de supresién en X|) caracteristico de fluidos para este U. Beat
y modulacional no sufren grandes variaciones con respecto al modelo antes comparado.

Nétese que Beam 7 ahora aparece mucho antes que fluidos, X{ 2 0.6, y con tasas de crecimiento mayores
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y rapidamente crecientes con la frecuencia, en contraposicién a fluidos. A modo de ilustracién, véase la
siguiente figura, andlogo cinético de 3.31:
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Figura 3.44: Diagramas de relacion de dispersion para X = 0.75 y U = 1.0. Resto de los pardmetros igual a
las figuras anteriores

= U = 1.5. Como ya es usual, beam 5 se encuentra lo bastante debilitada (en comparacién a fluidos) como
para que sus tasas de crecimiento sean ligeramente inferiores incluso que la de beam 6, aunque manteniendo
su misma tendencia creciente. Beam 4 estd sélo ligeramente disminuido en relacién a fluidos, al igual que
las inestabilidades de una especie.

Decay mantiene su caracteristico umbral de fluidos en X{,. Beam 7 incrementa sus 7,q; con respecto a
U = 1.0, en contraste con fluidos en donde es apreciablemente menos importante.

= U = 2.0. Beam 5 mantiene la usual reducciéon de 7,4, aunque de forma menos acentuada que para velo-
cidades menores, igualando las tasas de crecimiento de Beam 6. Ademas, dicha inestabilidad experimenta
un desplazamiento mucho més répido en k ¢/r a X{, saliendo del rango observado prontamente. Las demds
inestabilidades siguen el patrén ya conocido: son todas crecientes en una forma similar a fluidos aunque
con tasas de crecimiento un poco menores, con la clara excepcién de Beam 7 que es mucho més importante
aqui y presente desde X|) bastante menores que los predichos por fluidos (compara con figura 3.33a. Esta
es la unica inestabilidad de todas las presentadas en donde los efectos cinéticos amplifcan la inestabilidad
en vez de amortiguarla.
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3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

3.5. Simulaciones Hibridas

Aligual que para el caso de una especie, aqui se mostraran los resultados de simulaciones hibridas en algunos
casos de interés, que serviran principalmente para validar unos cuantos resultados antes hallados referente a
los efectos de variar la velocidad de drift. Estas simulaciones se han efectuado en el sistema de referencia del
centro de masa, al igual que los célculos analiticos previos. La funcién de distribucién que se ha usado para
inicializar las simulaciones es la discutida en el caso de una especie (2.106), con el correspondiente término
adicional debido al beam:

foVa _ a | me ac(ve = U3 ) + ac(vy = Up )* + 02 m ap(ve = UZ )% + ap(vy = Ug )% + 02
=372\ a2 &P |~ ) p : T 5 P |~ ’ 2 ’
Tte u /Bc ﬂcVA Bb ’BbVA
(3.75)
con
Us VA, . X
Ve = v S teosYo(2Qp/Via) — Xo(182p)]2 + sen[Yo (202p/Va) — Xo(t02)]5} (3.76)
A 0
ademds de
Xo — YoU, V.
a; =1-(Xo—Yo(U;/Va)) y ¢, = 2= Yol /Va (3.77)

Xo —YoU;/Va —1

3.5.1. Caso amplitud nula

Al igual que para el caso de una especie 2.8, se mostrara primero los espectros de potencia de una simulacién
sin onda pump, para el caso de alta densidad 7, = 0.15 y velocidad de drift U = 1.5 (frecuentemente usado de
ejemplo para las relaciones de dispersién analiticas)

—_
ST T T T T T T[T TTT 7T

'
-
RRRERRERERERR RS

(a) FFT(6n)(k,w) (b) FFT(5(Bx +iBy))(k,w)

Figura 3.45: Espectros de potencias w — k de fluctuaciones de densidad y campo magnético, sin onda pump
(A = 0) y para los mismos pardmetros fisicos que la figura 3.34. Tiempo de simulacion Ty,q.8Y, = 491.5 y
tamano de paso AtS), = 0.03. La explicacion de lineas punteadas es la misma del caso de una especie 2.56, pero
anadiendo las rectas asociadas al beam.

De acuerdo a la discusién del caso de una especie mencionado, la zona con mayor potencia espectral en
la figura izquierda (espectro de densidad) representa los modos del sistema que pueden entrar en resonancia
Landau 2.109 con los protones. Y al igual que en la figura 2.36a, se han sobrepuesto las rectas de resonancia (en
lineas verdes) para particulas que estdan a dos y tres desviaciones estdndar de la velocidad longitudinal media
(U.,; £2/30;) para la poblacién del core (j = c) y el beam (j = b). Asi, y tal como fue hallado en el caso de
una especie, los modos actisticos analiticos menos amortiguados de la figura 3.34 (en lineas grises) estaran muy
cerca de dichas rectas, afectando asi a los protones que estdn en la "cola” de las funciones de distribucién del
core y el beam (ver figura 3.46).

En el espectro del campo magnéticos, la zona con mayor potencia reproduce el diagrama para la onda pump
de Alfvén modificada por el beam 3.1d, con la salvedad que alli los modos aqui mostrados con k > kg aparecen
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3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

en los dos primeros cuadrantes, después de una rotaciéon de 180° en torno al origen (ver explicacién detallada en
la discusién de dicha figura 3.6d). Sin embargo, la curva predicha tedricamente en el primer cuadrante, debida al
beam y propagdndose hacia adelante (recta azul superior en 3.1d), practicamente no se observa aqui. También
aparecen las rectas en lineas verdes que representan modos que pueden entrar en resonancia ciclotrénica con
particulas de velocidad v, apropiada, tanto con las de los protones del beam o del core (recordar discusién y
comparar con el caso de una especie 2.36b). Para mostrar ello, se ha sobrepuesto (2.110) para las mismas cuatro
velocidades v, en la cola de las poblaciones del core y beam graficadas en el espectro de densidad. La ubicacion
de estas velocidades en la funcién de distribucion se muestra en el siguiente diagrama, junto con la deformacion
de ésta ultima debido al beam:

3.0 T L T L

tQ,= 0.0 tQ,=0.0

s | * ik I B
1ok ] o5l i T i i
¥ 1 i }1 }1 i }1 0
I i ol
i i o
i i o |

1.0 1 05
450 e b [ T—— 0.0
-1 0 1 2 ) o : ;
VlVa v,V
. I N (b) Distribucion f = f(v2)
0.0 1.8 3.7 5.5

(a) Distribucion f = f(ve,vz)

Figura 3.46: Distribucion inicial (tQ, = 0) de particulas en el espacio de velocidades para el caso A =0y
con BC = Bb = 0.05. Al igual que en el caso de una especie, las lineas verdes indican v, = U, ; £ 20j,v, =
U..; £ 30j, mientras que las grises, la velocidad de fase longitudinal correspondiente a cuatro pares de modos
acisticos mostrados en 3.45a. Ademds, la curva roja representa la funcion de distribucidn (3.75) y las lineas
rojas horizontales las abscisas a 1 y 2 desviaciones estdndar, respectivamente. El core estd en la izquierda y
el beam a la derecha. El core no estd centrado en v, = 0 debido a que la simulacion, al igual que el cdlculo
analitico, estd en el sistema de referencia del centro de masa (recordar ec. (3.10)).

3.5.2. Caso estandar: Efectos de la velocidad de drift.

Ahora se mostraran los resultados de simulaciones en donde se varia la velocidad de drift, de forma similar
a lo desarrollado en la seccién (3.4.3), para asi poder validar los resultados allf obtenidos. La densidad del beam
ser4 alta 1, = 0.15, mientras que los pardmetros beta se mantendran constantes en 3% = 0.1, g% = ﬁf = 0.05,
como también la amplitud en 4 = 0.3% y X = 0.35.

Velocidades bajas

Ahora se analizaran los casos para la velocidad de drift U = 0.5 y U = 1.0, cuyas relaciones de dispersiéon
analiticas seguin el modelo cinético-hibrido se muestran en las figuras 3.38. En primer lugar, los espectros de
potencia con doble transformada de Fourier espacio-temporal son:

149



3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

AVRARARRRRRN RRAARARAR
ATARARRRRRN RRAARARAR

1 1
g g
3 X 3
0=239RP W, LY 05
s -1
£ _of

T T T T TS T T

\
aRanasaRs
\

\

N
NRARARa R
\

N
N

w/Q,
w/Q,

/0,

b b e,

i
I
'
|
T

0.0 0.5 110 15 2.0
kV,/Q,
BT 200 .
-8 -4 0
(g) FFT(8|B))(k,w). U=0.5 (h) FFT(8|B|)(k,w). U =1.0

Figura 3.47: Espectros de potencias w — k de fluctuaciones de densidad, campo magnético y eleétrico (i.e.:
Doble transformada de Fourier en x y t) para los casos U = 0.5 (izquierda) y U = 1.0 (derecha). Mismos otros
parametros que 3.38, cuyas curvas de dispersion se han sobrepuesto.

150
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En seguida se nota que en la zona de la inestabilidad decay estd gran parte de la potencia espectral del
sistema, precisamente en la rama —b predicha por el modelo cinético-hibrido (i.e.: generando preferentemente
ondas hacia atrds). Si bien las ramas —f y +b se corresponden muy bien con la figura analitica 3.38 para el
espectro del campo magnético total y el campo eléctrico longitudinal, casi no hay potencia apreciable en la
rama +B. Las otras ramas se corresponden relativamente bien con la teoria. Notar que las ramas actsticas del
beam que aparecen en el espectro de densidad, estdn completamente ausentes en el espectro de E. (a pesar
que ambos campos se relacionan al ser longitudinales). Ahora, para poder identificar de mejor forma las zonas
inestables en que aparecen las inestabilidades, ademas de caracterizar los tiempos en los cuales se desencadenan,
se mostrara la evolucién de la potencia espectral, de los mismos campos anteriores, en cada modo m:
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Figura 3.48: Evolucion de la potencia espectral para las fluctuaciones de densidad, potencia y campo magnético
(i.e: Transformada de Fourier sélo en x), en los casos U = 0.5 y U = 1.0. Mismos pardmetros de la figura
anterior. Mismas explicaciones que en el caso de una especie (2.40).
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3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

De los diagramas anteriores, se concluye que las inestabilidades surgen para tiempos (ligeramente) mayores
conforme la velocidad de drift aumenta, al menos en este régimen de U relativamente bajos. En otras palabras,
la onda pump es menos propensa a decaer paramétricamente via inestabilidades, para U =~ 1.0 que para U = 0.5.

Por otra parte, al igual que para el caso de una especie, en lineas punteadas se han mostrado los modos mas
inestables para la densidad y campo magnético. Luego, la seccién transversal de ellos, que representan cuatro
tiempos caracteristicos de la evolucion de potencia espectral anterior, sera:
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Figura 3.49: Espectros de potencia de densidad (negro) y densidad (naranjo), para los tiempos Trax/4, Tnaz /2,
3Tmaz/4 Y Tnaw- Mismos pardmetros anteriores, y mismas explicaciones que 2.41.

Ademas de la onda pump, ahora se puede identificar facilmente las inestabilidades marcadas para cada caso,
conformadas por fluctuaciones de densidad que producen bandas laterales en su decaimiento, de acuerdo a las
reglas de seleccién (2.30) y (2.31). Con la misma notacién que para el caso de una especie, notamos que el
mismo tipo de inestabilidades se producen para ambos casos de velocidad mostrados, a saber:

= Modo de densidad: mg = +15. Banda lateral inferior m;, = mqo—mgq = 17 (-f) y superior my, = mg +mgq =
47 (+f). Inestabilidad modulacional. Peak de densidad y del médulo de campo magnético, pero no del
campo eléctrico longitudinal.

= Modo de densidad: my = +64. Banda lateral inferior m;, = mo—mg = —32 (-b) y superior my, = mo+mgq =
64 (+f). Inestabilidad decay. Peak para todos los campos involucrados. Genera preferentemente ondas L
hacia atrds (—b).

En otras palabras, estas son las mismas inestabilidades que surgen en el caso de una especie. La usual beat
no se distingue individualmente, debido a que decay es tan dominante que queda oculta dentro de su amplio
rango inestable, de forma andloga para la simulacién de una especie.

Finalmente, también se pueden encontrar las tasas de crecimientos lineales mediante el método explicado
para el caso de una especie.
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Figura 3.50: Tuasas de crecimientos lineales v v/s k obtenidas del espectro de densidad.

Al comparar con los resultados numéricos analiticos 3.38, se nota un acuerdo general para el caso de U = 1.0,
aunque la regién inestable de decay es mas restringida aqui, ademéas de no notarse la inestabilidad beam 4. Por
otra parte, para U = 0.5, sorprendentemente el sistema es més inestable que para el caso anterior de velocidad,
con tasas de crecimiento bastante mas altas que lo predicho por la teoria.

Velocidades altas

Ahora se analizaran los casos para la velocidad de drift U = 1.5 y U = 2.0, cuyas relaciones de dispersiéon
analiticas segun el modelo cinético-hibrido se muestran en las figuras 3.39. En primer lugar, los espectros de
potencia con doble transformada de Fourier espacio-temporal son:
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Figura 3.51: Espectros de potencias w — k de fluctuaciones de densidad, campo magnético y eleétrico (i.e.:
Doble transformada de Fourier en x y t) para los casos U = 1.5 (izquierda) y U = 2.0 (derecha). Mismos otros
parametros que 3.39, cuyas curvas de dispersion se han sobrepuesto.
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3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

Aqui se aprecian claramente cuatro inestabilidades (zonas con mayor potencia) bien acotadas y definidas en
el espectro de densidad, correspondiendo precisamente a las intersecciones de los modos que predice la teoria
de fluidos y cinética-hibrida. Para el caso de mas alta velocidad, U = 2.0, hay clara predominancia de una
inestabilidad para w y k grandes, en la interseccién de las ramas —f con —sB (identificada como Beam 5
segun los resultados previos). La curva de beam +B casi no se aprecia para el espectro de ningiin campo,
discrepando asi de la predicciéon tedrica de tasa de crecimiento nula, a diferencia de —B que es notoria para las
fluctuaciones de los campos eléctrico longitudinal y magnético transversal en la regién inestable k& < 1.2. Ahora,
para poder identificar de mejor forma estas inestabilidades, ademéas de caracterizar los tiempos en los cuales
se desencadenan, se mostrara la evoluciéon de la potencia espectral, de los mismos campos anteriores, en cada
modo m:

156



3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

127 -8.3 -39

(a) FFT(5n)(k). U =15 (b) FFT(6n)(k). U = 2.0

KVyQ, KVyQ,
-1.21 —0.60 0.00 0.60 . E -1.21 0.00 1.21

200

-13.0 -7.0 -1.0

(c) FFT(8(Bs +iBy))(k). U = 1.5

KV,
o097

(d) FFT(8(By + iBy))(k). U = 2.0

KV,
1.21

3 ; 150

0 20 40 60 80 100 120 140 0 50 100 150 200
N modo N modo
[ TN TSN s [ TN TN s
-133 -9.2 -5.1 -134 -9.0 -4.6
(e) FFT(SE,)(k). U =15 (f) FFT(SE.)(k). U = 2.0

KVyQ, KV, /@,
0.48 072 097 1.21

0.61 1.21 1

150

100

ot

20 40 60 80 100 120 140 50 100 150 200

N’ modo N’ modo
[ T T . | T T .
(g) FFT(8|B|)(k). U = 1.5. (h) FFT(5|B|)(k). U = 2.0.

Figura 3.52: Evolucidn de la potencia espectral para las fluctuaciones de densidad, potencia y campo magnético
(i.e: Transformada de Fourier sdlo en x), en los casos U = 1.5 (izquierda) y U = 2.0 (derecha). Mismos
pardmetros de la figura anterior. Mismas explicaciones que en el caso de una especie (2.40).
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3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

Como podria ser esperable, las inestabilidades paramétricas se desencadenan para tiempos menores a mayor
velocidad de drift, ya que el sistema es mads inestable y pasa, por tanto, a la etapa turbulente mas pronto. Notese
también que todos los modos se vuelven inestables, en cada caso, aproximadamente al mismo tiempo. Por otra
parte, y como ya es costumbre, en lineas punteadas se han mostrado los modos mas inestables para la densidad
y campo magnético. Luego, la seccién transversal de ellos, para cuatro tiempos caracteristicos de la potencia
espectral anterior, sera:
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Figura 3.53: Espectros de potencia de densidad (negro) y densidad (naranjo), para los tiempos Tynaz /4, Tinaz /2,
3Tmaz/4 Y Tonax- Mismos pardmetros anteriores, y mismas explicaciones que 2.41.

Ademas de la onda pump, ahora se puede identificar facilmente las inestabilidades marcadas para cada caso,
conformadas por fluctuaciones de densidad que producen bandas laterales en su decaimiento, de acuerdo a las
reglas de seleccién (2.30) y (2.31). Con la misma notacién que para el caso de una especie, para U = 1.5, éstas
son:

= Modo de densidad: mg4 = +16. Banda lateral inferior m;, = mgo —mg = 16 (-f) y superior my, = mg+mgq =
48 (+f). Inestabilidad modulacional. Peak de densidad y del médulo de campo magnético, pero no del
campo eléctrico longitudinal.

= Modo de densidad: mg = +42. Banda lateral inferior m, = mgo — mgq = —10 (-b) y superior m; =
mo + mq = 83 (+f). Inestabilidad beat. Peak para los tres campos representados (densidad, médulo de
campo magnético y campo eleétrico longitudinal).

= Modo de densidad: m, = +55. Banda lateral inferior m;, = mo — mgq = —23 (-b) y superior m;, =
mo + mgq = 87 (+f). Inestabilidad decay. Peak para densidad y campo eléctrico longitudinal, siendo muy
débil el modulo del campo magnético, y en general menos importante que beat.

= Modo de densidad: mg = +72. Banda lateral inferior m;, = mo—mg = —40 (-B) y superior mj, = mo+mg =
104 (+f). Inestabilidad Beam 4. Peak para los tres campos representados, siendo la inestabilidad dominante
junto con beam.

Las tnicas inestabilidades que no se distinguen al comparar con la relaciéon de dispersién cinética-hibrida
3.39a, son la Beam 5 y 6, aunque es razonable esperar eso debido a que la teoria predice bajas tasas de crecimiento
segun 3.39a. En cambio, para U = 2.0 se distinguen las siguientes inestabilidades y sus caracteristicas:

= Modo de densidad: mg4 = +18. Banda lateral inferior m;, = mg —mgy = 14 (-f) y superior my, = mgo+mgq =
50 (+f). Inestabilidad modulacional. Peak de densidad y del médulo de campo magnético, pero no del
campo eléctrico longitudinal.

= Modo de densidad: mgy = +48. Banda lateral inferior m, = mg — mgq = —16 (-b) y superior m; =
mo + mq = 80 (+f). Inestabilidad beat. Peak para los tres campos representados (densidad, médulo de
campo magnético y campo eleétrico longitudinal).
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3.5. Simulaciones Hibridas 3. Efectos de un beam de iones

= Modo de densidad: my = +67. Banda lateral inferior m, = mo — mgq = —35 (-b) y superior m; =
mo+mg = 99 (+f). Inestabilidad Beam 4. Peak para densidad y campo eléctrico longitudinal, siendo muy
débil el médulo del campo magnético, y en general méas débil que beat.

= Modo de densidad: mq = +105,149. Banda lateral inferior m, = mg — mq = —71,—117 (-B) y superior
mp = mo + mg = 132,181 (+f). Inestabilidad Beam 5. Peak para los tres campos representados, siendo
la inestabilidad dominante junto con beam. Genera predominantemente ondas desplazandose hacia atras,
con un amplio rango en k y w, lo que explica la existencia de dos maximos bien distinguibles.

Finalmente, también se pueden encontrar las tasas de crecimientos lineales mediante el método antes expli-
cado:
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Figura 3.54: Tasas de crecimientos lineales v v/s k obtenidas del espectro de densidad.

Al comparar con los resultados numéricos analiticos 3.39, se nota una reducciéon general en las tasas de
crecimiento aqui obtenidas, debida probablemente a otros efectos cinéticos no considerados en el modelo (tal
como resonancias ciclotrénicas). Ademds, para U = 2.0, existe una notoria tasa de crecimiento para k < kg
(mayor que la predicha con el modelo cinético-hibrido), en la zona de la inestabilidad beam 4, aunque no sea
distinguible facilmente en los graficos de espectros anteriores.
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3.6. Resumen y discusion de resultados 3. Efectos de un beam de iones

3.6. Resumen y discusién de resultados

Ahora se recapitulardn y sintetizaran los resultados més relevantes obtenidos en este capitulo, estableciendo
una apropiada comparacion entre el modelo de fluidos, el cinético-hibrido, y también con el plasma de una
especie. Algunos de estos resultados ya han sido identificados en la literatura, pero prioritariamente con el
modelo de fluidos (ver [Jayanti and Hollweg, 1994] y [Gomberoff et al., 2002]). En primer lugar, se resumirdn
las inestabilidades halladas:

Nombre H Ramas inestables en fluidos \ Rama inestable cinéticamente \ Comentario ‘

Beam 1 +sB y -b No hay solo deformacién de decay
Beam 2 +sB y -f No hay No obs.

Beam 3 -B con +s -B (Res. Beam) Tipo decay

Beam 4 -B con +f -B (Res. Beam) Tipo beat

Beam 5 -sB con -f -f En fluidos, misma v¢ max

que Beam 6. Para k > kg
y de gran rango en k.

Beam 6 -sB con -b -b En fluidos, misma v¢ max
que Beam 5. Para k < kg
y de estrecho rango en k.
Beam 7 -f con +b -b Es beat, pero en res. beam

Tabla 3.1: Inestabilidades paramétricas asociadas al beam

Ahora se mostraran las principales consecuencias en las inestabilidades del beam (y, lateralmente, también
de las de una especie) al cambiar cada uno de los pardmetros de los cuales dependen las relaciones de dispersién
estudiadas, enfatizando las diferencias entre el modelo de fluidos y el cinético. Estas conclusiones se establecen
para variaciones en torno a los parametros del caso estandar de la figura 3.11.

3.6.1. Parametros del beam
Velocidad de drift U

= En el modelo de fluidos, las (en general) débiles inestabilidades beam 1 y 2 se generan debido a la mera
presencia del beam. El aumento de U las debilita, haciéndolas desaparecer. En el modelo cinético-hibrido,
ellas no se logran distinguir separadamente, sino sélo como ligeras deformaciones en las inestabilidades de
una especie.

= Beam 3 y 4 surgen intrinsecamente debido a la velocidad de drift del beam, para U intermedios. Ambas
se producen en las cercanfas de la resonancia beam (en la rama —B). Al aumentar U, el Y4, de Beam
3 es creciente y eventualmente se fusiona con decay, mientras que Beam 4 es casi constante fusiondndose
con beat, aunque para velocidades mucho mayores (notar también que es la tinica inestabilidad-beam
esencialmente electromangética, en el sentido de no involucrar ondas actisticas). Beam 4 es fuertemente
afectado por efectos cinéticos en el sentido de cambiar su tendencia a ;4. creciente con U, pero partiendo
muy débil para U bajos. Beam 3 es afectada por el amortiguamiento Landau estando siempre fusionada
con beat, formando una ancha inestabilidad, aunque con un méximo distinguible.

= Para velocidades de drift mayores, surge el par de inestabilidades beam 5 y 6 generados por la misma
rama acustica debida al beam —sB, con un pronunciado crecimiento con respecto a U. Beam 5 siempre
es mas importante (mayores Vi,q. y rangos en k) que Beam 6 en fluidos, pero el amortiguamiento cinético
lo afecta més que cualquier otra inestabilidad del beam, de modo que tal afirmaciéon cambia de sentido en
este modelo.

= La inestabilidad de una especie mas afectada por el beam es Decay. La principal razén es que desaparece
para un U lo suficientemente alto (dicho umbral de supresién serd menor para un beam més denso). En
segundo lugar, sus v,q, aumentan al atravesar, en el espacio w, v/s k, la rama —sB.
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3.6. Resumen y discusion de resultados 3. Efectos de un beam de iones

Las inestabilidades beam actsticas que existen en estrechos rangos de U’s intermedios, son estabilizadas
totalmente por efectos cinéticos.

Densidad del beam 1,

Decay es la inestabilidad mas afectada por el cambio en la densidad del beam, en el sentido de exhibir
umbrales de supresién para un cierto 7, (que serd menor para mayores U). Ello se debe, probablemente,
a que se produce en la zona del "gap” cuya apertura es proporcional a 1 y cercana a la resonancia beam.

Las inestabilidades del Beam 4, 5 y 6. no siempre crecen al aumentar 7, sino que tiene densidades criticas
de saturacion tras las cuales decrecen

Los efectos cinéticos no tienen consecuencias adicionales a las ya mencionadas para el comportamiento de
las inestabilidades frente al cambio de .

Beta del beam

En modelo de fluidos, las inestabilidades Beam 1 y 2 tienen umbrales de supresién en [, que disminuyen
a medida que U crece.

Beam 3 no cambia mucho sus 7,4, en todo su rango de existencia hasta su fusiéon con decay.

Beam 4 crece rapidamente con (3, para U bajos, pero tendiendo a suavizarse para velocidades mayores y
llegando hasta la constancia para un U lo suficientemente alto. Los efectos cinéticos afectan notablemente
esta tendencia, haciéndola decreciente ¢/r a [Gp.

Beam 5 y 6 son méds importantes con un beam frio, esto es, su vq.. €s decreciente con (3, hasta que para
un cierto beta del beam umbral desaparecen (el que serd mayor para U grandes). Nuevamente, Beam 5
es la mas afectada por efectos cinéticos, siendo incluso mas débil que Beam 6. Es la tinica inestabilidad
cuyo méximo se desplaza a k (menores) conforme crece (.

De nuevo, Decay es la inestabilidad mas afectada por el cambio en el beta del beam, debido a que se
debilita cuando la rama —sB pasa a estar arriba de ella en el plano w, v/s k.

El modelo de fluidos predice inestabilidades dominantes para [, altos que estdn lo suficientemente amorti-
guadas con el modelo cinético como para cambiarlas radicalmente. Esto es particularmente relevante para
Beam 4 y 5.

3.6.2. Parametro de una especie

Amplitud de la pump A

Las caracteristicas de las inestabilidades modulacional y beat, en particular sus conocidos umbrales de
supresién en A, se ven minimamente afectadas por la presencia del beam, atn para velocidades de drift
y densidades altas. Dado que los efectos cinéticos no son muy grandes, éstos umbrales no estan muy
“difuminados “.

Todas las inestabilidades asociadas al beam son, simplemente, monétonamente crecientes con respecto a
la amplitud A. Para un U dado, el incremento de A no produce més inestabilidades asociadas al beam
que las presentes en el limite de bajas amplitudes, tal como ha sido mencionado en la literatura previa
(ver, por ej, [Nariyuki et al., 2009]).

A pesar de la poca importancia relativa de los efectos cinéticos, éstos disminuyen fuertemente las inesta-
bilidades Beam 4 en el rango intermedio de U y a beam 5 en el rango alto de U, en circunstancias que
en fluidos ellas serfan las dominantes en sus respectivos zonas (en el modelo cinético, las inestabilidades
dominantes pasan a ser decay y beam 4, respectivamente).
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3.6. Resumen y discusion de resultados 3. Efectos de un beam de iones

Beta del core y electrones j, .

Aqui se debe notar, para efectos de comparacion, que el aumento de (. induce un comportamiento predo-
minante de fluidos, mientras que el incremento de (3. hard més notorios los efectos cinéticos.

En modelo de fluidos y para velocidades U bajas, la inestabilidad Beam 1 es decreciente con respecto a
0B pero creciente con ..

En modelo de fluidos, los umbrales de supresion caracteristicos en beta del caso de una especie para las
inestabilidades modulacional y beat, practicamente no distinguen entre el aporte de electrones o protones
(son iguales), siendo un indicio de que dependen sélo de su suma total. Ademds, dichos umbrales de
supresién son minimamente afectados al variar la velocidad U. Estas conclusiones se mantienen con efectos
cinéticos.

Los Ymar de Beam 3 tiene la misma tendencia decreciente que decay con respecto a la variacion de tanto
Be como f..

Si bien en fluidos Beam 4 es creciente con respecto a 3. y 3., los efectos cinéticos inducen el comportamiento
precisamente contrario, al tornarla decreciente con respecto a .. Siempre que ella esté presente, sera la
dominante en modelo de fluidos, pero no en cinético. Por otro lado, ella es la tnica inestabilidad que se
desplaza significativamente (hacia k mayores) debido al incremento de 8. 6 (. (aunque no en el tltimo
caso con el modelo cinético-hibrido).

En fluidos, las inestabilidades Beam 5 y 6 son invariantes frente al cambio de .. Si bien los efectos
cinéticos no afectan mucho a Beam 6, si lo hacen con Beam 5, pues la hacen desaparecer para un cierto
[B. umbral, el que serd mayor para velocidades de drift mas grandes.

En cambio, Beam 5 es creciente con respecto a (. y Beam 6 decreciente con respecto a ese mismo
parametro, tanto en modelo de fluidos como cinético. Notar que estas son las tnicas inestabilidades que
distinguen entre beta’s de electrones y protones en modelos de fluidos. A pesar de la poca importancia de
efectos cinéticos al aumentar ., beam 5 sigue siendo la mas afectada por la fuerte reduccién de sus v,qz-

En general, el aumento de (. y con él del amortiguamiento Landau, tiende a suprimir todas las inesta-
bilidades desarrolladas (en particular las del beam), en tendencia contraria al aumento de la velocidad
de drift U que las hace més fuertes. La menos afectada es la Beam 6, manteniendo notablemente una
tendencia casi constante frente al incremento del beta del core.

Las inestabilidades beam acusticas se producen en un estrecho rango de (.. Conforme crece U, el punto en
en que se desencadenan se desplaza a (. mayores. En cambio, ellas existen para todo 3. mas grande que
un valor critico, cuyo valor se desplaza a (. mayores conforme crece U. Consecuentemente, para valores
de velocidad U intermedios, el plasma proton-protén se encuentra dominado por estas inestabilidades
no-paramétricas cuando los electrones estdn lo suficientemente calientes. Dado que para (. grandes el
comportamiento es netamente de fluidos, incluso el modelo cinético-hibridos predice este tipo de inesta-
bilidades en estas situaciones.

Frecuencia de la pump X,

Todas las inestabilidades Beam son crecientes con respecto a la frecuencia X, tendiendo a fusionarse
con alguna de las inestabilidades de una especie a medida que ella aumenta (especificamente, con beat y
decay). Consecuentemente, a menor frecuencia de la pump, existiran més tipos de inestabilidades distintas.

Al igual que para las variaciones de otros parametros, aqui se reafirma lo ya identificado varias veces:
Beam 4 y 5 son las mas fuertemente amortiguadas por efectos cinéticos.

Las inestabilidades de una especie beat y modulacional tienen una tendencia creciente para sus Ymaz (¢/T
a Xy) cada vez mds marcada para U mayores.

El umbral de la inestabilidad Decay (que es después de su fusién con beam 3) para la cual se suprime, se
desplaza a X() menores conforme U aumenta. Ello no cambia al incluir efectos cinéticos.
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3.6. Resumen y discusion de resultados 3. Efectos de un beam de iones

= La inestabilidad Beam 7, que se presenta para frecuencias grandes en el modelo de fluido, posee una veloci-
dad de fase negativa y se ubica contigua a la resonancia del beam, tiene un comportamiento radicalmente
diferente en relacién al amortiguamiento Landau: Es la tnica inestabilidad que los efectos cinéticos la
amplifican en vez de amortiguarla (...7).
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Capitulo 4

Relacion de dispersion cinética: Intento
y problemas

En este capitulo se adaptard el método desarrollado en el paper [Matsuda, 1986], usado originalmente para
derivar una relacién de dispersién completamente cinética en plasmas de altas frecuencias, para el caso aqui ana-
lizado de ondas de Alfvén ién-ciclotrén en el rango de frecuencias w ~ €),,. Serd completamente cinética en el
sentido de incluir tanto el usual amortiguamiento Landau, en la direccién longitudinal al campo magnético,
como el armortiguamiento ciclotrénico en la direccién transversal a él. Las condiciones del plasma electrén-
protén son las mismas que fueron usadas para el caso de fluidos (ver seccién 1.5.2) y cinético-hibrido (seccién
2.6), enfatizando el hecho que los protones se consideraran cinéticamente mientras que los electrones sin masa
obedeceran las conocidas ecuaciones de fluido.

4.1. Estado de equilibrio del plasma (orden 0)

Para efectuar la posterior linealizacién, se debe encontrar el estado de equilibrio a orden 0, caracterizado
por el movimiento de los protones en el campo de la onda pump de propagacion paralela al campo magnético
estatico. Con este objetivo, se determinaran tanto las trayectorias que siguen estas particulas, como la funcién
de distribucién que satisfacen.

4.1.1. Trayectorias no perturbadas

Una caracterizacién 1util del plasma a orden 0 consiste en determinar las ecuaciones de movimiento de una
particula de prueba (protén) en el estado de equilibrio, esto es, bajo la fuerza de Lorentz debida al campo
magnético estatico de fondo ademds de los campos de la onda pump (1.66) y (1.77):

dv’ e (= = —»
P
az’

en donde las trayectorias a determinar ¢’(t') y Z’(t') poseen como condiciones iniciales:
Tt =t) =17, Tt =t)==2 (4.3)

Notese que estas ecuaciones de movimiento estan escritas en el sistema de referencia del campo magnético
estatico B. Separando en componentes la ecuacién para la velocidad (4.1) y expresando el campo eléctrico en
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funcién del magnético mediante (1.79), se tendra explicitamente:

dv! eBy

T; = Quu, + ko (wo — kov?) sen(koz" — wot”) (4.4)

d’l)/ €B0

Y Qo — . / r / 4.

¥ pUs ko (wo — kov?,) cos(koz" — wot') (4.5)

dv! B

dl;z = em—o [0], sen (ko2 — wot') — v}, cos(koz’ — wot)] (4.6)
P

Este sistema de ecuaciones en ¥’ es no lineal y sus soluciones exactas, si bien son conocidas, son muy poco

manipulables debido a su complejidad. Es por ello que aqui se usara la aproximacion usada en el paper de
Matsuda antes mencionado, que consiste en suponer la componente z de la velocidad (4.6) como una constante,
es decir:

d /
% ~0 = vl = v, = cte (4.7)

Esto permite integrar directamente la componente anterior entre t' =t a t' = t’, con lo cual:
2 =z4v,7 (4.8)

en donde se ha definido convenientemente la nueva variable temporal desplazada que permite redefinir en 7 = 0
las condiciones iniciales anteriores:

T=t—1t = 7 (r=0)=7, F(r=0)=2 (4.9)

La simplificacién lograda con este procedimiento es notable: los argumentos de las funciones trigonométricas ya

no dependen de la incégnita del sistema de ecuaciones z’, sino que sélo de la variable independiente 7 a través
de:

by = koz" — wot’ = ¢ + (kov, — wo)T (4.10)
en donde se han usado las abreviaciones

¢ = ko2’ — wot’ (4.11)
$o = koz — wot (4.12)

Con ello, las soluciones para v’ y v/, se obtienen a partir del siguiente sistema de dos ecuaciones lineales no
) T Y
homogéneas:

dv!,

o= Qpu;, + k—:i (wo — kov.) sen ¢y, (4.13)
dv’ Q Bo

@ - e g, g, o~ kv cosdo e

La soluciéon de la parte homogénea del sistema evidentemente da lugar al conocido movimiento ciclotrénico,
mientras que la solucién particular se puede hallar, por ejemplo, a través del método de variacién de pardmetros.
Imponiendo también las condiciones iniciales, definiendo las constantes dependientes de ellas:

Q, B

p L0

Ve = vy — ———-(4 cos ¢g
K, (4.15)
Qp, By,

Vy =y = ,705?5@ sen ¢,

ademads de la constante:
(1 _ k,ovz) Q
Vo w ) o ke
C+_1_&_kovz_1 Uz_wok;ﬂp’ (4.16)
wo wo 0
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IJ()(aI el IeeIIlp azo (]e ;}Z p()l vV, Ccon IeSpeCl() a 13 C()IlSlaIlle s (16 la S()lllCl'(')Il (16 f;()IlIleIllp .132 se p ]e(le
+
hallar féCilmenle laS SOlllCiOIleS para laS velOCidadeS

/

Q, B
V(1) = Vg cos(Q,7) + V, sen(Q,7) + -2 —OQ_ Cos ¢

2p 4.17
T B. (4.17)
/ o Qp BO /

v, (1) = =V sen(Q,7) + V;, cos(Q,7) + k——g+ sen ¢y, (4.18)
0 s
e integrando, también las soluciones para componentes x e y de las ecuaciones de movimiento (4.2):
; Q, B
(1) =z + gp sen(Q,7) + g‘;z(l —cos(QpT)) + k—;’iﬁ(sen b — sen ¢p) (4.19)
Ve | Q, B
y(r) =y — Q—p(l —cos(Q,7)) + Q—Z sen(Q,7) — k—é’ﬁiﬁ(cos bg — cos ¢g) (4.20)

Soluciones numéricas y validez de la aproximacion

. Qué tan buenas son las aproximaciones de las soluciones de las trayectorias no perturbadas halladas en
(4.17) y (4.18), con respecto a las soluciones exactas del sistema de ecuaciones diferenciales 4.4-(4.6)7

» Caso estandar:

Para responder lo anterior, se mostraran los siguientes diagramas donde se compara la solucién exacta
(obtenida con el clésico esquema Runge-Kutta de 4° orden) con la aproximada antes mencionada, en el

mismo rango de los pardametros usados para el caso estandar de la relaciéon de dispersion analizado con
los tres modelos (fluido: 2.6, cinético-hibrido: 2.25, cinético: 4.10).

VIV,
o
1
|
|
=

-2t ‘

b -3 E | | | | | |
8n 10n 0 20m 40 60m 80m 100 120m
tQ
P

140n

P
(a) Comparacidn entre soluciones

(b) Diferencia entre soluciones

Figura 4.1: Izquierda: Comparacion de las soluciones exactas (lineas continuas) y aprozimadas (lineas dis-
continuas) para cada componente de velocidad U de un protén en el campo no perturbado, en funcion del
tiempo. Derecha: Diferencia AU entre soluciones exactas y aprorimadas, para un rango de giroperiodos mu-
cho mayor que en la figura izquierda. Pardmetros: Xo = 0.35. Yy = 0.434. A = 0.3%2. Condiciones iniciales:
(ve, vy, vz) = (0,1,0). Notar que en las unidades normalizadas usadas, el giroperiodo es t§), = 2.

La concordancia entre la solucién exacta y aproximada para las componentes transversales de la velocidad
es buena para tiempos muy pequenos, aunque la discrepancia entre ambas va aumentando rapidamente
para tiempos mas grandes, lo que se representa muy bien en el diagrama derecho. Aqui notamos que la
diferencia entre las soluciones llega a un maximo hacia 5 giroperiodos (107/€2,), para después volver a la
situacion inicial (soluciones exactas y aproximadas casi en fase) hacia €2, = 207. Este patrén modula-
cional, debido a la perturbaciéon del movimiento ciclotrénico por la onda pump, se repite periédicamente.
También aqui se puede verificar (aunque a posteriori), la validez de la aproximacién usada para obtener
analiticamente la solucién de la componente v, segin (4.7): su valor constante (lineas punteadas en verde)
es precisamente la recta en torno al cual oscila sinusoidalmente la solucién exacta, con una amplitud igual
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4.1. Estado de equilibrio 4. Relacién de dispersion cinética

a la mitad de la correspondiente a las componentes transversales, y no manifestando un cambio apreciable
incluso después de muchos giroperiodos (ver comparacion en la figura derecha).

Por completitud, y de forma similar a lo anterior, se pueden encontrar las soluciones para la trayectoria
de los protones:
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(a) Comparacidn entre soluciones (b) Diferencia entre soluciones (¢c) Trayectoria

Figura 4.2: Izquierda: Comparacidn entre soluciones exactas (lineas continuas) y aproximadas (lineas disconti-
nuas) para cada componente de la trayectoria ¥ de un protén en el campo no perturbado, en funcidn del tiempo.
Centro: Diferencia AT entre soluciones exactas y aprorimadas, para un rango de giroperiodos mucho mayor que
en la figura izquierda. Derecha: Trayectoria en el espacio real para solucion aproximada. Mismos pardmetros
anteriores. Condiciones iniciales: (x,y,z) = (—1,0,0)

Un comportamiento anélogo al observado para las componentes de la velocidad se manifiesta aqui también.
La componente z de la trayectoria oscila sinusoidalmente, a la vez que crece linealmente.

s FEfectos de la amplitud de la pump

Obviamente, a menores amplitudes A de la onda pump, la discrepancia entre las soluciones exactas y
aproximadas disminuird, debido a que la distorsion de las trayectorias ciclotrénicas por la pump serd menor,
aproximandose mejor a las curvas sinosuidales exactas del caso limite A = 0. En particular, la curva exacta
de v, mostrara el mismo comportamiento sinusoidal 4.1a, pero de una amplitud cada vez menor, por lo
que la aproximacién constante serd cada vez mejor. Por ej, para A = 0.1%:
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(a) Comparacidn entre soluciones (b) Diferencia entre soluciones

Figura 4.3: Comparacion entre soluciones exactas y aprorimadas para la velocidad. Mismas explicaciones y
pardmetros que en la figura 4.1, excepto por la amplitud de la pump disminuida a A = 0.12

Notese que las curvas de diferencia entre soluciones exactas y aproximadas también presentan el mismo
patréon modulacional antes hallado, pero con un periodo mucho mayor, indicando asi que la distorsion
peridédica inducida por la onda pump tomard mayor tiempo en volver a estar en fase con las soluciones
aproximadas.
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4.1. Estado de equilibrio 4. Relacién de dispersion cinética

s FEfectos de la frecuencia de la pump

Al aumentar la frecuencia de la onda pump wy, los efectos dispersivos aumentan al encontrarse cada vez
mas cerca de la resonancia en Xy = 1. Esto tiene como consecuencia una distorsion y desfase mayor entre
las curvas de velocidad aproximadas y exactas. Para poder apreciar este efecto mejor, se aumentara X
para el caso de baja amplitud A = 0.12 de 4.3:

S
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(a) Comparacidn entre soluciones (b) Diferencia entre soluciones

Figura 4.4: Comparacion entre soluciones exactas y aprozimadas para la velocidad. Mismas explicaciones y
pardmetros que en la figura 4.8 (con A = 0.12), excepto por la frecuencia de la pump incrementada a Xo = 0.6

El patrén modulacional de diferencia entre soluciones exacta y aproximadas presenta un periodo menor al
caso de baja frecuencia de pump 4.3, indicando la esperada indicando mayor distorsién y desfase inducido
por la pump. En particular, nétese ademas que la amplitud de la oscilaciéon de v, es mucho méas grande
que 4.1, siendo por tanto peor la aproximacion usada para valores grandes de wy.

Notar también que, en todos estos casos, la maxima variacién entre soluciones exactas y aproximadas es
ligeramente mayor a +2, no cambiando significativamente bajo variacién de ninguno de los pardmetros
analizados.

s Efectos de la condicion inicial v, (t = 0): Resonancia ciclotrénica

El caso analizado es muy particular por la eleccién de condiciones iniciales. En particular, dado que la
funcién de distribucién escogida es de naturaleza maxwelliana (4.44) en la componente v, (lo mismo para
la de Sonnerup (1.134)), se tendrd que es mucho més probable encontrar particulas con velocidad en torno
a v, = 0, por lo que la mayor parte del plasma responderd de un modo similar al mostrado. Sin embargo,
cabe destacar que cerca del punto en que una particula experimenta resonancia ciclotrénica (recordar
(1.56) y seccién 1.3.3), dada en este caso por v, = (wo — €,)/ko = —1.4972, la trayectoria sera violenta-
mente alterada por el fuerte intercambio de energia onda-particula (ver [Liemohn and Duane, 1976]). Por
ejemplo, sea el siguiente caso en que v, (¢t = 0) se escoge en las cercanias de esta resonancia:
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Figura 4.5: Comparacion entre soluciones exactas y aprorimadas para la velocidad. Mismas explicaciones y
pardmetros que en la figura 4.1, a excepcion de la condicion inicial v,(t =0) = 0.2 4+ (wo — Qp)/ko = —1.2972.

No sélo existe una fuerte desviacién del suave comportamiento sinusoidal antes mostrado, sino que las
soluciones aproximadas para ¢+ divergen muchisimo més rapido de las soluciones exactas para t grandes,
siendo pésimas predictoras del comportamiento real de las particulas. Ello se manifiesta en el diagrama
derecho, donde la maxima diferencia entre soluciones exacta y aproximadas es mas del triple que en los
casos anteriores lejos de la resonancia ciclotronica. A pesar de ello, la curva exacta de v, mantiene un
patron sinusoidal no muy deformado, aunque discrepando un tanto de la aproximacion constante utilizada.
Afortunadamente, para estos valores usados, la resonancia ciclotrénica se encuentra en la “cola” de la
funcién de distribucién, existiendo muy poca proporciéon de particulas que experimentan estos efectos.
En base a ello, seria esperable, y efectivamente se ha verificado, que a mayor diferencia del v, (¢t = 0) de
las particulas con respecto a la velocidad de resonancia ciclotrénica, tanto mejor serd la aproximacion
aqui usada con respecto a los resultados exactos (y en particular, la constancia de v.).

El origen de la mala calidad de la aproximacion usada yace en el comportamiento divergente de las
soluciones usadas (4.17)-(4.17) para velocidades v, en resonancia ciclotrénica, debido al denominador de
(4 que se anula bajo esa condicién. En efecto, se ha comprobado extensivamente que el maximo del patron
modulacional de diferencia entre soluciones exacta y aproximadas, 4.5b, crece monénotamente para v, aun
mas cerca de la resonancia ciclotrénica.

s Efectos de las demds condiciones iniciales Como ya podia ser intuido a partir de la relacién (4.10), se

ha verificado que la forma especifica de las distorsiones de las soluciones exactas y aproximadas para las
velocidades, dependen de la condicién inicial sobre la coordenada z(t = 0), es decir, de la fase relativa
entre la onda y particula (ver [Liemohn and Duane, 1976]). En cambio, las condiciones iniciales sobre x
e y no desempenan rol alguno en las soluciones para velocidad. Finalmente, en cuanto a las condiciones
iniciales sobre la velocidad transversal v, y v, éstas obviamente afectan la amplitud de sus variaciones
temporales, y de forma lateral también cambian la amplitud de la oscilaciéon de tipo sinusoidal de v,.
Ademiés de ello, la variacién de estas condiciones iniciales s6lo incide cambiando la forma precisa de las
curvas, pero no la tendencia ni el orden de magnitud de la discrepancia entre las soluciones exactas y
aproximadas.

En conclusién, la aproximacion usada para encontrar soluciones analiticas de las trayectorias de particulas

en el campo de la onda pump, v, = cte, es aceptable sélo para amplitudes y frecuencias bajas de la pump,
ademds de particulas cuya velocidad inicial v, (¢t = 0) (dada por la funcién de distribucién inicial) se encuentren
lejos de la resonancia ciclotrénica. Esto es, dicho punto debe quedar en la cola de fy para que sus efectos sobre la
mayor parte de la funcién de distribucién sean minimos, siendo asi mayor el rango de validez de la aproximacion
usada.
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4.1.2. Ecuacién de Vlasov y funcién de distribucion en equilibrio

La ecuacién de Vlasov (1.16) a orden 0, en donde f, = fo,(z,t, V), es:

dfop _ Ofop | . Ofop | dU Ofop _ Ofop Ofop . e (=, ~ 5 , 7). Oop
a ot oz Tat or ot " o: Ty (Fo-+0x (B + By)) - 52

=0 (4.21)

Nétese que para la aceleracién dv/dt se ha usado las trayectorias no perturbadas (4.1). La funcién de distribucién
que se escoge debe satisfacer la ecuacién de Vlasov anterior. Si bien del andlisis de la seccién (1.5.3) se sabe que
la funcién de distribucién encontrada en [Sonnerup and Su, 1967] y presentada en (1.134) es una solucién exacta
del sistema Vlasov-Maxwell, lo cual satisface estos requerimientos, no es apropiada para usar directamente en
la solucién perturbada fi, mediante el método de las caracteristicas (presentado en la siguiente seccién). La
razén es que la aproximacién usada al encontrar las érbitas no perturbadas (v = v, = cte), permite definir
una funcién de distribucién fo, de manipulacién relativamente simple en los calculos posteriores, encontrada
gracias a un apropiado cambio de sistema de referencia basado en la misma aproximacion, lo que no sucede si
se usa directamente la solucién exacta de Sonnerup.

Cambio de sistema de referencia de ecuacion de Vlasov en equilibrio

Asi, el argumento con que se encontrard una forma de la funcién de distribucién que satisface la ecuacién de
Vlasov a orden 0 (4.21) estd basado en [Matsuda, 1986]. Se usa las trayectorias de las érbitas no perturbadas
halladas en la seccién previa 4.1.1 para efectuar el cambio de sistema de referencia:

U= (vm,vy,vz) " ‘7 = (an Vy,vz = Uz) (4.22)

en donde V, y V,, estdn dadas por (4.15), de modo tal que éste sistema sea comévil a la onda pump. A su vez,
de estas ecuaciones de transformacion para velocidad es posible definir las correspondientes para la posicion:

f: (myyaz) I ﬁ: (pwapznpz = Z)7 (423)
simplemente integrando en t:

Q, B
P, 2,02y 8) = B+ =220, sem g (4.24)

kowo Bs

Q, By
py(y7zvvzat) =Y Lk L 7<+ COS¢0 (425>

0w Ds

Es de suma importancia notar que este cambio de sistema de referencia comévil con la trayectoria a orden 0 de
los protones en el campo de la onda pump, es vilido sélo bajo el supuesto que v, es constante (ver 4.1.1). Los
restantes efectos despreciados por esta suposicién serdn incorporados posteriormente, al considerar los efectos
de la velocidad de drift inducida por la onda pump .

En resumen, con el cambio de sistema de referencia escrito en la forma:

Ve=v, — U, Vy = vy — U, (4.26)
pz =2 — Ry py=y—Ry (4.27)
en donde
- Q,B
U= k—pBﬁOCJr (cos(koz — wot)@ + sen(koz — wot)) (4.28)
0 s
= Q, By )
R= — (4 (—sen(koz — wot) + cos(koz — wot)) (4.29)
kowo Bs
con lo cual:
fO :fo(t,f,’l_f) - FOZFO(taﬁ7‘7) (430)

se puede cambiar cada derivada incolucrada en al ecuacién de Vlasov a orden 0 (4.21) de la siguiente forma:
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1. Derivada temporal.

8f0 (U z t) 8F0 8V 8F0 8Vy - 6F0 8U 8F0 8U

=07 4.31
ot ov, ot v, ot av ot v, ot (4:31)
Q,wo B
= 11;00?2 { sen¢0 3V 9 4 cos ¢0 a7, } (4.32)
2. Derivada espacial. Considerando:
Ofo(¥,2,t)  OFy OV,  OFy 9V,  9FydU, 9F, dU, (4.33)
0z OV, 9z 0V, 9z 9V, Oz oV, 0z ’
B By OFy ., 0k
=-Q, B. o {— sen ¢ v, + cos ¢g 8VJ (4.34)
se tiene:
L Ofo(v,2,t)  Ofo By OFy 5Fo
U 57 = = v, BSC sen ¢g—— v, gbg (4.35)
Agrupando este tltimo resultado con la derivada anterior:
0 0 Q, B OF OF
a{ 7 af - 23 OC . {_ sen avj + cos ‘Z’Oavﬂ [wo — kovs] (4.36)

3. Deriwada en velocidad. Usando las velocidades de las trayectorias no perturbadas (4.4) y (4.5), se tiene:

AT e s . 4
i==== [Eo +Tx (B + BO)] (4.37)

= |Qpu, + && (wo — kovz)sengg | & + | —Qpvy —
ko B

S

Q, B o dus
k—é’i (wo — kov,) cos ¢0:| U+ o - (4.38)

De este modo, considerando que (wg — kov.) + Q¢4+ = (it (wo — kovz), se tiene:

dv 8f0(17,z,t) Q BO 6F 6F 8F0 6F0 d’l}z 8F0
G o7 T o B, 0 Rovs) |msendogyn beosdorn) 0 050 —va gy |+
(4.39)
— = 6F0 Q Bo 6F 8F0 d’UZ 8F0
= Q s — li — P — S 4.4
(V ” > 97 ko B, o+ (o~ kovs) { sen go gy av, } dt dv, (4.40)

Recopilando los resultados anteriores en al ecuacién a Vlasov a orden 0 (4.21), se puede verificar que los
términos proporcionales a la amplitud de la onda By se anulan al considerar dv,/dt ~ 0 (de acuerdo a (4.7)),
obteniendo:

dfo Ofo | e 501,90 _ (o 5). 9F0 _
R R © B+ x (B, + Bo) - i (Vx6) 7 =0 (4.41)

Funcion de distribucién

Pero es conocido que la soluciéon mas general de esta tltima ecuacion estd dada por una funcién de la forma
(ver, por €j., ec. 4.161 en [Swanson, 2003]):

Fop = Fo(VE,vz) (4.42)

con Vi=1V2+ VyQ. Es decir, la expresion general (4.30) no dependerd de ¢ ni de p. Luego, se puede escoger
convenientemente la funcién de distribucién, como:

. ang O‘sz + onTQ + vz
Fop(V) = 72,3 /QU’;T exp (— 2 S (4.43)
P p
. ang a(vy — Uy)? + alv, — U, 2—}—1}3
& folzt,0) = 7r3/253 exp (— ( ) 112( Y ) (4.44)
T T
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en donde « es una constante, que se escogerd igual a 1 en esta tesis (es decir, se usard una funcién maxwelliana
isotropica en el sistema 17) . Notar que la funcién anterior estd inspirada en la solucién exacta de Sonnerup
(1.138). Por ello, comparten muchas propiedades, tal como la densidad constante e igual a ng, para ambas (ver
(1.137)) v que la razén entre temperaturas perpendicular y paralela es igual a (1.148). Pero su diferencia en el
factor zeta : comparar (1.132) (U, es macroscépica) alli usado con (4.16) aqui usado (v, es microscdpica), tiene
como consecuencia una velocidad macroscépica transversal que discrepa de la constante calculada en (1.141).
En efecto, siguiendo el mismo procedimiento alli detallado, se tendra que debido a la dependencia en v, de U,
y Uyt

- 1 A . . ang a(vy — Uy)? + a(v, — U,)? +v?
=— [ v (v, B o — L - 4.4
Ton = g [ 00t 0+ 0:8) G 7 o
1
= =7 /d:z:dydz (U2 +Uyy) exp( 2 — 1y — 22) (4.46)
1 Q,B . .
= ﬁ?:?o(cos b0 + sen ¢oy) / dz(y exp (fzz) (4.47)
Q, By
k—o—(cos GoZ + sen o) [1 — £aZ (o — &a)) (4.48)

en donde se ha introducido la funcién zeta (C.1) y sus argumentos segun se detalla en la secciéon F.3.1. De lo
anterior se desprende que para sus componentes transversales:

‘70J;§ S]z §0 1 —£aZ(& — &a)l (4.49)

Relacién de dispersién de la onda pump

El hecho que V;), sea diferente es precisamente el causante que ahora no se obtenga la misma relacién de
dispersién conocida y exacta (1.94) (ver tltima parte de seccién 1.5.3). En efecto, ahora se tendra que la corriente
a orden 0 para protones serd, en vez de (1.153),

»Bo
Top = enop Vi, = enop (1 —€0Z(6 — o)) % (4.50)
con lo cual la corriente transversal total serd, en vez de (1.155):

eno
ko B

Jo = Jop + Joe = [, (1 — £0Z(& — £)) + wo] X% (4.51)

y consecuentemente, al reemplazar en la ecuacién de onda inhomogénea (1.152) se obtendrd en vez de (1.94) la
relacién de dispersion:

Hoenof?

ko = Tp [(1 —&aZ(& —&a)) + gﬂ (4.52)

6, en forma adimensional:

’YOQ =—-1-Xo+ &2 — &a) ‘ (4.53)

Cabe destacar que en el limite frio 7' — 0, usando el limite de la funcién Z de (C.10), se tendra:

Hoenofly, B wo /€Y +ﬂ
BS 1—w0/Qp

ki = — (4.54)

de modo que al simplificar se recupere la relacién de dispersién que es conocida por ser solucién exacta (1.94). Es
decir, la relacién de dispersién (4.53) encontrada con el método del paper de Matsuda (6 mejor dicho, inspirada
en la funcién de distribucién alli insinuada) se puede considerar como una aproximacién a la solucién exacta
(1.94), valida sélo para plasmas frios, tal como se muestra a continuacion:
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Figura 4.6: Diagramas de dispersion para la relacion de dispersién de la onda pump (4.53), con 8, = 0.1. Se
han sobrepuesto las curvas de la relacion exacta (figura 1.7) como lineas discontinuas verdes (rama L, hacia
adelante) y azules (rama R, hacia atrds). Los 4 modos acisticos menos amortiguados se muestran en lineas
grises.

La rama derecha que se desplaza hacia atrds tiene idénticas propiedades que la solucién exacta (1.103),
mientras que la rama L que se desplaza hacia adelante tiene la misma curva de dispersion que la onda de Alfvén
exacta s6lo para Y pequenos. Para Y 2 0.6, comienza a ser fuertemente amortiguada a la vez que empieza a
diverger de la solucién exacta (linea discontinua azul), debido a los efectos cinéticos de la funcién zeta. Esto
mismo también provoca que exista una infinidad de (cuasi)modos andlogos a los acusticos del modelo cinético-
hibrido, también fuertemente amortiguados, pero cuyas curvas de dispersién (con pendiente lineal constante)
ahora estan centradas en la resonancia ciclotronica Xy = 1. Notese que el punto donde el modo de Alfvén L
entra a la zona triangular delimitada por estas ramas de tipo acusticos, coincide muy precisamente con el Y a
partir del cual comienza su amortiguamiento este modo. O en forma equivalente: la onda de Alfvén L comienza
a amortiguarse cuando su velocidad de fase comienza a coincidir con las menores de entre estos modos tipo
acusticos.

Una discusién de esta relacién de dispersién de la pump no estaria completa sin considerar las consecuencias
de cambiar el inico pardmetro libre que posee: 3,. Para ello, se comparard un par de casos relevantes:
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Figura 4.7: Diagramas de dispersion para la relacion de dispersion de la onda pump (4.53), para los casos de
beta indicados

Se deduce facilmente que el aumento de la presion cinética de protones aumenta la apertura de las ramas
amortiguadas en torno a Xy = 1, con la consiguiente extensién hacia ¥ menores de la regién en que la rama L
de Alfvén se encuentra amortiguada. Por el contrario, conforme 3, se hace muy pequeno, dicha curva de Alfvén
coincide con la solucién exacta para un gran rango de Y con un v = 0, recuperandose completamente la solucién
exacta para (3, — 0.

4.2. Funcién de distribucién perturbada: Método de Matsuda

Como primer paso para encontrar las cantidades necesarias que seran necesarias en la relacion de dispersién,
se debe encontrar una expresion explicita para la funcion de distribuciéon perturbada a primer orden asociada a
los protones.

4.2.1. Linealizacién de ecuacién de Vlasov

Ahora se considerardn perturbaciones infinitesimales (subindice 1) a la funcién de distribucién en torno al
equilibrio descrito en la seccién previa 4.1, caracterizado por la funcién fy, dada en (4.44), de modo que:

fp(faﬁvt) :fOp(Z7€7t)+f1p(fvgﬂt) (455)

y analogamente, los demds campos escalares y vectoriales involucrados satisfardn las mismas descomposiciones
en su parte de equilibrio y linealizada de fluidos 2.4.1. Pero ademés, se supondra también que la velocidad o/
(de orden 0 en esta expansién) posee un drift ¥ (inducido por la perturbacién) de orden 1 para los efectos de
linealizacion, que incluye las correcciones de las trayectorias a orden 0. Es decir,

—

7T T4 (4.56)
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4.2. Funcion de distribucién perturbada: Método de Matsuda 4. Relacién de dispersion cinética

Luego, linealizando la ecuacién de Vlasov (1.16), y usando (4.21) para simplificar apropiadamente, se tendra:

Ofip | - Ofip | - Ofop e [z — ] ] O fip e (n 5. B - 5 5 Ofop
5 TV ez TV 5 +mp (E0+UX(BS+BO)) P +mp (E1+val+vd><(Bo+Bs)) 55 =0
(4.57)

Notese que es posible interpretar los siguientes términos como las aceleraciones de una particula debidas a la
fuerza de Lorentz producida por los campos a orden 0 y 1, respectivamente:

Bl odm e ya o

Go— -0 2 € (F L5 (B, B) 4.58

am BB (g, s
FL  q¢ . . L,

al:—lzﬂ:i(E1+6><Bl+6dx(BO+Bs)> (4.59)
mp dt  my,

El primer objetivo es encontrar la funcion de distribucién perturbada sin considerar los efectos del drift ¥,
es decir, despreciando todos los términos que contienen dicha variable al resolver:

8f1p . 8f1p 8f1p € =3 . =g 8f0p o
ST G (Eo—l—vx (B, +B°)>'W+m7 (E1+val>~ =0 (4.60)

Cambio de sistema de referencia de ecuacién de Vlasov linealizada

Para encontrar una forma relativamente simple de fi, se requiere simplificar la ecuacién anterior, lo cual se
logra mediante la transformacién de sistema de referencia antes hallada (4.26)-(4.27). Entonces, cambiando a

las variablesV y p, en donde se denota:
fp(a?',ﬁ,t) :Fp(ﬁa‘?at) :Fﬂp(‘?)‘FFlp(ﬁvVvt) (4.61)
se obtiene para cada término de la ecuacién de Vlasov (4.60):

1. Derivada temporal. Tenemos:

(9f1(17,2,t) o (‘3F1 8Uw 8F1 8Uy 8F1 8R 8F1 8R 8F1

= - 4.62
ot oV, ot ov, ot 0py Ot 3py ot 8t (4.62)
Q B() oF aF‘l 8F1
= % B. = G+ { { sen o — v, "+ cos ¢0 EY7s } { ¢ n o py] } t o (4.63)
2. Derivada espacial. Considerando:
0f(#.2) _ OROU, 0F0U, OF0R, OF0R,  0F: o
0z OV, 0z OV, 0z Op, 0z Op, Oz 0z '
_Q, By ) oF, oF, ko L OF or, OF;
= %o BSC+{—I€0 [—bemboav v, ] + { Ob¢oap en o= ]}+ 5
(4.65)
y también:
. afl (’17, z, t) 8F 8F1 Q BO 8F 8F1 8F1
e =V, — 4+ - e 4.
U 97 Ve T +Vy 9y + T B S(+ €OS pg—=—— O + sen d)o py V: g (4.66)

Al combinar con la derivada temporal, los dos primeros términos del lado izquierdo de la ecuacién de
Vlasov (4.60) serdn:

ofi L 0fi OF -~ OF1  Q,DBg

OF, OF,
E—l—v.%_ﬁ—l—v F—i—— C+{( kovz)[ sengboav + cos qboav] (4.67)
kov, OF
+ B0 Leos S0+ sen S| | (1.65)
wo Ipy
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4.2. Funcion de distribucién perturbada: Método de Matsuda 4. Relacién de dispersion cinética

3. Derivada en velocidad. El procedimiento es completamente andlogo al del caso en equilibrio (4.40), reem-
plazando Fy, por Fi,, por lo que

v 0£1(9,2,t) = 7&&@0 — kovz) {f sen ¢ OF, + cos

aF :|+Q [ 8F1p 8F1p d’Uz 8F1p

dat a7 ko B, Vv, v, vav,  "av, | T dt ov.
(4.69)

(7w 3). 2 2 Bo B dv, 8Fy,

- (V x Q) T e B G — hovs) [ av s¢>0 ] T (4.70)

De forma similar al caso a orden 0, al recopilar los resultados de este cambio de sistema de referencia
en la ecuacién Vlasov a orden 1 (4.60) (y recordando la aproximacién dv,/dt ~ 0), obtenemos una expresién
independiente de By (excepto algunos términos proporcionales ademas al gradiente de la funcién de distribucién
perturbada).

Oh 5 0f e a2y (B o B o
AT+ [ LT (BC+BO)] e (El LT Bl) r = (4.71)

aFlp . 8F1p ¥4 3 Y. @ i nl = 5 . 6fOIJ &@ kOUz 8F1p 6F1p N
e +V 97 +(V xQp) o +mp (El +val) EF + o B SC+ €oS ¢o iy + sen ¢o Oy =0
(4.72)

Identificando los tres primeros términos como la derivada total de F1), se tiene
dFl*p — € o >3 afO

LV :——(E *xB)- Op 473
o (LAY) my \Ev£0x B1) - = (4.73)

y asi se recupera la expresién conocida dentro de la teoria de Vlasov para un sistema sin onda pump (ver ec.
4.163 de [Swanson, 2003]). El asterisco en la funcién de distribucién perturbada es para enfatizar el hecho que
s6lo representa la solucién de la ecuacién de Vlasov linealizada sin el término de drift ¢ (4.60), cuyos efectos
seran incorporados més tarde

Integral temporal de I} a orden 0

Siguiendo el procedimiento estdndar del método de las caracteristicas', ahora se integra a lo largo de las
trayectorias no perturbadas:

t
e

Fp(t) = —— / dt’ (El(t’) () x El(t’))  OFy(t) (4.74)
my vV ()
—0o0

en donde prima ’ indica variables que dependen de la de integracién ¢. En principio, el limite inferior de la
integral seria desde un tiempo arbitrario ¢y, en donde es necesario tomar en cuenta los efectos de las condiciones
iniciales. Sin embargo, del andlisis de Landau del problema de Vlasov (ver seccién 4.3.1 de [Swanson, 2003]), se
sabe que si la frecuencia w tiene una parte imaginaria positiva, esto implica ondas crecientes en el tiempo, por lo
que necesariamente se tiene que las amplitudes de las ondas deben anularse conforme t; — —oc. Esto se puede
hacer sin pérdida de generalidad. Ahora, se puede suponer que los campo eléctricos y magnéticos satisfacen una
expansion andloga a la de fluidos (B.3), en la forma dictada por el teorema de floquet (ver seccién B):

El = Ey(t Z Ellexp [—i(kiz' — wit")], (4.75)
l=—00

B! = By(t Z Bllexp i(kiz' — wit))], (4.76)
l=—00

IVer seccién 4.3 de [Swanson, 2003] 6 seccién 8.10 de [Krall and Trivelpiece, 1973]. En lineas generales, la idea es encontrar la
perturbacién de la funcién de distribucién debido a la onda, siguiendo las 6rbitas de los protones en los campos electromagnéticos no
perturbados, que en este caso seria el de la onda pump ademds del campo magnético estético de fondo. Este método es conveniente
debido a que la funcién de distribucién no perturbada, Fp, es constante a lo largo de estas trayectorias, ya que siempre se puede
considerar construida a partir de constantes del movimiento (recordar seccién 1.5.3).
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4.2. Funcion de distribucién perturbada: Método de Matsuda 4. Relacién de dispersion cinética

en donde k; y w; satisfacen igualmente (B.4), y ademds conviene definir, en analogia a (4.10), las cantidades:
¢l( ) = klz(/) — wlt(/) y él = (kzlvz — wl) (4.77)

(en donde () indica que es valida tanto con prima como sin ella). Luego, es posible, mediante la ecuacién
de Faraday y el anédlogo a (1.78) para cantidades perturbadas, expresar los campos eléctricos transversales en
funcién de los magnéticos:

wy

T 53 5 Yo
El,l = ]{TIB%J’ Ei!,l =——Dj,. (4.78)

Ky

Por otro lado, se puede hace un cambio de variable en forma andloga a (4.26) para las cantidades en t/,
6 equivalentemente en 7 segin (4.9). En efecto, de las soluciones (4.17) y (4.18), se puede definir:

VI=Vu(r) =0, - U, V, =Vy(1)=v, - U, (4.79)
(4.80)

en donde
V! =V, cos(Q,7) + V, sen(Q,7) (4.81)
V, = —Vasen(Q,7) 4V}, cos(€,7) (4.82)

y
U = %%Qr (cos(koz" — wot")@ + sen(koz' — wot')) (4.83)
0 Ps

(4.84)

Asi, se puede explicitar cada componente de las cantidades que conforman el integrando para FY,,, por lo que
haciendo el cambio de variable en velocidad mencionado, se tendra:

5y oF, BY OF
€ 1, 0 1,1 0
FY = dt' { —= — ku,) —2 — —= — k) —2
= T Zl _4 { T @ Re) g — 5 w— he) avy
Tz 5y T aFO
+ |Biy+ BY (VUL = B (V) + Uy | 52 } (4.85)
z

Noétese que las derivadas de la funcién de distribucién satisfacen:

OFy, _ Ry, OV? _  OF,

fove’

v, ov2 9V,

(4.86)

y que ademsds la derivada en velocidad de la funcién de distribucién no depende de la variables de integracion
t'

VA =V2+V2+V} (4.87)
= (Vi cos(Q,7) + Vy sen(Q,7))? + (= Vi sen(Q,7) + V, cos(Q,7))? + v? (4.88)
=VZ+ Vy2 +VE=V? (4.89)

con lo cual:

OF,([V()]?) _ 9Fpp(V?)
T = s (4.90)
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Reemplazando estas cantidades en el integrando para FY,,, considerando ademaés las formas explicitas (4.81),(4.82),
y (4.83), y cambiando de variable de integracién a 72 | se tiene:

[ee]
* € —1 idyT 5y Wi
Fy, = T zl:e ¢ /dT@ ¢ {zBil’llcl (Vi cos(Q,7) — Vi sen(Q,7)]
0

~ ~ Q, B ~ ~ OF
—2Bi”lﬂ [V, sen(Q,7) + V,, cos(Q,7)] + 20, % | + 20, -2 =2¢, | BY  cos ¢y — BY sen q[)f)} =% (4.95)
" ki ’ ko Bs , 7 V2
en donde se ha usado (ver (4.10)):
—Z(b; = —i(klz’ — wlt’) = —1 (wl — kl’Uz) T+1 (wlt — klz) = —i¢l + Z'QBIT (496)
¢p = (koz — wot) + (wo — kov:)T (4.97)
Introduciendo las variables transversales (2.11), se tienen cinco integrales temporales para Fj:
= N Z e i /dTei‘i”T i empTgflV+ —i e—mﬂéflv, +20,E7,
mp = ky ———— Ky —_— =
0 =14 =14 =13
. Q, By . VRS 0Fy
+iv, =L —=¢y |e®0Br, —e Bl | b =2 (4.98)
k'O Bs W—D A,_D ov?
=134 =I3_
Se debe imponer la siguiente condicién para la convergencia de cada integral temporal:
Jm(w;) =7 <0, (4.99)

lo que equivale fisicamente a considerar sélo ondas amortiguadas ((1.49)). Aquellas con v > 0 igualmente
estardn permitidas después de realizar una continuacién analitica de cada funcién resultante para Jm(w;) > 0
(ver, por ej, seccién 5.2.3 de [Bellan, 2006]). Asi, calculando cada integral cuyo procedimiento se detalla en el
apéndice E.1, se obtiene la expresion que depende sélo de la derivada de la funcién de distribucién:

o= ENop Z ﬂ V*Bl+,l B VJFBI,I n QiUzElz,l ei(wlt*kzz) (4 100)
1p mp ; ki \w + Qp — kv, wp — Qp — kv, w; — kv, '
Qp By e’i(u}l+1t7kl+1z) ~, ei(wl,ltfkl,lz) ~ aﬁ()p
— =04+ — 10 — 1. o) (4.101)
ko By wit1 — kip1vs wi—1 — ki—1v; ov

En donde se ha usar también el hecho que Fy, es espacialmente uniforme (densidad constante, ver (4.44)) para
denotar la funcién de distribucién reducida Fp, en analogia a (2.74). La dltima manipulacién que se realizard a

2 En forma precisa, primero se hace el cambio de variable de ¢’ a T segtin dada en (4.9).
=t = 71=0 (4.91)
t, = —00 = T = —00 (492)

de modo que la integral se pueda escribir simbdlicamente como:

/ .. = / dr... (4.93)
—o0 —o0
A continuacién, se cambia a la variable 7* = —7 =t — ¢/, de modo que:

0 0 0o
/ dr...= —/dT*... = /dT*... (4.94)
— 00 oo 0

después de lo cual se redefine 7 := 7*
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esta funcién de distribucién sin drift consiste en desplazar la sumatorias en [ apropiadamente usando la identidad
(2.33), de donde se obtendrd:

Fr = oy S e OFop | @i V-Biy VB L 2B 9y By vaty (Bt oy Bros)
1p Bs 4 V2 |k \wi+Qp — kv w —Qp — kv wi — kvs | ko Bs w; — kv, \ L1 1,04+1

(4.102)

Notar que se tiene tres coeficientes de Fourier de los campos electromagnéticos en la relacion anterior: Bf:l
.

y Efl El propdsito de usar estas variables (en vez de Elil y Efl como se hizo originalemente en el articulo
[Matsuda, 1986]), es tratar de proveer una comparacién con los célculos conocidos de Hollweg del capitulo 2.4.1
(donde se usan dichas variables).

Integral temporal de F1 con drift

Ahora se tiene que hallar el término faltante AFy, que debe anadirse a la funcién de distribucion F7,
calculada previamente, y que se debe a los efectos del término de velocidad de drift ¢4, de modo que considerando
(4.73), se tenga la ecuacién de Vlasov completa (4.57):

2o — o (dutt ) x (Bt Bt )

afOp
ov

dFy,  dAF . .
p  dAF, e (E1 L Bl) . (4.103)

dt dt my

Los dos primeros términos de cada lado fueron utilizados para determinar Fp, en la subseccién previa (ver
(4.73)). Luego, y en forma aprozimada, se puede determinar dAF;,/dt igualando al segundo término del lado
derecho, para lo cual se requiere suponer que Uy admite una descomposicién andloga a (4.75)

= Y g i), (4.104)

l=—00

Entonces, separando cada componente explicitamente:

dAFy e = oF, » OFy ’ OF,
7 P = —m—pl; e {B ( Vg, 8Vp — Vg, 8Vyp +vg,Bo | —sen o 8V ngo (4.105)
, OF

+ By (vil sen o — v, €os qbo) avOp} (4.106)

20,By w _; F
= B+0 Z e~ i {vz (—vil sen ¢y + vy, cos ¢0> + v, (Vasen gy — V,, cos (;50)}2‘/05 (4.107)

s l=—00

+20, 3 e { Vool +V, vdl} ZVO;’ (4.108)

l=—00

en donde se ha usado (4.86). Luego, siguiendo el usual método de las caracteristicas, AFy, se obtendra integrando
a lo largo de las trayectorias no perturbadas para % (seccién 4.1.1). Asi, efectuando el cambio de variable de ¢ a
7 segun lo detallado en (4.91) y sgtes., ademds de usar (4.90) y expresar en términos de variables transversales
segin (2.11) y el andlogo para la velocidad de drift:

vg, = v £ vy, (4.109)
se tendra:
Q BO - / il v 8F0
AFy,(t) / l_z_:ooe i l{ { vy e S i }—i—vdl [ere i _V’el%}}avé’ (4.110)
:=D1 :=D2
0 > OF,
+zQp/dT > e “251{ Vi, +Viv dl}mﬁf (4.111)
l=—00
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Notando que mediante las formas explicitas de las trayectorias no perturbadas (4.81) y (4.82) se tiene V| =
Viet %™ v recordando los resultados de las integrales temporales en el apéndice E.1, es posible efectuar las
integrales, de modo que:

~ QynopBo ZOO —idy _”;,171 + Vg 41 Vivgiq Voug i 0Fy,
ARy, = B, l:_ooe v wy — kv, N w —Qp — kv, w+Q,— kv, [ 0V?2 (4.112)
i . V_A,_’Ud_l V_’U;_l aﬁo
0 —ien : : P 4.113
+ pT0p l—z:—oo € { w; — Qp — kﬂ)z + wy + Qp - klvz 8‘/2 ( )

en donde se ha usado también la relacién entre coeficientes de Fourier [ y [ +1 dada por (2.33). Las expresiones
concretas de las componentes de la velocidad de drift son calculadas en el apendice D. Entonces, sumando lo
anterior a la funcién de distribucién Fy), segiin (4.102), se tendrd la forma final Fy, de la funcién de distribucién
a primer orden:

_ . Q,no o, OF0p | wi Vférz V+§fl 2Z'U—zEfl

Fip(t, 2, V) = Ff, + Ay, = —2°2 Rl A Q] : — : : 4.114
lp( % ) p + lp BS Ze 8V2 k‘l wi + Qp — sz wp; — Qp — kﬂ)z + w; — kﬂ}z ( )

Qp By v.(4+ (~+ ~_ ) T V141 Vivg g Vovg i
SpBo UG+ (p+ Bo |v, — : , - : 4.115
ko Bs wy — ke \ ! 1) 50 Y wr — kv, wr =y — kv wi+Qp — kv, ( )

Vivg, Voug,

Bs < — . : 4.116
t { wl—Qp—kle+wl+Qp—l€le ( )

4.3. Momentos de la funcion de distribucion

La forma final de la funcién de distribuciéon Fi, permite calcular sus momentos macroscépicos, mediante la
integracién en velocidad con ciertos factores apropiados. En general, en todas las integrales estara involucrada
la funcién Z de plasma (C.1) debido a la naturaleza maxwelliana de la funcién Fy, (4.44).

4.3.1. Densidad de carga

A través de la definicién (1.9) se calcula la densidad de carga, y notando que se anulan todos los términos
con Vi al integrar en velocidad (debido a su paridad), se puede ver que los términos sobrevivientes conforman
el coeficiente de Fourier 1-ésimo:

-~ STz d d
- enopQp [ 5, OFy, | BT Q, By ¢+ (~+ o ) By =031 v
= v —rJ__> (B - B =2
Pip.d B, / v, | wi — kv, * 2ko By wy — kv, \ b1 Li+1) T w; — kv,

(4.117)

donde se ha usado la relacién (4.86). Reemplazando la forma explicita de —vf‘f_J_l + vd_7l+1 segiun (D.24) y
agrupando términos similares en las componentes longitudinal del campo eléctrico y transversales del campo
magnético, se tendra:

- enofly 3 6ﬁ0p = (Wit = kv + Q) (Wigr — kv, — Q)
= av E 4.118
Pip,i Bs / 87.)Z t 1,0 A-!,-,l ( )
Q,By ~, 1 ¢t wi—1 wip1 — kv, — 8y
— 4.119
* 2B, M ko wy — Ko, * ki1 Ap ( )
Q,B ~_ 1 ¢ wig1 wi—1 — kv, + 4,
—_ - 4.120
+ ZBS Lit+1 |: k‘o w; — klvz + kl+1 A.;,_J ( )
en donde se ha usado la equivalencia (para el términos asociado a zEfl)
1 QpBO 2 1 _ (wl+1 — kip1v, — Qp)(wl_l — kj_1v, + Qp) (4 121)
wp — kv, By Ay Ay )

Es 1til notar que todas las cantidades que provienen de la correccién debido al término de drift portan el término
AL
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4.3.2. Densidad de corriente longitudinal

De la definicién (1.11), la densidad de corriente longitudinal sélo se diferencia en un factor v, en el inte-
grando con respecto a la densidad antes calculada, de modo que si {...} representa este tltimo, entonces se
tendra simplemente para la densidad de corriente longitudinal:

Ji = /d?’sz{...} (4.122)

4.3.3. Densidad de corriente transversal

Mediante el cambio de sistema de referencia (4.26), la densidad de corriente transversal para protones
vendra dada por:

Ji = e/d 1% (V + -2 g WO) Fi, (7, V1) (4.123)

Ahora se debe invocar nuevamente la funcién de distribucién a primer orden (4.114) y las expresiones explicitas
de la velocidad de drift en (D.24) y (D.26). Hay muchas integrales que se anulan debido a que son impares en
Vi y/o V. Las que sobreviven seran:

Q , V_BF VB~ 7
Te — eQpnop it ﬂ/dgvvi 1,0 - +D1; 0Fop (4.124)
B k; wy + Q — kﬂ)z w; — Qp — kv, ov?2
Qp Bo [ s, Ceeti 9Fy, 0, Bo\’ (5 _ C2etido 9F,
E: By S <B+ iy )/d?’v*i P 4.125
i B, . + % B L=~ P ~ o, Ov. (4.125)
Vivg,q V—vdl+1 dFy Q, 32 Vi1 U dFy
By | d*VV. ’ - ’ 3 @By Dt T L e oio O20p
+ 0/ * ( -Qy—kv, w+Q,— klvz) oVv?2 * %%k 2ko B w; — kv, Gre v,
(4.126)
Notese que
, V_Bi V. B V2
—igy Wi 1,1 +21,1 . —igy Dt WiF1 T
e — V- — = -d e B 4.127
zl: kl + (wl + Q — klvz Wy — Qp — kl’Uz) Zl: LiFl kl$1 WiF1 + Q — k‘l¥11jz ( )
Vivg V_v3 . V2?2
g1y di-1 d,1+1 ) _ —idy 1Y 4198
Z € + <Wl Qp — kv, w; + Qp — kv, $;6 WiF1 + Qp — kl$1Uz ( )

en donde se ha usado, debido a la simetria cilindrica del sistema, las integrales:

V2 oF, V2 OF,
>V “f P — /d3V Y P 4.129
/ wi + Qp - kl'Uz ov? wi + Qp - klvz ov?2 ( )
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Con las identidades anteriores, el coeficiente de Fourier (I F 1)-ésimo de la densidad de corriente transversal
serd, al factorizar e~ ‘¥'F1 y usar apropiadamente (2.33):

e no Wir1 V26ﬁ0 /8‘/2
JE =20 ) p* + /d3v L2 0P 4.130
Iplxl Bs { LiFl kl 1 wl$1 + Qp - kl¥1vz ( )
QB | .~ (+8F0 JOv. By /= _ C20F,,/0v,
E:, | &*V P P BY . —B /d?’V*ip 4.131
"B, |' ”/ “ k. kB, ( Li-1 “H) kv (4.131)
Q,B ~ — kv, F O
ip—o/df"v {iEfl (“’lﬂ ELE P) (4.132)
B; ' Ay
1Q Bo 1l 1k, 1(‘*’lJrl kl+lvz_Q)+Bll+1k, 1(wl 1= ki1vz 4+ Q) 25‘ﬁ0p (4.133)
2 B A+,l(wl¢1 + Qp — k/’lel’Uz) + 8V2 '
1 QpBO 2 3 Q BO

1~ w dFop /00,
+= (BJr i (Wi — kisvs — Q) + By, C+Z)+/l} (4.135)

Wi41
9 \ Pl T — (wl—l—kl—lvz+9p))

kit

en donde se ha definido la velocidad perpendicular como VZ = V2 + Vy2. Agrupando términos semejantes, para
el primer caso de signo se tiene:

jf;’l_l N % /dBV { Zogo Ell (wz —1sz { (Q;fo)z Aii) o a@iip (4.136)
oo Xﬂ Btz 252 (4.137)

+ B, % (1 + % (92?0)2 (wiy1 — ka0, — QP)A1J> T QZE_ o ?91?/05 (4.138)

+% (2:;?:)2 (wz _Ciklvz + k(]):;)j? (Wit = Kip1v: — Qp) ACL> 88}?}0; (4.139)

+Bl J+1 ;kl:l (Qg?0>2 AVEZ g@;’ (4.140)

+% (2;’50)2 (— Cisz + k?::l (Wit = k1102 + ) ACL) %F;O: } (4.141)
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mientras que el otro es:

oo = a8 v e | (52w (%2) 55 ) o (142
et ZZ? bio1vs 2 g‘ljg (4.143)

o3 () (o st o b ) G (149

+ Ef,l+1 :ll—;l <_1 _ % (Q;?O)Q (Wie1 — ki—qvs + Qp)Ai,z) . sz_ — 8835 (4.146)
() (ot e e ) G i

Asi mismo, también serd necesario calcular la diferencia entre estas cantidades, para lo cual se nota que todos
los términos con derivada longitudinal OFp,/0v, se cancelan mutuamente. Y si ademds se tiene presente la
identidad (4.121), se obtiene:

~ ~_ €’I’L09 200 BO = w; — kl’l)z 8}?0
It = T = 5 2 { B”s iE7, / a*v AL V:os (4.148)
~ Wi—1 (wi — k) (wis1 — kip10s — Q) -0 0F,
Bf,_,— || &V Ply2 P 4.149
+ 1,0—-1 kl—l / A-i—,l 1 V2 ( )
~_ Wit g (W — k) (wi—1 — kv, + ) 23ﬁ0p
+ B — a’v 14 4.150
1,0+1 kH—l / A*‘r,l 1 V2 ( )

4.4. Relacién de dispersion cinética

4.4.1. Ley de Ohm generalizada

Para considerar a los electrones sin masa en la descripcién del plasma, se buscara una ecuacién que exprese
el campo eléctrico longitudinal en funcién de variables asociadas a los protones, ya calculadas. Para ello, se debe
considerar la ecuacién de Ampeére para bajas frecuencias (1.5) con la corriente total dada por J= J; + fp, v en
vista de (1.11), se satisfard:

- . VxB -
J. = —en,V, = ( : - Jp> (4.151)
0

Por otra parte, dado que los electrones se comportan como un fluido sin masa (al igual que en la discusion del
cbdigo hibrido de simulacién (2.103)), se tiene también la ecuacién de momentum (1.20) en el limite m, — 0:

0= —nee(E+V, x B)—VP, (4.152)
Combinando ambas relaciones, se puede despejar el campo eléctrico en la forma:

(E)x§+(Vx§)x§ VP,
eNe Ho€MNe ENe

E=— (4.153)

Es decir, se expresa el campo eléctrico en funcion de cantidades referidas tinicamente a los protones, re-
lacién conocida como Ley de Ohm generalizada (ver discusién posterior a la ecuacién (1.27) y el articulo
[Araneda et al., 2007]).
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Componente paralela

La componente z de la ley de Ohm serd, en virtud de las definiciones de cantidades transversales (2.11):

1

oBY oB® 0P,

B*=—(JBY — J/B* — | ———BY - B* | — 4.154
en (J3 JYB®) + o < 5, ER > 5% (4.154)

i _ _ 1 9(B*B™) 0P,
=——(J'B-—-J B") - ——~——— 2 —° 4.155
2 ( p p ) 2110 0z 0z ( )

Linealizando sobre el estado de equilibrio descrito en la seccién 1.5.2, se tiene a orden 1:
. i _ _ i _ _ 1 9 _ _ 0P,

enoeBf = =3 (Ji,By — Ji,By) — 5 (Joh By — Jop B) — %&(3331 + By By) — o (4.156)

Reemplazando la descomposicién de Fourier de cada cantidad, y usando las relaciones (2.33) y (4.49), se tiene
para el coeficiente 1-ésimo la ecuacién:

L g - _ o Boki /~_ =~ .
enoby; = 3 |:_B0(J1+p,l—1 = Jip1) — enoVy (B 4y — B, )+ e (Bl,z+1 + Bil—1>:| +ikiPrey (4.157)

Suponiendo una ecuacién de estado adiabdtica para electrones, se puede escribir la presiéon en términos de la
densidad de la densidad por (2.20). Luego, apelando a la cuasineutralidad perturbada y agrupando términos
semejantes, se tiene:

% Bo

~ 1]~ ~ ~ ~ ki B By~ ~
= _ + L - 1 kiBo 0+ - 1p,l
ZEl,l - 5 [31711 <_V0p - Moeno) + B1,l+1 <V0p - ,uoeno) + %(le,lfl - J1p7l+1):| - kl’YekBTe e2n
(4.158)
Componente transversal
Sumando las componentes transversales de la Ley de Ohm (4.153) en la forma (Ec X) £ 1 (Ec Y):
B* oB*
+ - + £
eneE = j:’LBZJp F lJ;B + E 02 (4159)
Linealizando sobre el estado de equilibrio mencionado, recordando la nulidad (2.23), se obtiene:
B, OBF
enoe B + enie By = +iB,Jy, FiJ7,By + — —2 (4.160)

po 0z

Reemplazando cada términos por su expansion de Fourier, y seleccionando el coeficiente de Fourier [ F 1, se
tiene

~ S s % By =
enoErs 51 = —eBq e +iBoJ], o) FiBoJf,; — zu—skhFlem (4.161)
0

Escribiendo los campos eléctricos en funcién de los magnéticos mediante (1.77) y (2.22), apelando a la cuasi-
neutralidad perturbada y reordenando, se tiene:
E:I:

Hoeno wiE1 to | Bo wo ~ o T4
1+ — | =t | = | —— J —J 4.162
1,l1F1 ( B. klszl) [ |:Bs ( ko Pipt + 1p,l) 1p,l$1:| ( )

4.4.2. Ecuacion de dispersion longitudinal

Considerando (4.158), sélo resta reemplazar las cantidades cinéticas calculadas previamente con la funcién de
distribucién para protones: la densidad de carga pi,, la diferencia entre densidades de corrientes transversales

T+ — sz . s . , , .
le’l_1 — le,l+1 y también la velocidad macroscépica a orden 0: Vg,. De este modo, después de agrupar términos
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semejantes, (4.158) es

~ ~ YekpT. 1 2,B,\> 1 | 0F, Q,B0\° |w — k. ., 0F,
Ei. =iFEy,; | V< - k P P P | ——
Wl = ’l/ { my ! — kv, + ( By Apg| Ov, + By AL L vz
(4.163)
Bf_, gL fiBo _ vekpTe QpBOk /dSV LG @ = Rigavs — Q,7 0Fo,
2 P geng my B, kow, — kv, | ki1 AL ov,
(4.164)
Q,Bo wi—1 a0 (Wi — ks ) (wipr — kipavs — Qp) 23ﬁ0p
——— [ d 4.1
* Bs kl*l / v A+7l VL 8V2 ( 65)
N Bl_,l+1 Vl _ ki By VekBT Q Bo /d3 -1 (+ n Wi wi—1 — kj—1v, + Qp 8ﬁ0p
2 op Jo€eng my ko w; — kv, ki Ay v,
(4.166)
Q pBo wit1 / 3 — k) (wi—1 — ki—1v. +Qp) 3Fop
a’v e 4.167
Bs kit Ay Lov? ( )

Cada una de las integrales anteriores se calcula explicitamente en el apéndice E.2, quedando todas expresadas
en términos de la funcién Z de plasma (C.1). Asi, es posible reescribir la relacién previa en la forma:

(6s — Mys)iBfy = My VaBf,_y + M,_VaBr, ., (4.168)

en donde cada término, apropiadamente normalizado, estd dado en el apéndice (F.4). Nétese que €4 se escoge
independiente de la amplitud By.

4.4.3. Ecuaciones de dispersion transversales

Andlogamente al caso longitudinal, ahora sélo resta reemplazar las cantidades cinéticas calculadas previa-
mente con la funcién de distribucién para protones, notando primero que al sustituir J7 .1 S¢ puede factorizar
P1p,1- Luego, se debe reemplazar la expresién cinética para la densidad de carga pip, y corriente transversal

Ji

IpdF1- Asi, notando que

(wo — kovz) + QPC+ = (wo - kOUz)C+; (4169)

se tiene para el primer caso de signo transversal de (4.162):

B, <1 - M(EZLO :}i) =£ l‘;e:?_gip / d3v{ iE; zBO 0, = IZEZU“ ey ZJ;}Q’ (4.170)

+kio (i1 = kioyvs & QZ)SM “huve =) e %F;zp (4.171)
oot | (5) (R The i i ) e amy
—:ll: (1 + % (ngfo)Q (wig1 — kig1ve — QP)AL) T sz_ o 2@;’ (4.173)
(B (B) (a0 B

_wl+1 QpBO 2 Vf 8130,,
%11 \ Bs ) AL, 9V?

} (4.175)
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Asi, y de forma similar al caso longitudinal, la ecuacién anterior puede quedar en la forma:

NZ
o+ o )
(€4 — My 4) Bl =M Va

+ My B, (4.176)

en donde cada término estd dado en el apéndice F.4, con ey independiente de la amplitud By. Y de forma
completamente analoga, se tiene para el segundo caso de signo:

~_ Hoeng w41 Hoenofl, / 3 ~. By wi—1 —ki—1v, + 8y o 8ﬁ0p
B 1 =- &PV —iEf = | -0 v 4177
1,0+1 ( * B, leH) Bk g B, P Ay Lov2 ( )
1 (wl_l — kv, + Qp)(wl+1 - kl—&-lrUz — Qp) 8F\Qp
— — kov, 4.178
+k0 Ay (wo — kov2)Cy v, ( )
~ Q BO 2 1 wo — k‘ov Wi—1 Wi1 — k‘l 1Vy — Q 8130
Bf |-=2 (=2 — 2 + 2 TP (o — kovs P 4.179
LSRN s (BS) (ko ok A (wo —kov=)Gr ) 5, (4.179)
Wwi—1 QpBo 2 Vf 8]?017 (4 180)
2k, B, Ay OV? ’
~_ Qp By 2 1 wg — kgu, 2 Wil wi—1 — k10, + Qp 8130,7
— | = — — — kov, —_— 4.181
TP [2/40 <39> ko wi — k. " kg Ay (wo = kovs)G+ v, ( )
2 ) ~
Wi+1 1 QpBO 1 Vl 8F0p
1+ = _1—ki—1v. +Q 4.182
T < T3 ( B, ) Wi~ have ”)AH Wit — QU — k10, OV2 (4.182)
con lo cual es posible escribir:
N Bz, ~
(e-—M__)Br  =M_i VlA +M_ Bf,_, (4.183)

en donde cada término estd dado en el apéndice F.4, con €_ independiente de la amplitud By.

4.4.4. Relacién de dispersion

Es evidente ahora que se pueden combinar los resultados de las ecuaciones de dispersién longitudinal (4.168)
y transversal (4.176)-(4.183) en forma matricial:

€s — Mss —iVlg4 _Msf i%,l/VA 0
_M-‘rs €+ — M+,+ _M+,— gi‘r’lfl =10 (4184)
Moy Moy e -M__) \ B, 0

que es un sistema homogéneo de tres ecuaciones anterior para las variables Ef |, Bi” 1—1» Bi 41, por lo que
tendrd solucién no trivial si y sélo si su determinante es nulo, proporcionando asi la relacion de dispersién
buscada entre las variables w; y k;. De acuerdo al teorema de Floquet (seccién B) y debido al acople entre los

coeficientes [ con [ + 1, puede escogerse [ = 0 y definirse la frecuencia y nimero de onda en la misma forma que
(B.5) y (B.6), de modo tal que:

(65 - Mss) (€+ - M+,+)(€— - M—,—) - M—,+M+,—:| - Ms+ [M-l-s(e— - M—,—) + M—SM-"-,—} (4 185)

M, [M,S(e+ — M)+ M+SM,,+} —0
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4.5. Modelo completamente cinético: Resultados numéricos

La relacion de dispersién anterior se puede resolver con el mismo método usado en el caso cinético hibrido
de la seccion 2.7.1. A diferencia de dicho caso, aqui el calculo es bastante mas complejo, involucrando una gran
nimero de cantidades en términos de la funcién zeta con distintos argumentos (dado en la seccién F.3.1).

4.5.1. Limite de amplitud nula

Con la misma elecccién de pardametros que en la figura 2.22 para amplitud nula de la pump con el modelo
cinético-hibrido, es posible calcular las curvas a nivel 0 de la relacién de dispersién cinética (4.185), cuyas
intersecciones proveen los w, y v para un k dado:

0.

o,
I
ALE R R R R L

e,

p .

\\ ]
—

—
.
°

v,
T T T T T T L T T

i Ay i

: i - l

nol e ] " VIl
(a) k=20 (b) k=05 (c) k=0.05

Figura 4.8: Curvas de nivel en azul (2.101) y en rojo (2.102) para los valores de k indicados. Pardmetros:

A=0,X9=035 85 =01,7=1y By = 0.1. La iteracion en k va de valores mayores a menores. Cada
interseccion estd indicada con un cddigo de colores. Los grises indican modos acisticos.

La distribucién de las curvas de nivel es bastante distinta a la del caso cinético hibrido de la figura 2.22.
Existe una superposicién de al menos dos tipos de curvas de nivel para k = 2.0, una con estrecha y otra con
amplia separacion. Para k muy pequenos, tal como el mostrado en k = 0.05, se distinguen claramente tres
tipos de intersecciones de curvas de nivel: una centrada en 0 que proporciona los familiares modos acusticos
ligeramente amortiguados (para este valor de k,) y otras dos centradas en X = +|1 — Xj|, que proporcionan
unos modos mas fuertemente amortiguados que los actsticos, pero con una relacién de dispersién con pendiente
constante y creciente similares a ellos. Algunos de ellos se pueden observar en los siguientes diagramas de
dispersién (equivalente a los de la figura 2.23):
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
KV,yQ, KV,yQ,
(a) Relacidn de dispersion Re(X) v/sY (b) Velocidad de fase Re(X)/Y v/sY
0.06 F T =
i ! 1
i ! 1
0.04F | .
i ! 1
r ! 1
0.02- | -
L ! 4
o F ! Bl
g 0.00 $
= p | i
L | u
-0.02 ; .
r | 1
-0.041 i .
r ! b Figura 4.9: Diagramas de relacion de dispersion para
_O'O%B ‘3‘5 1‘0 1‘5 20 A =0, con los mismos parametros de la figura ante-
kVy/Q, rior. k = ko se ha indicado con una linea punteada.

(¢) Tasa de crecimiento Im(X) v/s Y

Aqui se infiere que los modos cercanos a X = £|1 — Xj| para ¥ — 0 mencionados, provienen de la relacién
de dispersién para la onda pump mostrada en (4.6), al igual que los de las bandas laterales +f y +b. Es
decir, dichos modos son el resultado de un desplazamiento rigido de la onda pump usada (4.53)3, de la misma
forma que en modelo de fluidos y cinético hibridos (y discutidos extensivamente alli). Luego, recordando la
discusién que sigue a (4.6), las bandas laterales — f y +b “heredardn® una tasa de crecimiento v = 0 (inestables
ni amortiguadas), coincidendo exactamente con sus contrapartes conocidas de teoria de fluidos (figura 2.4)
y cinético hibridos (figura 2.23). Pero, por la misma razén, las bandas laterales +f y —b presentardn un
amortiguamiento inexistente en dichos modelos, desde k& mayor a un cierto valor, en el que ademaés sus curvas
w, comenzaran a desviarse del resultado conocido de fluidos. Este k critico es mayor para la banda lateral
inferior —b, que para la banda lateral superior +f, y depende de 3, en la forma indicada en la discusién de la
figura 4.7. Ello tiene como consecuencia que la rama que mas discrepa en su velocidad de fase con respecto al
resultado cinético-hibrido es + f, tal como se aprecia en el correspondiente diagrama. También cabe mencionar
que la velocidad de fase de dicho modo y de — f tienden a diverger para k — 0. Por iltimo, también se observan
los ya clasicos modos actsticos fuertemente amortiguados, de la misma forma que en el modelo cinético-hibrido
y distinguiéndose de los demds por su velocidad de fase constante. Notar también que el par de (nuevos) modos
cercanos a X = —|1 — X| para Y — 0 tienen un amortiguamiento que llega a cero para Y — Yj (i.e.: presentan
un peak en ~ allf), decayendo muy fuertemente para todo nimero de onda distinto de dquel. En cambio, el
par de (nuevos) modos cercanos a X = |1 — Xy| para Y — 0, presentan un fuerte amortiguamiento que se va
reduciendo mondétonamente conforme Y decrece.

3Recordar que es una expresién aproximada a la relacién exacta (1.95). Los valores de X e Yy usados son los dados por la
expresion exacta, que discrepan muy poco de la aproximacién usada en el rango de parametros escogidos.
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4.5.2. Caso estandar

Siguiendo el orden ya acostumbrado, ahora se procederd a activar la onda pump con una amplitud A = 0.09,
la misma usada en el modelo cinético-hibrido segun la figura 2.23. No vale la pensa mostrar las curvas de nivel
del método de solucién andlogas a las de 4.8, ya que la estructura general varia muy poco de dicho caso de
amplitud nula. Asi, los diagramas de dispersién respectivos serdn:

0.4

-
T T T T T T

S 0f S 02
3 3 3
1 0.0
of 02l .
0.0 0.0
(b) Relacion de dispersion Re(X) v/sY con zoom
0.15] T e 15
[ | ]
[ ‘ ]
0.10[ } 7 1
[ | ] e
‘ 1 05\ :
0.05 } 7 . TS
! ] S 00 | T
< -0.00 > Fo | e ~
: 1 Swst/ o~ 3
| ] L ! ]
-0.05F / . g ! ]
? ‘ 1 -1.0H ! ]
[ | \| [y ! ]
—0.101 \\/ ; 7 15 1 ]
r | T | 4
-0.15 : 1 | 1 -2.0 : | | ! 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
KVA/Q, KV,/Q,
(¢) Tasa de crecimiento Jm(X) v/s Y (d) Velocidad de fase Re(X)/Y v/sY

Figura 4.10: Diagramas de relacion de dispersion con A = 0.3%. Los restantes pardmetros son los mismos
anteriores

Esperablemente, todas las curvas w, para las bandas laterales se desplazan ligeramente de las soluciones de
fluidos con A = 0, aunque la forma en que lo hacen discrepa anémalamente de los modelos previos. En efecto, la
rama — f se desplaza en la direccién contraria (hacia abajo) de la mostrada en 2.6a (y también en este modelo
4.9a) para k > ko mientras que para k < ko discrepa lo suficiente como para no llegar a w — 0 para k — 0. En
cambio, la rama +b se desplaza en la misma direccién predicha por los otros modelos, aunque en mayor grado.
La rama —b, que se encuentra amortiguada en A = 0 segun 4.9a, experimenta una separacién igualmente en la
misma direccién (arriba) que la antes predicha para k < kg, mientras que la situacién se invierte para k < ko.
Por otra parte, la rama + f se desplaza en direccién contraria a la indicada en otros modelos, aunque como se
encuentra fuertemente amortiguada para A = 0, el efecto neto es que queda casi en la misma posicién que la
predicha por fluidos 2.6a. Por tdltimo, las ramas actsticas menos amortiguadas presentan un comportamiento
similar a lo encontrado con modelos previos. También se ha mostrado, al igual que en el caso sin pump 4.9,
un par de nuevas ramas que llegan a X = —1 para Y — 0, debido a que son las menos amortiguadas (las que
llegan cerca de X =1 para Y — 0 estdn mucho mads amortiguadas).

Si bien el panorama general muestra un relativamente buen acuerdo para las curvas de dispersién, la situacion
para las tasas de crecimiento es mucho méas sombria. A pesar que se observa una especie de inestabilidad
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fusionada beam decay en la rama —b para k > kg, sus tasas de crecimiento y rangos en k son excesivamente
grandes comparados con modelos previos (unas cuatro (!) veces mayores). Ademds, aparecen instabilidades
inexistentes y desconocidas en las ramas —f y +s para k > k. Para k < kg, se tiene la usual inestabilidad
modulacional en —f, aunque con tasas de crecimiento gigantescas similares a decay y beat; ademéas de dos
inestabilidades gigantescas en —f y +s, que no tienen explicacion ni significado fisico alguno dentro de la teoria
previamente desarrollada.

En resumen, la concordancia de las curvas w, con las soluciones conocidas de modelos previos es relativamente
buena, pero sus tasas de crecimiento exhiben comportamientos muy extranos y no fisicos.

Variando parametros

iMejorard esta situacion con otras elecciones de parametros? Para responder a ello, se analizard un caso
poco dispersivo y con la amplitud de la pump un tanto mas débil:
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Figura 4.11: Diagramas de relacion de dispersion con 35 = 0.1 y 3, = 0.1 y varias combinaciones de X y A.
No se han mostrado los nuevos modos altamente amortiguados que surgen en estas situaciones, sino que solo
los 6 ya conocidos que también aparecen en las relaciones de dispersion previas.

= Tal como se podia suponer, la situacién para las tasas de crecimiento de las tres inestabilidades conocidas
mejora bastante en la figura de la izquierda, en la que se ha reducido tanto A como X con respecto al
caso estandar 4.10, asemjandose un poco mas a la tipica estructura de inestabilidades de fluidos, aunque
de todas formas con 7’s mucho mayores que los predichos (que son del orden de y ~ 0.01).

= Comparando las figuras, se puede inferir que la inestabilidad decay para k > ko no es muy sensitiva
a la variacién de la frecuencia, aunque si las inestabilidades situadas a k < kg, lo que representa un
comportamiento anémalo a lo conocido de fluidos (todas se debilitan para frecuencias menores. Ver figura
2.16)

= El parametro determinante para predecir las tasas de crecimiento generales de las inestabilidades es la
amplitud A. El valor usado en la primera figura 4.10, A = 0.32, es lo suficientemente grande para que las
aproximaciones usadas en la relacién de dispersién introduzcan inestabilidades espurias en ciertas ramas.
Ellas se reducen significativamente al disminuir la amplitud de la pump, hasta el grado que en la figura de
la derecha (en donde By = 0.1B;), la morfologia de las tasas de crecimiento sea muy similar a lo conocido
de los modelos antes descritos.
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= A pequenos seria una excelente aproximacion a los modelos antes descritos salvo por dos detalles: el
primero es que los v predichos son mucho mayores que los modelos previos. Por €j., en la ultima figura,
Ymaz ~ 0.002 segin el modelo cinético-hibrido, un orden de magnitud menor a lo alli mostrado. El
segundo detalle es que la inestabilidad modulacional tiene una tasa de crecimiento v # 0 para k — 0,
representando una situacion dificilmente realizable fisicamente: ondas de muy larga longitud de onda son
inestables, contrario a lo cominmente observado.

Las soluciones de la relacion de dispersién usada jobedecen los mismos comportamientos al cambiar la proporcién
entre el beta electrénico y proténico que la descrita con el modelo cinético-hibrido? Para responder a ello, se
usaran los pardmetros apropiados de la tercera figura anterior 4.11b y tratando de emular el anélisis de la figura
2.26
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Figura 4.12: Diagramas de relacion de dispersion con A = 0.12 y Xy = 0.26, para dos combinaciones de beta’s,
con K = BKX + B, constante. Izquierda: caso tipo fluido. Derecha: caso tipo cinético.

= En el caso tipo cinético de la figura derecha, con (. predominante, se nota que la inestabilidad decay
disminuye notoriamente sus Y4z, con la modulacional manteniéndose practicamente constante. Es pre-
cisamente el mismo comportamiento que el mostrado en la figura del modelo cinético-hibrido 2.27b

= En el caso tipo fluido de la figura izquierda, con Bp dominante, la situacién de los 7 de las inestabilidades
se asemeja solo un poco a la encontrada con el modelo de fluido ¢ cinético hibridos, en particular por la
tendencia entre pares de curvas de presentar soluciones degeneradas. Existe una mayor discrepancia en el
sentido que aparecen varias otras inestabilidades espurias, tal como una en la rama + f para k > kg debido
a una interaccién con +s, con Y., similares a decay; é una desestabilizacién de la rama +b con un gran
rango en k pero de pequenas tasas de crecimiento. De aqui se concluye que, a mayores proporciones del
parametro (., se introduciran mas distorsiones al problema de las que presentaria con los pardmetros de
graficos anteriores, en lo que claramente es un comportamiento no fisico puesto que, sobre todo en este
caso, debiera existir una buena correspondencia con el modelo de fluidos.
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4.5.3. Discusién de problemas de la relacion de dispersion

Los resultados graficos mostrados para la relacién de dispersién completamente cinética indican que, si bien
sus curvas w, v/s k muestran una relativa concordancia con resultados conocidos, no es confiable en la mayoria
de los pardmetros usados para las tasas de crecimiento v v/s k, en el sentido que las inestabilidades predichas
por ella discrepan bastante de las conocidas de modelos de fluidos y cinético-hibridos, a los cuales deberia
asemejarse (un claro comportamiento no fisico). Esto se refleja, principalmente, en tres situaciones:

1. Las tasas de crecimiento maximas Ymq. del modelo cinético pueden llegar a ser mayores en un orden de
magnitud que en los otros modelos conocidos.

2. La existencia de importantes inestabilidades en ciertas ramas que deberian ser estables en regimenes de
pardametros compatibles con modelos de fluidos.

3. Violentas e importantes distorsiones en la morfologia de las inestabilidades (un poco en las curvas w, v/s
k, pero mucho més marcadas en las v v/s k) con tan sélo un leve incremento de la amplitud o frecuencia
de la pump.

Dichos argumentos son un fuerte indicio que la relacion de dispersion cinética aqui derivada modela mal el plasma
analizado en la mayoria de las situaciones, debido, muy posiblemente, a problemas numéricos originados en la
mala calidad de las aprorimaciones usadas. Rastreando todas las suposiciones usadas, se ha identificado que
son dos las fuentes de todos estos problemas:

1. Trayectorias no perturbadas: Para encontrar una soluciéon analitica cerrada y manejable de la trayectoria
de un protoén en el plasma en equilibrio, dado por el campo de la onda pump mas el magnético de fondo,
en la seccién 4.1.1 se simplificé la ecuacién en v, mediante la suposicién que es constante (ver (4.7)). Esto
permiti6é encontrar expresiones para la velocidad v, (4.17) y v, (4.18) que se compararon graficamente
en diagramas como los de 4.1 y siguientes. Alli se mostré que las tres componentes discrepardn mas de
las soluciones exactas para las trayectoria conforme se aumenta la amplitud A o la frecuencia X, lo que
explicaria las desviaciones y comportamientos anémalos en las inestabilidades observadas para esos rangos
de parametros. Pero hay un punto mas esencial: las desviaciones entre soluciones aproximadas y exactas
para v, exhiben variaciones periddicas, siendo por tanto no muy importantes a la hora de integrar durante
varios giroperiodos. En cambio, para v, y vy, esta discrepancia exhibe un patrén modulacional periédico
para tiempos mucho mayores que un giroperiodo (ver 4.1b). Si bien puede no ser un gran problema usar
estas trayectorias aproximadas en calculos como los de cambio de sistema de referencia para la ecuacion
de Vlasov (ver (4.71)), si lo es, y en una forma muy importante, el integrar la funcién de distribucién
perturbada de —co a t siguiendo estas 6rbitas (ver (4.74)). La discrepancia entre soluciones aproximadas y
exactas se acumula en cada giroperiodo, por lo que la prediccion para las velocidades finales transversales
¥+, al seguir la trayectoria en todo el rango de tiempo considerado en la integral mencionada, puede
diverger dramaticamente entre ambos casos, dando como resultados relaciones de dispersién posiblemente
muy distintas (tal cual se ha observado en los graficos anteriores).

También hay otro punto que merece ser destacado. El objetivo de encontrar una relacién de dispersion
completamente cinética fue poder incluir los efectos del amortiguamiento ciclotrénico, por lo que la tra-
yectoria aproximada usada debiera seguir lo més fielmente a la exacta en las cercanias de esa region. Pero
irénicamente, tal como fue ejemplificado en la figura 4.5, cerca de la resonancia ciclotrénica es donde
las soluciones aproximadas para ¥~ poseen un comportamiento completamente opuesto a las exactas,
pues mientras esds ultimas estan acotadas, las primeras tienen oscilaciones sinusoidales que son cada vez
més crecientes conforme més cerca se esté de la resonancia ciclotrénica. Luego, la zona cerca de la reso-
nancia ciclotrénica es en donde peor se desempefian las trayectorias aproximadas para la velocidad @+,
por lo que cualquier conclusién desprendida de los resultados de dichos efectos (usando estas dérbitas),
estard cualitativamente errénea.

2. Funcidn de distribucidn en equilibrio: Aqui se ha usado (4.44) en vez de la conocida relacién exacta
(1.138) (lo es en el sentido que proporciona la relacién correcta entre wy y ko de la onda pump de Alfvén
autoconsistente). La razén de ello fue que el cambio de sistema de referencia - inspirado en las trayectorias
no perturbadas usadas - permite la eleccién de dicha funcién como la més general posible que adopte las
simetrias del sistema. A pesar de la mala calidad de la aproximacién (antes discutida), dicha funcién de
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distribucién es practicamente idéntica a la de Sonnerup, salvo por el factor (; en las velocidades de drift
transversales, que cambia segin:

S 20 — M= o hove (4.186)

Wy — Qp Wy — k(ﬂ)z — Qp

donde S indica la solucién exacta de Sonnerup y M (por Matsuda) es el aqui usado en forma aproximada.
Ahora, es claramente visible que ambas cantidades se relacionan por un simple desplazamiento Doppler
debido a un cambio en el sistema de referencia a aquél comdévil a una particula con velocidad v,. Esto trae
como consecuencia que el denominador de la derecha (¢M), aqui usado, sea precisamente la condicién de
resonancia ciclotrénica (1.56), introduciéndose asf una falsa singularidad que en el tratamiento exacto (¢*)
no existe (sélo hay problemas en el usual limite dispersivo wy — ,). Es decir, y debido a la propiedad
heredada de las trayectorias no perturbadas antes discutida, el regimen de parametros en torno a la
resonancia ciclotrénica es en donde existen mayores desviaciones a la funcion de distribucién exacta de
Sonnerup, a pesar de ser el propésito original de estudio de esta tesis, por lo que ninguna conclusién cerca
de dichos puntos debiera considerarse seriamente.

También cabe recalcar que en la solucién aproximada usada (4.44), existe la libertad suficiente como para
escoger arbitrariamente o« = 1, de modo que la funcién de distribucién sea isotrépica en el sistema V. Esto
se hizo simplemente por facilidad de célculo, ya que ello permite la validez de la expresién (4.86), y por
tanto la eliminacién de varios términos extras que de otra forma aparecerian en (4.95) y se incrementarian
en las posteriores integraciones. En principio, como no hay otras razones fisicas de fondo, se podria escoger
otro valor de « sin mayores problemas, quizé por ejemplo el dado por Sonnerup (1.148) (que ademds tiene
la interesante interpretacién de una razén entre temperaturas paralela y perpendicular), extendiendo los
resultados aqui obtenidos.

En vista de la discusién anterior, es valido hacerse la siguiente pregunta ;Por qué no usar simplemente la
funcién de distribucién en equilibrio conocida por ser exacta (1.138), en vez de la aproximacién basada en
las poco confiables trayectorias aproximadas? El principal argumento en contra de esto es que no habria una
autoconsistencia interna, pues la funcién de distribucién en equilibrio debiera describir apropiadamente
la trayectoria de las particulas en el espacio fase. Es decir, escogiendo una funcién de distribucién exacta
y trayectorias aproximadas, se tendria que estas ultimas no pueden dar cuenta de la forma funcional de la
primera, por lo que si bien tal situacién podria ser fisicamente realizable, no seria un estado de equilibrio
sino sélo una aproximacion a él.

Propuestas para mejorar la relacién de dispersion

En base a los problemas mencionados, es facil darse cuenta que la principal manera de remediar las malas
predicciones de la relacién de dispersién calculada (4.185) serfa encontrar mejores soluciones analiticas para las
orbitas de los protones en el campo de la onda pump, pero que a la vez permitan efectuar la integracién (por el
método de las caracteristicas) de la funcién de distribucién no perturbada en una forma relativamente simple.
En realidad, la solucién analitica exacta (que serfa lo ideal) de las ecuaciones de trayectoria (4.4)-(4.5)-(4.6),
y sus constantes del movimiento, se conocen desde hace algiin tiempo (ver [Roberts and Buchsbaum, 1964] y
[Liemohn and Duane, 1976]), pero son sumamemente poco manejables debido a su complejidad: las expresiones
cerradas para las dérbitas de las particulas se escriben en términos de las funciones elipticas zeta y sigma de
Weiertrass. Es por ello que su uso para integrar la funcién de distribucién no perturbada, por el método de
las caracteristicas, no es para nada recomendado. Es en este sentido que un diferente enfoque seria mas apro-
piado, tal como los propuestos en [Bouquet and Bourdier, 1998] y [Beléndez et al., 2007], donde se discuten
aproximaciones analiticas para las trayectorias mencionadas usando constantes del movimiento con el forma-
lismo Hamiltoniano y métodos de homotopia. El requisito que debe satisfacer cualquiera de las trayectorias
aproximadas es que tengan la suficiente simplicidad como para que el calculo analitico sea factible de hacer, tal
como la usada en esta tesis, pero que a la vez mantegan una razonable fidelidad a la trayectorias exactas, sobre
todo cerca de la resonancia ciclotrén (1.56). Ello permitirfa una adecuada descripcién del amortiguamiento
ciclotrénico, objetivo original no cumplido de esta tesis.

En segundo lugar de importancia para mejorar la relacién de dispersién (4.185), es usar una funcién de
distribucién que idealmente reproduzca la relacién conocida por ser exacta entre wg y kg de la onda pump
de Alfvén autoconsistente (1.95), y que ademds sea consistente con las trayectorias usadas. Una de ellas es
la funcién de distribucién exacta dada por [Sonnerup and Su, 1967]: ec. (1.138), consistente por tanto con la
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Orbitas exactas que siguen las particulas en estado de equilibrio. El problema con ella, como ya fue mencionado,
es que la expresion analitica cerrada es lo suficientemente complicada como para que el cédlculo a realizar
sea prohibitivo. Entonces, la tarea futura a realizar es buscar otras funciones de distribucién a partir de las
trayectorias aproximadas que se usen, aunque como existe un gran abanico de posibilidades en base a que la
ecuacién de Vlasov admite muchos estados de equilibrio (ver pdg 361 de [Krall and Trivelpiece, 1973]), seria
6ptimo hallar algtiin método simple que permita encontrar alguna que satisfaga todos los requisitos (en particular,
que también genere la relacién exacta de la onda pump (1.95)).
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En el capitulo 1 se introdujeron los conceptos basicos y definiciones de fisica de plasmas necesarias para
el desarrollo de los restantes capitulos, asi como una breve descripcién de los aspectos generales y diferencias
entre los modelos de fluidos y cinéticos que se usan para modelar los plasmas. También se describieron las
interacciones onda-particulas mas importantes, enfatizando el hecho que son efectos que surgen netamente de
teoria cinética. Especificamente, se presentd el amortiguamiento ciclotrénico que actia en direccién transversal
al campo magnético estatico de fondo, como contraparte al usual amortiguamiento Landau que actia en la
direccion paralela. Por ultimo, dentro del contexto de ondas en plasmas y las relaciones de dispersion que los
describen, se presenté uno de los modos basicos y més caracteristicos de los plasmas espaciales magnetizados:
la onda de Alfvén ién-ciclotrén circularmente polarizada de propagacién paralela, cuya relacién de dispersiéon
(1.95) es solucién tanto de las ecuaciones linealizadas de fluidos como también exacta dentro del sistema Vlasov-
Maxwell.

En el capitulo 2 se introdujo el concepto de inestabilidades paramétricas en plasmas, contextualizandolas
en ambientes de plasmas espaciales, en particular los del viento solar donde la onda madre es la misma Alfvén
ién-ciclotrén circularmente polarizada descrita en el capitulo 1. Se esbozé la forma tedrica en que éstas fenéme-
nos han sido estudiadas en el tltimo medio siglo, tanto con modelos de fluidos, cinéticos, como también con
simulaciones MHD y/6 cinética-hibridas. Como base de los modelos desarrollados posteriormente en esta tesis,
se revisé el método desarrollado en [Hollweg, 1994], dentro de teorfa de fluidos, para encontrar la relacién de
dispersién que describa el decaimiento paramétrico de la onda de Alfvén mencionada (para frecuencias en torno
a la ciclotrénica de protones ,,). Esta se resolvié numéricamente, determinando en forma precisa los efectos que
tiene sobre las inestabilidades paramétricas (modulacional, beat y de decaimiento) la variacién de los pardmetros
involucrados: la amplitud A y la frecuencia Xy de la onda pump, ademds del pardmetro 8 (razén entre presién
térmica y magnética). Fundamentalmente, se enfatizé encontrar los umbrales, para cada uno de los pardmetros
(principalmente en A y f3), a partir de los cuales las inestabilidades desaparecen, encontrando resultados que
concuerdan con toda la literatura previa (ademds, lateralmente, de identificar los rangos de pardmetros en los
cuales cada inestabilidad existe). Por otra parte, también se revisé la extensién cinética-hibrida del modelo
anterior que incorpora los efectos del amortiguamiento Landau en la direccién longitudinal desarrollado por
[Araneda, 1998]. Sus soluciones numéricas, como ya habia sido determinado en muchos trabajos previos, de-
muestran principalmente una reduccion en las tasas de crecimiento v,,q, ¥ una extension del rango en que estan
activas las inestabilidades, en comparacion con los resultados previos de fluidos. Se analizé también los efectos
de cambiar cada uno de los pardmetros (ahora, en vez de un pardmetro 3, existird uno para los electrones
Be v otro para los protones Ep)7 enfatizando las diferencias existentes con el modelo de fluidos. Se encontro,
principalmente, que los umbrales de supresion no son tan definidos como en el modelo de fluidos, sino que existe
una “difuminacién®: a pesar del efecto del amortiguamiento Landau de reduccién de las tasas de crecimiento
7, las inestabilidades persisten para valores de pardmetros mucho mayores que los umbrales de fluidos, aunque
con 7’s pequenios. Esperablemente, este fenémeno es méas acentuado conforme mayor sea 3,, es decir, mientras
mds importantes sean los efectos cinéticos.

En la seccién 3 se estudiaron las consecuencias de incluir un beam de protones en el decaimiento paramétrico
de una onda de Alfvén. Primero se le incorporé en el modelo de fluidos de forma anédloga a lo desarrollado en
[Hollweg et al., 1993], resolviéndo numéricamente la correspondiente relacién de dispersién, en donde ahora hay
otros tres parametros asociados con el beam: la razdén entre su densidad con respecto a la electrénica 1, la razén
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entre su presiéon térmica con respecto a la magnética de fondo 3, y la velocidad de drift relativa U. Y al igual
que para el caso de una especie, se incorporaron los efectos cinéticos del amortiguamiento Landau mediante el
método desarrollado en [Araneda, 1998], de forma similar a lo realizado en [Kauffmann and Araneda, 2008] y
[Nariyuki et al., 2009]. Resolviendo numéricamente la relacién de dispersién resultante en ambos modelos, se
encontraron los resultados resumidos en 3.6. Estos consisten, a grandes rasgos, en identificar las inestabilidades
asociadas al beam y los rangos de parametros en los que se presentan, ademas de precisar el comportamiento de
ellas frente al cambio de dichos pardmetros y las modificaciones introducidas por el amortiguamiento Landau.
Por ejemplo, dos de las inestabilidades que se generan intrinsecamente debido a la velocidad de drift del beam,
la teoria de fluidos predice que deben ser las dominantes en sus respectivos dominios, pero los efectos cinéticos
las amortiguan tanto que otras toman su lugar. Por otra parte, la conocida inestabilidad decay resulto ser la
mas afectada, de entre las de una especie, debido al beam, llegando incluso a desaparecer para valores suficien-
temente altos de U y n,. Dado que ella es uno de los principales mecanismo por los cuales se proveen las ondas
propagantes hacia atras en el viento solar, ello podria tener consecuencias negativas para explicar la generacién
de turbulencia Alfvénica en casos que el plasma posea un componente tipo beam (ver [Hollweg et al., 1993]).
Las otras inestabilidades beat y modulacional son minimamente afectadas por la variacién de cualquiera de los
pardmetros del beam, asi que los umbrales y regiones del espacio de pardmetros A-3-X( identificados para el
caso de una especie siguen siendo validos para este caso. También se encontré una inestabilidad, para frecuencias
de la pump X grandes, que tiene la notable propiedad de ser amplificada por los efectos cinéticos.

Los resultados obtenidos en el capitulo 3 son bastante restringidos y pueden extenderse de varias formas.
Por ejemplo, la mayoria de los cambios de las inestabilidades paramétricas estudiadas fueron caracterizados
por sus tasas de crecimiento méaximas, asi que seria util implementar algin método que permita determinar
otras caracteristicas de ellas, tales como sus rangos 6 la simetria de sus curvas v v/s k. Tampoco se estudi6 la
polarizacién de las ondas hijas producida por la pump, que podria haber sido un método para identificar si
las ondas generadas en cada inestabilidad paramétrica son predominantemente longitudinales 6 transversales,
y verificar cémo este comportamiento es afectado para otras combinaciones de pardametros. Ello podria ser
de interés en aplicaciones a plasmas del viento solar, puesto que las ondas de polarizacién transversal que
se desplazan hacia atras desempenan un papel importante en la generacién de turbulencia en el viento solar
([Hollweg, 1994]). Sélo se consideré una pump de Alfvén circularmente polarizada por la izquierda, asi que
seria interesante analizar también las consecuencias de una onda con polarizacién derecha, tal como las que
se pueden presentar en ondas de choque interplanetarias é en en ciertas zonas de la magnetésfera terrestre.
También se restringié al caso de 8 2 1, para una mejor comparaciéon con modelo de fluidos, pero valores més
altos de dicho parametro pudiesen ser de interés en otros ambientes espaciales, tales como la fotésfera o la zona
de aceleracion del viento solar (ademds, un valor comun de dicho pardmetro para el viento solar, cerca de la
Tierra, es 3 = 1). Por otra parte, la relacién de dispersién cinética-hibrida calculada permite la descripcién de
un beam de cualquier tipo de i6n, asi que, sin ninguna dificultad adicional, también podria analizarse cémo
cambian las caracteristicas de las inestabilidades paraméticas estudiadas al incluir particulas alfa u otros iones
mas pesados, que se observan rutinariamente en las mediciones del viento solar.

En el capitulo 4, se adapté el metédo desarrollado en [Matsuda, 1986] para encontrar, en un plasma electrén-
protén, una relacion de dispersiéon completamente cinética que describa el decaimiento paramétrico de una onda
de Alfvén idn-ciclotrén (frecuencias en torno a la ciclotrénica de protones €,), incorporando los efectos del
amortiguamiento ciclotrénico (ver 1.3.3). Asi, considerando una ley de Ohm generalizada, los electrones como
un fluido sin masa e isotérmico, y los protones modelados por una funcién de distribuciéon consistente con
la onda pump de Alfvén, se llegd después de un largo cdlculo a la relacién de dispersién (4.185), mediante
el procedimiento estandar de integrar, a través de las caracteristicas u orbitas no perturbadas, la funcién de
distribucién perturbada proveniente de la linealizacién de la ecuacién de Vlasov. Al resolverla numéricamente
y tratar de establecer comparaciones con los resultados conocidos del capitulo 2, se encontraron numerosos
deficiencias y comportamientos no fisicos discutidos en la seccién 4.5.3, sobre todo para las curvas de las
tasas de crecimiento v v/s k. Se rastreé el origen de estos problemas, llegando a la conclusién que provenian,
principalmente, de la mala calidad de la aproximacién usada (ver (4.7)) para encontrar las 6rbitas no perturbadas
de los protones en los campos del plasma en equilibrio (ecuaciones (4.17) y (4.18)), manifestada sobre todo cerca
de la resonancia ciclotrénica (ver, por €j., figura 4.5). Ello también implica que la funcién de distribucién usada y
consistente con estas trayectorias, (4.44), no es una buena aproximacién a la exacta (1.138), por lo que la relacién
entre wp y ko para la onda pump de Alfvén derivada de ella, posee comportamientos (ligeras desviaciones) que
no se presentan con la conocida relacién exacta (1.95), introduciendo asi otra fuente de error en el problema.
En resumen, las suposiciones usadas provocan que los resultados numéricos no sean confiables para modelar el
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5. Conclusiones y trabajo futuro

comportamiento de las inestabilidades, e, ironicamente, su desempeno es el peor precisamente en la zona en la
cual se pretendia incorporar los efectos del amortiguamiento ciclotrénico.

Los resultados negativos del capitulo 4 abren la posibilidad de continuar explorando formas para mejorar
los aspectos negativos de la relacién de dispersién calculada, tal como los sugeridos en la seccién 4.5.3. En
resumen, se trata de encontrar trayectorias analiticas aproximadas (las exactas se conocen pero son demasiado
complicadas) que describan lo més fielmente posible el movimiento de protones en el campo de la onda pump,
sobre todo cerca de la resonancia ciclotrénica. Dichas 6rbitas permitirian encontrar una funcién de distribucion
en equilibrio apropiada, que idealmente reproduzca la relacién exacta entre wy y ko (1.95). Ademds, si dichas
orbitas son lo suficientemente simples como para ser manipulables, se podria integrar analiticamente la funciéon
de distribucién perturbada proveniente de la ecuaciéon de Vlasov mediante el método de las caracteristicas, en-
contrando de este modo una relacién de dispersién que incluya apropiadamente el amortiguamiento ciclotrénico.
Una vez testeada mediante comparaciones con los resultados del capitulo 2, se podria identificar los efectos que
el amortiguamiento ciclotrénico tiene sobre las usuales inestabilidades paramétricas, cémo afecta a sus umbrales
de supresién, y los rangos de pardmetros en los cuales es mas importante. Todo esto se podria validar con las
simulaciones hibridas, para comprobar cudles de estas consecuencias pueden llegar a ser importantes en un
plasma maés realista. Y, eventualmente, la relacién de dispersién también se podria extender para dos especies,
y asi poder estudiar la incorporacion de efectos cinéticos en la direccién transversal para un plasma con beam
de iones, mejorando los resultados del capitulo 3.
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Apéndice A

Polarizacion de ondas de Alfvén

A.1. Convencion para ondas circularmente polarizadas

En esta tesis se ha trabajado con ondas circularmente polarizadas, por lo que conviene definir bien la conven-
cién usada para etiquetar los dos sentidos de polarizacién existentes (que es ampliamente usada en la literatura
de fisica de plasmas. Ver, por ej. pag 10 de [Stix, 1992] 6 91 de [Gary, 1993]). Se denotard onda circularmente
polarizada izquierda/derecha como aquella cuyo campo eléctrico rota en sentido horario/antihorario al obser-
varla a lo largo de la direccién del campo magnético estatico en B, con frecuencia positiva w > 0, y que se
propaga hacia el observador, tal como se muestra en los siguientes diagramas:

(a) Polarizacion izquierda L (b) Polarizacion derecha R

Figura A.1: Convenciones de sentido de polarizacion circular. Eg 1, indica campo eléctrico de onda izquier-
da/derecha y las flechas el sentido de rotacion. También estdn indicados el sentido del movimiento ciclotrdnico
de electrones (e) e iones (i), y las respectivas corrientes y campos magnéticos por ellos generados.

De aqui se infiere (ver [Chen, 1984]):

= Debido al campo magnético estatico B = Bz, los iones/electrones giran con movimiento ciclotrénico en
el mismo sentido horario/antihorario que una onda izquierda(derecha), observando a la onda. Es decir,
una onda L/R) puede ser resonante con los iones/electrones

» La corriente generada por el mov. ciclotrénico de los iones/electrones, J;/. = (Ze/ — €)n; eV, va en
sentido horario/antihorario (en el mismo/opuesto sentido que ellos), como es necesario para generar un
campo magnético inducido By, contrario al campo estatico By, de acuerdo a la ley de Lenz.

Dado que el rango de frecuencias considerado en esta tesis es w < {2, la inica resonancia posible seria la de los
iones con una onda L, en caso de w = ; (aunque los efectos igual se sienten en las cercanias w ~ §2;, como es
el caso de la mayorfa de ondas aqui consideradas). Esta es la razén por la cual se usa una onda L como pump,
pues es mas probable que genere una mayor gama de fendmenos interesantes en las inestabilidades paramétricas
que una onda R, debido a la proximidad de estos efectos resonantes.

A.1.1. Representacién de ondas circularmente polarizadas

Una onda de polarizacién circular izquierda L/derecha R, propagindose a lo largo de un campo magnético
estatico en direccién z positiva (al igual que en el texto principal) y con w > 0, se supondra representada por
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A.2. Polarizacion de ondas hijas en plasmas proton-proton A. Polarizacién de ondas de Alfvén

un campo magnético complejo B(z,t) = B(k,w)e!®2=D) (B(k,w) es la transformada de Fourier), de modo que
la parte real de sus componentes sea (con B la amplitud real):

Re(B,) = Bcos(kz — wt) = Re(Be!F=—1) (A1)
Re(B,) = £Bsen(kz — wt) = Re(FiBe'*=—Y) (A.2)

De donde es evidente que este campo magnético mantendrd una magnitud constante B y girard en la forma
indicada en la figura A.1, conforme avanza el tiempo (ver pag 50 de [Swanson, 2003] y 10 de [Stix, 1992]). Luego,
se tendrd la siguiente relacién entre la fase de una onda L/R:

B, = FiB, (A.3)

Lo anterior permite justificar la eleccién de la forma en que las componentes transversales del campo magnéti-
co se suman en la cantidad compleja (1.67) (y otras similares para las cantidades perturbadas): se trata de
coordenadas rotantes en que BT = B, + iB, representa ondas de polarizacién izquierda y B~ = B, — iB,
aquellas con polarizacién derecha (ver seccién 7.2.3 de [Swanson, 2003], y pags 22 de [Stix, 1992], 228 de
[Baumjohann and Treumann, 1997] y 144 de [Cramer, 2001]. Se ha seguido la convencién de las tres prime-
ra referencias). En efecto, dado que cualquier campo magnético transversal real B puede expresarse como una
combinacién apropiada de BT y B, si se tiene, por ej: B~ = 0, entonces se satisfara la condicién del primer
signo de (A.3), con lo cual la onda, descrita tinicamente por BT, serd izquierda. La justificacién de B~ como
onda derecha es andloga.

A.2. Polarizacion de ondas hijas en plasmas protén-proton

De acuerdo a la definicién dada en [Hollweg, 1994], el grado de polarizacién transversal T' de las ondas hijas
vendra dada por:

<(h)?

T — 2 v+ 2
€ > —9 |V1p,l+1| " |V1p,l—1|
< (Vp)2>

T .= = T =
[VEl Vi l?

(A4)
en donde los paréntesis brakets indican promedio espacial. También se puede definir, en vista de lo anterior, el
grado de polarizacion + por:
Vo 2
P= % (A.5)
|V1p,l—1|
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Apéndice B
Teorema de Floquet

En la forma enunciada por [Jayanti and Hollweg, 1993], este teorema ' es aplicable para sistemas de ecua-

ciones diferenciales en donde es conocido que una solucién particular y(z) tiene coeficientes periédicos en z. En
dicho caso, la solucién general vendra dada por:

y(@) = ¢ F(a) (B.1)

en donde la funcién F(x) es periddica en x (con el mismo periodo que y(x)), y ¢ se determina por las condiciones
impuestas tanto por la ecuacién diferencial como por la periodicidad de 32. En este caso,

¢ =wal = kaz (B.2)

en donde w, y k, son frecuencias y ntimeros de ondas definidos en (B.4). Reseniando la extensa explicaciéon del
mismo paper [Jayanti and Hollweg, 1993], aplicar este teorema de Floquet a los campos escalares y vectoriales
incégnitas del sistema de ecuaciones que describen el plasma (ya sea en modelo de fluido, hibrido, 6 cinético),
consiste en escribir la siguiente descomposiciéon aplicada, por ejemplo, al campo eléctrico longitudinal:

Ei (z8) =D, Ezi(k,w)e’~F2) (B.3)
l=—0o0
en donde se define:
W= = Wa, lwa| < >
w; = wq + lwo, k; = ko + lko (B.4)

Las demas cantidades admiten una expansion similar. Este procedimiento permite, luego de un tedioso célculo,
encontrar un conjunto infinito de ecuaciones recursivas en los coeficientes de ntimero de onda k; y frecuencia
wy. Sin embargo, este sistema siempre puede desacoplarse escogiendo apropiadamente un valor explicito de [,
dando origen a una determinada relacién de dispersién (ej.: si [ = 0, se tendra una relacién entre la frecuencia y
ntimero de ondas definidos por w := w, y k := k, ). Puede mostrarse que la relacién de dispersién resultante con
cualquier otro valor de [ sera equivalente a la primera, con tan sélo redefinir consistentemente el valor de k y w
(ej: si 1 = 2, entonces se tendrd una relacién entre la frecuencia y nimero de ondas definidos por w := wq +2wp y
k := ko +2ko). En otras palabras: del conjunto infinito de relaciones de dispersién en [, s6lo hay una fisicamente
relevante, siendo todas las demas redundantes.

En el caso particular de todas las relaciones de dispersiéon calculadas, se ha hallado un acople entre los
coeficientes | con [ £ 1, por lo que conviene escoger [ = 0 y, en base a (B.4), definir la frecuencia y nimero de
ondas como sigue

W= Wj—p = Wq k:=ki—g = kg (B.5)
Wi = wEwyg=wit1 = we £ wo ky :=k+kyo=k+1 =ky+ko (B.6)

1Nombrado por el matemético francés G. Floquet, en 1883. También se denomina, sobre todo en el contexto del andlisis de
solidos cristalinos, Teorema de Bloch 6 Bloch-Floquet.

2Para una explicacién mas detallada, basada en un ejemplo de oscilador paramétrico mecanico, ver el paper [Fameli et al., 1999]
y la pag. 80 del libro en el cual se basa: [Landau and Lifshitz, 1982].

202



B. Teorema de Floquet

en donde los modos de ondas descritos por w4+ y k4 se denominan bandas laterales superior e inferior, respec-
tivamente. Estas relaciones tienen la interesantisima interpretacién como reglas de seleccién andlogas a las de
Mecénica Cudntica, en la misma forma que lo discutido en la ec. (2.1).
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Apéndice C
Funcion Z de Plasma

La funcién de dispersién Z de plasma, 6 funcién de Fried-Comte [Fried and Conte, 1961], es definida por:
exp(—z?) ~
x, Jm(€) >0 (C.1)
-]

Esta relacionada con la funcién error de argumento complejo (ver apéndice B de [Swanson, 2003]) y aparece
recurrentemente en la descripcién cinética de plasmas con ciertas funciones de distribuciones de velocidades,
tales como Maxwellianas. Su argumento usualmente surge como la razon entre la velocidad de fase caracteristica
de las ondas y la velocidad térmica de una cierta especie j:

W wetiy
B k"UTj B k’UTj

(C.2)

Dado que k siempre serd real en el contexto de esta tesis, el contorno de integraciéon de la funcién Z serd diferente
dependiendo de su signo y del de Jm(w), puesto que es posible extender el prescrito en (C.1) mediante conti-
nuacién analitica para encerrar el polo en z = £ (Una discusién detallada se da en la pdg 202 de [Stix, 1992]):

Im(¢) Im(§)

A A

> Rel©)
& 5 k:vT

(a) Im(w) >0, k> 0; 6 Im(w) <0, k <O0. (b) Im(w) <0, k> 0; 6 Im(w) >0, k <O0.

Figura C.1: Contornos de integracién de la funcion Z (C.1). Izquierda: Jm(§) > 0. Derecha: IJm(£) < 0. Notar
el contorno deformado en el grafico de la derecha debido a la continuacion analitica.

Mediante ello, y considerando la (a veces) llamada férmula de Plemelj para tratar singularidades en el con-
torno de integracién (Ver pdg 285-287 de [Hassani, 1999] y 171 de [Bellan, 2006]), que se escribe simbélicamente
asi:

1

1 .
lg%sc—é:l:z\ | Pm_gqizm;(m—f) (C.3)
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C.1. Propiedades C. Funcién Z de Plasma

es posible expresar (C.1) como (ver ec. 4.63 de [Swanson, 2003]):

Z(€6) = —=P / exp(=27) 1 4 () ivme € (C.4)
J Tae I
en donde P representa el valor principal de Cauchy de la integral.

A continuacion se explicitaran algunas de las propiedades de la funcién zeta que son de utilidad dentro de
esta tesis.

C.1. Propiedades

C.1.1. Ecuacién diferencial

La ecuacién diferencial que satisface esta funcién puede ser obtenida derivando su definicién (C.1) e inte-
grando por partes:

az© _ 1 [ e

deﬁlmﬁw (©5)
_ % _ ;if : —2/ ”;6:2 dx (C.6)
=-2[1+¢Z(¢)]. (C.7)

C.1.2. Expansion asintética de la funcion Z

Existen dos aproximaciones analiticas de la funcién Z que funcionan bien en los limite resumidos en el
siguiente diagrama para una funcién de distribucién maxwelliana tipica:

fv)

Figura C.2: Aprozimaciones& > 1y& < 1, ylos
sectores donde la onda, con velocidad de fase w/k,
; actia en una funcion de distribucion mazwelliana
2> p v tipica.

E>1

Caso £ > 1

Es posible encontrar una expansién asintética apropiada [Bellan, 2006] de la funcién Z de plasma cuando los
efectos térmicos no son predominantes, esto es, en el llamado limite frio 6 de fluido adiabdtico (recordar para
el modelo de fluidos la ec. (1.22)), definido por:

wr + 2y

— | > vr, (C.8)

g1 o ]

es decir, representa la condicién que el flujo de calor es totalmente despreciable. Para una velocidad de fase
dada, esta condicién se cumplird tanto mejor conforme el plasma se torne mas frio, siendo ttil en aquellas
situaciones. Para este caso, el factor exp(—x?) del integrando de la funcién Z contribuye significativamente a la
integral s6lo cuando tiene orden de magnitud 1, que corresponde a x ~ 0. En este intervalo donde el término
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C.1. Propiedades C. Funcién Z de Plasma

exponencial es relevante, se tendrd por consiguiente |[£| > z ~ 0, o equivalentemente % < 1, de modo tal que
la siguiente expansion en serie converja:

eSO O @) )

Luego, sustituyendo en la integral de la parte principal (a valores reales), que es a valores reales, se tiene:

1 OOexp L1 T 9 1 T T 9 9
TP/ _—g \/%_4 exp(—x)dm—i—m_éxexp )dx+f§2 /:C exp(—x)dm

+%/x3exp( )cl:zc—l—\/>54 /m4exp(—x2) do + - -

Todas la integrales anteriores con el factor multiplicando a la exponencial x impar, son impares y por lo tanto
se anulan, mientras que las con = par son del tipo gaussiano Luego, la parte real de la funcién Z de plasma se
puede aproximar asf:

1 fep(2?) 1 1 3

— 00

y finalmente, la forma asintética de la parte real de la funcién Z sera:

Z(E)~—= — — — — - para |{|>1 (C.10)

Caso ¢ K 1

Aqui obviamente se cumple la desigualdad opuesta a (C.8), caracterizada fisicamente por un sistema isotérmi-
co en donde el flujo de calor es tan dominante que homogeiniza el sistema en cuestién (recordar para el modelo
de fluidos la ec. (1.21)). Como para esta situacién es posible tener x ~ &; en la integral C.1, se hace necesario
estudiar detalladamente el integrando para evitar problemas con la singularidad de su denominador en x = &;.
Luego, conviene introducir la variable n = x — &;, que implica n? + 2n&; + §J2» = 22. Luego, el valor principal
de Cauchy en C.4 se obtiene expandiendo en serie de Taylor un par de veces y usando las conocidas integrales
gaussianas

Lo, fexp(-a?)  _exp(€]) [ exp(-n?)
ﬁP_/ s dr = ﬁ] / dn p -exp (—21¢&;) (C.11)
=2 exp (53 / ; 2
~ nexp(—n°) |1+ ERAR (C.12)
64
~ —2¢; (1 -+ ) <1 + 7752 > (C.13)
~ -2 (1 — %55 + 0(5;*)) (C.14)

Entonces, la parte real de la funcién Z de plasma se puede aproximar, en el caso analizado, por la siguiente
expansion asintotica,

4
2(&) ~ 2%+ &+ para |g| <1 (C.15)

A modo de verificacion de estas aproximaciones, sea el siguiente grafico en donde se compara con la solucién
exacta de la ecuacién diferencial (C.7) (obtenida con el método de Runge-Kutta), en el caso particular de £ real
(ver también figura 8.14 de [Stix, 1992])
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C.2. Funcioén zeta y método de resolucion de relaciones de dispersion C. Funcién Z de Plasma

Figura C.3: Partes real e imaginarias de Z(§) y
sus respectivas aproximaciones para £ > 1 (C.10)
y &< 1 (C.15), en el caso particular de & real.

C.1.3. Propiedades de simetria

De su definicién, es facil determinar las siguientes relaciones de simetria de la funcién Z (ver [Swanson, 2003]):

Z(—€) = 2iv/me s — Z(€) = —[Z(£"))* (C.16)
Z(£7) = [2() — 2i/me €] (C.17)
Z(€)]* = Z(€) - 2iv/me™s, Tm(&) <0 (C.18)

Estas propiedades se pueden comprobar en el gréafico anterior y los siguientes, siendo usados en el algoritmo
para encontrar numéricamente los valores de Z(§).

C.2. Funcion zeta y método de resolucion de relaciones de disper-
sion

Para resolver las relaciones de dispersién cinéticas de esta tesis (modelos cinético-hibridos y completamente
cinéticos), se ha usado el método de encontrar las intersecciones de los contornos a nivel cero de sus partes
real e imaginaria, segun lo discutido en la seccién 2.7.1 y las ecuaciones (2.101) y (2.102). Debido a que todas
estas relaciones involucran la funcién zeta, es ttil visualizar la distribucién de sus contornos para la parte real
e imaginaria:
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C.2. Funcioén zeta y método de resolucion de relaciones de dispersion C. Funcién Z de Plasma

Re(Z(%))

Im(&)
I
T T [T

o (IOTETTPTRTPTTRVTTO INTRPOOTT] IRPOOTTR

(a) Contornos de Re(Z(€)) (b) Contornos de Im(Z(£))

Figura C.4: Grdficos de contorno de la parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la funcion Z(§),
con & = Re(§) + i1Im(&). La parte saturada en rojo y blanco indica valores que tienden rdapidamente a oo,
respectivamente, saliendo por tanto de la escala de colores indicada. En lineas negras se han graficado los
contornos a nivel 0.

Aqui se puede apreciar en todo su esplendor la complejidad que yace en la naturaleza compleja (valga la
redundancia) de la funcién zeta (C.1), expresada principalmente en la violenta variacién de valores infinitamente
negativos a positivos en un intervalo muy pequeno. Pero lo que en realidad interesa aqui, son las intersecciones
de los contornos de las partes real e imaginaria mostrados, que vendrian siendo los ceros de la funcién zeta.
Esto se aprecia mejor al sobreponerlos en un diagrama del valor absoluto de Z(&):

Figura C.5: Grdficos de contorno para |Z(€)|. Tam-
bién se muestran las curvas (antes mostradas) de los
contornos a nivel 0 de las partes real e imaginaria de la

‘ ‘ : : ] m funcion zeta. El codigo de colores es logaritmico.
0.0 0.4 5.0 63.1 100.0 10000.0

Notar que, a pesar de la violenta variacién entre valores positivos y negativos de las parte real e imaginaria
de la funcién zeta, éstos se compensan de tal modo que su valor absoluto se mantiene finito y con un incremento
constante para valores mas negativos de Jm(€), a excepcién de las cercanfas de los ceros. Notar que estas rafces
de la funcion zeta son simétricas con respecto al eje de las ordenadas, siendo el valor numérico de las 6 mostradas
(de [Swanson, 2003]):

&1 = £1.991466835 — 4 1.354810123 (C.19)
&o = £2.691149024 — 42.177044906 (C.20)
&3 = £3.235330868 — 7 2.784387613 (C.21)

Naturalmente, estos graficos por si sélos no permiten resolver las relaciones de dispersién antes mencionadas,
pero son la base del método con el cual se generan, por ejemplo, los diagramas para el indice politropico 'y;,f
2.21 y la relacion de plasma proton-electrén con amplitud nula 2.22a.
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Apéndice D

Modelo cinético: Forma explicita de los
coeficientes de Fourier de la velocidad

de drift ¢

D.1. Trayectorias perturbadas por la velocidad de drift
La velocidad de drift macroscépica ¥ representa una correccién de los efectos no considerados al efectuar
la aproximacién (4.7) en las trayectorias no perturbadas a orden 0 de un protén en el campo de la onda pump.
Dado que es una perturbacion en velocidad a primer orden, su forma explicita se puede hallar a través de la
ecuacién de movimiento de una particula de prueba (protén) bajo la fuerza de Lorentz producida por los campos
electromagnético perturbados (orden 1) en la ecuacién de Vlasov (ver (4.59)), sin considerar el término que
incluye la velocidad no perturbada (pues su expresion explicita ya fue determinada en las trayectorias a orden

0 en la seccién 4.1.1):
dv? e (= = =
il 2 GRS B), D.1
dt mp(lJ”’d (Bs + Bo) (D.1)
Notese la analogia con la ecuacién de movimiento a orden 0 (4.1). Invocando la descomposicién en Fourier de
Ey y U4 segin (B.3) y (4.104), y separando explicitamente cada componente usando (4.105):
v ¢ - —idy ) 1oz wi Y s T A Y s T 5 z 5 i
T mip Z e BT+ T (Bl,lx — Buy> + B, (vdJ:z: — vdJy) +v7,Bo (—sen ¢ + cos poy) ¢ (D.2)
1=

+ By (vil sen ¢g — vfj’l cos gi)o) 2} (D.3)

Pero, al usar la descomposicién de Fourier mencionada para la velocidad de drift, se tiene que su derivada total
sera:
dit  ovt 9vld: XX
= = —igy f; —d
At 9t 8r dt e i(w — kv,) U DA
dt 3t+3zdt Z {(l lz)l} (D.4)

l=—00

Luego, despejando cada componente del campo eléctrico:

o [ . . QB ) (O,
S it — hogess - o+ B sengng ) = e [T E L )
l s 1 s
—1 . T Q,B z —i Qpw DT
T i {M — hwa)el + Qs — 22 cos do Ud’l} — Y e {_Bpkll u} (D.6)
l s 1 s
. 0, B ) Q, ~
St fiten — huos g+ 220 (<o sengo -+ o cosan) p = S e { B ) (D.7)
l s 1 s
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D.2. Solucion del sistema de ecuaciones D. Modelo cinético: Célculo de velocidad de drift

Ahora, se suman las componentes transversales (Ec X) +i (Ec Y) para después seleccionar el coeficiente de
Fourier [ 1. En la componente z igualmente se introducen las variables transversales, para después seleccionar
el coeficiente . De este modo, y recordando la relacién entre coeficientes I y [ £1 (2.33), se tiene:

Q,B Qp wiz1 ~

+ 0 2z IF1 5+

(Wit — kig1v: £ Qp) vg ) F %Svd,l = :FEZ [ B (D.8)
. Q,Bg _ Q, ~.

(wi = kvz) vg, + 2’? (_Uizq + vd,l+1> = _ngEu (D.9)

D.2. Solucion del sistema de ecuaciones

La expresién anterior es un sistema de tres ecuaciones en las variables de velocidad de drift v;tljFl y V3
: :
Para resolverlo, conviene introducir las siguientes abreviaciones:

Ay = wie — k10, FQp = 1 FQ (D.10)
Ay = w; — kv, = —dy (D.11)
0, By
B.= 2= D.12
B, (D.12)
Qp w1 =
O, =P BF D.13
T By ke ( )
~QP Tz
CO = —ZFELl (D14)

de modo que en forma matricial el sistema se pueda escribir asi:

A 0 -BY (vl —C_
0 A+ B vc;,l—&-l = C+ (D15)
—-B/2 BJ2 A vl Co

z,l

con lo cual, notando que A_ + Ay = 24, se puede definir el determinante:

B2
Apg ==~ (A-+ A1) + Ag(A-Ay) (D.16)
0,Bo\”
= (w; — k) | (wi—1 — ki—1v, + Qp) (wpr1 — kg0, — Qp) — (g()) (D.17)
y asi se hallan facilmente las soluciones al sistema:
-C_. 0 -B 9
1 1 B B
v, = cy, Ay Bl|=— [—C (A+A0 — ) - B <C+ — COA+>] (D.18)
T Bvil gy B2 A B 2 2
1 [B?
AL 7(0— —C4) —AL(C_A - CoB)|, (D.19)
1 A —-C. -B 1 B
’U;l+1 = 0 C+ B|=— |:A_ <C+A0 - BC()) - — (—C_B + O+B):| (DQO)
’ ANy —B/2  Cp A Ay 2
1 [B?
- rﬂ ?(C_ - C+) + A_ (C+AQ - CoB) 5 (D21)
A_ 0 —-C-
1 1 B B
’U;l = —— 0 A+ CJ,_ = —— |:A_ (A+CO — C+) — C_ (A+):| (D22)
"o Bti\pe B2 oy | A 2 2
1 B



D.2. Solucion del sistema de ecuaciones D. Modelo cinético: Célculo de velocidad de drift

Pero, en realidad, s6lo se usard la diferencia entre las componentes de las velocidades de drift halladas, dada
por:

2
+ _ o wp — klvz Q BO Tz
Vg1t Vg1 = AL {21 gg ET, (D.24)

Q, [ = wi— ~ w
5 Bl 2 s = b, = ) + B S e e 40| b (D29
B, S L

y también la forma explicita de la componente z:

1 Q ~.
Ufl,l = 7A {_ZBpEl,l(lerl — kl+1vz — Qp)(wl,1 —ki_1v, + Qp) (D26)
+,l s
1 Q2BO ~ wi—1 ~_ Wi+1
-5 gg [ 571E(wl+1 —kip1v, — Q) + Bl,HIE(wl_l —ki—1v, + Qp):| (D.27)
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Apéndice E

Modelo cinético: Simplificaciones de
integrales varias

E.1. Integrales temporales

Para determinar la integral temporal (en la variable 7) que proporciona la funcién de distribucién perturbada
sin el término de drift Fy, (4.98), ademés de la correcién AF},, se requiere calcular tres tipos de integrales
temporales que requieren el factor ¢; dado en (4.96):

» Las del primer tipo, I1+, involucran el factor e**?»7 de modo que la integral a determinar sea:

o . ) oo
Iy = / TN (r = / exp [—i(w; — kvy)T £iQ,7] dr (E.1)
0 0
1 ( 5 — —Q,—
_ : Hm e m(wl)Te i(Re(wy)—Qp—kjv)T _ 1) E2
—i(w F Qp — kv,) \r—o0 (E.2)

Noétese que la segunda exponencial del limite anterior estd acotada:

e—i(‘ﬁe(uz)—ﬂp—kzvz)‘r <1, (E3)
por lo que imponiendo la condicién de convergencia (4.99), se tendrd que
lim 7™ = 0, (E.4)

T—00

Cabe destacar que esta situacién ocurrird con todas las restantes integrales temporales aqui mostradas,
por lo que no se repetird el argumento anterior. Entonces, finalmente se tendra:

1

Ly = E.5
1 i(wl F Qp — kl’l}z) ( )
= La integral del segundo tipo I involucran sélo el factor de Fourier it
Iy = / T dr = /drexp [—i(w; — kyv,)T7] (E.6)
0 0
0

v lfm edmben g —i(Re(w)—kiv)T _ (E.7)

—i(wl — kﬂ)z) T—00

1

= - E-8
i(wr — kivz) (E-8)
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E.2. Integrales de la funcién Z E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

= Las del tercer tipo, I34, involucran el factor e¥ico cuyo argumento es dado en (4.97), de modo que la
integral a determinar sea:

(oo}
I3y = / T et g — /dT exp [—i(w; — kv )T ti(koz — wot) £ i(wo — kov)T] (E.9)
0 0
+i(koz—wot 0
I lfm eImbermy—ilRe(w)Fwo—(kiFho)v:]r _ 1
—i(wir Fwo — (ki F ko)v,) \ 700
(E.10)
Figo
e
= E.11
i(wir1 — kiz1vz) (E-11)
en donde se han usado las abreviaciones (2.30) y (2.31).
= Las del cuarto tipo, I44, que sélo aparecen al calcular AF},, requieren ambos factores eFi%o y eFiT:

Iy, = / T LT Fidh g / exp [—i(w; — k)T £iQ,7 £ i(koz — wot) £ i(wo — kov.)] dT
0 0

(E.12)

et (E.13)
(Wit FQp — kir1vs) )

E.2. Integrales de la funcion Z

Estas son las integrales en velocidad que aparecen al calcular las expresiones explicitas para la densidad de
carga y densidad de corriente transversal. Debido a que Fy, (4.44) es de tipo Maxwelliana, todas ellas podran
ser escritas en términos de la funcién Z de plasma (C.1), con sus argumentos normalizados dados en la seccién
F.3.1. En general, también se requieren las siguientes derivadas de la funcién de distribucion:

~ 72 2
0Fy, 2u,e Y /vy —20, ~
8Uz 71'3/2’[)5)_‘1) v%p Op ( )

y, usando (4.86):

0Fy, Vo 0Fy, V,0F,

%3 = E.15
Ltove T 2 9V, 2 0V, (E-15)
—\72/1;%
e P ~
= Vi —— = -VEk (E.16)
773/21)%7 P
Ademdés, se hara repetido uso de la sustitucion
Vi .
1= , con i =x,y, 2 (E.17)
UTp
y de la integral gaussiana [ e~ dy = NS

E.2.1. Independientes de la amplitud

Son aquellas que no incorporan el factor Ay ;. Se denotaran con la letra “G” y un subindice apropiado. Las
que involucren la derivada transversal de la funcién de distribucién df0/dv2 portardn un subindice extra “T".
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E.2. Integrales de la funcién Z E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

= La asociada al término €, (F.62), y que proviene de pip, es

1 F 1 2 Le Vv,
It = /d?’Via 0 _ 7/d3vu (E.18)

w — kv, Ov, Ky 7T3/21J%p v, — 2

Notar que es muy similar a la calculada en el modelo cinético hibrido (2.84). Las integrales transversales
son inmediatas, mientras que para la longitudinal se recurre a la abreviacion &; dado en la subseccién F.3.1:

2 T z 2
I = ﬁklv%p/ e _&e dz (E.19)
_ 2 _Z'(&)
= (e = - ! (5:20)

= Una de las integrales del término M1 (F.66), que también proviene de la densidad de carga, es

0F, —1 v, — —2ue” Vi /vy
oy = /6131/47+ op _ 7/d3V - v (E.21)
w; — kv, v, ki (Uz _ %> ('Uz - wg];Q> WS/QU%p
1 0

efectuando las integrales transversales, introduciendo las abreviaciones &y y £q (seccién F.3.1), y realizando
la descomposicién en fracciones parciales, se tendra:

B 2 i o z(z—&)
I = v, 4 etz 22

_ 2 §(& —)Z2(&) — €o(a — &) Z (& — fa)}
ki, [1 - & — (&0 — &) (E:23)
Usando las definiciones F.3.2, se tiene finalmente:
_ 2Go
Ige = m (E.24)

= En los términos My 4 (F.74) y M4 _ (F.80) hay una integral que proviene de combinar cantidades,
independientes de la amplitud, de la densidad de carga, corriente transversal y corriente longitudinal:

Ci (wo — kov2) aﬁo
Igs = | &V P E.25
s / w — kv, Ov, (E.25)
—k v, — ¥ —k 3 2 ) 3 7V2/v§~p
_ho / Py ——Fo ( “o — fov > il (E.26)
—k; v — 5 \wo — kov, — m32ug,

efectuando las integrales transversales, introduciendo abreviaciones apropiadas, y realizando la descom-
posicion en fracciones parciales, se tendra:

—9kq e 2(z—&)°
=———— [ dze .
Tos ki/Tory / { (z— (&0 — &))* (2 — &) } n

_ —2ko e £3(&0 — €a)Z' (&0 — £a)

= klva {gl €O 259 + fl — (EO — 69) (E28)
(et 85 Yzt SESPZE])

Ta- (€0 — &n) [( Ho—ta)t & — (S0 — fsz)) @Bl —talt & — (o —&a) (E.29)

Usando las definiciones F.3.2, se tiene finalmente:

Gs (E.30)
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E.2. Integrales de la funcién Z E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

= En los términos ey (F.69) se tiene la integral

V20F,/oV? 1 / . 1 eV
= % VZ4vV, E.31
ki1 v, ( v) (£.31)

Wi+l F Qp — k410, — % 773/21};%

Igr+1 =/d3V

Efectuando las integrales transversales e introduciendo abreviaciones apropiadas, se tendra:

oo 2
1 e % 1
I = dz = Z E.32
Gt kip1/mur / z2—&+  kitivr () ( )

E.2.2. Dependientes de la amplitud

Todas las integrales que dependen de la amplitud llevaran el factor Ay ;. Por tanto, convendrd escribirlo
como un producto de factores lineales en v, para poder efectuar la descomposicion en fracciones parciales. Asi,
definiendo

-0 _ Q
b (G @t (E.33)
ki1 ki—1
2
. Wi4+1 — Q wi—1 + B 1 eEyko (E34)
ki1 ki1 ki—1kipr \ mwo
Qw02 4 eEoko \ >

A:=b%—4c= (wl“ — ) + E.35
ki1 ki1 ki—1kipr \ mwo ( )

y en vista de (D.16), se tendra:

Ay = —kiki—1kit (vz — b:) [v2 4 bu, + (E.36)
1
—b A —b—+VA
= *klkl—lkl+1 <”Uz -9 %) (’Uz 2 ~—i2;\/7> (’UZ - f) (E37)
1

en donde la ultima igualdad se justifica debido a que el discriminante A > 0

= Una de las integrales del término M, (F.64), que proviene de la densidad de carga, es:

1 0F,
Im = | &V E.38
Hl / AJﬁl sz ’ ( )
= ! / BV — 20 eV, (E.39)
" SRE R, ] () (o ) (s ) |
l

Integrando en las variables transversales, normalizando apropiadamente y descomponiendo en fracciones
parciales, se tiene:

2 T .
fim = kzkl_lkmﬁv%p/ dee { (z—&) (z—¢épy) (2 —En) } (E.40)
_ 2 { §2(&) n £+ Z(Epy) - €5_Z(¢p-) }
kiki kv, \(Epr —&)(Ep- — &) (Epy —EB)(Er — &) (EBy —EB-)(EB- — &)
(E.41)

Usando las definiciones F.3.2, se tiene finalmente:

2H,

- E.42
klklflqutl'l)%p ( )

I
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E.2. Integrales de la funcién Z E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

= Otra de las integrales del término M, (F.64), que proviene de una suma de términos de la densidad de
corriente, es

. — k’l’U 8F0
Ium = | &V 2200 E.43
iy = [tV A vl (B.43)
_kl / 3 Vy — % V2 /2

- - d V L e /UTp _V:I,’2 _ V2
*klkz—1kl+17f‘3/%%p (v — &urp) (Ve — Epgvry) (V2 — EB—UTyp) ( v)

(E.44)

Calculando las integrales transversales, introduciendo las cantidades £+, y mediante la descomposicién
en fracciones parciales, se tendra:

2 1
1 dze E.45
BT = g 1/€l+1fva / { (z=&py)(2 —53)} ( )
_ A E.46
e e e - 26 (8.46)
Y finalmente, con las cantidades de F.3.2:
—H
Igrg = — 14 (E.47)

p
ki—1kiyavz,

= Una de las integrales del término My (F.66), que proviene de la densidad de carga y alterna sus dos casos
de signos, es:

w1 F Q — kiaqv, 0Fp
I = [ &V — E.48
H2,1+1 / A 0. ( )
v, — wi+1FN 9 —\72/v2
—Ki41 /d \%4 ET! v=¢ 22 = (E.49)
'Uz 1 ﬂ) ('Uz _ —b%\/x) (Uz N —b;ﬁ) (—1)klkl,1]€l+1ﬂ' va

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

—2 7 2 2(z — &+)
—_— d
kzkz;lﬁv%p_é GG tE =)

—2 { &g —&x) Z6) + 1 {§B+(§B+ _ﬁi)z(gm) _ Mz(@_)”
( &

(E.50)

ITgsi+1 =

- kikiz1vg, (€t — &) (Ep— — &) B+ —&B— B+ — & Ep— —
(E.51)
Finalmente, considerando las cantidades de F.3.2, se tiene
2H3 141
1 =———1 E.52
H2,1+1 klqu:l’l}%p ( )

= Otra de las integrales del término M 1 (F.66), que proviene de una suma de términos en la densidad de
corriente, es:

— kyv.) (wig1 — kisv. FQp) 5 0F
/ _ [ py ik y2 9o E.53
wraisi = [ A i (£.53)
w Wit :FQP
kikgq 3 (Uz B ’7;) (UZ ~ o ) V22 2 2
= — 372, a’v — - — e T (—V: —Vy)
kiki—1 ki3 2og, ( §orp) (V2 — Eprvrp) (V2 — EB-vTy)

(E.54)

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

— ; > 6722 (Z - §i)
Turape = klﬂﬁ”% /d { (z = &py)(z — fB)} (E.55)

! { ! [<£B+—§i>2<«53+>—<53—g)Z(gB)]} (E.56)

ikizivry €y — €
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E.2. Integrales de la funcién Z E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

Finalmente, considerando las cantidades de F.3.2, se tiene:

H
Tureit1 = L2 (E.57)
kiz1v7p

= En el término My | (F.74) se tiene la siguiente integral, que proviene de la densidad de corriente:

— k‘l 1Vz — Q V2 aﬁo
Inrss- = [ @V 2FL "0 p YL 970 E.58
st / wio1 — kv, +Qp Ay OV2 (E:58)
_ w41 =0
_ kl+1 . /dBVUZ kl+1Q _(Vz2 +Vy2) 67\72/1)%1)
—ki—1kiki-1kipam®/ 2o, ve — S (vz - 7:7[) (vz - = ) (”z - 7b72ﬁ)

(E.59)

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

_ 1 7 Ze_zz z—&4
el Kl o8 e s ey (00
_ 1 { (§+ - 57)2(57) _ (§+ - fl)Z(&) (E 61)
B L@ ) O ) @ e @)Es @) '
1 (& —&B+)Z(EB,) £y —&B-)Z(EB-)
%m—@_[@—@g@—@n+@—@4@—@JH (E.62)

Por otra parte, hay una integral andloga que aparece en el término M_ _ (F.77):

wj—1 — kl_l’l}z + Qp Vf 8?0;;
wit1 — kg0, —Q Ay OV?2

Iyrs_ o = / 3V (E.63)

que se puede simplificar en base al resultado anterior, cambiando los signos necesarios del siguiente modo:

[ 1 { (6= = &4)2(&+) _ (- —&)Z(&) (E.64)
- ikt v, (& — &) Epr =€) —&4+) (& — &) (€ —&)(EB- — &)
1 (&= —¢B4+)Z(EBy) (- —€&B-)Z(¢B-) } } E
el e s e R ey (169)
De esta forma, usando la abreviacién comun de F.3.2, se tendrd finalmente:

~ Hrzq

IHT3+— - klkl?,ﬂ}:% (E66)
_ Hrpz

= Otra integral de signo alternado que aparece en M,  (F.74) y M, _ (F.80), proveniente de una combi-
nacion de densidad de carga y corriente, es

_ 0 B Iy
Ta3a1 = /dBV(wlil klisz¢ p)n kOUZ)CJr aa - (E.68)
+,1 v,
w1 Ty w
= (—kiz1)(—k )/d?’V (UZ _ HI;’T) (vz ~ ’73) wo — kov,  —2v,e”V /Y (E.69)
= 1+1 0 ANy wo — kovsy — €y 773/2”%,, .
(E.70)
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E.2. Integrales de la funcién Z E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

_ 2ko P z2(z—€x) (2 — &0)?
s = e [ 4 { = &)G—€81)G — €5 — o — ay)) } (B

2k 1 €+ (Bt — )y — £0)? ép-(§B— —€x)(€B— —&0)? ]
= 1 Z — Z(Ep—
kikiz1v7., { * B+ —€— LB+ —&)(EB+ — (S0 — &) €5+) (- —&)(Ep— — (b0 — &a)) ¢5-)
(E.72)
1 &(& —&+)(& — &)? €360 — €0) (60 — €0 — £1) )
Z - A - E.73
Tas (60 — &) [(EB+ —&)(€- —&) ©) (€B+ — (S0 —&))(EB- — (S0 — £a)) (o~ ¢a) (579)
Asi, invocando las cantidades de F.3.2, se tendrd finalmente la integral:
2ko
1 = —F7F5H E.74
H3,1+1 Py 3,0+1 (E.74)

= Otra integral que aparece en los términos My _ (F.80) y M_ + (F.83), asociada a la densidad de corriente
transversal, es:

V2 OF,

Igra= | &V 2+ —2 E.75
wrs = [ @V 3 50 (B.75)
1 —(V2+V2) 22, o
= a3V z ¥ eV /vy E.76
SR8 KA ey ey ey o

i

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

1 T . 1
I = dze *
T ko ki /T, / et €so)

_ 1 Z(&) 1 [ Z(y)  Z(Ep-) }}
= kki—1kipavd, {(§B+ ) (En- — &) i T FT e — (E.78)

(B.77)

Asi, invocando las cantidades de F.3.2, se tendra finalmente la integral:

Hrpy
I = E.
HT4 kzk171/€l+1v%p (E.79)
Denotando
Z 1 Z Z(€p_

Epr—&)(Ep-—&)  €pr—Ep- &t~ & EB-—&)°

= Una de las integrales que conforman los términos My, (F.71), proveniente de una combinacién de canti-
dades de la densidad de carga y densidades de corriente transversal y longitudinal, es:

IH4 _ /dgv (wlfl - klflvz + Qp)(lerl - lirlvz - Qp)( ) (E81)

Ay

w1+ 2,
= (=ko)(=ki—1)(—ki11) /d?’V (vz ki p) (UZ ki (U - wo> 20,6V
“kiki_ kiR, (UZ _ %> (UZ _ —b-gxﬂ) (vz _ —b—2\/K> Tk ) YT W,

(E.82)
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E.2. Integrales de la funcién Z

E. Modelo cinético: Simplificaciones de integrales varias

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

_ _—2ko e 2z —&4) (2 — &) (z — &)°
Iy = klﬁva/d {(Z*fl)(Z*fBJr)(Z*fB—)Z*(foffﬂ)} (E.83)
_ —2ko { 1 [(§B+ — )% (€ — &) (€ —€2)
kivrp

ot — B €+ —&)(Ep+ — (S0 — &) E6+Z(En+)
(€ —8)’(Ep- — &) (65— — &)

1
- —&)(En — (60— Ea)) gB*Z“B*)] e ) [

(E.84)
(& — &) & —E)(& —€)
&y —&)(EB- — &) &Z(&)

(& — (S0 —€a)) (€& — (S0 —£a))

(E.85)
—a)Z(&o—&a)| +EBr +Ep- +a — &0 — & — & E.86
€5+ — (€0 — ) (En — (60 = éQ))(éo a)Z(&o 59)} €p+ +Ep-+& — & — &+ — ¢ } (E.86)
Asi, invocando las cantidades de F.3.2, se tendra finalmente la integral:
2k
Iyy = 3 CH,
1VTp

(E.87)
= Otra integral del término My ; (F.71), proveniente de la densidad de corriente transversal y con signo
alternante, es:

Q—k OF
Trrs, +1 = /d3V Wikl T ESRE g

vE E.88
Aty Lov ( )
_owin TR\ =V /0d (172 2
_ —kit1 /dBV Uz ki+1 ) (—e )V + Vy) (F.89)
o () () ()
L

(o]

Efectuando las integrales transversales, adimensionalizando, y descomponiendo en fracciones parciales:

B 7; B (Z - g:l:)
IHT5’lil o ﬁklquzlv%p / dze (Z - &)(z - fB-i-)(z y 537)
_ 1 {( (& —&)2(&) 1

(E.90)

_ {(§B+ —&4)Z(E&y)  (EB- — fj:)Z(fB—)} }
kikizivg, L s+ —&)(E- — &) €t —EB- B+ — & Ea- — &
(E.91)
Asi, invocando las cantidades de F.3.2, se tendré finalmente la integral:
Tarsie1 = — s a1
’ klk’lqzlv%p

(E.92)
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Apéndice F

Normalizaciones

F.1. Plasma electréon-protén

Para adimensionalizar el sistema compuesto de un plasma de electrones sin masa (e) y protones (p), se usan
las definiciones dadas en Hollweg [Hollweg, 1994], de modo que para las cantidades de la onda pump:

VA wo
Yo = ko= X, = —
0 0 Q,’ 0 Q,
con V4 la velocidad de Alfvén dada por (1.32). De modo andlogo, por el teorema de Floquet (seccién B.4) y las
definiciones de w (B.5) y k (B.6), se tiene:

(F.1)

kiVa
Y ShiE—
Qp ) l Qp )
Por otra parte, tendremos:

(F.2)
X1 =X+Xo=2£Xo£X)=1X4

Vi1 =Y £ Yo =£YoxY) =4V,
otras normalizaciones complementarias:

Yo =1 — X,

Ve =1F Xip =1- Xy,
y la amplitud del campo eléctrico de la onda pump normalizado:

PR— BO 2
A= (3)

mediante la cual se pueden definir los términos que aparecen en la relacién de dispersién (2.61):

Y2
— F
A.A+T(1ﬂp 2>
D :=rpF'y? - X2A

r = othyp_

(F.7)
Y. X2 — Yoo X2
Baim £ AX0 ( 9+ X5 — Yoo XZ

(F.8)
YooY, )

(F.9)
Yy YX2 X,
Ry=-—=(Xy— s
+ 200 < 0 + >

(F.10)
(LA

(F.11)

Recordar que el superindice F' es para enfatizar el hecho que tanto 3. como f3, estdn dadas por sus definiciones
de fluidos (1.37), que son las mismas utilizada originalmente en [Hollweg, 1994] (con el cambio apropiado del
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F.2. Plasma electrén-protén-beam F. Normalizaciones

sistema de unidades gaussiano al S.I. aqui usado). Merece destacarse el hecho que sélo estéd involucrada la suma
de los parametros beta:

BY =57+ 6y, (F.12)

por lo que en realidad sélo requiere especificarse esta cantidad y no cada una por separado.

F.1.1. Modelo cinético hibrido

En este apartado sélo se indicara las normalizaciones y términos que, en este modelo, difieren de las mostradas
previamente de teorfa de fluidos F.1. Asi, se requiere el argumento de la funcién Z de plasma (C.1) y su respectiva
normalizacion mediante las definiciones previas:

w X
b= =, (F.13)
UTp Y ﬁp

con Bp dado por (1.36) y numéricamente igual a ﬂf . Como este modelo posee una relacién de dispersién idéntica
a la de fluidos, pero con un coeficiente politrépico cinético de protones %f( dado en (2.95) (en vez de la constante
usual 7,), se tendrd que el término ﬂf de fluidos dado por (1.37) cambiara a:

B N _
gr — HonorksT, o ponoyy keTy Gy, <5§ 1 > S (F.14)

! B B2 2 7'&)) Y2

Y2 7S
Consistentemente, A (que es el tnico término que contiene el pardmetro beta de protones) deberd cambiar su

definicién de (F.7) a:
(X k(¥
Y’ 706 ) X°

y, para mantener coherencia (aunque no sea necesario), se redefinira el pardmetro beta de electrones de acuerdo
a su definicién cinética (1.35), de donde:

A—A+r (F.15)

pr= 2 (F.16)

de donde el tnico término de la relacion de dispersién de fluido que contiene esto, D, cambiard a:
K
D — T%W — X2A (F.17)

Todos los demds términos y normalizaciones que aparecen en la relacién de dispersién de fluidos (2.61) per-
manecen idénticos a los de este modelo cinético-hibrido. Obviamente, y a diferencia del caso de fluidos, aca es
estrictamente necesario especificar los parametros beta de electrones y protones por separado.

F.2. Plasma electron-protén-beam

Para adimensionalizar el sistema compuesto de un plasma de electrones sin masa (e), un core de protones (p)
y un beam de protones (p), se usan las definiciones dadas en Hollweg [Hollweg et al., 1993], notando que €. = €,
y O = ZQ,/A,. Para adimensionalizar todas las velocidades de drift, la velocidad de Alfvén, a diferencia de
(1.32), se define en funcién de la densidad electrénica asi:

B;
vV HoToeMp '

con lo que las cantidades adicionales a considerar (con respecto a las presentados en la seccién F.1) serdn:
Va

Va = (F.18)

wji .
Xj ZXj’l: J , XOj = Xin :XOjin:Xi_quiy Z/{J

F.19
Q, Q,’ ( )
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F.2. Plasma electrén-protén-beam F. Normalizaciones

También se tiene:

¢0j =1 %7 ¢ij =1 F %, ri = ¢Oj¢+j¢—j (FQO)
J J
con j = ¢, b. Por otro lado, la definicién del parametro plasma beta aqui es muy similar a la de fluidos para un
plasma electrén-protén (1.37), que es la razén entre velocidades de sonido y velocidad de Alfvén. La diferencia
radica en que, en este caso, la velocidad de Alfvén se define en términos de la densidad electréonica en equilibrio
segin (F.18), por lo que aquf se usa:

Fo_ é _ 2ikBTj ponoemy _ pronoeikBT;

B = F.21
fi V3 my B? B2 (F-21)
para cada especie j = ¢, b, e. Ademds, conviene definir la abreviacién para electrones:
F
/ ﬂe 2
=—=-Y F.22
5= (F.22)
Con todo esto, se pueden definir los términos que aparecen en la relacién de dispersién (3.56):
Z2
By = —ZB,BinnreXe i Xy + Bip X2, (ﬂéAbWb - AbXb%l) (F.23)
Z
By = _ZbﬁéBiclrch,le,l + Bin Xy (Bire — AcXZ) (F.24)
Y [ Vi X2 Xl:l:lc:|
Ri.:= =+ Xoe — <+ — F.25
e e T YoXey T v (£.25)
Y. Y X2 Xi1e
= [XOC - = ] (F.26)
2'QZJO(: YOXC l/}:tc
Y41 [ Y, X2 Xlﬂb]
Rip = +Am— | Xop — e - = F.27
= " 20 YoXo;  Yap (F.27)
Y- YOS X
_ Ay L [ b St ﬂ] (F.28)
2v0p YoXo  Ya
X2 X2
Ly:=(1+ Z’I])Yil _TEe Abniﬂ:b, (F29)
Yie (R
en donde se tienen, ademas, las definiciones suplementarias:
PY?
Ac =A + 7 <1 - /BC )(02> (F30)
F Y2
._ _ b~
Ay = A+ ( A, Xz?) (F.31)
Yie19+; X8 F Yoo XPiq;
B = FApo j J F.32
491 1= TV ( Yo¥i 1 X, (F.52)
Vit X3 — Yoo X35
= FAY; J J F.33
+ w:F] ( YOY:I:XJ ( )
/ Z2 2 / 2 2
D = 56Ac Af ’I]’I’ch + ﬁeAb’Fch — AcAb(Xch) (F34)
b

F.2.1. Modelo cinético hibrido

En este apartado sélo se indicara las normalizaciones y términos que, en este modelo, difieren de las mostradas
previamente de teorfa de fluidos F.2. Asi, el argumento de la funcién Z de plasma (C.1) para el core y el beam
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F'.3. Plasma electrén-protén: Modelo cinético F. Normalizaciones

cambiara del caso electrén-protén (F.13) a una expresién similar, excepto por el corrimiento de frecuencia a w;
segin (3.30) y su respectiva normalizacién (F.19) :

w; X,
& = leT- e —— (F.35)
TYA/B;
con j = cby Ej dado por la extensién de (1.36) a este caso (notar el cambio a la velocidad de Alfvén
aqui utilizada).
=~ V% 2uonockpT)
By = L = ZHoN0etBo) (F.36)

V2 Ay B2

Como este modelo posee una relacion de dispersiéon idéntica a la de fluidos, pero con un coeficiente politrépico
cinético del core y beam para ’yJK dado en (2.95) (en vez de la constante usual 7,), se tendrd que el término ﬁf
de fluidos dado por (F.14) cambiard a:

) N
X B

2o Z'(&)

o
gy <oyt bty Gy (1Y

i B2 B2 2 m, 7)) my

S

(F.37)

en donde el core m./m, = 1y el beam m;/m, = A;. Consistentemente, A, y Ay (que son los dnicos términos
que contienen el pardmetro beta del core y el beam) deberdn cambiar su definicién de (F.30) y (F.31):

1 XC2 BC Y2
A\ 7)) X2

(B B Y
v Z'(&) | Xi
y, para mantener coherencia (aunque no sea necesario), se redefinird el pardmetro beta de electrones usando la

misma relacién (F.16). Con esto, la abreviacién (F.22) que incluye dicho término cambia de la descripcién de
fluido a la cinética:

A, — A+, (F.38)

Ay — Aty (F.39)

/ - 75/85 Y2

Pe 2(1+ Zn) (F.40)

Todos los demés términos de la relacién de dispersién (3.56) que contienen /3, quedan en idéntica forma al caso
de fluidos, asi como todos los que no depdenden de los pardametros beta.

F.3. Plasma electrén-protéon: Modelo cinético

En esta seccién se describird las normalizaciones utilizadas en el intento de modelo cinético desarrollado en
el capitulo (4). La velocidad de Alfvén que se utilizard serd la misma que en el caso de fluido (1.32) (i.e.: con
respecto a la densidad en equilibrio de protones). La frecuencia y nimero de onda, tanto para la onda pump
como para las ondas hijas, tendrdn las mismas adimensionalizaciones que en el caso de fluidos (ver seccién F.1),
como también la amplitud de la pump.

F.3.1. Argumentos de la funcion Z

Recordar que, por el Teorema de Floquet, se puede escoger el coeficiente [ = 0 de modo que se tenga (F.2).
Ademas, en todas estas cantidades se omitira el subindice p referido a los protones ddandose por sobreentendido.
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F'.3. Plasma electrén-protén: Modelo cinético F. Normalizaciones

Asi, se continuara usando el parametro Bp segin (1.36) y £ segtn (F.13) como también:

wWo 1 XO

_ _ A0 F.41
fO k‘ova l’ép Yb ( )
Q, 11
= - F.42
SQ k‘oUTp ngb ( )
Q 1 X 1
e o
p ﬁp
b+ VA _ —e\? A
s = Sk S (§+ : ) + = (F.44)
207y 2 2 BpYi—1Yi41

F.3.2. Cantidades dependientes de la funcion Z

Aqui se recopilaran cantidades que s6lo dependen de la funcién Z y sus argumentos, surgidas del cdlculo de
las integrales de la relacién de dispersion en la seccién E.2. El objetivo es desacoplar estas cantidades del resto
de las constantes para una manipulacion mas sencilla.

Independientes de la amplitud

o §(& —€0)Z(&) — alba — &) Z(& — &a)
Coiml &~ (6o —&a) (F.45)
3ie o7
Gs = {51 — & —28a + 69(50& —&(25)02—(?;) ¢a) (F.46)
B Y _ 8l Nege G(& —&)°2(&)
- (€0 — &n) K 3o~ Lol & — (S0 — §Q)> Dl —ta) + & — (o —&n) } } (F.47)
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F.4. Términos de relacién de dispersion F. Normalizaciones

Dependientes de la amplitud

Estas involucran la cantidad A, ;, por lo que siempre aparecerd las cantides {p.

. §Z(&) 1 §+Z(€+)  E-Z(€B-)
= €+ —&)(EB- — &) * £+ —EB- [ ey — & - — & (F.48)
Hry = ﬁ (Z(€ps) — Z(€5)) (F.49)
B+ B—
. &6 —E&x) 1 ¢+ (E+ — &+) ~&p-(§s- — &)
o= e e )" G { ty & )T g 2 (F.50)
Hra i1 = e (€9 — €)2(65+) — (66— — £)2(¢5-) (F.51)
_ 6+ —&5)Z (&%) B (+ —&)Z(&)
Hrsr = e e ooy ). — &) (& &) (Emr —&)(En. — &) (F-52)
1 _ (6x —€B+)Z(8B.) (€+ —€B-)Z(¢B-)
T { @ )6 —Eps) @t )(Er - 534} (F-53)
_ 1 £+ (€t — €x) (s — &0)° _ ép-(6B- —&)(€B- —&)°
Huss =14 gt | @ SR Z O dten) — (o = e )| (F-59)
1 &6 — &) (& — &)° B £8(60 — €a) (€0 — €o — &1) B
R ) [(gm e - )2 T G — (G E0)) (€ — (& &) 5“)] (E-55)
.f Z(&) 1 Z(€s+)  Z(€B-)
Hra = s+ — &) (- — &) * e+ —€B- [&B+ —&  EB— — &} (F-56)
Hy:=8p1 +8&-+& — & — &+ — &= (F.57)

§+2(€p+) —

n 1 [(€B+ —£0)*(€s+ — E8)(€B+ — &)

(- —&)* (- —&)(Es- — &)
e+ —&B- €+ — &)+ — (S0 — &) gB_Z(fB_)}

(- — &) (- — (60 — &)
(F.58)

§o —&a)Z (& — 59)]
(F.59)

1 (& — )& —&)&—¢-) _ E8(& — (b0 — &) (€= — (60— €0))
T E ) [ Ers - En-— &) 28~ (ep — (20— €a))(En- — (&0 —£a))"

Hrser e : (& —&x)2(&) 1 €+ —&+)2(E81) (8- —&+)Z(EB-) (F.60)

€+ —&)Es- —&) &y —EB- &+ — & - — &

F.4. Términos de relacién de dispersion

Aqui se escribiran de forma adimensional cada uno de los términos de la relacién de dispersion cinética
(4.185), que se componen de las integrales calculadas en la seccién E.2 y expresadas en términos de cantidades
dependientes de la funcién Z y sus argumentos mostradas en la seccién previa. Notar que el pardmetro (3, a

usar para los protones serd el estdndar cinético (1.36), mientras que para los electrones se usard 3. asociado a
fluidos (1.37), de donde:

Vek/’BTe _ ﬁe
P) = =

(F.61)
mvap 6}9
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F.4. Términos de relacién de dispersion F. Normalizaciones

F.4.1. Ecuacién de dispersién longitudinal

Aqui se usaran las integrales independientes de la amplitud Ig1, g2, asi como las dependientes de la amplitud
Iy, Taris T2+, Ir2,i41-

T, 1 F
€ =1+ @kl /d3V78 o (F.62)

My w; — kv, Ov,
15 76) (F.63)
p
Q B() 2 Y. kBT 1 8?0 wp — kl'U 8?0
M, = | =2 — 2y | BV — 2 /d3V S F.64
( B, > — / AL, 0u, At ave (F.64)
A 1 Be }
=—-__ |Z°9H,+ H F.65
By Vi1 Vi [@, LA (F.65)
1 -~ leO Q BO 'YekBTe / 1 C+ Wir1 Wi—1 — kl_l’l)z + Q 8}?0
Mex = — | FVgp — P — ki | PV |£— s d P
s+ 2VA <:F Op u0€ﬂ0> + 2BSVA { mp ! ko w; — kl’l)z + kl:Fl A+’l 67)2
(F.66)
WiF1 s (Wi — k) (wier — kv, — Q) 2 9F,
av 1% F.67
i 2kiF1 / Apy Lov2 (F.67)
1{ Vg [ Gy X H Xio1 H
. (;VOP - mfl> val e (GG Xt Ha |, Xio Hra (F.68)
A Bp 0 14 /8, E194/3,

226



F.4. Términos de relacién de dispersion

F. Normalizaciones

F.4.2. Ecuacion de dispersion transversal

Aqui se usaran las integrales independientes de la amplitud Ig7;+1 y Ig3, asi como las dependientes de la

amplitud Igra—, Igrs—+, I3 +1, Iaa, Tara, Iarsi+1:

V20Fy,/0V?
wl$1 + Qp - kl$1'vz

_ poeng Wizt

BS klzqzl

=1 Xz [:I:l _ Z(&F)]

Y \/BT;YL:H

er =1

+1 —Qp/d3v

lF1

B, ki1 Bs | ko

s

_Qp/dsvwlil — ki+1v2 FQp V2 8?01,}

BpYiYi BpYiz1

_ Hoeno Va Q,Bo {:Fl /dSV (wic1 — ki—1vs + Q) (wig1 — kig1vs —

Q, V2 8k,

2By ki1 B, Plia

M, = poeno 1 (QPBO>2 {_Q wi-1 /d3v“’l+1 — kip1v. —

wi—1 — ki—1v. + Qp Ay OV?2

7/d3V3ﬁ0p [i G (wo —kov) | wie1 (wo — kovs)(wig1 — kig1ve —

v, |k3  wi— k. koki—1

A G Xi- H
_ Gs -1 - . T3,1+1

BpYzal 2 Ble—l

D
ki1
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- 7.2 h +
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BpYi1Yi
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