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Introduccion

La teoria de codigos, desarrollada desde un punto de vista matematico e informético
surgi6 en 1948 cuando Claude E. Shannon publicé el articulo The Mathematical Theory
of Communication [38]. Esta teoria trata de resolver el problema de como transmitir
informacion de manera segura y fiable, a través de un canal que sea poco seguro y poco
fiable. Aqui se encuentran principalmente dos temas de estudios: el anélisis de la geome-
tria de subconjuntos en espacios proyectivos finitos y la investigacién de propiedades de
estructura algebraica sobre un campo finito. Ambos argumentos tienen la finalidad de
construir codigos que cumplan con distintas propiedades para facilitar la transmision de

la informacion.

En 1979, J.W.P. Hirschfeld en Projective Geometries over Finite Field [17] carac-
teriza las distintas variedades algebraicas en P"(F,) como conjuntos finitos de puntos
que cumplen ciertas propiedades combinatoricas. Aqui, como conjunto mas general se
considera un (k, ;7 s;n, q)-set, el cual corresponde a un conjunto de k subespacios de
dimensién [ en P*(F,), tal que a lo mas r de ellos viven sobre subespacios de dimensién
s. En particular, un (k,0;n,n — 1;n, g)-set en P*(F,) es simplemente llamado un k-arco
y corresponde a un conjunto de k puntos tal que no mas de n de ellos viven sobre una
hiperplano de P"(FF,), y un k-arco en P?(FF,) es un conjunto de k puntos tal que no mas

de 2 de ellos estan sobre una recta.

Un [n, k, d],-c6digo lineal es un subespacio de dimension k del espacio vectorial Fyy

con distancia d (Definicion 1.3.4), donde I, es un campo finito con ¢ elementos. Respecto



INTRODUCION

a la distancia de un codigo lineal, Richard Singleton en 1964 demostrd en el articulo
Mazimun Distance g-nary Codes [40], que la maxima distancia de un c6digo lineal esta
dada por d < n —k+ 1. Asi, un [n, k,n — k + 1],-cdédigo es llamado un MDS cddigo.
El estudio y construccién de este tipo de codigos puede ser hecho en el espacio pro-

yectivo, ya que un n-arco en P"~*=1(F,) define un [n, k, n—k+1]-c6digo (Corolario 1.4.2).

Un codigo ¢ C Ty, se llama cddigo ciclico si tiene la siguiente propiedad:
(r1,29,...,2,) €EC = (Tp,T1,...,Ty_1) €E.

La ventaja de este tipo de c6digo es la relacién que existe con los ideales de Fy[z]/(z" —1),
ya que si un polinomio g(z) € Fy[z] es un divisor de 2™ — 1 este genera un cédigo ciclico

en Iy (Teorema 1.3.29).

De manera natural, se pueden considerar los ideales de F,[r]/(z" — a) con o € F
y donde se tiene que si un polinomio g(x) € F,[z] es un divisor de z" — «, este ge-
nera un coédigo ¢ C Fy el cual se caracteriza en que si (x1,22,...,x,) € € implica
que (axy,Ty,...,T,_1) € €. Estos codigos son llamados cddigos a-ciclicos, o codigos
pseudo-ciclicos si son a-ciclicos para algin a € F;. Ademds, se puede observar que un

codigo 1-ciclico es simplemente un codigo ciclico.

En el 2007, Delphine Boucher y Felix Ulmer en su articulo Skew-Cyclic Codes [9]
generalizaron los codigos ciclicos. Asi, un codigo ¢ C Fy, se llama cddigo skew-ciclico
si (x1,29,...,2,) € € implica que (0(x,),0(z1),...,0(x,_1)) € €, donde 6 es un

automorfismo de [F,. En este caso, definiendo una estructura de anillo en el conjunto
R :=TFy[z;0] = {apa" + -+ a1z +ag | a;, € F, y n € N},

con la adicién en R definida como la adicién usual de polinomios y la multiplicacién en R
definida por la regla basica z-a = §(«)-z (o € F, ). Existe una relaciéon uno a uno entre los

c6digos skew ciclicos y los los R-submaédulos izquierdos del conjunto R-médulo izquierdo

10



INTRODUCION

R/R(x™—1), ya que si un polinomio g(z) divide a la derecha a 2™ — 1 este genera un c6-

digo skew ciclico en Fy. Si 6 = id, un codigo skew ciclico es simplemente un codigo ciclico.

Finalmente podemos considerar los cddigos skew pseudo-ciclicos, definidos por Bou-
cher, Sole y Ulmer en Skew Constacyclic Codes over Galois Rings [5] con el nombre de
codigos skew consta-ciclicos, en donde se dice que ¢ C [ es un cédigo skew a-ciclico
si (x1,29,...,2,) € € implica que (ab(x,),0(x1),...,0(x,_1)) € €, donde # es un
automorfismo de F, y a € F;. Asi, en este caso los codigos ciclicos, pseudo-ciclicos y
skew-ciclicos son casos particulares de los c6digos skew pseudo-ciclico cuando 6 = id,
o o = 1, dependiendo del caso. Ademas, existe una relaciéon como la anterior entre
los R-submoédulos izquierdos del R-moédulo izquierdo R/R(z™ — «) y los codigos skew
pseudo-ciclicos de Fy, ya que si un polinomio g(x) divide a la derecha a ™ — «, este
genera un R-submédulo izquierdo de R/R(z"™ — a) que nos da un cédigo skew pseudo-

ciclico de Fy (ver §2.1).

En el Capitulo 1, se entregan todos los conocimientos previos para trabajar con
MDS-codigos y codigos skew pseudo-ciclicos. Asi, en la Seccion 1.1 se encuentra todo lo
referente a Campos Finitos, incluyendo Polinomios y Skew Polinomios. En la Seccién
1.2 estan los contenidos necesarios de Geometria Proyectiva para trabajar con Arcos
y Curvas Racionales Normales. Los contenidos sobre Cddigos se pueden encontrar en
la Seccién 1.3. Ademas, en esta ultima seccion se desarrolla de manera extendida el
Teorema 1.3.54 aclarando cada detalle de la demostracion realizada por Tatsuya Maruta
en A geometric approach to semi-cyclic codes [29]. Finalmente, en la Seccién 1.4 se
presenta la conexién entre la geometria proyectiva y los codigos lineales, la cual sera

importante para resultados del Capitulo 2 y 3.

En el Capitulo 2, se entregan definiciones y propiedades bésicas sobre los codigos
skew pseudo-ciclicos. En la Seccién 2.1, se demuestra de una manera directa y sencilla

que el codigo dual de un cédigo skew a-ciclico es un cédigo skew a~!-ciclico (Teorema

11



INTRODUCION

2.1.12). Este ultimo resultado permite demostrar los Teoremas 2.1.15, 2.1.16, 2.1.18,
2.2.12 y 2.3.2 que corresponden a nuevas propiedades de los c6édigos skew pseudo-ciclicos,
las cuales estan inspiradas en teoremas de Tatsuya Maruta en un contexto algebraico
conmutativo (ver [29], [30] y [31]) y que son traspasadas al caso no conmutativo Fy[x; 6].
Ademsds, en la Seccion 2.2 se demuestran teoremas referentes a MDS codigos skew
pseudo-ciclicos, a pesar que el Teorema 1.3.54 no se puede generalizar como los otros
resultados de Maruta, el Teorema 2.2.5 presenta una relaciéon entre los MDS cédigos
skew pseudo-ciclicos y la geometria proyectiva. En la tultima parte de este capitulo, en
la Seccién 2.3, se encuentran algunos resultados que utilizan el Teorema 2.1.16 y la
factorizacion de skew polinomios dada por André Leroy en Noncommutative Polynomial
Maps [24]. Cabe destacar que por medio del software MAGMA y usando los nuevos
resultados sobre los cédigos skew pseudo-ciclicos de este capitulo, se pueden construir
distintos codigos que alcanzan la mejor distancia conocida dado el largo n del cédigo,
su dimensién k y el campo F, de sus elementos (ver [14]), ademds de mejorar la forma
de construirlos, ya que requiere de polinomios generadores de grado menor que los

conocidos (ver [31]).

En el Capitulo 3, se define un nuevo conjunto de puntos en P?(F,) el cual llamamos
Arco Generalizado en P?(F,), este corresponde a un conjunto de puntos tal que no méas
de 5 puntos viven en una curva de grado 2, es decir, viven sobre una cénica reducible
o irreducible. Similar al estudio realizado en arcos en P?(F,) (ver [1], [2], [19], [20]), se
estudia la geometria de un arco generalizado para ¢ pequenos, encontrando la configura-
cion de puntos que permiten construir arcos generalizados completos. Para valores de
q > 7, aunque la configuraciéon geométrica de estos conjuntos de puntos es mas compleja,
se obtienen cotas superiores e inferiores para los arcos generalizados completos y que
por medio del software MAGMA se encuentran ejemplos que alcanzan estos valores para
algunos ¢ pequenos. Ademas, en este capitulo se estudia la relacién de los arcos generali-
zados con los Veronesian Arcos en P?(F, ), definidos por K. Coolsaet y H. Sticker en 2012.

Respecto a este ultimo conjunto hay muy poca informacion, ya que sélo existe una conje-

12
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tura para la cota superior (Observacién 3.1.4), es por esto, que en la Proposicién 3.3.4 se
presenta una cota inferior para los Veronesian arcos completos. Ademas, como se muestra
en el Teorema 3.2.2 un arco generalizado en P?(F,) determina un arco en P?(F,), y por lo
tanto, define un MDS cédigo. Asi, los arcos generalizados en P?(F,) definen MDS cddigos

de dimensién 6, a diferencia de un arco en P?(FF,) que define MDS c6digos de dimension 3.

Por ultimo, en el Capitulo 4, se entregan todos los programas usados en MAGMA
para los distintos ejemplos mostrados en la tesis, tanto para coédigos como para arcos.
En particular, se pueden destacar el Programa 4, el cual construye MDS cédigos skew

pseudo-ciclicos y el Programa 10 que construye arcos de tipo generalizados para ¢ < 13.

Ademés de todo lo mencionado anteriormente, se debe destacar los resultados
originales presentes en este trabajo. En el Capitulo 2, del Teorema 2.1.12 al 2.3.8 son
las nuevas proposiciones referentes a codigos skew pseudo-ciclico. En cuanto al Capitulo
3, dado que el concepto de arco generalizado no se ha trabajado anteriormente, todos

los resultados en este capitulo son originales.
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Introduction

The mathematical and computer point of view of the coding theory was considered
for the first time in 1948 by Claude E. Shannon in his article The Mathematical Theory
of Communication [38]. This theory seeks to primarily solve the problem of how to
safely transmit information through a channel which is not secure and reliable. For this,
there are mainly two themes of study: the analysis of the geometry of subsets in finite
projective spaces and the investigation of some properties of algebraic structures over
finite fields. Both of the above topics have as main purpose the construction of codes

with good properties which facilitate the transmission of information.

In the book Projective Geometries over Finite Field [17], J.W.P. Hirschfeld cha-
racterized in 1979 algebraic varieties in P"(IF,) as finite sets of points which satisfy
some combinatorial properties. Following the same notation as in [17], we define a
(k,l;7, s3n, q)-set, as a set of k subspaces of dimension [ in P*(F,) such that at most r
of them lie on subspaces of P*(FF,) of dimension s. A (k,0;n,n — 1;n, g)-set in P*(F,) is
simply called a k-arc and corresponds to a set of k£ points such that no more n of them
lie on a hyperplane of P"(F,). In particular, a k-arc in P?(F,) is a set of k points such

that no more 2 of them lie on a line.

A linear [n, k, d],-code € is a subspace of dimension k of the vector space ' and
distance d (see Definition 1.3.4), where [, is a finite field with ¢ elements. With respect
to the distance d of a linear code %', Richard Singleton in 1964 proved in Maximum

Distance g-nary Codes [40] that d < n — k + 1. For this reason, an [n, k,n — k + 1],-code

14



INTRODUCTION

is called MDS (Maximum Distance Separable) code. The study and the construction
of such codes can be done in projective spaces, since an n-arc in P*~*=1(FF,) defines an

[n, k,n — k4 1],-code (see Corollary 1.4.2).

A code € C Fy, is a cyclic code if it satisfies the following property:
(x1,22,...,2,) € € = (Tp,x1,...,Tp_1) € F.

The advantage of this kind of code is its relation with ideals of F,[x]/(z"™ — 1), since a
polynomial g(x) € F,[z] which is a divisor of " — 1 generates an ideal in F,[z]/(z" — 1)

which is in one-to-one correspondence with a cyclic code in Fy' (see Theorem 1.3.29).

In a similar way, we can consider ideals of Fy[z]/(z" — ) with o € F; which are
generated by a divisor g(x) € F,[z| of 2™ — «, which are in one-to-one correspondence
with a code ¢ C [y characterized by the following property: if (z1,7,...,7,) € €
then (axy,, 1, ...,2,-1) € €. These codes are called a-cyclic codes, or more in general
pseudo-cyclic codes if they are a-cyclic codes for some a € ;. In particular, let us note

here that a 1-cyclic code is simply a eyclic code.

In the paper Skew-Cyclic Codes [9], Delphine Boucher and Felix Ulmer generalized in
2007 the cyclic codes. A code ¢ C I} is called there a skew cyclic code if (x1, 72, ..., 2,) €
¢ implies that (6(x,),0(z1),...,0(x,—1)) € €, where 0 is an automorphism of F,. In

this case, a ring structure on the set
R :=TFy[z;0] = {apa" + - -+ a1z +ag | a; € F, and n € N},

is given, where addition is the usual addition and the multiplication is defined by the
basic rule z - a = 6(a) - x (a € F,). Moreover, there exists a relation between skew cyclic
codes and left R-submodules of the whole left R-module R/R(z" — 1), since a right
divisor g(z) of ™ — 1 generates a left R-submodule of R/R(z™ — 1) which is again in

one-to-one correspondence with a skew cyclic code in Fy. In particular, when 6 = id, a

15



INTRODUCTION

skew-cyclic code is simply a cyclic code.

Finally, we consider skew «-cyclic codes, or skew pseudo-cyclic codes, called skew
constacyclic codes by Boucher and Ulmer in Skew Constacyclic Codes over Galois Rings

[5] they are codes ¢ C Iy such that
(x1,22,...,2,) € C = (ab(xy),0(x1),...,0(x,1)) €F

where ¢ is an automorphism of F, and « € ;. In particular, cyclic codes, pseudo-cyclic
codes and skew cyclic codes are special cases of skew pseudo-cyclic codes. Furthermore,
also in this situation, there is a similar relation as above between left R-submodules
of the left R-module R/R(z" — «) and skew pseudo-cyclic codes of Fy, since a right
divisor g(z) of ™ — « generate a left R-submodule of R/R(z" — «) which gives a skew

pseudo-cyclic code of I} (see §2.1).

In Chapter 1, we give some background material to deal with MDS codes and
skew pseudo-cyclic codes. In Section 1.1 we recall basic results about Finite Fields,
Polynomials and Skew Polynomials. In Section 1.2, we give definitions and preliminary
results in Projective Geometry to work with Arcs and Rational Normal Curves. The main
notions of Codes can be found in Section 1.3, where some proofs of results presented by
Tatsuya Maruta in A geometric approach to semi-cyclic codes [29], as Theorems 1.3.49
and 1.3.54, are given for their better understanding. Finally, in Section 1.4 we show
the connection between projective geometry and linear codes which will be useful in

Chapters 2 and 3.

In Chapter 2, definitions and properties of skew pseudo-cyclic codes are delivered. In
Section 2.1, we prove in a direct and easy way that the dual code of skew a-cyclic code is
a skew a~!-cyclic code (Theorem 2.1.12). This results allows us to prove Theorems 2.1.15,

2.1.16, 2.1.18, 2.2.12 and 2.3.2 which correspond to new properties of skew pseudo-cyclic

16
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codes inspired by some Maruta’s results in a commutative context (see [29], [30] and [31]).
Moreover, in Section 2.2 we give some results about MDS skew pseudo-cyclic codes (see
e.g. Theorem 2.2.5) which show a relation between MDS skew pseudo-cyclic codes and
the projective geometry. In Section 2.3 we present some applications of Theorem 2.1.16
and the factorization algorithm for skew polynomials by André Leroy in Noncommutative
Polynomial Maps [24]. We would like to stress that by using MAGMA software and the
new results obtained in this chapter, we can construct some codes which reach the best
know distance for small field (see [14]), by using generator polynomials of degree less

than the known ones (see [31]).

In Chapter 3, we define a new set of points in P*(F,), called a Generalized arc in
P%(F,), which corresponds to a set of points in P?(FF,) such that no more 5 of them lie
on a curve of degree 2, i.e. on a reducible or irreducible conic. Similar to the case of arcs
in P%(F,) (see [1], [2], [19], [20]), we study the geometry of a generalized arc for small
values of ¢ and we find the configuration of points which gives complete generalized arcs.
For ¢ > 7, we obtain upper and lower bounds on the cardinality of some of such sets
and by the MAGMA software we construct examples which reach these values for some
small ¢q. Moreover, in this chapter we study the relation between generalized arcs and
Veronesian arcs in P?(F,) defined by K. Coolsaet and H. Sticker in 2012. With respect
to Veronesian arcs, we have only few informations and only a conjecture about an upper
bound (Remark 3.1.4) is know. For this reason, in Proposition 3.3.4 we present a lower
bound for the complete Veronesian arcs. Finally, as it is shown in Theorems 3.2.2; a
generalized arc in P?(F,) produces an arc in P°(F,) and defines a MDS code. So the
generalized arcs in P?(F,) define MDS codes of dimension 6, instead of arcs in P*(F,)

which define MDS codes of only dimension 3.

Finally, in Chapter 4, all programs in MAGMA used for the main examples in this
thesis about codes and arcs are given. In particular, we can highlight Programs 4 and 10

which allow us to build MDS skew pseudo-cyclic codes and generalized arcs for ¢ < 13.
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In addition to all the above, we would like to highlight Theorems 2.1.12 to 2.3.8
which are new results concerning skew pseudo-cyclic codes and all the Chapter 3, where

the concept of generalized arc is new and all the theorems about this subject are original.
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Capitulo 1

Geometria Proyectiva y Teoria de

Cédigos

1.1. Campos Finitos

1.1.1. Definiciones y Propiedades Basicas

Comenzaremos con algunas definiciones y teoremas importantes en el estudio de

campos, extensiones de campos y polinomios sobre campos finitos.

Definicién 1.1.1. Un campo es un conjunto K cerrado bajo dos operaciones +, - tal

que

1. (K,+) es un grupo abeliano con identidad 0;

2. (Ko, ") es un grupo abeliano con identidad 1, donde Ky = K \ {0};

3. z-(y+z2)=x-y+ax-zparatodo x,y,z € K.
Definicién 1.1.2. Un campo finito es un campo con solo un nimero finito de elementos.
Definicién 1.1.3. Un Campo que no contiene subcampos propios es llamado un campo

pPrimo.

19



1.1. Campos Finitos

Definicién 1.1.4. Para un primo p, sea F, el conjunto {0,1,...,p—1} de enteros y sea
¢: Z/pZ — F, el mapeo definido por ¢([a]) = a para a =0,1,...,p — 1. Entonces F,,
dotado con la estructura de campo inducida por ¢ es un campo finito, llamado Campo

de Galois de orden p.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos Z/5Z, isomorfo a F5 = {0,1,2,3,4}, con el isomorfismo
dado por: [0] — 0, [1] — 1, [2] — 2, [3] = 3, [4] — 4. La tabla para las dos operaciones

+ y - para elementos en 5 son los siguientes

+10 1 2 3 4 01 2 3 4
00 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Ejemplo 1.1.2. Un ejemplo simple e importante es el campo finito Fy. Los elemento

de este campo de orden dos son el 0 y el 1, y las tablas de operaciones son las siguientes

+ (0 1 10 1
010 1 0/0 O
111 0 110 1

En este contexto, los elementos 0 y 1 son llamados elementos binarios.

Definicién 1.1.5. La caracteristica de un campo K es el entero positivo p mas pequeno

(y por lo tanto un primo) tal que p - x = 0 para todo x € K.

Definicién 1.1.6. Si R es un anillo arbitrario y existe un entero n talque nr = 0 para
cada r € R, entonces el entero n es llamado caracteristica de R 'y R se dice que tiene

caracteristica (positiva) n. Si tal entero n no existe, R se dice que tiene caracteristica 0.

Teorema 1.1.7 ([25], Theorem 1.44). Un anillo R # {0} de caracteristica positiva que

tiene una identidad y no tiene divisores de cero debe tener caracteristica prima.
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Demostracion. Como R contiene elementos distintos de cero, R tiene caracteristica
n > 2. Si n no es primo, podemos escribir n = km donde k,m € Z, 1 < k,m < n. Sea e
la identidad, entonces 0 = ne = (km)e = (ke)(me), y esto implica que ke =0 0 me =0
ya que R no tiene divisores de cero. Se tiene que kr = (ke)r = 0 para todo r € R o

mr = (me)r = 0 para todo r € R que contradice la definicién de la caracteristica n.

[l
Corolario 1.1.8 ([25], Corollary 1.45). Un campo finito tiene caracteristica prima.

Demostracion. Por el Teorema 1.1.7 es suficiente mostrar que un campo finito F' tiene
caracteristica positiva. Considerando los multiplos e, 2e, 3¢, ... de la identidad. Como F'
contiene solo una cantidad finita de elementos, existen enteros k£ y m con 1 < k < m tal
que ke =me, o (m — k)e = 0, y asi F tiene caracteristica positiva.

]

Teorema 1.1.9 ([25], Theorem 1.46). Sea R un anillo conmutativo de caracteristica

prima p. Entonces

n

(a+b)"" =a” + 0" y(a—bF" =a"" — b

para a,b € R yn € N.

Demostracion. Usando el hecho que

=0 mod p

(p) _pp=1) - p—it )

1:2...4

para todo ¢ € Z con 0 < i < p, lo cual se obtiene de que (?) es un numero entero y de
la observacion de que el factor p en el numerador no puede ser cancelado. Entonces por
el Teorema del binomio

a+bp=a+ (Ve o+ P ) 400 =ar+ 17,
1 p—1
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y por induccién en n completamos la demostracion de la primera identidad. Por lo que

hemos demostrado, obtenemos

n

a?" = ((a —b) +b)"" = (a —b)" + ",

lo que demuestra la segunda identidad.

]

Teorema 1.1.10 ([25], Theorem 1.78). El subcampo primo de un campo F es isomorfo

alF, 0 Q, de acuerdo a si la caracteristica de F' es un primo p o 0.

Definicién 1.1.11. Un polinomio p € Flz| se dice irreducible sobre F' (o irreducible en
F[z], o primo en F[z] si p tiene grado positivo y p = bc con b, ¢ € F|x] implica que b o

¢ es un polinomio constante.
Teorema 1.1.12 (Factorizacién Unica en F|z] , [25], Theorem 1.59). Cualquier polino-

mio f € Flx] de grado positivo puede ser escrito en la forma

€k

_ €1
f=apt---pif,
donde a € F, py,...,pr Son polinomios monicos irreducibles en Flz|, y ey,..., e, son

enteros positivos. Mds aun, esta factorizacion es unica salvo el orden de los factores.

Teorema 1.1.13 ([25], Theorem 1.61). Para f € Flz|, el anillo cociente F[x]/(f) es

un campo si y solo si f es irreducible sobre F.

Definiciéon 1.1.14. Un elemento b € F' es llamado una raiz (o un cero) del polinomio

f € Flx] si f(b) =0.

Teorema 1.1.15 ([25], Theorem 1.64). Un elemento b € F' es una raiz del polinomio

f € Flx] siy sdlo si x — b divide f(x).

Demostracion. Usando el algoritmo de la divisién podemos escribir

f(x) = q(z)(x =b) +c

22



1.1. Campos Finitos

con q € F[z] y ¢ € F. Substituyendo b por z, tenemos f(b) = ¢, entonces

f(@) = q(x)(z —b) + f(b).

El Teorema queda demostrado de esta identidad.

]

Definicién 1.1.16. Sea b € F una raiz del polinomio f € F[z]. Si k es un entero

k+1 entonces k es

positivo tal que f(z) es divisible por (z — b)*, pero no por (z — b)
llamado la multiplicidad de b. Si k = 1, entonces b es llamada una raiz simple de f, y si

k > 2, entonces b es llamada una raiz maultiple de f.

Teorema 1.1.17 ([25], Theorem 1.66). Sea f € F[x] con deg(f) =n > 0. Siby,... b, €
F son raices distintas de f con multiplicidad ki, ..., k, respectivamente, entonces
(z —b))" - (1 — b))k divide f(x). Consecuentemente, ky + -+ + ky, < n, y f puede

tener a lo mas n distintas raices en F'.

Demostracion. Notamos que cada polinomio x —b;, 1 < j < m, es irreducible sobre F', y
as{ (z — b;)* aparece como un factor en la factorizacion canénica de f. Juntos, el factor
(x — b))k -+ (z — by,)* aparece en la factorizacién canénica de f y asi este es un divisor
de f. Comparando los grados, tenemos k; + -+ k,, <n,ym < ki +---+k, <n
muestra la dltima Proposicion.

]

Definicién 1.1.18. Si f(z) = ap+ a1z + asa® + - - - + a,a™ € Flx], entonces la derivada

f" de f es definida por f' = f'(z) = a; + 2asx + - - - + na,z" ' € Flx].

Teorema 1.1.19 ([25], Theorem 1.68). Un elemento b € F' es una raiz mailtiple de

f € Flx] siy solo sib es una raiz de f y f'.

Definicién 1.1.20. Sea K un subcampo del campo F'y M cualquier subconjunto de F'.
Entonces el campo K (M) es definido como la interseccion de todos los subcampos de F

contenidos en K y M. Para M = (04,...,0,) finito, escribimos K(M) = K(01,...,60,).
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Definicién 1.1.21. Sea K un subcampo de F'y 6 € F. Si 6 satisface una ecuaciéon
polinémica no trivial con coeficientes en K, esto es, si a,0" +---+ a0 +ay = con a; € k
no todos 0, entonces 6 se dice que es algebraico sobre K. Una extension L de K es
llamado algebraico sobre K (o una eztension algebraica de K) si cada elemento de L es

algebraico sobre K.

Definicién 1.1.22. Si § € F es algebraico sobre K, entonces el determina el tinico
polinomio moénico g € K[z] que genera al ideal J = {f € K[x]: f(0) = 0} de K[x] es
llamado polinomio minimal (polinomio de definicion o polinomio irreducible) de 6 sobre

K. Por el grado de 6 sobre K nos referimos al grado de g.

Teorema 1.1.23 ([25], Theorem 1.82). Sea p(x) el polinomio minimo de un elemento

a enF, con ¢ =p" yp primo. Entonces
a) p(x) es irreducible,

b) si« es la raiz de un polinomio f(x) con coeficientes en F,, entonces p(x) divide a

f(x)7
¢) p(x) divide 29 — x,

d) si p(z) es primitivo, entonces tiene grado h. En otro caso, el grado de p(x) es

menor o iqual a h.

Definicién 1.1.24. Sea L una extensién del campo K. Si L, considerandolo como
espacio vectorial sobre K, es finito dimensional, entonces L es llamado eztension finita

de K. La dimension del espacio vectorial L sobre K es llamado el grado de L sobre K,

denotado por [L : K].

Teorema 1.1.25 ([25], Theorem 1.84). Si L es una extension finita de K y M es una

extension finita de L, entonces M es una extension finita de K con

M : K] =[M:L]L:K].
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Definicién 1.1.26. Sea f € K[x] de grado positivo y F' una extensién del campo K.
Entonces f se dice que se descompone en F' si f puede escribirse como un producto de

factores lineales en F[x], esto es, si existen elementos ay,as, ..., a, € F tal que

f@) = a(r —a)(x — az) -+ (x = an),

donde a el coeficiente lider de f. El campo F' es el campo de descomposicion (splitting

field) de f sobre K si f se descompone en F'y si, ademas, F' = K(ay,az,...,a,).

Veremos algunas propiedades fundamentales de los Campos Finitos y una descripcion
de los métodos para construir Campos Finitos, los cuales seran de vital importancia en

el estudio de la Teoria de Cddigos y Geometria Proyectiva sobre Campos Finitos.

Teorema 1.1.27 ([25], Theorem 2.1). Sea F' un campo finito que contiene un subcampo

K con q elementos. Entonces F tiene ¢ elementos, donde m = [F : K].

Demostracion. F es un espacio vectorial sobre K, y como F' es finito, este es un es un
espacio finito-dimensional sobre K. Si [F' : K] = m, entonces F' tiene una base sobre
K conformada por m elementos, by, b, . .., b,,. Cada elemento de F' puede escribirse de
manera Unica en la forma ab; + asbs + - -+ + @,,b,,, donde aq,ao,...,a, € K. Como
cada a; puede tomar ¢ valores, F' tiene exactamente ¢ elementos.

O

Teorema 1.1.28 ([25], Theorem 2.2). Sea F' un campo finito. Entonces F' tiene p"
elementos, donde el primo p es la caracteristica de F y n es el grado de F sobre el

subcampo primo.

Demostracion. Como F' es finito, la caracteristica es un primo p por el Corolario 1.1.8.
Por lo tanto el subcampo primo K es isomorfo a IF,, por el Teorema 1.1.10 y este contiene

p elementos. Por el Teorema 1.1.27 se cumple el Teorema 1.1.28.
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Lema 1.1.29 ([25], Lemma 2.3). Si F' es campo finito con q elementos, entonces cada

a € F satisface a? = a.

Demostracion. La identidad a? = a es trivial para a = 0. Por otra parte los elementos
de F'\ {0}, por el Teorema de Lagrange, forman un grupo de orden ¢ — 1 bajo la
multiplicacién. Asi a?~! = 1 para todo a € F con a # 0, multiplicando por a se obtiene
el resultado deseado.

O

Lema 1.1.30 ([25], Lemma 2.4). Si F' es un campo finito con q elementos y K es un

subcampo de F, entonces el polinomio x? — x en K[x] se factoriza en F[x] como

! —z = [](z—a)

acl
y F' es un campo de descomposicion (splitting field) de 7 — x sobre K.

Demostracion. El polinomio ¢ — x de grado ¢ tiene a lo méas ¢ raciones en F'. Por
el Lema 1.1.29 sabemos que esas ¢ raices, son todos los elementos de F'. Asi dado el
polinomio se descompone en F' de la manera indicada, y no se puede descomponer en
un campo mas pequeno.

[]

Teorema 1.1.31 (Existencia y Unicidad de Campos Finitos, [25], Teorema 2.5). Para
cualquier primo p y cada entero positivo n existe un campo finitos con p™ elementos.
Cualquier campo finito con ¢ = p" elementos es isomorfo al campo de descomposicion

de x? — x sobre IF,,.

Demostracion. (Existencia) Para ¢ = p” consideramos z? — x € [F,,[z], y sea F' el campo
de descomposiciéon sobre F,. Este polinomio tiene ¢ raices distintas en F' como su
derivada es qz?~! — 1 = —1 en F,[z], no puede tener raices en comiin con 27 — z. Sea

S={a€ F:a?—a=0}. Asi S es un subcampo de F' ya que:

1) S contiene 0y 1;

26



1.1. Campos Finitos

11) a,b € S por el Teorema 1.1.9 tenemos que (a —b)? = a?—09 =a—b,yasia—b € 5

111) para a,b € Sy b# 0 tenemos (ab™1)? =a%b™9=ab™!, y asf ab™! € S.

Por otra parte, x?7 — x se debe factorizar en S ya que S contiene todas sus raices. Asi
F =S5,y como S tiene g elementos, F' s un campo finito con ¢ elementos.

(Unicidad) Sea F' un campo finito con g = p" elementos. Entonces F tiene carac-
teristica p por el Teorema 1.1.28 y asi contiene F, como subcampo. Ahora, se tiene
del Lema 1.1.30 que F' es un campo de descomposicién de x? — x sobre IF,. Asi el
resultado deseado es una consecuencia de la unicidad (salvo isomorfismos) de los campos
de descomposicion.

]

Teorema 1.1.32 (Criterio de Subcampo, [25], Theorem 2.6). Sea IF, un campo finito
con q = p" elementos. Entonces cada subcampo de F, tiene orden p™, donde m es un
divisor positivo de n. Reciprocamente, si m es un divisor positivo de n, entonces existe

exactamente un subcampo de ¥y con p™ elementos.

Demostracion. Es claro que un subcampo K de I, tiene orden p™ para algtin entero
positivo m < n. Por el Lema 1.1.27 se muestra que ¢ = p™ debe ser una potencia de p™,
y asi m es necesariamente un divisor de n.

Inversamente, si m es un divisor positivo de n, entonces p™ — 1 divide p” — 1, y por lo
tanto 2" ~1 — 1 divide a 27" 7' — 1 en F,[z]. Por lo cual, 27" — z divide 27" —x = 27— x
en F [z]. Por lo tanto, cada raiz de 27" — z es una raiz de x? — z y asf estd en F,. De
esto se tiene que I, debe contener un campo de descomposiciéon como subcampo de
2" — x sobre F,, y podemos ver de la demostracién del Teorema 1.1.31, un campo
de divisiéon que tiene orden p™. Si existen dos subcampos de orden p™ en F,, juntos
contienen mds de p™ raices de 2?" — z en F,, lo cual es una contradiccion.

]

Ejemplo 1.1.3. Los subcampos del campo finito Fyso pueden ser determinados con la
lista de todos los enteros positivos divisores de 30. Las relaciones de contencién entre

estos distintos subcampos se muestran en el siguiente diagrama.
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]FQBO

/1IN

]FQG ]F210 ]F215

XX

F22 FQZ& ]F25

N

IFy

Por el Teorema 1.1.32, las relaciones de contencion son equivalentes a las relaciones de

divisibilidad entre los divisores positivos de 30.

Teorema 1.1.33 ([25], Theorem 2.8). Para cada campo finito F, el grupo multiplicativo

IFZ de elementos distintos de cero de Iy es ciclico.

Demostracion. Podemos suponer ¢ > 3. Sea h = pi'psy’ - - - pi™ la descomposiciéon en
factores primos del orden h = ¢ — 1 del grupo F}. Para cada i, 1 < ¢ < m, el polinomio
zh/Pi — 1 tiene a lo mas h/p; raices en [F,. Como h/p; < h, se tiene que existen elementos
distintos de cero en F, que no son raices de este polinomio. Sea a;, b; elementos en F,

h/p

T L
. D .. .
tal que b; = a;""" . Tenemos que b;" = 1, como el orden de b; es un divisor de p;' y es

por lo tanto de la forma p;*. Por otro lado,

7r;—1

b= L

y asi el orden de b; es p;*. Afirmamos que el elemento b = bybs - - - b, tiene orden h.
Supongamos, por el contrario, que el orden de b es un divisor propio de h y es por lo
tanto un divisor de al menos uno de los m enteros h/p;, 1 < ¢ < m, supongamos de

h/p:. Entonces se tiene

1 = bh/p1 — bil/plbg/Pl . b%pl.

Ahora si 2 < i < m, entonces p divide h/p, y asi /" = 1. Por lo tanto P = 1.

Esto implica que el orden de b; debe dividir h/p;, que es imposible ya que el orden de
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by es pit. Asi, F* es un grupo ciclico con generador b.
1 sy g

]

Definicion 1.1.34. Un generador de un grupo ciclico F; es llamado un elemento

primitivo de F,.

Teorema 1.1.35 ([25], Theorem 2.10). Sea F, un campo finito y F, una extension de
campo finito. Entonces IF, es una extension algebraica simple de F, para cada elemento

primitivo de F, puede servir como elemento para definir F, sobre F,,.

Demostracion. Sea & un elemento primitivo de F,. Claramente se tiene F (¢) C F,. Por
otro lado, F,(&) contiene al 0 y todas las potencias de &, y asi todos los elementos de F,.
Por lo tanto, F, = F ().

O

Corolario 1.1.36 ([25], Corollary 2.11). Para cada campo finito F, y cada entero

positivo n existe un polinomio irreducible en [F,[z] de grado n.

Demostracion. Sea I, la extension del campo finito F, de orden ¢”, asi que [F, : F,] = n.
Por el Teorema 1.1.35 tenemos que IF, = F (&) para algin ¢ € F,. Entonces el polinomio

minimal de £ sobre F, es un polinomio irreducible en F,[z] de grado n.

1.1.2. Polinomios

Lema 1.1.37 ([25], Lemma 2.12). Sea f € F,[z| un polinomio irreducible sobre un
campo finito F, y sea o una raiz de f en una extension del campo F,. Entonces para un

polinomio h € F,[x] se tiene que h(a) =0 si y solo si f divide a h.

Demostracién. Sea a el coeficiente lider de f y sea g(x) = a~'f(z). Entonces g es un
polinomio ménico irreducible en F,[z] con g(a) = 0 y asi el polinomio minimo de «
sobre [F, en el mismo sentido de la Definicién 1.1.22. Finalmente de la segunda parte del

Teorema 1.1.23 se obtiene lo querido.
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Lema 1.1.38 ([25], Lemma 2.13). Sea f € F,[x] un polinomio irreducible sobre F, de

grado m. Entonces f(x) divide a 7" — x si y solo si m divide a n.

Demostracién. Supongamos que f(x) divide a 29" — x. Sea a una rafz de f en el campo
de descomposicién de f sobre F,. Entonces a?" = a, asi a € Fyn. De esto, se tiene que
F,(a) es un subcampo de F,». Pero como [F,(a) : F,] = m y [Fp : Fj] = n, por el
Teorema 1.1.25 muestra que m divide n.

Por otro lado, si m divide a n, entonces el Teorema 1.1.32 implica que Fy» contiene a
F;m como un subcampo. Si « es una raiz de f en el campo de descomposicién de f sobre
[F,, entonces [F,(a) : F)] = m, y asi F,(a) = Fgm. Por lo tanto, tenemos que o € Fyn,
entonces a?" = «, y « es una rafz de 27" — z € F [z]. Podemos inferir del Lema 1.1.37
que f(z) divide 27" — z.

]

Teorema 1.1.39 ([25], Theorem 2.14). Si f es un polinomio irreducible en F,[z] de
grado m, entonces f tiene una raiz o en Fym. Mds aun, todas las raices de f son simples

, .. 2 _
y estdn dadas por los m elementos distintos a, 0?09, ..., " de Fym.

Demostracion. Sea « una raiz de f en el campo de descomposicién de f sobre F,.
Entonces [F,(a) : F,] = m, de aqui F,(a) = F m, y en particular a € F,m. Ahora
mostraremos que si § € Fym es una raiz de f, entonces 39 es también una raiz de f.
Tomando f(z) = apx™ + -+ + a1z + a¢ con a; € F, para 0 < i < m. Entonces, usando

el Lema 1.1.29 y el Teorema 1.1.9, se tiene

f(BY) = anf™™ + -+ a18? + ag
= a7 + -+ alB? + af
= (amB™+ -+ a1 B+ ag)"
= f(B)*
= 0.

2 mo__ ’
Por lo tanto, los elementos o, a?, %, ..., a9 ~! son raices de f. Queda por demostrar
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que los elementos son distintos. Supongamos, por el contrario, que a? = af" para algin
entero j vy k con 0 < j < k < m — 1. Elevando esta identidad a la potencia g™ %,

tenemos

"7 _ 2. Por Lema 1.1.38, esto solo

Luego del Teorema 1.1.37 que f(x) divide a 27"
es posible si m divide a m — k + j. Pero tenemos que 0 < m — k + j < m, y esto nos
lleva a una contradiccion.

]

Corolario 1.1.40 ([25], Corollary 2.15). Sea f un polinomio irreducible en F [z] de

grado m. Entonces el campo de descomposicion de f sobre [, estda dado por Fgm.

Demostracion. El Teorema 1.1.39 muestra que f se descompone en F m, Mas aun,
F,(a,al, al’ . ,oﬂmfl) = F,(a) = F, para una raiz a de f en F,m, donde la segunda
identidad viene de la demostracién del Teorema 1.1.39.

]

Sea F, un campo finito con ¢ = p" elementos, donde p es un nimero primo y r > 1
es un entero. Con cada polinomio f(z) € F,[x] estd asociada una funcién polindmica

f:F, — F,, definida por o — f(«), donde f(a) es el resultado de sustituir « por a.

Lema 1.1.41 ([37], Lemma 1.1). Para cualquier funcion ®: F, — F, existe una inica
funcion polinomial f € Fy[z] de grado a lo mds q — 1 tal que la funcion polinomial

asociada f: a— f(a) satisface ®(a) = f() para todo o € F,.

Demostracion. La siguiente formula ( Carlitz Interpolation Formula) entrega un polino-

mio adecuado:

fl@) =3 (@)1 —(z—a))

a€clFy
Para mostrar que es unica, suponemos que existen polinomios f, g € F,[z] de grado
< g — 1 que satisfacen f(a) = g(«) para todo a € F,. Si f # ¢ entonces se tiene que la

diferencia (f — g) es un polinomio distinto del polinomio nulo y que se anula en los ¢
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elementos de F,. Pero deg(f —g) < g —1, asi f — g puede tener a lo mas ¢ — 1 raices en
F,, lo que es una contradiccion.

]

Lema 1.1.42 ([37], Lemma 1.2). Para cualquier f,g € Fy|x] se tiene que f(a) = g(«)

para todo o € B si y solo si f(x) = g(x) mod (29 — x).

Demostracion. Por el algoritmo de division podemos escribir

f(z) —g(x) = h(x)(2? — x) + r(x), donde deg(r) < gq.

Entonces f(a) — g(a) = r(«) para todo a € F,, asi f(a) = g(a) para todo o € F, si
y solo si 7 se anula en cada elemento de F,. Como deg(r) < ¢ esto es equivalente a
r(z) = 0.

O

Entre las funciones polinomiales que podemos considerar, las funciones de mas interés
para el trabajo que se realizard mas adelante, son del tipo f: F, — IF, que permutan los
clementos de F,. Por el Lema 1.1.41 podemos asumir que las funciones son polinomios

de grado a lo méas ¢ — 1.

Definicién 1.1.43. Un polinomio f € F,[z] es llamado Polinomio de Permutacién (PP)

de I, si la funcién polinomial asociada f: ¢ — f(c¢) es una permutacién de F.

Lema 1.1.44 ([37], Lemma 1.3). El polinomio f € F, es un polinomio de permutacion

de I, si y solo si una de las siguientes condiciones se cumple:
1. la funcién f: ¢ — f(c) es uno a uno;
2. la funcion f: c— f(c) es inyectiva,
3. f(x) = a tiene una solucion en F, para cada a € Fy;

4. f(x) = a tiene solucién unica en F, para cada a € F,,.
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Ejemplo 1.1.4. Consideremos el polinomio f(z) = 2 + 1 € Fy;[z]. Evaluando los
valores {0,1,...,10} = Fy; en f, se tiene

Podemos ver que f es un PP de Fy; con estructura ciclica (0, 1,2,9,4,10)(3,6,8,7).

1.1.3. Skew Polinomios

En esta seccion representamos la construccion de un anillo no conmutativo R =
F,[x; 0], donde ¢ = p" y p es niimero primo. La estructura de este anillo no conmutativo
depende de los elementos de un campo finito I, y de un automorfismo 6 de F,. Denota-

mos por [(0)] el orden del automorfismo 6.

Sea F, un campo finito de caracteristica p y ¢ un automorfismo de I, con |[(6)| = m.
Sea K un subcampo de F, fijado bajo 6. Entonces, [F, : K] = m y K = F,:, donde

q = p'™. Por otra parte, K ya es fijado bajo 6, asi tenemos 6(a) = a?" para todo a € F,.

Ejemplo 1.1.5. Consideremos el campo finito Fy = {0,1, a, a*} donde o? + a + 1 = 0.

Definimos el automorfismo

91F4—>F4

a+— 0(a) = a*.

Entonces 6(0) =0, (1) = 1, 8(a) = a® y 6(a?) = a. Asi el campo fijado K es sélo el
campo binario [F,.
Definicién 1.1.45. Siguiendo la notaciéon anterior, definimos el conjunto de polinomios

torcidos (skew) IF,[x; 0] como

F,lz;0) = {f(z) =ap+ a1z + -+ a2" | n € N,a; € F, para todo i =0,1,...,n}
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donde la adiciéon de estos polinomios es definida de la forma estandar, mientras que la
multiplicacién es definida usando la regla de la distributividad y la regla za = 0(a)z,

para todo a € F,.
Ejemplo 1.1.6. Usando la misma regla del automorfismo del ejemplo 1.1.5 se tiene

(ax) - (o*r) = a - 0(a?)2?

:Oé'Oél’Q

= 012I2.

Por otro lado, tenemos:

Esto muestra que (az) - (o?z) # (o?z) - (o).

Teorema 1.1.46 ([32]). El conjunto Fy[x; 0], con respecto a la adicion y multiplicacion

definidas arriba, es un anillo no conmutativo llamado anillo de polinomios torcidos

(skew).
Los siguientes resultados son conocidos para el anillo Fy[z; 6]:
Lema 1.1.47 ([32], Lemma I1.10). Sean f,g € F,[x;0]. Entonces
1. F,[x; 0] no tiene divisores de cero distintos de cero.
2. Las unidades de Fy[x; 0] son las de F,,.
3. deg(f + g) < max{deg(f), deg(g)}.

4. deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
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Teorema 1.1.48 ([32], Theorem I1.10, Algoritmo de Division Derecha). Para cualquier

polinomio f y g en Fy[z;0] con f # 0 existe un unico polinomio q y r tal que

g=q- f+r donde deg(r) < deg(f).

El resultado anterior es llamado divisiéon derecha por f. Un resultado similar puede

ser probado respecto a la division izquierda por f.

Teorema 1.1.49 ([32], Teorema I1.12). F [x;0] es anillo ideal principal izquierdo (de-
recho) no conmutativo. Mds ain, cualquier ideal bildtero debe ser generado por un

polinomio f(x) de la forma
f(x) = (ap + ama™ + azmem 4o g™ - 2t

donde m = |(0)|, t € N.

Teorema 1.1.50 ([39], Lemma 7). (z" — 1) € Z(F,[x;0]) si y solo si m | n, donde
Z(F,[x;0]) es el centro de F,[z;6] y m = [(0)].

Como resultado del Teorema 1.1.49, el ideal generado por el polinomio ™ — a es un
ideal bilatero en I [z; 6] si s6lo si m | n. Més atn, (" — o) conmuta con los elementos
de F[z;0]. Este resultado es muy importante en la estructura de los elementos en el
conjunto R, = F,[z;0]/(z" — a). Sea R = F,[z;6], si m | n entonces el conjunto R, es

un anillo, donde la multiplicacion es definida por

(fi(@) + R(z" — a)) * (fo(x) + R(z" — o)) = fi(z) * fo(2) + (2" — a).

Si m { n entonces (2" — ) € Z(F,[x;0]), lo que implica que en general

(fi(@) + R(z" — a)) * (fo(x) + R(z" — a)) # fi(x) * fa(2) + (2" — a).

Por lo cual, si m 1 n, la multiplicacién no es bien definida en R,, y no es un anillo.
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Sea (f(z) + R(z™ — a)) un elemento en R,, y sea r(z) € F,[z;6]. Definimos la

multiplicacion a la izquierda como:
r(z)x(f(x)+R(z"—a)) = r(z)* f(z)+ R(z" —a) para cualquier r(z) € F,[z;0]. (1.1)

Esta multiplicacion es bien definida de los elementos de F,[x; 0] por los elementos de R,,.

Bajo esta definicion tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.1.51 ([39], Teorema 9). R, es un F[x;0]-mddulo izquierdo donde la multi-

plicacion es definida en 1.1.

Definicién 1.1.52. Sea f(z) = i a;z" un polinomio en F[z; 0], con § un automorfismo
i=0
de F, y a € F,. La evaluacion residual (derecha) de f en a es denotada por f(a) y es
definida como el resto de la divisién derecha de f por  — «. También se define N7 («)

recursivamente como

Ny (a) =1,
NEi(0) =0 (a)) - a = 0()f () - B(a)a.

Lema 1.1.53 ([8], Lemma 1). Sea f(z) = i a;x' un polinomio en F,[x;60], con 6 un
=0

autmorfismo de F,. Para o € Fy, se tiene

fla) = ﬁ;aifvf(a»

Definicién 1.1.54. Sea F, un campo finito y 6 un automorfismo de F,. Dado A =

{a,02...,0,,} CFy, la matriz f-Vandermonde de A es definida por

Ny () NG(az) - N§(an) 1 1 1
M) N(az) - NY(an) M) N(az) - NY(an)

Ni(en) N(ez) - Ni(an) Ni(en) N(ez) -+ Ni(an)
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En FF, con ¢ = p", donde p es primo y considerando ¥ el automorfismo de Frobenius,
es decir ¥(a) = aP. La factorizacién de polinomios en F,[z; 9] puede ser trasladada a
factorizacién de polinomios en F,[z]| con algoritmo de André Leroy (Teorema 1.1.56).
Esto proceso se puede generalizar considerando como automorfismo una potencia de

Frobenius, es decir, f(a) = a?", con s = 1,..., h — 1.

Definicién 1.1.55. Dado un ntimero primo p y un entero i > 1, se define

(p°) =1

= — it

[i] :=

Consideramos el siguiente subconjunto de F,[z]:

F,al] = {Z ozl € ]Fq[x]} :

i>0

Un polinomio perteneciente a este conjunto, es llamado [p*]-polinomio. Se tiene que
F,[t;0] C F,[z][t; 0], luego considerando f € F,[¢;0] como un elemento de F[z][t; 6]
podemos evaluarlo en . Se denota el polinomio resultante por fU[z] € F,[], es decir,
f#)(x) = fU(z).

Teorema 1.1.56 ([24], Theorem 2.5). Sea f(t) = i:oaiti un polinomio en F[t; 0] C

F,[][t; 6], con 6 el automorfismo de Frobenius. Se tiene:
(1) para cualquier h = h(x) € F,lz], f(h) = i a;h!";
i=0
(2) {fVIf € Fylt; 6]} = F[a];
(3) para cualquier h(t) € R =TF,[t;0], f(t) € Rh(t) si y sélo si fIl € F[z]hl(z).
Este Teorema muestra que el problema de irreducibilidad de un polinomio f(t) €

[F,[x; 0] puede ser traslado en términos de factorizaciones en IF,[z]. Esto se puede observar

en el siguiente Corolario obvio, pero importante.

Corolario 1.1.57 ([24], Corollary 2.6). Un polinomio f(t) € IF,[t; 0] es irreducible si
y s6lo si su [p*]-polinomio asociado fU € F,[zl] C F,[z] no tiene factores triviales en

Fq[x“].
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De esta forma, se obtiene facilmente un algoritmo de factorizacién de polinomios en
F,[t;6]. Dado un f(t) € F,[t; f] primero se debe encontrar el polinomio hll € F,[zl] tal
que hll divide a flU(si es posible) y escribimos fl(z) = g(x)hl(z) para algin g(z) en F,[z].
Esto entrega que f(t) = g(t)h(t) € F,[t; 0], para algin g(t) € F,[t; 6], el cual encontramos
al dividir f(¢) a la derecha por h(t). Ahora se aplica el mismo procedimiento a g(t) y
encontramos un factor derecho g(t) en IF,[t; 8] encontrando (si es posible) un [p®]-factor

de gll. Este proceso se repite hasta que el [p*]-polinomio asociado sea irreducible en

IFq[a:“].

Ejemplo 1.1.7. Considerando F, y € como en el ejemplo 1.1.5, sea
ft) =t + o + o?t2 + o’t + 1 € Fyt; 0).
Su [2]-polinomio asociado es
flz) = 2® + a?2™ + 2% + a?z + 1 € F,y[0].

Este puede ser factorizado de la siguiente forma
@) = (2% + 2* + o®2? + o’z + a)(a® + P2t 4+ 2° + 22 + ax + o?) (2% + az + 1).
Este tltimo factor es un [2]-polinomio que corresponde a

h(t) =t +at +1 € Fylt; 0).

Mas atin, hl(z) = 2 + ax + 1 es irreducible en Fy[z], asi h(t) también es irreducible en

F,[t; 0]. Luego, podemos concluir que

ft)=g@t)(#* + at +1).
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De donde g(t) = (t* +t + 1) y su [2]-polinomio asociado est4d dado por
gz) =2 +z+1.
Como gl es irreducible en Fy[z], se tiene que
f&)=E+t+ D) +at+1)

es la descomposicion de f(t) en factores irreducibles en F,t; 0].

1.2. Geometria Proyectiva

1.2.1. Definiciones Basicas y Propiedades Numéricas

Sea V =V (n+1, K) un espacio vectorial de dimensién (n+ 1) sobre el campo K con
origen 0. Considerando la relacién de equivalencia en los puntos de V'\ {0}, donde las
clases son los subespacios de dimension uno de V' sin el origen; esto es, si Z,i7 € V' \ {0}
y para alguna base ¥ = (o, T1,...,%n), ¥ = (Yo,Y1,---,Yn), T es equivalente a ¥ si,
para algin A € K, := K \ {0}, y; = Az; para todo i. Entonces el conjunto de clases de
equivalencias es el espacio proyectivo n-dimensional sobre K y se denota por P"(K) o

PG(n,K), si K =F, entonces se denota por P"(F,) o simplemente PG(n, q).

Los elementos de P"(K) son llamados puntos. Si el punto [z] es la clase de equiva-
lencia del vector Z, entonces se dice que Z es un vector que representa [z]. Los puntos
(1], ..., [x] son linealmente independientes si el conjunto de vectores 271, ...,z que los

representa son linealmente independiente.

Un subespacio de dimension m de P, (K) es el conjunto de todos los puntos cuyos
vectores que representan forman (junto con el origen) un subespacio de dimensiéon m + 1

de V(n + 1, K). Subespacios de dimension cero, uno, dos y tres son llamados respectiva-
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1.2. Geometria Proyectiva

mente punto, linea, plano y espacio respectivamente. Un subespacio de dimensiéon n — 1

es llamado un hiperplano.

Un me-espacio 1I,,, es un conjunto de puntos representados por los vectores tyxy +
ti21 + - - + t,x,, donde xg, 27, . .., 7, son m + 1 vectores linealmente independiente
v (tostr, ... tm) € K™\ {0}; o equivalentemente, II,, es el conjunto de puntos
cuyos vectores representantes 7 satisfacen la ecuacion £A = 0, donde A es una matriz

(n+1) x (n —m) de rango n — m con coeficientes en K.

Definicién 1.2.1. Si un punto P estd en un hiperplano II, entonces P es incidente con

IL.

Definicién 1.2.2. Si Sy S’ son dos espacios P"(K), entonces un colineacion £: S — S’

es una biyeccién que preserva la incidencia; esto es, si 1T, C TI,, entonces £(I1,.) C £(I1y).

Definicién 1.2.3. Una proyectividad £: S — S’ es una biyeccion dada por una matriz
T. Si £[z] = [«'], entonces Az’ = &I donde 2 y & son los vectores coordenadas para [z]

y [z] respectivamente, y A € K.

Teorema 1.2.4 ([17], Theorem 3.1.1). El nimero de puntos en un espacio proyectivo

de dimension n sobre el campo ¥, estd dado por ¢" + ¢" ' +---+q+ 1.

Teorema 1.2.5 ([17], Theorem 3.1.1). El nimero de subespacios de dimension r en un
n—r+1n+1]
,r+1_ 7

espacio proyectivo de dimension n sobre el campo F, estd dado por

donde [a,b] = T (¢" — 1) para b > a, e igual a 1 en otro caso.

1=a

Corolario 1.2.6.

1. El nimero de puntos en una recta proyectiva es q + 1.
2. El ntimero de puntos en un plano proyectivo es ¢ 4+ ¢ + 1.
3. El ntimero de rectas en un plano proyectivo es g + 1.

4. El nimero de puntos en un espacio proyectivo es (¢ + 1)(¢* + 1).
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Ejemplo 1.2.1. El plano proyectivo P?(F3) (Figura 3.1) esta formado por los puntos:

= [0:0:1] = [1:0:1] s [1:1:2] = [1:0:2
= [0:1:0] = [0:1:1] = [1:2:0]
= [1:0:0] = [1:1:0] s [1:2:1]
s [1:1:1] . [1:2:2 = [0:1:2)

Ademés, la recta L = {[x¢ : z; : z3] € P?(F3) | 7o + 222 = 0} contiene a los puntos

0:1:0],[1:0:1],[1:2:1]y[l:1:1].

[1:1:0]
[0:1:0] ®
®
[1:0° 1]
([ ] [0%1: 1]
( ] [1:1:2]
@
[1:52: 2]
( ] 121}
[ = [040: 2]
®
[0:\L: 2f
LO° 140" 2]
] [151:1]
[1:0:0] ®
[

Figura 1.1: Plano Proyectivo sobre el Campo Finito F3.

1.2.2. Arco y Curva Racional Normal

Una cdnica no-singular de P*(F,) consiste de ¢ + 1 puntos donde 3 de ellos no son

colineales. Es natural preguntar si la condicién de no colinealidad de ¢+ 1 son suficientes

para tener una coénica no singular. En otras palabras, jesta propiedad combinatoria

caracteriza a las conicas no-singulares? Esta pregunta tuvo respuesta de forma afirmativa
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por Segre [33]. Generalizando Segre consider6 conjunto de k puntos en P*(F,), k > 3,

que no tengan 3 puntos colineales.

Definicion 1.2.7. Un k-arco en P(F,) es un conjunto de k puntos no tres de los cuales

son colineales. Un k-arco se dice completo si no esta contenido en un (k + 1)-arco.

Definicion 1.2.8. Sea v € Z>,. Un (k,v)-arco en P?(F,) es un conjunto de & puntos no
v+ 1 de los cuales son colineales. Un (k, v)-arco se dice completo, si no esta contenido

en un (k + 1, v)-arco.

Definicién 1.2.9. Un k-arco en P"(F,) es un conjunto de k£ puntos no n+1 de los cuales
estan sobre un hiperplano. Un k-arco en P*(IF,) se dice completo si no esta contenido en

un (k + 1)-arco.

Teorema 1.2.10 ([22], Subsection 3.1). Para cada potencia de primo q y cada entero
N > q— 1, existe un (N + 2)-arco en PV (F,) equivalente a {[1:0:0---:0],[0:1:0:
2 0l,...,[0:0:---:0:1,[L:1:--: 1]} y es de tamario mdzimo.

Definicién 1.2.11. Una curva racional normal de P™(F,), n > 2, es un conjunto de

puntos en P*(F,) que es proyectivamente equivalente a
{{gr ottt 1) teRIU{[1:0: -1 0]}

Una curva racional normal contiene ¢ + 1 puntos. Para n = 2, esta es una coénica
no-singular. Para n = 3, esta es una cubica twisted. Cualquier (n+3)-arco en P*(IF,) estd

contenida en una unica curva racional normal de este espacio ([18], Teorema 21.1.1).

Teorema 1.2.12 ([20], Theorem 4.10). Para q impar y n > 3, sea K un k-arco en

P(F,). Si
k> L + L
q 4\/5 n=

entonces KC se encuentra en una unica curva racional normal de P*(F,).

42



1.2. Geometria Proyectiva

Teorema 1.2.13 ([20], Theorem 4.11). Para q par, ¢ # 2, n > 3, sea K e un arco en

P (F,). Si
3
47

k>q— ;\/5 +n—

entonces K se encuentra en una unica curva racional normal de P"(F,).
Teorema 1.2.14 ([17], Chapter 8). Sea K un k-arco de P*(F,). Entonces

1. k<q+2;

2. para q impar, k < q+1;

3. cualquier conica no-singular es un (q + 1)-arco;

4. para q par, un (q+ 1)-arco se extiende a un (g + 2)-arco.
Definicién 1.2.15. En P(F,),

1. un (¢ + 1)-arco es un dvalo;

2. un (q + 2)-arco, g par, es un évalo completo o hiperévalo.

Lema 1.2.16 ([17] Lemma 8.1.4). Las ¢ + 1 tangentes a un (¢ + 1)-arco K en P*(F,)

con q par se intersectan en un punto, el cual llamamos nicleo.

Teorema 1.2.17 ([33], Theorem I). En P?(F,), q impar, cada dvalo es una cénica

no-singular (es decir, puede ser representado por una ecuacion de sequndo grado).

Definicioén 1.2.18. En P?(F,), el tamafio mas grande de un arco completo es denotado

por m(2, q), el segundo més grande se denota por m/(2, q), y el mas pequenio por t(2,q).
Los progresos para m/(2, q) son los siguientes.

Teorema 1.2.19.
m'(2, q)
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<qg-1 q>7 Segre 1955 [33]
<g-i/g+1 q impar Segre 1967 [36]
=q—q+1 q par Segre 1967 [36]
< Bq+3 q primo Thas 1987 [43]
<q—3/q+5 q=7p", p>5 Hirschfeld-Korchmdros 1996 [16].

Respecto a los k-arcos completos, Coolsaet y Sticker [10] entregaron una clasificacién
completa de estos para ¢ < 31, la cual fue realizada por medio de programas escritos en

Java.

Denotando por m,(2,¢q) al tamano méaximo de un (k,v)-arco, se tiene ademas el

siguiente resultado.

Teorema 1.2.20 ([27],[22] Theorem 3.2.5). Si 4 < v < q, entonces

mv(27Q) < (U - 1)Q+U —3.

1.2.3. Hiperdvalos

En P?(F,), ¢ par, existen hiperévalos conformados por los puntos de una cénica y su

nucleo, Lema 1.2.14; este tipo de ovalo es llamado hiperdvalo reqular.
Lema 1.2.21 ([17], Lemma 8.4.1; [34]). Para q = 2,4,8, cada évalo en P*(F,) es reqular.

Demostracién. En P?(FFy), un hiperévalo estd formado por cuatro puntos, cualquiera
tres de ellos siempre forman una cénica. Por lo tanto, no es solo un évalo, pero esta
formado por la cénica unido con su ntcleo.

De forma similar en P?(IF4), un hiperévalo esté formado por 6 puntos, cualquiera de sus
5 puntos forman una coénica.Por lo tanto, no es solo un évalo, pero esta formado por la
cOHnica unido con su nucleo.

Para el caso ¢ = 8, ver [34].
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Teorema 1.2.22 ([17], Lemma 8.4.2). Un hiperdvalo de P*(F,), ¢ = 2", h > 0, es

proyectivamente equivalente a un hiperdvalo,
{[F({t):t:1]|teF,U{[0:1:0],[1:0:0]},

donde F' es un polinomio de permutacion sobre Fy de grado a lo mds q — 2, que satisface

F(0)=0, F(1) =1 y tal que para cada s € F,,

Fy() = FE s+ )

T

es un polinomio de permutacion con Fg(0) = 0.

Demostracion. Sea K un (q + 1)-arco. Llamando U; al nicleo de K y sean Uy, Uy y U
puntos de K. Entonces el hiperévalo O estd formado por I U {U; }.

Sea us la recta que contiene a Uy y U;, como ambos puntos estan en O, esta recta no
contiene més puntos del hiperévalo. Por lo tanto, podemos considerar O \ {Uy, U; } =
{[s; :t1 : 1] | i € {1,...,q}}. Cada otra recta que contiene a Uy, tiene exactamente
un punto de O, ¢, # t; para i # j. De manera similar, cada recta que contiene a U,
contiene exactamente otro punto de O, s; # s; para i # j. Asi {s; |i € {1,...,¢}} =
{t;|i€{l,...,q}} =F, y existe un tnico polinomio de permutacion F' en F,[z] tal que
F(t;) = s;, para todo i. Por lo tanto O \ {Up, U1} = K\ {Up} = {[F(t):t:1] | t € F,}.
Ahora, el grado de F' debe ser mayor a 1, de otra forma los puntos de K \ {Uy}
pueden estar en una linea, que es imposible para ¢ > 2. Por lo tanto, podemos escribir
O={[P(t):t:1] |t eF,} U{Up}, donde Uy = {[0:1:0]}. Ademéds como U, y U estan
en K, se tiene F(0) =0y F(1) = 1.

La condicion para cada s € [y,

es un polinomio de permutacién con F;(0) = 0, es equivalente a que no existan 3 puntos
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colineales de {[P(t) : t : 1] | t € F,} \ {Uo, U1, Us}. Esto es cierto si y solo si

Ft,) t 1
F(ty) ty 1] #0,
F(t3) t3 1

para ti, to, t3 distintos en [Fy; esto es,

F(ty) + F(t2)

F(ty) + F(tg).

t1 4+t 7é t1 +t3
F(t)+ F
Equivalentemente, para cada s en F, (7)51(8) toma un valor distinto en F,\ {0} para
s
F(t)+ F
cada t en F, \ {s}; como no se tiene (Zi(s) =0, ya que luego F(t) = F(s) y t = s.
s

F F
(z +5) + F(s) toma valores diferentes

Usando la sustitucién x + s por t se tiene que
para cada [F, \ {0}; esto es, cada s en F,, el polinomio F;(z) define un polinomio de
permutacion de F, \ {0}. Sin embargo, el grado de Fy es menor que ¢ — 1. Asi, F5(0) =0
y F, es un polinomio de permutacién de F,[z].

]

Cuando las condiciones del Teorema sean satisfechas para el polinomio F', nos
referiremos al ovalo como Z(F).

q—2

Corolario 1.2.23 ([17], Corollary 1). Si Z(F) con F(x) = Y a;x" es un ovalo en P?(F,)
i=1
(9-2)/2 ,
con q par y q > 2, entonces F(z) = . ag;z¥ es una funcién par.
j=1

Ejemplo 1.2.2. (Programa 12) En P?(Fy), con Fg = Fa[w], el conjunto de puntos

{[F(z):x:1] |z €Fs}U{[0:1:0],[1:0:0]}

con F(x) =%+ 2* + 2% corresponde a los puntos:
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= [0:1:0] = W w1 = fw:w ]
= [1:0:0] o [w?w? ] s [wt w1
= [0:0:1] s [w?wd 1]

@ [1:1:1] . b wt 1)

Para ¢ = 2", h > 4, existen hiperdvalos irregulares, o sea, hiperévalos que no son la
union de una coénica y su nucleo. Varias clases infinitas de hiperdvalos irregulares son
conocidas. El problema es la clasificaciéon de hiperdvalos parece ser demasiado dificil.
En general solo se tiene el Teorema 1.2.22. La tabla 1.1 presenta algunas clases de

hiperévalos conocidos.

Nombre F(z) q=2" Condicion

Regular x? 4]
Traslacion 22 (h,7) =1 [34]
Segre 8 h impar [35]
Glynn I giotd h impar o = 2ht1)/2 [13]
Gynn II 2o o = 2172, [13]

A=2msih=4m— 1
A =23 §i h=dm + 1

Tabla 1.1: Hiperévalos en P%(FF,), g par.

1.3. Teoria de Cdédigos

1.3.1. Cbdigos Lineales

Un coédigo lineal de largo n sobre el campo finito F, es simplemente un subespacio

del espacio vectorial Fy =F, X --- x F, con n > 2.
—_————

n—veces

Definicién 1.3.1. Un cddigo lineal € sobre F, es un subespacio vectorial de Fy.

Definicién 1.3.2. Sea ¥ C IE‘;‘ un codigo lineal.
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1. El cédigo dual de €+ es el complemento ortogonal de € en Fy.
2. La dimension dim(%) de € es la dimensién de € como un espacio vectorial sobre
Fg, i.e. dim(%) := dimg, % .
Teorema 1.3.3 ([26], Theorem 4.2.4). Sea ¢ C F un cédigo lineal. Entonces,
16| = q"™ e dim(€) =log,|€|, donde || es la cardinalidad de € C F2;
2. €+ es un cédigo lineal y dim(€) + dim(€+) = n;
3. (¢4 =¢.
Demostracion.

1. Sea dim(%) = k. Si {v1, 05, ...,0;} una base para €, luego
C = {)\1171~|—)\2113+---+)\kv7g: )\1)>\2>-~,)\k GFq}.

Como |F,| = ¢, existen exactamente ¢ opciones para cada Aj, Ag, ..., Ag; por lo

dim (%

tanto % tiene exactamente ¢ ) elementos.

2. Es facil verificar que dado un subespacio vectorial sobre F,, su complemento
ortogonal también es un subespacio vectorial de F,.
Si € = {0}, el resultado se cumple de forma trivial. Supongamos que dim (%) =
k > 1, con base {07, 3, ...,v%}. Se debe probar que dim(¢+) =n — k.

Se tiene que & € €+ si y solo si

lo que es equivalente a decir que & satisface AZ; = 0, donde A es una matriz k x n
donde las 7-esima fila es v;.

Las filas de A son linealmente independientes, si AZ; = 0 es un sistema lineal de k
ecuaciones linealmente independientes en n variables, el cual tiene un espacio de

solucién de dimension n — k.
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3. Usando la igualdad anterior y reemplazando ¢ C Fy por € L se obtiene que
dim(%) = dim((¢*)*). Por lo cual, es suficiente mostrar que ¢ C (¢4)*. Sea
¢ € €. Para mostrar que ¢ € (¢+)%, se debe tener que ¢- Z = 0 para todo ¥ € €+.

Como €€ € y T € €+, por la definicién de €+, se tiene que ¢- T = 0.

Ejemplo 1.3.1.

1. En Fy. Sea € = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)}, luego dim(%) =
log, | €| = log, 4 = 2. Ademés, se tiene que €+ = {(0,0,0,0), (1,0, 1,0),(0,1,0,1),
(1,1,1,1)}, asi dim(%¢*) = 2. En particular, los puntos 1 y 2 del Teorema 1.3.3

quedan verificados.

2. EnFs. Sea % = {(0,0,0),(0,0,1), (0,0,2), (0, 1,0), (0,2,0), (0,1,1), (0, 1,2), (0,2, 1),
(0,2,2)}, por lo tanto dim(%) = log, |4| = logs 9 = 2. Ademdas €+ = {(0,0,0),
(1,0,0),(2,0,0)}, asi dim(€+) = 1.

Otras nociones importantes en la teoria de codigos son la distancia y el peso, definidos

de la siguiente forma.

Definicién 1.3.4. Si 7,y € F}, la distancia (Hamming) d(7,y) de ¥ y ¢/ estd dada por

d(Z,y) = {i:1<i<n,z; #y},

mientras que el peso w(Z) de ¥ € F] es definido por

—.
Y

w(Z) :=d(Z,0)

donde 0 := (0,...,0) € Iy

Observacion 1.3.5. Equivalentemente, para 7,4 € Fy se puede definir distancia entre
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= (x1,...,20) e Y= (y1,...,Yn) COMO
d(f, g) = d(xlvyl) +o At d($n7yn)> (12)

donde, para cada i € {1,...,n} se define

d(xhyi) =

Proposicién 1.3.6 ([26], Proposition 2.3.3). Sea 7,4, 7 € F. Entonces se tiene
1. 0 <d(¥,y) <mn,

2. d(Z,y) =0 si y sélo si T =1,

4. (Desigualdad Triangular) d(Z,2) < d(Z,y) + d(¥, 2).

Observaciéon 1.3.7. Para cada elemento  de F,, se puede definir el peso de Hamming

de la siguiente forma:

oy 4l
wy(z) = :
0 ,x=0
Luego, para ¥ = (71,...,2,) € F, el peso de Hamming de ¥ puede definirse también
como
w(Z) = wp(x1) + -+ - + wp(xy,). (1.3)

Definicién 1.3.8. Sea ¢ C F} un cédigo lineal tal que ¢ # {0}. La distancia minima

de € es definida como

d(€) := min{d(Z,y): ¥, j € €,z # y}.
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Equivalentemente el peso minimo de € puede definirse como
w(€) == min{w() : ¥ € €, 7 #0}.

Lema 1.3.9. Si 7,5 € Fy, luego d(%, ) = w(T — ).

Demostracion. Para T = (21,...,2,),7 = (Y1,...,yn) € Fy, d(Z,7) = 0 si y sélo si
T = 7, lo que es cierto si y sélo si x; = y; para todo ¢ = 1,...,n, o equivalentemente,

—

w(Z — y) = 0. Usando ahora 1.2 y 1.3, el Lema queda demostrado.

[
Teorema 1.3.10 ([26], Theorem 4.3.8). Sea ¢ C F} un cddigo lineal. Entonces d(€¢) =
w(€).
Demostracion. Por definicion, existe &,y € € tal que d(7, ) = d(€), por lo tanto
donde ¥ —y € €.
Por otra parte, existe un 7 € €\ {0} tal que w(%) = w(Z), asi

w(?) = w(2) = d(2,0) > d(¥)
[

Ejemplo 1.3.2. Considerando el cédigo binario 4 C F3, dado por

¢ =1{(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0), (1,1,0,0)}.
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Se puede ver que

w((1,0,0,0)) =1,
w((0,1,0,0)) =1,
w((1,1,0,0)) = 2.

Por lo tanto, d(%¢) = 1.

Observacién 1.3.11. Un cddigo lineal ¢ C Fy con dim(%’) = k se denota por [n, kl,-
c6digo o, si ¢ es claro en el contexto, un [n, k]-codigo. Si este ademds tiene distancia d,

se denota por [n, k, d]-codigo.

Definicién 1.3.12.

1. Una matriz generadora para un codigo lineal € es una matriz GG cuyas filas forman

una base para % .

2. Una matriz de control de paridad H de un c6digo lineal € es una matriz generadora

para el codigo dual €+.
Observacién 1.3.13.

1. Si € es un [n, k|-cédigo lineal, entonces la matriz generadora de € debe ser una
matriz k X n y la matriz de control de paridad para % debe ser una matriz

(n—k) xn.

2. Las filas de una matriz generadora son linealmente independientes. Lo mismo se
tiene para la matriz de control de paridad. Para mostrar que una matriz k X n
G es de hecho una matriz generadora para un determinado [n, k]-cédigo lineal &,
es suficiente mostrar que las filas de G son vectores en % y que son linealmente

independiente.
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Definicién 1.3.14.
1. Una matriz generadora de la forma (Ix|X) se dice que esta en la forma estandar.

2. Una matriz de control de paridad en la forma (Y'|I,,_x) se dice que estd en la forma

estandar.

Lema 1.3.15 ([26], Lemma 4.5.4). Sea € un [n, k]-cddigo lineal sobre Fy, con matriz
generadora G. Entonces v € Fy pertenece a €+ siy sélo si U es ortogonal a cada fila
de G; i.e., ¥ € €+ < UG, = 0. En particular, una matriz H (n — k) X n es una matriz
de control de paridad para € siy solo si las filas de H son linealmente independiente y

HGt - O

Demostracion. Sea 7; la i-esima fila de G. En particular, r; € € para todo 1 <i <k, y

cada ¢ € € puede escribirse como

¢= M1+ + Mk,

donde Ay, ..., \; € F,.

Si ¥ € €+, entonces ¥ - ¢ = 0 para todo ¢ € €. En particular, ¥ es ortogonal a 7;, para
todo 1 <1i < k;ie., vG; = 0.

Por otra parte, si ¥ -7; = 0 para todo 1 < i < k, luego claramente, para cualquier

C=Mr1+ -+ N7 €F,

Gd=M(T- 1)+ + M@ 77) = 0.

Para la tltima parte, si H es una matriz de control de paridad para %', entonces las filas
de H son linealmente independientes por definicion. Como las filas de H son codigos en
¢+, de lo anterior se tiene que HG; = O.

Ahora, si HG; = O, entonces lo anterior muestra que las filas de H, y por lo tanto
el espacio de filas de H, estan contenidas en %. Como las filas de H son linealmente

independientes, el espacio de filas de H tiene dimensién n — k, asi el espacio de filas de
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H es de hecho €*. En otras palabras, H es la matriz de control de paridad para €.
O

Teorema 1.3.16 ([26], Theorem 4.5.6). Sea ¢ C F}y un cédigo lineal y sea H su matriz

de control de paridad. Entonces:

1. € tiene distancia > d si y solo si cualquier d — 1 columnas de H son linealmente

independientes;

2. € tiene distancia < d si y solo si H tiene d columnas que son linealmente

dependientes.

Demostracion. Sea U= (vq,...,v,) € € un vector con peso w(?) = e > 0. Supongamos
que las coordenadas distintas de cero estan en las posiciones i1,. .., %, asi v; = 0 si
J & {i1,... ic}. Sea ¢ (1 <i < n)lai-ésima columna de H.

Por el Lema 1.3.15, € contiene un vector distinto de cero v = (vy,...,v,) de peso e
(con coordenadas distintas de cero v;,, ..., vy, ) si y solo si

0=0Hy = v, () + -+ (a),
que es valido si y sélo si existen e columnas de H (sean estas, ¢;,,...,¢.) que son

linealmente dependiente.

Para decir que la distancia de € es > d es equivalente a decir que % no contiene ningin
vector no nulo de peso < di, que es lo mismo que decir que cualquier < d — 1 columnas
de H son linealmente independientes. Esto prueba (1).

De manera similar, para decir que la distancia de % es < d es equivalente a decir que
% contiene un vector no nulo de peso < d, que es equivalente a decir que H tiene < d

columnas (y entonces d columnas) que son linealmente dependientes. Esto prueba (2).

O

Corolario 1.3.17. Sea % un cbédigo lineal y sea H su matriz de control de paridad.

Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
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1. € tiene distancia d;

2. cualquier d—1 columnas de H son linealmente independientes y H tiene d columnas

que son linealmente dependientes.

Ejemplo 1.3.3. Sea % un c6digo binario con matriz de control de paridad

1 0100
H=111010
01001

Se puede observar que no existen columnas nulas y ningin par de columnas de H suman
0, asi cualquier par de columnas de H son linealmente independiente. Sin embargo,
las columnas 1, 3 y 4 suman 0y, y por lo tanto son linealmente dependientes. Asi, la

distancia de ¥ es d = 3.

Teorema 1.3.18 ([26], Theorem 4.5.9). Si G = (I | X) es la matriz generadora en
forma estandar de un [n, k|-cddigo €, entonces la matriz de control de paridad para €

es H=(=X; | L)

Demostracion. Obviamente, le ecuacion HG; = O es satisfecha. Considerando las
ultimas n — k coordenadas, es claro que las filas de H son linealmente independientes.

Por lo tanto, la conclusion viene del Lema 1.3.15.

1.3.2. MDS-cédigos

De manera mas general, podemos definir un c6digo (no necesariamente lineal) como
un subconjunto de Fy. En este caso, un codigo de largo n, con M elementos y distancia

minima d se denota como un (n, M, d)-cédigo.

Definicién 1.3.19. Dado un campo finito F, y dado los valores n y d, A,(n,d) denota

al tamano M més grande posible para el cual existe un (n, M, d)-cédigo sobre F,. Esto
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es,

A,(n,d) = max{M: existe un (n, M, d)-cédigo sobre F,}.

Cualquier (n, M, d)-cédigo € que tiene el tamafio maximo, esto es, M = A,(n,d), es

llamado codigo optimo.

Teorema 1.3.20 (Singleton Bound, [26], Theorem 5.4.1). Para cualquier entero ¢ > 1,

cualquier entero positivo n y d tal que 1 < d < n, se tiene
Ay(n,d) < ¢" 4t

En particular, cuando q es la potencia de un primo, los parametros [n, k,d| de un cdédigo
lineal sobre ¥, satisface

g e 13

n=d+1 “consideramos un (n, M, d)-cédigo €

Demostracion. Para probar que Ay(n,d) < g
sobre un campo F,, donde M = A,(n,d). Borrando la dltimas d — 1 coordenadas de
todos los vectores de . Ya que la distancia es d, después de borrar las ultimas d — 1
coordenadas de todos los vectores, los restantes vectores (de largo n —d + 1) ain son

n=d+1 por lo tanto

todos distintos. El nimero méaximo de vectores de largo n —d+ 1 es ¢
Ay(n,d) = M < gn=atL,

Para mostrar que d < n — k + 1, se obtiene de lo anterior, ya que por definiciéon de
Ag(n,d), ¢ < Ay(n,d).

[]

Definicién 1.3.21. Un cédigo lineal con parametros [n, k,d| tal que d =n —k + 1 es

llamado Mazimun Distance Separable (MDS) cédigo.

Teorema 1.3.22 ([26], Theorem 5.4.5). Sea € un cédigo lineal sobre F, con pard-
metros [n,k,d]. Sea G, H la matrices generadoras y la matriz de control de paridad,

respectivamente para €. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. € es un MDS codigo;
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2. cada conjunto de n — k columnas de H es linealmente independientes;
3. cada conjunto de k columnas de G es linealmente independientes;
4. €+ es un MDS cédigo.

Demostracion. La equivalencia de (1) y (2) viene directamente del Corolario 1.3.17, con
d=n—-Fk+1.

Como G es la matriz de control de paridad para €, (3) y (4) también son equivalentes
por el Corolario 1.3.17.

Ahora, probaremos que (1) implica (4).

Recordemos que H es la matriz generadora para €+, asi el largo de €+ es n y su
dimensién es n — k. Para mostrar que €+ es MDS, debemos mostrar que la distancia
minima d' es k + 1.

Supongamos d’ < k. Entonces existe un vector ¢ € €+ con a lo mas k entradas distintas
de cero (y por lo tanto al menos m — k coordenadas ceros). Permutando las coordenadas
no cambia el peso de los vectores, asi podemos asumir que las ultimas n — k coordenadas
de ¢ son 0.

Escribiendo H como H = (A | H'), donde A es alguna matriz (n — k) x k'y H' es
una matriz cuadrada (n — k) x (n — k). Ya que las columnas de H' son linealmente
independientes (porque (1) y (2) son equivalentes), H' es invertible. Por lo tanto, las
filas de H' son linealmente independientes. La tinica manera de que todas las tltimas
coordenadas sean 0 (como es 0) es usar la combinacién 0-lineal de filas de H' (por
independencia lineal). Por lo tanto, todos los vectores & son todos los vectores nulos 0.
Asi, d > k + 1. Usando el Singleton Bound, se tiene que d’' = k + 1.

Ya que (1) = €, lo anterior también muestra que (4) implica (1).

]

Definicién 1.3.23. Un MDS cédigo ¢ sobre F, es trivial si 'y sélo si € satisface una

las siguientes condiciones:

1. ¢ =Fy;
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2. € es equivalente al c6digo generado por I = (1,...,1);
3. € es equivalente al codigo dual generado por 1.

Teorema 1.3.24 ([28], Theorem 11.4.8). Un [n, k, d]-cédigo € con matriz generadora
G = [I|G'], donde G’ es una matriz k x (n — k), es MDS si y sélo si cada submatriz

cuadrada (formada por cualquier i filas y cualquier i columnas, para cualquier i =

1,2,...,min{k,n — k}) de G' es no singular.

1.3.3. Cdbdigos Ciclicos y Pseudo-Ciclicos

Definicién 1.3.25. Un cddigo lineal ¢ C Fy es llamado cddigo ciclico si es invariante

bajo la transformacion lineal

¢ : (ao, PN ,an_l) —> (an_l,ao, .. .,CLn_Q).

Observacién 1.3.26. Decir que un codigo lineal € es invariante bajo ¢ es equivalente

a decir que ¥ es invariante bajo la accién de la matriz de permutacién

0|1 0

P = ,
010 1
110 - 0

es decir, € = {cP: c€ ¢}.
Ejemplo 1.3.4. Los siguientes codigos, son codigos ciclicos:
1. los tres codigos triviales {0}, {\-1: A€ F,} y Fy;
2. el [3,2,2]-cédigo lineal binario {(0,0,0),(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1)}.

Teorema 1.3.27 ([26], Theorem 7.3.7). Si ¢ C F} es un cédigo ciclico entonces el

cédigo dual €+ C Iy, es también un codigo ciclico.
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Demostracién. Si h = (hi,...,hy) € €+ entonces h-¢=0 para todo ¢ = (c1,...,¢,) €

% . Asi tenemos

(b(ﬁ) : 5: (hn7h17 .. -,hnfg) . (Cl,CQ e ,Cn>
= hpco + hica + -+ hy_ocy

- }_i ) ¢n_1(6> = 07

como ¢ es un cédigo ciclico, 9" 1(¢) € €, donde ¢* = ¢ o---0 ¢, para todo k € N.
| S ——

k-veces
Luego, €+ es un codigo ciclico.

O

Con el fin de convertir la estructura de codigos ciclicos en una estructura algebraica,
consideramos la siguiente correspondencia:

T 75 —  F,z]/(" — 1) 1.4

-1
(@, @1,y . ooy Opeq) —> ao + a1+ - - a1 2"

Observamos que 7 es un [Fy-isomorfismo lineal de espacios vectoriales sobre IF,. Asi, pode-

mos identificar en algunos casos F}' con F,[z]/(#™ — 1) y un vector @ = (ag, a1, ..., an1)
n—1 .

con el polinomio 7(a@) = Zo a;x*. Ya que Fy[x] /(2™ —1) es un anillo, tenemos la operacién
1=

multiplicacién en F,[z]/(2" — 1) ademas de la adicion heredada de F7.

Ejemplo 1.3.5. Consideremos el cddigo ciclico € = {(0,0,0), (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)};
luego m(€) = {0,1+ z,1 + 2%, x + 2*} C Fylz]/(2® — 1).

Teorema 1.3.28 ([26], Theorem 7.2.1). Sea 7 definida en (1.4). Luego un subconjunto

no vacio ¢ de Fy es un cidigo ciclico si y sélo si w(€) es un ideal de Fy[z]/(z" —1).

Demostracion. Supongamos que 7(%) es un ideal de F,[z]/(2"—1). Luego, para cualquier

-

a,feF, CF,lz]/(a"—1)ya, b € €, se tiene que am(@), B (b) € m(€). Asi w(ad+pBb) =
am(@) + B (b) € 7(€), es decir, ad + b € €. Esto muestra que € es un codigo lineal.
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Ahora sea €= (cp,...,Cp1) EC Yy T(C) =co+ 1T+ + Cror" * + 12"t € 7(F).

Como 7(%) es un ideal, el polinomio

2 —1
x7m(6) = coxr + rx° + -+ o™ F 2"

=cCp1t+ T+ F eyt €T(F), yaque 2" — 1 =0en Flz]/(z" — 1),

es decir, (¢p_1,¢o,...,Cn2) €F.

Por otro lado, supongamos que ¢ C Fy es un cddigo ciclico. Para cualquier polinomio
f(@) = fo+ iz 4+ fao2" >+ fuorz™ " =7(fo, 1,y fa2s faot)
de m(€) con (fo, f1,- - fu2, fn_1) € €, el polinomio
T f(z) = facr + for + fix® + -+ frox"!

es también un elemento de (%) ya que € es ciclico. Asi 22 - f(x) = z(x - f(x)) € ©(F)
y por induccién podemos ver que z*- f(x) € m(%’) para todo entero i > 0. Como € es un
c6digo lineal y 7 es una transformacién lineal, 7(¢’) C IF,[z]/(z™ — 1) es un grupo con
respecto a la suma y para cualquier g(z) = go + 12+ -+ + go 12" € F [z] /(2™ — 1)
el polinomio

o0) J@) = 3 e f(2)

es un elemento de m(%). Por lo tanto, 7(%’) es un ideal de F,[z]/(z™ — 1).

Ejemplo 1.3.6.

1. El codigo ¢ = {(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)} en F3 es un cédigo ciclico. El ideal
correspondiente en F3[z]/(z® — 1) es 7(€¢) = {0,1 + z + 22,2 + 2x + 22°}.

2. El conjunto I = {0, 1422 z+a3 1+z+2?+2%} es un ideal en Fy[x]/(2* —1). El co-
rrespondiente codigo ciclico es 7~1(I) = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)}.
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Teorema 1.3.29 ([26], Theorem 7.2.3). Sea I un ideal distinto del nulo en F,[x]/(x"—1)
y sea g un polinomio monico no nulo de menor grado en I. Entonces g(x) es un generador

de I y divide a " — 1.

Demostracion. Para cualquier polinomio f(z) de I, tenemos por el algoritmo de divisién

f(x) = s1(2)g(x) + ()

para algin polinomio s;(z),r(z) € F,[z] con deg(r(x)) <deg(g(z)). Esto fuerza a
que r7(z) =0, ya que r1(z) = f(z) — s1(z)g(x) € I y g(z) tiene el grado menor de los
polinomios de I. Por lo tanto, I = (g(x)).

Considerando ahora el algoritmo de divisién en

a" — 1= sy(x)g(x) + rao(T)

con deg(ra(x)) <deg(g(z)). Por lo tanto,

ra(x) = (2" —1) = s3(w)g(2)

es un elemento de I (notar que 2™ — 1 es el cero d F,[z]/(z" — 1)). Esto implica que
ra(x) = 0 ya que g(x) tiene el menor grado. Asi, g(x) es un divisor de z" — 1.

O

Ejemplo 1.3.7. En el ejemplo 1.3.6 (1), el polinomio 1+ x + 2 es de menor grado, asi
este divide a 2z — 1. En el ejemplo 1.3.6 (2), el polinomio 1 + 22 es de grado minimo y

este divide a z* — 1.

Teorema 1.3.30 ([26], Theorem 7.2.5). Existe un dnico polinomio mdnico de grado

minimo en cada ideal I de Fy[z]/(z™ —1).

Demostracion. Sea g1(x) y g2(x) dos polinomios ménicos generadores de menor grado

en el ideal I. Entonces, un miltiplo escala de ¢;(x) — ¢2(x) es un polinomio ménico de
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menor grado en I. Esto es una contradiccion.

]

Definicién 1.3.31. El tnico polinomio moénico de grado minimo de un ideal no nulo
de F,[z]/(2™ — 1) es llamado el polinomio generador de I. Para un cédigo ciclico €, el

polinomio generado de 7(%’) es llamado también el polinomio generador de €.

Ejemplo 1.3.8. El polinomio generador del cédigo ciclico {(0, 0,0), (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}
es 1+ x.

Teorema 1.3.32 ([26], Theorem 72.8). Cada divisor ménico de ™ — 1 es el polinomio

generador de algin cddigo ciclico en Fy.

Demostracion. Sea g(z) un divisor ménico de & —1 y sea [ el ideal (g(x)) de F,[z]/(z™—
1) generado por g(z). Sea € el correspondiente codigo ciclico. Asumimos que h(z) es el

polinomio generador de €. Entonces existe un polinomio b(z) tal que
h(z) = g(x)b(x) (mod 2™ —1).

Asi, g(x) es un divisor de h(z). Por lo tanto, g(z) es el mismo h(z) ya que h(z) tiene

grado minimo y es monico.

De los teoremas 1.3.30 y 1.3.32, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.3.33. Existe una correspondencia uno a uno entre los c6digos ciclicos en

7y los divisores monicos de 2™ — 1 € Fy[z].
Observacion 1.3.34. Los polinomios 1y 2™ —1 corresponden Fy' y {6} respectivamente.

Ejemplo 1.3.9. Para encontrar todos los codigos ciclicos binarios de largo 6, factoriza-

mos el polinomio z% — 1 € Fy[z]:

2 —1=(1+2)>*1+x+2%2
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Todos los divisores ménicos de 2% — 1:

1, 1+ x, 14z + 22
(1+ )2, 1+2)1+z+2%), (1+2)2(1+x+2?),
(1+z+2%), (A+2)(1+z+2%)? 1+ a°

Asi, existen nueve cddigos ciclicos de largo 6. Usando la mapa 7 (1.4), podemos escribir
facilmente todos los cédigos ciclicos. Por ejemplo, el cddigo ciclico correspondiente al

polinomio (1 + z + 2%)? es

{(0,0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1,0),(0,1,0,1,0,1),(1,1,1,1,1,1)}

Del ejemplo anterior, encontrar el nimero de cédigos ciclicos de largo n puede ser
determinado si se conoce el niimero de factorizaciones de ™ — 1. Para esto, se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 1.3.35 ([26], Theorem 7.2.12). Sea 2™ — 1 € F,[z] dada la factorizacion

), e pr’(m),
=1

donde pi(x), pa(x), ..., p(x) son polinomios mdnicos irreducibles distintos y e; > 1 para
T

todoi=1,2,...,r. Entonces ezisten [](e; + 1) cddigos ciclicos de largo n sobre F,.
i=1

Demostracion. La demostracion sigue del Corolario 1.3.33 al contar el nimero de todos
los polinomios moénicos divisores de x™ — 1.

]

Dado un codigo ciclico &, este estd totalmente determinado por su polinomio
generador g(x), todos los pardmetros de ¢ también son determinados por el polinomio
generador. El siguiente resultado entrega la dimension del cédigo en términos de su

polinomio generador.
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Teorema 1.3.36 ([26], Theorem 7.2.14). Sea g(z) el polinomio generador de un ideal de
F,[z]/(x™ —1). Entonces el correspondiente cidigo ciclico tiene dimension k si el grado

de g(z) esn — k.

Demostracion. Para dos polinomios ¢q(x) # ca(x) con deg(c;) < k—1 (1 = 1,2),

claramente g(x)cq(x) Z g(x)ca(x) (mod ™ — 1). Asi, el conjunto

A= {g(@)c(z): c(x) € Fyla]/(a" — 1), deg(c(r)) < k —1}

tiene ¢* elementos y es un subconjunto de el ideal {g(z)). Por otra parte, para cualquier

vector g(z)a(x) con a(x) € Fylx]/(x"™ — 1), escribimos
a(z)g(x) = u(z)(z" — 1) + v(x) (1.5)

con deg(v(x)) < n. Por 1.5, tenemos que v(z) = a(x)g(z) —u(x)(z™ —1). Asi, g(z) divide
v(x). Escribiendo v(z) = g(x)b(x) para algin polinomio b(z). Entonces deg(b(z)) < k,
por lo cual v(x) estd en A. Esto muestra que A es lo mismo que (g(z)). Por lo tanto, la

dimensién de el codigo es log, |A| = k.

Ejemplo 1.3.10.

1. Basados en la factorizacion: 7 — 1 = (1 + x)(1 + 2% + 2%)(1 + o + 2°) € Fy[x],

conocemos que existen solo dos [7, 3]-c6digos ciclicos binarios :

(1 +2)(1 + 2 +2*)) ={(0,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,0,1,0,0), (0,1,1,1,0, 1,0),
(0,0,1,1,1,0,1),(1,0,0,1,1,1,0),(0,1,0,0,1,1, 1),
(1,0,1,0,0,1,1),(1,1,0,1,0,0,1)}

(1+2)1+ 2+ 2%) ={(0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,1,1,0,0),(0,1,0,1,1,1,0),
(0,0,1,0,1,1,1),(1,0,0,1,0,1,1),(1,1,0,0,1,0, 1),

(1,1,1,0,0,1,0),(0,1,1,1,0,0,1)}.
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2. Basados en la factorizacion: 2" —1 = (2+z)(1+z+ 2 +2° +2* + 2° +2°) € F3[z],

no existe ningun [7, 2]-cédigo ciclico.

Teorema 1.3.37 ([26], Theorem 7.3.1). Sea g(x) = go+gi12+- - -+ gn_xx™ " el polinomio

generador de un cédigo ciclicos € en Ty con deg(g(x)) = n — k. Entonces la matriz

g(x) g9 91 Gokx 0 0 - 0
G 959(1’) _ 0 g g1 - G-k 0 - 0
" 1g(x) 0 0 0 g & Gt

es la matriz generadora de € (notar que se identifica un vector con un polinomio).

Demostracion. Es suficiente mostrar que g(z), 2g(x),. .., 27 1g(z) forman una base de
¢ . Es claro que estas son linealmente independiente sobre F,. Por el Teorema 1.3.36, se
tiene que la dim(%) = k.

O

Ejemplo 1.3.11. Considerando el [7,4]-c6digo ciclico binario con polinomio generador

g(z) =1+ 2% + 3. Entonces este codigo tiene matriz generadora

g(z) 1011000
o xg(x) _ 0101100
2?g(x) 0010110
3g(z) 0001011

Esta matriz no estd en forma estandar. Si la cuarta fila se suma a la segunda fila y la

suma de estas dos es agregada a la primera fila, la matriz generadora en forma estandar:

o o O =
(e
o = O O
= o O O
e
—_ = = O
e e T
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Asi, por el Teorema 1.3.18, podemos obtener la matriz de control de paridad.

Del ejemplo anterior, podemos observar que se puede obtener la matriz de control
de paridad a partir de la matriz generadora mediante operaciones elementales de filas.
Sin embargo, ya que el codigo dual de un c6digo ciclico € también es ciclico, tenemos
que ser capaces de encontrar una matriz de control de paridad del polinomio generador

del cédigo dual.

k .
Definicién 1.3.38. Sea h(xz) = Y. a;2" un polinomio de grado k (ay # 0) sobre F,. El
i=0

polinomio reciproco de h(zx) esta dado por

k
hr(z) = 2"h(1/z) = Z:ak,ixi.

Observacion 1.3.39. Si h(z) es un divisor de 2™ — 1, entonces también lo es hg(x).
Ejemplo 1.3.12.

1. Para el polinomio h(z) =1+ 2z + 32° + 27 € F5[z], el reciproco de h(z) es

hR<33') - $7h(1/x)
— 2"(1 +2(1/2) +3(1/2)° + (1/2)7)

=1+ 322+ 225+ 27,

2. Considerando el divisor h(z) =1+ z + 2® € Fy[z] de 27 — 1. Entonces hg(z) =

1 4 2% + 23 es también divisor de z7 — 1.

Teorema 1.3.40 ([26], Theorem 7.3.7). Sea g(x) el polinomio generador de [n,k]-
cédigo ciclico € sobre F,. Sea h(z) = (z" —1)/g(z). Entonces hy'hg(z) es el polinomio

generador de €+, donde hy es el término constante de h(z).

n—1 . n—1 .
Demostracion. Sea g(x) = > g;x* y sea h(z) = Y h;x'. Entonces
i=0 i=0

1 n—1

hR(.T) == W Z hn—i—lxia

=0
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donde k = deg(h(z)).

Considerando el producto

0= g(z)h(z)
= (goho + g1hn—1+ -+ -+ gn_1h1) + (goh1 + g1ho + - - - gn—1h2)x+
+ (goho + g1hh + -+ + gn—lhg)x2 + -+ (gohn—1+

4+ G1hn—o + -+ gn_1ho)z" *(mod z™ — 1).

Por lo tanto, el coeficiente de cada potencia de x en la ultima linea de la igualdad
anterior debe ser cero. Al observar el coeficiente de cada potencia de z, obtenemos
Gi * (hp—1,hn—2,-++ ,h1,hg) = 0, para todo i = 0,1,...,n — 1, donde g; es el vector
obtenido de (go, g1, - - -, gn—1) mediante desplazamiento ciclico de i posiciones. Por lo
tanto, (An_1,An_2,...,h1, ho) es vector de €+ donde {go, 4, ..., gn 1} generan a € por
el Teorema 1.3.37.

Mediante desplazamiento del vector (h, 1, h, 2, ...,h1,ho) en k + 1 posiciones, obtene-
mos el vector correspondiente a hg(z). Esto implica que hg(z) es un vector en €+ que
también es cédigo ciclico.

Como deg(hg(z)) = deg(h(x)) = k, el conjunto {hg(x),zhg(z),...,2" " thp(x)} es
una base de €*. Por lo tanto, ¢+ es generado por hr(x). Asi, el polinomio ménico
h='hg(z) es el polinomio generador de €.

[]

Definicién 1.3.41. Sea € un cédigo ciclico en F, de largo n con polinomio generador
g(x). Sea h(z) = (z" — 1)/g(x). Entonces, hg'hg(z) es llamado el polinomio control de

paridad de €, donde hy es el término constante de h(zx).

Corolario 1.3.42. ([26], Corollary 7.3.9) Sea % un [n, k]-cédigo ciclico en F, con
polinomio generador g(z). Con h(z) = (z" — 1)/g(x). Sea h(x) = ho + hyz + - - - + hpa".

Entonces la matriz
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hR(JZ) hk hk,1 cee hg 0 0 e 0
2" p(z) 0 0 0 hy hypy -+ - hg

es la matriz de control de paridad de %

Demostracion. El resultado es inmediato de los teoremas 1.3.37 y 1.3.40.

O

Ejemplo 1.3.13. Sea ¢ el [7, 4]-c6digo ciclico binario generado por g(z) = 1+ 22 4+ z*
como en el ejemplo 1.3.11. Con h(x) = (27 — 1)/g(z) = 1 + 2% + 2* + z*. Entonces

hr(z) =1+ z + 2% + 2% es el polinomio control de paridad de €. Entonces

1 110100
H=10 111010
0011101

es la matriz de control de paridad de %

Los codigos pseudo-ciclicos o semi-ciclicos fueron introducidos por Elwyn Berlekamp

[3] usando el nombre de cédigos consta-ciclicos (constacyclic codes).
Definicion 1.3.43. Sea « un elemento distinto de cero en F,. Un c6digo lineal " C Fy

es llamado codigo a-ciclico si es invariante bajo la transformacién lineal

bt (CorC1.. o Cpot1) = (Cp_1,Cos - o Cra).

*

Un cédigo es llamado pseudo-ciclico si € es a-ciclico para algin o € F;, Fr = F, \ {0}.

Observacion 1.3.44. Decir que un codigo lineal € es invariante bajo ¢, es equivalente
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a decir que € es invariante bajo la accién de la matriz de permutacién

011 0
P= ,

010 - 1

al0 - 0

es decir, € = {CP: ¢ € ¢}.
Observaciéon 1.3.45. Un cédigo 1-ciclico es simplemente un codigo cilcico.

Teorema 1.3.46 ([29], Theorem 1). Si ¢ C Fy es un codigo a-ciclico entonces el codigo

dual €+ C F;‘ es un cédigo a~-ciclico.

Demostracién. Si h = (hi,...,hy) €+ entonces h-&= 0 para todo &= (C1y...,¢n) €

% . Asi tenemos

Ga-1(R) - T= (@ hp, ha, .. i) - (€1, 02 . ., )
=a th,cr +hico+ - hyoch
=h- aNacy, acs, . . . ,ac,, c1)
=h-a ¢l ()
=0,

como € es un cédigo a-ciclico, a=t¢" 1(¢) € €, donde ¢* = ¢, o--- 0 ¢,, para todo
—_—

k-veces
k € N. Luego, €+ es un codigo o~ *-ciclico.

]

Con el fin de convertir la estructura de cddigos ciclicos en una estructura algebraica,
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consideramos la siguiente correspondencia:

T Fy —  F,lz]/(z" — )

(1.6)

n—1
(ag,a1,...,an1) —> ag+ a1z + -+ a, 12

Observamos que 7 es un [ -isomorfismo lineal de espacios vectoriales sobre [F,. Asi
q q )
podemos identificar Fy con Fy[z]/(z" — ) y un vector @ = (ag, a1, ..,a,-1) con el
n—1 .
polinomio 7(@) = Zo a;x'. Ya que F [z]/(2™ — a) es un anillo, tenemos la operacién
1=

multiplicacién en Fy[z]/(z" — a) ademas de la adicion heredada de IFy.

Teorema 1.3.47 ([28], Chapter 7. §2). Sea 7 definida en (1.6). Luego un subconjunto no

n

vacio € de Fy es un cédigo pseudo-ciclico si y sélo si m(€) es un ideal de Folx]/(2" —a),

para algin o € Fy.

Demostracion. Supongamos que w(%’) es un ideal de Fy[z]/(2" — o). Luego, para cual-
quier 3,7 € Fy y 5,5 € ¥, se tiene que Bw(l;),wr(é’) € w(€). Asi W(Bg—f— ya+) =
6%(5) + 7 (¢) € m(F), es decir, Bg+ ~v¢ € €. Esto muestra que € es un cédigo lineal.

Ahorasea ¢ = (cg,...,ch 1) € €y 7(C) = co+C1@T++ - +Cpox™ 2 +e, 12" € T(F).

Como 7(%) es un ideal, el polinomio

z-7(6) = cox + c17” F et Cpagd™ T+ 12"

=ac,_ 1+ cor + 2 + -+ o™t € 7(F)

ya que 2" —a =0 en F, [z]/(2" — ), asi, (acu—1,¢Co,- .., Cn2) € F.
Por otro lado, supongamos que ¢ C F es un codigo a-ciclico, para algin a € F,.

Para cualquier polinomio

f@)=fot+ fiz+-+ foox” >+ foa2™ =7(fo, i, s fao2, fro1)
de 7(%€) con (fo, fi,- .., fu2, fu—1) € €, el polinomio

Z:- f($) =afp_1 + for + f1x2 4+ -4 fn_2$n—1
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es también un elemento de 7(%) ya que € es a-ciclico. Asi 22 f(z) = z(z- f(z)) € 7(¥)
y por induccién podemos ver que x°- f(x) € m(%) para todo entero i > 0. Como € es un
cbdigo lineal y 7 es una transformacion lineal, 7(%¢) C F,[z]/(z" — a) es un grupo con
respecto a la suma y para cualquier g(z) = go + 1@ + -+ + gn_12" ' € F [z]/(2" — )

el polinomio

9@) J() = 3 gl (@)

es un elemento de 7(%). Por lo tanto, 7(%) es un ideal de F,[z]/(2™ — ).

]

Teorema 1.3.48 ([29], Theorem 1). Sea € un ideal no nulo de F,[z]/(z™ — a), esto es,

un codigo a-ciclico de largo n. Entonces existe un unico polinomio de grado minimo en

C, que satisface:
(a) € = (g(x)), es decir, g(x) es el polinomio generador de € .
(b) g(z) es un factor de z™ — a.

(¢) Cualquier c(x) € € puede escribirse de manera tnica como c(z) = f(z)g(x) en
F,[z], donde f(x) € F,[z] tiene grado menor que n—k, k = deg g(x). La dimensidn
de € esn —k.

k
(d) Sig(x)= Zgixi, entonces € tiene la siguiente matriz generadora
=0

g(x) g g - g 0 0 - 0
- wg@ _ 9 9 G - g 0 - 0
xn—k—lg(x) O O 0 90 g1 e e Gk

(e) El cédigo dual de € es un cédigo o -ciclico.

Ejemplo 1.3.14 (Programa 1). Con Fy[x] con Fy = Fy(w), donde w? +w + 1 = 0.
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Como w* = w, el polinomio z* — w, se puede escribir como

.2?4—"&):.174—21]4

= (r —w)*
= (v —w)*(z —w)* = (2* — w?)(z* — w?)

=(r—w)(r—w) = (v —w)(2® +wr? +wr +1)

Donde la segunda igualdad viene del Teorema 1.1.9. Tomando g(x) = (x — w), este
genera un codigo w-ciclico de largo 4, dimension 3 y distancia 2, cuya matriz generadora

H esta dada por
w 1 0 0

H=10 w 1 0
0 0 w 1

Teorema 1.3.49 ([29], Theorem 2). Sea € un [n,n — k|-cédigo sobre F,. Entonces € es

a-ciclico si y solo si € tiene matriz de control de paridad de la forma
[Pta (PT>t7 (PT2)t7 7 (PT”71>t]7

con P € IF’; yT € GL(k,q) tal que PT™ = P, donde S; es la transpuesta de S.

Teorema 1.3.50 ([29], Theorem 3; [30], Theorem B). Sea g(x) un polinomio de grado
k en Fylx] que divide a 2" — o, a € F;. Entonces C' es un [n,n — k|-cédigo a-ciclico
sobre F, con polinomio generador g(z) siy solo si € es un codigo con matriz de control

de paridad [P, (PT);, (PT?),...,(PT" 1), donde P = (1,0,...,0) y T es la matriz
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companera de g(x), es decir,

0 1 0 0
0 0 1 0
T —
0 0 0 1
—Q —a1 —az -+ —Qg-1

k )
sig(x) = Zoai:c’ con ay = 1.
1=

Observacion 1.3.51. Un cédigo € con matriz de control de paridad de la forma
[Py, (PT)g, (PT?)g, -+, (PT" )],

con P € IF’; y T € GL(k,q) se dice definido por (T, P,n). Se define el conjunto

Iy .= {(T, P,n) € GL(k,q) x Ff x Z | (T, P,n) define un (n,n — k)-cédigo a-ciclico}.

Teorema 1.3.52 ([29], Theorem 4). Sea (T;, P;,n) € I'Y, y sea € el codigo definido por
(T3, P;,n) (i =1,2). Entonces las siguienles proposiciones son equivalentes:

(Z) %1 == (52,

(13) Ty y Ty son equivalentes,

(131) w1, = 1, donde o7 es el polinomio caracteristico de T'. En particular, (T, P,n)

y (T,Q,n) define el mismo cddigo si ellos estan en I'}.

Demostracion.

(1) = (ii): Como €, = s, existe S € GL(k,q) con StG%?Pl = G%)’PZ, donde G%L,)Pi es

la matriz de control de paridad definida por (7, P;,n), es decir,
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Si[(Py)e, (P TY)q, (Ple)t, o (PlTlnfl)t] = [(PS), (PT1S)q, (PleS)t, o (PlTlnflS)t]
= [(P2)s, (P Ta), (PoT3)s, - .-, (P T3]

Como %) y %, tienen la misma dimension y P,Ts = P/TiS = P(S™'T1S)!, i =

1,...,n, tenemos que S~'TVS = Tp.

(17) = (iii): Como T3 y Ty son equivalentes, estas tienen el mismo polinomio caracteris-

tico, es decir, pr, = pr,.

(17i) = (i): se obtiene facilmente de parte de “(i) = (i7)” y el Teorema 1.3.50.
[

Corolario 1.3.53 ([29], Corollary 5). Sea € un [n, n— k]-c6digo a-ciclico con polinomio

k , _

generador g(x) = 3 a;x'. Si ¢ = p", r|p" v (n,p) = 1, entonces € y € son equivalentes,
i=0

donde € es el codigo o'-ciclico generado por g,(z) = 3 ajx’.

Demostracion. Notamos que g(z) = [I;(z — ;) implica que g,(x) = I[;(z — A7). Como
% es un cédigo a-ciclico, existe (T, P,n) € I'? que define %'

Por r[ph y (n,p) =1, (T", P,n) estd en ['Y", y este define un c6digo equivalente a €.

Se tiene de g(x) = pr que g,(z) = @7+ y del Teorema 1.3.52 que ¢’ y € son equivalentes.

[

Existe una correspondencia uno a uno entre las todas clases de equivalencia de
(n, k)-c6digos MDS sobre F, y todas las clases de n-arcos en P*~1(FF,) (Corolario 1.4.2).
A un (n, k)-cédigo sobre F,, lo llamaremos cddigo Reed-Solomon generalizado (codigo
GRS) si este corresponde a la clase de un n-arco en P*~1(F,), cada uno de los cuales estd
contenido en una curva racional normal. En particular, un cédigo GRS de largo ¢ + 1
sobre IF, es llamado cddigo racional normal (cédigo NR); este esta en correspondencia

de la clase de curvas racional normal.
Teorema 1.3.54 ([29], Theorem 6). Existe un (n, k)-codigo MDS pseudo-ciclico sobre
F, con (n,q) #1,2<k<n-—2, siy sdlo sin=p, donde ¢ = p", con p primo. Mds

aun, un (p, k)-codigo pseudo-ciclico sobre F, es GRS.
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Demostracion.

13 7
=

Por reducciéon al absurdo, supongamos que n # p, pero como (n,q) # 1, se tiene que

n = \-pu, con p la mayor potencia de p que divide a n. Estudiaremos por separado,

cuando n = ¢, y donde h debe ser mayor que 0, y cuando n # q.

Caso

Caso

1: n=g¢q, h > 1. Sea € un [q, k]-cddigo a-ciclico con polinomio generador g(z).
Por el Teorema 1.3.48, g(x) es un factor de 2™ — a y de grado n — k. Ademads, como
n = g por el Teorema 1.1.9, podemos escribir (2" — o) = (z — )" = (z — a)?", asi

gla) = (x —a),r=q-Fk

—1 1

Sir < p" ! entonces (z —a)?" = 2" —a?"" debe estar en €. Para que € sea
MDS, su distancia debe ser d = n — k+ 1, y de la hipétesis sabemos que £ < n —2,
o sea d > 3,y por lo tanto € no puede ser M DS ya que g(x) esté en el codigo.

Siph~!<r<ph—1y% es MDS, entonces todos los coeficientes de g(x) deben
ser distintos de cero, o si no, g(x) tendria n — k 0 menos términos. De esto sigue
que r = sp"~! — 1, para algin s, 2 < s < p. Entonces f(z) = (v — )" =

(aj‘ph71

— o’ £ 0 € €. Como la distancia minima d de € esd =n —k+1 =

d=r+1=sp"! >s+1>w(f),locual es una contradiccién.

2: n # q. Sea € = (g(x)) con g(x) | " — a. Debemos mostrar la existencia de

f(x) (0 €F,[z]/(z" —a)) en € con peso w(f) menor que n — k + 1, para esto,

usaremos un argumento similar a la demostracion del Teorema de Zehendner [45].

Tomando A = n/u donde u es la potencia mas grande de ¢ que divide a n, por

el por el Teorema 1.1.9, podemos escribir 2" — o = 2™ — a = (2 — a)*. Luego,
A

2" — a lo podemos factorizar en el campo de descomposicion sobre F,, por el

Teorema 1.1.39. Si £ representa una raiz primitiva A\-ésima de «a, tenemos

A

2 —a=](z-&).

=1
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Asi

con un entero adecuado t; > 0. El polinomio g(z) tiene grado n — k, por lo cual

A
> ti =n — k. Sea t el maximo valor de los ;. Como g(z) es un factor de 2" — «,
=1

podemos concluir que 0 <t <n—kyt < p.

Supongamos t < n—k y t < pu. Podemos elegir f(z) = (2* —«a)!. Entonces tenemos

que deg(f(x)) = M < Au = n, luego f(z) es un polinomio distinto de cero y tiene

alomést+1<n—k+ 1 términos distintos de cero. Por el Teorema 1.3.48(c),

f(x) € €, y este no puede ser MDS.

Supongamos t = n — k. Entonces g(x) = (z — £")"* para un cierto entero i. Si
(n—k)

n—k# —1(modp)yp<n-—k, usamosm:n—k—p[T},asiO<m<n—k.

Considerando el desarrollo binomial de g(z) tenemos,

— n—k —k 2( ¢t n n—k-m—1/_ ¢ciym+1 __¢et\n—k
24 (= Ry (=g) ke (T (€)™ 4+ (=€)
Analizando el término (n B ) tenemos,
m—+1

n—k\ (n—k)!
(m—l—l) S m+Dn—k—m-1)V
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multiplicando esta igualdad por (n — k + 1),

(n—k+ 1)<Z;ﬁ> = 1()7'”0(;1‘? Z_l)?!n_ N
— (m+1)!(n_(Z:Z;F(;)_!k_m_1)!(n—k—m)
~(m +<T1L)!_(:_+;)i i —k=m)
B <nn_1ij; 1>(n—k—m).

Dem:n—k—p[("p%k)},tenemos quen—k—m =p-ccon c € N. Ademas, como
n —k # —1(mod p), p no divide a (n — k+ 1) y como p es primo, p debe dividir a
n—k
m+1)

Como p divide a , g(x) tiene a lo mas n — k términos, por lo cual ¥

n —

m + 1
no puede ser MDS. Ahora si n — k = —1(mod p), de la expansién binomial de
g(z), podemos observar del término (n — k)z(—¢%), que &' € F,. Luego podemos
tomar f(z) = (z — &))" *1 v por el Teorema 1.3.48(c), f(z) € €. Tomando

m = (n —k+1)/p, se tiene

fla) = (z = gyt

= @ =&y
= @ =g,

Tenemos que deg(f(z)) < ny ademés el peso w(f) esalomasm+1<n—k+1,
luego € no puede ser MDS.

Si p > n — k, entonces de la expansién binomial de g(z) se tiene nuevamente que
¢ e F,. Como n es diferente de p, podemos tomar el polinomio distinto de cero
en ¢, f(x) = (x — &P = 2P — £P. Por lo cual € no es MDS.

Supongamos t = < n — k. El [n,n — k|-cédigo ciclico con polinomio generador

r(z) = (2" —a)/g(z) es MDS si y sélo si € es MDS. Sea u la maxima multiplicidad
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13 2
<=

de las raices de r(x). Usando el mismo argumento de g(x) pero aplicado a r(z),
entonces podemos asumir que v = p. Asi, no todas las raices de 2* — o son raices
de g(z). Sea W el conjunto de todas las raices de g(z). Si & es una raiz de g(z),
entonces por el Teorema 1.1.23 cada raiz del polinomio minimal correspondiente

M@ (z) es también una raiz de g(z), y asi el polinomio
s(@)= [ (=-¢)

corresponde al producto de polinomios minimales con coeficientes en Iy, luego
s(x) tiene coeficientes en F,. De esto, tenemos que g(x) tiene al menos una raiz
multiple y como este tiene grado n — k, tenemos que el grado del polinomio s(x)

es menor que n — k. Considerando ahora f(z) como

flz) = [s(=)]"
el
3

teWw

se tiene que g(x) es un factor de f(z), v asi, f(z) € €. El grado de f(z) es menor

que n y como /4 es una potencia de p se tiene que

wt(f(z)) < wt(s(z))
< 1+ deg(s(v))

<n—k+1.

Es decir, ¢ no es MDS.

Supongamos ahora que n = p. Sea @ = ay ¢ = (g(z)) con g(x) = (x —aP)P~*. Sea

p_l . . .
fil) => a2l 0<i<k-1,
j=0
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y definimos 0° = 1 (Lema 2.2.2). Se tiene que p —i — 1 > p — k, asi g(z) divide a
(r—a)P~""1. Luego (x—a)P~"~! divide a f;(z), por lo cual, f;(z) estden ¢, 0 < i < k—1.

Sea GG la matriz formada por todos los coeficientes de f;, 0 <7 < k — 1. Entonces

fo 11 .- 1 ar' 0 0O -~ 0 0
fi 0 1 2 .. p—1 0O a?* 0 - 0 0
oo fa| |0 222 (=1 |0 0 a3 ... 0 0
freo 0 182 2k2 ... (p—1)F2 0 0 0 a o0
fr1 0 11t 21 ... (p—1)F1! 0 0 0o -~ 0 1

es decir, G se puede escribir como una matriz cuyas columnas forman un curva racional
normal (definicién 1.2.11) y que en el espacio proyectivo no se ve afectada al multiplicarse
por la matriz diagonal.
Como cada f;, 0 < i < k—1, estd en € y G estd formada por k filas linealmente
independientes, GG es la matriz generadora de C' y asi € es un coédigo NR, o sea, es un
codigo MDS.

O

Ejemplo 1.3.15 (Programa 3). Con Fas5, en el software Magma se puede verificar para
n < 100, que un (n, k)-cédigo MDS pseudo-ciclico con (n,q) # 1, 2 < k <n — 2, s6lo
existe para n = 5. Por ejemplo, el polinomio g(z) = 22 + 2z + 1 genera un (5, 3)-codigo

MDS 4-ciclico.

Teorema 1.3.55 ([29], Theorem 7). Para cualquier k, 1 < k < q, existe un [q¢ + 1,k]-

codigo MDS pseudo-ciclico sobre F,.

Para un (n, k)-codigo a'-ciclico €, a € F}, el polinomio generador g(x) del cédigo
dual €+ es llamado el polinomio control de €. Por el Teorema 1.3.50, € tiene una

matriz generadora de la forma [P, (PT);, (PT?);, ..., (PT" )], donde P = (1,0,...,0)
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y T es la matriz companera de g(z). Por otra parte, g(z) puede escribirse como

k
g(l’) = H(‘r—nl)7 Ny Mk S K7

=1

para alguna extensién K del campo F,. Luego ¢g(n;) = 0, para cada 7;, es decir,

90+9177i+927712+"'+gk77£€=0,

con g(z) = go + g1 + go® + - - - + ge® y 0} = a, ya que g(z) divide a 2" — . Como

¢+ corresponde al ideal de F,[z]/(z" — a) generado por g(z), tenemos que

1 1 1
9 9 - g 0 0 --- 0
0 0 0 Uil 2 Mk
go g1 o Gk
: noom nm | =0
0 O O go gl 00 0o 50 0 gk .
771_1 773‘1 772_1

Asi, €+ tiene matriz de control de paridad de la forma

Lo nd e gt
1 772 ’]’]% “ e 77111_1 . .
.. , con ;" = « para todo 7.
Lo ng oo gt

Claramente, el F --span de un cédigo a-ciclico sobre F, es un cédigo a-ciclico sobre F-.
Ademas se tiene que cada submatriz cuadrada de tamano k de una matriz generadora
G de un (n, k)-c6digo MDS es no singular y que cada submatriz cuadrada de G’ es no
singular cuando G = [I|G'] (Teorema 1.3.24). Entonces el F --span de un cédigo MDS
sobre F, es un cédigo MDS sobre F-.

Si € es un [n, k|-codigo pseudo-ciclico con polinomio control g(z). Luego si asumimos
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k
que g(z) = [I(n—mn;), n; € K, donde K es alguna extensién del campo F,. Entonces ¢
i=1
es MDS si
meong et
/L'l 7"2 PP lk
det U? 77.2 77? #0 para cualquier 4y, ..., 1% distintos, con 1 <7; < n.
meomE e n

El reciproco es verdadero si g(z) es irreducible sobre F,,.

Teorema 1.3.56 ([30], Theorem 2.10). Sea € un [n,k]-codigo pseudo-ciclico y sea
g(x) el polinomio generador del codigo dual €. Si g(x) es irreducible sobre F,, es

k :
decir, g(x) = [ (x —n?) para algin n € K = Fyu. Entonces € es MDS si y sdlo si

1=

det(niqu)lngSk # 0 para cualquier iy, ... iy distintos con 1 <1i; <n.
Definicién 1.3.57. Sea o un elemento distinto de cero de F, y sea R = F [z]/(z" — )
el anillo de polinomios sobre F, médulo 2"V —=«. Para g = (g1(x), ga(), . .., gm(x)) € R™,

©y = {(r(@)g1(2), 7@)ga(®). - .., 7(2)gm(¥)) | (z) € R} CFT,

es llamado el cddigo Quasi-Twisted (QT) 1-generador. Si o = 1 es llamado cddigo
Quasi-Ciclico (QC) con generador g.

Observacién 1.3.58. De la definicién anterior, cuando m = 1, € = ¢, corresponde a

un coédigo a-ciclico.

Del Teorema 1.3.50 un [n,n — k]-cédigo sobre F, , es a-ciclico con polinomio ge-
nerador g(x) si y sélo si € es un cédigo con matriz de control de paridad [¢"] :=

[P, (PT), (PT?),...,(PT"1),], donde P = (1,0,...,0) y T es la matriz compafiera
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de g(z), es decir,

0 1 0 0
0 0 1 0
T —
0 0 0 1
—Qp —a1 —Qz - —0gp_1

si g(z) = Zk: a;x' con ap = 1. Ahora, sea T la proyectividad de P*~1(F,) definida por 7.
Podemos lggcir que T es la proyectividad definida por g(x). Entonces las columnas de
[¢"] pueden ser consideradas como una orbita de T. Reciprocamente, podemos obtener
un c6digo pseudo-ciclico desde una érbita de una proyectividad de P*~1(F,).

Ahora, tomando m orbitas Oy, Os, ..., O, de T con largo N, y seleccionar un punto F;
de cada O;. Luego, por simplicidad, podemos tomar P, como P = (1,0,...,0). Podemos

denotar la matriz

[Py, (PT)y,...,(PT™ ™Yy (Py)e, (PT)s, -+,

A D (P2Tn271>t; g vV (Pm)t7 (PmT>t7 DR (Panm71>t]

por [¢g™] + Py? + -+ + P™. Entonces, la matriz [¢"¥] + PN + -+ + PY definida por m
orbitas O, Os, ..., 0, de 7 generan un codigo Q7T

Teorema 1.3.59 ([31], Theorem 2.3). [¢"] + P3¥ + -+ + PY genera un [mN, k]-cédigo

Quasi-Twisted (QT) 1-generador con generador
g = (W(@), bala™ (@), .., bl Y (2))

donde h*(x) = hy'aNFh(z™h), h(z) = ¥ hja! = (aV—a)/g(x), bi(z) = (1,z,..., 2" )P,

2 <i<m).
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1.4. De la Geometria a los Cédigos Lineales

Hemos introducido la geometria proyectiva sobre campos finitos y hemos visto los
codigos lineales sobre campos finitos. Como estas dos teorias estan relacionadas por el
campo finito en cual se trabaja, se espera que exista una conexion entre ellas. Ahora
explicaremos la relacién entre la geometria proyectiva en campos finitos y los MDS

codigos.

Teorema 1.4.1 ([11], Theorem 4.1.2). Unn-arco en P"*~Y(F,) define un MDS [n, k,n—
k + 1]-codigo € .

Demostracion. Sea K un n-arco en P"*~!(FF,). Cualquier punto del arco tiene la forma
[zg: @yt -+ xp__1]. Sitomamos cada punto del arco y lo transformamos en la columna
de una matriz H, entonces H tiene (n— k) filas y n columnas. Esta matriz es una matriz
de control de paridad para un cédigo. Como las columnas de H vienen de un n-arco,
entonces cualquier n —k —1+1 =mn — k de ellas son linealmente independientes. Por el
Corolario 1.3.17 se tiene que %, el codigo definido por H, es un MDS codigo.

O

Corolario 1.4.2 ([11], Corollary 4.1.1). Un n-arco en P*~1(F,) corresponde a un MDS

[n,n — k, k + 1],-codigo lineal, y viceversa.

Ejemplo 1.4.1. Considerando el plano proyectivo de orden 3, es decir, P?(F3). Con-
siderando el 4-arco formado por los puntos {[1:0:0],[1:2:1],[1:1:0],[1:1:1]}

(figura 1.2). Podemos tomar los vectores y crear la matriz H con columnas igual a estos

vectores.
1 1 11
H=10 2 1 1
0101

Donde H es la matriz generadora de €+, un MDS [4, 3, 2]-c6digo. Asi, H es la matriz
de control de paridad de € un MDS [4, 1, 4]-cédigo.
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[1:1:0]
o

P*(F3)

Figura 1.2: 4-arco en P?(TF3).

Ejemplo 1.4.2. Considerando el plano proyectivo de orden 4, es decir, P?(F4). Donde
el campo finito Fy = {0, 1, o, o®}. Entonces con el polinomio de permutaciéon F(t) = t?,

podemos obtener el hiperévalo regular formado por los 6 puntos
K={0:0:1,[0:1:00,[1:0:0,[1:1:1],[a:a®:1],[a®:a:1]}.
Podemos crear la matriz H con columnas iguales a los vectores del hiperdvalo:

0011 a o
H=101 01 o «
1 001 1 1

Esta es la matriz de control de paridad para un [6, 3, 4]-c6digo lineal MDS. Podemos
observar también que el cédigo dual €+ es un [6, 3, 4]-c6digo lineal MDS. Este cédigo

tiene un nombre especial, Hexacodigo.

Ejemplo 1.4.3 (MDS de un 10-arco de Glynn). Consideramos el espacio proyectivo
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P*(Fy). Construimos Fy = F3[z]/(x? + x + 2) donde el polinomio p(z) = (22 + x + 2) es

irreducible sobre F5. Los elementos de g corresponden al conjunto

{0,1,2,n,n+1,n+2,2n,2n+ 1,2n+ 2}

donde n? +n+2 =0y n* = —1. Llamamos ahora un 10-arco de Glynn al conjunto L

definico como
L={[1:t:2+nt°: ) |t €Fe}U{[0:0:0:0:1]}.

Usando esto podemos construir explicitamente los 10 puntos del arco de Glynn. En

primer lugar, debemos notar las siguientes relaciones que se cumplen para 7:

1. =2n+1,
2. n3=2n+2,
3. nt=2=-1,
4. S =n+2.

Tomando cada punto de L como una columna de H donde H es entonces la siguiente

matriz:
01 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 2 Ui n+1 n+2 2n 2n+1 2n+2
H=10 0 n+1 n+1 2 L 2n+2 n+1 2n+2 1
0 0 1 2 2m+2 2n 2n+1 n+1 n+2 i
10 1 1 2 2 1 2 1 2

Asi, vemos que se crea un [10, 5, 6]-cédigo MDS. Este es codigo MDS no trivial. Esto es

una buena razén, por la cual los arcos son un objeto deseado en espacios proyectivos.
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Capitulo 2

Cédigos Skew Pseudo-Ciclicos

2.1. Definiciones y Propiedades

Definicién 2.1.1. Sea a € F; y 6 un automorfismo de F,. Un codigo lineal € C F7 es

llamado codigo skew a-ciclico si es invariante bajo la transformacion lineal

Gap (o, oyna) — (@b(cn1),0(co), ..., 0(cn_2)).

Un codigo es llamado skew pseudo-ciclico si € es skew a-ciclico para algin o € F y ¢

un automorfismo de .

Teorema 2.1.2 ([7], Proposition 1). Un cddigo € es un cédigo skew a-ciclico con el

automorfismo 6 si y solo si es invariante bajo la aplicacion semi-lineal T := 0O o0 A, es

decir, (C)T € € para todo ¢ € €, donde ©: Fy — Ty es definida por ©((co, ..., cn1)) =

(0(co)y...,0(cn1)) y A es una matriz n X n dada por
0|1 0
A= , con a €.
010 1
a0 0
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Observacion 2.1.3. Si % es un codigo skew pseudo-ciclico invariante bajo la aplicacion

semi-lineal 7 := ©o A, entonces €+ (00 A) C €, donde €+ (00 A) :={O(A)A | c € €}.

Observacién 2.1.4. Un cédigo skew pseudo-ciclico con 6 = Id, es simplemente un

c6digo pseudo-ciclico.

Con el fin de convertir la estructura de cddigos ciclicos en una estructura algebraica,

con R :=F,[z; 6], consideramos la siguiente correspondencia:

T Fy —  R/R(z" — ) 2.1)

n—1
(ag,a1,...,apn1) —> ag+ a1z + -+ a, 1

Observamos que 7 es un F -isomorfismo lineal de espacios vectoriales sobre F,. Asi, po-
demos identificar en algunos casos By con R/R(z" —a) y un vector @ = (ap, ay, ..., an1)

n—1 .
con el polinomio 7(@) = ¥ a;x".
i=0

Definicién 2.1.5. Denotamos por IFg, al subconjunto de IF, formado por los elementos

invariantes bajo el automorfismo 6, es decir, F) := {a € F, | 6(a) = a}.

Observacién 2.1.6. Si m { n, donde m = [(#)] o si o ¢ F?, R/R(z" — @) no es un
anillo y no podemos discutir de la estructura de sus ideales, como lo es en el caso
conmutativo. Por ejemplo, en literatura de cédigos skew ciclicos, la condicion m | n es
asumida, entonces se tiene una correspondencia uno a uno entre los cédigos skew-ciclicos
y los ideales de R/R(z" — 1).

El conjunto R/R(z™ — «) puede ser considerado como un F,-médulo izquierdo o
como un F [z; f]-mbdulo izquierdo.

El siguiente Teorema entrega una definicién correcta de un cédigo skew pseudo-ciclico

para cualquier largo n.

Teorema 2.1.7. Sea w definida en (2.1) y R := F [x;0]. Luego un subconjunto no vacio
¢ de Ty es un codigo skew pseudo-ciclico si 'y sélo si m(€') es un R-submédulo izquierdo

del R-mddulo izquierdo R/R(x" — «), para algin o € F}.
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Teorema 2.1.8. Sea € un R-submdodulo izquierdo de R/R(x™ — «) con R = F[x; 0],
esto es, un codigo skew a-ciclico de largo n. Entonces existe un unico polinomio monico

de grado minimo en €, que satisface
(a) € = Ry, es decir, g(x) es el polinomio generador de € ;
(b) g(z) es un divisor derecho de x™ — a;

(¢) Cualquier c(z) € € puede escribirse de manera unica como c(x) = f(x)g(z) €
R/R(z™ — «), donde f(x) € R tiene grado menor que n —k y k = deg g(x). La

dimension de € esn — k;
k .
(d) Sig(x)= Y gix*, entonces € tiene la siguiente matriz generadora
=0
g(x)

rg()

Jdo N Jk 0 o --- 0
0 0(g0) 0(g1) . 0(gk) 0 - 0

0 0 0 6" F gy 0" (g) -0 o 0 (gy)

Lema 2.1.9. Sea ¢ C F un cddigo lineal y T : Fy — ¥y una aplicacion semi-lineal
dada por T :=©o A (como en el Teorema 2.1.2), tal que € xT C €. Si T es invertible,
entonces € xT = €. Ademds, € xT =€, si sélo si, € x (T) ' =F.

Demostracion. Como T es invertible, la aplicacién semi-lineal es inyectiva, por lo cual

|€xT|=|€|y €T C €, porlo tanto € xT = . ]

Definicién 2.1.10. Para cualquier matriz M = [m;;], con m;; € F, y 6 un automorfirs-

mo de F,, se define Mp := [0(m;;)].
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Proposicién 2.1.11 ([41], Proposition 25). Sea ¢ C Fy un cédigo skew pseudo-ciclico
invariante bajo la transformacion semi-lineal T = © o M. Entonces el cédigo dual €+

es un cédigo skew pseudo-ciclico invariante bajo T' = O~ o (My)g-1.

Teorema 2.1.12 ([12], Theorem 6.1). Sea ¢ C F} un cédigo lineal y o € ;. Entonces

€ es un cédigo skew a-ciclico siy solo si su cédigo dual €+ es un cédigo skew a=!-ciclico.

Demostracion.
“é”
Supongamos que % es un codigo skew a-ciclico, invariante bajo la transformacién

semi-lineal © o A, es decir, € x (© 0 A) C %. De la Proposicién 2.1.11, tenemos que
G+ (071 0 (A)e-r) S E.

Ademés, como (07! o (A;)g-1) es invertible, del Lema 2.1.9, podemos concluir que
G x (07 0 (Mg ) =%+

Considerando © o My = M o ©, para cualquier matriz M, por el Lema 2.1.9 tenemos que

(070 (A1) = € e G (0700 (A1) ="
= ¢ x ((A) g1 00) =7+
= ¢ x (00(4)) =%t

Dado que la matriz

0 |1 0

(At)_l - )
0O [0 - 1
a0 -+ 0

podemos concluir que €+ es un cédigo skew o~ -ciclico.
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4(¢77
Considerando que (¢+)* = €, el reciproco del Teorema se obtiene de forma inmediata

con la parte anterior. O

Corolario 2.1.13 ([12], Corollary 6.2). Sea ¥ C Fy un skew cédigo a-ciclico. Si

€ = €, entonces n es par y av = £1.

Demostracién. Primero, podemos observar que n = dim(%) + dim(%*) = 2dim(¥%).

Como g(z) es el polinomio generador de %, por el Teorema 2.1.12 tenemos
" —a=Mh(x)g(r) y 2" —a = hy(z)g(x),

para algin hi(z), he(x) € R. Asi, se tiene que deg((hi(x) — ho(z))g(x)) = 0 y como
deg(g(x)) > 0, podemos concluir que hy(z) = hi(z) y esto muestra que a = a™', es

decir, o? = 1. O

Proposicién 2.1.14 ([12], Theorem 6.1). Sea ¢ C Fy un cédigo skew a-ciclico generado
por el polinomio g(z) = go+ 1@ + - -+ + g, 2" *. Entonces el cédigo dual €+ es generado

por

k
h(z) = 0"(hg") [Z ei(hk_i)xi] ,
i=0
donde Mz) := ho + hyx + - - - + hpa® es tal que 2" — 07%(a) = g(x)h(z).

Demostracion. Como % es un cédigo skew a-ciclico, por el Teorema 2.1.12 sabemos
que el coédigo €+ es un codigo skew o~ !-ciclico. Luego, desde el Teorema 2.1.8 se tiene
que existe un tnico polinomio ménico h(z) de grado minimo en R := F [z; 6] tal que
¢ = Rh(x). Por el Theorem 3 en [6], podemos deducir que existe h(z) € Ry ¢ € F;
tal que

a" —c = g(x)h(z)

k. .
y h(z) = 0%(hg")g*(x), donde g*(z) := 3 0 (hp_;)z’. Como g(z) € R es moénico y
i=0

" —a = t(x)g(z) para algin polinomio ménico ¢(z) € R, por el Lemma 2 en [7] tenemos
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que

para algin s(z) € R. Por lo tanto ¢ — 07%(a) = g(z)(s(x) — h(z)) y como deg(g(x)) > 1,

podemos concluir que ¢ = 0% (a). O

Ejemplo 2.1.1 (Programa 2). Consideremos el campo finito F, = {0, 1, a, @®} donde
o> +a+1 =0y 0 el automorfismo de Frobenius, es decir, (a) = a® Sea € el
[8,2,4],—cbdigo skew a-ciclico generado por el polinomio o228 + 2 + az? + o2, con

matriz generadora
a®> 0 a 010 a® 0

0 a 0201 0 «
Su respectivo codigo dual €+ es el [8, 6, 2]4-codigo skew a-ciclico (a? = a~1) generado

por el polinomio o?z? + 1, con matriz generadora

10 a 0 0 0 0 O
01 0 a0 0 0 0
001 0 aa 0 0 O
000 1 0a* 0 0
000 0 1 0 a O
000 0 0 1 0 o

Teorema 2.1.15. Sea € un [n, n—k]-cddigo lineal sobre F,. Entonces € es skew a-ciclico
siy sélo si € tiene matriz de control de paridad de la forma [Py, (PT)s, (PT%)s, ..., (PT"71)],
con PeFt, 1 =00T yT € GL(k,q) tal que PT" = aP.

@
Demostracion.

« oy

Sea € un [n,n — k|-codigo skew a-ciclico sobre I, con una matriz de control de paridad
H = [(P1)t, (P, ..., (Py)), donde (P;); son los vectores columnas. Entonces por el
Teorema 2.1.12, tenemos que H' = [a'O((P,):), O((P1):), O((P2)e), - - -, O((Pr_1)e)] es

también una matriz de control de paridad para &. Luego, existe una matriz 1; € GL(k, q)
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tal que H = T, - H'. Por lo tanto, se tiene

(P)e =Ti(a 'O((Pa)e)) = (o™ (P)O o T);
(P2)e = TiO((F1)e) = (P)© o T),
(Py)e = TiO((P2):) = (P)© o T)y = (P1)(© 0 1)),

(Pa)e = TO((Po)e) = (Pa-1)© 0 T)y = ((P1)(© 0 T)" ),
Ademas,
Pr=aY(P)(©oT)= P =a(P)OcT)"=aP, = P(0oT)"

Asi,con 7= 0o T y P = Py, se tiene que H = [P, (P1);, (PT?)¢,...,(PT"');] con
aP=P. 1"

“

Sea € un cédigo con matriz de control de paridad H = [P, (P7)¢, (PT%), ..., (PT"71)]
con P € ]Fk, T=00TyT € GL(k,q) tal que Pt" = aP. Luego, para cualquier

&= (co,c1,...,Cn1) € € se tiene que Hy = 0, lo que implica que
n—1 N n—1 .
> a(Pr')=0= <Z cl(PT’)> 7= (0)r
i=0 i=0
n—2 .
= > 0(c;)(PT) + 6(cpr)(PT) = 0
i=0
n—2 .
= > 0(c;)(PT™) + 0(co1)(aP) =0
=0

— (ab(cp_1),0(co), ..., 0(cn2))H, =0,

es decir, (af(cn-1),0(co),...,0(ch_2)) € € y por lo tanto, € es un coédigo skew a-
ciclico. u

k .
Teorema 2.1.16. Sea g(x) = Y a;x" con ar, = 1 un polinomio de grado k en F,[x; 0]
i=0
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que divide a la derecha a 2" — «, a € F;. Entonces € es un [n,n — k]-cédigo skew
a-ciclico sobre F, con polinomio generador g(x) siy solo si € es un cédigo con matriz de
control de paridad [Py, (PT)s, (PT2)s, ..., (PT""')], donde P = (1,0,...,0), 7=00T,

y T, es la matriz companera de g(x), es decir,

0 1 0 0
0 0 1 0
Tg =
0 0 0 1
—Qp —a1 —G2 - —0g—1

Demostracion. Consideremos la siguiente aplicacion lineal

T F* —  R/Ryg
! / (2.2)

(COyCLy wmny Che1) — Co + CLE A=+ - Cp_1 2"
con R = TF,[x;0]. Luego, se puede observar que 7(P7") = z* con P = (1,0,...,0), para

cada i € Z>¢. Asi, se tiene que

m(agP + ay PT + - - + ay_ PT* 4+ P7%) = 7(ag P) + 7(a1 P7) + - - - + w(P7")
= agm(P) + ayw(P7) + - - - 4+ 7(P7")
= ao(1) +ay(x) + - + (2F)
=g(z) =0 € R/Ry(x),

es decir, agP + a1 PT + - - 4+ ap_ PT* ' + Pr% = (0,...,0) = 0. Ademas, como g(z) es

un divisor derecho de x™ — «a,

m(Pt" — aP) = n(Pt") — an(P)
=2"—a=0¢€ R/Ryg(x),
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lo que implica que Pt" — aP = (0,0,...,0), o sea, PT" = aP.

Tomamos H = [(Py)e, (P1)t, -, (Pu_1)i), Po = P7', B =P = (1,0,...,0) y 7 =
©oT,.
«
Observamos que § = (ao,a1,...,a,-1,1,0,...,0) € Fy es un elemento de ¢, pues
GH, = 0. Ademés, gr'H, = 0 para cada i =0, ...,n—k—1, es decir, {7, gr,...,gr"* 1}
son n — k elementos de ¥ linealmente independientes. Luego % tiene una matriz

generadora dada por

Qo aq (077 ] 1 0 0 0
0 6H(ag) O(a 0(ay,_ 1 0

|0 o syt e
0 0 0 0 Flag) 0 FNay) o o O FNa) 1

Como P71" = aP, por el Teorema 2.1.15, H forma una matriz de control de paridad
de un [n,n — k]-cédigo skew a-ciclico. En fin, pues g(x) es un polinomio ménico que
se corresponde con el vector § € €, se concluye que € es un [n,n — k]-cédigo skew

a-ciclico sobre F, con polinomio generador g(x).

Mj”
Sea € un [n,n — k]-cédigo skew a-ciclico sobre F, con polinomio generador g(z) =
ag +a1x + - - + ap_12¥1 + 2F. Luego la matriz generadora en forma canénica de €, es

como (2.3) y mostraremos que H es la matriz de control de paridad de €. Ya sabemos
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que agP + a, Pt + -+ + aj_ Pt 1 4 Ptk = 0. Luego

(aP 4+ a1 P14 -+ + P71 =0 & (0(ag) PT + 0(ay)PT* + - - + PT*1) =0

(aoP + a1 PT + - - - + Pt")72 = 0 & (0*(ap) P1* + 6*(ay)PT> + - - - + P =0

(aP + a1 P+ -+ P*)r"* 1 =0 & (0" F Y ag)PrF -t .. 4 P71 =0,

lo que implica que GH; = O, es decir HG; = O. Por el Lema 1.3.15 H es la matriz de
control de paridad de %. O]

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el campo finito Fy = {0, 1, @, a?}, donde o + a+ 1 = 0,
y 6 el automorfismo de Frobenius, es decir 6(a) = a®. El [7,3]-cédigo skew a-ciclico

generado por el polinomio g(x) = 2% + 2% + oz + 1 tiene matriz generadora

1 o1 0 100
G=10 1 a 1 01 0f,
0 0 1 o> 101

y matriz de control de paridad de la forma H := [P, (P7);, (P1?), ..., (P7%):], donde

P =(1,0,0,0), 7=0©0T,y T, es la matriz companera de g(x), es decir,

0O 1 00

0 0 10
T, =

0 0 01

1 o> 10
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Asi, la matriz H estd dada por

1000 1 0 1
01 00a® 1 o
0 010 «
0001 0 a?

Ademas, se puede comprobar que G - H; = O.

Observacion 2.1.17. Un cdédigo ¢’ C Fy con matriz de control de paridad de la forma
[Py, (PT)e, (PT2)g,...,(PT"" ")), con P € Fl, 7 =0 0T y T € GL(k, q) se llama codigo
€ definido por (1, P,n). Ademads, se define el conjunto

't :=={(r,P,n) | (1, P,n) define un [n,n — k|,~c6digo skew a-ciclico}.

Proposicién 2.1.18. Sea (1;, P;,n) € I'Y y sea € el codigo definido por (r;, P;,n), con
i =1,2. Entonces, €\ = 6> si y solo si existe una S € GL(k,q) tal que 1 =S -75- S~}
Yy PlS = PQ.

Demostracion.
[44 i byl

Como €, = 65, existe S € GL(k, q) tal que

S(P)e, (Pm)e, (P, - (P Y] = [(PLS)s, (PiT1S)s, (PLTES)s, - - -, (P71 S),]

= [(P2)s, (Pom2)e, (Pot3 )t - -, (Pot3 1))

De la igualdad de la primera columna se tiene que P;.S = P,, lo que implica que

P,S™! = Pi. Ademds, Pyri = PyriS = (P,S ) 7S = Py (7' S)  coni=1,...,n—1.

Tenemos que {Py73', Po13°, ..., Pa13¥} son vectores linealmente independiente sobre

[y para j; € {1,...,n — 1}. Luego, un vector v € [y se puede escribir como v =
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k-1 ) ) .
SN (ngél). Asi, se tiene que
i=0

= 3 (o) (s ms) = S o (part) (57ms)
_ ZA (Pord™) _ ZA (P.(57175)" ) (5175)
_ k:: M (Pz (Slﬁs)”“) — k:: A <P2 (Slns)ji“)
Al tomar 7 = €}, €} vector candnico para j = 1,..., k, se cumple €im = €511 S y

podemos concluir que S™'7.S = 7.

LL<:77
Dado que existe una matriz S € GL(k, q) tal que S7j = 715 y P, = P, S, se tiene que

Pp7i = PS7i = Py7iS parai=0,...,n — 1, es decir

[(Pg)t, (PQTQ)t, (PQTQQ)t, ceey (PQT;_l)t] = [(PlS)t, (PlTls)t, (PleS)t, ceey (PlTln_l;S()t}

= St[(P1>t, (PlTl)t7 (P17'12)t, ceey (PlT{l_l)t].

Por el Teorema 2.1.15, las matrices definidas por (71, P1,n) y (72, Py, n) son las matrices
control de paridad de cédigos skew a-ciclicos, que difieren por una matriz invertible, es

decir, corresponden al mismo c6digo. Luego €, = 5. O

Contrariamente al caso conmutativo (ver 1.3.52), cuando 6 # id, se trabaja con
el polinomio minimo m, de una aplicacién 7 semi-lineal [42] en lugar del polinomio
caracteristico. En este contexto, un polinomio minimo puede estar asociado a dos
codigos distintos, es decir, si 41 = €5 entonces m,, = m.,, pero en general no es valido

el reciproco, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el campo finito Fy = {0, 1, a, @®}, donde a*+a+1 =0y
el automorfismo de Frobenius, es decir, §(a) = a®. Con R := Fy[x;0], g1 = 1+azr+2*+23

v g2 =1+ o’z + 22+ 2% en R. Sean 6, := Rg; y €1 := Rgs, dos [14, 11]-c6digos skew
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1-ciclicos. Como g;(z) # g2(x), y se tiene que € # 62. Ademas

01 0 0O 1 0
m=0o|0 0 1 ) =000 0 1
1l o 1 1 o 1

con polinomios minimos respectivos m,, (z) = mp, (z?) y m.,(x) = mp,(2?) (ver [42]),

donde
010 010 0 1 0 0 1 0
Bi=10 0 1 0 0 1 ) By=10 0 1 0 0 1
1 a1 1 o 1 1 o? 1 1 o? 1
0 0
0 1 0[O 1 O 01 0oy(o 1 0O
=10 0 1 0 0 1 =10 0 1 0 0 1
1 o 1 1 o 1 1 o 1 1 o 1
0 0 1 0 0 1
=11 o 1 =11 o® 1
1 o® « 1 a o?
Asi, se tiene que
—t 0 1 —t 0 1
mp,(t)=det| 1 a—t 1 , mp,(t) =det| 1 a2 —t 1
1 o> a-—t 1 a o —t

=t +t+1 =t +t+ 1

Por lo tanto, existen dos c6digos diferentes con el mismo polinomio minimo.
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2.2. MDS Cdbdigos Skew Pseudo-Ciclicos

Lema 2.2.1. Dado F, con ¢ = p", p primo, 0 <i<k—-1y S € 5. El polinomio
. p=1 .
(x — B)P~=1 € F|z] divide al polinomio fi(x) = Y. j'BP~ 12l € F [z], considerando
i=0

00 =1.

Demostracion. Con h < p —i — 2, se tiene que la derivada de orden A del polinomio f;

esta dada por
h iy ; .
fz( )(LE) — Zjlﬂpfl*] ] . (] _ 1) ce (] —h+ 1)x]*h.
j=0
Evaluando fi(h) en [, tenemos

p_l . . y
fRB) =i P g =) = bk 1)
j=0
p—1
j=0
_ pflfhpil i (i—=1)---(i—h+1
=g =D —h+1)
j=0
p—1 :
:/Bp—l—hz ()\i+hjz+h+...+)\1j+/\0>, con A\, € I,
j=0

p—1 p—1 p—1
=gt (Ai+h2jl+h+”'+)\12jl+"'+/\ozl)
Jj=0 j J=0

Jj=0
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Ademas, para s+ 1 <i+h+1<p—1 se tiene que

s+1 1
(t+ 1)1 — g+l = Z (5 + )tk _ st

o\ Kk
> 1
— @+w“—ﬁ“:§:8+ th+1
s\ R
p! Pl (s+1
— Z [(t + 1>5+1 _ ts+1} _ [ ( )tk + 1]
t=0 t=0 Lk=1 k
s ~1
k=1 k t=0
) s+ 1\E2 s 4
S /=0 k=1 t=0
p—1
Si 3 t* es un multiplo de p, para todo k = 1,...,s — 1 por hipétesis de induccion,
=0
p=l p=1
entonces (Stl) [ tS] es un multiplo de p, es decir, p | (Stl) o bien p | [Z t‘*]. Notar
=0 =0

p—1
que, (S*S'l) =s+1<p-—11lo que implica que p | tZ:O tS] con s tal que s <1+ h.

-1
Asi, pz j* es un multiplo de p v fi(h) (8) = 0.
=0

Por lo tanto, como 3 es soluciéon de fi(h) con h < p—1i— 2, se tiene que

(@ = BT filx).

]

Lema 2.2.2. Dado F, con q = p", p primo, 0 <i<k—1, 3 € (Fg)*. El polinomio
p=1 o

= Y j'Br~ Il € F,lx; 0], considerando
j=0

(z—B)P~1=1 € F,[x; 0] divide al polinomio f;(z)
00 =1.

Demostracién. Como 3 € (IFZ)* se tiene que los polinomios (z — )P~y fi(x) estdn
en Fo[z; 0]

Considerando la division de f;(x) por (z — 8)*~""" en Fi[z], por el Lema 2.2.1, se
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tiene que

filw) = qi(2) - (& = B)"~" en Fyla]

para algin ¢;(z) € Fg [z]. Como el producto de polinomios en IFZ [x;0] lo podemos

interpretar en F?[z], se tiene que
filw) = qi() - (x = B~ en Fylas 6] .

Ademsés, ]FZ [;0] C Fy[x; 0] y se tiene que el cociente, resto son unicos, por el Teorema
1.1.48, se puede concluir que (z — §)P~*~! divide a f;(x).
L]

Proposicién 2.2.3. Sea I, con q = p", con p primo y o € 7. Entonces existe un

[p, k]-cédigo MDS skew a-ciclico sobre F,, con 2 <k <p—2.

Demostracion. Como a € 7, se tiene que a? = a. Asi, un [p, k]-cédigo skew a-ciclico
¢ esta generado por un polinomio g(z) divisor de 2? — o = 2P — of = (z — a)?, por

ejemplo g(z) = (z — a)P~*. Sea
pil . . .
filz) = ijozp_l_]x], 0<i<k-1,
7=0

con 0° = 1. Se tiene que p —i — 1 > p — k, asi g(z) divide a (z — )P~ Ademds,
(x — )P~ ! divide a f;(x) por el Lema 2.2.2, por lo cual, f;(x) estd en € para 0 <i <
k—1.

Sea G la matriz formada por todos los coeficientes de f;, 0 <7 < k — 1. Entonces

fo 1 1 .- 1 ot 0 0 --- 0 0
fi 0 1 2 ... p—1 0O a2 0 -~ 0 0
o fo| _ |0 1222 ... (p—1)7? 1o 0 a”3 .- 0 0 |
fro 0 1k=2 2k-2 (p—1)k2 0 0 0 a 0
freo1 0 1kt 2kt (p—1)+1 0 0 0 1
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es decir, G ses una matriz cuyas columnas son miltiplos de puntos de un curva racional
normal (definicién 1.2.11) en P*~1(FF,) y que en el espacio proyectivo no se ve afectada
al multiplicarse por la matriz diagonal.

Como cada f;, 0 < i < k—1, estd en € y G esta formada por k filas linealmente

independientes, G es la matriz generadora de un MDS cédigo €.

]

Observacién 2.2.4. En el caso conmutativo, por el Teorema 1.3.54, existe un [n, k|-
c6édigo MDS pseudo-ciclico sobre F, con (n,q) # 1,2 < k < n—2,siysélosin = p, donde
q = p", con p primo. En el caso no conmutativo, existen cédigos MDS pseudo-ciclicos

también cuando n # p. A continuacién se presenta un ejemplo de esta situacion.
Ejemplo 2.2.1 (Programa 4).

» Existe un [4,2]-codigo MDS a-ciclico, sobre Fy = Fy[a] generado por a, donde
g=4,n=4y k=2 porlocual (n,q) # 1,2 <k < n—2. El cédigo estd generado

por g(r) = ax?® + oz + o y tiene matriz de control de paridad

» Existe un [6, 4]-c6digo MDS 1-ciclico, sobre Fg = F3[w] generado por w. El cédigo

esté generado por el polinomio g(x) = w3z? + w’w + w” y tiene matriz de control

de paridad
W wh w00 0
0 W w W 0 0
0 0 w' W W 0
0 0 W owd W7

Por el Teorema 2.1.15, la matriz de control de paridad de un MDS [n,n — k]-cédigo

skew pseudo-ciclico depende de 7 = © o T y es del siguiente tipo:
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o [P, (PT)y, (PT?)¢,...,(PT"7Y)], con P € IF’;, T=0oT, T € GL(k,q) y tal que

Pt = aP, con n < ord(T).

Bajo ciertas condiciones sobre ¢, k y n, la existencia de los MDS [n, k],-cddigos skew
pseudo-ciclicos se relaciona con condiciones algebraicas, como se muestra en el siguiente

resultado.
Teorema 2.2.5. Si existe un € C Fy MDS [n,n — k]-cédigo skew pseudo-ciclico con
q>2,nyk tales quek=4,... . n—1y
+5
q+k— \/6_14 <

2 7
+k:—\/a4+<

n ,qimpar

n.,q par,

entonces, existen f(z),p(z) € F,[z;0] con deg(f(x)) = 2 y deg(p(x)) < 1 tales que
(z' = N)p(x) # 0 mod f(x), para todo N €T} ei=1,...,n— 1.

Demostracion. Un [n,n — k|-cédigo MDS skew pseudo-ciclico ¢ C F, por el Teorema
2.1.15 tiene una matriz de control de paridad de la forma [P;, (PT)s, (PT%), ..., (PT"71)],
con PeFl, 1 =00TyT e GL(k,q) tales que P7" = oP.

El conjunto

K:={[Pr]:i=0,...,n =1} CP*(F,),

por el Teorema 1.3.24 forma un n-arco en P*~*(F,). Por los Teoremas 1.2.12 y 1.2.13 y
la hipotesis

<n ,qimpar

9

N

- 2/q+ (k—1)—
3+ (b= 1) -

el conjunto IC vive sobre una unica curva racional normal.

<n ,qpar

>l

Asi, a través de una proyectividad dada por A € GL(k,q) podemos llevar los puntos

de K a la curva racional normal candnica, imagen de la aplicacion de Veronese

v PHF,) — PY(F,)

(2o : 1] — [xh™ s ah 2wy o™ 2R
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Luego, tomando 7 := A~'7 A, podemos definir el conjunto
K :={[PT'A]:i=0,...,n—1} = {[PA(T)]:i=0,...,n — 1} CP*Y(F,),

donde 7/ = A™1(©0T)A = O(A,'TA) = ©o M’ con M’ := A;'T A. Ahora, consideremos

el siguiente diagrama conmutativo

PEL(F,) T2 pEL(E,)

| -

1 1
PY(F,) @T PY(F,)

con M € GL(2,q) tal que (© o M) o vy, = v o7'. De esta forma, podemos identificar los

elementos de X' con los elementos del conjunto
{[p(®@oM):i=0,..,n—1} CP'(F,),

donde [p] = v, *([PA]). Notar que deg(mys) = 1,2, donde m,, es el polinomio minimo
de M.

Caso 1:

Sea deg(mys) = 1. Entonces se tiene que M = 31, para algin § € F; y esto implica que
O oM =0 en P(F,), con n < ord(0). Asi, de la hipdtesis se deduce que

<n< ord(®) <r ,qimpar

7
q-+ —~—— <n< ord(®) <r ,q par,

donde ¢ = p" para algin r € Z>, y p primo. Pero estas desigualdades no se cumplen
para ningun ¢, es decir, este caso no es posible.

Caso 2:

Sea deg(mys) = 2. La matriz M no es un multiplo de I. Supongamos que para todo

v € P1(F,) se tiene que M es miltiplo de . Luego la proyectividad dada por M lleva
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todos los puntos de P*(F,) en sf mismos. Como # (P*(F,)) = ¢+1 > 3, M es un multiplo
de I, absurdo. Por lo cual, existe v € P!(F,) tal que ¥M no es un multiplo de 7. Asi @,

M son linealmente independientes y existe C € GL(2,k) tal que M = CMcC~! con

0 1
v B

Mo =

Ahora, se tiene que © o M = O(CMcC™1) = Cy-1 (OMc)C 1 y de esta forma, podemos

considerar el siguiente diagrama conmutativo

P\(F,) = P!(F,)

cgll Icl

P! (Fy) @o—J\/IC> ]P’l(]Fq)

Asi, podemos considerar el conjunto
{[B(®oMe)]: i =0,....,n =1} C P'(F,),

donde p := pCy-1.
Ahora, sea f(r) el polinomio caracteristico de M¢, es decir, f(x) = 2> — Bz — vy

consideremos la siguiente biyeccién

m F2 — F[x;0]/(a® — Pz —7) =R
(vo, v1) — T(vg,v1) = Vo + V1

Observamos que

(0 Mp)) = - (%)

<

m(

= z(vg + V1)
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La aplicaciéon 7 induce la biyeccién

7o (F2\{(0,0)}) / Fy — (R\{0}) / F
[(vo, v1)] — 7[(vo, v1)] = [m(vo, v1)]

Ast, 7 (© 0o M¢)| = [x(vg + v12)].
Como (Fg \ {(0,0)}) / Fx = PYF,), se tiene que para todoi=1,...,n—1

7] # [(B)(© 0 Mc)'] = #[p] # 7[(B(© o Mc)']
= [7(p)] # [7((P)(© 0 Mc)")]
= [p(a)] # [2'p()]
— Ap(z) # 2 - p(a) (VA eF)
= (2! — A\)p(x) # 0 mod f(z) (YA€)

es decir, existen f(z),p(z) € Fylx;0] con deg(f(z)) = 2 y deg(p(z)) < 1 tales que
(z' — N)p(x) # mod f(z), para todo A € Fy e i =1,...,n — 1. O

Observaciéon 2.2.6. Desde la demostracion del Teorema 2.2.5, se pueden deducir los

siguientes resultados:

(1) Seang>2,nyktalesquek=4,...,n—1y

5
q+k—\/64+<n
2./q + 7

4

,q impar

q+k— <n ,qpar

Entonces existe un ¢ C Fy MDS [n,n — k]-cédgo skew pseudo-ciclico si y sélo
si existen f(x),p(z) € F,lz;0] con deg(f(x)) = 2 y deg(p(z)) < 1 tales que
(x' — XN)p(x) # 0 mod f(z), para todo A\ € Frei=1,...,n—1.

(2) Si existen f(z),p(z) € Fylz;0] con deg(f(z)) = 2 y deg(p(x)) < 1 tales que
(2" = M)p(z) Z 0 mod f(x), para todo X € F} e =1,...,n — 1, entonces existe un
¢ C Fy MDS [n,n — k]-c6digo skew pseudo-ciclico.
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El Teorema 2.2.5, se puede extender también para el caso k = 3 y ¢ impar, ya que
en el plano P?(F,) los n-arcos con n > ¢ — ,/q/4 + 7/4 estén sobre cénicas no singulares

(Teoremas 1.2.17 y 1.2.19).

Teorema 2.2.7. Sea q impar y n tal que

-7
q-— \/_4 <n.
Entonces existe un ¢ C Fy MDS [n,n — 3]-cédigo skew pseudo-ciclico si y sélo si
existen f(z),p(x) € Fylx;0] con deg(f(z)) =2 y deg(p(z)) <1 tales que (' — N)p(x) #
0 mod f(x), para todo N € F; ei=1,...,n— 1.

Observacion 2.2.8. En el caso k = 3 y ¢ par, la situacion es mas compleja, ya que un
arco completo maximal tiene ¢ + 2 puntos, donde no todos son hiperdvalos regulares
(Teorema 1.2.22). Por lo tanto, que su cardinalidad sea mayor que m/(2, q) (Definicién

1.2.18) no implica que estos puntos estén sobre una conica.

Del Teorema 1.2.22, un hiperévalo de P*(F,), ¢ = 2", h > 0, es proyectivamente

equivalente a un hiperdvalo,

{[F(t):t:1]|teF,JU{[0:1:0],[1:0:0]}, (2.4)
donde F' es un polinomio de permutacion sobre I, de grado a lo més ¢ — 2, que satisface
F(0) =0, F(1) =1y tal que para cada s € F,

Fu(r) F(l‘—l-Si—l-F(S)’

es un polinomio de permutacién con F(0) = 0.
Cuando las condiciones anteriores sean satisfechas para el polinomio F', nos referire-

mos al hiperdvalo (2.4) como Z(F).

Definicién 2.2.9. A menos de proyectividades, llamamos Ky C P*(F,) al conjunto de
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puntos de P?(FF,) definidos por las columnas de una matriz de control de paridad de un

[n,n — 3]-codigo € C F7.

Teorema 2.2.10. Sea q par yn > e*+3 para algin e € Zsy. Si existe un € C Fy, MDS
[n, n —3|-codigo skew pseudo-ciclico definido por (1, P,n), conT =0T yT € GL(k,q),
tal que Ky C P*(F,) sea proyectivamente equivalente mediante A € GL(3,q) a un
subconjunto de Gy C D(F) C P*(F,) con deg(F(t)) = m < e, entonces se tiene el

siguiente diagrama conmutativo

(C] T
IGg E— IQg EE— ’C<g

N

C _ 19 _ c
Gy S Gy = Gy

I F I

Pl(Fq) T) ]P)l(]Fq) 7 Pl(Fq)

con [rg : x]|© = [0(z) : O(z1)], ¢: P(F,) — P*F,) definida por

[zo : 1] = {xgn A N O (ﬁ—é)] y se cumple uno de los siguientes casos:

ap ar
(H)ym=2,M=10 a 0|yM= do @ , conay € Fy yag,ay € F,
0 0 o 0 as
ag
B0 0 -
2) m=2, M=10 bb, 0| yM= 0 conby € Fy y by € F} .
1 b by Lo
0 0 ¢
B)m=2,M=10 ¢ 0|yM= (1): conecy €Fy yco€Fy .
1 ¢ &

(b) m es par y mayor que 2,
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1 dy F(dy)
M=10 & 0 y M’

0 0 F(dy)+ F(dy+ dy)
F(do) + (F(do) + F(do + dl)) F(t) = F(do + dlt), para todo t € Fq.

1 dy
0 dy

condy € Fy, dy € F y

Demostracion. Sea € un MDS [n,n — 3]-cédigo skew a-ciclico. Por el Teorema 2.1.15 ¢
tiene una matriz de control de paridad de la forma [P, (P7);, (PT%), ..., (P7" 1), con
P e Fg, T=00T yT e GL(3,q) tal que P" = o P. Esta matriz de control de paridad
define un n-arco K4 en P?(F,) y por hipitesis este es proyectivamente equivalente a un

conjunto Gy tal que
Ge C{1:t:F@®)] |teFJuU{[0:1:0],[0:0:1]}:=2(F) C P*F,).

Sea A € GL(3,q) la matriz que define la proyectividad que lleva los puntos de Ky

en Gy. Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

KA 1 M
G . G¢ —— G¢

Haciendo el cambio de variables ¢ = % los puntos de la forma [1 : ¢ : F({)] los

podemos escribir como [1 P F (ﬂﬂ = [:cgl sty Al F (i—;)} € P*(F,) con m

o

igual al grado de F'(t), par y menor o igual a g — 2.

Luego, podemos considerar la aplicacion inyectiva

o: PY(F,) — P*(F,)

_ mo (T
[To : 1] — [x0 1 21]p = [a:g” sty ' F (1)] :
Cuya imagen vive en la curva plana I': G(z2o, 21, 22) = 0, donde

2

-1 1

G(20,21,22) = 20" 2o+ 20'F () :
20
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Esta es una curva de grado m, donde el punto N :=[0:1:0] ¢TIy
Ge C{lwo:m1:32] € P2(Fq)i G (o, 21, 22) = 0} U{N}.

Considerando la matriz de control de paridad [(P7), (P7%);, (PT3)¢, ..., (PT")] esta
define un n-arco K/, C P?(F,), anidlogamente al caso anterior, es proyectivamente

equivalente a
Gy C{[zo: 711 29) € P(F,): G' (20,71, 72) = 0} U{N'},

donde G’ = Go77 'y como 0 # G'(N') = Gor YN') = G(N'77'), se tiene que
N’ = Nr. Llamando ademés I"": G'(zo, 21, 22) = 0, se tiene que # (' NIY) > n — 2, ya

que I' y IV comparten por lo menos los puntos G« distintos de N y N'.

Caso 1:
Supongamos que m = 2. Luego, F(t) = t* y esto implica que G(2¢, 21, 22) = 2022+ 25 = 0.
Ademas, por hipétesis n — 2 > 4 por lo cual las cénicas I' y IV coinciden, lo que implica

que K¢ es proyectivamente equivalente a un conjunto G4 tal que
Ge C {[wo : 21 : 29) € PX(IF,): G(z9, 21, 72) = 0}.

Esto permite obtener una relacién entre los puntos de Gy y los puntos de la recta

proyectiva Py (F,), y tener ademas el siguiente diagrama conmutativo

Ge —2 G, —Ls Gy

e & le

P'(F,) — P'(F,) i P (FF,)

donde [ag : a1]©" = [B(ao) : O(a1)], para todo [ag : a1] € PY(F,), M' € GL(2,q) y la
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aplicacion ¢ esta definida por

p: PH(F1) — P*(F,)

[Tg : x1] — [0 : 21]p = [xg D Xy xﬂ :
Podemos considerar que las matrices M y M’ estan dadas por

Qoo Qo1 Qo2 b b
oo Oo1
—_ , —_
M = Q19 a1 G12 y M =
bio b

Qzp A21 Q22
Ahora, analizando el caso

[0 - SRR . |

[+ e

[0: 1] — [a : D]

podemos estudiar por separado cuando a = 0 y a # 0, en este ultimo caso se puede
separar a su vez en ¢ > 4y ¢ = 4, y tomando Fy = {0, 1, w, w?}, el caso ¢ = 4 se puede

analizar para los distintos valores de byg.
(a = 0) Tenemos que [agy : ag : ax] = [0 : 0 : axp], con ayp # 0. Ademas, como

[0:1]M" = [0: 1] se tiene que byg = 0, asi

bOO b()l

0 b

M =

se tiene que by, b1 # 0. Luego, considerando el punto [1 : ¢] para todo t € F,

podemos obtener que

b()() = /\(t) . (CLOO + Cllot + a20t2)

b01 + but = >\(t) . (a01 + ant —+ a21t2),
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con A(t) € F;. Asi, podemos escribir

bgl + bllt . Qg1 + ant + a21t2

bgo Qoo + alot + a20t2’

lo que implica que
(bHago)t3+(b01a20+b11a10+b00a21)t2+(b01a10+b11a00+b00a11)t+(bma00+booa01) =0

para todo ¢t € F,. Como la ecuacién anterior se divide por t —t = [] (t— o)y
aiequ

q > 4, cada factor debe ser 0. Asi, el factor (by1as) = 0 y como by; # 0 se tiene
que agp = a9 = 0. Luego, se deduce también que blla()O = bogan y b01a00 = b00a01

y las matrices estan dadas por

Qoo Ap1 Qo2

Qoo Ap1
M = 0 ay; aye | M =

0 an
0 0 929

Utilizando estas matrices, ahora se tiene que

[1 it tQ] — g [ago D agr + a1t : age + aot + a22t2]

I I

[1 . t] T [GOO D Qo1 + CLHt]

Como

aor + ait
— | ¥
oo
ao +ant a3, + a}yt?
: 2
Qoo apo
2 2 42
W]
)

0o

lago : ag1 + arit]p = |1:

=1|1:

= |aopo : ap1 + ant :

: ag, af,
, es decir a1o =0, gy = -2 y agy = L.

2 2 42
ag, +ag,t
aoo aoo aoo

se deduce que ap2 + a12t + a22t2 =
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Por lo tanto,

a(%l
oo do1 oo
Qoo Aol
!
M=10 a7, 0], M= ,  con ag,an # 0,
o2 0 an
0 0o -

y esto nos da el caso (1) del teorema.

(a # 0, g > 4) En este caso, podemos considerar el siguiente diagrama

0:0:1] —2 [ag : ag : ag)]

& e

0:1 —— [1:7]
con [a: b] = [1:~]. Asi, las matrices estan dadas por

Qoo Qo1 Qo2

!
M — , ]‘1 —

Ly
L
Como ([1:tje) M = ([1:t|M')p, sit = by se tiene las siguientes igualdades

(17) Qoo + Clloboo + b(2)0 = O,

(27) apy —+ anboo + ’ngo = 0.

Si t # by se tiene que

[ago + arot + 17 : agy + axit + Yt : agy + arat + *t7]
= [b(Q)O + t2 . b00b01 + (boo’}/ + bol)t + ’th : b(2)1 + ’72t2], (25)
lo que se traduce en las igualdades

agy + ant + 2 by + 7t bg, + 7t agy + agat + 7t
ago + ayot + t2 boo +1t ' bg, + 12 ago + ayot + 12
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De la primera igualdad, se tiene

(3”) aoiboo = aoobor,
(4’) ap + ainboo = Yago + a10bor,
(57) a1 + vboo = ya1o + bo1-

Para la segunda igualdad, como es valida para todo t # bgy y ¢ > 4, el polinomio

obtenido es idénticamente cero y asi se tienen las igualdades

(67) aooby = ao2bgy;

(7") Bgra10 = a12by,

(8) bpy +¥*ac0 = aoz + b3y,

(9) Y2aip = ays.

Considerando todas estas ecuaciones, con ¢ > 4, para todo v € F, y by # 0, las

matrices podemos escribirlas como
By 0 0
M = 0 ’Yb()() 0 s M V= )
1 Gl

de esta forma, obtenemos el caso (2) del teorema.

(a #0, g =4, byo = 0) Las ecuaciones (1’) a (5’) del caso anterior, también son

validas con ¢ = 4, usando ademas que byy = 0, se tiene que

= agobor =0, " aj; = yai + bo, = ag; = 0.

" ag1 = Yaoo + aiobor, = ag =0,

Reemplazando los valores de agg v a1, se tiene que ajpbg; = 0 y como by, # 0,

necesariamente a;g = 0. Asi, desde la expresién (2.5) se obtiene que agy = b(2)1 +aqst,
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para todo t € F,, por lo tanto a;2 = 0. Con esto, las matrices estdn dadas por

0 0 a2
, 0 a1
M - O all 0 ) M - 9
Ly
1oy

y de esta manera, tenemos el caso (3) del teorema.
(a #0, q =4, byp = 1) Considerando la igualdad

by, 1% age + arst +

b%o + t? Qoo + a10t + t2 ’

se tiene que

(bglaoo + aogbgo) + (bglaw + algbgo) t+

+ (b(2)1 + 0100'72 + 63072 + a02) t2 + (alg + ’yzam) t?’ =0. (26)

Como esta ecuacion es valida para todo ¢ # byyg = 1, su parte izquierda debe ser

igual a

Attt +w?)) =A(t+t+1%), (2.7)

con A € [}, ya que estas son del mismo grado y son validas para t € {0,w,w?}

deben diferir a lo mds por una constante. Asi, ademés de las 5 ecuaciones (1’)-(5)

usadas en los casos anteriores, se tiene que

9 2 _
» a7y an = A, n bG a0 + a2 = A,

w b2+ agey? + 92+ age = A, = B2 a00 + agy = 0.
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Dado que agy = agoby, a10 = ago + 1y aia + A = v2ajp = b3 a0 se tiene

B2, + agey? + 72 + agy = A = b2, + apoy? 4+ 7 + ageb?, = A
= b2, (1 + ago) + Y*(1 + age) = A
= by a10 + 7 a0 = A
— appt+A+ap+A=A

— 0=\

Como la ultima igualdad es una contradiccién, se tiene que necesariamente byy # 1.

(a #0, g =4, bopo = w) En este caso, la parte izquierda de 2.6 debe ser igual
A(tE+ D +0?) = X (@t + ot +17),

con A € [F}. Similar al caso anterior, ahora tenemos las siguientes igualdades

(17) a2 + yaro = A, (37) b5ya10 + a1ow® = Aw?,
(27) b2 + agoy? + w?y? + age = \w, (47) b3rano + agew? = 0.

De aqui, se tiene que w - bgl - Q10 =72 - Q1o

Si ajg = 0, de la ecuacion (4) se tiene que agy = w?. Luego, de la ecuacién (4”) se
tiene que agy = b2, y asi, al reemplazar en (2”), se tiene que A\w = 0, lo cual no es
posible.

Si ajp # 0, se debe tener que w - b2, = 72, es decir by; = wy y considerando

7

la ecuacién (47), aga = v2agy. Reemplazando estos valores en (27), se tiene que

Aw = 0, lo cual tampoco es posible.

Por lo tanto, necesariamente by # w.

(a #0, q =4, bypyp = w?) De manera andloga al caso anterior, se obtiene que by no

puede tomar tampoco el valor w?.
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Caso 2:
Supongamos que m > 4. Luego la curva G(zg, 21, 22) = 24" 'z + 20'F (j—é) tiene un
punto singular, el cual podemos obtener al igualar a cero sus derivadas parciales (ver

[44], Lemma 2.10):

8720 = (m — 1)z 22’2—|-m2’0 g (Zo) + 2 2F (Zo) 21=0,

oG 1 [ ”1
_— = m F - =
821 20 <Zo> O ’

oc
822

Notar que la curva G es irreducible, de grado m y tiene un solo punto singular dado
por [0:0: 1]. Ademés, de manera similar se puede probar que G’ también es una curva
irreducible, de grado m y tiene el mismo punto singular [0 : 0 : 1]. Por lo tanto, [0: 0 : 1]
es invariante bajo 7 = © o M y como [0 : 1 : 0] no pertenece Gy, tampoco pertenece a
G'¢, es decir, [0: 1 : 0] también es invariante bajo 7. Mas ain, se tiene que la recta que

contiene a los puntos [0:0: 1] y [0 : 1 : 0] es invariante bajo 7.

Sabemos ademés, que Gy C {[x¢ : 21 : 22] € P*(F,): G(z0,x1,29) =0} U{[0:1:0]},
donde la cardinalidad de Gy es ny Gy (© 0 M) = Gy

Considerando la hipétesis n > €2 4+ 3 v que m < e, se tiene que
#TNI)>n—-2>e+1>e*>m?

Por lo tanto, por el Teorema de Bezout (ver [23], Theorem 25.1), se tiene que I' = T

y lo que implica que Ky es proyectivamente equivalente a un conjunto G¢ tal que

Gy C{[xo: 21 :20] € ]P’Q(IE‘Q): G(zg, 1, x2) = 0}.
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Esto permite obtener una relacion entre los puntos de Gy y los puntos de la recta

proyectiva Py (F,), y tener ademads el siguiente diagrama conmutativo

o M
G —— Gy —— Gy

I I o

Pl(Fq) T IPﬂ(Fq) 7 IP)1(15‘11)

donde [ag : a1]0’ = [#(ap) : O(a1)], para todo [ag : a1] € P1(F,) y M' € GL(2,q).

Con m > 4, sabemos que ¢ estd dada por

©: PL(F,) — IF’2(IFq)

T
[zo : 21] — [20 : 210 = |2 2l tay 2 F (Il)] :
0

Ademas, se tiene que el punto singular de G(zq, 21,22) =0y N = [0 : 1 : 0] son invariantes
bajo © o M, es decir, [0:0:1](@oM)=[0:0:1]y[0:1:0/(©oM)=1[0:1:0]. Asi,

podemos considerar que la matriz M esta dada por

Qoo  Ap1  @p2
M = 0 a1y 0
0 0 929

Considerando el diagrama

[0: 1] — [0: 1]

se tiene necesariamente que byg = 0y bgg, b11 # 0, es decir, la matriz M’ esta dada por

A — boo Dot
0 bn
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Asi, considerando un punto cualquiera [1 : ¢], con t € F,, se tiene el siguiente diagrama

[1 it F(t)] L [CZOO D Qo1 + Gllt D Qo2 + GQQF(t>]

I I

[1 : t] 7} [bog : b(n + bnt]
b b1t
Ademas, [bgo : b1 + bit]p = [bgg bt (boy + bust) - b F (‘”;”)] Por lo tanto,
00
existe A € I} tal que
u CL()O:)\'bgB#O,
= Qg + Cbllt =\ 66%_1 (b(]l -+ bllt),
bor + bt
" agy +anF(t) =\ bR F (u)
boo
De esto, tenemos que para todo ¢ € IF, se cumple la igualdad
aor + ait - bo1 + bllt
apo boo '
Asi, se tiene que
b b
® Qo1 = 7 " Goo, ® a1l = 7+ Qoo-

bOO

Luego,
bo + byt Qo a

boo Qoo Qoo
Como agy = Ab, # 0, implica que agy = 1. Asi F(ag; + a11t) = agz + awnF(t) para todo
t € F,. Como F' es un polinomio de permutacién que define un hiperévalo se tiene que

deg(F(t)) =m<q—2, F(0)=0y F(1) =1, asi podemos deducir que

b b b b
=g =F|—), gy = P[00 o op (0o
bQO bOO bOO
Finalmente, llamando « := 22—; y [ = gé—é, las matrices M y M’ se pueden escribir
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como
1 « F(a)
1 «
M=o 3 0 . M= )
0 B
0 0 Fla)+ F(a+p)

con F(a) + (F(a)+ F(a+ p)) F(t) = F(a + pt), para todo t € F, y asi, finalmente
tener el caso (b) del teorema.

]

Similar a los Teoremas 2.2.5 y 2.2.7, como en la demostracion del Teorema 2.2.10 la
funcién ¢ relaciona un conjunto en P?(F,) con P'(F,) se puede tener una tesis de tipo

algebraica.

Proposicion 2.2.11. Sea q par y n > €* + 3 para algin e € Z>o. Si existe un € C Fy
MDS [n,n — 3]-codigo skew pseudo-ciclico definido por (1, P,n), tal que K¢ sea pro-
yectivamente equivalente a un subconjunto de Z(F) con deg(F(t)) = m < e, enton-
ces existen f(z) € Fy[z;0] de grado 2 y p(x) € Fylx;0] con deg(p(x)) < 1 tales que
(z' = N)p(x) # 0 mod f(z), para todo N €F; ei=1,...,n— 1.

Demostracion. Sea € un MDS [n,n — 3]-c6digo skew a-ciclico. Considerando las nota-
ciones del Teorema 2.2.10, las columnas de la matriz de control de paridad, forman un
n-arco en P?(FF,) proyectivamente equivalente a G C Z(F).

Ademaés, como también se mostré en el Teorema 2.2.10, mediante la aplicacion
inyectiva

¢: PY(F,) — P*(F,)

T
[To 1 x1] — [x0 : 2] = [xg‘ e O (xl)] :
0

podemos relacionar los puntos de Gy con los puntos de la recta proyectiva P(F,).

Como PY(F,) = (Fg \ {(0, O)}) / T, con la notacién del Teorema 2.2.5, podemos
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considerar la aplicacion

7o (F2\{(0,0)}) / Fy — (R\{0}) / F;

[(vo, v1)] — 7[(vo, v1)] = [m(vo, v1)]

Asi, de manera totalmente analoga al Teorema 2.2.5, se muestra que existen f(z) €
F,[z;0] de grado 2 y p(z) € F,[z;0] con deg(p(z)) < 1 tales que (z' — \)p(z) #
0 mod f(z), para todo A € F; ei=1,...,n—1. ]

Teorema 2.2.12. Sea € un [n, k],-cddigo skew pseudo-ciclico, con k > 2 y sea

i—1

g(x) = L. m.c.m. {:c —n? = 1,...,k} e F,[z; 0],

para algin n € Fi,, el polinomio generador del codigo dual €+. Entonces € es MDS
. s . 0 qlfl o o . ..
sty solo si det {./\/Z] (n ﬂléj,lﬁk £ 0, para cualquier iy, ..., 1. distintos entre ellos con

0<4;<n-1y ./\fzf es la evaluacion residual derecha (Definicion 1.1.52).

Demostracion.
“:>77
Sea g(x) = go + 1 + gox* + -+ - + gra® con gp # 0 v H la matriz generadora de €+, o

sea

Jgo N Ik 0 0o --- 0

0 6(g) 6(qn) 9(gr) 0 0
H=| '

0 0 0 0" F(go) 0" F(qn) 0" 1 (gi)
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Por simplicidad, sean 7; := n? 'y

NE(m) Nf(m) -+ NE_(m)
N () NY(m2) -+ NP (m2)

/\/’09(771@) Nf(ﬁk) Ng_1(77k)

donde J\/'jg(m) parat=1,...,ky j=0,...,n— 1, corresponde a la Definicién 1.1.52.

Notar que
N (i) = 0N (n:))ms
= 0 (0N (m:))mi) mi = 6% (N (i) ) i)
= 0/ (N ()0 () =" - - O(ms )
Asi,

0 = goNG (m:) + giNY () + -+ - + geNK () = g(ns)
0 = 0(g0) 0N (m:))ms + 0(g1)ONT ()i + - =+ + 0(gi) O (N () )
0 = 6%(g0)0% (NG (0:))0(ni)m: + 6 (91) 0" (NT ()0 (i) mi + -+ - + 6 (i) 0% (N ()0 () mi

0= 6°(go)0" (NG (m:)0(m:) ™ -+ 0(ni)mi + 0% (g1)0° (NT (1:))0(ms)* ™ - - - O (s )i+
o 0% (g)0° (N ()0 (i) - 0 ()

Como deg(g(z)) = k ya que la dimé+ = n — k , se tiene que rankV?({n;,...,m}) =
deg(g(x)) = k (ver [21], pagina 334, §7), es decir rank(N}) = k. Luego la matriz N es
una matriz generadora del span de € en F ., ya que H - (NV;), = O.

Por contradiccién, supongamos sin perdida de generalidad que existe en A, una
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sub-matriz cuadrada

Nﬁ(ﬁkz) Nf;(m) N}i(ﬁk)

con 0 < j; < n—1, tal que det(Sx) = 0. Esto implica, por ejemplo a menos de un

renombramiento, que existe (aj,,aj,,...,a;,_,) € IF’;,:I \ {0} tal que
k-1
Z aji./\fﬁ(m) = ./\ffk (m), 1=1,... k. (2.8)
i=1

Notar que (/\/;-9(6)) = NY(a?) para todo @ € Fx y ademas ()" = (nql_1>q =97 =

Elevando la expresion (2.8) a g, se tiene que

(gajifvzm)) ()" = 3 (@) ()" = (7 0)'

k 1
= > (a;)! N (nf) = N7 (nf)

i=1

k—1
- Z (aji)q'/\/‘je; (M41) = ./\/jek (M1)-
i=1

Del Lema 1.1.29, tenemos que {nql: l=1,...k} = {nqmz l=1,...,k}

Luego,
k—1

Z(%z)q/\/ﬁ(nl) :'/\/]Ok(nl)v = 17"'7k' (29)

i=1

Asi, igualando las expresiones (2.8) y (2.9) se obtiene

k-1

> [(a;)" = ai ] N (m) = 0.

i=1
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Esto implica que [(a;,)? — a;,] =0, para todo i =1,...,k — 1 o que det(Sx_1) = 0, con

Nj(m) — N (m) - Nj_ (m)
Ny (2)  NL(m2) -+ N (m2)
Sp-1 = i ) )

NE (k1) NL(e—1) -+ NI (1)

Si det(Sk—_1) = 0, podemos repetir el proceso anterior. Notamos que

det(Sz) = 0 <= det (Njgl m) Nji(m)) ~0
N3\ (12) - N, ()
s N ) - N ) — N ) - N ) = O
= N (1) - N () = N (n) - N, (1) = 0
= (V)" (V)" = Whm)" - (W) =0
. =0

— [Nﬁ(ﬁ) . ( f;(n))q — (Nﬁ(ﬂ))q N}i(ﬁ)}

> N (n) =6-Nj(n), paraalginé € F,.

i

Elevando la tltima igualdad a ¢', para todo i > 0, se tiene que
N =87 - Nj(n®) = N (") = 6 - Ni(n™).

Al tomar el vector @ = (0,...,0,4,0,...,0,=1,0,...,0) € Fy, con 0 en la posicién j;
y —1 en la posicién j, se tiene que @ € €+, ya que Ny, - @ = 0, por lo tanto d(€') < 2.
Como € es MDS, su dual también lo es, por lo cual d(6+) =n—(n—k)+1=k+1<2,
lo que contradice k > 2. Por lo tanto det(S;) # 0, para algin t = 2,...,k — 1.

Ahora, [(a;,)? —a;,] = 0, para todo i = 1,...,t, con 2 < t < k — 1, implica que
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aj, € Fp. Sea b = (0,...,0,a;,0,...,0,a;,0,...,0,...,a;,0,...,0,-1,0,...,0) € F?
y sea b(z) el polinomio asociado a b. Luego podemos concluir que b(r;) = 0 para todo
[ =1,...,k Como g(x) es el polinomio minimo no trivial que es nulo sobre todos
los n;, se tiene que b(x) = ¢(z)g(x) para algin ¢(x) € F,[z;6]. Luego be €+ y como
wt(l;) <t+1 <k, se deduce que d(¢*) < k. Por lo tanto, €+ no es MDS. As{ €

tampoco lo es, lo que contradice a la hipétesis.

“@77

Supongamos que % no es MDS, lo que implica que €+ no es MDS. Por lo cual existe
7 € %+ no nulo, tal que wt(7) < k. Sea v(x) el polinomio asociado a ¥. Luego
v(x) = a(x)g(z) y esto implica v(n;) = 0 para todo i = 1, ..., k. Por lo tanto, existe una

submatriz cuadrada S; de

/\/09(771) Nf’(m) -’\/'7?_1(771)
N No"@z) Nf'(ﬁz) N,f_'l(nz) | (2.10)
Noe(nk) Nf(ﬂk) Ngq(ﬁk)

tal que, det(Sg) = 0, lo que contradice a la hipétesis. O

Corolario 2.2.13. Sea ¢ un [n,n — k],-codigo skew pseudo-ciclico, con 2 < k <n —1

y polinomio generador g(x) = L.m.c.m. {x — nqi_l

:izl,...,k}, para algun n € Fx .
Entonces
d(€) < Min{rank (NV;, ;) :1<i; <---<ip<n}+1,

,,,,,

donde N, _;, es una submatriz k x k de Ny y N} es definida como (2.10).

Demostracion. Con la notacion de la demostracion del Teorema 2.2.12, H es la matriz

generadora de € y N}, es la matriz generadora del span del cédigo €+ en F ., ya que

H-(\), =O.

Podemos considerar en N, una submatriz S; de orden ¢t x t, cont =1,...,k, tal que

125



2.3. Otros Resultados sobre Codigos Skew Pseudo-Ciclicos

S; realice la caracterfstica de una matriz cuadrada k X k en N, y luego det(S;) # 0.
Ademads, supongamos que 5; esta formada por las columnas 71, js, . . ., j; de la matriz

N Asi, considerando el vector
b=(0,...,0,a;,0,...,0,a;,0,...,0,...,a;,0,...,0,-1,0,...,0) € F"

y la demostracion del Teorema 2.2.12, se deduce que este vector pertenece, en este caso,
al codigo €' y asi d(€) < t+ 1.
Repitiendo este proceso, para todas las submatrices cuadradas k x k de NV}, podemos

concluir que

d(%) < Min{rank (NV;, ;) :1<i3 < -+ <ip <n}+1.

.....

2.3. Otros Resultados sobre
Coédigos Skew Pseudo-Ciclicos

2.3.1. Cdbdigos Skew Quasi-Twisted

A partir de los quasi-twisted c6digos podemos definir los skew quasi-twisted codigos,

como sigue.

Definicién 2.3.1. Sea o € F}, 6 un automorfismo de Fy y sea R = Fy[z;6]/(z" — o) el

anillo de polinomios sobre F, médulo 2V — a. Para g = (g1(2), g2(2), . .., gm(z)) € RV,

Gg = {(r(@)g1(2), r(2)g2(2), ..., 7(2)gm () | r(x) € R}

es llamado el cddigo Skew Quasi-Twisted (SQT) con generador g. Si o = 1, €, es
llamado cddigo Skew Quasi-Ciclico (SQC).
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Inspirados en el trabajo de Maruta (Constructing linear codes from some orbits of
projectivities [31]) y usando el Teorema 2.1.16, podemos obtener el resultado que se

presenta a continuacion.

Del Teorema 2.1.16 un [n,n — k]-cédigo sobre F, , es un coédigo skew a-ciclico con
polinomio generador g(z) si y sélo si € es un c6digo con matriz de control de paridad
[g"] == [P, (PT)s, (P74, ..., (PT"7 1)), donde P = (1,0,...,0), 7=00T,y T, es la

matriz compafiera de g(z), es decir,

0 1 0 0
0 0 1 0
T, =
0 0 0 1
—Qp —a1 —Qz - —0g—1

si g(x) = Xk: a;x' con ai = 1. Ahora, sea T la transformacién de P*~1(FF,) en si mismo
definida plc_);) 7. Podemos decir que T es definida por g(z). Entonces las columnas de
[g"] pueden ser consideradas como una orbita de 7. Reciprocamente, podemos obtener
un c6digo skew pseudo-ciclico desde una drbita de una proyectividad de P*~1(F,).

Ahora, tomemos m érbitas Oy, O,, ..., O, de T con largo N, y seleccionemos un punto

P; de cada O;. Por simplicidad, podemos tomar P; como P = (1,0,...,0) y denotar la

matriz

[Pt, (PT)tu s (PTm_l)t; (Pz)t; (Pﬂ)t, T (Pﬂm_l)t; Tt

3 (Pr)es (PT)ty - - (PmT"mfl)t]

por [¢™] + Py? + -+ P™. Entonces, la matriz [¢"] + Py¥ + -+ + PY definida por m
orbitas 01,0y, ..., 0, de T generan un codigo SQT.

Teorema 2.3.2. Si P; € (F)" para i =1,...,m son como arriba, entonces [g"]+ Py’ +
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-« + PN genera un [mN, k],-cédigo Skew Quasi-Twisted (SQT) con generador
g = (h*(z),ba(a ) (2),.... b(z~ 1" (x)) € RY,

donde h*(z) es como h(z) en la Proposicion 2.1.14 y bi(x) = (1,2,...,2* 1P para

2<i<m.

Demostracién. Definimos H := [gV] + PY + -+ + P y observamos que

H =[P, (PT)y,..., (P Ny (P, (PoT)s .,

...,(PQTNil)t; cee (Pm)t,(PmT)t,...,(PmTNilﬁ]

con P, € (FO)* 7 =©0T, y 1, € GL(k,q) tal que PT" = oP. Llamando H; :=

[(P)¢, (PiT)¢, ..., (BmN71),] para todo i = 1,...,n, tenemos H = [H|Hs| -+ |H,,)].
Tomamos P, = P := (1,0,...,0) = € y notamos que P7/~! = ¢; para todo

j=1,...,k, donde e; es el j-ésimo vector canénico de IF’;. Entonces, para P; € (Fz)k y

Aij € IFZ, tenemos

k—1 k—1
Pi = Z)\ijPTj — (P) (Z )\ijTj) = P Pi(T),
7=0

Jj=0

donde P;(z) := 3570 Ajja’. Asi

k—1
Prh=>" NP/t = Pr" . P(r), Vh=0,...,N—-1
7=0
y, para ¢ = 1,...,m, esto implica que

Hi = [(P)i, (Pi)gy - (PTNTY)]

(P Pi(7))e, (P Pi(T))t, .., (P Pi(7))]

= Pi(7), - [P, (PT)q,...,(PTN )]

:Pi(T)t'Hl-
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Sea H} la matriz generadora de €+ con € =< g(z) > escrita como

b (x)
S I b

xk_lh* (QZ)

con det(J) # 0, para alguna matriz cuadrada de tamafio k x k y alguna matriz H} de
tamanio k x N — k, donde h*(z) es como en el teorema. Por hipdtesis, H; es también la
matriz de control de paridad de 4 que puede ser escrita como Hy = [l | H, 1], donde I},

es la matriz identidad de tamafio k x k. Esto implica que J 'Hf = H; y J‘lf:l\f = H,.

Sea A una matriz con N columnas y definimos el operador lineal ¢ como sigue:

0 - 0]l a
o 1 -0
T oA =A-
0 110

Observamos que 2! o (B - C) = B (2 ! ¢ C) para dos matrices cualquieras B y C tal

que B - C esta bien definido y C' tiene N columnas.
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Maés atn, para h =0,..., N — 1, tenemos

e oH =2 0[P, (Pr),..., (PPN 1),
= [(PT)s, ..., (PT7Y), aP)]
— [(PT)s,..., (PTN™Y),, (PTY),]
= (1) - Hy

v 2o H, =xo(z o Hy)

Hy = P(r), - Hy = Pe Yo (7' HY) = J '+ (P(a™) o H}) =

g patye | M@ D | Bl k(@)
" hr () Pzt - 2 (2)
Pi(z™) - h*(z)
_ 1 x- Pi(acjl)h*@) o

k1. Pi(ac_l)h*(x)
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Asi, podemos concluir que
H = [H\|H| -+ |Hy) = [J7 H | Hy| - | T H ) = T HY | H |- - [ H

Py(z™1) - h*(x)
x - P(z7Y)h*(z)
donde . , es decir, [Hy|Ha| -+ |Hy] y [HY|Hs| - -+ |H}] son dos ma-

xk—l . Pi(az_l)h*(x)
trices generadoras del mismo [mN, kl,-cédigo. O

2.3.2. Aplicacién de la Factorizacion de Leroy

En el trabajo de André Leroy (Noncommutative Polynomial Maps [24]) se presenta un
modo de factorizar un polinomio en un campo no conmutativo, mediante factorizaciones
en un campo conmutativo. En base a esto, en los siguientes resultados se traspasa

propiedades de codigos pseudo-ciclicos a codigos skew pseudo-ciclicos.

En IF, con ¢ = p", donde p es primo y considerando € el automorfismo de Frobenius,
es decir f(a) = a”. La factorizacién de polinomios en F,[x; 0] puede ser trasladada a

factorizacién de polinomios en IFy[x] con algoritmo de André Leroy (Teorema 1.1.56). En
_pr-l

donde para un ntiimero primo p y un entero i > 1 se define [¢] : y el conjunto

>0

F 2] := {Z ozl € Fq[x]} :

Esto tltimo, se puede generalizar considerando como automorfismo una potencia de
(p°) —1

. Ademas,
pr—=1

Frobenius, #(a) = a?", donde en este caso, tenemos que definir [i], :=
se denotard [i|; = [i].
Consideramos de aqui en adelante, un campo finito F, con ¢ = p' y p primo, ademas

del automorfismo 6(a) = a¥", para todo a € F,.

Definicién 2.3.3. Se define un [p*]-cédigo en ;" con m = [n],, si este es generado por
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un [p*]-polinomio en F [z0] y lo denotamos por 1.

Proposicién 2.3.4. Dado un cédigo skew pseudo-ciclico ¢ C Fy generado por f(t) €
Fq[t; 0], entonces el cédigo € C F con m = [nl,, generado por el [p*]-polinomio

asociado a f(t) es un cddigo pseudo-ciclico.

Demostracion. Como € es generado por f(t), por el Teorema 2.1.8, f(t) es divisor
derecho de 2™ — « para algiin « € ;. Por el Teorema 1.1.56, el [p°]-polinomio asociado
a f(t), es decir, fl(z) € F,[z], es un divisor de 2™ — , con m = [n],. Por lo tanto, del

Teorema 1.3.48, se deduce que el codigo €U C [y es un codigo pseudo-ciclico. n

Teorema 2.3.5. Dado un cédigo € generado por f(t) € Fy[t; 0] y el cédigo €1 generado
por fl(x) € F [21], entonces se tiene que d(€V) < d(€). Ademds, d(€1) = d(€) si y

sélo si existe un polinomio de peso minimo de €V que pertenece IFq[x“].

Demostracion. Sea w(t) € € de peso minimo. Por el Teorema 2.1.8, w(t) = a(t) - f(t),
para algun a(z) € F,[t; 0]. Luego por el Teorema 1.1.56, w!(z) = b(x) - fl(x), para algtin
b(z) € F,[z] y por el Teorema 1.3.48, wl(z) € €l. Por lo tanto, d(¢!) < wt(wl(z)) =
wt(w(t)) = d(F).

ks

Sea v(t) € € tal que wt(v(t)) = d(%). Luego se tiene que v(t) = q(t) - f(t), para algin
q(t) € Fy[x;0]. Asi, por el Teorema 1.1.56, vl(z) = g(x) - fl(z), para algin g(z) € F,[z],
es decir, vl(z) € €l. Como d(€l) = d(€) = wt(v(t)) = wt(vl(x)), se tiene que el

polinomio vl(z) es de peso minimo en €1, el cual pertenece a F,[zl].

“¢77
Sea wl(z) € F,[zl] de peso minimo en €1, luego wl(z) = a(z) - fI(z), para algin

a(z) € Fylz]. Asi, w(t) =b(t) - f(t), es decir w(t) € €. Por lo tanto, se concluye que
(V) <d(%) < wi(w(t)) = wt(w!(z)) = d(),

es decir d(€1) = d(%¥). O
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Proposicién 2.3.6. Un [p*]-cédigo €U con dim(€V) < [n]s, no es un MDS cédigo.

Demostracion. Supongamos que existe un MDS codigo €U C IF([Z”]. Luego

d(€") = [n] — dim(%1) + 1
= deg(fl(z)) +1
= [deg(f(t))] + 1,

donde flU(z) es el polinomio generador de €', Ademés, por el Singleton Bound (Teorema
1.3.20) se tiene que d(%) < deg(f(t)) + 1, donde € es el cddigo generado por f(t).

Por hipétesis, deg(fU()) > 1y como [i], > i para todo i € Zs, se tiene que deg(f(t)) <
deg(fU(t)). Asi, por el Teorema 2.3.5, d(€1) < d(%) < deg(f(t)) + 1 < deg(fU(z)) +1,

lo que se contradice con el supuesto que el cédigo €l sea un codigo MDS. O

Proposicién 2.3.7. Sea Frw = (w) y Fym C F . Se tiene que [n] < g¥l — 1, si sélo

1,
rank (V[,Ijl(w, w?, ,w[”]_l)) = [n].

Demostracion.
“:”
Sea

1 1 1 e 1

]_ w w2 “ e w[n]_l

2
N = (Vﬁ(w,uﬂ, o ,w[”]*1)> =11 w? (w2)2 (w[n]%)
_ [n]—1 _1\[n-1

1 w[n] 1 <w2) e (w[n] 1)

Con

detN) = J] (v —w).

0<i<j<[n]-1

i wl =w', es decir, w =" = 1, se tiene que el orden de w es menor o igual que [n] —1. Asi,
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[n] < ¢¥! — 1 = ord(w) < [n] — 1, lo que es una contradicciéon. Por lo tanto det(N) # 0,

lo que implica rank(N') = [n].

£(¢77

Notar que rank (V[fl?(w,wz, . ,w["]_l)) = [n], implica que w/ ™" # 1 para 0 <i < j <
n| — 1. Luego — 1 =ord(w) > |n| — 1, es decir |n| > — 1.

[n] — 1. Luego ¢" — 1 = ord(w) > [n] - 1, es decir [n] > ¢ -1 O

Teorema 2.3.8. Dado el campo finito I, donde ¢ = p" con p un nimero primo, sea

¢ CFy un codigo skew pseudo-ciclico con polinomio generador g(t) € Fy[x;0] de grado

k. Si
p—1 pt+p—2
I |
y gl =0 para i = 0,.. ;A =2, 1 € Zsg y ¢ es tal que (c,¢™ — 1) = 1, donde
F,m = (w), entonces d(€) > A.

Demostracion. El codigo €U es un cédigo skew pseudo-ciclico con polinomio generador

gU(z) € Fylz], F 0 = (w), conw € Fyy y por hipotesis gl (w' <) = 0 parai =0,...,A-2,

ZEZEO-
Notar que
p—1 P tp =2 pF -1
k > log, [l—i— (r) -log, <F>] <:>r<p_1> > log, (1+ [n])

ast que el ord(w) = ¢ — 1 > [n]. Ademas, N/¥(w?) = (w°) y como (¢, ¢l —1) =1, se
tiene que

(W) #1, paraj=1,...,[n] — L.

Por lo tanto, por el Teorema 3.9 en [42], d(%!) > A y por el Teorema 2.3.5, d(%) >
d(¢l) > A. O
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Capitulo 3

Arcos (Generalizados

3.1. Definiciones y Propiedades

Definicion 3.1.1. Un k-arco generalizado (arco generalizado, o k,-arco) en P?(F,) es un
conjunto de k puntos no seis de los cuales estan sobre una cénica reducible o irreducible.

Un ky-arco se dice completo si no esta contenido en un (k + 1),-arco.

Observacion 3.1.2. De la definicién, tenemos que un conjunto K, C P*(F,) es un arco

generalizado, si |KC, NT'| < 5, para toda cénica I' € P%(F,), ya sea reducible o irreducible.

Observaciéon 3.1.3. Dado que dos rectas determinan una cénica reducible, un arco
generalizado puede interceptar una conica formada por dos rectas a lo mas en 2 y 3
puntos respectivamente. As{, un k-arco generalizado es a lo més un (k, 3)-arco en P*(F,)

(ver Definicion 1.2.8).

Observacion 3.1.4. Los Veronesian Arcos, definidos como k-arcos tales que a los mas
5 puntos estén sobre una conica, son un caso particular de los arcos generalizados.

Coolsaet y Sticker, conjeturaron que si K es un Veronesian arco, entonces

1< 3(va+ 12

135



3.2. Cotas Superiores

3.2. Cotas Superiores

Proposicion 3.2.1. Sea K, C P?(F,) un arco generalizado. Si Ly es una recta en P*(F,)

tal que |IC, N L1| = 3, entonces para toda recta L en P*(F,) se tiene que
(Ko \ L1) N L] <2,

es decir, (K, \ L£1) es un k-arco en P?(F,).

Demostracion. Sea K, un arco generalizado. Por la Observaciéon 3.1.3 anterior tenemos
que

K, N L] < 3, para cada recta £ en P*(F,).

Supongamos que existe L, tal que | (K; \ £1)NLs| = 3. Se tiene que (L1NK,)N(LNK,) =
@, por lo cual £y y £, forman una cénica reducible I' tal que [, NT'| = 6, lo que

contradice la hipotesis que K, es un arco generalizado. O

En P?(F,), la mayor cardinalidad de un arco generalizado completo lo denotamos

por m,(2,q) y el méas pequeno por t4(2,q).

Teorema 3.2.2. Sea q impar con q > 7. Entonces se tiene que
my(2, q) < min{m(2,q) + 3, m(5,q), m'(2,q) + 3},

donde m(2, q) es el tamario mdzimo de un arco completo en P*(F,), m(5,q) es el tamario
mdzimo de un arco completo en P*(F,) (Definicion 1.2.9) y m'(2, q) es el seqgundo tamarnio

mdzimo de un arco completo en P*(F,).
Demostracion.

(1) De la Proposicién 3.2.1, un arco generalizado esta formado a lo mas por un arco

unido con 3 puntos colineales. Por lo tanto, my(2,q) < m(2,q) + 3.
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3.2. Cotas Superiores

(2) Consideremos la incrustacién de Veronese

vy: P*(F,) — P°(F,)

[0 1 21 1 @o] > [0 1 2% w3 wowy : Ty ¢ T1To)]

y sean S := 1p(P*(F,)) CP3(F,), [20: 21 : 20: 23 : 24 : 25) € P°(F,) y H: 25: oz =
0 un hiperplano, con o; € F,. Luego v5 '(H N S) es una cénica en IP’Q(I[;:; Si un
conjunto K, es un arco generalizado en P?(F,), significa que a lo mas 5 puntos
viven sobre una conica, es decir |15(ICy) N H| < 5. Por lo tanto, el conjunto (1)

es un arco en P5(F,). Asi, tenemos que m,(2,q) < m(5, q).

(3) En P?(F,) un arco completo de tamaiio méximal, es decir con m(2, q) puntos, estd

formado por una conica.

El segundo tamano mayor de un arco completo con ¢ > 7, es m/(2,q) > 6, es decir
cualquier arco con méas puntos se puede extender a un arco completo y por lo

tanto vive sobre una cénica. Por lo cual, m,(2,q) < m’(2,q) + 3 por la Proposicién

3.2.1.

]

Para g = 2", h > 4, existen hiperévalos irregulares, es decir, estos no estan formados
por una cénica y su niicleo. Por ende, no es posible aplicar el punto (3) de la demostracién

anterior en estos casos.

Vi 17

Teorema 3.2.3. Siq es par y ¢ > 16, entonces my(2,q) < q — 5 + T

Vi

Demostracidn. Supongamos que existe un conjunto I C P*(F,) tal que |K| > g — i

17 i ) .
T Considerando la incrustacion de Veronese

+

vy: P*(F,) — P*(F,)

[0 : @1 @) V> [25 2] 1 25 wowy ¢ TeTo T Ty)]
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3.2. Cotas Superiores

el conjunto 15(K) es un arco en P°(F,). Por el Teorema 1.2.13, 15(K) estd contenido en
una tnica curva racional normal ' de grado 5 en P?(F,). Luego 15(K) C 1,(P*(F,)) =: S.
Como la superficie de Veronese S esté definida por cuddricas (ver [15], Example 2.7), se
tiene que I' Z S. Ademds, existe una cuadrica Q* C P5(FF,) tal que S C Q* y I' € Q*,
asi se tiene que

T NS| <|TNQY < deg(l) - deg(Q*) = 10,

donde la ultima desigualdad esta dada por el Teorema de Bezout (ver [23], Theorem

25.1). Esto implica que

q_\ga+147<|V2(/C)|—|V2(IC)mSmF|§|Smr|g10,

Como ¢q > 16, se tiene una contradiccion en esta ultima desigualdad. Por lo tanto,

q 17
mg(2,q) < q— \é_ T

]

Observacion 3.2.4. La demostracion anterior se puede adaptar al caso ¢ impar consi-

derando el Teorema 1.2.12, pero esto no mejora la cota superior del Teorema 3.2.2.

En lo que sigue, vamos a calcular los valores exactos de m,(2, q) para ¢ pequenos, es

decir, g = 2,3,4 y 5.

Proposicién 3.2.5. m,(2,2) = 7.

Demostracion. Las cénicas irreducibles estan formadas por ¢ + 1 = 3 puntos (Corolario
1.2.6) y por lo tanto en P?(F,) siempre su interseccién con cualquier conjunto es
menor que 4. Respecto a las conicas reducibles, estas son formadas por dos rectas, las
cuales tienen 3 puntos cada una en P?(F,) y al menos un punto en comin, luego la
interseccion con cualquier conjunto sera menor que 6. Por lo tanto, del Teorema 1.2.4,

my(2,2) = [BA(F,)| = 7. =
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3.2. Cotas Superiores

[0:1:0] [1:0:1]
[ o

[1:1:0]
®

[0:1:1] [1:1:1] [1:0:0]
o ] o

Figura 3.1: Plano Proyectivo sobre el Campo Finito Fs.
Proposicién 3.2.6. m,(2,3) = 7.

Demostracién. Cualquier conjunto en P?(IF3) intersectado con una cénica irreducible
siempre tiene cardinalidad menor que 5. Las conicas reducibles contienen a lo mas 7
puntos, ya que estan formadas por dos rectas que siempre tienen al menos un punto en
comun.

Por la Proposicién 3.2 y el Teorema 1.2.14, tenemos que m,(2,3) < m(2,3) +3=T1.

Sea K = {p1, p2, p3, pa} un arco completo en P?(F3) y llamamos £;; la recta que pasa
por los puntos p; y p;. Sea ¢; la interseccién de Li9 y L34, y o la interseccion de L3 y
Lo4. Tomamos g3 en la recta que pasa por ¢ y ¢o, intersectada con L14. Asi, el conjunto

IC = {p1,p2,p3, P4, q1, G2, q3} forma un 7-arco generalizado. Luego my(2,3) = 7. ]
Lema 3.2.7. m,(2,4) > 7.

Demostracién. Cualquier conjunto en P?(F,) interceptado con una cénica irreducible
siempre es menor que 6. Las conicas reducibles contienen a lo méas 9 puntos, ya que
estan formadas por dos rectas que tienen al menos un punto en comun.

Tomamos un arco completo K C P?(F,), es decir una cénica més su niicleo (ver Lema
1.2.21), y un punto p ¢ K. Supongamos que K, = K U {p} no es un arco generalizado.
Luego existen dos rectas £y y Ly, tal que (£1NIC,)N(L2NICy) = @y |[Ky,NL;| =3, para
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3.2. Cotas Superiores

i = 1,2. El punto p € K, puede pertenecer a una sola de las dos rectas, por lo cual, existe
una recta que intersecta en 3 puntos K, \ {p} = K, lo que contradice el hecho que K sea

un arco en P?(F,). Por lo tanto,K, es un arco generalizado y m,(2,4) > |K,| =7. O
Proposicién 3.2.8. m,(2,4) =17.

Demostracion. Por el Lema 3.2.7, ya sabemos que existe un arco generalizado formado
por 7 puntos. Ademas, en P?(FF,) si un conjunto K, intersectado con una cénica es un
conjunto de puntos con cardinalidad mayor que 5, la coénica necesariamente debe ser
reducible en dos rectas distintas.

Consideremos un arco completo formado por los puntos ¢y, ¢a, €3, ¢4, C5 ¥ Cg, CON Cq
el nicleo de la cénica que pasa por los otros 5 puntos. Ademés, tomemos una recta £
formada por los puntos pi, ps, p3, ps ¥ ps distintos de los ¢;, © = 1,...,6. Supongamos
que la recta que pasa por ¢; y ¢g intersecte a £ en pp, la recta que pasa por ¢; y ¢o
intersecte en py v asi, hasta la recta que pasa por ¢; y ¢5 intersecte en ps. Luego, como
la recta que pasa por ¢y y ¢3 no pueden pasar por ps ni p3, podemos suponer que pasa
por p;. Repitiendo esta construccion, sin perdida de generalidad, podemos considerar

las siguientes rectas:

c1,¢6,p1 € Ly, c1,¢s,p5 € Ls, C2,Cey D5 € Lo, c4,C5,p1 € L3,
c1,C2,p2 € Lo, c2,c3,p1 € Lg, c3, ¢4, p5 € Lo, C4,Co, P2 € L4,
c1,c3,p3 € L3, C2, 4,3 € Lr, c3,C5,p2 € L1, cs, Ce, D3 € L5,
c1,C4,ps € Ly, C2,¢5,p4 € Lg, c3, Co, P4 € L2, P1y .-, P5 € L.

Supongamos ahora que existe un K, arco generalizado con 8 puntos. Notar que K,
no puede ser un arco. Luego existe una recta [ C P?*(F,) tal que |[K, NI = 3. Por el
Teorema 3.2.1 se tiene que K, \ [ := K es un 5-arco en P?(F,). Luego K es una cénica, es

decir K = {c1, ¢, ¢3, ¢4, c5} con la notacion anterior. Asi, tenemos dos casos: (i) ¢g € I;

(i4) co ¢ 1.
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3.2. Cotas Superiores

Caso (i): Dado que K U {cs} es completo, debe existir otro punto ¢; del arco con
t=1,...,5, en la misma recta [, por lo cual existiria una recta [ con 4 puntos de
ICy. Tomando cualquier otra secante I’ de ICy tal que (INKC,) N (I'NK,) =2, la
conica reducible [ U I’ tendrfa 6 puntos en comin con /g, lo cual contradice el

hecho que K4 es un arco generalizado.

Caso (i1): Notar que ¢; ¢ [ para i = 1,...,6. Luego podemos suponer que [ = L4 con
la notacién anterior, es decir, podemos considerar ICy = {c1, ¢z, ¢3, ¢4, €5, D1, D2, P3}-
Luego las rectas £y y £43 forman una cénica reducible que comparte con K, seis

puntos distintos, lo que contradice el hecho que Ky es un arco generalizado.
Por lo tanto, my(2,4) = 7. O
Ejemplo 3.2.1 (Figura 3.2). El conjunto K, dado por los puntos
w [0:1:2] w [1:1:2] w [1:2:0] = [0:1:0]
w [1:1:1] » [1:0:1] = [1:1:0]

forma un 7-arco generalizado completo maximal en P?(F,).

Proposicién 3.2.9. m,(2,5) =T7.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.2, tenemos que m,(2,5) < m(5,5), Ademés, por el
Teorema 1.2.10, sabemos que m(5,5) = 7 y que existe un 7-arco con K en P°(Fs), dado
por

K={1:0:---:0,[0:1:0:---:0[,[0:---:0:1],[T:1:---:1]}.

Considerando el conjunto

K :={1:0:0,[0:1:0[,[0:0:1],[1:1:1],[1:0:1],[1:1:0],[0:1:1]},

141



3.2. Cotas Superiores

[1:1:0]
[0:1:0] *
[ ]
[1:0:1]
[ )
®  [1:1:2]
®
[
»
[0:1:2] 1:2:0]
( ] [ ]
] [1:1:1]
[ ]

Figura 3.2: Arco Generalizado Completo en P%(IF5).

mediante v5, se tiene

v(KN)={[1:0:0:0:0:0[,[0:1:0:0:0:0],/0:0:1:0:0:0],

1:1:1:1:1:1],/1:0:1:0:1:0],[L:

Al usar la proyectividad dada por la matriz

1 0044
01040
00104
00 00O
0000 4
00040

los puntos de 1»(K') se van en los puntos de K.

1:0:1:0:0[,/0:1:1:0:0:1]}.

e ==

Por lo tanto, v»(K’) es un 7-arco en

P?(F5), es decir K’ es un 7-arco generalizado en P?(F,) formado por 7 puntos. Luego
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3.2. Cotas Superiores

my(2,5) =T.
[l

Para g > 7, la geometria de los puntos de un arco generalizado se vuelve mucho mas
compleja, por lo cual s6lo se entregaran estimaciones para my(2,q) y t4(2,¢), junto con

algunos ejemplos encontrados mediante el software Magma.

Observacién 3.2.10. Sabemos que

m'(2,q)
<qg-1 q>7 Segre 1955 [33]
<qg-3i/qg+1 q impar Segre 1967 [36]
< Bq+3 q primo Thas 1987 [43]
<q—3iq+5 q=p",p>5 Hirschfeld-Korchmaros 1996 [16].

Observacién 3.2.11. Para g > 7, sabemos que m(5,q) = g + 1, excepto posiblemente
para ¢ € {23,...,83}\ {32,64}, Hirschfeld 1997 [19].

El siguiente teorema, es resultado directo de comparar el Teorema 3.2.2 y los

resultados mostrados en la Observacion 3.2.10.
Teorema 3.2.12. Sea q > 4 impar. Entonces se tiene que

= para q primo:

g+1 T<q<21

q+2 ,23<q <83
mg(27Q)§

q+1 ,89 < ¢ <131

R EEReeT

45q 9 4 =
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3.3. Cotas Inferiores

= para q = p°, con p primo mayor o igual a 5 y s > 2:

q+1 ,1<qg<21

q+2 ;23 <q <83
m9(27Q)S

q+1 ;89 < ¢ <193

{q—\ga+5J+3 ,q > 197

= para q=3°ys>2:

q+1 ,1<qg<21
q+2 ;23<q <83
mg(27Q)§
g+1 .89 < ¢ < 181
N
BRAY | Rid > 191
{q 1 +16 +3 ,¢>19

Observacion 3.2.13. Para ¢ pequenos, por medios de los Programas 8, 9 y 10 de la
Seccién 4.2, se pueden encontrar los valores exactos de m,(2, q) y verificar que la cota
my(2,q) en el Teorema es alcanzado para ¢ = 7. A continuacién en la tabla 3.1, se

presentan estos valores con sus respectivos ejemplos.

3.3. Cotas Inferiores

Observacion 3.3.1. El tamano del menor arco completo en P?(F,) es denotado por

t(2,q). Ball en [1] mostré que

|v/2¢+2| ,para cualquier ¢

t(2,q) = ] :
{\/3(] + QJ ,para ¢ = p”, p primo, h =1,2,3

Bartoli en [2], realiza un trabajo mds detallado para estas cotas inferiores, con
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3.3. Cotas Inferiores

q m'(2,q)  m(2,q) my(2,q) Ejemplo de Arco Generalizado en P?(F,)

2 4 4 7 P2(F,)

3 4 4 7 0:1:2,[1:1:1],[1:1:2],[1:0:1],
[1:2:0],[1:1:0],[0:1:0]

4 6 6 7 [1:0:0],0:1:0,[0:0:1],[1:1:1],
[a:a?: 1], [e?:0:1],[a®:a?: 1]

5 6 6 7 [1:0:00,00:1:0],[0:0:1],[1:1:1],
1:0:1),[1:1:0],[0:1:1]

7 6 8 8 [1:0:0/,[0:1:0},[0:0:1],[1:1:1],
2:2:1],[5:2:1],[3:5:1],[6:1:1]

8 6 10 9 [1:0:0/,[0:1:0],[0:0:1],[1:1:1],
1:a*: 1), [a:1:1],[a®:ab: 1], [a;a* : 1],
[@®:1:0]

9 8 10 8 [1:0:0,[0:1:0[,[0:0:1],[1:1:1],
@b :a:1],[e®:0:1],[a:a:1],[a":a?: 1]

Tabla 3.1: Arcos Generalizados Completos de tamano maximal para g < 9.

q < 7559. En particular, para ¢ < 89 muestra que #(2,¢) < [3,/q].

A continuacién, se demuestra una cota inferior para ¢(2,q) que mejora la de Ball
para algunos ¢ y cuyo método de demostracion se adaptara para el caso de los arcos

generalizados.

3
Teorema 3.3.2. t(2,q) > L/2q + 2-‘ para cualquier q.

Demostracion. Dado un conjunto de n puntos {p1, pa, ..., pn} C P*(F,), denotamos por
(p1,-..,pn) €l conjunto de puntos de todas las rectas que pasan por p; y p;, coni # j e
i,7€{1,...,n}.

Supongamos que el conjunto de t puntos {pi, pa,...,p:} es el minimo conjunto tal

que {p1,...,p;) cubre todo el plano P?(F,), es decir

|(p1,p2- - 00| = +q+ 1.
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3.3. Cotas Inferiores

Por un punto cualquiera del conjunto, pasan (¢t — 1) rectas que se intersectan en este
punto y donde cada una tiene ¢ puntos distintos. Por lo cual, al sacar el punto p;, se

tiene la siguiente desigualdad

[(pi,p2- )| > +q+1—[(t—1)g+1].

Ya que en el plano proyectivo todas las rectas se intersectan, al quitar otro punto,
el conjunto [(p1,pa...,p—1)| deja de cubrir (f — 2) rectas que pasaban por él, con
[¢ +1 — (t —1)] distintos de los que ya se habian descontado, es decir, se tiene la

desigualdad

[{prp2-pe2)l 2 +q+1—[(t—1)g+1] — [g+1—(t— D]t —2).

Repitiendo el proceso anterior, sacando otro punto al conjunto, se tiene que

|(p1,p2- - pra)| > @+ q+1=[(t —1)g+ 1]

—lg+1=0-DIE=2) - [g+1-(-1]F-3).

Asi, tomando una cantidad n de puntos, entre 1 y ¢t — 1, se puede deducir que

(P, pa- )| =+ g+ 1—[(t—1)g+1]

—lg+1-0=-DI(E=2)+(=3)+--+({=n)),

lo que implica que

[prp2espin)| 2 g = (=Dt =2) = (g +2 1) (t”‘n(n2+1>>’

para todo n € {1,...,t —2}. Notar que existe un h tal que 1l <h <t—1y

CHqg—(t—1){t—-2)—[g+2—1 <th—h(h;1>>=0.
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3.3. Cotas Inferiores

Luego
2t — 1) = /4% — 12t —
2
2t — 1) — \/4t? — 12t — 8¢+ 9
es decir, h = ( )=V 5 ¢+ con 4t — 12t — 8¢ + 9 > 0. Desde esta
desigualdad, se deduce entonces que
3
t 2 Vv 26] + 57

es decir, la cantidad ¢ de puntos, tal que (pi,...,p;) cubre todo el plano P?(F,), esta

dada al menos por
3
t Z ’V\/ 2q + 2-‘ .
O]
En la tabla 3.2, se presenta una comparacion entre las distintas cotas inferiores para

arcos y donde estos son Optimos se muestran sus respectivos ejemplos, los cuales se

obtuvieron con los Programas 5, 6 y 7 de la Seccién 4.2.

Observacion 3.3.3. Como se puede observar en la tabla 3.2, la cota [\/Zq + %W es

mejor que la cota |\/2g+2] para ¢ = 7,11, ademas de ser optima para g = 2,3,7,8,9, 11.

Si todas las conicas I' que pasan por 5 puntos de un arco generalizado K, C P?(F,)
son irreducibles, este es un arco generalizado que es también un arco, es decir, K, es un

Veronesian Arcos.

Proposicién 3.3.4. Sea K, C P*(F,), con q > 4 un Veronesian Arc completo. Entonces

[ICq| > [t1], donde t1 es la menor solucion real positiva de la siguiente desigualdad:

<t51>(q_4)+<2>(q_1)+t12q2+q+1

Demostracion. Dado que las conicas irreducibles contienen ¢ 4+ 1 puntos, la cantidad de
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¢ |v2g+2) [V3q+3) [v2a+3] #(2.q) Ejemplos de Arcos en P(F,)

2 4 2 4 4 0:0:1],[0:1:0],[1:0:0],
[1:1:1]

3 4 3 4 4 0:0:1],[0:1:0],[1:0:0],
[1:1:1]

4 4 3 4 6 0:0:1],[0:1:0],[a:a?:1],
[1:1:1,[1:0:0],[®:a:1]

5 5 4 5 6 0:0:1],[0:1:0],[1:0:0],
[1:1:1),[3:2:1],[4:3:1]

7 5 5 6 6 0:0:1],[0:1:0],[1:0:0],
[1:1:1),[3:2:1],[4:3:1]

8 6 5 6 6 0:0:1],[0:1:0],[a*:a®:1],
[1:0:0,[1:1:1],[a*:a?:1]

9 6 5 6 6 [0:0:1],[0:1:0],[a®:a”:1],
[1:0:0,[1:1:1],[a’:a?:1]

11 6 6 7 7 0:0:1,[0:1:0],]0:0: 1],
[1:1:1],[7:3:1],[3:2:1],
[10:8: 1]

13 7 6 7 8

16 7 8 9

17 7 7 8 10

19 8 8 8 10

23 8 8 9 10

25 9 9 9 12

27 9 9 9 12

29 9 9 10 13

31 9 10 10 14

Tabla 3.2: Comparacién de Cotas Inferiores para arcos en P?(F,) para ¢ < 31.
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3.3. Cotas Inferiores

puntos que cubren las conicas que pasan por t; puntos estd dado por

<t51>(q+1—5)—|—t1.

Ademas, como KC; es un arco, la cantidad de puntos que cubren las rectas que pasan por

t1 puntos, esta dado por
t
<21>(q+1 —2) + .

Como los t; puntos son en comun, se tiene que para que los puntos cubran el plano,

estos deben satisfacer la desigualdad

t t
(51>(q+1—5>+ <§>(q+1—2)+t12q2+q+1.

]

Proposicién 3.3.5. Sea K, C P*(F,) con ¢ > 4 un arco generalizado que no es un
arco. Entonces |KCy4| > [t2], donde ty es la menor solucion real positiva de la siguiente

desigualdad.:

200+ ("] )12 (2 0) 1) -tz gt
< 5 ) < 4 ) << 2 ) )

Demostracion. Dado un arco generalizado K, C P?(F,) formado por ¢, puntos, podemos
suponer que Ky = KU P, donde K es un arco y P son 3 puntos colineales.
Las cénicas que pasan por 5 puntos de Ky y no contienen ningin punto de P son

irreducibles pues es K es un arco y a lo mas cubren

(3) (tz ; 3) (g+1—5)+t (3.1)

puntos en el plano. Las cénicas que pasan por 4 puntos de K y un punto de P, pueden
ser reducibles o irreducibles. Dado que las cénicas reducibles cubren 2¢ +1 > ¢+ 1

puntos, vamos a suponer que todas las cénicas anteriores son reducibles. Por ende, ellos
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3.3. Cotas Inferiores

cubren a lo més

(i’) <t2 ; 3) (2¢+1—5)+t, (3.2)

puntos en el plano. Las cénicas que pasan por 3 puntos de K y 2 puntos de P, pueden
ser reducibles o irreducibles. Como en el caso anterior, podemos suponer que estas son

todas reducibles, por lo cual cubren a lo méas

(;’) <t2 ; 3) (2¢+1—5)+ty (3.3)

puntos en el plano. En fin, las cénicas que pasan por 2 puntos de K y 3 puntos de P

son todas reducibles y a lo mas cubren a lo mas

@)<t22_3>(q+1—3)+(q+1—3)+t2 (3.4)

Como los t5 puntos son en comun, sumando las expresiones (3.1) a (3.4) se tiene

st = (Y- + (2] %)= (7 %) +1) -2+

la cual es mayor o igual del nimero de puntos cubiertos por el span de conicas de K.

Por lo tanto, si ¢, satisface S(t2) > ¢* + ¢+ 1 se tiene que t,(2,q) > [t2]. O

Observacién 3.3.6. En la Tabla 3.3 se comparan la cota inferior ¢(2, ¢) para un arco
completo en P?(F,) y la cota inferior [¢;] de la Proposicién 3.3.4, correspondiente a un
Veronesian arco completo en P?(F,). Es importante destacar, como se menciona en la
Observacion 3.1.4, un Veronesian arco es un caso particular de un arco generalizado,
por lo cual, si un conjunto es completo como Veronesian arco, no necesariamente es
completo como arco generalizado. Ademés, usando el software MAGMA (Programa 11)

se pueden encontrar ejemplos que evidencian que la cota encontrada es optima para

q=>5,7,89,11.

Observacion 3.3.7. En la Tabla 3.4 se comparan la cota inferior de un Veronesian

Arco (Proposicién 3.3.4), la cota inferior de un arco generalizado (Proposicién 3.3.5) y
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3.3. Cotas Inferiores

la cota inferior de un arco en P?(F,). Ademés, para ¢ < 11 se puede encontrar el valor

exacto de t4(2, ¢) usando el software MAGMA (Programas 8, 9 y 10), con sus respectivos

ejemplos que muestra que el bound [t3] es optimo para ¢ = 7,8,9, 11.

q [t1]  t(2,q) Ejemplos de Veronesian Arcos en P?(F,)

5 5 6 [1:0:0/,[0:1:0},[0:0:1],[1:1:1],[3:4:1]

7 5 6 0:0:1,[0:1:0],[1:0:0],[1:1:1],[3:2:1],[4,3,1]

q 6 6 0:0:1],[0:1:0,[1:0:0],[1:1:1],[a3:a?:1],
[a®:at 1]

0 6 6 0:0:1],[0:1:0,[1:0:0],[1:1:1],[ab:a":1]
(@™ :a? 1]

B 1005101500 [0: 05 1] 1 : 12 1], 42321,
[5:9:1]

13 6 8

16 6 9

17 6 10

19 7 10

23 7 10

25 7 12

27 7 12

29 7 13

31 7 14

Tabla 3.3: Comparacién de Cotas Inferiores para Arcos y Veronesian Arcos Completos
en P?(F,) para 5 < ¢ < 31.
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q (1] [t2]  t,(2,9) t(2,q) Ejemplos de Arcos Generalizados en P*(F,)
1:0:0,0:1:0[,[0:0:1],/1:1:1],

000 0L 050 ]
[1:0:1],[1:1:0],[0:1:1]
0:0:1],]0:1:00,(1:0:0[,[1:1:1],

O N RN NN
B:0:1],[5:5:1],[2:4:1]
0:0:1,,/0:1:0],(1:0:0],(1:1:1},

T O N RN NN
[a:a?: 1], [ab:1:0],[a®:ab:1]
0:0:1,,/0:1:0],(1:0:0],(1:1:1},

Ce o 050010l [s0: 0[]
[@:a”:1],[1:a":1],[ab: a3 : 1]
0:0:1[,]0:1:0,/0:0:1},(1:1:1

e RN SN
[4:5:1),[1:5:1],[5:3:1]

13 6 7 8

16 6 7 9

17 6 7 10

19 7 7 10

23 7 7 10

25 7 7 12

27 7 7 12

29 7 7 13

31 7 7 14

Tabla 3.4: Comparacién Cotas Inferiores para Arcos, Veronesian Arcos y Arcos Genera-
lizado en P?(FF,) para 5 < ¢ < 31.
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Capitulo 4

Programas en MAGMA

4.1. Cbdigos a-ciclicos

Programa 1. Cédigos a-ciclicos de largo n en [F,.

//Ingresar el numero q de elementos del Campo Finito

q:= ... ;
F<w>:=GF(q);
R<x> := PolynomialRing(F);

//Funcion para encontar codigos a-ciclicos de largo n en GF(q)

PCC:=function(n,a);

P:=[0];

for i in [1..n-2] do
P:=P cat [0];

end for;

T:= [-a] cat P cat [1];
f:=R!T;

n:=Degree(f);

Wi:=[]; w2:=[];

for i in [1..#Factorisation(f)] do
if Factorisation(f)[i][2] eq 1 then
a:=R!Factorisation(f) [i] [1];
k:=Degree(f)-Degree(R'a);
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4.1. Codigos a-ciclicos

G:=Matrix(F,k,n, [[Coefficient((R!a)*x"i,j): j in {0..n-1}]
i in {0..k-1}1);

L:=LinearCode(G) ;

a;

print " ";

G;

print " ";

print "Code MDS of type: ", n, k, MinimumWeight(L);

print "-——————————- "

Wi:= W1l cat [k];

W2:= W2 cat [MinimumWeight(L)];

end if;

if Factorisation(f) [i] [2] ne 1 then

for j in [1.. Factorisation(f) [i][2]] do

a:=(R!Factorisation(f) [i] [1])~j;

k:=Degree(f)-Degree(R!a);

G:=Matrix(F,k,n, [[Coefficient((R!a)*x~i,j): j in {0..n-1}]
i in {0..k-1}]);

L:=LinearCode(G) ;

a;

print " ";

G;

print " ";

print "Code of type: ", n, k, MinimumWeight(L);

print "-—m—————————- "

Wi:= Wi cat [k];

W2:= W2 cat [MinimumWeight(L)];

end for; end if; end for;

print "Spectrum of the distances for", f;

print "n=", n;
print "k=";
Wi,

print "d=";
return W2;

end function;

Programa 2. Codigos skew a-ciclicos en F, y su codigo dual skew a~!-ciclico

//Ingresar en qq cantidad de elementos del Campo Finito
//y en pp la potencia de Frobenius

qQq:= .. ;
pp:= .. ;
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4.1. Codigos a-ciclicos

F<w>:=GF (qq) ;
R<X>:=TwistedPolynomials(F:q:=pp);

//Funcion para encontrar un codigo skew a-ciclico de largo n
//y su codigo dual

SkewGCC:=function(n,a);

P:=[0];

for i in [1..n-2] do
P:=P cat [0];

end for;

T:= [-a] cat P cat [1];
f:=RIT;

Q:=[0];

for i in [1..n-2] do
Q:=Q cat [0];

end for;

b:=1/a;

TD:= [-b] cat P cat [1];
g:=R!TD;

V:=VectorSpace(F,n);

dd:=[]; ddd:=[];

E:=[x : xin F | x ne 0];

S:=CartesianProduct (E,CartesianPower (F,n-1));
for ss in S do

11:=[ss[1]] cat [p : p in ss[2]];
q,r:=Quotrem(f,R!11);

if r eq R![0] then

dd := dd cat [R!11];

end if; end for;

for sss in S do

111:=[sss[1]] cat [p : p in sss[2]];
qd,rd:=Quotrem(g,R!111);

if rd eq R![0] then

ddd := ddd cat [R!111];

end if; end for;

for i in [1.. #dd] do

if Degree(dd[i]) ge 1 then
k:=Degree(f)-Degree(dd[i]);
G:=Matrix(F,k,n, [V! (HorizontalJoin(Matrix (1, j+Degree(dd[i])+1,
Eltseq((R![0,1])7j*dd[i])), ZeroMatrix(F, 1, n-j-Degree(dd[i])-1))):
j in {0..k-1}1);
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4.1. Codigos a-ciclicos

L:=LinearCode(G) ;

for t in [1.. #ddd] do

if Degree(ddd[t]) ge 1 then

kd:=Degree(g)-Degree(ddd[t]);

if kd eq n-k then

GD:=Matrix(F,kd,n, [V! (HorizontalJoin(Matrix (1, j+Degree(ddd[t])+1,
Eltseq((R!'[0,1])"j*ddd[t])), ZeroMatrix(F, 1, n-j-Degree(ddd[t])-1))):
j in {0..kd-1}1);

0:=ZeroMatrix(F,k,kd) ;

if G*Transpose(GD) eq 0 then

LD:=LinearCode(GD) ;

dd[i];

print " ";

G;

print " ";

print "Code Skew", a,"-cyclic of type: ", n, k, MinimumWeight(L);
print "-—m---—-----— =

dd[t];

print " ",

GD;

print non,

print "Code Dual Skew", b,"-cyclic of type: ", n, kd, MinimumWeight (LD);
print " -

print " ",

end if; end if; end if; end for; end if; end for;

return "end";

end function;

Programa 3. Cédigos MDS a-ciclicos en F,.

//Ingresar el numero q de elementos del Campo Finito

MDScodes:=function(q) ;

F<w>:=GF(q);
R<x> := PolynomialRing(F);
wi:=[];

for m in [2..100] do
FF:=[ x : x in F | x ne 0];
for 1 in FF do

P:=[0];
for i in [1..m-2] do
P:=P cat [0];
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4.1. Codigos a-ciclicos

end for;
v:= [-1] cat P cat [1];
f:=Rlv;

n:=Degree(f);

if GreatestCommonDivisor(n,q) ne 1 then

for i in [1..#Factorisation(f)] do

if Factorisation(f) [i][2] eq 1 then

a:=R!Factorisation(f) [i] [1];

k:=Degree(f)-Degree(R!a);

G:=Matrix(F,k,n, [[Coefficient((R'a)*x"i,j): j in {0..n-1}]
i in {0..k-1}1);

L:=LinearCode(G);

if 2 le k and k le n-2 then

if MinimumWeight(L) eq n-k+1 then

print "Generator Polynomial of the", 1 , "-Cyclic Code:";

a;

print " ";

G;

print ;

print "Code MDS of type: ", n, k, MinimumWeight (L) ;

print "-———————————- ;

Wi:= Wl cat [n];

end if; end if; end if;

if Factorisation(f) [i] [2] ne 1 then

for j in [1.. Factorisation(f) [i] [2]] do

a:=(R!Factorisation(f) [i] [1])~j;

k:=Degree(f)-Degree(R!a);

G:=Matrix(F,k,n, [[Coefficient((R!a)*x~i,j): j in {0..n-1}]
i in {0..k-1}]);

L:=LinearCode(G) ;

if 2 le k and k le n-2 then

if n eq 2 then

f;

end if;

if MinimumWeight(L) eq n-k+1 then

print "Generator Polynomial of the", 1 , "-Cyclic Code:";

"n n.

a;
print now,
G;
print ;
print "Code of type: ", n, k, MinimumWeight(L);
print "-—————-—————- ;
Wi:= Wil cat [n];

n n.
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end if; end if; end for; end if; end for;
end if; end for; end for;

print "Spectrum of the large of codes";
return Wi;

end function;

Programa 4. Cédigos MDS skew a-ciclicos en [Fy, dado el polinomio 2" — a.

//Ingresar el numero q de elementos del campo finito y la potencia t
del automorfismo de Frobenius

q:= ...
t:= ...

F<w>:=GF(q) ;
R<X>:=TwistedPolynomials(F:q:=t);

//Funcion para encontrar codigos MDS skew a-cilicicos dado
el polinomio de la forma [a,0,...,1]

SkewGCC:=function(v);

f:=Rlv;

n:=Degree(f);

V:=VectorSpace(F,n);

Wi:=[1; w2:=[]; dd:=[];

E:=[x : xin F | x ne 0];

S:=CartesianProduct (E,CartesianPower(F,n-1));
for ss in S do

11:=[ss[1]] cat [p : p in ss[2]];
q,r:=Quotrem(f,R!11);

if r eq R![0] then

dd := dd cat [R!11];

end if; end for;

for i in [1.. #dd] do

if Degree(dd[i]) ge 1 then
k:=Degree(f)-Degree(dd[i]);
G:=Matrix(F,k,n, [V! (HorizontalJoin(Matrix (1, j+Degree(dd[i])+1,
Eltseq((R![0,1])"j*dd[i])), ZeroMatrix(F, 1, n-j-Degree(dd[i])-1))):
j in {0..k-1}1);

L:=LinearCode(G) ;

if MinimumWeight(L) eq n-k+1 then

dd[il;

print " ";

G;
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print " ";

print "Code MDS of type: ", n, k, MinimumWeight (L) ;
print "-—m-————————- "

Wi:= W1l cat [k];

W2:= W2 cat [MinimumWeight(L)];

end if; end if; end for;

print "Spectrum of the distances for", f;
print "n=", n;

print "k=";

Wi;

print "d=";

return W2;

end function;

4.2. Arcos y Arcos Generalizados

Programa 5. k-arco completo en P?(F,), con ¢ > 5 (Version 1).

//Funcidén para encontrar un k-arco completo en PG(2,q)

function arc(q,a)
P,V,L:=FiniteProjectivePlane(q);

PP:={ V.i : i in [1..q72+q+1] };

repeat
K:={pP![1,0,0],PP![0,1,0],PP![0,0,1],PPI[1,1,1]};
1:={@ L!'a : a in Subsets(X,2) @};

pl:={ a : a in Set(1[jl), j in [1..#1] };
repeat

K:=K join { Random( PP diff pl )};

1:={@ L!a : a in Subsets(K,2) @};

pl:={ a : a in Set(1[jl), j in [1..#1] };
until #pl eq q~2+qg+1;

until #K eq a;

#K;

return K;

end function;
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Programa 6. k-arco completo en P?(F,), con ¢ > 5 (Version 2).

//Funcidén para encontrar un k-arco completo en PG(2,q)

function arc(q,a)

K<t>:=GF(q);

P<[x]>:=ProjectivePlane(K);

R<x,y,z> := PolynomialRing(X,3);

V:={P!p : p in Points(Scheme (P, [0]))};

repeat
pts:={P![1,0,0],P![0,1,0],P![0,0,1],P![1,1,1]%};

lines:=Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p)) : p in S]) |

Degree(f) eq 1] : S in Subsets(pts,2)]);

pl:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in lines};
repeat

pts:=pts join { P!Random( V diff pl ) };

lines:=Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p)) : p in S]) |

Degree(f) eq 1] : S in Subsets(pts,2)]);

pl:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in lines};
until #pl eq q~2+qg+1;

until #pts eq a;

#pts;

return pts;

end function;

Programa 7. k-arco completo en P*(F,) (Version 3).

//Funcidén para encontrar k-arco completo en PG(2,q)

function arcos(q,k);

K<t>:=GF(q) ;

P<[x]>:=ProjectivePlane(K);

R<x,y,z> := PolynomialRing(X,3);

V:={P!p : p in Points(Scheme(P,[0]))};

pts:={P![1,0,0],P![0,1,0],P![0,0,1],P![1,1,1]};

D:= V diff pts;

S1:={@ a : a in Subsets(D,k-4) @};

for j in [1..#S1] do

ptss := pts join S1[j];

card:={};

points:={};

T:={@ {C} : C in Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p))
: p in S]) | Degree(f) eq 1] : S in Subsets(ptss,2)]) @};
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for k in [1..#T] do

pc:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in T[k] };
points:=points join pc;

card:= card join {#(pc meet ptss)};

end for;

if forall(t){ t : t in card | t le 2 } then
if #points eq q 2+q+1 then

#points;

card;

"Cardinalidad ", #ptss;

"Conjunto ", ptss;

end if; end if; end for;

return "end";

end function;

Programa 8. k-arco generalizado completo en P?(F,), con ¢ > 5 (Version 1).

//Funcidén para encontrar un k-arco generalizado completo
en PG(2,q)

function arcg(q,a)
P,V,L:=FiniteProjectivePlane(q) ;

PP:={ V.i : i in [1..q"2+q+1] };

repeat
K:={PP![1,0,0],PP![0,1,0],PP![0,0,1],PP![1,1,1]};
1:={@ L!'a : a in Subsets(K,2) @};

pl:={ a : a in Set(1[jl), j in [1..#1] 3};
D:=pl;

repeat

K:=K join { Random( PP diff D )};

1:={@ L!'a : a in Subsets(K,2) @};

pl:={ a : a in Set(1[jl), j in [1..#1] I};
c:={@ A : A in Subsets(K,5) @};

pc:={ A : A in Conic(c[n]) , n in [1..#c] };
D:=pl join pc;

until #D eq q 2+q+1;

if PP diff pc ne {} then

K:=K join {Random( PP diff pc )3};

end if;
if #K eq a then
#K; end if;

until #K eq a; return K;
end function;
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Programa 9. k-arco generalizado completo en P?(F,), con ¢ > 5 (Version 2).

//Funcién para encontrar un k-arco generalizado completo
// en PG(2,q) en m-intentos

function arcgeq(q,a,m)

K<t>:=GF(q);

P<[x]>:=ProjectivePlane(K);

R<x,y,z> := PolynomialRing(X,3);

V:={P!p : p in Points(Scheme (P, [0]))};

for j in [1..m] do

pts:={P![1,0,0],P![0,1,0],P![0,0,1],P![1,1,1]};

lines:=Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p)) : p in S]) |
Degree(f) eq 1] : S in Subsets(pts,2)]);

pl:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in lines};

D:=pl;

repeat

pts:=pts join { P!'Random( V diff D ) };

lines:=Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p)) : p in S]) |
Degree(f) eq 1] : S in Subsets(pts,2)]);

pl:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in lines};
conics:=Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p)) : p in S]) |
Degree(f) eq 2] : S in Subsets(pts,5)]);

pc:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in conics};

D:= pl join pc;

until #D eq q~2+qg+1;

if #pc ne q 2+q+1 then

pts:=pts join {Random( V diff pc )I};

end if;

repeat

conics:=Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p)) : p in S]) |
Degree(f) eq 2] : S in Subsets(pts,5)]);

pc:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in conics};

if #pc ne q"2+qg+1 then

pts2:= pts join {Random( V diff pc )};

T:={@ {C} : C in Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p))

p in S]) | Degree(f) eq 2] : S in Subsets(pts2,5)]) @};

card:={};

for k in [1..#T] do

pc:={ a : a in Points(Curve(P,[1])) , 1 in T[k] };

card:=card join {#(pc meet pts2)};

end for;

if forall(t){ t : t in card | t le 5 } then

pts:=pts2; F:=0;
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else
F:=1; end if;
else
F:=1; end if;
until F eq 1;

if #pts eq a then
#pts; pts; end if; end for;
end function;

Programa 10. k-arco generalizado completo en P?(F,) (Versién 3).

//Funcién para encontrar un k-arco generalizado completo en PG(2,q)

function Arcg(q,k)

K<t>:=GF(q) ;

P<[x]>:=ProjectivePlane(K);

R<x,y,z> := PolynomialRing(K,3);

V:={P!p : p in Points(Scheme(P,[0]))};

pts:={P![1,0,0],P![0,1,0],P![0,0,1],P!I[1,1,1]1};

D:= V diff pts;

S1:={@ e : e in Subsets(D,k-4) @};

for j in [1..#S1] do

ptss := pts join S1[j];

card:={};

pplane:={};

T:={@ {C} : C in Set(&cat[[f : f in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p))
: p in 8]) | Degree(f) eq 2] : S in Subsets(ptss,5)]) @};

for g in [1..#T] do

pplane:=pplane join { b : b in Points(Curve(P,[1])) , 1 in T[g] };

pc:={ b : b in Points(Curve(P,[1])) , 1 in T([g] };

card:= card join {#(pc meet ptss)};

end for;

if forall(t){ t : t in card | t le 5 } then

if #pplane eq q 2+q+1 then

#pplane;

"Cardinalidad ", #ptss;

"Conjunto ", ptss;

end if; end if; end for;

return "fin";

end function;
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Programa 11. k-arco generalizado y Veronesian k-arco completos en P?(F,).

//Funcidén para encontrar un Veronesian k-arcos completos en PG(2,q)

function Arcg(q,k)

K<t>:=GF(q) ;

P<[x]>:=ProjectivePlane(K);

R<x,y,z> := PolynomialRing(X,3);

V:={P!p : p in Points(Scheme(P, [0]))};

pts:={P!'[1,0,0],P![0,1,0],P![0,0,1],P![1,1,1]};

D:= V diff pts;

S1:={@ e : e in Subsets(D,k-4) @};

for j in [1..#S1] do

ptss := pts join S1[j];

cardl:={};

card2:={};

pplane:={};

Ti1:={@ {C} : C in Set(&cat[[f :
: p in S]) | Degree(f) eq 1] :

T2:={@ {C} : C in Set(&cat[[f :
: p in S]) | Degree(f) eq 2]

for g in [1..#T1] do

pplane:=pplane join { b : b in Points(Curve(P,[1])) , 1 in Ti[g] I};

pt:={ b : b in Points(Curve(P,[1])) , 1 in Ti[g] };

cardl:= cardl join {#(pt meet ptss)};

end for;

for g in [1..#T2] do

pplane:=pplane join { b : b in Points(Curve(P,[1])) , 1 in T2[g] };

pc:={ b : b in Points(Curve(P,[1])) , 1 in T2[g] };

card2:= card2 join {#(pc meet ptss)};

end for;

if #pplane eq q 2+q+1 then

if forall(t){ t : t in card2 | t le 5 } then

if forall(t){ t : t in cardl | t le 2 } then

"E1l conjunto es un Veronesian Arco Completo";

"Cardinalidad ", #ptss;

"Conjunto ", ptss;

in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p))
in Subsets(ptss,2)]) @};
in Basis(&meet[Ideal(Cluster(p))
in Subsets(ptss,5)]) @};

0 H W Hh

end if; end if; end if; end for;
return "fin";
end function;

164



4.2. Arcos y Arcos Generalizados

Programa 12. Hiperévalos en P?(Fy).

q:=8;

F<w>:=GF(q);
R<x>:=PolynomialRing(F) ;
PS1<[Y]>:=ProjectiveSpace(F,1);
PS2<[X]>:=ProjectiveSpace(F,2);

PPS:=Points(Scheme (PS2, [0]));
PPS1:=Points(Scheme(PS1,[0]));

//Construccion Polinomios de Permutacion

PP:={};

for i in [1..#PPS] do

s:=PPS[i] [1]+PPS[i] [2]+PPS[i] [3];

if s eq F!1 then
PF:=R![0,0,PPS[i][1],0,PPS[i] [2],0,PPS[i] [3]1];
ImgPF:={ Evaluate(PF,k) : k in F };

if #ImgPF eq q then

PP:=PP join {PF};

for j in F do

PFj:=( Evaluate(PF,x+j) + Evaluate(PF,j) )/x;
ImgPFj:={ Evaluate(PFj,k) : k in F };

if #ImgPFj ne 8 or Evaluate(PFj,0) ne O then
PP:=PP diff {PF};

end if; end for; end if; end if; end for;
PP1:=[ p : p in PP ];

PP1;

//Funcion para encontrar arcos, dado el polinomio PP1

f:=function(n);

PP1[n];

return Matrix(10,3,[ Evaluate(PP1[n],0),0,1,
Evaluate(PP1[n],1),1,1, Evaluate(PP1i[n],w),w,1,

Evaluate(PP1[n],w"2),w 2,1, Evaluate(PP1[n],w"3),w" 3,1,
Evaluate(PP1[n],w"4),w 4,1, Evaluate(PP1[n],w"5),w" 5,1,

Evaluate(PP1[n],w"6),w"6,1,0,1,0,1,0,0]);
end function;

165



4.2. Arcos y Arcos Generalizados

Programa 13. Hiperdvalos en P?(Fyg).

q:=16;

F<w>:=GF(q) ;
R<x>:=PolynomialRing(F);

PP:={};
//Construccidén de Polinomios de Permutacion

for i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7 in F do
8:=11+12+i3+i4+ib+i6+i7;

if s eq FI1 then
PF:=R![0,0,i1,0,i2,0,13,0,i4,0,15,0,i6,0,1i7];
ImgPF:={ Evaluate(PF,k) : k in F };

if #ImgPF eq q then

PP:=PP join {PF};

for j in F do

PFj:=( Evaluate(PF,x+j) + Evaluate(PF,]j) )/x;
ImgPFj:={ Evaluate(PFj,k) : k in F };

if #ImgPFj ne q or Evaluate(PFj,0) ne O then
PP:=PP diff {PF};

end if; end for; end if; end if; end for;
PP1:=[ p : p in PP ];

PP1;

//Funcion para encontrar arcos, dado el polinomio PP1

f:=function(n);

PP1[n];

return Matrix (10,3, [ Evaluate(PP1[n],0),0,1,
Evaluate(PP1[n],1),1,1, Evaluate(PP1l[n],w),w,1,
Evaluate(PP1[n],w"2),w" 2,1, Evaluate(PP1i[n],w"3),w 3,1,
Evaluate(PP1[n],w"4),w 4,1, Evaluate(PP1[n],w"5),w"5,1,
Evaluate(PP1[n],w"7),w" 7,1, Evaluate(PP1[n],w"8),w 8,1,
Evaluate(PP1[n],w"9),w 9,1, Evaluate(PP1[n],w"10),w" 10,1,
Evaluate(PP1[n],w"11),w 11,1, Evaluate(PP1[n],w"12),w" 12,1,
Evaluate(PP1([n],w"13),w" 13,1, Evaluate(PP1[n],w"14),w"14,1,0,1,0,1,0,0]);
end function;
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