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Resumen

Las ondas electromagnéticas ion-ciclotrén son componentes importantes en plasmas es-
paciales, astrofisicos y de laboratorio. En estos sistemas las funciones de distribucion de
velocidades de protones se encuentran normalmente fuera del equilibrio termodindmico, con
anisotropias térmicas 7', # 7). Estas anisotropias son una fuente de energfa libre que per-
mite la excitacion de inestabilidades, siendo éstas las responsables del crecimiento de ondas
electromagnéticas. Para poder cuantificar los efectos de estas inestabilidades es conveniente
conocer las amplitudes y las escalas temporales de saturaciéon de las fluctuaciones del campo
magnético. Aunque la teoria lineal es una excelente herramienta para estudiar las tasas de
crecimiento de las inestabilidades, esta teoria no es suficiente para predecir la maxima am-
plitud a la que creceran las ondas excitadas (saturacién). En este trabajo se emplea teoria
cinética lineal para plasmas magnetizados y simulaciones hibridas-PIC para estudiar la re-
lajacion de distribuciones de protones inicialmente anisotrépicas. Se describen expresiones
analiticas que dan cuenta de la saturacién de la energia de ondas ién-ciclotrén y su relacion
con la variacion de la energia cinética de las particulas, otras expresiones que permiten repre-
sentar la evolucion temporal de estas energias y una relacion que permite predecir las escalas
temporales a las cuales la energia magnética satura.
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Abstract

Electromagnetic ion-cyclotron waves are an important component for theorical, astro-
physics and laboratory plasmas. Usually, proton’s velocities distribution functions find on
small deviations of thermodynamics equilibrium and thermal anisotropies with T > Tj,.
This anisotropies are a free energy fount who leads instabilities excitations, been the respon-
sibles for the electromagnetics waves grow. In order to quantifythe effects of this instabilities
it is convenient known the amplitude and time scales of magnetic field fluctuations. Even
when kinetic linear theory is an excellent tool for study the instabilities growth rates, it’s not
enough to predict the greatest amplitude of excited waves will grow. In the present work a
kinetic linear theory for magnetized plasmas and hybrid-PIC simulations to study anisotrop-
ic proton’s distribution relaxation are applied. Analytical expressions for ion-cyclotron wave
saturation mechanisms and their relation to the proton kinetic energy, another ones to de-
scribe this energies time evolution and a time scales relation from magnetic energy are found.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Una pequena historia de la fisica de plasmas

Si bien solo a principios del siglo XX se define el plasma como lo conocemos hoy en
dia, este viene siendo estudiado indirectamente por milenios. El hombre desde sus inicios
ha mirado el firmamento ya sea alabando a Dioses, buscando su propia ubicaciéon, asi como
solo observar la belleza de éste. Al mirar los cielos el hombre observaba unos puntos ex-
tremadamente brillantes, estudiando su trayectoria por el cielo para, por ejemplo, conocer
las estaciones del ano, ttil para las plantaciones y ritos de varias de las civilizaciones an-
tiguas. Estos puntos brillantes solo vistos de noche son llamadas estrellas. Sin embargo, de
dia una particular estrella es observable a simple vista, la cual ha sido venerada a lo largo de
la historia en muchas civilizaciones, como la egipcia, la mesopotamica, la mexica, la incaica,
la china, la japonesa, la griega o en religiones como la hinduista. Esta estrella es nuestro Sol.
Una estrella en palabras simples es una gran bola de plasma, estable por efectos gravitato-
rios, y como tal, el Sol también lo es. Los primeros indicios de observaciones en relacion al
plasma datan de los antiguos chinos, quienes alrededor del siglo VIII notan manchas oscuras
en el Sol; luego Galileo utilizando el primer telescopio astronémico construido por él en 1609,
observa estas manchas oscuras en el Sol, hoy conocidas como “manchas solares”.

Figura 1.1: El Sol: El Sol con algunas manchas solares visibles. Las dos
manchas en el medio tienen casi el mismo diametro que la Tierra. Fuente:
https://solarscience.msfc.nasa.gov/surface.shtml
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A mediados del siglo XIX, el fisiélogo checo Jan Evangelista Purkinje introdujo la defini-
cién plasma (del griego “formado” o “moldeado”), para describir el fluido transparente
que permanece después de la eliminacion de todo el material corpuscular de la sangre. Mas
tarde, en 1922 el cientifico estadounidense Irving Langmuir propuso que los electrones, iones
y particulas neutras en un gas ionizado, podrian ser considerados como materia corpuscular
desplazandose en algin tipo de fluido, al cual denominé plasma. Desde entonces, los cientifi-
cos de plasma han tenido que explicar que no estudian la sangre. Entre los anos 1920 y 1930
unos pocos investigadores aislados, cada uno motivado por un problema practico especifico,
comenzaron el estudio de lo que ahora se llama fisica de plasmas. Estos trabajos fueron
dirigidos principalmente hacia la comprension (i) el efecto del plasma ionosférico a grandes
distancias sobre la propagaciéon de ondas cortas de radio y (ii) tubos electrénicos gaseosos
utilizados para la rectificacién, el cambio y regulacion de tension en la era previa a los semi-
conductores. En 1940 Hannes Alfvén desarrolld una teoria de las ondas hidromagnéticas
(ahora llamado ondas de i6n) siendo estas ondas hoy en dia importantes en los estudios de
plasmas astrofisicos. Por este trabajo, Hannes Alfvén fue galardonado con el Premio Nobel
de Fisica en 1970, el mas importante en su tipo.

El Plasma es considerado el cuarto estado de la materia, el cual tiene la peculiaridad de
ser el estado mas abundante de la materia visible en el Universo. El estado plasmatico se
encuentra de variadas formas en la naturaleza donde los mas conocidos son:

= Plasma termonuclear: Las capas electrénicas de los a&tomos no existen, la sustancia
es una mezcla de ntucleos y electrones libres. En éste estado se encuentran el plasma
en los nucleos de las estrellas [1,2].

= Plasma de nucleones: Debido a muy altas temperaturas o presiones, los mismos
nucleos atémicos son despedazados. La materia es una mezcla de electrones, protones
y neutrones. Los plasmas nucleénicos se manifestaron a los 10—5 s después del comienzo
del Universo, donde los quarks crearon los primeros protones y neutrones. Encontramos
también este tipo de plasma en las capas exteriores de una supernova explotando, donde
su comienzo desarrolla una onda de choque de gas presionado. En ésta capa por un
corto tiempo se dan lugar disturbios en las reacciones termonucleares, que dan lugar a
elementos pesados [3].

= Plasma de Quarks-gluones: en altas energias los nucleones mismos se desmenuzan
en sus constituyentes: los quarks y los gluones. En ese estado se encontraba la materia
quizéd hasta el primer décimo de microsegundo después del comienzo del Universo y
artificialmente se logré reproducir este estado de la materia en el CERN en el ano
2000 [4].

= Plasma comiin: las capas de electrones de los dtomos son parcialmente deterioradas
(debido a una alta temperatura o presién). Las particulas libres son responsables de
las caracteristicas plasmaticas de la sustancia en cuestion [3,5-7].

Para el plasma comtn, la definicion clasica dice que el plasma es un conjunto cuasineu-
tral de particulas con portadores libres de carga eléctrica, el cual desarrolla comportamiento
colectivo. Lo mas importante es que en el plasma se encuentran portadores de carga eléctrica
libres. Los atomos estan al menos parcialmente ionizados. El grado de ionizacién no tiene
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que ser muy grande, si el tamano de la formacion de plasma es lo suficientemente extensa.
Precisamente un plasma se diferencia de un gas por el que haya portadores libres de carga
en el primero. El plasma es conductivo y reacciona fuertemente a los campos eléctricos y
magnéticos. Cuando nos referimos a la cuasineutralidad del plasma debemos considerar que
cuando un plasma visto microscépicamente, un cierto volumen tiene en promedio la misma
cantidad de particulas positivas y negativas. Desde afuera el plasma se comporta como si
fuera un fluido sin carga (liquido o gas). La exigencia de cuasineutralidad toma en parte de
la definicién de plasma lo de ser un conjunto de particulas cargadas, las cuales difieren so-
lamente un poco cualitativamente en ésta caracteristica (o sea, un plasma es “casi” neutral,
pero no lo es completamente). La tltima parte de la definicién de plasma es su compor-
tamiento colectivo. Con esto se entiende que el plasma es capaz en su conjunto de procesos
de generar campos magnéticos y eléctricos, campos a los cuales a su vez puede reaccionar.
Dicho de otra forma, el movimiento de las particulas no solo depende de las condiciones
locales como las colisiones, sino también de la interaccion entre las particulas mediante los
campos electromagnéticos que generan las mismas particulas cargadas, principalmente ob-
servado en plasmas no colisionales. En otras palabras, un plasma no tiende a ajustarse por
influencias externas; sino que a menudo se comporta “como si tuviera una mente propia” [3].

(W] (] ". ¢ =
d (%] ool :.‘
o s o ° 0V -.
. v e .".“.'.,
v

Solid e Liquid e Gas wsmsssp>- Plasma

# Energy ' Molecule . Excited molecule ' Particle w Free-electron w = Ions

Figura 1.2: Estados de la materia: Los cuatro estados de la materia. El plasma se diferencia
de un gas debido a la ionizacién de sus particulas. Fuente: Elaboraciéon propia.
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1.2. Descripcion microscopica de plasma no colision-
ales

Observaciones in-situ del viento solar muestran que las distribuciones de protones usual-
mente cuentan con una componente principal, densa, relativamente Maxwelliana con tem-
peraturas diferentes 7', y 7} medidas con respecto a la direccién del campo magnético de
fondo By. A veces puede existir un haz secundario de protones, isotrépico, con deriva relativa
a la componente principal [3] que varfa entre 0 y 1.5 veces la velocidad de i6n local vy, co-
mo se muestra en la Figura (1.3). Estas distribuciones representan sistemas que no estan en
equilibrio termodinamico y en consecuencia posibles fuente de excitacion de inestabilidades y
fluctuaciones electromagnéticas. Existe evidencia de que estas inestabilidades se encuentran
presentes en el viento solar ya que ellas parecen acotar la anisotropia térmica, caracteriza-
da por larazén T’ /T de los protones, pero también observada en electrones y particulas alfa.

=== .-
a

050AU - 463 ks 0s6AU | 518 kmis

(d) 7

039A0 LS kimfs B 02540 781 ks

Figura 1.3: Distribucién de velocidades en el viento solar: Distribuciones de ve-
locidad obtenidas por los proyectos satelitales Helios. Estas distribuciones representan a
sistemas que no estan en equilibrio termodinamico, lo cual corresponde a una fuente de
excitacion de inestabilidades y fluctuaciones electromagnéticas. Las lineas negras anchas
transversales indican el campo magnético del Sol. Se observa que las distribuciones presen-
tan una direccion privilegiada en torno a la linea de campo magnético y diferentes compo-
nentes, donde (a) y (b) presentan un plasma de una sola componente (c¢) y (d) presntan
un core o nucleo donde se concentra la mayor parte de la distribucion y una cola o beam,
de menor densidad situado a lo largo de la direcciéon del campo magnético. Se observa que
la direccion privilegiada corresponde a la direccion perpendicular respecto a B. Fuente:
https://www2.mps.mpg.de/en/projekte/solar-plasma/

Existen diferentes tipos de inestabilidades y, por ende, varios tipos de fluctuaciones elec-
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tromagnéticas [7]. El formalismo para la descripcién de inestabilidades se puede dividir en
dos categorias principales: la descripcion macroscépica, que depende de las propiedades del
espacio de configuracion del plasma y es preferentemente descrito por ecuaciones de flui-
dos, usando aproximaciones basadas en la magnetohidrodindmica (MHD) [7]. Para modos
descritos por teorias de fluido, las inestabilidades son a menudo consecuencia de gradientes
espaciales, y usualmente surgen para longitudes de ondas grandes en comparacién a la lon-
gitud inercial de los iones o radio de Larmor [7,9]. Por otro lado, la descripcién microscépica
estudia casos de desviaciones del equilibrio termodinamico de las distribuciones de veloci-
dades, gobernada por la ecuacién de Boltzmann u otras ecuaciones cinéticas. Para el caso
particular en que el comportamiento colectivo del plasma es dominado por interacciones no
colisionales, la ecuacion de Boltzmann se reduce a la ecuacién de Vlasov [10].

Los mecanismos fisicos que gobiernan los plasmas a escalas microscépicas estan asocia-
dos a interacciones del tipo onda-onda y onda-particula, los cuales requieren una descripciéon
basada en la teoria cinética o equivalentemente de la teoria de Vlasov-Maxwell. En esta teoria
se describe el comportamiento del plasma mediante funciones de distribucién de velocidades
que son soluciones de la ecuaciones acopladas de Vlasov y de Maxwell [11]. Los fundamen-
tos de la descripcion cinética de los plasmas estan basados en un método estadistico para
modelar la posicién x y velocidad v de N particulas representativas (superparticulas) de las
particulas reales en un plasma, sin tener que resolver las leyes de Newton para cada particula
real, lo cual seria una tarea imposible aun para el mejor supercomputador.

Bajo condiciones dominadas por efectos colisionales, las interacciones particula-particula
guian al plasma de regreso a condiciones de equilibrio, pero en un plasma no-colisional
estas interacciones son despreciables y la tarea de llevar al sistema hacia un estado de
equilibrio térmico (isotropia térmica) recae en las fluctuaciones de los campos eléctricos y
magnéticos [12]. Una anisotropia suficientemente grande, asociada a una especie de particulas
del plasma, inducird el crecimiento de campos electromagnéticos; las fluctuaciones crecientes
interactuaran fuertemente con aquella especie, de manera que su distribucién de velocidades
tendera a relajarse hacia un estado de equilibrio. Es decir, la anisotropia disminuye (Figura

(1.4)).

Simulaciones PIC (particle-in-cell en inglés, particula en celda en espanol) determinan la
dinamica de iones y electrones en el espacio de fase utilizando las ecuaciones del movimien-
to para las superparticulas representativas de cada especie, acopladas a las ecuaciones de
Maxwell. Aunque existen varias formas de realizar simulaciones para plasmas no colision-
ales, las simulaciones PIC proveen una representacion general de la dinamica de este tipo
de plasmas, sin embargo requieren grandes recursos computacionales en términos de alma-
cenamiento y tiempo de calculo. Por otro lado, las simulaciones hibridas también utilizan
superparticulas para representar la dinamica de los iones, pero usa modelos de fluidos para
describir el comportamiento de los electrones. Consecuentemente, es esperable que las sim-
ulaciones hibridas entreguen una correcta representacién de la dinamica del plasma para
longitudes de onda y frecuencias comparables al radio de Larmor y la frecuencia de ci-
clotron de los iones, respectivamente. Como los electrones poseen una masa mucho mas
pequena, la descripcion de fluido para ellos serda adecuada a las escalas espaciales y tem-
porales mencionadas. Debido a la menor cantidad de recursos computaciones que exigen la
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simulaciones hibridas, estas simulaciones son muy utilizadas para estudiar inestabilidades
electromagnéticas asociadas a los iones [13].

=
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Figura 1.4: Inestabilidades electromagnéticas: Inestabilidades electromagnéticas corre-
spondientes a una descripcién microscopica del plasma. Las curvas discontinuas describen
a la inestabilidad, mientras que las rectas muestran la evolucién de un sistema inestable
hacia un estado de estabilidad. Las inestabilidades se presentan para anisotropias térmicas
de razon (izquierda) 7', /T}| > 1, donde las inestabilidades presentes se definen por inestabil-
idades mirror (curva discontinua) o inestabilidades i6n-ciclotrén (EMIC, curva punteada), y
(derecha) T /T}| < 1 donde se presentan inestabilidades firehose oblicuas (curva discontinua)
o inestabilidades firehose paralelas (curva punteada). Fuente: [14].

1.3. Motivacion

En la presente tesis estudiaremos procesos en plasmas a escalas cinéticas y sin colisiones,
para un modelo de plasma constituido por una especie estable o fria (electrones) y otra
asociada a las inestabilidades (protones). La Figura (1.4) describe inestabilidades electro-
magnéticas correspondientes a un plasma de electrones y protones con la condicién de no
colisionalidad, aplicado a un estudio del viento solar rapido. Trabajos realizados mediante
simulaciones [15, 16], estudios analiticos [17, 18] y experimentalmente con la ayuda de obser-
vaciones utilizando satélites espaciales [15, 19] muestran la existencia de una relacién entre
la anisotropfa térmica 7'\ /T} # 1 y el pardmetro beta del plasma, £,, que corresponde a la
razén entre la presién cinética y la presién magnética, B, = P /Prag. La relacién entre
ambos parametros, denominada umbral de estabilidad, se caracteriza por denotar la fron-
tera entre estados en equilibrio y el régimen inestable. La Figura (1.4) muestra sistemas
inicialmente inestables que evolucionan hacia las curvas que representan los umbrales de
estabilidad. Todo sistema que posea valores de anisotropia térmica y del parametro beta
superiores a los valores indicados por estas curvas serd inestable. Las curvas discontinuas de-
scriben inestabilidades mientras que las rectas muestran la evolucion de un estado inestable
hacia un estado de estabilidad. Una vez que los sistemas evolucionen hasta localizarse sobre
los umbrales, las anisotropias remanentes se habran reducido de modo tal que las fluctua-
ciones electromagnéticas cesan de crecer, en otras palabras, se alcanza la estabilidad térmica.
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El sistema a estudiar en esta tesis serd un plasma homogéneo, cuasineutro, constituido
solo por protones y electrones, donde los electrones forman un fluido sin masa de carga
neutralizante y los protones particulas dindamicas sin colisiones con una distribucién ini-
cial bi-Maxwelliana; este plasma se encontrarda sumergido en un campo magnético estatico
de fondo, en analogia a las distribuciones mostradas en la Figura (1.3). La energia libre
estd almacenada en la anisotropia térmica inicial (y en el parametro beta del plasma). Para
valores de parametros iniciales més grandes, mayor serd la energia libre disponible, y en
consecuencia, mayor la energia total que posea el plasma. Las amplitudes que alcancen las
ondas dependera parcialmente de la cantidad de energia libre que posea el sistema. Cuando
la energia libre del sistema es suficiente para ubicar un estado en el régimen inestable, este
estado se ubicara por encima de los umbrales como muestra la Figura (1.4).

Conocer los valores instantaneos de la energia electromagnética en un plasma que exhibe
inestabilidad i6n-ciclotrén (7°; /T}| > 1) permite estudiar el balance energético en el sistema y
probablemente entender las interacciones onda-particula que alli ocurren. Para comprender
mejor esta clase de fenémenos es conveniente también conocer el valor maximo que alcanza
la energia electromagnética en una inestabilidad. Sin embargo, la teoria cinética lineal de los
plasmas solo puede entregar informacion acerca de las regiones de estabilidad o inestabilidad
(y de las tasas de amortiguacion o crecimiento, respectivamente). En esta tesis se utilizan
simulaciones numéricas hibridas para encontrar la evolucién temporal de las energias de las
fluctuaciones electromagnéticas y cinéticas de las particulas y su relacién con los parametros
que determinan las regiones de inestabilidad.

Los objetivos de la presente tesis son encontrar expresiones analiticas que den cuenta del
comportamiento de la energia electromagnética saturada como funcion de los parametros
macroscopicos iniciales del sistema (7', /T} y ;) consistentes con las regiones de inestabil-
idad de la teoria cinética lineal. Ademads, encontrar una ecuacién que permita representar
la evolucion temporal de las energias involucradas en el proceso de relajacién tanto de la
energia cinética total, como para la energia electromagnética de las ondas. Por iltimo, en-
contrar una ecuacién que permita predecir el tiempo que requiere el sistema para saturar su
energia electromagnética. El trabajo esta organizado de la siguiente forma:

El Capitulo 2 presenta una derivacién de la relacion de dispersién del plasma para casos
magnetizados y térmicamente anisotropicos, donde se considerara una descripcién cinética
del plasma. Inicialmente se obtendra una relacion de dispersién generalizada, la cual con-
siderara funciones de distribucion de velocidades arbitrarias. Asi mismo, se daran nociones
de teorfa cinética lineal, definiendo el tipo de inestabilidades a estudiar y el umbral de
estabilidad correspondiente a la inestabilidad. Luego, se derivara la relacion de dispersion
bajo las mismas consideraciones pero ahora para una funcién de distribucién de velocidades
bi-Maxwelliana, se estudiaran las ramas de inestabilidad que aportan a la dinamica de las
perturbaciones y se explicara con detalle el significado de las soluciones de la relacién de
dispersién.

En el Capitulo 3 estudiaremos una propiedad inherente de los plasmas, la cual indepen-
diente de si el sistema en estudio se define en base a teoria lineal o no-lineal, corresponde a
las constantes del movimiento. Constantes del movimiento para los iones y ondas de bajas
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frecuencias seran derivadas en este capitulo, constantes que jugaran un importante rol en la
descripcion de las energias asociadas a la evoluciéon temporal de la energia disponible y la
energia libre del plasma.

Para comprender la dinamica completa del plasma, el cual consta de un comportamiento
lineal hasta el estado de saturacion de la energia magnética y no-lineal para el estado de
relajacion (consecuencia de que la energia magnética sature), es imperioso recurrir a simula-
ciones numeéricas que son detalladas en el Capitulo 4, donde utilizaremos un coédigo hibrido
dando a conocer su estructura basica, asi como condiciones de uso y diferenciacién entre
especies de particulas y fluido.

Resultados de las simulaciones numéricas seran mostradas en el Capitulo 5, donde in-
troduciremos la nocién de energia libre y analizaremos los limites de inestabilidad y de las
perturbaciones electromagnéticas como funciéon de la anisotropia térmica de los protones
que componen el plasma. Ademas estudiaremos como se comportan las energias electro-
magnéticas de las perturbaciones y cinéticas de las particulas en plasmas anisotrépicos.
Usando los resultados de las simulaciones identificaremos donde satura la energia magnética
de las ondas de Aflvén-ciclotron, como relacionarla con la teorfa cinética lineal y verificar
como una ley de escala se presenta en la relacién entre la energia magnética saturada y los
pardmetros iniciales anisotropfa térmica 7', /7| y beta de plasma de los protones . Por
otro lado, se realizard una comparativa con métodos similares ya introducidos en la literatu-
ra [20,21]. Ademads, se realizara un estudio de las evoluciones temporales de la energia cinética
total de los protones como de la energia electromagnética y asi encontrar una relaciéon que
permita describir el comportamiento que presentan las energias durante todo el proceso de
exitacion, saturaciéon y relajaciéon, y se derivara una ecuacién que permita predecir el tiempo
que necesita el sistema para saturar.

Finalmente, conclusiones del trabajo realizado se podran econtrar en el Capitulo 6, donde
también se realizard una discusion referente a los resultados que se obtendran del capitulo
anterior.



Capitulo 2

Relacion de dispersion en plasmas
magnetizados

El acoplamiento de las ecuaciones de Vlasov y Maxwell describe la evolucion de los cam-
pos electromagnéticos, E y B, y de la funcién de distribucién del espacio de fases, f;(x,v,1),
de las especies j que componen el plasma. En este capitulo se estudiaran las ondas electro-
magnéticas e inestabilidades que aparecen en un plasma de protones y electrones, inmerso en
un campo magnético de fondo By. Para esto, se analizaran las ecuaciones de Vlasov-Maxwell
para pequenas perturbaciones en torno a un equilibrio, con lo cual se desprecian interac-
ciones entre ondas y particulas. Por simplicidad, se consideraran ondas que se propagan a lo
largo de By y, basados en observaciones del viento solar, se supondra que la distribucion de
protones es bi-maxwelliana y los electrones seran considerados frios. En estos sistemas, las
funciones de distribucién de velocidades de protones se encuentran normalmente fuera del
equilibrio termodindmico con anisotropias térmicas con 7', > Tj|. Estas anisotropias son una
fuente de energia libre que permite la excitacién de inestabilidades, siendo éstas las respons-
ables del crecimiento de ondas electromagnéticas. Atn con estas simplificaciones, el presente
analisis es relevante para aplicaciones en plasmas de laboratorio y el estudio de plasmas en
el espacio [22].

2.1. Relacién de dispersion

Para el siguiente estudio, se considera un plasma espacialmente homogéneo compuesto
por protones y electrones, el cual se encuentra sumergido en un campo magnético estatico
de fondo de la forma By = Bye,.

En general, la funcién de distribucién f; = f;(x,v,t) de la especie j en el espacio de fases
y el tiempo, satisface la ecuaciéon de Boltzmann [5]

0 ; 1 0
Efj‘{‘V'ij‘}'% <E+EVX B) Vofj = (afj) ; (2.1)
i C

donde ¢; y m; son la carga y masa de la especie j, respectivamente, E = E(x, ) es el campo
eléctrico, B = B(x,t) el campo magnético, y el término de la derecha en esta ecuacion
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corresponde a las colisiones binarias. Para plasmas a altas temperaturas y plasmas diluidos,
el nimero de particulas dentro de una esfera de Debye es grande, es decir:

T. 3/2
TL())\:;) = Ny ( ] > > 17

47moq]2-

donde Ap es la longitud de Debye, ng = n, = n. es la densidad total de particulas, y T es la
temperatura de la especie j. Por lo tanto, el plasma es considerado como no colisional [10].
Debido a esto, el término de la derecha en la ecuaciéon de Boltzmann (2.1) es despreciable,

(g—{)c — 0, de modo que f; satisface la ecuacién de Vlasov o Boltzmann no colisional:

0 q; 1
—fi+v-Vfi+2(E+-vxB)| -V,f=0. 2.2
vk fg+mj( + - ) fi (2:2)

Cuando consideramos el caso en que no hay colisiones, la ecuacién de Vlasov preserva
el volumen del espacio de fases, lo cual es consistente con el teorema de Liouville, donde
el volumen del espacio de fases es deformable pero la densidad de ésta no cambia durante
la dindmica de la distribuciéon, como se muestra en la Figura 2.1. Ademas, la ecuacién de

Vlasov es reversible [7] ante inversiones temporales, t — —t, v — —v y B — —B, por lo que
el sistema es no disipativo y la evolucién del sistema es reversible.

r A

<

Figura 2.1: Teorema de Liouville: En ausencia de colisiones, las particulas dentro del
elemento de volumen d®rd®v en (r,v) en un instante ¢ ocupardn después de un intervalo de
tiempo dt un nuevo elemento de volumen d®r'd*v" en (r’, v'). Fuente: [7].

Los campos electromagnéticos E y B deben satisfacer las ecuaciones de Maxwell

V-E = 4mp,
V-B = 0,
10
E = ——B 2.
V x prvl (2.5)
47 10
B = — -——E 2.
V x CJ—l—Cat , (2.6)

donde p = p(x,t) y J = J(x,t) son las densidades de carga y corriente, respectivamente,

dados por
pxt) = g /d3vfj (2.7)
J
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J(x,t) = qu /d3v vf;. (2.8)

Es interesante notar que las ecuaciones de Maxwell son lineales respecto a los campos y
densidades. Sin embargo, como estos campos dependen de la funcién de distribucion a través
de las densidades, entonces la ecuacién de Vlasov no es lineal respecto a f;.

2.1.1. Relacion de dispersiéon cinética para plasmas magnetizados

Se considera un plasma inicialmente en equilibrio con un campo magnético estatico de
fondo, B = By = Bye., y se encuentra libre de campos eléctricos E = 0. Supongamos que
el plasma es inicialmente uniforme y estacionario, de modo que las funciones de distribucién
f;(v) =n;Fj(vy,v,) no dependen del tiempo ni del espacio, donde v, y v, son las velocidades
perpendicular y paralela respecto al campo magnético de fondo By, n; es la densidad de la
especie j no perturbada, y F; = F;(v,,v,) se encuentra normalizada de acuerdo a [5, 10, 22]

27?/ deUl/ dv,F; = 1.
0 —00

donde el sistema debe ser neutro y libre de corrientes, de la forma

an‘nj/dSUFj =0, (2.9)
J
> gy /d% vF; =0, (2.10)
4

de acuerdo a (2.7) y (2.8) iniciales, respectivamente. Ademas, se debe cumplir que

0

55 =0 (2.11)

es decir, la distribucién en equilibrio debe ser girotrépica [23].

Suponga que a tiempo ¢t = 0 existe una perturbacion en el sistema de modo que aparecen
campos electromagnéticos 0E y 0B que deforman la funcién de distribucién, de modo que

Para pequetias perturbaciones, (|6 f;| < n;|F}|), la ecuacién de Vlasov toma la forma

0 q; VXBO

= [l <5E+ v 5B) VL E, (2.13)

mj C
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donde JE y 6B son los campos electromagnéticos perturbados, campos gobernados por las
ecuaciones de Maxwell (2.3)-(2.6) perturbadas como

ik - 0F = 471'qu /d%afj, (2.14)
J
k-6B=0, (2.15)
~ w ~
k x 0E = <Z) JB, (2.16)

. -~ 4 3 LW ~
1k x 0B = (7)5;qj/d vvdfj—z(z> 0E, (2.17)

con los campos reescritos mediante transformadas de Fourier-Laplace inversas [22], dadas
por

‘ d N
OE = / dk e’ / & 5Bk, w) (2.18)
¢ 4T
ik, z dw t s
0B = [ dk.e™ —e”0B(k,,w), (2.19)
c 2w
conp = —iwyw = Re(w)+Im(w) complejo, donde la parte temporal corresponde a la trans-

formada de Laplace y la espacial a la transformada de Fourier, ademas de que 6E = 5E(k, w)
y 6B = 6]§(/{;z, w) corresponden a las transformadas de Fourier-Laplace de las perturbaciones.
Por otro lado, el contorno C' es paralelo al eje Re(w) con fc dw = ffoojﬂv dw, de modo que
si una funcién transformada por Fourier-Laplace crece exponecialmente en el tiempo como
e entonces (2.18) y (2.19) convergen solo si Im(w) > o, como se muestra en Figura (2.2).

Im(u)ﬂ Im(u)“
— ’Y —— ——
__________________________ B s e ey
Rﬁw} Re(w)
' T
. - " - -
i

Figura 2.2: Camino de integracién de Fourier-Laplace: (izquierda) En azul, el camino
de integracion C' para la transformada inversa de Fourier-Laplace para v > 7. Los puntos
negros representan singularidade de una funcién transformada, en el plano w complejo, y la
linea punteada a la singularidad con mayor parte imaginaria de la frecuencia, ~y,. (derecha)
Continuacién analitica para v < 7 mediante deformacién del camino de integracién. Fuente:
[24].
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Reemplazando (2.16) en (2.17), se tiene

2

~ A - ~
k x (k x 0E) = meqj/d% véfj+w—25E. (2.20)
- C
J

2

Ahora, se reescribe La ecuacién (2.13), que se presenta como una derivada total de 0 f;,
respecto a las transformadas de Fourier-Laplace, como

- VAP | .

(—iw + ik,v,)0 f; = % <5E +-v X 5B) -V F;, (2.21)

m; C

y si se considera ademas que ty — —o0, se llega a
§f; = —#/ dt' exp {ilk - (x' —x) — (¢ — t)]}
m; — o0

. v'x (k X 6@)

x | OE + -V Iy, (2.22)
c

Se definen ahora las orbitas de una particula respecto a cada una de las coordenadas

espaciales. Sea la velocidad de fase perpendicular, denotada por ¢, para t' = t, donde
(vs, vly) = (v, cos ¢, v seng) se tiene que

v, = vy cos(p—QT), ’U;ZUJ_SGH((b—QjT) :

v, = u,, T=t —t. (2.23)

Al integrar estas ecuaciones de velocidad, es posible encontrar las orbitas para casos no
perturbados [7]

¥ = x— % (sen (¢ — 47) — seng) , (2.24)
J
’ vy
y = y+ o (cos (¢ — Q;7) — cos @) , (2.25)
J
7 = z+4u.rT, (2.26)
estas describen una trayectoria helicoide propagandose a lo largo del eje z; ; = fjfg define

la frecuencia de ciclotron de la especie j y 7 = t' — t. La frecuencia de ciclotrén describe
el modulo de la velocidad angular de las particulas cargadas de la especie 7 moviendose en
un plano perpendicular respecto a By por efecto de la fuerza de Lorentz, donde By es la
amplitud del campo magnético.

Haciendo uso del hecho que v/, y v, son constantes a lo largo de las trayectorias antes
calculadas, para el espacio de configuraciones en equilibirio, se considera entonces

v/ x (k X 5@)

c

SF +

-V F;

ov| w ov| j_v_zav ov,

v, - 0E 0 o ke (0 . w0
U]

~ 9
; —Fj)} +0E.—F (2.27)
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donde la unica dependencia respecto a t’ se presenta en las expresiones que acompanan al
4 3 / /
término v/ y v/, - 0E.

Volviendo a la ecuacién (2.22), el factor de fase de 5]5 se puede expresar como [5,22]

exp i (k- (x —x) —wt')] = eilk=vme)m (2.28)
donde
~ in;q; 1 0 kv, 0 vy 0 ~
S Fi - Joay 2 N o)
0f; m; (w k:vz—Q){ |:8UJ_ w (81@ 7w, Ov, 0L,

0 ) 0 v, 0 0 Q (v, O 0 ~
F,— =22 F,—— E, F+—~2|Z2—F — —F, b, ».
+|:8UJ_ / W (81& T Wi >]5 + [&)z it w ("UJ_@UJ_ T ov, )}5 Z}

(2.29)
Ahora si se sustituye (2.29) en (2.20) se llega una ecuacién de la forma
D.-SE=0 (2.30)
donde D = D(k,,w) es el tensor dieléctrico [5], cuyas componentes son
D D 2k2 m o UJ_ kv (0 I 8F.
e e 81@ w \Ov, 7 v, 0v’
» 1 i 1
w—8Q;—kv, w+Q;—kv,
w2, v k.v 0 v, 0
Dyy=-Dy = iy -2 [ dPv— =" -2 2p
v v l; w / U4 ov, ! w \ov, ? v, 0v, "’
» 1 . 1
w—Q —kv, w+Q—kuv, )’
OF;/0v
D.. = 1 i [ o 0=0Fs/ 00 2.31
+ Z / w—kuv, (2.31)

y Dy, =D,, = D,, = D,, =0. Para que la ecuacién (2.30) tenga soluciones no triviales, se
debe cumplir que

det {D(k,,w)} = 0,
(DyeDyy — DuyDye) Dz = 0. (2.32)

De la ecuacién (2.32) se encuentran dos casos. Una de ella es

w — kv,

F
D..(k.,w) _1+Z W/d?’ v:0F/0v: _ (2.33)
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la cual corresponde a la relacion de dispersion de ondas electrostaticas longitudinales que
se propagan en un plasma magnetizado, donde w,; = 47m0q]2- /m; es la frecuencia de plasma
de la especie j. Para el otro caso, tenemos DTD~ = D,.Dy,, — Dy,D,, = 0, donde D* =
Dy, £iD,,, o bien

2[:2 w2, v 0
D*(k, S ﬂ/d3i—F-
(ks w) w? +; w ' ov,

ko, (0 v, 0 1
— F. — F. _— | = 2.34
( )< (zm—em) =0 @

w v, 7w, Ou,
Los casos con D* = 0 corresponden a la relacién de dispersién para ondas electromagnéticas
transversales que se propagan a lo largo de Bg. El superindice indica el sentido de la polar-
izacion de las ondas electromagnéticas, con + para ondas de polarizacién circular derecha,
y — para ondas de polarizacién circular izquierda.

Esta tesis se enfocara en el estudio de ondas electromagnéticas tipo ién-ciclotron. Para
simplificar el andlisis, se introducira una distribucién especifica, la que es tratada en la
siguiente seccién.

Relacion de dispersiéon para distribuciones bi-maxwellianas

Para el siguiente andlisis, y para el resto de esta tesis, se continiia con el modelo fisico
descrito al comienzo de este capitulo, donde ahora los electrones se consideran frios, esto es,
T, — 0. Ademas, trabajaremos con frecuencias bajas del orden de la frecuencia de ciclotrén
de los protones, |w| ~ €2,, de modo que los electrones pueden ser considerados como un
fluido sin masa. Se asumira que la funcién de distribucion de velocidades de los protones
esta descrita por una funcién bi-Maxwelliana, es decir

3/2 2 2
n m my [ v v
Fy(vi,v,) = P ( P > exp <——p { 2+ —L}> : (2.35)
P TJ_pTle/2 271']{33 2]63 sz TLp

donde T'.,, y T,, son las temperaturas perpendicular y paralela respecto a la direccién de
propagacion, respectivamente. Reemplazando en la relacién de dispersién (2.34), se obtiene

+ k?”% w + +
D*(k,,w) = = iQ——[5PR+gp]Z(gp)—(R—1):o, (2.36)

donde vy = /B3 /4mn,m, es la velocidad de Alfvén, R = T',,/T., es la anisotropia térmica,
Z (fpi) funcién de dispersién del plasma definida por (véase Apéndice A)

IR T A e "
2(65) = ﬁ/m e (2.37)

w

&p & = ) (2.38)

= )
kzvthp
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donde vy, = 2kgT,,/m, es la velocidad térmica paralela respecto a By, y ££2, depende de
la polarizacién de la onda, +£2, y —(2, para ondas polarizadas izquierda y derecha, respec-
tivamete acorde con lo encontrado en (2.34). Para el resto de esta tesis, vamos a definir la
velocidad térmica en términos del parametro ., = v7,,/v%, que es la razén entre la energfa
cinética paralela de los protones y la energia magnética. En la literatura, 3., es conocido
como el pardmetro beta del plasma.

La relacién de dispersion (2.36) relaciona la frecuencia w = w(k,) con el nimero de onda
k.. En general, esta relacion de dispersion representa una ecuacion trascendental para la
frecuencia [25], por lo que ésta se puede resolver sélo a través de métodos ntiimericos, lo cual
sera mostrado en la siguiente seccion.

2.2. Ceros de la relacion de dispersion

La relacién de dispersion (2.36), tal como se comenté anteriormente, es una ecuacion
trascendental para w(k,). Este tipo de funciones, en general, no tienen una solucién analitica
exacta, por lo que es imperioso recurrir a métodos numéricos para resolver (2.36). Para ello,
se observa que (2.36) puede ser escrita como

D*(k.,w, +iy) = Re(D*) + iIm(D*) =0, (2.39)

de forma que las raices de la relacién de dispersién seran aquellos valores de (k,,w) =
(k,,w, + i7) que satisfagan simultdneamente

Re(D*(k,,w, +i7)) =0, (2.40)
Im(D*(k,,w, +1i7)) =0, (2.41)

de manera que cada punto de la relacion de dispersion debe estar contenido en una region del
plano v — w,.. Por ejemplo, en la Figura 2.3 se muestran las curvas de nivel correspondientes
a Im(D*) = 0 en linea roja y Re(D*) = 0 con lineas azules para un valor de k, = k., fijo.
Las intersecciones entre lineas rojas y azules corresponden a las soluciones w = w(k,,) de la
relacién de dispersion D* = 0. Se observa que existen multiples soluciones a la relacién de
dispersion.

Una vez se seleccionan las soluciones de interés, se estd interesado en encontrar cémo
cambian estas soluciones para otros valores de k # kq. Para ello, se considera la relacion de
dispersion con k, = k., + Ak,, con |Ak,| un nimero pequeno, y se supondra que las solu-
ciones para la frecuencia son las mismas que para k, = k,,. Las soluciones seran refinadas
usando el método de Miiller [20], el cual es un método muy parecido al de la secante, pero
la interpolacion es cuadratica. En general, este método converge mas rapido que el de la
secante pero es mas lento que el método de Newton. Sin embargo, tiene la ventaja de que
no es necesario conocer la derivada de la funcion D*, a diferencia del método de Newton, lo
que es conveniente cuando tal funcién es algebrdicamente compleja. Este proceso se repite
iterativamente para otros valores de k.
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Figura 2.3: Curvas de nivel del plano Im(w) — Re(w): Grafico de contorno tipo para
(2.40) y (2.41), donde solo los puntos donde Im(w) (rojo) y Re(w) (azul) se intersectan,
son los ceros que satisfacen (2.36). Los pardametros escogidos para resolver la relacién de
dispersiéon corresponden a R =1.0, 3., =0.35 y k, =3.0. Fuente: Elaboracién propia.

Algunas soluciones numéricas de la relacién de dispersion (2.36) son mostradas en la Figu-
ra 2.6 para diferentes valores de anisotropia R (1.0, 4.0 y 7.0) y beta del plasma /3., =0.50.
Estas soluciones corresponden a los cuatro puntos con v/€2, mdas cercanos a v = 0 en la
figura 2.3. Las curvas rojas que se encuentran en el primer y segundo cuadrante (w, > 0)
de la figura 2.6 representan las ramas ién-ciclotron donde las ondas que se excitan poseen
frecuencias del orden de la frecuencia de ciclotréon de los protones, €2, esto quiere decir que,
estas ondas presentan frecuencias que seran asintéticas a w,/€2,, a menos que se produzca
resonancia entre las distribuciones de protones y las ondas de la rama ién-cilotrén. El he-
cho que las ondas ion-ciclotrén se presenten para w > 0 indica que estas ondas presentan
polarizacién circular izquierda, acorde con la literatura [5, 10,22,23,27 28]. Las curvas rojas
del tercer y cuarto cuadrante (w, < 0) presentan las ramas magnetosdnicas, que correspon-
den a ondas con polarizacién circular derecha. Las curvas rojas, tanto polarizacion izquierda
como derecha representan los modos normales de un sistema oscilatorio [29], tal como el
que se estudia actualmente. Por ultimo, las curvas celestes presentes en el primer y segundo
cuadrante, representan la rama de los modos de orden superior [23], rama que se encuentra
en polarizadas izquierda (w > 0), los cuales solo existen por efectos de la teorfa cinética.
Figura (2.4) permite asociar las raices del plano Im(w) — Re(w) con cada uno de los modos
y ramas del plano w, — k.. Se puede observar claramente que son cuatro las semillas escogi-
das para el método de Miiller, donde cada color esta directamente asociado con los colores
correspondientes al lado derecho de la Figura (2.6). Ademés, hacer notar que los modos de
orden superior (MOS 1 y 2) aparecen de a pares, y que si bien, existen infinitos posibles
ceros para (2.36) y por ende, infinitos modos de orden superior (Figura 2.5), en este trabajo
solo se muestran los primeros modos, MOS 1 y MOS 2.

Por otro lado, es sabido que w no solo presenta parte real, por lo que ahora se analizara su
parte imaginaria Im(w) = =, llamada tasa de crecimiento. Esta tasa de crecimiento indica
que para v < 0 el sistema se encuentra amortiguado, para v = 0 el sistema es estable, y v > 0
el sistema es inestable. En otras palabras, la tasa de crecimiento v nos indica para que valores
del vector de onda k. las ondas se veran fuertemente amortiguadas, creceran en amplitud
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Figura 2.4: Descripciéon de los modos de la relacion de dispersiéon: Los colores cor-
responden a los valores semilla escogidos para resolver la relacién de dispersion, los cuales
seran usados por el método de Muller para encontrar los ceros de la relacion. Los colores
asociados a cada semilla corresponden a las ramas que presenta la solucién grafica de la
relacién de dispersién, donde cada color se relaciona directamente con los colores y ramas
de la Figura (2.6). Fuente: Elaboracién propia.

o se excitaran, y donde las ondas permanecen estables. El lado derecho de la Figura (2.6),
muestra cuales son las ramas y los modos que aportan informacién respecto al modelo fisico
en uso. Independiente del valor de anisotropia dado, los modos de orden superir (curvas ce-
lestes) siempre se encuentran en la region v < 0, encuentrandose amortiguadas sin importar
el valor de k., por lo que no contribuyen directamente con las ondas ion-ciclotrén. Las ramas
magnetosonicas, se encuentran en el estado estable para todo k., esto tiene sentido debido a
que estos modos no interactuian directamente con las ondas ién-ciclotron, principalmente por
la polarizacién con la que interactuan estas ondas (ondas de ién-ciclotrén interactian con
las polarizaciones izquierda, mientras que las ramas magnetosénicas pertenecen a las ramas
de polarizacién derecha). Ahora, las curvas purpuras corresponden a las ramas ién-ciclotrén,
donde las ondas asociadas se verdn amortiguadas para el caso estable (R =1.0), y fuerte-
mente excitadas para valores de anisotropia mas grandes. De esto, se ve claramente que la
rama que mas contribuye al modelo fisico adoptado es la rama ién-ciclotron, lo que es acorde
con la Figura (2.8). Finalmente, notar que al lado izquierdo de la Figura (2.6) se observa
una simetria en torno a k, = 0. Esto se debe a que al ser ondas electromagnéticas, éstas
aparecen de a pares, en direcciones tanto paralela como antiparalela respecto a Boe, [27].

Soluciones normalizadas de la relacion de dispersién son mostradas en la Figura (2.6)
para inestabilidades electromagnéticas ion-cilotrén considerando 3,, =0.50 y (arriba) el caso
estable (R =1.0) (centro) R =4.0 y (abajo) R =7.0. Las curvas que cruzan el origen del
plano (k,,w,) representan los modos normales de ondas con propagacién paralela y anti-
paralela, y circularmente polarizadas izquierda y derecha, bajo las condiciones dichas en el
parrafo anterior. Las curvas que intersectan en w, /€, = 1 corresponden a los modos de orden
superior [23]. La Figura (2.5) muestra diferentes modos de orden superior para un plasma
protén-electrén estable y ., =0.35, donde las curvas verdes corresponden a los modos de
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orden superior, siendo las curvas mas externas los casos mas amortiguados [28].

k‘ZUA/Qp

Figura 2.5: Modos de orden superior: Curvas verdes representan los modos de orden
superior. Estos modos se encuentran para valores de frecuencias entre 0.5w, /€, y 1.5w, /€,
para kvs /), = £3. Fuente: Elaboracién propia.

Como consecuencia directa de lo anterior, es esperable que, si la inestabilidad excita ondas
ion-ciclotron, estas deberian emerger en las regiones del plano w — k.. De esta forma, se han
encontrado soluciones de la relaciéon de dispersién para plasmas protén-electron sumergidos
en un campo magnético estatico de fondo By con direccion privilegiada en z con presencia
inestabilidades electromagnéticas ion-ciclotrén.

En resumen, en la seccion 2.1 hemos derivado la relacién de dispersion generalizada par-
tiendo desde la ecuacién de Boltzmann. También observamos que (2.32) entrega informacion
de las propiedades de estabilidad de plasmas que satisfacen nuestro modelo fisico, presentado
al comienzo del presente capitulo, independiente de la funcién de distribucion de velocidades

f(UJJUZ)'

Finalmente, la relacién (2.36) presenta soluciones para un caso particular de inestabili-
dad, donde en nuestro caso, hemos exigido inestabilidades electromagnéticas ién-ciclotron,
ademas de que la funcion de distribucién de velocidades sea estrictamente bi-maxwelliana,
de forma que se debe cumplir siempre 7,9 > T}, o dicho de forma similar, anisotropia
térmica inicial mayor a 1, R > 1.

La Figura (2.7) muestra umbrales de estabilidad para diferentes valores de =y, conocido
como tasa de crecimiento (para una explicacion, ver seccién (2.2)).
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Figura 2.6: Soluciones de la relacién de dispersién: Soluciones de la relacién de disper-
sién normalizada para inestabilidades electromagnéticas ién-cilotrén considerando 3., = 0,50
y (arriba) el caso estable (R =1.0) (centro) R =4.0 y (abajo) R =7.0. Las curvas puirpuras
corresponden a la solucién imaginaria de (2.39), donde las ondas ién-ciclotrén se veran amor-
tiguadas (7 < 0) o excitadas (y > 0) [5]. Las curvas rojas y celestes corresponden a la solucién
real de (2.39), donde al ser ondas electromagnéticas las generadas por la inestabilidad, éstas
se generaran de a pares, razén por la que se observa una simetria en torno a k,v4/€, =0
para todos los casos. Las curvas rojas corresponden a los modos normales, donde las on-
das que muestran las soluciones corresponden a ondas circularmente polarizadas izquierda
(w, /82, > 0) y derecha (w,/Q, < 0) mientras que las curvas celestes a los modos de orden
superior de primer orden. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 2.7: Umbrales de estabilidad: Anisotropia térmica de los protones en funcién de 3.,
para inestabilidad ion-ciclotrén. Los cuadrados, tridngulos y circulos representan resultados
de la teoria cinética lineal correspondientes a v = 1072, 1072 y 10™%, respectivamente. Las
lineas solidas representan los mejores ajustes para cada grupo de datos. Fuente: [10].
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Figura 2.8: Tipos de inestabilidades: Magnitud de las fluctuaciones magnéticas respecto
a la relacién entre la anisotropia y el beta de plasma, R vs. (3,,, para distintos valores de 7.
(arriba) Diferentes tipos de inestabilidades se muestran, donde las curvas continuas y discon-
tinuas (izquierda) corresponden a inestabilidades ién-ciclotrén (7, /7%, > 1) y discontinuas
a firehose paralelo (T',/T%., < 1). Fuente: [15]. (abajo) Los valores mas altos de potencias
se encuentran lejos de los umbrales de estabilidad. Estas potencias mas altas corresponden
a distribuciones de protones a altas temperaturas, o con energia libre grande. Fuente: [19].



Capitulo 3

Constantes de movimiento

Una constante de movimiento es una cantidad que se conserva a través del tiempo im-
poniendo, en efecto, una restriccién en el movimiento. Estas constantes pueden definirse en
un campo de fuerzas dado como funcién de coordenadas en el espacio de fase y tiempo que
es constante a lo largo de alguna trayectoria [30], [31].

En el presente capitulo, dos constantes de movimiento independientes entre si son derivadas
para sistemas tanto estables como inestables para perturbaciones electromagnéticas ion-
ciclotrén con propagacion paralela respecto a un campo magnético estatico de fondo uniforme
Boz, donde se presentan perturbaciones con amplitud arbitrarias y frencuencias comparables
con la frecuencia de ciclotrén de los protones (w ~ €2,). El andlisis se diferencia respecto al
trabajo realizado por Davidson & Hammer [32] solo en el hecho que mientras que el trabajo
de éstos se realiza para casos de ondas con frecuencias proporcionales a la frecuencia de
ciclotréon de los electrones, denominadas ondas Whistlers, el presente capitulo se enfocara en
ondas con frecuencias mucho menores, ya que son ondas que resuenan con los protones,
frecuencias extremadamente méas bajas que las de ondas Whistlers.

3.1. Constantes de movimiento generalizadas

Se consideran las ecuaciones acopladas de Vlasov y Maxwell

0 vxB
—(E Vel f=0, 1
TR V+mp(+ . )V]f 0 (3.1)
donde f = f(z,v,t) define la funcién de distribucién de velocidades de los protones en

el equilibrio, ademéds E = E(z,t) y B = B(z,t) definidos por las ecuaciones de Maxwell
(Apéndice D).

Al multiplicar (3.1) por %mpnovi e integrando sobre z y v, se tiene

_mpm/ / dzd?’w{g+v v} = qno/ /dzd?’mKEJr B) V]f,

(3.2)

22
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Si se considera el lado derecho de (3.2) y aplicando el teorema de la divergencia [33], se

obtiene
1 Lopee B
——qno/ / dzd?v v} {(E+vx ).Vv} f
c
B
= —qno/ / dzd*vfV, - (vL [E%—V>< }) ,

de manera similar, dado que f(—L) = f(L), esto es f periodico se cumple que

1 L
Mo /L/dzd?’vviv -Vf=0, (3.4)
Por lo tanto, (3.2) se reduce a

L B
—m ng dzd®v v* —f i dzd®vfv, - |E+ v , 3.5
P Lat L C

Ahora, reescribiendo los campos electromagnéticos usando el potencial vectorial electro-
magnético A = A(z,t) y el potencial eléctrico ¢ = ¢(z,t) como

B=B, +B., (3.6)
E=E, +E.,
donde
B =VxA B. =By, (3.8)
10
E = —-—A E.=-V¢, 3.9
+ c Ot Vo (3.9)

considerando que A = A,e, + Aje, = A ;. Reemplazando entonces (3.8) y (3.9) en (3.5)

queda
1 L o)
Empno /_L/dzdgvvia

—noq/ /dzd%fu K———A w) VX(VXA+B0)].

C

(3.10)

Los términos fv, - V¢ y v X Bg no contribuyen, mientras que

9 9 9
//f%vL.aA:/l {at(fu A)—A. vLatf} , (3.11)

//%VXVXA:/EfVL'[V(V'A)—(V'V)A], (3.12)

/Ldzf(v-V)(vL-A):—/Ldzf(vL-A)(V-Vf), (3.13)
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asi, se reescribe (3.5) de la forma

L L
%mpno/_L/dzd?’vvi%f:q—zo/_L/dzd?’v {(VL'A){%]F—FV-V]C}—%(]CVL A)} :

(3.14)

Se puede notar que aparece el término {% +v- V} f presente en (3.2). Lo siguiente es
reemplazar aquel término por la parte derecha de (3.2) sin considerar por el momento el
término fv, - A, asi

_ ”Oq/ /dzd3 {VL AL [E+V>ZB}-VVf}
- 7:7(1)50/ /dzd?’va {VL ){E+V>;BH, (3.15)

donde la ltima igualdad se obtiente de usar el teorema de la divergencia respecto a V [33].
Al separar v por componentes y ordenando, (3.15) toma la forma

og” /L /dzd3vav- [(VJ_-A) {E+ vx BH
mpC J L ¢

2 L
o / / dzd*ofV, - (v, - A) {E + 2 B} . (3.16)
mpyc J_p c

Utilizando nuevamente los poteniales A y ¢, sabiendo que A -V, no contribuye informa-
cién, e integrando por partes [25] la integral por partes de la forma

O

/ dzfA-[(v-V)A]:—/_Ldz|A|2v-Vf, (3.17)

-L
0
6t/d3vf( mpnovl—F%VL'A)

Joq / [ it [{ Vf}ﬁwA (v xBo) 5 (1 !AF)]. (3.15)

Ha vuelto aparecer el término de la ecuacion de Vlasov, de forma que volviendo a reem-
plazar este término por (3.2), se obtiene

obteniendo

o [t 1 noq 1 noq®
5/ /dzd%f {—mpnovi + — Vi A(z,t) + Sy |A(z, 1)

P

- mc?/ /dzd%fA (z,t) - (v x By) . (3.19)

Trabajando con el lado derecho de (3.19), donde usando la ecuacién de Ampere-Maxwell
para los potenciales utilizados anteriormente, se tiene que

dovf = L —cV?A + —8—2A Qw (3.20)
! 4qmng c Ot? ot ' '
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por lo que ordenando términos, (3.19) toma la forma

0 L 3 1 9, Mg 1 nog® 2
a{ /_L/dzd vf {gmpnO’UL + TVJ_'A(Zat> + S |A(z,1)|

P

1 [F 9]
— 47‘_02 /LdZQO . (A X EA> = O, (321)

donde Q4 = ¢Bg/mec.

Tomando el término v, - A de la ecuacién (3.19) e integrando por partes respecto a V,

se tiene
2o (/ /dzd%f) vi-A= / & <|Bi|2 —A (%2 ) (3.22)

por lo que reemplazando (3.22) en (3.21); finalmente se obtiene

CL—/ /dzd‘gvf{ mynovi + 8pp |}

bdz 2 o o)

la primera constante de movimiento generalizada, que corresponde a la cantidad de energia
que se particiona en la direccién perpendicular respecto a By.

Por otro lado, tomando el hamiltoniano de un sistema continuo [30]

1 L d
H =g [ [dabup(et +2) + / & (1B +BP) | (3.24)
-8

donde se observa que 0H /0t = 0. Restando (3.23), se obtiene

/ /dzd%f[ mynov? — §p| |]

dz 2 0? 0
—/LS { B+ B+ B - (A TA-Q (AXEA))}, (3.25)

que corresponde a la segunda constante de movimiento generalizada, que entrega informa-
cion del resto de la energia particionada a lo largo ahora de la direccién paralela respecto a By.

3.2. Constantes de movimiento para un sistema in-
estable

En la seccién anterior se derivaron analiticamente dos constantes de movimiento (3.23)
y (3.25) para las direcciones perpendicular y paralela respectivamente, para un plasma ho-
mogéneo sumergido en un campo magnético By constante que se propaga en z. Estos resul-
tados muestran que la energia total en el sistema se particiona en estas dos direcciones.
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Reescribiendo f como una suma entre la funciéon de distribucion en equilibrio y un término
de perturbacién, de la forma

f=f+of, (3.26)

donde la normalizacion [ d*vfo(v,t) =1 se conserva para ¢ > 0 por (3.1). Por otro lado, los
campos se ven perturbados por las transformadas de Fourier toman la forma

5f(z,v,t) = Z For(v, t)el*), k>0, (3.27)
B,(z.t) = ZBM (ikz) (3.28)

E(z,t) = ZEk (ik2) (3.29)

A(z,t) = ZAk (ikz) (3.30)
donde se cumple que for(v,t) = L [dz6f(z,v,t)e "y [dz0f(z,v,t) =0y definiendo
las energias cinéticas de los protones como

1t 3 1 2
K (t)= 3/, dzd Uémpnovao(v, t), (3.31)
X 3,1 2
K.(t) = — dzd v—mynov; fo(v, 1), (3.32)
2L J_; 2

Reescribiendo las constantes (3.23) y (3.25) como

_ 1 “p 2
C, = KL(t)+8—WZ[(8m%2+2> 1B (t)]

+ 2<A—k() a_Ak:() Qo-A_ ()XgAk()>]>

c2 ot? ot
(3.33)
CZ = Kz<t) — 8i7'(' Z [ (U;ZZ; + 1) |BLk(t>|2 . |Ek<t>|2
k
+ % (A—k(t) : %Ak(t) — Q- Ak (1) x %Ak( ))] ;
(3.34)

y dado que el desplazamiento de corriente es pequeno, y las variaciones de la escalas tempo-
rales de A (t) son grandes en comparacién con % Ag(t), se puede aproximar

[Ec) < [Ex)]” + [E®)]” < B, (3.35)

2

A_i(t) - %Ak( D= ) <A AORS %Ak( )) <[Bu®l, (3.36)

k
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ambas constantes se reescriben entonces por las aproximaciones

2

1 w
KL (t)+ o > (CQZIJQ + 2> IB.x(t)]? = C1,

k

1 w?
K.(t) - 872 (622]02 + 1> Bi(t)]" =C..

k
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(3.37)

(3.38)



Capitulo 4

Cdédigo Hibrido

Desde principios de los anos sesenta y a partir de la rapida evolucion y desarrollo de
computadores, el uso de simulaciones en el estudio de plasmas ha sido de gran interés. La
complejidad de la dindmica encontrada en fisica de plasmas ha motivado el uso herramientas
computacionales como una manera eficiente y precisa para complementar estudios tedri-
cos, observacionales y experimentales [34]. Dependiendo de las escalas involucradas y de
los fenémenos de interés, estas simulaciones pueden basarse en las ecuaciones de la mag-
netohidrodinamica, las ecuaciones de Vlasov o en el seguimiento de la trayectoria de las
particulas a través de las ecuaciones de Fuerza de Lorentz, por supuesto acompladas con las
ecuaciones de Maxwell. Las simulaciones numéricas permiten estudiar con detalle los efectos
no lineales del sistema, los que usualmente no son faciles de estudiar analiticamente y, por lo
tanto, ayuda a complementar estudios teéricos, observacionales y experimentales [15,19]. En
el caso de plasmas espaciales, una buena herramienta para estudiar la dinamica del plasma
es a través de simulaciones hibridas, en donde los electrones son considerados como un fluido
neutralizante y los iones son tratados como particulas que se mueven en el espacio bajo la
influencia de campos electromagnéticos autoconsistentes [20,23,27, 28, 35-37].

En este capitulo se introducira las ecuaciones y algoritmos bésicos para el desarrollo de
simulaciones hibridas para estudiar fenémenos electromagnéticos a bajas frecuencias, donde
las especies de iones (protones) son tratadas cinéticamente bajo el método PIC (Particle-in-
Cell), y los electrones como un fluido sin masa de carga neutralizante.

4.1. Ecuaciones basicas

Como en capitulos anteriores, se considerara un plasma de protones y electrones inmerso
en un campo magnético de fondo By = ByZz, en donde cualquier perturbacién en los campos
u otras cantidades seran a lo largo de By. Es decir, el problema se reduce al de un sistema
en una dimensién espacial. En los modelos hibridos, la cinética de protones e iones pesados
estan descritas por las siguientes ecuaciones de movimiento:

dZi

dzi _ 4.1
dVi q; 1

=—[(E+-v;xB| . 4.2
. my ( * c x ) (42)

28
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donde el indice i representa al i-ésimo ién positivo, y los campos E = E(z;,t) y B = B(z;, 1)
estan evaluados en la posicion de la particula. Note que se permite que las tres componentes
de la velocidad evolucionen en el tiempo. En la literatura, este tipo de modelo es conocido
como simulaciones hibridas 1.5D (una dimension espacial y tres en velocidad).

Los electrones son tratados como un fluido sin masa m. = 0 de carga neutralizante. Es
decir, se resuelve la ecuacion del campo de velocidades de los electrones

0 1

anemeVe =0=—en, <E + -V, x B) — kgV(n.T,), (4.3)
c

donde V. es la velocidad macroscopica, —e la carga de los electrones, T, su temperatura y

n. la densidad de electrones sujeta a la condicion de neutralidad de cargas

ene = Z qin; , (4.4)

donde la suma es sobre todos los iones positivos. Por simplicidad, se ha considerado que la
presion de los electrones p, = kgn,.T, es isotropica. En caso contrario, esta cantidad debe
ser escrita como un tensor.

La tnica contribucién de la densidad, calculada segin (4.4), es en la ecuacién (4.3), por
lo que la Ley de Gauss V - E = 47p no es necesaria. Ademas, como la condicién V - B = 0
se cumple en todo instante de tiempo y B = B(z,t) depende sélo del espacio z y el tiempo
t, entonces

B(Z7t) = BJ_<Z>t)+BO'2a (45)

donde B, es el campo magnético perpendicular respecto al eje z.
Por lo tanto, para el modelo hibrido es suficiente resolver las ecuaciones de Faraday y
Ampére. Para ondas de bajas frecuencias se puede usar la aproximacién de Darwin, que

consiste en despreciar la corriente de desplazamiento en la ley de Ampére (2.6), por lo que
las ecuaciones para los campos son

10B
4
VXBZ%L (4.7)

donde J = Jiones — €1V €s la corriente total, con
']iones = Z qiniVi . (48)

A partir de (4.3), (4.7) y (4.8) se encuentra una ecuacién explicita para el campo eléctrico,

E = ! Kiv x B — 1Jiones> x B —kgV(nT,)| . (4.9)

ene 47 c

En resumen, las ecuaciones bésicas para el modelo hibrido son (4.1)—(4.2), (4.4), (4.6) y
(4.8)—(4.9).
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4.1.1. Normalizacion de las ecuaciones basicas

En plasmas magnetizados existen frecuencias y velocidades caracteristicas que dominan
en la dindmica del sistema. En particular, existen ondas electromagnéticas de frecuencias
cercanas a la frecuencia de ciclotrén de protones, €1,, que se propagan a la velocidad de
Alfvén, va, la que resulta de la oscilacion de iones en respuesta a una tension efectiva en las
lineas de campo magnético, similar a la fuerza de un resorte en tensiéon. Estas cantidades
estan definidas como

~BO 630 1
Vg = —F——, Q,=—, Np = — ) MNgMy 4.10
4 \/ 4mngmy, P mye 0 mp zs: (4.10)

donde ny es la densidad de masa y la sumatoria en s considera todas las especies de iones
del plasma. Para plasmas de protones y electrones, ng = n, = n..

Para las simulaciones, se normalizaran los tiempos y velocidades respecto de la frecuencia
de ciclotron €, y la velocidad de Alfvén v4, respectivamente. Los campos electromagnéticos
seran normalizados con respecto al campo magnético de fondo. Es decir,

- v Q

t=Qt e 7 =2 4.11
pY v UA’ z UAZ7 ( )

~ B ~ c E ~ J

B=— 10 ="—_= J = . 4.12
By’ va By’ enga (4.12)

Adicionalmente, la masa ms = ms/m, y carga §s = ¢s/e de cada especie seran normali-
zadas respecto a la contraparte de los protones, la densidad ny = ng/ng de la especie s
respecto a la densidad de masa, y se define el parametro beta de los electrones como

nokBjé 2k31¥
pe = B2/81  myu?
0 PYA

Finalmente, las ecuaciones basicas normalizadas para las simulaciones hibridas son

, (4.13)

dz; .
PRt (4.14)
d(;g - :T (E 49 X B) : (4.15)
OB - -
== -VxB, (4.16)
B (5B - i) < B 900 (.17
Jiones = Z ¢inivi, (4.18)
fe =S Gifts (4.19)

Para efectos préacticos, el método de simulacién consiste en resolver este sistema de ecua-
ciones en orden inverso, es decir partiendo de las densidades (4.18)—(4.19), los cuales son
fuente para resolver las ecuaciones de los campos (4.16)—(4.17), y finalmente usar estos cam-
pos para resolver la dindmica de los iones segin (4.14)—(4.15). Este esquema se muestra en
la figura 4.1.
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At Integracion de las ecuaciones de
movimiento

F,

T

Vi =X

Interpolacién Interpolacién

E;,B; E. X Vi— U,nT

1

Integracién de las ecuaciones para
los campos

E; B -~ U,n T At

Figura 4.1: Esquema Particula en celda: Ciclo de célculo del método PIC. Fuente: [34].

4.2. Discretizacion de las ecuaciones

Para el andlisis de esta seccidn, se trabajara con las ecuaciones normalizadas (4.14)-
(4.19). Consideremos una caja unidimensional de largo L, discretizada en N, celdas de largo
Az = L/N,, de modo que el nodo m se encuentra en la posicion Z™ = mAz. Las particulas
y campos electromagnéticos son avanzados en el tiempo en intervalos At, de modo que en el
paso n el tiempo es t,, = nAt. Los iones pueden moverse libremente entre celdas. Ademas, se
consideran dos celdas fantasmas, una en cada extremo de la caja, para simular condiciones
de borde periddicas (ver figura 4.2).

x= 0 HX . XMAX

|
I
Mesh point 1 2 3 NX  NX1 NX2

Figura 4.2: Esquema grilla unidimensional: Esquema de grilla unidimensional usada en
el cédigo hibrido de esta tesis. Fuente: [38].

4.2.1. Campos electromagnéticos

Para los campos, utilizaremos un esquema de derivadas en diferencias centradas. En el
caso de la ecuacién (4.16), las derivadas centradas en el tiempo equivalen al método leap-
frog (salto de la rana), por lo que el campo magnético B, = ]3(15 = t,) es conocido en
pasos enteros de tiempo, mientras que el campo eléctrico es conocido en pasos intermedios

E, 12 = B(t = tn41/2). Luego, la ecuacién (4.16) discretizada en el tiempo es

Bn+1 = Bn — At V x En+1/2 . (420)

Si el campo eléctrico es conocido en los nodos, de modo que E" = E,, (z = Z™), entonces
el esquema de derivadas en diferencias centradas en espacio es

=X (EmH ~nm+1/2)> (4.21)

m+1/2 Z
] n+1/2

[V X En+1/2 N
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: " : : . 5 m+1/2
lo cual exige que los campos magnéticos sean conocidos en la mitad de una grilla, Bj'* /2 =

B,(z = Zm1/2),

La ecuacién (4.20) depende del campo eléctrico a tiempo ¢t = t,41/2. A partir de la
ecuacién (4.17), se encuentra

~ 1 - ~ - - "~
En+1/2 == |:~_ (V x B — Jiones) x B — ~ v(ﬂeﬁe) ) (422)
Tle n+1/2

lo que significa conocer el campo magnético y las densidades a tiempo t,11/2. En el caso del
campo magnético, se usa una interpolacion lineal, de modo que

B2 = %(Bnﬂ +B,). (4.23)

Debido a las ecuaciones (4.22) y (4.23), la ecuacién (4.20) es una expresién implicita
para Bn+1: en el sentido que depende de ella misma. Para resolver esa ecuacion, en esta tesis
se utiliza iteracién funcional segiin el método propuesto por Horowitz [36,37]. En este caso
se supone, inicialmente, que el campo Bnﬂ — B, en (4.23), lo cual se usa para encontrar
E, 12 en (4.22) para luego actualizar el valor de B,,.; segiin (4.20). Este método se itera
varias veces hasta que el valor de los campos converja, lo que usualmente toma alrededor de

doce o quince pasos en situaciones ideales.

4.2.2. Resolviendo la dinamica de los protones

Una vez conocidos los campos, la dinamica de las particulas descrita por las ecuaciones
(4.14) y (4.15), se resuelve mediante el método de leap-frog (ver figura 4.3). Segun este
método, la posicién de las particulas z, = z(¢,) son conocidas a tiempo ¢, = nAt, mientras
que sus velocidades V,,11/2 = V(f,41/2) son conocidas en intervalos intermedios. Luego, la
discretizaciéon temporal de las ecuaciones (4.14) y (4.15) es

Zpg1 = Zn + At Typiga, (4.24)

Vot12 = V12 + h(E, + ¥, x B,), (4.25)
N 1. . .

v, = §(Vn71/2 + Viyiy2) (4.26)

donde se ha definido h = At §;/m;. Note que la ecuacién para v, /2 es implicita. Se puede
encontrar una ecuacion explicita para v,y tomando el producto punto y cruz con B,
[Forslund. Space Science Reviews, 42, 3-16 (1985); Matsumoto y Omura. Computer Space
Plasma Physics: Simulation Techniques and Software], lo que resulta en

Vnsrp = Nuo1jo+ h (En 4 gB,, + up Bn> , (4.27)

donde se han despreciado términos del orden de h? y

h? - h . ~ - h ~
A=1— ?'BnP , g = §Vn—1/2 . Bn7 Uy = Vn—l/? —+ §En . (428)
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Figura 4.3: Esquema del método leap-frog:. (arriba) Para ¢ = 0, tanto x como v se situan
el un punto inicial 0. El primer paso mueve z hacia At, mientras que v inicialmente vuele
medio paso hacia atras para luego avanzar un paso completo hacia At/2 como muestran las
lineas continua y discontinuas para v. (abajo) Muestra como el método leap-frog actia para
el calculo temporal de una fuerza F; dependiendo de como avanzan z; y v;. Fuente: [34]

4.2.3. Densidades y funcién de forma

Los campos electromagnéticos usados en (4.27) son evaluados en la posicion z, de la
particula. Sin embargo, en los métodos hibridos, las particulas pueden moverse libremente a lo
largo de la caja, por lo que esta posiciéon no siempre coincide con los puntos de grilla Z™ donde
se conocen las densidades y los campos electromagnéticos. Si las cargas fueran puntuales y el
si el numero de grillas es N, — oo (AZ — 0), de modo que los nodos representan un continuo
en el espacio, entonces las densidades y campos estarian bien definidas con expresiones de
la forma

donde 6(Z™ — Z,) es la delta de Dirac. En el caso de las simulaciones, donde el espacio es
discretizado, la dinamica de una particula seria afectada por los campos sélo si su posiciéon
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coincide con un nodo segin la ecuacién anterior. Pero esto no es util, asi que es necesario
generalizar la ecuacién anterior y pensar en las particulas como nubes de carga definidas
por una funcién de soporte finito S(Z™ — z,) llamada funcion de forma, de modo que las
densidades pueden ser interpolados como

ﬁn(gn) = Z S(Zm - 271)5? . (4-29)

Los campos electromagnéticos y corrientes se calculan usando la misma interpolacion.
Distintas expresiones para la funcién de forma dan origen a distintos modos de interpolacién
(ver figura 4.4). A continuacién se describen las funciones de forma mads utilizadas en la
literatura.

AxStx) 1
_ A 2 X
2 s
7
-Ax Ax X
J/4
/X
I x
z

Figura 4.4: Funciones de forma s: Diferentes esquemas de la funcién de forma s. (arriba)
Punto de grilla méas cercano - NGP method. Solo una celda de la grilla es usada, de manera
que todo el peso estadistico de s recae en esta unica celda. Con este método simplemente
podemos contar el nimero de particulas que existen en la distancia Az; = 1/Az (tamano
de cada celda de la grilla) en un punto cualquiera de la grilla. (medio) Nube en celda - CIC
method. (abajo) Spline parabdlico, el cual consiste en la unién de tres secciones parabolicas,
de largo Ax sin presencia de discontinuidad por pendientes. Fuente: [34].

Punto de grilla méas cercano (NGP)

El método de punto de grilla mas cercano (NGP por sus siglas en inglés) consiste en
contar el nimero de particulas cuya posicién esté entre Z™ — AZ/2 y Z™ + AZ/2, y asignar
ese numero al nodo Z™. Como las particulas se mueven dentro de la celda, eventualmente
una de estas particulas va a cruzar la frontera entre las celdas centradas en Z™ y Z™*!, Si
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la particula entra o sale de la celda m-ésima, significa que la densidad en esa celda crece
o decrece abruptamente, respectivamente. Esto hace que, para la simulacién, la particula
tenga una forma efectiva rectangular de ancho Az,

11 <12 7m 3,
S Zm — 4n) = ) =
( n) AZ {0 fuera AZ

por lo que la fisica segin este método es el de particulas de ancho finito en vez de particulas
puntuales (ver figura 4.4). Si bien este método es relativamente simple de implementar y
es de bajo costo computacional, los saltos en el niimero de particulas por celda hace que
las densidades y campos electromagnéticos resulten ser ruidosos tanto en tiempo como en el
espacio, lo cual puede afectar a la fisica del problema.

Nube en una celda (CIC)

Una mejora al método anterior consiste en considerar, desde un principio, a los iones
como nubes con un ancho finito. En el caso mas simple, esta nube es un rectangulo rigido de
ancho AZ, el cual no interactiia con otras particulas, es decir pasa a través de otras nubes
libremente mientras se mueve por la simulacién. Este método es conocido como nube en una
celda (CIC por sus siglas en inglés). A medida que la nube se mueve por las celdas, una
porcién h,, y h,41 de esa nube se encontrara en las celdas m y m + 1, respectivamente,
con h,, + h,, 1 = 1. Entonces, es la porcion h,, la que contribuye a la celda m. Usando un
analisis similar al del método NGP, la nube tendra una forma efectiva triangular que ocupa
dos celdas, de modo que

m oo 1 J1=|ul |ul<1 A

0 fuera

Explicitamente en la ecuacién (4.29), si la nube estéd centrada entre las celdas m y m+1,

~ o~ 1 m ~ N\ ~m ~ my\ ~m
pn(zn> = E [(Z 1 Zn)lan + (Zn -7 )pn +1} :

Este método, que es una interpolacion de primer orden, requiere evaluar dos puntos de
la grilla por cada particula, lo que lo hace un método computacionalmente mas costoso que
el anterior, pero las densidades y campos obtenidos son funciones mucho mas suaves.

Spline de segundo orden

Por otro lado, es posible considerar interpolaciones de mayor orden con el fin de suavizar
aun mas el perfil de densidad y con esto reducir el ruido numérico, pero a costa de eficien-
cia computacional. En la simulaciéon usada en esta tesis se ha considerado una funcién de
interpolacién de segundo orden, la cual emula la forma de una funcién gaussiana, como se
muestra en la figura 4.4. En este caso, la carga contribuye a tres puntos de grilla por cada
particula, aumentando el costo computacional, pero a medida que las particulas se muevan
a lo largo de la grilla, la variacién en la densidad de cada grilla serd mas suave, obteniendo
asi un perfil de densidades y campos con fluctuaciones numéricas mas débiles en comparacion
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a los casos anteriores.

En este caso, la funcién de forma es

3
1 2 _én
m oz \ — _ 1/3 =
S(Z™ = Z0) = 55 9 5 (§—|u|) 2 <u<3/2> *7
L0 fuera

36

(4.31)

Reemplazando explicitamente en (4.29), para una particula en la celda m, se obtiene

pn(gn) == Smflﬁnm_l + SMﬁnm + SerlﬁZH_l Y

donde
g - L|3_(Zr==m\|
AZ |4 AZ
1 1 3, —2m\?
sma=gzz | (7575 )

4.3. Esquema del cédigo hibrido

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Para resumir, se muestra un esquema del cédigo hibrido, mostrando a grandes rasgos

cuales son los pasos que realiza la simulacion, en la Figura (4.5).



CAPITULO 4. CODIGO HIBRIDO 37

t=t+1

N+1/2

n=N+1

Figura 4.5: Esquema principal del cédigo de simulacion: Esquema principal del codi-
go de simulacién usado en esta tesis, donde se muestran a grandes rasgos los pasos mas
importantes que realiza el codigo hibrido. Fuente: Elaboracién propia.



Capitulo 5

Simulaciones hibridas y Energia
magnética saturada

Para resolver las ecuaciones para los campos electromagnéticos hemos utilizado una
grilla unidimensional en la direccion x con condiciones de borde periodicas, compuesta de
Nz = 512 celdas de tamano Az = 2048, con 8192000 particulas. La velocidad y posicién
iniciales de cada particula se fijan de manera que para {2, = 0 se tenga una distribucion es-
pacialmente homogénea, y que la funcién de distribucion de velocidades sea bi-Maxwelliana.
El paso de tiempo normalizado utilizado es dt = 0,0025 y se realizaron 32768 iteraciones
hasta alcanzar un tiempo #{2, = 80, a menos que se indique lo contrario, considerando solo
protones y electrones como se indico en el capitulo anterior. Por otro lado, respecto al campo
magnético, debido a que el cédigo presenta solo una dimension espacial, el campo solamente
depende de la coordenada x (B = B(z)), V- B = 0 lo que implica que la componente B,
del campo se matiene constante igual a la magnitud de By para todo tiempo.

Las simulaciones permiten obtener cantidades macroscépicas para cada celda de simu-
lacion, lo que equivale a tener dichas cantidades como funcién de la posicién (coordenada x
en este caso), donde cantidades como temperatura, anisotropia térmica y campo magnético
total corresponderan a cantidades promediadas sobre todas las celdas de la grilla. Es decir,
el valor mostrado de cierta cantidad en un tiempo 2,¢, corresponde al promedio obtenido en
el intervalo (¢, £ dt)/2.

Antes de comenzar el analisis de los resultados obtenidos, introducimos la energia libre
para distribuciones anisotropicas. Si bien existen diferentes métodos para conocer o entregar
una cantidad de energia libre para que el sistema evolucione, en nuestro caso, para la dis-
tribucion bi-maxwelliana la energia libre es la deformacién de la distribucién respecto a una
distribucion estable. La Figura (5.1) muestra una deformacién de la distribucién de veloci-
dades de los protones bi-maxwelliana en (#€2, = 0) respecto al caso estable para (€2, = 80).
Cuan deformada se encuentra la distribucion, en esa proporciéon sera la energia libre que
posee el sistema al comienzo del proceso. Esta deformacién se relaciona directamente con los
pardametros anisotropia R y beta del plasma /3, iniciales. Las Figuras (5.1) y (5.2) muestran
2 casos de pardametros iniciales diferentes, donde la Figura (5.1) presenta R =7.0'y 3., =0.55,
la deformacion de la distribucién es clara, mientras que para la Figura (5.2) consideramos
R=3.2 pero 3., similar al caso anterior. Observamos en el ultimo caso una menor deforma-

38
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cién de la distribucion, lo que indica que la energia libre que posee el sistema considerado
en la Figura (5.2) es mucho menor que la que posee el caso de la Figura (5.1). Con esto
confirmamos que la energia libre disponible al inicio del sistema se encuentra relacionada
directamente con los parametros iniciales.

0 357 715 1072 1429 1786 2144 2501 2858

N
tQ,=0
1.0 —
= ]
3
1.0 )
05 i
Z 00
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1.5-1.0-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5-1.0-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Vi /v, Vi /V,

Figura 5.1: Deformacion de la distribucién bi-Maxwelliana 1: Deformacién y evolucién
temporal de la distribuciéon de velocidades bi-Maxwelliana en un régimen inestable, con
anisotropia inicial R =7.0 y beta de plasma (., =0.45. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.2: Deformacion de la distribucién bi-Maxwelliana 2: Deformacién y evolucién
temporal de la distribucién de velocidades bi-Maxwelliana en un régimen inestable, con
anisotropia inicial R =3.2 y beta de plasma f,,) =0.45. Fuente: Elaboracién propia.

Por otro lado, a energias libres més grande, mayores deben ser las tasas de crecimiento
de las ondas ion-cicltréon y maéas inestable sera el plasma. Esto tiene sentido considerando
nuevamente la Figura (2.8), donde los umbrales de estabilidad son en realidad una relacién
obtenida de la teoria cinética lineal entre la anisotropia y beta del plasma; asi entre mayor
energia libre, el sistema debe localizarse en estados superiores al umbral de estabilidad de la
inestabilidad ion-ciclotrén. Al final de la simulacién, el plasma debe llegar a la estabilidad,
como observamos en las Figuras (5.1) y (5.2) para t£2, = 80, donde el estado final del plasma
cae sobre o bajo el umbral de estabilidad, como se muestra en la Figura (5.3), sistemas con
energias libres diferentes y por encima del umbral de estabilidad. Se muestra su evolucién
hasta caer sobre o bajo el umbral.
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Figura 5.3: Energia libre de sistemas inestables: Resultados para 5 diferentes simula-
ciones comparados en la relacién R vs. 3,,. El pardmetro de anisotropia es el mismo para
todos los casos, mientras que los valores de 3., han ido variando por cada caso. La linea
continua corresponde al umbral de estabilidad para ~,, = 1072, donde #,, indica el valor
maximo de la tasa de crecimiento que se obtiene al resolver la relacion de dispersion para la
teoria cinética lineal. Fuente: [17].

Ya entendido como funciona la simulacion hibrida y entendidas definiciones importantes
para comprender sus resultados, realizamos simulaciones para diferentes valores de (3., y R.
Lo que hacemos es dejar 3., inicial fijo entre 0.30-0.55, y variamos R entre R=3.2-7.0 con
diferencias de R; = R;_1+0.2, donde 7 indica el nimero de la simulacién a realizar. Los
resultados son mostrados a continuacion.

5.1. Resultados de las simulaciones

Una vez iniciada la simulacién, toda la energia libre se encuentra contenida excitando las
particulas de la distribucion en direccion perpendicular respecto a By, tal como observamos
en las Figuras (5.1) y (5.2), donde la deformacién de la distribucién se ensancha en favor
de esta direccién, angostando la distribucion de particulas en la direccion paralela. De esto,
es facil deducir que la velocidad térmica de los protones en la direccién perpendicular vy, |
es mucho mayor que la velocidad térmica de los protones en direccion paralela. Este com-
portamiento influye directamente en la temperatura medida a lo largo de cada una de las
direcciones, donde T’ > T, se cumple para toda la simulacion. Esto se aclara en la Figura
(5.4), donde se observa que para R =1.0 (curva punteada), 5.0 (curva discontinua) y 7.0
(curva continua), y ,,=0.50 incial fijo para todos los casos, las energfas cinéticas perpendic-
ulares (curvas azules) son siempre mayores a las energfas cinéticas paralelas (curvas rojas),
ademas, las energias cinéticas perpendiculares presentan puntos de partida diferentes por
cada caso, no asi los casos paralelos, lo que nos permite inferir que la energia libre se alma-
cena en mayor proporcién en las particulas de la distribucién en direccién perpendicular. La
Figura (5.4) muestra como cambian las energias cinéticas en el tiempo, y que estos perfiles se
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cumplen para cualquier valor de parametros iniciales se escojan. El tiempo de la simulacién
se deja avanzar hasta t{2, = 500 con dt = 0,0153, solo con el propdsito de mostrar como
evolucionan las energias cinéticas para tiempos largos, lo que deja observar que K|, > K,
para toda la simulacién, y que solo se logra el equilibrio exacto (K|, = K,) para tiempos
exageradamente grandes (#€), — 00).
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Figura 5.4: Evolucién de las energias cinéticas para distribuciones de particulas:
Evolucién temporal de las energias cinéticas paralela y perpendicular para las curvas rojas
y azul, respectivamente. Las curvas continuas, discontinuas y punteadas corresponden a
Anisotropias iniciales 7.0, 5.0 y 3.0, respectivamente. El valor de 3,, se fija en 0.35 para
todos los casos. Fuente: Elaboracion propia.

Una vez comienza a correr el tiempo, el plasma busca la forma de homogeneizar la dis-
tribucién hacia una bi-maxwelliana sin perturbar (Figuras (5.1) y (5.2), derecha abajo), por
lo que buscara algiin mecanismo que permita llegar a ese estado. Usando teoria cinética lineal
podemos tener alguna idea de cual es el mecanismo usado [39-11]. Al resolver la relacién de
dispersién para plasmas bi-maxwellianos (seccién 2.1.1, relacién (2.36)) pudimos observar
que los modos que se excitan fuertemente corresponden a las ramas de i6n-ciclotrén, donde
ondas electromagnéticas ién-ciclotron crecen exponencialmente en amplitud, mientras que
las ramas magnetosonicas se mantienen en estado estable y los modos de orden superior
(MOS 1 y MOS 2) se ven fuertemente amortiguados, por lo que su aporte a la dindmica del
modelo usado en esta tesis es despreciable. De esta forma, el mecanismo del que dispone el
plasma deriva en excitar ondas de ién polarizadas circularmente izquierda y que presentan
vectores de propagacion en direccion paralela y anti-paralela respecto a la direccién privi-
legiada (dado que el codigo de simulacién solo contiene una direccién espacial, esta tnica
direccién se presenta como la direccién privilegiada). La excitacién de estas ondas se pro-
duce por efectos de transferencia de energia entre la distribucion de protones en direccién
perpendicular y la onda de i6n, de forma que los protones en direccién perpendicular ceden
parte de su energia cinética a las ondas, lo que explica los decaimientos exponenciales que se
observan en las curvas azules de la Figura (5.4). Las ondas, al absorber esa energia presentan
un crecimiento exponencial en sus amplitudes como indica la teoria cinética lineal, y debido
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a este crecimiento, los campos electromagnéticos de las ondas comienzan a crecer en inten-
sidad conduciendo al plasma a la inestabilidad de forma que mas ondas se ven excitadas vy,
dependiendo de si los valores de energia libre son muy grandes, ondas en direcciones oblicuas
aparecen con amplitudes pequenas [20], mas como el cédigo solo contempla una tinica direc-
cion, este efecto no se observa en los resultados de nuestras simulaciones. El aumento de los
campos electromagnéticos conllevan al hecho que las energias eléctrica y magnética de las
ondas crezcan exponencialmente (Figura (5.5)), donde si bien la energia eléctrica juega un
rol en la rica dindmica del plasma, encontramos que F, /B < 1, de forma que la energia
de la ondas i6n-ciclotrén se concentra principalmente en la energia magnética, dada por [412]

Wpg(t) = i/dz|B(z,t)|27 (5.1)
8

que corresponde a la energia magnética media. Sucesivo a esto, ondas comienzan a de-
splazarse por direcciones paralela y anti-paralela donde las distribuciones de protones en
esta direccién presentan una velocidad térmica menor (Figuras (5.1) y (5.2)) y por ello una
energia cinética bastante mas baja comparada a la energia de la distribucién de protones en
la direccién perpendicular; las ondas comienzan a ceden su energia a los protones, aumentan-
do exponecialmente su energia cinética y por efecto de esto, un aumento en la temperatura
medida a lo largo de la direccién paralela, T,. Esto se puede observar claramente en las
curvas rojas de la Figura (5.4), donde el aumento de la energia cinética paralela es casi
proporcional a la disminucién de la energia cinética perpendicular. Esa pequena diferencia
se explica en el hecho que las ondas en realidad no cesan completamente su aparicion, en
otras palabras, ain despues de un tiempo muy largo, las ondas existirdn aunque a muy
baja amplitud. Esto se observa claramente en la Figura (5.5) que corresponde a la evolu-
cion temporal de la energia magnética para los mismos casos simuladosla anteriormente,
donde al igual que para la Figura (5.4) el sistema se dejo evolucionar hasta t{2, = 500 sélo
con la intencién de comprender su comportamiento a escalas de tiempo grandes. Se observa
claramente un crecimiento exponencial al comienzo el cual identificaremos como la etapa de
excitacion, etapa en la cual los protones de la distribucion en direccién perpendicular ceden
su energia en favor de la ondas hasta que éstas no pueden crecer mas, llegando a la etapa de
saturaciéon [20], etapa donde la energia magnética se maximiza y el crecimiento exponencial
se detiene. Pasada esta etapa, comienza la etapa de relajacion, donde el decaimiento de la
energia es mucho més lento, claramente no presentando un decaimiento exponencial. Esto
puede justificarse en el hecho que hasta la saturacion, el sistema es dominado principalmente
por procesos lineales, permitiendo el crecimiento exponencial, pero pasada esta etapa, los
procesos no-lineales predominan, de manera que el decaimiento y relajacion sean mucho mas
lento. Otra explicacion posible radica en que, como la energia libre que el sistema posee para
realizar el proceso de estabilidad es finita, no es suficiente para lograr llevar al plasma a la
isotropia térmica (por primer principio de la termodindmica), pero al menos es suficiente
para que el sistema evolucione por debajo o en torno al umbral de estabilidad, logrando una
estabilidad aparente, o estado estacionario.
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Figura 5.5: Evolucién temporal de la energia magnética: Evolucién temporal de la
energia magnética de ondas electromagnéticas ién-ciclotréon en un régimen inestable, para
inestabilidad electromagnética ién-ciclotrén, para diferentes valores de anisotropia inicial
y beta de plasma inicial fijo para todos los casos. Las curvas continuas, discontinuas y
punteadas corresponden a Anisotropias iniciales 7.0, 5.0 y 3.0, respectivamente. El valor de
Bp=0 se fija en 0.35 para todos los casos. Fuente: Elaboracion propia.

5.2. Enmergia magnética saturada

En la seccién anterior pudimos concluir que la energia disponible que posee un plasma es
una relacion entre las energias cinéticas de los protones y la energia magnética de las ondas
electromagnéticas ion-ciclotrén, de manera que la energia total podemos interpretarla como

E = E,+F,
= K, +K,+Wpg, (5.2)

donde E, es la energfa asociada a los protones, E,, ala onda y E denota la energia total [13].
Recurrimos nuevamente a las simulaciones, ahora utilizando las condiciones indicadas al
comienzo del capitulo, esto es, tiempo méximo correspondiente a €2, = 80 y dt = 0,0025.
Bajo estas condiciones, la evolucion de la energia magnética se presenta como muestra la
Figura (5.6). Desde ahora nos enfocaremos en estudiar la saturacion de la energia magnética,
de ahi el corto tiempo de simulacion, pero con un alto niimero de particulas y asi concentrar
la densidad en la etapa de excitacion y saturacion, obviando los procesos no-lineales de la
etapa de relajacion.
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Figura 5.6: Evolucién temporal energia magnética: Evolucién temporal de la energia
magnética de ondas electromagnéticas ion-ciclotrén en un régimen inestable, para inesta-
bilidad electromagnética ién-ciclotron, anisotropia inicial R =7.0 y beta de plasma incial
B.p =0.45. Fuente: Elaboracién propia.

La Figura (5.7) presenta un grafico de espectro de potencia w — k de campo magnético
para el caso estable (R =1.0), donde nos muestra la intensidad del campo magnético para
una onda con frecuencia w, y numero de onda k, en algiin punto dentro del plano w, — k..
Observamos que las mayores intensidades de campo magnético se presentan en las ramas de
i6n y magnetosonicas, ramas que en la Figura (2.6) se encuentran justo sobre v = 0. De la
misma figura, y de la Figura (5.7) los modos de orden superior no juegan ningin rol en este
estudio, por lo que seran dejados de lado desde ahora.
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Figura 5.7: Espectro de potencia w—k de campo magnético caso estable: Espectro de
potencia de las intensidades del campo magnético para una simulaciéon y su comportamiento
asociado a la solucion de la relacion de dispersion para el caso estable, R =1.0. Fuente:
Elaboracién propia.
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Si bien un grafico de espectro de potencia w — k solo es valido para el caso estable,
en la Figura (5.8) se presenta un caso inestable. En esta figura podemos notar claramente
que las ramas de i6n no se sitian sobre las mayores intensidades de campo magnético,
donde se presentan casos con R=7.0 (curva continua), la anisotropia correspondiente al
tiempo final de la simulacién ¢€2, = 80 (linea discontinua), y la anisotropfa correspondiente
al tiempo de saturacién (curva café discontinua-punteada). Ninguna de las ramas de i6n
queda superpuesta sobre los maximos de intensidad de campo magnético, sino mas bien lo
encierran. Lo unico realmente 1til que podemos observar en la Figura (5.8) corresponde a
que en un caso inestable las ramas magnetosonicas presentan intensidades de campo muy
bajas, en correspondencia a lo que observamos en la Figura (2.6) (ramas magnetosénicas
se sitian siempre en v = 0). Si bien estas ramas presentan una tasa de crecimiento nula,
esto es, se mantienen sobre la estabilidad, ondas con pequenas amplitudes crecen de todas
maneras en estas ramas [28].
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Figura 5.8: Espectro de potencia w—k de campo magnético caso inestable: Espectro
de potencia de las intensidades del campo magnético para una simulacién y su comportamien-
to asociado a la solucion de la relacion de dispersion para un caso inestable, R =7.0. Fuente:
Elaboracién propia.

5.2.1. Identificando la saturacién de la energia magnética

De (5.2) podemos tener una idea de como se comporta la energia total. Dado que las
energias cinéticas evolucionan de manera inversa (una crece mientras la otra decrece), la
diferencia que falta para que sus tasas de cambio sean iguales la entrega la energia magnética,
la cual inicialmente crece para después de alcanzar el estado de saturacién, decrecer. Asi,
para que la energia total del sistema se conserve, la relacion que presenta la energia magnética
en funcién de ambas cinéticas se presenta en la Figura (5.9).
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Figura 5.9: Energia magnética vs. Energias cinéticas: Transferencia entre la energia
magnética y la energia cinética de la distribucién de particulas paralela (izquierda) y perpen-
dicular (derecha). Cada curva corresponde a una simulacién, con f3,, =0.55 fijo y anisotropias
iniciales desde 3.0 a 7.0, de izquerda a derecha, respectivamente, con aumento de 0.2 por ca-
da simulaciéon. Las condiciones iniciales se ubican graficamente sobre Wz = 0, con el tiempo
avanzando de derecha a izquierda para el grafico de arriba y de izquierda a derecha para
el de abajo. Los asteriscos indican la posicion donde se encuentra el maximo de la energia
magnética, es decir, donde la energia magnética satura. Fuente: Elaboracién propia.

Podemos notar que ambas gréficas en la Figura (5.9) presentan una etapa de crecimien-
to lineal, donde el tiempo avanza de izquierda a derecha para el caso Wp vs. K, (energia
magnética media vs. energfa cinética paralela, Figura (5.9, izquierda)) y de derecha a izquier-
da para Wp vs. K| (Figura ((5.9), derecha)). Se observa claramente que la energia cinética
perpendicular decrece en directo favor de la energia magnética y cinética paralela. Cada una
de las curvas representa una simulacion con parametros iniciales diferentes, los cuales varian
en anisotropia entre R=3.2-7.0, pero manteniendo el beta de plasma inicial /3.,=0.55, fijo.
Los asteriscos en la Figura (5.9, derecha) se ubican justo donde la energia magnética se hace
maxima, en otras palabras, donde la energia magnética satura.

De esta forma tenemos una referencia para identificar la saturacion de la energia magnética
para diferentes simulaciones con variados parametros iniciales. Lo que buscamos ahora es
poder encontrar esta saturacion en funcién de los pardmetros inciales R y (3,,. Para ello,
recurrimos primero a la teorfa cinética lineal. Bortnik et. al en su trabajo [20] fue capaz de
demostrar que existe una relacion entre la saturacion de la energia magnética en plasmas
proton-electron y el maximo de la tasa de crecimiento. En base a esto, realizamos un grafico
de anisotropia vs. beta del plasma, ambos en funcién del tiempo, como muestra la Figura
(5.10). Las condiciones iniciales de cada simulacién corresponden a la parte izquierda de
cada curva, mientras que las curvas negras corresponden a los umbrales de estabilidad para
valores de 7y entre 1071-107°, de arriba hacia abajo, respectivamente. Por otro lado las cruces
grises indican donde se ubica la saturacion de la energia magnética, los cuales se situan en
torno al umbral de estabilidad v = 107!, para (3., con valor inicial (a) 0.35, (b) 0.40, (c) 0.45
y (d) 0.50. El tiempo avanza de izquierda a derecha.
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Figura 5.10: Espectro de potencia de la energia magnética del umbral de estabili-
dad: Evolucion temporal de la anisotropia térmica en funcién de la evolucién temporal del
beta de plasma. Las condiciones iniciales de cada simulacién corresponden a la parte izquier-
da de cada curva, mientras que las curvas negras corresponden a los umbrales de estabilidad
para valores de v entre 107'-107%, de arriba hacia abajo, respectivamente. Por otro lado
las cruces grises indican donde se ubica la saturacion de la energia magnética, los cuales se
situan en torno al umbral de estabilidad v = 107! para 3,, con valor inicial (a) 0.35, (b) 0.40,
(c) 0.45 y (d) 0.50. El tiempo avanza de izquierda a derecha. Fuente: Elaboracién propia.
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De lo observado en la Figura (5.10), estudiamos como se comporta la energia magnética
saturada en funcion de la anisotropia térmica y beta del plasma. Nos restringimos solamente
al régimen inestable; para esto, restaremos entonces el valor de la anisotropia del umbral
de estabilidad para v = 107! a cada una de las anisotropias iniciales, respecto al beta del
plasma asociado usando la ecuacién y valores descritos por Hellinger et al. de la forma [15]

. a
R =1+ BB (5.3)

La Figura (5.11) muestra claramente un comportamiento lineal de la saturacién de la
energia magnética en funcién de la anisotropia inicial, donde cada asterisco corresponde a
una simulacion. Cada simulacion presenta condiciones iniciales donde los asteriscos de color
negro, rojo, verde, celeste, dorado y rosa, corresponden a casos con 3, 0.55, 0.50, 0.45, 0.40,
0.35 y 0.30 respectivamente. Las anisotropias iniciales varfan entre 3.2-7.0 para (3., =0.55,
0.45 y 0.40, 5.0-7.0 para f,,= 0.35, 0.30 y 3.0-7.0 para 3,,=0.50 saltando R =4.2 simple-
mente con la intencién de ser predicho mas adelante, para comprobar nuestros resultados.
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Figura 5.11: Energia magnética saturada: Comportamiento lineal de la saturacion de la
energia magnética en funcién de la Anisotropia inicial, donde cada asterisco corresponde a
una simulacion. Cada simulacion presenta condiciones iniciales donde los asteriscos de color
negro, rojo, verde, celeste, dorado y rosa, corresponden a casos con f3,, 0.55, 0.50, 0.45, 0.40,
0.35 y 0.30 respectivamente. Las anisotropias iniciales varian entre 3.2-7.0 para (3., =0.55,
0.45 y 0.40, 5.0-7.0 para 3.,= 0.35, 0.30 y 3.0-7.0 para f3,,=0.50 saltando R =4.2. Fuente:
Elaboracién propia.

Podemos suponer que la relacion lineal entre la saturacion y la anisotropia inicial mues-
tra un comportamiento suficiente como para satisfacer leyes de escala. Para corroborar esta
idea y convencernos que es asi, analizamos la pendiente de cada una de las posibles rectas
que se observan para cada (3., inicial asociado. La Figura (5.12) nos muestra que la relacion
entre las pendientes de las curvas de la Figura (5.11) y /3., también presentan un caracter
marcademente lineal, aclarando nuestra suposiciéon ya que se infiere directamente que una ley
de escala se hace presente en la la energia magnética saturada, saturaciones que presentan
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Figura 5.12: Pendiente energia magnética saturada: Comportamiento lineal de la pen-

diente comprendido por la saturacion de la energia magnética en funcién de la Anisotropia
inicial, respecto a f3,.. Fuente: Elaboracién propia.

dependencia de los pardmetros anisotropia térmica R y beta de plasma £, iniciales.

De lo anterior, somos capaces de realizar un ajuste lineal de las saturaciénes de la energia
magnética, ajuste que cumpla con las condiciones de presentar una dependencia directa
respecto a los pardametros iniciales, y presentar al mismo tiempo una ley de escala. Podemos
entonces representar el comportamiento de cada conjunto de simulaciones dependientes de
un mismo 3, inicial fijo, como una relacién lineal de la forma

WBS(R) = WE -+ Mmwg, (R a2 R*) s (54)

con W}, el valor de la energia magnética sobre el umbral de estabilidad R*. Asi, considerando
el hecho que las pendientes de cada conjunto de simulaciones myy,, se presentan como una
recta en la Figura (5.12), tenemos que la pendiente en (5.4) se reescribe en funcién del
pardmetro (3., como

My, (ﬁzp) - CﬁZp + d7 (55)

donde las constante ¢ =-0.00132328 y d =0.0289289 presentan valores independientes de los
parametros iniciales, esto es, el ajuste lineal debe incluir si o si estos valores, ya que son estas
constantes las que presentan la verdadera forma de la ley de escala en el comportamiento
de la energia magnética saturada. Finalmente, el ajuste lineal que encontramos presenta la
forma

Ws(R, Bp) = Wi, + (—0,001323283., + 0,0289289)(R — R*) (5.6)

ajuste que corresponde a las lineas de colores en la Figura (5.13).
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Figura 5.13: Ajuste de la energia magnética saturada: Comportamiento lineal de la
saturacion de la energia magnética en funcién de la Anisotropia inicial. Una ley de escala se
hace presente en la relacién de las saturaciones en funcién la anisotropia inicial R y beta de
plasma f3,,. Fuente: Elaboracién propia.

El hecho de encontrar una ley de escala para la saturacion de la energia magnética en
funcion de los pardametros inciales indica que dentro de todo el proceso de inestablidad y
perturbaciones, el sistema presenta un orden, de forma que el sistema que se quiera estudiar,
independiente de las condiciones que se puedan dar, tal como plasmas en laboratorio o es-
paciales, la energia magnética saturada de ondas electromagnéticas ion-ciclotrén en plasmas
protén-electrén puede ser conocida con solo saber los valores de anisotropia térmica y beta
del plasma iniciales.

Por otro lado, hacemos un comparativo con el método realizado por Bortnik et al. en [20],
método que como describimos anteriormente, utiliza soluciones de la relacion de dispersion
para llegar al mismo cometido que realizamos nosotros de encontrar los valores de saturaciéon
de la energia magnética, donde Bortnik utiliza el méaximo de la tasa de crecimiento, en
comparacion a nuestro trabajo donde teoria cinética lineal solo fue usada para obtener los
valores del umbral de estabilidad. Un trabajo nosotros utilizando los mismos fundamentos
que lo hecho en [20] fue realizado, donde lo que encontramos fue una ecuacién de la forma

Wps = 12 (yg + 0,002\ﬂ79))2 +20(v,)?, (5.7)

donde v, = 7, /v, es la razén entre el valor maximo de la tasa de crecimiento méxima 7, y
la velocidad de grupo v, = dw/dk.



CAPITULO 5. SIMULACIONES HIBRIDAS Y ENERGIA MAGNETICA SATURADA52

0055 — T T

0.045 E

0.03

Wg

0.025 E

0.01 f E

0.00°¢ . .
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
K|

Figura 5.14: Métodos de Bortnik y Davidson: Comparativo entre los resultados
obtenidos usando nuestro método basado en el trabajo de Bortnik (triangulos celestes) y
los bordes termodindmicos que predice el trabajo de Davidson (cuadrados rojos y rombos
naranjos) considerando para este caso valores arbitrarios que dependen de datos de la simu-
laciéon misma. Estos dos métodos los comparamos respecto a valores de saturacién obtenidos
para un conjunto de simulaciones, identificados por los asteriscos negros. Fuente: Elaboracién
propia.

La relacion (5.7) es bastante mas complicada que la encontrada en (5.6), dado que pre-
senta un polinémio de grado 3, mucho mas dificil de resolver que una relacion lineal como
la que logramos encontrar realizando este estudio. Por otro lado, también realizamos otro
andlisis similar guiandonos por el trabajo de Davidson y Tsai en [21], el cual si bien no
trata especificamente de encontrar los valores de la energia magnética saturada, si entrega
informacion de los rangos o bordes entre los cuales la energia electromagnética variara. La
Figura (5.14) muestra un comparativo entre los resultados obtenidos usando nuestro méto-
do basado en el trabajo de Bortnik (triangulos celestes) y los bordes termodindmicos que
predice el trabajo de Davidson (cuadrados rojos y rombos naranjos) considerando para este
caso valores arbitrarios que finalmente dependen de datos de la simulacion misma. Estos dos
métodos los comparamos respecto a valores de saturacion obtenidos para un conjunto de
simulaciones, identificados por los asteriscos negros.

5.3. Evoluciones temporales

Hasta ahora hemos trabajado practicamente en estados estacionarios, salvo para justificar
el uso de los valores de la energia magnética y anisotropia respecto al umbral de estabilidad
para v = 107!, esto en el hecho que el valor de la energia magnética saturada se sitiia en
un punto en especifico de la evolucion de esta energia. Sin embargo, la energia magnética
presenta cambios en el tiempo, tal como observamos en la Figura (5.6), de aqui el interes de
encontrar una relacion que prediga el tiempo que requiere el sistema en evolucionar hasta el
estado de saturacién de la energia magnética.
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Recurrimos nuevamente a simulaciones con 2, = 600 solo con la necesidad de cono-
cer como evolucionan las energias involucradas. Las Figuras (5.15), (5.16) y (5.17) presen-
tan la evolucion temporal de las energias involucradas para valores de pardametros iniciales
B.p =0.35 y R=3.0, 5.0 y 7.0 respectivamente. Las rectas rojas en cada gréfica indican el
tiempo correspondiente a la energia magnética saturada. De estas figuras, podemos observar
que, tal como podiamos esperar de la Figura (5.9), las energias cinéticas presentan evolu-
ciones inversas, esto es, la energia cinética perpendicular disminuye asintoticamente en el
tiempo, mientras que la paralela aumenta de la misma manera, esto para llevar al plasma
hasta el equilibrio térmico. Asi mismo, podemos observar que el tiempo que requiere el sis-
tema para saturar depende directamente de la energia libre que posee el sistema, donde a
mayor valor de anisotropia inicial menor sera el tiempo que demora la energia magnética
en maximizarse, por lo que esto nos da un indicativo de que el tiempo de saturacion se
encuentra relacionado con los parametros iniciales.
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Figura 5.15: Evolucién temporal de las energias 1: Evolucion temporal de las energias
involucradas para valores de parametros iniciales R=3.0 y /3., =0.35. Las rectas rojas indican
el tiempo correspondiente a la energia magnética saturada. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.16: Evolucién temporal de las energias 2: Evolucion temporal de las energias
involucradas para valores de parametros iniciales R=5.0y /3., =0.35. Las rectas rojas indican
el tiempo correspondiente a la energia magnética saturada. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.17: Evolucién temporal de las energias 3: Evolucion temporal de las energias
involucradas para valores de parametros iniciales R=7.0y /3., =0.35. Las rectas rojas indican
el tiempo correspondiente a la energia magnética saturada. Fuente: Elaboracion propia.
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Al realizar la derivada temporal de la energia cinética total, de las Figuras (5.18) y (5.19)
observamos que entre {2,t =0 y el proximo tiempo donde la energia cinética total vuelve a
cero la evolucion es representada por una gaussiana, mientras que el resto de la evolucién la
representamos por un polinomio de grado dos. Asi, la evolucién de la derivada temporal de
la energia cinética total de los protones la ajustamos por una ecuacion de la forma

dK 1 7—4A

gy~ Aecr (‘§< 1,

)2) + Az + Ay + AsT?, (5.8)

donde 7 = Q,t, Ay corresponde a la amplitud, A, al centro y A, al ancho de la gaussiana.
En las Figuras (5.18) y (5.19) las curvas negras son los datos obtenidos tras las simulaciones
numéricas, mientras que las curvas rojas discontinuas muestran el ajuste escogido.
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Figura 5.18: Derivada temporal de la energia cinética total 1: Cambio temporal de la
energia cinética total para 3,, =0.50 y (arriba) R =7.0 (medio) R =5.2 y (abajo) R =3.2.
Las curvas rojas representan el ajuste gaussiano sumado a un arreglo polinomial. Fuente:
Elaboracién propia.
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Figura 5.19: Derivada temporal de la energia cinética total 2: Cambio temporal de la
energia cinética total para 3,, =0.40 y (arriba) R =7.0 (medio) R =5.2 y (abajo) R =3.2.
Las curvas rojas representan el ajuste gaussiano sumado a un arreglo polinomial. Fuente:
Elaboracién propia.

Realizamos ahora una integraciéon de la ecuacién (5.9) respecto al tiempo

Tf Tf
o=
0 0

y lo que obtenemos es una ecuacion de la forma
s Al — T A1 )
K(1)=K(0) — AgAgy /= |erf | —— | —erf | ——
7= R “\ﬁ (\/QAQ) (ﬂAz

Lo que hacemos es reescribir los términos Ag, A1, As, Az, A4, A5 en funcién de los paramet-
ros macroscopicos iniciales, de la misma forma que lo realizado para encontrar la energia
magnética saturada en la seccién pasada. Asi, lo que encontramos entonces es

l(T—Al
20 A

dr, (5.9)

AoeXp (— )2) + A3 + A4T + A5’7'2

1 1
-+ AgT -+ §A4T2 + §A57'3 s

(5.10)
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A = [0,004680478% — 0,0050640383 + 0,00102232] (R — R*)?
+ | = 0,0381927452 + 0,03124055 — 0,00711628] (R — R*)
+ [0,062955632 — 0,05520898 + 0,0129512} ,
_ (5.11)
Al = [4,13643 — 20,33428 + 20,78926%] (R — R*)?
+ | 40,9595 + 207,7708 — 212,8448| (R — R*)?
+ [120,166 — 61,8675 + 683,4786| (R — R*)
+ |~ 63,4074 + 590,5038 — 637,4415?] |
Ay = | — 1089436 + 71,1003} exp {(1,933488 — 1,85179)(R — R")}
+ [ = 2148068 + 3,12791} :
(5.12)
que corresponden a los términos que acompanan a la funcion error, y
As | 0,00140501 + 0,009793635 — 0,021950552 + 0,0161118ﬁ3] (R — R*)?
—0,0169540 —0,1190098 + 0,2688183% — 0,19824()63] (R — R*)?
| 0,0659507 + 0,4651935 — 1,057908° + 0,78369353] (R — R
0,0827172 — 0,5848240 + 1,336263% — 0,99400253] ,
_ (5.13)
Ay 0,000128493 — 0,00095168083 + 0,0022925232 — 0,0017934953} (R— R*)?
| 0,00105926 + 0,007845735 — 0,018793952 + 0,014650253] (R — R*)
0,00209162 — 0,01555083 + 0,03716445% — 0,028863853} :
(5.14)
As | 1,41400¢ — 06 + 1,04850¢ — 0543 — 2,52900¢ — 0532 + 1,97264¢ — 0553} (R— R*)?

1,18675¢ — 05 — 8,77960¢ — 055 + 0,00021036652 — 0,00016357453] (R — RY)

| 2.40196¢ — 05 + 0,000178072 — 0,0004251023% + 0,00032946253] :

que corresponden a los términos del polinémio.
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Las relaciones (5.11)-(5.15) en conjunto, correspondientes a los términos de la ecuacion
(5.10), representan la evolucién temporal de la energia cinética total para diferentes conjun-
tos de Ry f3.p, con rangos de validez para 3., =0.30 y 0.35 con R=5.2 - 7.0 y /3., =0.40 -
0.55 con R=3.2 - 7.0. La Figura (5.20) muestra los ajustes realizados con la ecuacién (5.10)
utilizando las relaciones (5.11)-(5.15). Las curvas negras muestran los datos obtenidos de las
simulaciones, mientras que las curvas discontinuas purpuras representan el ajuste obtenido.
Los parametros iniciales que utilizamos para estos casos son R=7.0 para todos los casos y

(izquierda) f,, =0.55 (derecha) 3., =0.45 y (abajo) 5., =0.35.
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Figura 5.20: Ajuste evolucién energia cinética total: Ajustes realizados con la ecuacién
(5.10) utilizando las relaciones (5.11)-(5.15). Las curvas negras muestran los datos obtenidos
de las simulaciones, mientras que las curvas discontinuas purpuras representan el ajuste
obtenido. Los pardmetros iniciales estan dados para R=7.0 y (izquierda) j,, =0.55 (derecha)
B.p =0.45 y (abajo) B, =0.35. Fuente: Elaboracién propia.

Ya tenemos una expresion que nos permite representar la evolucién de la energia cinética
total de los protones, de manera que ahora es imperioso buscar la forma de poder representar
la evolucion temporal de la energia magnética; para realizar esto, utilizamos las constantes del
movimiento (3.37) y (3.38), donde encontramos que para Q,t =0, C; = K,(0)y C, = K,(0),
esto debido a que en §2,¢ = 0 la energfa magnética inicial es despreciable, por lo que los otros
términos en (3.37) y (3.38) que dependen de Wx(t) los despreciamos, dando entonces que
las constantes del movimiento tienen por valor los correspondientes valores iniciales de las
energias cinéticas de los protones. Lo ultimo presenta concordancia con lo que mostramos en
la primera seccion de este capitulo, donde inferimos que la energia libre que posee el sistema
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inicialmente se almacena en las particulas. Si sumamos ambas constantes

Ci+C, = Ki(0)+K.,(0) =K. () + K.(7) + Wy(7)
= K(1)+ Wg(7) (5.15)

encontramos que la energia magnética queda expresada por

Wa(t) = Cu+C.—K()
(V) ()

donde la representacion de la ecuacién (5.16) la observamos en la Figura (5.21) para los
mismos casos utilizados para la energia cinética total.

m
— Aodoy [T

1 1
+ A3’7’ + §A47'2 + §A57'3

(5.16)
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Figura 5.21: Ajuste de la evolucién de la energia magnética: Ajustes realizados con la
ecuacién (5.16). Las curvas negras muestran los datos obtenidos de las simulaciones, mientras
que las curvas discontinuas purpuras representan el ajuste obtenido. Los parametros iniciales
estan dados para R=7.0 y (izquierda) ., =0.55 (derecha) 3., =0.45 y (abajo) (., =0.35.
Fuente: Elaboracién propia.

Ya hemos encontrado expresiones que nos permiten representar el comportamiento de las
evoluciones temporales de las energias cinética total de los protones y magnética de las ondas
ién-ciclotréon. Ahora debemos encontrar una expresién que nos permita predecir los tiempos
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Bap 0.35 0.45 0.55
T, simulaciones | 27.7868 18.3445 16.7041
T, erf(x) 21.792662 | 20.812681 | 18.823677

Cuadro 5.1: Tiempos de saturacién simulaciones vs. método funcién error: Cuadro
de comparacién entre los tiempos de saturaciéon obtenidos por medio de simulaciones (7
simulaciones) y el tiempo de saturacién obtenido utlizando la expresién obtenido (7, erf(x))
con R =7.0. Fuente: Elaboracion propia.

en que la energia magnética saturara, tal como lo hicimos con las expresiones anteriores,
esto es, el tiempo en funcién de R y f,,. Para esto, tomamos nuevamente la ecuacién (5.9) e
igualamos a cero, de manera que por criterio de puntos criticos [25], si la energia magnética
saturada es el maximo de Wp, ese mismo tiempo corresponde al minimo de K. Asi,

dK < 1 7—A

— = Agexp 5( 4

d )2) + Ay + AT + A5 = 0 (5.17)
-

despejamos el tiempo de saturacion correspondiente, donde hacemos 7, = ),t;, de manera
que obtenemos

7= |24:7, — A2 4+ 2A%n ] " (5.18)
® ° ! 2 A57'52+A47'S—|—A3

ecuacion que nos permite predecir el tiempo que tarde el sistema en llegar a la etapa de
saturacion. La ecuacién (5.18) es una ecuacion trascendental, la que sélo podemos resolver
por medio de métodos ntmericos, en nuestro caso, utilizando el método de Miiller para la
iteracion.

El Cuadro (5.1) muestra la diferencia que existe entre los tiempos de saturaciéon encon-
trados bajo simulaciones y utilizando la relacién (5.18). La diferencia existente entre ambos
pares de datos se debe a que en nuestro método, encontramos el tiempo correspondiente
al primer maximo, siendo que en las simulaciones se observa que en casos con menor en-
ergia libre después del primer méximo hay una energia remanente que no es posible de
representar utilizando el arreglo polinomial. Por lo tanto, nuestro método corresponde a una
representacion aproximada de la evolucion temporal de las energias presentes en la dinamica
de excitacion y relajacion para sistemas que se encuentren dentro del rango de validez dicho
anteriormente.



Capitulo 6

Conclusiones y Discusion

En el Capitulo 2 se derivé la relacion de dispersion cinética para ondas electromagnéticas
en plasmas que se propagan a lo largo de un campo magnético de fondo usando funciones
de distribucién de velocidades ‘arbitrarias’, dada por la ecuacién (2.34). Tras linealizar las
ecuaciones de Vlasov-Maxwell se encontro una expresion generalizada para la relacion de dis-
persion. Las soluciones que entrega esta relacion para una distribucion particular se pueden
hallar en la literatura [3,5,7,9,10,22,24,44 45]. En la seccién (2.1.1) se considerd una funcién
de distribucion de velocidades bi-maxwelliana, encontrando las tasas de crecimiento para on-
das electromagnéticas ion-ciclotrén, tasas exponenciales que indican si las ondas se excitan
o se amortiguan. Por otro lado, se sentaron las bases de este trabajo identificando en detalle
la inestabilidad utilizada a lo largo de esta tesis. En particular, se verifico que el inico modo
que se excita en todos los casos corresponde a la rama ién-ciclotrén [27,35], mientras que los
modos de orden superior (MOS 1 y MOS 2) estan todos amortiguados [23, 28].

Debido al hecho que la teoria cinética lineal sélo entrega informacién de si el plasma es es-
table o inestable, y asociado a esto, el tipo de inestabilidades, en el Capitulo 3 se encontraron
constantes del movimiento que permitieron constatar que el crecimiento de las amplitudes de
las ondas esta acotado, y en consecuencia, el crecimiento de la energia electromagnética limi-
tado por la energia libre almacenada en la anisotropia térmica de la distribucién de protones.

Dado que la evolucién temporal de un plasma inestable es en general no-lineal, se pro-
cedio al uso de simulaciones numéricas para estudiar la evolucion de las cantidades fisicas
de interés. Estas simulaciones fueron realizadas con un coédigo hibrido, el que se describié en
el Capitulo 4. Este cddigo es similar al que se presenta en la literatura [34-38, 16], pero con
modificaciones como las usadas por Araneda en varios de sus trabajos [28,47]. Se describieron
ademas las funciones de forma que representan las superparticulas en la grilla, indicando la
relacién con el calculo de los campos electromagnéticos [36] y cdmo se determinan numéri-
camente la velocidad y posicién de las particulas (protones) en cada iteracion.

En el Capitulo 5 se describieron graficamente los resultados de las simulaciones. Se corro-
boraron las bases del modelo fisico planteado en el Capitulo 2, como la inestabilidad y las
perturbaciones asociadas a ésta. Se definié el concepto de energia libre para distribuciones
bi-maxwellianas, donde se comprobd la relacién que existe con la anisotropia térmica de las
distribuciones, tras observar como se deforman estas distribuciones de velocidades debido a
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efectos anisotropicos. Se explico el mecanismo que utilizo el plasma para llegar a un estado
estable por transferencia entre las energias cinética de los protones y la energia magnética de
las ondas i6n-ciclotrén, proceso que fue representado en la Figura (5.9). Se observé también
que la energia magnética de las ondas presenta tres etapas distinguibles (excitacién, satu-
racion y relajacion) identificando la saturacién que representa el valor méximo que alcanza
la energia magnética [20]. Se restringié el andlisis a regiones inestables, al considerar sis-
temas que se encuentran por encima del umbral de estabilidad, hallado mediante el uso de la
teorfa cinética lineal, utilizando como referencia la ecuacion (5.3), senalada por Hellinger [15].

Se obtuvieron resultados satisfactorios respecto a los objetivos de esta tesis. Se encon-
tré una relacién lineal entre la energia magnética saturada y los pardametros macroscépicos
iniciales Ry [3.,, expresién que posee un rango de validez para R entre 3.0-7.0 y para 3,
entre 0.30-0.55. Esta relacién lineal satisface leyes de escalas como muestra la ecuacién (5.6);
al mismo tiempo se encontré que a mayor energia libre, el valor de la energia magnética
de saturacién es mas grande, dentro del rango de validez de la ecuacién. La expresién (5.6)
es bastante mas sencilla que la relacién (5.7), relacién que se obtuvo de manera analoga
a los trabajos de Bortnik et al. [20] y Davidson y Tsai [21]. Por otro lado, el trabajo de
Davidson y Tsai [21] se enfoca en encontrar cotas a la energia electromagnética. El problema
que presenta este tltimo método, tal como lo informan en [21], es que los resultados pueden
variar hasta en un orden de magnitud; ademas, el trabajo de Davidson requiere informacién
de simulaciones numéricas, lo que va justamente en contra del proposito de este trabajo, ya
que la meta era lograr predecir la energia magnética saturada para valores de los parametros
macroscopicos iniciales (R y (,,) sin la necesidad de recurrir a las simulaciones para ello.

Por otro lado, utilizando las constantes del movimiento obtenidas en el Capitulo 3, se
encontraron expresiones que entregan una descripciéon aproximada de la evolucién temporal
de las energias cinética total de los protones y magnética de las ondas ion-ciclotréon. Estas
expresiones dependen, al igual que la encontrada para la energia magnética saturada (véase
ecuaciéon (5.6)), de los pardmetros macroscopicos iniciales. Finalmente, se encontré una ex-
presion que permite predecir el tiempo que le toma a un plasma con parametros iniciales
dados, llegar a la etapa de saturacién.



Apéndice A
Funcién de dispersion de plasmas

La funcién de dispersién de plasmas, Z(&) [18] es una funcién que se define como

R Y et

Estd relacionada con la funcién error de argumento complejo (ver apéndice B de [5]) y aparece
recurrentemente en la descripcion cinética de plasmas con ciertas funciones de distribuciones

de velocidades, tales como bi-Maxwellianas. Ademas, la region Im(§) < 0 definida por
continuidad analitica como

Im(£) >0 (A.1)

e” / —
2(6) = N Pdt —i— it e € Im(€) =0 (A.2)
f dte +227r 27 Im(£) <0

donde P corresponde al valor principal de Cauchy [19], donde el contorno de Im(§) vs. Re(§)
encierra al polo ¢t = €.

Jm(&)
” Re(€) " & . Re®
e g_ kv
(a) Caso inestable, Im(&) > 0 (b) Caso amortiguado, Im(&) < 0

Figura A.1: Continuidad analitica de la funcion de dispersion de plasma, Z: Con-
tinuacién analitica por deformacién del camino de integracion para Re(§) > 0 e (izquierda)
Im(§) > 0, (derecha) Im(&) < 0.

A continuacién se explicitaran algunas de las propiedades de la funcién de dispersion de
plasma que son de utilidad dentro de esta tesis.
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A.1. Propiedades

La funcién de dispersion de plasma posee las siguientes propiedades:

s Diferenciacion

Lo dzZg) 1 [ et
70=5 = 7w

= —2[1+&Z(9)] (A.3)

s Fcuacién diferencial

*Z(§)
de?

dz(§)
dg

+2¢ +22(£) =0 (A.4)

= Separacion de variables

Argumento real, Im(§) =0

Argumento imaginario, Re(§) = 0

Z(€) = iv/me!™ [1 — erf(¢)], (A.6)

con erf(x) la funcién error [49)].

A.1.1. Aproximaciones asintéticas

R
Para estos casos, donde los procesos térmicos no predominan, se cumple que |w, +ivy| <
|kvr|, de manera que la funcién Z presenta una expansién asintética de la forma
siguiente

Z(&)%—2§+§§3+--- (A7)
= ¢ >1

Para estos casos, donde los procesos térmicos son ahora predominantes, se cumple que
|w, + 7| > |kvr|, y su expansién correspondiente toma la forma

Z@)~—7— 55— — (A.8)
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Propiedades de simetria

De su definicién, es facil determinar las siguientes relaciones de simetria de la funcion
Z [

= Simetrias

2¢) = |26 - 2ivre® (A.9)
Z2(=¢) = 2ivme™™ = Z(§) = -[Z(&)" (A.10)
Z(6) = Z(&) —2ivme €, Im(€) <0 (A11)

con &* el conjugado del complejo € (£* = Re(€) —iIm(€)), y Z(€) el conjugado de Z(€)



Apéndice B
Polarizacion de ondas i6n-cilotron

En esta tesis se ha trabajado con ondas circularmente polarizadas, por lo que conviene
definir bien la convencién usada para etiquetar los dos sentidos de polarizacién existentes.
Se denotard que una onda es circularmente polarizada izquierda/derecha como aquella cuyo
campo eléctrico rota en sentido horario/antihorario al observarla a lo largo de la direccién
del campo magnético estatico de fondo Bge., con frecuencia positiva w > 0, y que se propaga
hacia el observador, tal como se muestra en la Figura (B.1)

| 1

o

a
TN

X

Figura B.1: Polarizacién circular: Geometria de ondas circularmente polarizadas izquierda
(L) y derecha (R) con vector de propagacion a lo largo de By. Fuente: [3].

Debido al campo magnético del ambiente By, los iones/electrones giran con movimiento
ciclotrénico en el mismo sentido horario/antihorario que una onda izquierda/derecha, obser-
vando a la onda. Es decir,una onda L/R puede ser resonante con los iones/electrones [3].
Ademas, la corriente generada por el movimiento ciclotrénico de los iones/electrones, J;/q; ,
va en sentido horario/antihorario (en el mismo/opuesto sentido que ellos), como es necesario
para generar un campo magnético inducido contrario al campo del ambiente By de acuerdo
a la ley de Lenz [14].

La Figura (B.2) muestra la forma en que se desplaza una onda tipo ién en el espacio y
tiempo.

66



APENDICE B. POLARIZACION DE ONDAS ION-CILOTRON 67

ExB

Q9=

Figura B.2: Desplazamiento helicoide de una particula: Movimiento real de una
particula (protén) Movimiento real de una onda circularmente polarizada en torno al campo
magnético, desplazandose en direccién paralela al campo. Fuente: [3].

B.0.2. Representacion de ondas circularmente polarizadas

Una onda de polarizacién circular propagandose a lo largo de un campo magnético
estdtico en direccién €, positiva y con w > 0, se supondrd representada por un campo
magnético complejo B(z,t) = By(k.,w)e!™ Y con By(k,,w) la transformada de Fourier
del campo B, de modo que la parte real de sus componentes sea

Re(B,) = Bcos(k.z — wt) = Re(Be!**=) (B.1)
Re(B,) = +Bsen(k,z — wt) = Re(FiBe>=Y) (B.2)

donde el campo magnético mantendra una magnitud constante B y girara en la forma
0 -

indicada en la Figura (polar) conforme avanza el tiempo [3,5,9,44,45]. Luego, para la fase
de una onda L/R tenemos la relacién

B, = FiB, (B.3)

Lo anterior permite justificar la eleccién de la forma en que las componentes transversales
del campo magnético se suman. Se tiene que BT = Bx-+iBy representa ondas de polarizacion
izquierda y B~ = Bx —iBy aquellas con polarizacién derecha. En efecto, dado que cualquier
campo magnético transversal real B puede expresarse como una combinacién apropiada de
BTy B sise tiene B~ = 0, entonces se satisface la condicién del primer signo de (B.3), con
lo cual la onda, descrita unicamente por BT | serd izquierda. La justificacién de B~ como
onda derecha es andloga.



Apéndice C

Normalizacion de la relacion de
dispersion

Tomamos la relacion de dispersion general para el caso de una distribucion del tipo
bi-Maxwelliana

D (ko) = 1— S @ [LZ@) -4 [1+fiz<fi>]] (€1
2l w2 w? kg 2 7 .

Para nuestro caso, la distribucién esta compuesta solo por 2 especies diferentes de particu-
las, electrones y protones, de modo que la relacion de dispersié n queda expresada como

21.2 2
D¥hw) = 1- it 2 2(€) = (1- 4) [L+ €26
2
+22 [ Lz = (- 4) [1+6526)]
— 0 (C.2)

Si tomamos el caso donde los electrones son frios, esto es

1
&
tomando en cuenta la cuasineutralidad n, = ) n,;, esto es, la densidad de electrones debe

ser igual a la suma de las densidades de todas las especies de iones que interactuan en la
distribucién, y las definiciones donde

&> 1, Z(&) ~ (C.3)

4rng?
2 i
Wy, = — C4
w= (C.4)
es la frecuencia de plasma para el ion 7.
Por otro lado, la frecuencia de ciclotrén de un ién esta dado por
B
Q, = 470 (C.5)

Cmy;
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Consideramos ademés que la velocidad de i6n esta dada por

vy = —D0__ (C.6)

4mn;m;

ademads, es sabido que el beta de plasma (3., bajo ciertas consideraciones, es proporcional al
cuadrado de la razén entre la velocidad térmica de una particula y la velocidad de i6n

7, 712
B drnym;vs ;

por lo que finalmente obtenemos
n rE1 1
D¥(ksyw) = y2+n_p (x— 1/2Ap+ 1/2 Z(ﬁ;t)_AP—'—l)
€ Yy YPp

. (C.8)

que corresponde a la relacién de dispersién normalizada para el caso de una distribucion para
protones (pT), considerando las normalizacions Por comodidad, usamos las sustituciones

o

y - ZQP
w



Apéndice D

Definiciones y parametros

D.1. Ecuaciones de Maxwell

La interaccién basica que experimentan las particulas que componen a los plasmas no
colisionales es de origen electromagnético, siendo esta interaccién descrita entonces por los
campos eléctrico E(x,t) y magnético B(x,t), que obedecen las ecuaciones de Maxwell en el
vacio

V-E(x,f) = 4rp(x,t) (D.1)
V-B(x,f) — 0 (D.2)
V x B(x,t) — —%%B(x,t) (D.3)
V xB(x.f) = %J(x,t)nL%%E(x,t) (D.4)

donde p(x,t) y J(x,t) representan la densidad de carga y densidad de corriente, respectiva-
mente.

D.2. Definiciones relevantes

Es 1til definir algunas cantidades caracteristicas propias de los plasmas [5], y que han
sido utilizadas a lo largo de la presente tesis.

= Longitud de Debye
Como se menciond anteriormente, el plasma es macroscépicamente neutro. Sin em-
bargo, esto no excluye la posibilidad de que las particulas cargadas pueden diferir
significativamente de una distribucién uniforme en una escala microscopica. La distan-
cia critica hasta qué punto el desequilibrio de carga puede extenderse, se define por
uno de los parametros mas importantes de la fisica de plasmas denominada longitud
de Debye, donde se cumple
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kgT;
2 B2
= D.5
D] 47Tn0q2 ( )
La longitud de Debye determina hasta qué punto el desequilibrio de carga debido al

movimiento térmico puede extenderse.

= Esfera de Debye
La esfera de Debye es una esfera de plasma de radio Ap;. La esfera de Debye contiene
solo a las particulas de plasma con la que una particula objetivo puede estar en un
comportamiento colectivo. El nimero de particulas que puede contener la esfera de
Debye viene dado por
Np = gwn)\%j

Para toda particula que se encuentre a una distancia mayor al radio Ap;, esto es, fuera
de la esfera, éstas se encontraran apantalladas. El apantallamiento se refiere a que el
campo eléctrico esta restringido para permanecer esencialmente dentro de la distancia
de la longitud de Debye.

s Velocidad térmica

Uthj =

D.6
o (D.6)
Representa la velocidad tipica del movimiento aleatorio de una particula en el plasma,
y es la velocidad mas probable de la distribucion.

= Frecuencia de plasma de la especie j

drngg?

Wi =— (D.7)

pj ,
1

Frecuencia tipica de oscilaciones de particulas de la especie j en un plasma (comple-
tamente ionizado) frente a una perturbacién local de su cuasineutralidad. Representa
el inverso del tiempo que tarda la particula, moviendose a su velocidad térmica carac-
teristica, en recorrer una longitud de Debye.

= Frecuencia de ciclotrén de la especie j

B
Q=42 (D.8)

m;c
describe el médulo de la velocidad angular de las particulas cargadas de la especie j

moviendose en un plano perpendicular respecto a B por efecto de la fuerza de Lorentz,
donde B es la amplitud del campo magnético a su movimiento.

» Velocidad de Alfvén
B3
4mngpm,,

vy = (D.9)

La velocidad de Alfvén es un parametro de velocidad caracteristico de los plasmas.
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= Presion magnética

8
Pmag - B_g (D]_O)
presién magnética en un plasma por efectos de la presencia de un campo magnético de
fondo |By|.
= Beta del plasma
Pcin Utzh j
B; = ~ =L (D.11)
Y
parametro de razén entre la presion cinética Py, de la especie j y la presion magnética
Prag-
= Anisotropia térmica
T,
R=-*+H (D.12)
Tj;

En el caso de considerar una funcion de distribucion de velocidades tal que permita la
existencia de 2 direcciones de propagacion, el sistema se verd comprendido por 2 difer-
entes velocidades térmicas, vy,;, medidas para cada una de las direcciones. El resultado
directo de estas mediciones sera la presencia de 2 temperaturas independientes medidas
a lo largo de cada direcciéon de propagacion, T y Tj. Se define como anisotropia térmi-
ca cuando el cuociente entre las temperaturas medidas, para una especie j, es mayor
o menor a 1. En caso de que la razén resulte en el valor 1, el sistema se considera
isotropico térmicamente.

Es importante tener en cosideracion que, en el caso que el plasma no presente colisiones,
la anisotropia térmica se mantendra por un largo periodo de tiempo en comparacién
a un plasma colisional, puesto que el contacto es el mecanismo natural por el que 2
temperaturas se equilibran [6].
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