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Resumen.

En el presente trabajo de seminario de grado se examinan las estrategias de
resolucion de problema y patrones de errores de una muestra de alumnos chilenos,
enfrentados a la tarea de resolver por escrito problemas que involucran la medicion del area
de regiones rectangulares. Se examinan los registros escritos de 212 alumnos, 100 de quinto
basico y 112 de tercero medio, provenientes de 42 establecimientos educacionales de las 4
provincias de la Region del Biobio.

El porcentaje de alumnos que resolvié satisfactoriamente los problemas planteados
es de alrededor del 40%. Se distinguen 2 tipos principales de estrategias de resolucion. Una
de ellas se basa en el uso de la formula para el calculo del area de una region rectangular
(seguida de una division). La otra consiste en la adopcion de un proceso de subdivision de
la region involucrada.

Se observa una mayor preferencia por el uso de estrategias en que se aplica la
formula, las cuales, ademas, resultan tener un mayor porcentaje de éxito.

En lo referente a la estrategia de subdivision, ésta es mas utilizada en los alumnos
de ensefianza basica que en los de ensefianza media. Ademas, el porcentaje de soluciones
satisfactorias que usan esta estrategia es inferior al 15%, y el principal error asociado a ella
es confundir una unidad de area con una unidad de longitud.

Los errores mas comunes asociados a estrategias que hacen uso de la férmula para
el calculo del area son, en el caso de los alumnos de 3° medio, errores de conversion de cm?
a m® (0 viceversa). En el caso de los alumnos de 5° basico, se observa un aumento de
errores de célculo, de confusion de las operaciones adecuadas al contexto (por ejemplo,

sumar en lugar de multiplicar en la formula del area) y de errores técnicos.
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I. Introduccion.

El presente seminario de grado tiene por objetivos (a) establecer las principales
estrategias de resolucion de problemas y patrones de errores que cometen estudiantes
chilenos al enfrentarse a problemas que involucran la medicion del &rea de regiones
rectangulares, y (b) analizar los hechos o circunstancias que pudieron contribuir a lo
anterior, asi como la relacién con el rendimiento de los estudiantes y la relacion entre éstas
variables.

Para lograr estos objetivos se analizan las respuestas de una muestra de alumnos
chilenos provenientes de la Region del Biobio al resolver problemas de medicion de area de
regiones rectangulares.

En la literatura internacional especializada se hallan resultados peculiarmente
interesantes respecto a este tema, en especial en el estudio por edades o niveles de los
estudiantes. En Chile, no se hallaron referencias, y lo establecido respecto a la medicion de
area de regiones rectangulares en documentos dados como base para la ensefianza de la
matematica en nuestro pais, lleva a la formulacién de interrogantes relacionadas con los
objetivos del presente seminario de grado.

Este tema tiene importancia debido a las diferencias en el tratamiento para su
ensefianza, la forma en que los estudiantes enfrentan problemas relacionados con el tema en
cuestion, y porque es una de las primeras circunstancias en que los estudiantes trabajan con

el uso de férmulas para facilitar algan calculo.



Marco Tebrico.

La medicion del area de regiones rectangulares es un tema que permite conectar los
contenidos de la matematica escolar con el mundo real y, frecuentemente, es utilizada por
profesores y textos de estudio para explicar la multiplicacion de nimeros enteros (Hirstein,
Lamb, & Osborne, 1978). Un ejemplo de este uso consiste en lo siguiente: se consideran
los dos factores del producto que se quiere realizar como las medidas de las longitudes de
los lados de una regién rectangular y a continuacion, se subdividen los lados de la
superficie rectangular originando una red cuadriculada. Para, finalmente, contar la cantidad
de cuadrados resultantes, lo que equivale a calcular la cantidad de veces que se repiten las
filas de un lado formadas por la cantidad de cuadrados determinada por la medida del otro
lado. Esta cantidad equivale al resultado del producto de los factores considerados como las

medidas de la region rectangular. El siguiente esquema ilustra este método.

- Ejemplo: El resultado de multiplicar 5 por 8.
8 unidades

5 unidades

- El rectangulo se subdivide en 40 cuadrados. Por lo tanto, 5-8 = 40.

Esquema N°1: Uso del area de una region rectangular para el calculo de 5-8.

Otro tema para el cual el area de regiones rectangulares se puede utilizar es la
multiplicacion de dos fracciones impropias (Freudenthal, 1983). Se emplea un rectangulo,
que representa la unidad. Sus lados se dividen en partes iguales, de acuerdo al denominador
de cada fraccidon, generando una red de rectangulos congruentes, cuya cantidad es el
denominador de la fraccidn resultante. A continuacién, se consideran los numeradores de
las fracciones a multiplicar, y se cuenta en cada lado correspondiente el nimero de espacios
asociado a cada numerador: estos son los lados de un rectangulo contenido en el rectangulo

original y que indica el numerador de la fraccion resultante del producto.




- Ejemplo: El resultado de multiplicar 1/2 por 3/4.
3/4

N\

1/2

W
7
7

- En el rectangulo hay 8 unidades, 3 de ellas forman el rectangulo cuyos lados son las

fracciones que se multiplican. Por lo tanto,

N |-
ol w

Esquema N°2: Uso del area de una region rectangular para el calculo de

N | =
Bl w

En niveles més avanzados el area de figuras rectangulares se utiliza para explicar la
multiplicacion algebraica (Schultz, 1991). El siguiente esquema muestra la distributividad

de la multiplicacion algebraica.

Ejemplo: El resultado de multiplicar ¢ por a+b:
a b

ac bc

- El area total del rectangulo corresponde al producto entre ¢ y a+b. Esta conformado por

los rectangulos de area ac y bc. Por lo tanto, ¢ (a+b) = ac + bc.

Esquema N°3: Uso del area de una region rectangular para el calculo de c (a+b).

Para efectos de medicidn de areas, la forma de la superficie que se intenta medir
influye directamente en la complejidad de esta tarea. Las regiones rectangulares son las

regiones de forma mas simple. Mas aun, al medir el area de otro tipo de regidn se suele
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intentar “rectificarla”, es decir, transformarla en un rectangulo. Por ejemplo, el area de un
triangulo se puede analizar, en primer lugar, considerando un triangulo rectangulo, el cual
es la mitad de un rectangulo, lo que permite calcular su area. Luego, se puede continuar con
el caso de tridngulos més generales trazando una de sus alturas, lo cual remite al caso de los
tridngulos rectangulos.

Existen abundantes estudios sobre la medida de areas en la literatura internacional
especializada en educacion matematica (Battista, Clements, Arnoff, Battista, & Borrow,
1998; Dickson, 1989; Heraud, 1987; Outhred & Mitchelmore, 2000; Kamii & Kysh, 2006).

Algunos de los resultados de Carpenter, Lindquist, Brown, Kouba, Silver, &
Swafford (1988) muestran que, si bien la mitad de los estudiantes de septimo afio de
Estados Unidos son capaces de calcular el area de un rectangulo cuando se les da los
valores de las medidas de sus 2 lados, solo el 13% de estos alumnos responde
correctamente cuando se le pide calcular el area de un cuadrado dada la medida de su lado.
Esto ilustra las dificultades de razonamiento adaptativo que tienen los alumnos para el tema
de area de regiones rectangulares.

Dos errores comunes que se reportan habitualmente en la literatura especializada
son: la confusion de los conceptos de area y perimetro, y la aplicacion de la formula de area
de un rectangulo a figuras planas que no lo son (Outhred & Mitchelmore, 2000).

Las dificultades de los escolares en el tema de area de regiones rectangulares se
atribuyen, en gran medida, a una tendencia a aprender la férmula de area por memorizacion
(Martin & Strutchens, 2000). Al hablar de formula de area, se hace referencia a la formula
para calcular la medida del area de una region rectangular. Esta férmula dice que la medida
del &rea de una region rectangular es igual al producto de las medidas de las longitudes de

su largo y ancho.



b unidades

a unidades

(Y2

- La medida del area de una superficie rectangular, cuyo ancho tiene “a” unidades de
longitud, y su largo “b” unidades, se expresa por:

Area = (a - b) unidades cuadradas.

Esquema N°4: Formula de area.

La formula para calcular el area de una region rectangular es una de las primeras
ocasiones en que los estudiantes se topan con una “formula matematica” en su desarrollo
cognitivo. Al aprender dicha férmula por rutina, los estudiantes contindan su aprendizaje
sin entender qué significa o representa exactamente. Especificamente, los jovenes no se
explican como dos longitudes (largo y ancho) pueden producir un area cuando son
multiplicadas (Kamii & Kysh, 2006).

Una unidad cuadrada es un cuadrado cuyos lados miden 1 unidad, y la accion de
cubrir una region rectangular con unidades cuadradas es fundamental en la comprension del
area. Asi, por ejemplo, si se quiere medir el area de una region rectangular con ancho igual
a 2 centimetros y largo 3 centimetros, se recubre dicha figura con cuadrados de lado 1
centimetro. La region rectangular queda, asi, cubierta por 6 cuadrados, lo que significa que

su area mide 6 centimetros cuadrados.

1cm.

1cm.

Largo =3 cm.

Ancho =2 cm.

- Area total de la figura rectangular de 6 centimetros cuadrados.

Esquema N°5: Ejemplo explicativo de calculo del area por recubrimiento.




La formula evita el tener que contar uno a uno los cuadrados, pues, como se forma
un arreglo rectangular, basta con realizar una multiplicacion para saber cuantos son. Asi, la
formula tiene como requisito una comprension profunda del significado de la
multiplicacion. En el Esquema N°5 se debe ser capaz de (1) observar que hay 3 filas de 2
cuadrados cada una, es decir, que hay 3 veces 2 cuadrados y de (2) asociar este hecho con
una multiplicacion.

La accion de recubrir un rectangulo con cuadrados es unidimensional y emplea un
proceso aditivo o de conteo, mientras que la formula es bidimensional y multiplicativa
(Outhred & Mitchelmore, 2000). En este punto, se presentan varias dificultades. Una de
ellas es que los estudiantes no comprenden la relacion entre el proceso aditivo y la
multiplicacion (Mulligan & Mitchelmore, 1997). Otra dificultad es que para los nifios mas
pequefios, la estructura de una malla rectangular, es decir, la subdivision de una region
rectangular en unidades cuadradas, no es del todo obvia ni intuitiva, lo cual ha sido puesto
en evidencia en varios articulos de investigacion (Battista, Clements, Arnoff, Battista, &
Borrow, 1998).

Otra causal de las dificultades en el area de regiones rectangulares se remonta a
fallas en la comprension de la medida de longitudes. Obviamente, si los estudiantes no
comprenden la medicion de longitudes, no se puede esperar que entiendan la férmula de
area 0 que trabajen a cabalidad con ella. Existe abundante literatura que revela las
dificultades de los alumnos en la medicion de longitudes. Por ejemplo, en Carpenter,

Kepner, Corbitt, Lindquist, & Reys(1980), se analiza la respuesta a la siguiente pregunta:

How long is this line segment?3

1
! SR

1233312

Figura N°1: Pregunta Segunda NAEP.

Esta pregunta, aparecié en la Segunda NAEP (Evaluaciéon Nacional del Progreso

Educativo, que se realiza en Estados Unidos desde 1969 con el objetivo de medir el logro
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académico de los estudiantes de dicho pais). En ella, se solicito a los jovenes determinar la
longitud del segmento indicado en la regla, entre el 1 y el 5. S6lo el 59% de los estudiantes
de 13 afios de edad respondio correctamente. En la cuarta NAEP, se produjo un evento

similar con otro item que busco evaluar la misma habilidad.

(b) ) —

=

\I’Hl.llllllllI]TﬂT]lIll]lnlllHI]IHI]IIH]IIH]HH‘IHT
cMm | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

How long is this line segment?®

3cm 4 1
5 cm* 14 49
6 cm 31 37
8 cm 30 9
11 cm 6 2
I don’t know. 15 2

Figura N°2: Pregunta Cuarta NAEP. Respuestas de los estudiantes y porcentajes

respectivos en tercer y séptimo grado.

En esta pregunta se solicitd a los jovenes, de tercer y séptimo afio, determinar la
longitud del segmento indicado en la regla, entre el 3 y el 8. Tan s6lo el 14% y el 49% de
ellos, respectivamente, llegaron a la respuesta correcta (5 centimetros). Sin embargo, el
31% de los alumnos de tercer afio y el 37% de séptimo afio, llegaron a la respuesta de 6
centimetros, pues, probablemente, en lugar de contar los espacios, contaron los nUmeros de
la regla (Lindquist & Kouba, Measurement, 1989). Esto evidencia que los estudiantes no
comprenden adecuadamente qué es lo que se debe contar al medir la longitud, a saber, la
cantidad de veces que se repite la unidad de 1 centimetro. Tal deficiencia esta relacionada
con el principio de repeticion de la unidad para las mediciones en Koay (2014). Si este tipo
de falla se comete al momento de medir longitudes, es de esperar que se produzca un
evento similar al momento de trabajar con area y su medicion con unidades cuadradas.

Estos resultados, ademas, evidencian que los estudiantes tienen dificultades al

realizar la subdivision de una longitud de acuerdo a su unidad de medida. Para trabajar con
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arreglos rectangulares, es necesario realizar esta subdivisién con los lados de la region
rectangular, para luego obtener el cuadriculado. Si esto no se hace adecuadamente, la
matriz cuadriculada no serd la apropiada.

En la siguiente figura se observa un item incluido reiteradamente en las Segunda,
Tercera y Cuarta NAEP (Lindquist, Carpenter, Silver, & Matthews, 1983; Lindquist &
Kouba, 1989).

What is the arca of this rectangle?

6 cm
-
4 cm
_

2nd NAEP 28% 70%
3rd NAEP 24% 64%

Grade 7
4th NAEP 549/,d

Figura N°3: Pregunta incluida en la Segunda, Tercera y Cuarta NAEP, y porcentajes de

respuestas correctas por edad.
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En el problema se pide calcular el area de la region rectangular indicada en la
figura, lo cual podia hacerse mediante un simple conteo. Sin embargo, los porcentajes de
respuestas correctas son de a lo mas un 70% para los nifios de 13 afios y de menos de un
tercio para los de 9 afios. Estos resultados sugieren, segun Kamii & Kysh (2006), que los
estudiantes no consideran una unidad cuadrada como unidad de medicion de area. Segln
las mismas autoras, una causa de la complejidad cognitiva de reconocer que la cantidad de
cuadrados que se cuentan en el cuadriculado es igual al area de la figura recubierta por
ellos, es que el namero de cuadrados es una cantidad discreta y el &rea de la superficie de la
figura es una cantidad continua.

También, debe explorarse el rol de los docentes en el origen de las dificultades de
los estudiantes. Sus ideas respecto a los contenidos que deben impartir a los jovenes y las
percepciones que poseen de estos influyen directamente en la forma en que llevan a cabo el
proceso de ensefianza-aprendizaje.

Los profesores perciben que la subdivision de una superficie rectangular en
unidades cuadradas es evidente, sin notar o tomar en cuenta las dificultades que presentan
los nifios (Outhred & Mitchelmore, 2000). Varios estudios han dado cuenta de las
dificultades de los nifios para realizar esta subdivision al momento de calcular el area de
una superficie rectangular, dada la unidad cuadrada a utilizar. Los nifios no comprenden la
necesidad de mantener la forma de la unidad cuadrada para completar el rectangulo, asi
como tampoco parecen percibir que no se debe dejar brechas o realizar superposiciones, ver
por ejemplo (Outhred & Mitchelmore, 2000).

También, existe evidencia de que los docentes en formacion tienen problemas con el
area de regiones rectangulares, tales como el uso de unidades lineales en lugar de unidades
cuadradas y la creencia de que duplicar las longitudes de los lados de un cuadrado duplica
su area (Simon & Blume, 1994).

12



I11.1. La ensefianza de mediciones.

El tema de &rea de regiones rectangulares se enmarca dentro de la ensefianza de las
mediciones y resulta necesario hacer una discusion general sobre tal tema. Medir una
cualidad de un objeto significa compararlo con cierta unidad para cuantificar la cantidad de
veces que la unidad estd contenida en el objeto. Asi, al medir se deben realizar las
siguientes 3 acciones basicas (Koay, 2014):

1. Decidir cual es el atributo o cualidad que se medira en el objeto como, por ejemplo, su
longitud, superficie, volumen, peso, entre otros.

2. Seleccionar la unidad de medicion que se utilizara, la cual depende del atributo a medir
y del contexto.

3. Utilizar la unidad de manera reiterada, contando la cantidad de veces que se necesita
hasta medir totalmente el atributo.

En particular, medir el area de una region rectangular requiere (1) identificar que el
atributo que se considera es la superficie que cubre (no su largo, ni su color, por ejemplo),
luego (2) seleccionar una unidad adecuada (si se quiere medir el area de la superficie de una
mesa rectangular, se puede usar como unidad un cuaderno, por ejemplo), para, finalmente,
(3) determinar la cantidad de veces que se necesita repetir la unidad para cubrir la
superficie del objeto (recubrir la superficie con copias de la unidad).

La medicion, para llegar a ser precisa y que tenga sentido, debe respetar 3 principios

fundamentales:

1. Conservacion. Si se reordenan las partes de una region el area se mantiene. Por
ejemplo, si una region rectangular se divide por la mitad mediante una paralela a dos
lados del rectangulo, y luego las partes, se reordenan formando otro rectangulo,

entonces el area se mantiene.
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Esquema N°6: Conservacion del érea.

2. Transitividad. Para comparar dos objetos se puede usar un tercero cémo referencia.

Asi, dados tres objetos distintos, se puede decir que A se relaciona con C, si A esta
relacionado con B y B con C. La condicion es que la relacion debe ser la misma. Por

ejemplo, si el area del rectangulo A es mayor que la del rectangulo B y la del B es

mayor que la del rectangulo C, se deduce que el area de A es mayor que el area de C.

3. Repeticion de unidad. Este principio hace referencia al uso reiterado de una unidad

Unica de medicion para encontrar la medida requerida. Un error tipico asociado a este

principio en la medicién de regiones rectangulares es la superposicion de la unidad y el

dejar espacios vacios al recubrir la superficie (Outhred & Mitchelmore, 2000).

Se sugiere en la referencia ya citada de Koay (2014) la siguiente secuencia

pedagdgica de 3 etapas, la que deberia respetarse en la ensefianza de cualquier sistema de

medicion.

Aprender sobre
los atributos a
medir y el uso de
unidades no
estandar.

—

Aprender sobre
las unidades
estandar y como
utilizar los
instrumentos de
medicion.

—

Y

Descubrir y
aplicar formulas
y relaciones.

Estimacién

Esquema N°7: Secuencia pedagdgica para la ensefianza de un sistema de medicion.
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La primera etapa, consiste en identificar claramente el atributo a medir, el
vocabulario que se le asocia (longitud, area, volumen) y la realizacién de actividades de
medicién y estimacion con unidades no estandar para comparar el tamafio del atributo en
distintos objetos.

En la segunda etapa, a los nifios se les instruye sobre el uso de unidades de medida
estandar para realizar mediciones (centimetros, centimetros cuadrados, metros, etc.), el
empleo correcto de instrumentos de medicion asociados y la realizacion de actividades de
medicion y estimacion con unidades estandar.

En la tercera y ultima etapa, se pone énfasis en el descubrimiento y aplicacion de
formulas y/o relaciones que faciliten el calculo de mediciones, tipicamente la férmula del
producto de las longitudes de los lados en el caso del area de regiones rectangulares.

Una actividad que debe estar presente en las 3 etapas de la secuencia pedagdgica
tiene que ver con el desarrollo de la intuicion de los escolares mediante actividades de
estimacion, es decir, actividades en que los alumnos conjeturan “al 0jo” la medida
requerida para luego corregir gradualmente sus estimaciones de acuerdo a los datos que se

van acumulando.
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I11.2. La ensefianza de la medicion de &rea en regiones rectangulares.

Existe una evidente interaccion entre la medicidn del area de regiones rectangulares
y la medicion de la longitud, que se manifiesta al utilizar la formula para el calculo del area
de una region rectangular. Antes que nada, podemos ver como se aplicaria la secuencia

pedagogica para la ensefianza del area en regiones rectangulares.

» Como primer paso, se necesita llegar a que los estudiantes se familiaricen con el
atributo que se estd considerando al medir el area de una superficie rectangular,
consistente en la superficie abarcada por la region encerrada o delimitada por un
rectdngulo. Que realicen actividades de comparacion del tamafio de formas
rectangulares, respondiendo cuestiones tales como cuél tiene mas area (sin confundir
con cuestiones como cual es mas largo o0 mas ancho). Que realicen estimaciones y luego
las comprueben recubriendo las regiones con unidades de medida no estandar.

» En la segunda etapa, se espera lograr que los estudiantes comprendan cuéles son las
unidades de medida estandar para area, tales como centimetros cuadrados, metros
cuadrados y lo que éstos representan. En especifico, se les debe instruir acerca de como
se forman tales unidades, qué significan, como se realiza el cubrimiento de una
superficie rectangular con ellas, y como se interpreta este cubrimiento. Notese que en el
caso de la medicion de areas no se dispone de instrumentos de medicidn, a diferencia de
la longitud o el peso.

» Finalmente, en la tercera etapa, se espera que a través del cubrimiento con unidades
cuadradas los estudiantes lleguen a comprender la formula para calcular el area de una
region rectangular como el producto de las longitudes de los lados. Notese la
complejidad cognitiva de este paso para los escolares, pues, hasta ahora, la medicion del
area se podia realizar solamente recubriendo la superficie o realizando la subdivisién en
unidades de area. En esta tercera etapa se obtiene una manera alternativa y menos
trabajosa en general para calcular el area, ya que no es necesario recubrir, y basta con

medir las longitudes de los lados y multiplicarlas.

Podemos observar que durante las dos primeras etapas de la ensefianza de la
medicion del area de regiones rectangulares se conforma la base intuitiva del estudiante
para este concepto. Estas etapas iniciales se basan, principalmente, en actividades de
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estimacion y de recubrimiento de la figura mediante repeticiones de la unidad. En
particular, la medicion de longitudes no es fundamental en ellas y adquiere real importancia
cuando se realiza la deduccion de la formula (tercera etapa). La no realizacion adecuada de
estas etapas iniciales puede ocasionar deficiencias de base en la comprensién del concepto
de area e incluso en el origen mismo de la férmula. Este fendmeno ha sido indicado en

varios estudios, ver, por ejemplo, Martin & Strutchens (2000).
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I11.3. Medicién de area de regiones rectangulares y de longitud en el curriculum
chileno.

En el sistema escolar chileno las Bases Curriculares indican cuales son los
aprendizajes comunes para todos los alumnos y alumnas del pais. Tienen un caracter
obligatorio para todos los establecimientos y son el referente respecto del cual se
construyen los programas del Ministerio de Educacion, los programas de estudio propios de
cada establecimiento y los estandares de aprendizaje. Las Bases Curriculares establecen
Objetivos de Aprendizaje (OA) que definen los desempefios minimos que se espera que
todos los estudiantes logren en cada asignatura y en cada nivel de ensefianza.

El anélisis de los Programas de Estudio nacionales, indica que la primera vez que se
incluye el contenido de area de regiones rectangulares es en cuarto basico, con el Objetivo
de Aprendizaje 23: “Demostrar que comprenden el concepto de area de un rectangulo y de
un cuadrado: reconociendo que el area de una superficie se mide en unidades cuadradas;
seleccionando y justificando la eleccion de la unidad estandarizada (cm?z y m?);
determinando y registrando el area en cm? y m2 en contextos cercanos; construyendo
diferentes rectangulos para un area dada (cm? y m2) para mostrar que distintos rectangulos
pueden tener la misma area; usando software geomeétrico” (Ministerio de Educacion de
Chile, 2013).

La segunda aparicion del contenido de area de regiones rectangulares, es en quinto
béasico con los Objetivos de Aprendizaje 21 y 22, los que establecen que los estudiantes
deben lograr : “Diseflar y construir diferentes rectangulos, dados el perimetro, el area, o
ambos, y sacar conclusiones”; y “Calcular area de tridngulos, de paralelogramos y de
trapecios, y estimar areas de figuras irregulares, aplicando las siguientes estrategias: conteo
de cuadriculas, comparacion con el area de un rectangulo, y completar figuras por
traslacion”, respectivamente (Ministerio de Educacion de Chile, 2013).

Finalmente, el contenido de area de regiones rectangulares se extiende en sexto
basico a la superficie de algunos cuerpos, lo que se explicita en los Objetivos de
Aprendizaje 13 y 18: “Demostrar que comprenden el concepto de area de una superficie en
cubos y paralelepipedos, calculando el 4rea de sus redes (plantillas) asociadas”; y “Calcular
la superficie de cubos y paralelepipedos, expresando el resultado en cm? y m*”
de Educacion de Chile, 2013).

(Ministerio
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Comparando lo establecido en estos Objetivos de Aprendizaje con la Secuencia
pedagoOgica antes planteada para la ensefianza de la medicion del area de regiones
rectangulares, podemos encontrar inmediatamente dos puntos de divergencia. El primero,
es que en los objetivos de aprendizaje nacionales no se menciona de manera explicita el
trabajo inicial de comparacion de &reas mediante el uso de unidades de medida no estandar,
utilizando de inmediato unidades estandar, principalmente con actividades pictéricas de
cuadriculado de areas rectangulares. El segundo punto es que no se explicita la ensefianza
de la formula para calcular el &rea de regiones rectangulares como el producto de las
longitudes de sus lados (no se encontré mencién alguna a esta formula en los OA), siendo
que éste es el tercer y Gltimo paso para la ensefianza-aprendizaje de la medicion de areas.
En otras palabras, en los aprendizajes minimos y comunes propuestos para los estudiantes
chilenos, referentes a la medicion de area de regiones rectangulares, no se encuentran en
forma completa las etapas de la Secuencia Pedagogica planteada para la ensefianza de
mediciones.

Dada su relacion con la formula para el calculo del area de una region rectangular
mediante el calculo del producto de las longitudes de sus lados, conviene hacer también una
revision de los contenidos relacionados con medicion de longitudes en las Bases
Curriculares nacionales. En primera instancia, se trabaja este tema con los nifios de primero
basico, los cuales, segun el Objetivo de Aprendizaje 18, deben: “Identificar y comparar la
longitud de objetos, usando palabras como largo, corto” (Ministerio de Educacion de Chile,
2013).

A continuacién, en segundo basico, el OA 19 de las Bases Curriculares, establece
que los estudiantes deben conseguir: “Determinar la longitud de objetos, usando unidades
de medida no estandarizadas y unidades estandarizadas (cm y m) en el contexto de la
resolucion de problemas” (Ministerio de Educacion de Chile, 2013).

En cuarto afio, se encuentra la tercera aparicion del trabajo con longitud, donde el
OA 22 instaura lo siguiente: “Medir longitudes con unidades estandarizadas (m, cm) y
realizar transformaciones entre estas unidades (m a cm y viceversa) en el contexto de la
resolucion de problemas” (Ministerio de Educacion de Chile, 2013).

Por altimo, es en quinto basico donde se establece el ultimo Objetivo de

Aprendizaje relacionado con longitud, dentro de las Bases Curriculares chilenas.
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Corresponde al OA 19 y determina que los estudiantes de este nivel deben ser capaces de:
“Medir longitudes con unidades estandarizadas (m, cm, mm) en el contexto de la resolucion
de problemas” (Ministerio de Educacién de Chile, 2013).

A continuacién se presenta una tabla, en la cual se ordenan los Objetivos de
Aprendizajes relacionados con el &rea de regiones rectangulares y también con la longitud,

de acuerdo a las Bases Curriculares, por cada afio escolar, de primero a sexto basico.

Nivel Escolar | Area Longitud

1° Basico. - - Objetivo de Aprendizaje 18:
Identificar y comparar la
longitud de objetos, usando

palabras como largo, corto.

2° Basico. - - Objetivo de Aprendizaje 19:

Determinar la longitud de
objetos, usando unidades de
medida no estandarizadas y
unidades estandarizadas (cm y
m) en el contexto de Ila

resolucién de problemas.

4° Basico. - Objetivo de Aprendizaje 23: - Objetivo de Aprendizaje 22:

Demostrar que comprende el concepto | Medir longitudes con unidades

de area de un rectangulo y de un | estandarizadas (m, cm) vy

cuadrado: realizar transformaciones entre

» Reconociendo que el area de una | estas unidades (m a cm vy
superficie se mide en unidades | viceversa) en el contexto de la
cuadradas. resolucién de problemas.

» Seleccionando vy justificando la
eleccion de la unidad
estandarizada (cm? y m?).

» Determinando y registrando el area

en cm? y m? en contextos cercanos.
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» Construyendo diferentes
rectangulos para un 4rea dada (cm?
y m?), para mostrar que distintos
rectangulos pueden tener la misma
area.

» Usando software geométrico.

5° Basico.

- Objetivo de Aprendizaje 21:

Diseflar y  construir  diferentes

rectangulos, dados el perimetro, el

area 0 ambos, y sacar conclusiones.

- Objetivo de Aprendizaje 22:

Calcular area de triangulos, de

paralelogramos y de trapecios, Yy

estimar area de figuras irregulares

aplicando las siguientes estrategias:

» Conteo de cuadriculas.

» Comparacion con el area de un
rectangulo.

» Completar figuras por traslacion.

- Objetivos de Aprendizaje 19:

Medir longitudes con unidades
estandarizadas (m, cm, mm) en
el contexto de la resolucion de

problemas.

6° Basico.

- Objetivo de Aprendizaje 13:
Demostrar que comprenden el
concepto de area de una superficie en
cubos y paralelepipedos, calculando el
area de sus redes (plantillas)
asociadas.

- Objetivo de Aprendizaje 18:

Calcular la superficie de cubos vy
paralelepipedos, expresando el

resultado en cm? y m®.

Tabla N°1: Area de regiones rectangulares y longitud en el curriculo chileno.
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A diferencia de la ensefianza de la medicion del area de regiones rectangulares, en la
ensefianza de la medicidn de longitud si se incluyen explicitamente en los Objetivos de
Aprendizaje las tres etapas de la Secuencia pedagOgica para la ensefianza de las
mediciones, propuesta por Koay (2014).
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I11.4. Esquema iterativo de Resolucion de Problemas y Errores asociados.

En el andlisis de errores asociados a la resolucion de un problema, se puede realizar
una clasificacion general de acuerdo a un esquema iterativo de resolucion de problemas
basado en uno propuesto por Silver, E. A., Shapiro, L.J., Deutsch, A., (1993), para

problemas de division con resto.

2. Contextualizacidn, datos, e
interrogantes.

1. Texto del Problema.

A

3. Determinacion del 4. Aplicacion del Modelo Matematico
Modelo Matematico para y sus procedimientos. Obtencion de
enfrentar interrogante(s). resultados del modelo.

\ 4

Esquema 8: Proceso iterativo de Resolucion de un Problema.

En el esquema se ilustra como, luego de leer el texto del problema, el alumno
concibe el contexto en el cual éste adquiere sentido, y extrae los datos e interrogantes
relevantes. Para responder una o mas de las interrogantes, determina un Modelo
Matematico. Aplica el modelo, el cual arroja resultados. A continuacion, interpreta los
resultados del modelo para incorporarlos al enunciado del problema, generando un nuevo
conjunto de datos e interrogantes, iterando tal proceso hasta resolver el problema.

Se consideran 4 tipos de errores segun la etapa del proceso iterativo recién descrito

en la que se producen.

» Error Tipo I: Se produce en caso de traspasar mal la informacion dada en el enunciado
del problema, es decir, hay un mal mapeo entre las etapas 1 y 2 del esquema iterativo.
Se incluye aqui cuando el alumno no logra dar sentido al texto o le da un sentido
equivocado, y también cuando recoge mal los datos y/o las interrogantes.

» Error Tipo Il: Se produce en caso de escoger un modelo matematico inadecuado, es

decir, hay un mal mapeo entre las etapas 1-2 y la etapa 3 del esquema iterativo. Por
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ejemplo, sumar en lugar de multiplicar las dimensiones de la region rectangular para
obtener su area.

» Error Tipo Ill: Se produce al cometer errores procedimentales en la aplicacion del
modelo matematico determinado, es decir, al ejecutar la etapa 4 del esquema iterativo.
Por ejemplo, se pudo haber decidido realizar una multiplicacion con dos datos
numeéricos del problema, pero dicha operacion aritmética se realizé mal.

» Error Tipo IV: Se produce al interpretar mal los resultados del modelo, es decir, hay un
mal mapeo entre la etapa 4 y las etapas 1-2 al iniciar la siguiente iteracion del esquema
iterativo. De este modo, es posible sefialar que no basta con determinar un modelo
matematico adecuado a la situacion y los datos, y aplicarlo sin equivocacion, sino que
los resultados de este proceso deben llevarse al contexto de la situacion con la cual se

trabaja, sumando este nuevo resultado a los datos que ya se tenian del problema.

@ 2. Contextualizacion, datos, e

1. Texto del Problema.

A
\4

interrogantes.
3. Determinacion del 4. Aplicacion del Modelo Matematico
Modelo Matematico para »| Y sus procedimientos. Obtencion de
enfrentar interrogante(s). resultados del modelo. @

Esquema 9: Proceso iterativo de Resolucion de un Problema con los errores asociados.
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Metodologia.

Se utiliza una investigacion de tipo descriptiva, basandose en un disefio no
experimental para lograr los objetivos del presente estudio. De tipo descriptiva ya que se
realiza una observacion de los hechos hallados. No experimental porque no se disefia algln
experimento a priori con los estudiantes que conforman la muestra, si no que se analizan

los datos hallados en base a la situacion contemplada.

1VV.1. La muestra.

Para determinar las estrategias y los errores de escolares chilenos en la resolucion de
problemas que involucran el area de regiones rectangulares, se trabajoé con una muestra de
estudiantes de quinto afio basico y tercer afio de ensefianza media de la Region del Biobio.
El grupo de quinto basico consiste en 100 y los estudiantes de tercero medio son 112 en
total. Los alumnos provienen de establecimientos educacionales de las 4 provincias de la
region y de diversas realidades socioculturales (ver Anexo 1: Tabla de Establecimientos).

La participacion de estos alumnos se enmarco en el Campeonato Escolar de
Matematica, CEMAT, que se realiza anualmente en la Regidn del Biobio. Los estudiantes
de quinto bésico participaron en el CEMAT 2015, en tanto que los jovenes de tercero
medio participaron en el CEMAT 2012.

El CEMAT consta de 5 pruebas escritas que se aplican durante el afio, en 5 fechas
distintas. Los alumnos participantes son determinados por el propio establecimiento
mediante mecanismos internos, los cuales son, generalmente, uno de los que siguen: la
seleccion por rendimiento, la participacion voluntaria sin tener en cuenta el rendimiento y
la participacién de todos los alumnos del nivel inscrito. Estos alumnos participan en las 4
primeras fechas del CEMAT. En la fecha 5, y final, se seleccionan los alumnos que
representan a cada establecimiento de acuerdo a su rendimiento en las 4 pruebas anteriores.
La muestra de alumnos que se analiza en este trabajo corresponde a los seleccionados para

la fecha final de los afios respectivos.
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IV.2. El instrumento y su administracion.

El instrumento de medicién consistid, en cada nivel, en una prueba escrita aplicada
en la fecha 5 de cada CEMAT. De estas pruebas, solo se considero6 el problema de area de
regiones rectangulares incluidos en cada una, para su analisis y determinacion de los
objetivos.

El problema que se analizd para los alumnos de tercero medio, se incluy6 en la
quinta fecha del CEMAT 2012, en Septiembre de tal afio y correspondia al Problema 1 de
la prueba (ver Anexo 2: Prueba fecha 5 CEMAT 2012). El problema que se analiz6 para los
alumnos de Quinto Bésico se incluy6 en la quinta fecha del CEMAT 2015, en Noviembre
de ese afio y correspondia al problema 5 de la prueba (ver Anexo 3: Prueba fecha 5
CEMAT 2015).

El segundo problema es una adaptacion simplificada del primero, en la que se
mantuvo la situacion contextual, se eliminé la necesidad de realizar conversiones de unidad
de medida y se utilizaron cantidades mas pequefias.

En el CEMAT 2015, la administracion de la prueba fue realizada en el propio
establecimiento de los escolares participantes y estuvo a cargo de los Profesores de
Matematica del mismo, a diferencia del CEMAT 2012, donde la prueba se realizé a todos
los alumnos finalistas en un solo recinto, diferente a su establecimiento, y estuvo a cargo de
monitores integrantes del equipo organizador del CEMAT de ese afio.

En ambas pruebas se instruyd a los estudiantes para que sus respuestas fueran
justificadas lo mas detalladamente posible. El tiempo maximo para responder las pruebas
fue de 120 minutos en el CEMAT 2012 y de 70 minutos en el CEMAT 2015.
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1VV.3. Método de Analisis.

En primera instancia, se analizo el rendimiento de los estudiantes ante los problemas
presentados. Para esto, a cada respuesta escrita se le asign6 un puntaje: 1 si la solucién dada
era la considerada correcta, y 0 si no lo era o estaba en blanco. Para el problema aplicado en
el CEMAT 2012, la respuesta era que habia 2400 chanchitos de tierra y para el CEMAT
2015 era que habia 240. En base a esto, se analiz6 el porcentaje de respuestas correctas por
cada grupo considerado.

Ademas del rendimiento, se analizaron las estrategias usadas por los alumnos. Para
determinar las estrategias, primero, se examind cada respuesta escrita de los estudiantes,
dejando un registro de los procedimientos que realizaron, mediante una breve descripcion.
A continuacién, estos conjuntos de procedimientos fueron agrupados en estrategias,
entendiendo por estrategia un conjunto coherente de procedimientos y argumentos que, en
caso de realizarse adecuadamente, permiten obtener la respuesta al problema. La
agrupacion se realiz6 mediante el establecimiento de procedimientos principales y la
presencia comun de éstos en las diversas respuestas halladas de los estudiantes. Cada
estrategia fue, por lo tanto, definida a posteriori, a partir de los procedimientos hallados en
las respuestas de los estudiantes, y no se trabajo con estrategias definidas a priori. Luego de
definidas las estrategias se analizo el porcentaje de alumnos que utilizé cada una de ellas.
Los alumnos que adoptaron una estrategia poco comun, con porcentaje de uso inferior al
3%, fueron incluidos en el item “Otra Estrategia”. Los estudiantes de cuya respuesta no fue
posible deducir la estrategia utilizada o que no la indicaron, fueron incluidos en el item
“Sin Estrategia”. Con esto, se analizd, ademas, el porcentaje de respuestas correctas por
cada estrategia.

Finalmente, también se hizo un analisis de los errores cometidos por los estudiantes.
Para determinar los errores, en primera instancia, se examind cada respuesta escrita, para
dejar un registro del error hallado en cada una, si es que cometié alguno. A partir de esto, se
definieron las categorias de errores, y se analizd el porcentaje de alumnos incluido en cada
una de ellas. También fueron analizadas las relaciones entre las estrategias y cada una de

las categorias de errores definidas.
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Adicionalmente, se considerd la clasificacion de tipos de errores asociados al
esquema iterativo de resolucién de problemas basado en el propuesto por Silver, Shapiro, &
Deutsch (1993). Al igual que con las categorias de errores propios de los problemas, se
analizo el porcentaje de alumnos en cada tipo de error y las relaciones de cada tipo con las
estrategias.
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IV. Resultados y Analisis.

V.1. Resultados y Analisis por Rendimiento.

Para analizar el rendimiento de los estudiantes de quinto basico y tercero medio al

momento de resolver los problemas correspondientes, se determiné si llegaron 0 no a la

solucion correcta del problema, para lo cual se designé un puntaje de 1 o O,

respectivamente. En el caso de los alumnos de quinto bésico, el 35% respondi6

adecuadamente el problema, mientras que un 50% de los jovenes de tercero medio resolvio

exitosamente el correspondiente a este nivel. Estos resultados se ilustran en la siguiente

tabla:

Puntaje Asignado

Porcentaje de
alumnos de 5° basico
(n=100).

Porcentaje de
alumnos de 3° medio
(n=112).

Porcentaje de
alumnos totales
(n=212).

Puntaje 0 65% 50% 57,1%
Puntaje 1 35% 50% 42,9%
Totales 100% 100% 100%

Tabla N°2: Porcentaje de alumnos de cada nivel por Puntaje asignado.

Hubo un 15% de diferencia de éxito entre los estudiantes que conforman cada grupo

por nivel. Este hecho se puede asociar a distintos factores:

» Los alumnos de quinto basico tienen menos experiencia que los estudiantes de tercero

medio en la resolucién de problemas, por lo que es normal que hayan revelado un

menor porcentaje de respuestas correctas.

» Hubo una gran diferencia en el tiempo otorgado para realizar las pruebas de cada

CEMAT en que se incluian los problemas analizados. Los alumnos de quinto basico

contaron con 50 minutos menos para realizar una prueba con una mayor cantidad de

preguntas que los alumnos de tercero medio. En promedio, los estudiantes de tercero

medio contaron con 40 minutos para desarrollar cada problema de la prueba, en tanto

que los nifios de quinto basico contaron con 14 minutos por problema. Se suma a este
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factor, el orden en que se incluyeron los problemas en cada prueba: en el CEMAT 2012
el problema de los chanchitos de tierra era el primero de la lista y en el CEMAT 2015
era el Gltimo. Por estas circunstancias, los alumnos de quinto basico podrian haber
prestado una atencion menor al problema analizado por ser el Gltimo a realizar. Asi
también, debido al tiempo que se les otorgd para realizar la totalidad de la prueba, los
estudiantes de este nivel podrian no haber alcanzado a desarrollar el problema, no haber
contado con el tiempo suficiente para revisar el procedimiento llevado a cabo (en busca
de alguna falla a corregir), 0 no haber puesto toda su concentracion en él por tener que
desarrollarlo en forma algo mas apresurada que los alumnos de tercero medio.

El ambiente en el que debid trabajar cada grupo no fue el mismo: los alumnos de quinto
basico trabajaron en las dependencias de sus respectivos establecimientos con el
asesoramiento de profesores de los mismos lugares, mientras que a los alumnos de
tercero medio se les convocd a todos en un mismo lugar trabajando bajo la tutela de
monitores encargados del CEMAT. Este hecho podria haber influido en el nivel de

nerviosismo de los estudiantes.
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V.2. Resultados y Anélisis por Estrategias.

En primer lugar, se trabajo con el andlisis de los conjuntos de Procedimientos

utilizados por los alumnos de tercero medio. La descripcion de tales procedimientos es la

que sigue:

>

Procedimiento 1: Se calcula el area total del terreno en metros cuadrados. Luego, se
realiza la conversion de la medida de la superficie del terreno de metros cuadrados a
centimetros cuadrados. Finalmente, se divide la superficie total del terreno, por la
medida del espacio que ocupa cada chanchito, obteniendo el total de éstos.
Procedimiento 2: Se calcula el area total del terreno en metros cuadrados. Luego, se
realiza la conversion de la medida de superficie que ocupa cada chanchito de tierra, de
centimetros cuadrados a metros cuadrados. Por ultimo, se divide la superficie total del
terreno, por la medida del espacio que ocupa cada chanchito, obteniendo el total de
éstos.

Procedimiento 3: Se convierten las medidas de los lados del terreno rectangular, de
metros a centimetros. Luego, se calcula el area total del terreno en centimetros
cuadrados. Finalmente, se divide la superficie total del terreno, por la medida del
espacio que ocupa cada chanchito, obteniendo el total de éstos.

Procedimiento 4: Se convierten las medidas de los lados del terreno rectangular, de
metros a centimetros. A continuacién, se subdivide el terreno total en superficies
rectangulares de 5 cm?, dividiendo las medidas de los lados. Por dltimo, se multiplica la
cantidad de subdivisiones resultantes por lado, obteniendo la cantidad total de
chanchitos.

Procedimiento 5: Se calcula el area total del terreno en metros cuadrados. Luego, se
divide la region rectangular en 12 cuadrados de 1 m® de &rea, para, a continuacion,
subdividir estos cuadrados en regiones rectangulares de 5 cm®. Por Gltimo, se calcula el
resultado total de superficies rectangulares por cada cuadrado y esto se multiplica por el
total de cuadrados de 1 m?, obteniendo el total de chanchitos.

Procedimiento 6: Se calcula el area total del terreno en metros cuadrados. Luego, se
divide la superficie rectangular en 12 cuadrados de 1 m® de area. A continuacion, se

realiza la conversion del equivalente de 1 m? a centimetros cuadrados. Se divide este
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altimo resultado por la medida de la superficie que ocupa cada chanchito. Finalmente,
se multiplica este Ultimo resultado por el total de cuadrados en que se subdividié el
terreno, obteniendo el total de chanchitos.

Procedimiento 7: Se convierten las medidas de los lados del terreno rectangular, de
metros a centimetros. Luego, se divide la superficie en 48 cuadrados de 50 cm de lado,
para subdividir estos cuadrados en superficies rectangulares de 5 cm? de &rea. Se
multiplica la cantidad total de subdivisiones resultantes por lado en los cuadrados, para
obtener la cantidad de chanchitos de tierra en cada uno. Finalmente, se multiplica este
altimo resultado por el total de cuadrados, obteniendo el total de chanchitos.
Procedimiento 8: Se convierten las medidas de los lados del terreno rectangular, de
metros a centimetros. Luego, se subdivide el terreno en 12 cuadrados de lado 100 cm, y
éstos, a su vez, en 100 cuadrados de lado 10 cm. Los cuadrados de lado 10 cm, se
subdividen en superficies cuadradas de &rea 1 cm?, y se suman de 5 en 5, obteniendo el
total de chanchitos por cada cuadrado de lado 10 cm. Se multiplica esta Gltima cantidad
por el total de cuadrados de lado 10 cm que hay en cada cuadrado de lado 100 cm y esto
se multiplica, a su vez, por el total de cuadrados de lado 100 cm, obteniendo el total de
chanchitos.

Procedimiento 9: Se convierten las medidas de los lados del terreno rectangular, de
metros a centimetros. Luego, se subdivide el terreno en 3 cuadrados de lado 100 cm, y
uno de lado 300 cm. A continuacion, se calcula, mediante proporciones, la cantidad de
chanchitos de tierra en cada cuadrado, y suma los resultados para obtener el total de

éstos.

A partir de esta descripcion, se optd por: establecer en una sola categoria de

Estrategias aquellos procedimientos con pasos comunes, incluir en “Otra Estrategia” los

que fueron utilizados por menos de un 3% de los estudiantes, ¢ incluir en el item “Sin

Estrategia” a los estudiantes de cuya respuesta no fue posible deducir la estrategia utilizada

0 que no la indicaron. Los items de la clasificacion de Estrategias son los que a

continuacién se describen:
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> Estrategia A: Utiliza la férmula de area para calcular la medida de la regién rectangular
que representa el terreno. Divide dicha cantidad por la medida de la superficie que
ocupa cada chanchito de tierra, obteniendo el total de éstos. Incluye las Procedimientos

1, 2y 3 anteriores.
Un ejemplo de este tipo de Estrategia es lo realizado por el Estudiante N°100.

N

Bk o
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Imagen N°1: Respuesta estudiante numero 100.

» Estrategia B: Subdivide la region rectangular que representa el terreno, de acuerdo a la
superficie que ocupa cada chanchito de tierra, dividiendo las medidas de los lados de la

region rectangular. Incluye el Procedimiento 4 anterior.
Un ejemplo de la estrategia descrita, es la segunda solucién dada por el alumno ndmero

66.
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Imagen N°2: Respuesta estudiante namero 66.

» Otra Estrategia: Incluye los Procedimientos 5, 6, 7, 8 y 9 anteriores, que fueron usados
por menos del 3% de la muestra.

Un ejemplo de una de las Estrategias incluidas en este item, es el desarrollo llevado a
cabo por el alumno N° 39.
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Imagen N°3: Respuesta estudiante nimero 39.
> Sin Estrategia: Procedimientos incoherentes o Estrategia imposible de deducir.

Desarrollos sin Estrategia alguna.
Un ejemplo de esto, fue lo realizado por el estudiante N°4.
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Imagen N°4: Respuesta estudiante namero 4.

Para establecer las Estrategias utilizadas por los alumnos de quinto basico en el
CEMAT 2015, se trabajé con las descripciones de los procedimientos realizados por éstos.
Con esto, se pudo denotar que la gran mayoria utilizé alguna de las dos principales
Estrategias descritas a partir de las respuestas de los estudiantes de tercero medio. El resto,
no realizo alguna Estrategia que se pudiera deducir o no especificd procedimiento alguno.
Por este motivo, para los alumnos de quinto basico, se utilizaron los mismos items de
Estrategias establecidos para los jévenes de tercero medio. No se hallaron respuestas donde
los estudiantes de quinto basico utilizaran alguna Estrategia diferente de las Estrategias A y
B.

Algunos ejemplos de respuestas de alumnos de quinto basico, para cada item, son

los siguientes:

» Estrategia A: Un ejemplo de este tipo de Estrategia, es la respuesta del estudiante N°
187.
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Respuesta: En el cajén viven D3
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Imagen N°5: Respuesta estudiante numero 187.

> Estrategia B: Esta estrategia de ejemplifica claramente con la respuesta del estudiante
N° 168.

Respuesta: En el cajén viven H S chanchitos de tierra.
Explicacién de la respuesta:
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Imagen N°6: Respuesta estudiante nimero 168.
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» Sin Estrategia: Un ejemplo de procedimientos con los cuales no se puede deducir una
Estrategia, es la respuesta del alumno N° 141.

Respuesta: En el cajén viven é

chanchitos de tierra.
Explicacién de la respuesta:

Imagen N°7: Respuesta estudiante nimero 141.
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De acuerdo a estos items de Estrategias, se tienen los siguientes resultados del

porcentaje de alumnos por nivel clasificados en cada una de ellas.

item de Estrategia

Porcentaje de
alumnos de 5° bhasico
(n=100).

Porcentaje de
alumnos de 3° medio
(n=112).

Porcentaje de
alumnos totales
(n=212).

Estrategia A 52% 77,7% 65,6%
Estrategia B 33% 17,9% 25%
Otra Estrategia 0% 7,1% 3,8%
Sin Estrategia 15% 0,9% 7,5%
Totales 100% 103,6% 101,9%

Tabla N°3: Porcentaje de alumnos de cada nivel por Estrategia utilizada.

Es posible observar que el porcentaje total de alumnos de tercero medio
establecidos en esta clasificacion, supera el 100%. Este hecho se debe a que hubo
estudiantes de este nivel que utilizaron mas de una Estrategia, lo cual no ocurrio con los
alumnos de quinto basico. Este fendmeno puede explicarse por los siguientes motivos: los
alumnos de tercero medio contaban con méas tiempo para desarrollar la prueba, por lo que
algunos de ellos (un 3,6%) decidi6 complementar su procedimiento principal con algun
otro para corroborar su respuesta; los alumnos de tercero medio cuentan con un mayor
repertorio cognitivo para llevar a cabo el desarrollo de problemas que involucran el célculo
de area de regiones rectangulares; o que los estudiantes de tercero medio, por alguna razon,
se encontraron inseguros de las explicaciones llevadas a cabo por lo que se vieron en la
necesidad de dar alguna otra, debido a las exigencias de la pruebas del CEMAT de que las
explicaciones fueran lo més claras posibles.

La Estrategia A, basada en el uso de la formula para el calculo del area de una
region rectangular, es la mas utilizada al momento de trabajar con este tipo de problemas en
la ensefianza escolar. En las Bases Curriculares chilenas no se especifica la ensefianza de la
formula para calcular el &rea de regiones rectangulares, pese a lo cual un 65,6% del total de

estudiantes de la muestra trabajé con ella.
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La Estrategia B, consistente en la subdivision de una region rectangular de acuerdo
a una medida de area dada, se basa en la forma en que se ensefia el clculo de area por su
subdivision en unidades cuadradas, formando cuadriculas. Este tipo de trabajo es el que se
realiza previo a la ensefianza de la formula de area, como una forma de comprender este
concepto y el origen de la formula. Por esto, los alumnos de quinto afio, los cuales se
encuentran mas cercanos a este tipo de trabajo debido a que estdn en los inicios del
aprendizaje del area de regiones rectangulares, mostraron una tendencia a utilizar en mayor
medida este tipo de Estrategia, en comparacion a los estudiantes de tercero medio. Sin
embargo, a pesar de ser la forma de trabajar con area de regiones rectangulares en las Bases
Curriculares chilenas, del total de alumnos de la muestra sdlo un cuarto se baso en la
subdivision por unidades cuadradas para desarrollar el problema.

En ambos niveles la Estrategia mas utilizada fue la basada en la formula para el
calculo de area de regiones rectangulares. La utilizaron un 52% de los alumnos de quinto
basico y un 77,7% de los jovenes de tercero medio. La Estrategia B, por otro lado, tuvo un
nivel de preferencia de un 33% en los estudiantes de quinto basico y de un 17,9% en los
alumnos de tercero medio.

Se observa que el uso de la formula de area es aun mayor en los alumnos de tercero
medio. Como ya se mencion6, la férmula de area es una de las primeras con las que
debieran trabajar los estudiantes en su ensefianza escolar. Por esto, quizas, muchos de los
alumnos de educacion basica que ya han iniciado con el trabajo de area de regiones
rectangulares no estan familiarizados con el uso de formulas por lo que optan por trabajar
con el método inicial que se utiliza para la comprension de este tema: la subdivisién en
unidades cuadradas. De esta forma, es de esperarse que la aplicacion de la formula de area
aumente con la edad de los estudiantes, ya que estdn mas familiarizados con este tipo de
trabajo.

Asi también, debido a la poca experiencia que poseen los alumnos de quinto basico
con este tipo de problemas, era de esperarse que el porcentaje de éstos en el item “Sin
Estrategia” fuese mayor que el de los estudiantes de tercero medio (un 15% de los alumnos
de quinto béasico versus un 0,9% de los estudiantes de tercero medio). Esto se traduce en
que, por una menor experiencia con el trabajo de problemas relacionados con el célculo de

area de regiones rectangulares, los estudiantes de quinto afio presentan mayores
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incoherencias en sus explicaciones y un mayor porcentaje de respuestas sin desarrollo. Este
ultimo fendémeno de respuestas “en blanco” no se presentd entre los alumnos de tercero
medio, donde todos especificaron algun tipo de explicacién para sus respuestas.

Soélo los estudiantes de tercero medio presentaron respuestas donde se utilizaron
Estrategias distintas de las principales descritas (Estrategias A y B). Esta situacion puede
deberse a que ellos cuentan con mas herramientas cognitivas que los estudiantes de quinto
basico, debido a sus experiencias de afios posteriores, por lo que son capaces de improvisar
en base a procedimientos menos convencionales.

Se establecio, ademas, el rendimiento de los estudiantes por cada item de Estrategia.

Item de Estrategia Porcentaje de Porcentaje de Porcentaje de
alumnos de 5° basico | alumnos de 3° medio | alumnos totales
con Puntaje 1. con Puntaje 1. con Puntaje 1.
Estrategia A 65,4% 62,1% 63,3%
Estrategia B 3% 15% 7,5%
Otra Estrategia - 25% 25%
Sin Estrategia 0% 0% 0%

Tabla N°4: Porcentaje de alumnos que respondid correctamente el problema de cada nivel,

por Estrategia utilizada.

En cuanto al nivel de éxito por Estrategia, la mas exitosa en ambos niveles fue la
Estrategia A (uso de la formula de area). Del total de alumnos que utilizé la Estrategia A,
un 63,3% llegd a la respuesta del problema considerada como correcta, mientras que de
aquellos que utilizaron la Estrategia B, un 7,5% (menos de un décimo de ese total) tuvo
éxito en la resolucion del problema correspondiente a su nivel. Esto quiere decir que, a
pesar de que segun las Bases Curriculares chilenas se trabaja con la subdivision de regiones
rectangulares de acuerdo a unidades cuadradas, y no se sefiala como obligatorio el trabajo
con la formula de area, los estudiantes tienen mas éxito al trabajar con éste ultimo método.

Analizando el nivel de éxito por nivel de acuerdo a las Estrategias utilizadas, a pesar
de que los porcentajes fueron similares, los alumnos de quinto basico que trabajaron con la

Estrategia A tuvieron un mayor indice de respuestas correctas que los estudiantes de tercero
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medio que utilizaron la misma Estrategia. Sin embargo, al momento de trabajar con la
Estrategia de subdivisiones (Estrategia B), fueron los alumnos de tercero medio los que
obtuvieron un mejor rendimiento que los nifios de quinto basico. Este hecho sorprende si se
tiene en cuenta que los alumnos de tercero medio estan mas habituados al trabajo basado en
la formula de éarea, mientras que los estudiantes de quinto bésico se encuentran mas
familiarizados con el trabajo de subdividir una region rectangular en unidades cuadradas.
Por otro lado, los estudiantes de tercero medio que utilizaron Otra Estrategia,
tuvieron un mayor porcentaje de respuestas correctas que aquellos del mismo nivel que
utilizaron la Estrategia B. Cabe destacar ademas, que de los estudiantes cuya Estrategia no
fue posible ser deducida (Sin Estrategia), ninguno logré dar con la solucion considerada

como correcta en cada problema.
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V.3. Resultados y Anélisis por Errores.

En una primera instancia, se trabajé con el andlisis de las respuestas de los

estudiantes de tercero medio para identificar los Errores cometidos por éstos. Se hallaron 8

Errores diferentes:

>

Error 1: Conversién de m? a cm? y viceversa. Hace referencia a una mala eleccion del
metodo para realizar conversiones de medidas de area.

Error 2: Conversion de m a cm. Hace referencia a una mala eleccion del método para
realizar conversiones de medidas de longitud.

Error 3: Calculo de area mediante la formula. Errores en el planteamiento de la formula
para el calculo de area de regiones rectangulares.

Error 4: Confusion de una unidad de area con una unidad de longitud. Referencia al
tratamiento equivoco de una medida de area como una medida de longitud de alguna
figura.

Error 5: Realizacion de una operacion aritmética. Fallos cometidos en la realizacion de
algun calculo.

Error 6: Eleccion de operacion aritmética a realizar. Equivoco cometido al momento de
seleccionar el calculo a realizar con los datos con que se cuenta, dependiendo del
contexto o lo que se espera obtener.

Error 7: Traspaso de informacion del enunciado. Hace referencia a errores cometidos
por escribir mal alguna cantidad, registro u otro tipo de dato que se especifica en el
enunciado del problema, al momento de trabajar con éstos.

Error 8: Mala comprension del problema. Se incluyen los casos en que los estudiantes
no pudieron realizar una estrategia coherente con la situacién del problema. No se sabe
si esta situacién se debe en realidad a una mala comprensién del problema, sin
embargo, se opta por esta denominacion para facilitar el tratamiento de las categorias de
errores (por ejemplo, también podria tratarse de una falta de conocimiento por parte de

los estudiantes, o algin otro factor).

Al trabajar, luego, con los Errores cometidos por los estudiantes de quinto basico se

pudo notar que en su gran mayoria correspondian a los mismos hallados en las respuestas

de los alumnos de tercero medio. Por esto, se decididé continuar con la misma clasificacién
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establecida para éstos Ultimos, agregando nuevos Errores cometidos por los nifios de quinto

basico:

> Error 9: Mala subdivision de la region rectangular. Fallos por subdividir mal los lados

de la region rectangular involucrada, realizar mal la cuadricula, o escoger mal los datos

para realizar la subdivision.

> Error 10: Mal conteo de subdivisiones. Equivocos cometidos por contar mal la cantidad

de espacios resultantes al realizar una subdivision.

En vista de las categorias de Errores hallados, se tiene los siguientes resultados de

acuerdo al porcentaje de alumnos por nivel que cometié cada uno de ellos.

Categoria de Error

Porcentaje de

alumnos de 5°

Porcentaje de

alumnos de 3°

Porcentaje de

alumnos totales

béasico (n=100). medio (n=112). (n=212).
Error 1 0% 21,4% 11,3%
Error 2 0% 3,6% 1,9%
Error 3 6% 1,8% 3,8%
Error 4 31% 17,9% 24,1%
Error 5 13% 10,7% 11,8%
Error 6 4% 1,8% 2,8%
Error 7 0% 1,8% 0,9%
Error 8 7% 0,9% 3,8%
Error 9 5% 0% 2,4%
Error 10 2% 0% 0,9%
Totales 68% 59,9% 63,7%

Tabla N°5: Porcentaje de alumnos de cada nivel por categoria de Error cometido.

Al analizar las respuestas de los alumnos de tercero medio se hallaron 8 categorias

de Errores diferentes, entre los que se cuentan errores por conversion de unidades de

medida (de area y de longitud), calculo de area, confusion de una unidad de area con una de

longitud, mala realizacién de una operacién aritmética y una mala eleccion de algunas de
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éstas, mal traspaso de informacion del enunciados, y la no comprension del problema
planteado. Para los estudiantes de quito basico, se utilizaron las mismas categorias de
errores, agregando los nuevos hallados entre sus respuestas: mala subdivision de una regién
rectangular y un mal conteo de estas subdivisiones.

En el caso de los alumnos de quinto basico, ademas de haber cometido nuevos
errores distintos de los ya establecidos para los estudiantes de tercero medio, se denotd el
hecho de que 3 de las primeras categorias no fueron halladas entre los errores cometidos
por éstos: los Errores 1, 2 y 7. Los Errores 1 y 2, por tratarse de equivocos en la conversién
de unidades de medida de area y de longitud, respectivamente, era de esperarse que no se
encontraran en las respuestas de los alumnos de quinto basico. Esta situacion se debe al
hecho de que el problema aplicado en el CEMAT 2012 fue modificado para incluirse en el
CEMAT 2015, de tal forma que se eliminé la necesidad de realizar conversiones de unidad
para resolver el problema. En cuanto al Error 7, el cual trataba de fallos en el traspaso de
informacion del enunciado del problema, pudo haberse hallado s6lo en los alumnos de
tercero medio debido al formato de las pruebas de cada afio: en las pruebas del CEMAT
2012 se incluian todos los problemas en una primera pagina, dejando espacio para sus
desarrollos en hojas en blanco adjuntas, mientras que en las pruebas del CEMAT 2015 el
espacio otorgado para desarrollar cada problema estaba a continuacion de cada enunciado.

La aparicion de nuevas categorias de Errores en las respuestas de los alumnos de
quinto basico, en especifico los Errores 9 y 10 relativos a un mal trabajo con la subdivision
de una region rectangular y un mal conteo de las subdivisiones resultantes, lleva a pensar
en el hecho de que no saben utilizar este método, pese a que debiesen estar mas
acostumbrados a trabajar con este tipo de procedimientos debido a que los primeros
trabajos de area de regiones rectangulares se realizan en cuarto basico.

En cuanto a las categorias de Errores con un porcentaje de incidencia superior al
10% por cada nivel, se encuentran los Errores 4 y 5 en el caso de los alumnos de quinto
bésico, y los Errores 1, 4 y 5 en los estudiantes de tercero medio.

Para los estudiantes de tercero medio, la categoria con un mayor porcentaje
corresponde al Error 1, con un 21,4% de incidencia. Esta categoria hace referencia a fallos
cometidos al momento de realizar conversiones de m? a cm? y viceversa. Era de esperarse

que este error fuese uno de los mas cometidos, debido a la poca o nula experiencia de los
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estudiantes con este trabajo. En las Bases Curriculares chilena no se especifica el
tratamiento de este tipo de conversiones de unidades de medida, por lo cual no es
obligatoria su ensefianza.

El Error 4 fue el segundo més incurrido por los alumnos de tercero medio, donde un
17,9% de ellos lo cometid, mientras que para los estudiantes de quinto basico fue el que
obtuvo un mayor nivel de incidencia, donde un 31% de ellos fue clasificado aqui. Se
recalca el hecho de que los alumnos de quinto bésico, al parecer, tienden a confundir mas
una unidad de &rea con una unidad de longitud.

El Error 4 podia deberse a dos razones. La mas sencilla, es que los estudiantes en
lugar de leer, en el enunciado del problema, que los chanchitos de tierra habitaban cada “5
centimetros cuadrados”, hubiesen leido o entendido que este hecho ocurria cada “5
centimetros”. De ser asi, es de esperarse que los alumnos consideraran esa medida de area
dada como una medida de longitud. Sin embargo, ¢tiene sentido hablar de que un animal
habita cada cierta unidad de longitud? Este tipo de unidades de medida son lineales, y los
animales, como cualquier otro objeto real, ocupa area, ya que no son figuras
unidimensionales. En este sentido, los estudiantes que cometieron este fallo por una mala
lectura del enunciado, si hubiesen analizado mas a fondo lo que representaba, se habrian
detenido en una lectura mas atenta, evitando quizas el error.

Por otro lado, el Error 4 podia deberse a otro motivo muy diferente que un fallo en
la lectura del enunciado del problema. Los alumnos consideraron el dato de la superficie
que ocupaba cada chanchito de tierra, como la medida del area de un sector rectangular o
cuadrado, en donde habitaba cada oniscideo. Cuando consideraban esta superficie como
una regién cuadrada, era cuando tendian a cometer el fallo clasificado como Error 4. Los
estudiantes valoraron la medida de los lados de estas superficies cuadradas en 5
centimetros, siendo que su area debia ser de 5 centimetros cuadrados. No repararon en el
hecho de que, de esta forma, estaban trabajando con superficies cuya area media 25
centimetros cuadrados. Usualmente incurrian en este hecho porque dividian las medidas de
los lados del terreno rectangular, por las correspondientes medidas de los lados del sector
gue ocupaba cada chanchito de tierra.

El Error 5 fue el tercero mas cometido por los alumnos de tercero medio, donde un

10,7% de ellos incurrié en él, mientras que para los estudiantes de quinto basico fue el que
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obtuvo un segundo mayor nivel de incidencia, donde un 13% de ellos fue clasificado aqui.
Aunque por una baja diferencia, los estudiantes de quinto basico presentan mas fallos al
realizar calculos u operaciones aritméticas que los alumnos de tercero medio. Este hecho
podria haberse hecho méas notorio si se hubiesen trabajado con las mismas cantidades en
ambos niveles, ya que en el problema del afio 2015 se utilizaron cantidades méas pequefias.

Por otro lado, en los resultados de los alumnos de quinto basico hubo un aumento de
incidencia en errores técnicos, tales como los Errores 3 y 6, referentes al célculo de area
mediante la formula y la eleccién de operaciones aritméticas a realizar, respectivamente. En
ambos casos, se trata de fallos cometidos al momento de establecer algtn tipo de modelo
matematico a seguir. Esto quiere decir, que los alumnos de tercero medio poseen menos
problemas con trabajos procedimentales.

A continuacion, se establecio el porcentaje de alumnos de cada nivel que cometio

cada categoria de Error por Estrategia utilizada.

Porcentaje de Estrategia A Estrategia B Otra Estrategia | Sin Estrategia
alumnos de 5° (n=52). (n=33). (n=0). (n=15).

Basico.

Error 1 - - - -
Error 2 - - - -
Error 3 11,5% 0% - 0%
Error 4 0% 93,9% - 0%
Error 5 23,1% 3% - 0%
Error 6 1,9% 9,1% - 0%
Error 7 0% 0% - 0%
Error 8 0% 0% - 46,7%
Error 9 0% 15,2% - 0%
Error 10 0% 6,1% - 0%

Tabla N°6: Porcentaje de alumnos de 5° basico por Estrategia utilizada y categoria de Error

cometido.
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De esta forma, por ejemplo, de la tabla anterior es posible sefialar que un 15,2% de
los estudiantes de quinto béasico que utilizaron la Estrategia B, cometié un Error 9,

correspondiente a una mala subdivision de la region rectangular.
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Porcentaje de Estrategia A Estrategia B Otra Estrategia | Sin Estrategia
alumnos de 3° (n=87). (n=20). (n=8). (n=1).

medio.

Error 1 25,3% 0% 25% 0%
Error 2 2,3% 10% 0% 0%
Error 3 1,1% 5% 0% 0%
Error 4 2,3% 75% 50% 0%
Error 5 8% 30% 0% 0%
Error 6 2,3% 0% 0% 0%
Error 7 1,1% 5% 0% 0%
Error 8 0% 0% 0% 100%
Error 9 = = - -
Error 10 - - - -

Tabla N°7: Porcentaje de alumnos de 3° medio por Estrategia utilizada y categoria de Error

cometido.

De la tabla anterior, se puede asegurar que un 8% de los alumnos de tercero medio
que utilizaron la Estrategia A, cometié un Error 5, correspondiente a una mala realizacion
de una operacion aritmética.

En base a estos hechos es posible establecer los errores propios de cada Estrategia.
Para la Estrategia A se encuentran los Errores del 1 al 7, mientras que para la Estrategia B
se hallan los Errores del 2 al 7, ademas del 9 y el 10. El Error 8 no esta presente en ninguna
de las respuestas de los estudiantes que utilizaron alguna de estas Estrategias, ya que de lo
contrario, no se habria logrado determinar el procedimiento que utilizaron por haber
realizado pasos que poca o nada relacién pudieron haber guardado con el problema. En el
caso de la Estrategia A, no se presentaron errores relativos a las subdivisiones de una
region rectangular (Errores 9 y 10), debido a que no utilizaba este procedimiento. Mientras
tanto, para la Estrategia B no hubo fallos de conversién de unidades de area (lo cual sélo
podia estar presente entre las respuestas de los alumnos de tercero medio), debido a que,

previo a la subdivision de los lados para realizar la cuadricula o calcular los espacios que
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ésta debia contener, los estudiantes se aseguraban de tener las medidas de los lados de la
region rectangular expresadas en centimetros.

Desde el punto de vista de las Estrategias utilizadas por los alumnos, en las
respuestas de los estudiantes de quinto basico que utilizaron la Estrategia A los errores mas
cometidos fueron los Errores 3 y 5. Al momento de trabajar con la Estrategia basada en la
formula para calcular el area de regiones rectangulares, los estudiantes de quinto basico
tienden a cometer mas errores relacionados con el establecimiento de ésta y la realizacion
de operaciones aritméticas. EI primer hecho puede estar relacionado con la poca
familiarizacion de los estudiantes con la férmula de éarea, la confusion de ésta con la
correspondiente para calcular el perimetro de una region rectangular (ya que muchos
calcularon el perimetro en lugar del area), o por una mala comprension de esta al sumar las
medidas de los lados en lugar de multiplicarlos. Los fallos en la realizacion de operaciones
aritméticas se deben en su gran mayoria a errores al realizar multiplicaciones o divisiones.
Este ultimo hecho se puede relacionar a una falta de préactica que poseen los alumnos de
quinto béasico con este tipo de calculos, debido a que, segun las Bases Curriculares chilenas,
la multiplicacién debe ser estudiada en tercer afo.

En las respuestas de los jovenes de tercero medio que utilizaron la misma Estrategia
(relacionada con la férmula de area), el error mas comdn fue el Error 1. Esta categoria trata
de una mala eleccion del método para realizar conversiones de medidas de area, en
especifico, al convertir metros cuadrados a centimetros cuadrados y viceversa. El gran
porcentaje de incidencia (un 25,3% de los jovenes que utilizaron la Estrategia A) puede
relacionarse al hecho de que la ensefianza de este tipo de trabajo no esta reflejada como
obligatoria en las Bases Curriculares chilenas, por lo que puede haber estudiantes que, aun
cursando tercero medio, no hayan realizado jamas una conversién de unidades de medida
de area. Pese a esto, aquellos estudiantes podrian haber evitado tal situacién apoyandose
inicialmente en una conversion de unidades de medida de longitud, para luego calcular el
area de la regién rectangular. Este Error destaca por sobre el resto en esta Estrategia debido
a que el siguiente con un alto nivel de incidencia se trata del Error 5, dénde s6lo un 8% de
los jovenes lo cometio.

Por otro lado, en las respuestas de los alumnos de quinto basico que utilizaron la

Estrategia B de subdivision en unidades cuadradas, los errores mas frecuentes fueron los
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Errores 4 y 9. El primero trata de la confusion de una unidad de &rea con una unidad de
longitud y fue cometido por el 93,9% de los estudiantes de quinto afio que usaron dicha
Estrategia, mientras que el segundo hace referencia a una mala subdivision de la region
rectangular y el porcentaje de incidencia de estos casos fue de un 15,2%. Lo cierto es que la
cifra alcanzada por el Error 4 en este tipo de respuestas es exorbitante, ya que lo cometi6
casi la totalidad de los estudiantes de quinto basico que usaron la Estrategia B. Este hecho
destaca una mala comprension de los conceptos y/o unidades de medidas de area y longitud
en las etapas iniciales de los escolares en este tema. En cuanto al Error 9, si bien el
porcentaje de alumnos que lo cometieron utilizando esta Estrategia no fue tan elevado, se
asocia a problemas de entendimiento que poseen los alumnos de esta etapa escolar al
realizar cuadriculas, tal y como se puso en evidencia en varios articulos de investigacion
(Battista, Clements, Arnoff, Battista, & Borrow, 1998).

En el caso de los alumnos de tercero medio que utilizaron la Estrategia B, los
errores mas cometidos fueron los Errores 2, 4 y 5, relacionados con la conversion de
unidades de longitud, la confusién de una unidad de area con una de longitud y la
realizacion de operaciones aritméticas, respectivamente. De éstos, el que tuvo un mayor
nivel de incidencia fue el Error 4 tal y como sucedié con los alumnos de quinto basico; lo
cometieron tres cuartos de los jovenes que utilizaron la Estrategia B. Esto quiere decir que,
a pesar de las experiencias con el trabajo de area de regiones rectangulares que debieran
poseer los estudiantes de tercero medio, aun existe un alto nivel de confusion con las
unidades de area y de longitud. Asi también, se destaca el alto porcentaje en el Error 5 en
esta Estrategia (un 30%), lo que quiere decir que la cantidad de alumnos de tercero medio
que cometen errores de célculos aumenta al trabajar con subdivisiones de regiones
rectangulares.

De los alumnos que utilizaron “Otra Estrategia”, los cuales s6lo se encuentran en el
nivel de tercero medio, los Unicos errores hallados fueron los Errores 1 y 4, con un 25% y
un 50% de incidencia, respectivamente. Esto quiere decir que, al momento de utilizar
procedimientos alternativos a los convencionales, los estudiantes caen en dos de los fallos
mas cometidos por todos los miembros de este nivel.

Por otro lado, de las respuestas de los estudiantes catalogadas en “Sin Estrategia”

s6lo se encuentran Errores por una mala comprension del problema (Error 8). Esta situacion
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fue establecida a priori, debido a que, como en este item de Estrategia se encuentran
aquellos alumnos que no presentaron un procedimiento coherente como respuesta, no se
podian catalogar en algun otro tipo de error, a menos que fuese evidente como, por
ejemplo, un error de calculo (situacion que no se hall6 en estos casos). Por esto, el 100% de
los alumnos de tercero medio en este item de Estrategia cometidé un Error 8, mientras que
de los estudiantes de quinto basico un 46,7% presentd esta categoria de error. El resto de
los alumnos de quinto basico cuya respuesta fue establecida en el item “Sin Estrategia”
corresponden a aquellos que no presentaron explicacion alguna, por lo que era imposible
establecer alguna categoria de error para ellos.

Estas categorias de Errores se pueden asociar con los tipos de errores segun la etapa

del Proceso Iterativo de Resolucion de un Problema, los cuales correspondian a:

» Error Tipo I: Se produce en caso de traspasar mal la informacion dada en el enunciado
del problema.

» Error Tipo II: Se produce en caso de escoger un modelo matematico inadecuado.

» Error Tipo Ill: Se produce al cometer errores procedimentales en la aplicacion del
modelo matematico determinado.

» Error Tipo IV: Se produce al interpretar mal los resultados del modelo.
De esta forma, la asociacion entre ambas clasificaciones de Errores es la siguiente:

Error 1: Conversién de m” a cm? y viceversa. Corresponde a un Error Tipo Il.
Error 2: Conversion de m a cm. Corresponde a un Error Tipo I1.

Error 3: Calculo de area mediante la formula. Corresponde a un Error Tipo I1.

YV V V V

Error 4: Confusion de una unidad de area con una unidad de longitud. Su asociacion
con los errores del proceso iterativo, depende de la naturaleza del fallo. Si el error se
debi6 a una mala lectura del enunciado, entonces se trata de un Error Tipo I. Si el
estudiante interpreto bien los datos, pero aun asi trabajo mal con ellos, se trata de un
Error Tipo Il.

Por otro lado, como algunos estudiantes no incluyeron una descripcién muy especifica
de lo realizado al momento de desarrollar el problema, hubo casos en que no se pudo

definir a cudl de las dos situaciones antes descritas corresponde al motivo del Error 4.
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Y V V V

Para estas ocasiones, se definié una categoria denominada “Error Tipo I-1I”, a modo de
incluir aquellos casos en que no se podia definir si era un tipo de error o el otro.

Error 5: Realizacion de una operacion aritmética. Corresponde a un Error Tipo IlI.

Error 6: Eleccion de operacion aritmética a realizar. Corresponde a un Error Tipo Il.
Error 7: Traspaso de informacion del enunciado. Corresponde a un Error Tipo I.

Error 8: Mala comprension del problema. Este tipo de error se definié para aquellos
estudiantes cuya estrategia no fue posible deducir, debido a la poca o nula coherencia
con los datos y el contexto del problema. Por esto, no es posible establecer una
asociacion a solo un tipo de Error del proceso iterativo. Sin embargo, el mas cercano a
esta categoria de error, corresponde al Error Tipo I, ya que puede deberse a una mala
interpretacion de los datos del problema, la pregunta a responder y/o el contexto de éste.
Error 9: Mala subdivision de la region rectangular. Corresponde a un Error Tipo I1I.
Error 10: Mal conteo de subdivisiones. Corresponde a un Error Tipo IlI.

Es posible observar que ninguna categoria de Error fue considerada como Error

Tipo V. Esto quiere decir, que no hubo estudiantes dentro de la muestra que interpretaran

mal los resultados de algin modelo matematico aplicado en el proceso. Sin embargo, no es

posible asegurar este hecho en forma definitiva, ya que el Error 8 podria estar incluido

también en este tipo de Error.

Se tienen los siguientes resultados, en cuanto al porcentaje de alumnos por nivel que

cometio cada tipo de Error del proceso iterativo.

Tipo de Error Porcentaje de Porcentaje de Porcentaje de
alumnos de 5° alumnos de 3° alumnos totales
béasico (n=100). medio (n=112). (n=212).

Error Tipo | 16% 6,3% 10,8%

Error Tipo Il 13% 35,7% 25%

Error Tipo I-11 19% 5,4% 11,8%

Error Tipo Il 18% 10,7% 14,2%

Error Tipo IV 0% 0% 0%

Totales 66% 58,1% 61,8%

Tabla N°8: Porcentaje de alumnos de cada nivel por tipo de Error cometido.
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Como ya se hizo notar, no hubo estudiantes de la muestra que cometieran el Error
Tipo 1V, relativo a una mala interpretacion de los resultados de algin modelo matematico
aplicado. Del resto de los Tipos de Errores, los niveles de incidencia en los estudiantes de
quinto bésico se presentd de forma pareja y no hubo porcentajes inferiores al 10%, mientras
que en los alumnos de tercero medio la situacion se presentd en forma mas dispar y s6lo
dos de éstos superaron el 10% de ocurrencia (los Errores Tipo 11y I11).

Lo cierto es que no se puede asegurar con certeza cual fue el Tipo de Error mas
cometido por los alumnos de quinto basico, debido a la presencia del Error Tipo I-Il, cuya
naturaleza no se puede determinar a ciencia cierta. Sin embargo, sin tomar en cuenta este
item, se tiene que el Tipo de Error més cometidos por los nifios de este nivel corresponde al
Error Tipo Il11. Este hecho se traduce en que los alumnos de quinto afio cometen mas faltas
en errores al llevar a cabo los modelos matematicos determinados a realizar, es decir,
cometen mas errores de célculo o aplicacion que de cualquier otro tipo al momento de
trabajar con area de regiones rectangulares. Se puede asociar este Tipo de Error a factores
de distraccion en los estudiantes, asi como a una falta de experiencia con este tipo de
trabajo o problemas.

En los estudiantes de tercero medio el Tipo de Error predominante corresponde al
Error Tipo 11, que hace referencia a la eleccion de un modelo matematico inadecuado para
llevar a cabo. Esto quiere decir que mientras en los alumnos méas pequefios los Errores
predominantes eran mas bien técnicos, entre los jovenes de méas edad se cometen mas fallos
por establecer mal los pasos a seguir con determinados datos al momento de trabajar con
area de regiones rectangulares. En particular, el alto porcentaje de este Tipo de errores en
los estudiantes de tercero medio, se debe a los fallos existentes en la conversion de
unidades, lo cual no estuvo presente entre los alumnos de quinto basico ya que no requerian
utilizar este tipo de métodos. Tal vez, si se hubiese mantenido esa naturaleza del problema
en el CEMAT 2015, el porcentaje de Error Tipo Il hubiese sido mas elevado también en los
alumnos de quinto basico.

Analizando los datos en conjunto, de la totalidad de la muestra de estudiantes
considerados en el presente estudio, el Error Tipo Il fue el mas cometido (por un cuarto de
la muestra), seguido por el Error Tipo Il (por un 14,2% del total de alumnos). Esto quiere

decir que los Tipos de Errores predominantes al resolver problemas que involucran el
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calculo de area de regiones rectangulares son aquellos que involucran la seleccion de un
modelo matematico a realizar y la aplicacion de éste. En cuanto a la seleccién de un modelo
matematico, se puede relacionar con fallas en el establecimiento de la formula de area
(ademas de otros errores), mientras que entre las aplicaciones de los modelos se encuentran
equivocos por realizar malas subdivisiones de una regién rectangular. En otras palabras, los
Tipos de Errores predominantes se relacionan con los principales procedimientos de las
estrategias existentes para el calculo de area de regiones rectangulares.

A continuacién, se establecio el porcentaje de alumnos de cada nivel que cometi6

cada tipo de Error por Estrategia utilizada.

Porcentaje de Estrategia A Estrategia B Otra Estrategia | Sin Estrategia
alumnos de 5° (n=52). (n=33). (n=0). (n=15).

Basico.

Error Tipo | 0% 27,3% - 46,7%
Error Tipo Il 13,5% 18,2% - 0%
Error Tipo I-11 0% 57,6% - 0%
Error Tipo Il 23,1% 18,2% - 0%
Error Tipo IV 0% 0% - 0%

Tabla N°6: Porcentaje de alumnos de 5° basico por Estrategia utilizada y tipo de Error

cometido.

Porcentaje de Estrategia A Estrategia B Otra Estrategia | Sin Estrategia
alumnos de 3° (n=87). (n=20). (n=8). (n=1).

medio.

Error Tipo | 2,3% 15% 12,5% 100%
Error Tipo Il 29,9% 45% 62,5% 0%
Error Tipo I-11 1,1% 30% 0% 0%
Error Tipo Il 8% 30% 0% 0%
Error Tipo IV 0% 0% 0% 0%

Tabla N°7: Porcentaje de alumnos de 3° medio por Estrategia utilizada y tipo de Error

cometido.
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Como es posible deducir a partir de las tablas anteriores, en las respuestas de los
estudiantes que utilizaron las Estrategias A y B s6lo se presentaron Errores Tipo I, 11, I-11'y
[11. En los alumnos que utilizaron Otra Estrategia solo se hallaron Errores Tipo | y II. En
tanto, las respuestas clasificadas en “Sin Estrategia” s6lo estuvo presente el Error Tipo I,
correspondiente al mal traspaso de informacion del enunciado del problema, ya que la
categoria de Error asociada a este tipo de respuestas (Error 8), se enmarco en este tipo de
error. En ningln caso se presentd un Error Tipo IV, referente a interpretar mal los
resultados de algin modelo matematico aplicado durante la resolucién del problema.

En los alumnos de quinto basico que utilizaron la Estrategia A s6lo se hallaron
Errores Tipo 11 y 111, los cuales tuvieron un porcentaje de incidencia del 13,5% y 23,1%,
respectivamente (de acuerdo al total de alumnos de quinto béasico que utilizaron dicha
estrategia). Esto quiere decir que, al momento de trabajar con la formula de area, los
estudiantes de quinto afio fallaron en establecer algin modelo matematico a utilizar y en la
aplicacion de éstos. El hecho de que sea mayor el porcentaje del Error Tipo 111 se interpreta
en que los alumnos de este nivel cometen mas errores de calculo. Los fallos en la
determinacion de los modelos matematicos a escoger se puede asociar a diferentes factores:
(1) la falta de practica con este tipo de problemas, (2) la poca experiencia con el uso de
formulas (en especial con la formula de area, cuya mencion en las Bases Curriculares es
nula), o (3) una confusion entre las consecuencias de las operaciones decididas a realizar
(por ejemplo, cuando en lugar de dividir el valor del area total por el valor de la superficie
ocupada por los chanchitos de tierra, multiplicaban ambas cantidades).

En las respuestas de los jovenes de tercero medio que utilizaron la misma Estrategia
(relacionada con la formula de area), el Error Tipo Il, relativo al establecimiento de un
modelo matematico a aplicar, sobresalié por sobre los deméas con un 29,9% de incidencia.
Dentro de este Tipo de Error se encuentran fallos tales como los cometidos en la conversion
de unidades de medida de area, los cuales, como ya se hizo notar anteriormente, tuvieron un
alto porcentaje de incidencia.

En cuanto a los resultados relativos a la Estrategia B (de subdivision de una region
rectangular en unidades cuadradas), de los alumnos de quinto basico que la utilizaron el
foco estuvo centrado en los Errores Tipo I-11 (con un 57,6%) y Tipo | (con un 27,3%). El

Error Tipo | hace referencia a un fallo en el traspaso de informacién del enunciado del
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problema, mientras que el item de Tipo I-1l puede hacer referencia a este error o a un mal
planteamiento de algin modelo matematico a aplicar con los datos. Se recuerda que este
item que incluye dos Tipos de Errores diferentes del Proceso Iterativo de Resolucion de un
Problema, se cred con el fin de abarcar aquellos casos en que no se pudo definir con
exactitud a cual de los dos pertenecia. En especifico, se trata de respuestas en que se
cometié el Error 4 (confundir una unidad de &rea con una unidad de longitud). Por ende, y
uniendo este Tipo de Error al segundo méas cometido, es posible sefialar que, al momento de
trabajar con el método de subdivisién de la regién rectangular a partir de una medida de
area, los estudiantes de quinto afio cometen mas errores en las primeras etapas del Proceso
Iterativo, en especial en el traspaso de informacion, planteamiento de interrogantes, y en las
decisiones de como trabajar con esta informacion. Es crucial observar las dificultades que
tienen los alumnos de este nivel al trabajar con el area de regiones rectangulares mediante
la subdivision, ya que constituye la base para la comprension de este tema.

Los estudiantes de tercero medio que utilizaron la Estrategia de subdivision
presentaron mayores fallas de Tipo I, es decir, de planteamiento de modelos matematicos a
seguir. Este hecho se puede explicar por una falta de recuerdo acerca de los procedimientos
a utilizar cuando se trabaja con este metodo, ya que los alumnos de este nivel no lo han
puesto en practica por aproximadamente 6 afios, a menos que se hubiesen encontrado en la
necesidad de resolver algin problema de indole similar. Por otro lado, los alumnos de este
nivel se encuentran mas familiarizados con el uso de formulas y no con los procesos
primitivos de algun tema.

Por otro lado, se presentd una situacion similar a la anterior con aquellos estudiantes
que utilizaron alguna Otra Estrategia (los cuales sélo pertenecen al nivel de tercero medio),
donde un 62,5% de ellos cometi6 un Error Tipo 1. En general, la mayoria de estos métodos
alternativos trabajaba con algun tipo de subdivision del area de la regién rectangular, por lo
que se explica el hecho de que también se encuentren mas fallas en el planteamiento de los

modelos matematicos a utilizar.
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V. Conclusiones.

De las observaciones hechas en base a los resultados de la muestra analizada, es
posible sefialar que los alumnos de méas edad llegan a demostrar un mayor rendimiento
cuando trabajan con problemas en que se involucra el trabajo con éarea de regiones
rectangulares.

Al momento de resolver los problemas involucrados en el presente estudio, los
estudiantes de la muestra presentaron dos principales Estrategias de resolucién: en una se
involucra el uso de la férmula para calcular el area de regiones rectangulares, mientras la
otra se basa en la realizacion de subdivisiones en unidades cuadradas.

A pesar de que en las Bases Curriculares chilenas no se especifica el trabajo con la
formula de area, la Estrategia en que se utiliza parece ser la preferida por los estudiantes
chilenos. Este punto es de especial importancia, ya que, segun la Secuencia pedagdgica
para la ensefianza de un sistema de medicion propuesto por Koay (2014), el aprendizaje de
la formula de area debiese ser parte de la tercera y Gltima etapa.

Por otro lado, ademas de ser la Estrategia con un mayor porcentaje de preferencia,
la Estrategia que involucra el uso de la férmula de area obtuvo un mayor porcentaje de
éxito en comparacion a la Estrategia de subdivision de la region rectangular. Se destaca este
hecho por lo analizado en las Bases Curriculares chilenas, en las cuales no se especifica el
trabajo con la formula, pero si con la subdivision en unidades cuadradas, por lo que los
resultados no son compatibles con lo que se esperaba en base a esta situacion.

Los Errores més frecuentes hallados fueron la conversion de m? a cm? y viceversa, y
la confusion de una medida de area con una medida de longitud. EI primer error sélo se
hallé en las respuestas de los alumnos de tercero medio, ya que el problema fue modificado
para quinto afio de modo que no se vieran en la necesidad de realizar este tipo de trabajo. El
alto porcentaje de incidencia es preocupante en jovenes de este nivel, pese a lo cual no es
de extrafiarse ya gque este tema no es obligatorio en la ensefianza escolar chilena (segun lo
hallado en las Bases Curriculares). El segundo error, relativo a la confusion de una medida
de érea por una de longitud revoca en el hecho de que, al parecer, los alumnos no analizan
los datos con los cuales se trabaja a fin de detectar posibles errores en la comprension que

tuvieron al respecto. Asi también, como en muchos casos que cometieron este error se
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debié a una confusion entre la medida del lado de un cuadrado y la superficie que ocupa
esta misma figura, se denota una falta de extrapolacion de la férmula de area para regiones
cuadradas.

En cuanto a los alumnos que utilizaron la Estrategia basada en el uso de la formula
de area, se observa un aumento de errores de célculo en los estudiantes de quinto basico, un
hecho esperable debido a la falta de familiaridad de los jovenes de este nivel con el uso de
formulas.

En ambos niveles, al momento de utilizar la Estrategia de subdivision de la region
rectangular, se cometieron mas fallos con la confusion de una medida de area por una
medida de longitud, debido a que en esta Estrategia se utiliza el procedimiento con el cual
era posible llegar a cometer este error.

Del total de la muestra de estudiantes chilenos, el tipo de error mas cometido de los
cuatro involucrados en el Proceso Iterativo de Resolucion de un problema, fue aquel que
hace referencia a la eleccion de un modelo matematico inadecuado. Este fallo, ademas de
ser el mas cometido por toda la muestra de alumnos, es el mas destacado en las dos
principales Estrategias descritas. Se entiende de esta forma que, independiente de los
procedimientos escogidos por los jovenes para dar solucion a los problemas de area de
regiones rectangulares, los fallos mas comunes son los relativos a la eleccion de los
procesos a realizar con los datos con que se cuenta, al establecimiento de la formula, la

eleccion de operaciones aritméticas, y en general a decisiones de las acciones a realizar.
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VII.

ANexos.

Anexo 1: Tabla de Establecimientos.

N° | Denominacion Provincia Tipo de N° de N° de
Establecimiento Establecimiento | Estudiantes | Estudiantes
3° medio 5° bésico

1 | Establecimiento 1 Biobio Particular 4 -
Pagado

2 | Establecimiento 2 Concepcion | Particular 1 -
Subvencionado

3 | Establecimiento 3 Concepcidn | Particular - 5
Subvencionado

4 | Establecimiento 4 Concepcidn | Particular - 4
Subvencionado

5 | Establecimiento 5 Concepcidn | Particular 1 -
Pagado

6 | Establecimiento 6 Nuble Particular 15 7
Subvencionado

7 | Establecimiento 7 Concepcion | Particular 2 -
Pagado

8 | Establecimiento 8 Nuble Particular - 3
Subvencionado

9 | Establecimiento 9 Nuble Particular - 10
Subvencionado

10 | Establecimiento 10 Nuble Particular - 5
Subvencionado

11 | Establecimiento 11 Concepcidn | Particular 1 -
Subvencionado

12 | Establecimiento 12 Concepcidn | Particular - 2
Subvencionado

13 | Establecimiento 13 Concepcidn | Particular - 1
Subvencionado

14 | Establecimiento 14 Concepcidn | Particular 3 -
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Subvencionado

15 | Establecimiento 15 Concepcidn | Particular 5
Subvencionado

16 | Establecimiento 16 Concepcidn | Particular 6
Subvencionado

17 | Establecimiento 17 Arauco Particular 3
Subvencionado

18 | Establecimiento 18 Concepcidn | Particular -
Subvencionado

19 | Establecimiento 19 Nuble Particular 2
Subvencionado

20 | Establecimiento 20 Nuble Particular 1
Subvencionado

21 | Establecimiento 21 Concepcidn | Particular 8
Subvencionado

22 | Establecimiento 22 Concepcidn | Particular 12
Subvencionado

23 | Establecimiento 23 Nuble Particular 5
Subvencionado

24 | Establecimiento 24 Concepcidn | Particular -
Subvencionado

25 | Establecimiento 25 Concepcidn | Particular -
Subvencionado

26 | Establecimiento 26 Concepcidn | Particular 2
Subvencionado

27 | Establecimiento 27 Nuble Particular 4
Subvencionado

28 | Establecimiento 28 Concepcidn | Particular 1
Subvencionado

29 | Establecimiento 29 Concepcidn | Particular -
Subvencionado

30 | Establecimiento 30 Concepcidn | Particular -
Pagado

31 | Establecimiento 31 Concepcibn | Particular -
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Subvencionado

32 | Establecimiento 32 Concepcidn | Particular 3
Pagado

33 | Establecimiento 33 Nuble Particular 5
Subvencionado

34 | Establecimiento 34 Nuble Particular 4
Subvencionado

35 | Establecimiento 35 Concepcidn | Particular -
Pagado

36 | Establecimiento 36 Biobio Particular 4
Pagado

37 | Establecimiento 37 Concepcion | Municipal 6

38 | Establecimiento 38 Nuble Municipal 1

39 | Establecimiento 39 Arauco Municipal 3

40 | Establecimiento 40 Nuble Particular 4
Subvencionado

41 | Establecimiento 41 Arauco Municipal 3

42 | Establecimiento 42 Concepcidn | Particular 3
Pagado
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Anexo 2: Prueba fecha 5 CEMAT 2012.

g Campeonato Regional Escolar de Matemsdticas 2012 m‘n’:’“‘!’“"
- Universidad de Concepcicdn e —
ampeonato Escolar www.cemat.cfm.cl

Matematica

Prueba Individual — Nivel M3
Quinta fecha (recuperativa). Sibado 1 de Septiembre de 2012

Tiempo: 2 horas

Problema 1 - Chanchitos. {10pt) El jardin del abuelo Anacleto, matematico jubilado v aventurero,
estd plagado de chanchitos de tierra. Su jardin tiene forma rectangular, con 3 metros de ancho v 4
metros de largo. El abuelo ha estimado que cada 5 centimetros cuadrados de terreno vive un chanchito
de tierra.

;Cuantos chanchitos de tierra viven en el jardin del abuelo?

Problema 2 - Pulga. (10pt) Sobre una circunferencia se marcan los puntos del 1 al 7 como en la
figura.

Una pulga se para en uno de los puntos, v comienza a saltar en el sentido de las agujas del reloj de
un punto a otro. S1 estd en el punto 1, salta un lugar. Siestd en el 2, salta 2 lugares; en el 3, salta 3
lugares, etc. Por ejemplo, si la pulga estd en o] 1, saltard al 2. Si estd en el 2, saltard al 4, v si estd
en el 4, saltard al 1, ete. (los movimientos son siempre alrededor del circulo).

Si la pulga parte en el punto 3, ;jdénde gueda la pulga después de realizar 2012 saltos?

Problema 3 - Area. {10pt) En un tridngulo equilitero AABC, sean D, E v F puntos en los lados
BC, AC v AB tales que DE 1| BC v el ADEF es equilitero. Si el area del tridngulo AABC es 30,
determinar el drea del tridngulo ADEF.

Rocuorda que disponoes de 2 horas para rosolver csta prucka. La mayoris de las porsonas pionsa s lo mis & mioutos ¥ lucgo so rinda. (Dobs
luchar hasta el flnal! A wveces ln solucido llege & tu cabeza oo @l momento menos esperado... Recuerds también que debes explicar tus
respucstas, pensando on que cualquier personn que las lon deberd ser capas de eotender porgud o que $8 propones ostd bien ¥ cdmo legasto
n tal solucido.
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Prueba fecha 5 CEMAT 2015.

Anexo 3
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