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A mi abuela.





All we have to decide is what to do with the time that is given us.

J. R. R. Tolkien
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Resumen

Las teorías de gravedad Cuasi-topológica (GCT) son construidas de forma tal
que conducen a una ecuación de primer orden para espaciotiempos esféricamente
simétricos, imitando la estructura de teorías de Lovelock en dimensiones superiores
y son libres de fantasmas alrededor de AdS. En esta tesis se construyen soluciones
a rotaciones bajas en el caso cúbico y cuártico de GCT en cinco dimensiones. Estas
soluciones reflejan que la teoría cúbica es una teoría única, mientras que el caso
cuártico nos lleva a una familia de teorías con soluciones a rotaciones bajas diferentes
en dimensión cinco. Se muestra que las ecuaciones para los términos fuera de la
diagonal son de segundo orden en el caso cúbico, sin embargo, en el caso cuártico
es necesario imponer una restricción extra, entre los acoplamientos de los términos
Riem4, para remover términos con derivadas superiores y por lo tanto imitar el
comportamiento del caso cúbico, removiendo parcialmente la degeneración de estas
teorías, y llevando a una familia triparamétrica de Lagrangianos cuárticos en el
tensor de Riemann. En este trabajo se presenta también una extensión del principio
de acción reducida para el régimen de rotaciones bajas y se propone un ansatz
para la métrica que depende de nuevas funciones auxiliares que están presentes
en los términos fuera de la diagonal. Se compara este principio en el régimen de
rotaciones bajas con las ecuaciones de campo en teorías de Lovelock y GCT Cúbica
y se muestra que esto lleva a las ecuaciones correctas, entonces se encuentra la
solución en GCT cuártica aplicando este nuevo método. Las funciones métricas
fuera de la diagonal admiten una integración simple en términos de cuadratura.
Finalmente se muestra que, para parámetros de rotación más allá del caso lineal,
usando el ansatz de Kerr-Schild, es imposible construir una solución asintóticamente
AdS5 para valores genéricos de las constantes de acoplamiento en GCT Cúbica.



Abstract

Quasi-topological gravity (QTG) theories are constructed such that they lead to a
first order equation for spherically symmetric spacetimes, mimicking the structure of
Lovelock theories in higher dimensions and they are free of ghosts around AdS. In this
thesis, slowly rotating solutions in the Cubic and Quartic QTG in five dimensions
are constructed. These solutions reflect that the cubic theory is unique, while the
quartic case leads to family of theories with different slowly rotating solutions in
five dimensions. It is shown that the equations for the off-diagonal terms are of
second order in the cubic case, however, in the quartic case it is necessary to impose
an extra constraint, between the couplings of the Riem4 terms, to remove higher
derivatives and therefore to mimic the behavior of the cubic case, partially removing
the degeneracy of these theories and leading to a three-parameter family of quartic
Lagrangians in the Riemann tensor. In this thesis we also present an extension of
the reduced action principle on the slowly rotating regime and an ansatz is proposed
for the metric that depends of new auxiliary functions that are present in the off
diagonal terms. We compare this principle in the slowly rotating regime with the
field equations in Lovelock gravity and cubic QTG and show that it leads to the
correct equations, then we found the solution in quartic QTG applying this new
method. The off-diagonal metric functions admit a simple integration in terms of
quadratures. Finally it is shown that for rotation parameters beyond the linear case,
using the Kerr-Schild ansatz, it is impossible to construct an asymptotically AdS5

solution for generic values of the coupling constants in Cubic QTG.
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Capítulo 1

Introducción

Actualmente se reconoce a la teoría de la Relatividad General (RG) como la teoría
que mejor representa la interacción gravitacional, pasando numerosos test experi-
mentales [1], sin embargo, no se ha realizado hasta la fecha un test que pruebe la
validez de esta teoría en escenarios extremos de mayor curvatura o energía. Por
otro lado, la única teoría que nos permite estudiar el scattering de gravitones es
Teoría de Cuerdas, además en el límite a bajas energías predice que en el límite de
bajas energías la acción de Einstein-Hilbert es suplementada por infinitos escalares
de curvatura en un esquema perturbativo. Esto motiva y vuelve tremendamente in-
teresante estudiar correcciones a RG que consideren términos de mayor curvatura
y que puedan ser embebidas como el límite a bajas energías de Teoría de Cuerdas
como teoría efectiva. Como se mostró en [2], se mapeó la acción efectiva de la teoría
de cuerdas Tipo-IIB en AdS5 a orden O(α′3) con la teoría Cuasi-topológica genera-
lizada [3]. La densidad de Einstein-Gauss-Bonnet es el primer término que va más
allá de RG y puede ser embebida como una teoría efectiva en Teoría de Cuerdas
y forma parte del primer término de las teorías de Lovelock [4] (más alla de RG),
pero genera ecuaciones no triviales para la métrica en dimensión n ≥ 5. Escalando
al siguiente término en teorías de Lovelock, nos encontramos con una combinación
cúbica en los escalares de curvatura que es no trivial en dimensión siete o superior.
Al trabajar con una teoría no trivial en dimensión cinco con contribuciones de has-
ta orden cúbico, en general, se propagan grados de libertad extras alrededor de un
espaciotiempo máximamente simétrico, lo que dificulta enormemente construir solu-
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ciones analíticas de agujeros negros. Sin embargo, existe una combinación cúbica que
es no trivial en dimensión cinco llamada gravedad Cuasi-topológica cúbica [5, 6] y
es un caso particular de gravedad Cuasi-topológica generalizada. Esta teoría lleva a
ecuaciones de primer orden en una métrica esféricamente simétrica; admite Teorema
de Birkhoff, es decir, simetría esférica implica soluciones estáticas y estas soluciones
son asintóticamente planas y (A)dS, gobernadas por una ecuación algebraica cúbica,
al igual como ocurre en teorías de Lovelock. Otra propiedad interesante de esta teo-
ría, es que las ecuaciones de campo son de segundo orden alrededor de una solución
máximamente simétrica, compartiendo el mismo espectro linealizado que en RG con
una constante de Newton efectiva. En el contexto de AdS/CFT, encontrar soluciones
rotantes en dimensión cinco adquieren relevancia [7], permitiendo estudiar teorías
de campos conformes a temperatura finita. No obstante, en el contexto de soluciones
exactas en teorías con términos superiores en la curvatura, existe un gran vacío en
lo que respecta a soluciones rotantes debido a la complejidad de las ecuaciones de
movimiento, reduciendo la búsqueda a soluciones numéricas o perturbativas.

En esta tesis se construyen soluciones a rotaciones bajas [8, 9] en GCT cúbica
y cuártica en dimensión cinco y se muestra que al exigir ecuaciones de segundo
orden para las funciones que gobiernan la rotación, emerge una restricción para las
constantes relativas entre los escalares de curvatura cuárticos. Más allá del esquema
perturbativo en la rotación y basados en que el ansatz de Kerr-Schild [10] fue usado
para encontrar una solución exacta en Einstein-Gauss-Bonnet [11], se proporciona
un resultado que muestra la inconsistencia de este ansatz al ser implementado en
la teoría de GCT cúbica. Esta tesis proporciona en el Capítulo 2 una pequeña
introducción a RG desde el punto de vista de teoría de campos, mostrando dos
familias de soluciones exactas a sus ecuaciones de movimiento y se estudian algunas
propiedades termodinámicas. En el Capítulo 3 se estudian soluciones de agujeros
negros exactas en teorías L(gab, Rabcd), en particular en teorías de Lovelock y GCT
cúbica se presentan soluciones esféricamente simétricas, a rotaciones bajas y una
solución “a la Kerr-Schild” específicamente en Einstein-Gauss-Bonnet. En el Capítulo
4 se reproducen los resultados del Capítulo 3 haciendo uso del principio de acción
reducida, mostrando como implementar este principio en soluciones a rotaciones
bajas en teorías de Lovelock y se muestra que GCT cúbica posee teorema de Birkhoff.
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Finalmente, en el Capítulo 5 se construye la solución a rotaciones bajas en gravedad
GCT cúbica y cuártica de la misma forma que se hizo en gravedad de Lovelock y se
explora el ansatz de Kerr-Schild en GCT cúbica.
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Capítulo 2

Relatividad General

2.1. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo de RG fueron propuestas por Einstein en 1915 y un par de
meses después Hilbert propuso un principio de acción del cuál se pueden derivar di-
chas ecuaciones. En esta sección se muestra como, a partir de la variación de la acción
de Einstein-Hilbert (con constante cosmológica) en una variedad n−dimensionalM,
se derivan las ecuaciones de campo de RG. También se estudia el término de borde
a partir de la curvatura extrínseca, esto es, el término de Gibbons-Hawking-York.
Consideremos la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica Λ,

I[g] =
1

16πGn

ˆ
M
dnx
√
−g(R− 2Λ) , (2.1.1)

donde R es el escalar de Ricci y g representa el determinante del métrica gab y hemos
considerado unidades tal que c = 1.

Para derivar las ecuaciones de Einstein (con constante cosmológica), vía el prin-
cipio de mínima acción, impondremos la condición de contorno δgab

∣∣
∂M = δgab

∣∣
∂M =

0. Las variaciones de la acción toman la siguiente forma

δI[g] =
1

16πGn

ˆ
M
dnxδ

{√
−g(R− 2Λ)

}
,

=
1

16πGn

ˆ
M
dnx

{
(R− 2Λ)δ

√
−g +

√
−gδR

}
, (2.1.2)

4



2.1. ECUACIONES DE CAMPO

examinemos el primer término del lado derecho de (2.1.2),

δ
√
−g = −1

2

1√
−g

δg , (2.1.3)

para escribir la variación del determinante de la métrica en términos de la variación
de la métrica necesitamos usar ln g = Tr ln g, con g la métrica en notación matricial,
así se sigue que 1

g
δg = Tr [g−1δg]. En notación indicial

δg = ggdeδgde , (2.1.4)

y como la métrica con su inversa se relacionan de la siguiente forma gdegce = δcd,
podemos variar esta expresión para deducir que la relación entre la variación de la
métrica y su inversa es

δgde =− gdagebδgab , (2.1.5)

entonces (2.1.4) se puede reescribir como sigue

δg = −ggabδgab , (2.1.6)

con esto, la variación de la raíz de menos el determinante de la métrica es

δ
√
−g = −1

2

√
−ggabδgab . (2.1.7)

Por otro lado, la variación del escalar de Ricci se separa como

δR = δ(gcdRcd) ,

= Rabδg
ab + gabδRab , (2.1.8)

para construir la variación del tensor de Ricci tenemos que construir la variación del
tensor de Riemann, con un índice arriba, la variación toma la forma

δRb
dac = δ

(
∂aΓ

b
cd − ∂cΓbad + ΓbaeΓ

e
cd − ΓbceΓ

e
ad

)
, (2.1.9)

5



CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL

expandiendo esta expresión, obtenemos

δRb
dac = ∂aδΓ

b
cd + ΓbaeδΓ

e
cd − ΓeacδΓ

b
ed − ΓeadδΓ

b
ce (2.1.10)

− ∂cδΓbad − ΓbceδΓ
e
ad + ΓecaδΓ

b
ed + ΓecdδΓ

b
ae ,

= ∇aδΓ
b
cd −∇cδΓ

b
ad , (2.1.11)

contrayendo apropiadamente dos índices en (2.1.11) podemos ver que

gabδRab = gabδRc
acb ,

= gabδ (∇cδΓ
c
ba −∇bδΓ

c
ca) ,

= ∇a

(
gbcδΓabc − gabδΓccb

)
. (2.1.12)

Ahora hay que construir una expresión para la variación del símbolo de Christoffel,
para ello usaremos la siguiente expresión

δ (∇agbc) = ∂aδgbc − Γdabδgdc − Γdacδgbd − gdcδΓdab − gbdδΓdac , (2.1.13)

y como ∇agbc = 0, despejamos la derivada covariante de la variación de la métrica,

∇aδgbc = gdcδΓ
d
ab + gbdδΓ

d
ac , (2.1.14)

sumando una combinación apropiada es fácil ver que

∇aδgbc +∇bδgca −∇cδgba = 2gcdδΓ
d
ab , (2.1.15)

por lo tanto, la variación del símbolo de Christoffel es

δΓeab =
1

2
gec (∇aδgbc +∇bδgac −∇cδgab) . (2.1.16)

Evaluando la expresión (2.1.16) en (2.1.12),

gabδRab =
1

2
∇a

((
gbcgad − gabgcd

)
(∇bδgcd + ∇cδgbd −∇dδgbc)

)
,

= ∇aδA
a, δAa = gabgcd (∇cδgbd −∇bδgcd) . (2.1.17)
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2.1. ECUACIONES DE CAMPO

De esta forma, reemplazando (2.1.7), (2.1.8) y (2.1.17) en (2.1.2), obtenemos

δI[g] =
c4

16πGn

ˆ
M
dnx

{
(R− 2Λ)

(
−1

2

√
−ggabδgab

)
(2.1.18)

+
√
−g
(
Rabδg

ab +∇aδA
a
)}

,

=
c4

16πGn

ˆ
M
dnx

{
(Gab + Λgab)

√
−gδgab +

√
−g∇aδA

a

}
, (2.1.19)

donde Gab es el tensor de Einstein, definido por

Gab ≡ Rab −
1

2
gabR . (2.1.20)

Estudiemos el segundo término del lado derecho de (2.1.19). En general,

√
−g∇aδA

a = ∇a

(√
−gδAa

)
−
(
∂a
√
−g
)
δAa ,

= ∂a
(√
−gδAa

)
+
√
−gΓaabδA

b −
(
∂a
√
−g
)
δAa ,

= ∂a
(√
−gδAa

)
+

1

2

√
−ggac(∂bgac)δAb −

−1

2
√
−g

(∂ag) δAa ,

= ∂a
(√
−gδAa

)
+

1

2

√
−ggac(∂bgac)δAb −

1

2

√
−ggac (∂bgac) δA

b ,

= ∂a
(√
−gδAa

)
, (2.1.21)

con esto podemos reescribir (2.1.19) y aplicando el Teorema de Stokes se tiene que

δI[g] =
c4

16πGn

ˆ
M
dnx
√
−gδgab

(
Rab −

1

2
gabR + Λgab

)
(2.1.22)

+
c4

16πGn

˛
∂M

dn−1y
√
hnaδA

a , (2.1.23)

donde na es un vector normal a la hiper-superficie ∂M de dimensión n− 1 y h es el
determinante de la métrica inducida hij en la hiper-superficie1. Tengamos en cuenta

1Es necesario especificar que en este apartado los índices a, b, . . . , h = 0, . . . , n − 1 son usados
para los objetos definidos sobreM, mientras que los índices i, j, k = 0, . . . , n− 2 son usados para
los objetos definidos sobre ∂M.

7



CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL

que, si xa son las coordenadas deM y x̃i las coordenadas de ∂M, podemos definir,

eai ≡
∂xa

∂yi
, (2.1.24)

los cuales son tangentes a las curvas contenidas en ∂M, es fácil ver que por esta
razón eai na = 0. Podemos construir un proyector sobreM de modo que

habv
b = va − nbvbna ,

= (gab − nbna) vb , (2.1.25)

⇒ hab = gab − nanb , (2.1.26)

contrayendo esta expresión con los proyectores,

habe
a
i e
b
j = gabe

a
i e
b
j ≡ hij , (2.1.27)

⇒ hab = hije
i
ae
j
b , (2.1.28)

por otro lado, en (2.1.19), el término naδAa está evaluado en ∂M, por lo que, al
exigir las condiciones de contorno δgab

∣∣
∂M = δgab|∂M = 0, podemos decir que

naδA
a = nag

abgcd (∇cδgbd −∇bδgcd) ,

= na
(
nbnc + hbc

)
(∇bδgac −∇aδgbc) ,

= nanbnc (∇bδgac −∇aδgbc) + nahbc (∇bδgac −∇aδgbc) ,

= nahbc
(
∂bδgac − Γdbaδgdc − Γdbcδgad − ∂aδgbc + Γdabδgdc + Γdacδgbd

)
,

= nahijebie
c
j∂bδgac − nahbc∂aδgbc ,

= nahijecj∂iδgac − nahbc∂aδgbc ,

= −nahbc∂aδgbc , (2.1.29)

de forma que la variación de la acción (2.1.1) se reduce a

δI[g] =
1

16πGn

ˆ
M
dnx
√
−gδgab

(
Rab −

1

2
gabR + Λgab

)
(2.1.30)

− 1

16πGn

˛
∂M

dn−1y
√
−hnahbc∂aδgbc . (2.1.31)

8



2.2. TÉRMINO DE GIBBONS-HAWKING-YORK

Notamos que una variación arbitraria de la acción respecto del tensor métrico, con
las condiciones de contorno δgab

∣∣
∂M = δgab

∣∣
∂M = 0, no nos entrega ecuaciones de

campo bien definidas sobre todo M, incluido su borde, debido a la aparición de
contribuciones superficiales. Para resolver este problema debemos incluir a la acción
un término de borde adicional.

2.2. Término de Gibbons-Hawking-York

Tengamos en cuenta el siguiente término de borde [12,13]

IGHY [g] =
1

8πGn

˛
∂M

dn−1y
√
hK , (2.2.1)

donde hemos introducido K = habKab como la traza de la curvatura extrínseca
Kab = ∇anb, la cual satisface lo siguiente

K = habKab ,

= hijeai e
b
jKab ,

= hijKij . (2.2.2)

Incorporando este término a la acción seremos capaces de eliminar las contribuciones
superficiales de la segunda línea de (2.1.31) y de ese modo tener ecuaciones de campo
bien definidas en la región interior. Estudiemos su variación respecto de la métrica,

δIGHY [g] =
1

8πGn

˛
∂M

dn−1y
{
Kδ
√
h+
√
h
(
Kabδh

ab + habδKab

)}
, (2.2.3)

la variación de hab (y por consecuencia de
√
h) es nula, ya que, hemos fijado δgab en

el borde, explícitamente

δ
√
h =

1

2

√
hhabδhab , (2.2.4)

9



CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL

mientras que,

δhab = δgab
∣∣
∂M −����δ(nanb) = 0 , (2.2.5)

entonces la contribución que es relevante proviene de δKab,

habδKab = habδ (∂bna − Γcbanc) ,

= −habncδΓcba ,

= −1

2
hijeai e

b
jncg

cd (∇bδgad +∇aδgbd −∇dδgab) ,

= −1

2
hijnd

(
eai ∂jδgad + ebj∂iδgbd − eai ebj∂dδgab

)
,

= habnd∂dδgab , (2.2.6)

de esta forma, la variación del término de Gibbons-Hawking-York se puede escribir
como

δIGHY =
1

16πGn

˛
∂M

dn−1y
√
hhabnd∂dδgab , (2.2.7)

por lo tanto, un principio de acción que resuelve el problema variacional, está dado
por,

I[g] =
1

16πGn

ˆ
M

dnx
√
−g (R− 2Λ) + 2

˛

∂M

dn−1y
√
hK

 . (2.2.8)

Es claro entonces que para variaciones arbitrarias de (2.2.8) respecto de la métrica,
la variación se reduce a

δI[g] =
1

16πGn

ˆ
M
dnx
√
−gδgab

(
Rab −

1

2
gabR + Λgab

)
, (2.2.9)

de esta forma, las ecuaciones de movimiento en el vacío son

Rab −
1

2
gabR + Λgab = 0 , (2.2.10)

10
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estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales parciales no lineales de hasta segundo
orden en la métrica.

En adelante consideraremos la siguiente acción2

Ĩ[g] = I[g]− I0 , (2.2.11)

donde I0 es la acción evaluada en una métrica máximamente simétrica gab0 ,

I0 =
1

16πGn

ˆ
M0

dnx
√
−g0 (R0 − 2Λ) + 2

˛

∂M0

dn−1y
√
h0K0

 , (2.2.12)

donde R0 es el escalar de Ricci de esta métrica y K0 es la curvatura extrínseca de
est métrica máximamente simétrica embebida en la sub-variedad ∂M0 con métri-
ca inducida (h0)ij. I0 no es un término dinámico, solo cambiará el valor numérico
de la acción sin modificar las ecuaciones de campo, será de relevancia al calcular
propiedades termodinámicas de los agujeros negros.

2.3. Solución de Schwarzschild y Teorema

de Birkhoff

En 1916, Schwarzschild publicó la primera solución exacta de las ecuaciones de
Einstein (sin constante cosmológica), su solución describe la geometría exterior de
un espaciotiempo de cuatro dimensiones estático y esféricamente simétrico. Para
entender dicha solución es razonable hacer un breve repaso de una métrica con
simetría esférica.

El siguiente elemento de línea representa un espacio con simetría esférica,

ds2 = −A(t, ρ)dt2 +B(t, ρ)dρ2 + C(t, ρ)dtdρ+D(t, ρ)dΩ2
n−2 , (2.3.1)

2La inclusión del término −I0 es vital para remover divergencias en el cálculo de la acción
Euclídea en un espaciotiempo asintóticamente plano.

11
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considerando un cambio de variables ρ→ r2, tal que,

D(t, ρ) = r2 , (2.3.2)

y diferenciando esta relación se obtiene que

2rdr = Ḋdt+D’dρ , (2.3.3)

donde (̇) representa derivada respecto del tiempo y ()’ representa la derivada respecto
de ρ, asumiendo que D’ 6= 0, tenemos que

dρ =
2r

D’
− Ḋ

D’
dt , (2.3.4)

de esta forma, el elemento de línea se reescribe como

ds2 = −Ã(t, r)dt2 + B̃(t, r)dr2 + C̃(t, r)dtdr + r2dΩ2
n−2 , (2.3.5)

donde Ã(t, r), B̃(t, r) y C̃(t, r) son nuevas funciones que dependen de t, r y las fun-
ciones anteriores. Podemos eliminar el término fuera de la diagonal bajo un correcto
cambio de coordenadas. Sea

dt = D̃(t̃)dt̃− rC̃(t, r)

2Ã(t, r)
dr , (2.3.6)

entonces gt̃r = 0. Bajo redefinición de funciones y renombrando la coordenada tem-
poral, el elemento de línea se puede escribir como3

ds2 = −f(t, r)dt2 +
dr2

g(t, r)
+ r2dΩ2

n−2 . (2.3.7)

Evaluamos la métrica (2.3.7) en las ecuaciones de campo (2.2.10) con Λ = 0 y de la
componente tt obtenemos

G t
t =

1

r2
(g′(t, r) + g(t, r)− 1) = 0 , (2.3.8)

3Las ecuaciones de Einstein implican f(t, r) = g(t, r) = f(r).
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esta ecuación tiene como solución

g(t, r) = 1 +
K1(t)

r
. (2.3.9)

Evaluando esta expresión en la componente rr, vemos que

1

r3f(t, r)
[rf ′(t, r)(K1(t) + r) + f(t, r)K1(t)] = 0 , (2.3.10)

resolviendo esta última ecuación,

f(t, r) = K2(t)

(
1 +

K1(t)

r

)
. (2.3.11)

Usando (2.3.9) y (2.3.11) en la componente θθ de las ecuaciones de campo, se tiene

−1

4

r
(
K̇2(t)(K1(t) + r)− 2K2(t)(K1(t) + 1) ∂

∂t
+ 4K2(t)K̇1(t)

)
(r +K1(t))3K2

2(t)
K̇1(t) = 0 ,

(2.3.12)

como las funciones K1 y K2 son funciones auxiliares que, a lo más, dependen del
tiempo, se sigue que K̇1(t) = 0, por lo que

K1(t) = −2m , (2.3.13)

donde m es una constante de integración vinculada con la masa gravitacional. Por
otro lado, la función K2(t) se puede absorber bajo una redefinición de la coordenada
temporal, entonces la expresión que resuelve todas las ecuaciones de campo es

f(t, r) = g(t, r) = f(r) = 1− 2m

r
. (2.3.14)

Esto quiere decir que un espaciotiempo esféricamente simétrico es entonces estático,
en otras palabras, las ecuaciones de RG implican el Teorema de Birkhoff. Finalmente
la métrica de Schwarzschild en cuatro dimensiones se escribe como

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

dr2

1− 2m
r

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2) . (2.3.15)
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2.4. Solución de Schwarzschild-Tangherlini

En 1963, Tangherlini [14] extendió la solución de Schwarzschild para dimensión
arbitraria n ≥ 4. Considerando como ansatz la métrica (2.3.7), cambiando dθ2 +

sin2 θdφ2 → dΩ2
n−2, donde dΩ2

n−2 representa el elemento de línea de la (n − 2)-
esfera y escogiendo por simplicidad f(t, r) = g(t, r) = f(r), entonces la métrica a
considerar es

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

n−2 , (2.4.1)

puede mostrarse que, al evaluar (2.4.1) en (2.2.10) con la constante cosmológica
encendida, f(r) obedece la siguiente ecuación

rn−3f ′(r) + (n− 3)rn−4(f(r)− 1) +
2

n− 2
Λrn−4 = 0 , (2.4.2)

donde Λ = − (n−1)(n−2)
2`2

y `2 es el radio de anti-de Sitter e integrando una vez respecto
de r, se tiene la siguiente ecuación algebraica

rn−3(f(r)− 1)− rn−1

`2
= −µ , (2.4.3)

que tiene la solución de Tangherlini con constante cosmológica

f(r) = 1− µ

rn−3
+
r2

`2
, (2.4.4)

donde µ es una constante de integración que se relaciona con la masa gravitacional.

2.4.1. Termodinámica

Hawking demostró que los agujeros negros poseen una termodinámica no tri-
vial [15, 16]. A continuación derivaremos las propiedades termodinámicas más im-
portantes para agujeros negros asintóticamente planos y asintóticamente AdS.
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Espacio asintóticamente plano

Estudiaremos las propiedades termodinámicas de la solución de Schwarzschild-
Tangherlini asintóticamente plana, es decir, calcularemos la temperatura, entropía
y energía interna (masa) con la formulación Euclídea [17]. Substituyendo t = −iτ
podemos construir la métrica y evaluar la acción en su forma Euclídea.

Temperatura

El elemento de línea (2.4.1) en su forma Euclídea se escribe como:

ds2 = f(r)dτ 2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

n−2 , (2.4.5)

Cerca del horizonte, podemos expandir f(r) en serie de Taylor, tal que

f(r) ≈����f(r+) + (r − r+)f ′(r+) + . . . , (2.4.6)

de esta forma, el elemento de línea cerca del horizonte,

ds2
H = (r − r+)f ′(r+)dτ 2 +

dr2

(r − r+)f ′(r+)
+ r2

+dΩ2
n−2 , (2.4.7)

describe un espacio R2×Sn−2, en efecto, con el cambio de variable dρ = dr√
(r−r+)f ′(r+)

ds2 = ρ2d

(
f ′(r+)

2
τ

)2

+ dρ2 + r2
+dΩ2

n−2 , (2.4.8)

donde es requerido, para evitar singularidad cónica por déficit angular, que la coor-
denada τ tenga periodicidad β, de modo que

ˆ β

0

f ′(r+)

2
dτ =

ˆ 2π

0

dϕ , (2.4.9)

⇒ β =
4π

f ′(r+)
,

=
4πr+

n− 3
, (2.4.10)

equivalentemente, µ =
(
β(n−3)

4π

)n−3

. Dado que en presencia de una coordenada tem-
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poral Euclídea, podemos reconocer una temperatura que se identifica con el inverso
del período del tiempo Euclídeo [13]. Luego la temperatura del agujero negro es

T =
~
kB

(n− 3)

4πµ1/(n−3)
,

=
~
kB

(n− 3)

4πr+

. (2.4.11)

Notemos que el resultado (2.4.10) es válido para cualquier solución esféricamente
simétrica que satisface gttgrr = −1.

Masa y Entropía

Escogiendo las coordenadas hiper-esféricas, (t, r, φ1, φ2, . . . , φn−2), la solución de
Schwarzschild-Tangherlini se escribe como sigue

ds2 = −
(

1− µ

rn−3

)
dτ 2 +

dr2

1− µ
rn−3

+ r2
(
dφ2

1 + sin2 φ1dφ
2
2 + . . .

+ sin2 φ1 · · · sin2 φn−3dφ
2
n−2

)
. (2.4.12)

Como Λ = 0 y como las métricas (2.4.12) y de Minkowski4 son soluciones exactas a
las ecuaciones de campo, entonces, en ambos casos R = 0, luego la acción Euclídea
se reduce a

IE[g] =
1

8πGn

˛
∂M

dn−1y
√
hK −

˛

∂M0

dn−1y
√
h0K0

 . (2.4.13)

Consideraremos la superficie

Φ = r − rc = 0 , (2.4.14)

con rc →∞ un parámetro fijo pero arbitrario y sea na un vector normal y unitario
a esta superficie, tal que,

na =
δra√
grr

, na = δar
√
grr . (2.4.15)

4Que define en este caso a la contribución de I0 de (2.2.11).
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Recordando que los términos de borde están evaluados en ∂M, que en este caso
corresponde a la superficie definida por ĺım

rc→∞
r − rc = 0, la curvatura extrínseca K

toma la forma,

ĺım
rc→∞

K
∣∣
rc

= − ĺım
rc→∞

(
gab − grrδar δbr

) Γrab√
grr

∣∣∣∣
r=rc

,

= − ĺım
rc→∞

1√
grr
(
gttΓrtt + gφ1φ1Γrφ1φ1 + gφ2φ2Γrφ2φ2 + . . .

+ gφn−2φn−2Γrφn−2φn−2

) ∣∣∣∣
r=rc

, (2.4.16)

donde,

gttΓrtt = −1

2
f ′(r) , (2.4.17)

gφiφiΓrφiφi = −1

2
f(r)gφiφi∂rgφiφi , (2.4.18)

notemos que podemos simplificar5 este calculo identificando lo siguiente

gφiφi = r2Fi(φ1, . . . , φi) , (2.4.19)

gφiφi =
1

r2Fi(φ1, . . . , φi)
, (2.4.20)

así, reescribimos (2.4.18) como,

gφiφi∂rgφiφi =
2

r
, (2.4.21)

de modo que,

ĺım
rc→∞

K
∣∣
rc

= ĺım
rc→∞

√
f(r)

2

[
f ′(r)

f(r)
+

2(n− 2)

r

] ∣∣∣∣
rc

, (2.4.22)

ĺım
rc→∞

K0

∣∣
rc

= ĺım
rc→∞

n− 2

rc
. (2.4.23)

5Dado que la métrica de la (n− 2)-esfera es diagonal.
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En estas coordenadas el determinante de la métrica inducida en r = rc es

√
h =

√
f(rc)r

n−2
c sinn−3 φ1 sinn−4 φ2 . . . sinφn−3 , (2.4.24)

luego la acción Euclídea toma la siguiente forma

IE[g] =
1

8πGn

ĺım
rc→∞

ˆ
Ωn−2

dΩn−2

[ˆ β

0

dτrn−2f(r)

2

(
f ′(r)

f(r)
+

2(n− 2)

r

)
−
ˆ β0

0

dτrn−2 (n− 2)

r

] ∣∣∣∣∣
rc

,

=
Ωn−2

8πGn

β ĺım
rc→∞

rn−2

[
f ′(r)

2
+
f(r)(n− 2)

r
− β0

β

(n− 2)

r

] ∣∣∣∣∣
rc

, (2.4.25)

donde, Ωn−2 es el área de la (n − 2)−esfera unitaria y β0 es el periodo del tiempo
Euclídeo de la métrica de Minkowski, sin embargo, en este espaciotiempo no hay
horizonte de eventos, por lo que β0 es arbitrario. Si exigimos que, asintóticamente,
las componentes temporales de ambas métricas coincidan, entonces

ĺım
rc→∞

ˆ β

0

√
f(rc)dτ =

ˆ β0

0

dτ ⇒ β0

β
= ĺım

rc→∞

√
f(rc) , (2.4.26)

posteriormente,

IE[g] =
Ωn−2

8πGn

β ĺım
rc→∞

rn−2

[
f ′(r)

2
+

(n− 2)

r

(
f(r)−

√
f(r)

)] ∣∣∣∣∣
rc

,

≈ Ωn−2

8πGn

β ĺım
rc→∞

(
−µ

2
+O

(
1

rn−2

)) ∣∣∣∣∣
rc

,

=− Ωn−2

16πGn

(
n− 3

4π

)n−3

βn−2 . (2.4.27)

Los métodos euclídeos en teoría de campos permiten relacionar el valor de la acción
Euclídea con la energía libre del sistema [13], luego podemos calcular la masa usando
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M = −∂IE
∂β

, esto es,

M =
Ωn−2

16πGn

(n− 2)

[
β(n− 3)

4π

]n−3

,

=
Ωn−2

16πGn

(n− 2)µ ,

=
Ωn−2

16πGn

(n− 2)rn−3
+ , (2.4.28)

mientras que la entropía,

S =

(
1− β ∂

∂β

)
kBIE
~

,

= −kB
~

Ωn−2

16πGn

(
n− 3

4π

)n−3

βn−2 +
Ωn−2

16πGn

(n− 2)

(
n− 3

4π

)n−3

βn−2 ,

=
kBΩn−2

16π~Gn

(n− 3)

(
n− 3

4π

)n−3

βn−2 , (2.4.29)

luego, reemplazando la periodicidad β en términos de r+, se tiene que

S =
kBΩn−2

16π~Gn

(n− 3)

(
n− 3

4π

)n−3(
4πr+

n− 3

)n−2

,

=
kB
~Gn

rn−2
+ Ωn−2

4
,

=
kB
~Gn

A+
n−2

4
, (2.4.30)

donde A+
n−2 es el área del horizonte de eventos. Es interesante notar que se satisface

[18]

dM = TdS , (2.4.31)

en efecto, podemos considerar que M = M(r+) y S = S(r+), luego diferenciando
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ambas funciones respecto de r+ encontramos que

dM =
∂M

∂r+

dr+ ,

=
Ωn−2

16πGn

(n− 2)(n− 3)rn−4
+ dr+ , (2.4.32)

mientras que el lado derecho de (2.4.31) se reescribe como sigue

TdS =
~(n− 3)

kB4πr+

∂S

∂r+

dr+ ,

=
~(n− 3)

kB4πr+

kBΩn−2

~Gn4
(n− 2)rn−3

+ dr+ ,

=
Ωn−2

16πGn

(n− 2)(n− 3)rn−4
+ dr+ ,

≡ dM . (2.4.33)

Espacio asintóticamente AdS

El cálculo de la acción Euclídea en espacios asintóticamente anti-De Sitter es
diferente al que se realizó en la sección anterior, ya que, ahora las ecuaciones de
campo no implican que R = 0. Esta diferencia produce otro tipo de divergencias al
momento de integrar en todo el dominio de r cuando se calcula la acción Euclídea.
A continuación se muestra el detalle del cálculo de la temperatura, masa y entropía.

Temperatura

Con la expresión (2.4.10) obtenemos el periodo del tiempo Euclídeo t = −iτ de
cualquier solución esféricamente simétrica, en particular de (2.4.4) es,

β =
4π`2r+

(n− 3)`2 + (n− 1)r2
+

, (2.4.34)

luego, la temperatura del agujero negro Schwarzschild-Tangherlini AdS es

T =
~
kB

(
(n− 3)`2 + (n− 1)r2

+

)
4π`2r+

. (2.4.35)

Masa y entropía
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Cuando Λ 6= 0, tomando la traza de las ecuaciones es fácil mostrar que

R =
2nΛ

n− 2
= −n(n− 1)

`2
, (2.4.36)

luego la acción Euclídea, se puede expresar como

IE[g] =
1

16πGn

ˆ
M

dnx
√
g

(
−2(n− 1)

`2

)
+

ˆ

M0

dnx
√
g

(
−2(n− 1)

`2

)

+2

˛

∂M

dn−1y
√
hK − 2

˛

∂M0

dn−1y
√
h0K0

 . (2.4.37)

Los términos de borde, al menos en esta solución que es asintóticamente anti-de
Sitter, no contribuyen [17], en efecto,

˛

∂M

dn−1y
√
hK −

˛

∂M0

dn−1y
√
h0K0

= Ωn−2 ĺım
rc→∞

(ˆ β

0

dτrn−2
√
f(r)K −

ˆ β0

0

dτ
√
f0(r)rn−2K0

) ∣∣∣∣∣
rc

, (2.4.38)

= Ωn−2β ĺım
rc→∞

rn−2

(√
f(r)K − β0

β

√
f0(r)K0

) ∣∣∣∣∣
rc

, (2.4.39)

como β0 es arbitrario, pues en la continuación Euclídea de AdS no debemos remover
ninguna singularidad cónica, podemos fijarlo de forma que:

ˆ β

0

√
f(r)dτ =

ˆ β0

0

√
f0(r)dτ ⇒ β0

β
=

√
f(r)

f0(r)
, (2.4.40)

entonces,

˛

∂M

dn−1y
√
hK −

˛

∂M0

dn−1y
√
h0K0 = Ωn−2β ĺım

rc→∞
rn−2

√
f(r) (K −K0)

∣∣∣∣
rc

, (2.4.41)
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donde K y K0 son las curvaturas extrínsecas dadas por,

K =

√
f(r)

2

[
f ′(r)

f(r)
+

2(n− 2)

r

] ∣∣∣∣
rc

, (2.4.42)

K0 =

√
f0(r)

2

[
f ′0(r)

f0(r)
+

2(n− 2)

r

] ∣∣∣∣
rc

, (2.4.43)

vemos que tomando el límite rc →∞ de rn−2
√
f(r)(K−K0), la contribución de los

términos superficiales van a cero,

˛

∂M

dn−1y
√
hK −

˛

∂M0

dn−1y
√
h0K0 ≈ Ωn−2β ĺım

rc→∞
O
(

1

r2

) ∣∣∣∣∣
rc

= 0 , (2.4.44)

entonces, en la acción (2.4.37) solo hay contribuciones de los términos que están
definidos sobre toda la variedadM, es decir,

IE[g] = − 1

8πGn

ˆ
M

dnx
√
g
n− 1

`2
−
ˆ

M0

dnx
√
g0
n− 1

`2

 ,

= − Ωn−2

8πGn

(n− 1)

`2

(ˆ β

0

ˆ ∞
r+

dτdrrn−2 −
ˆ β0

0

ˆ ∞
0

dτdrrn−2

)
,

= − Ωn−2

8πGn

1

`2
ĺım
rc→∞

(
β(rn−1

c − rn−1
+ )− β0r

n−1
c

)
,

= − Ωn−2

8πGn

β

`2
ĺım
rc→∞

(
rn−1
c − rn−1

+ −

√
1− µ`2

rn−3(`2 + r2)
rn−1
c

)
,

= − Ωn−2

8πGn

β

`2
ĺım
rc→∞

(
µ`2

2
− rn−1

+ +O
(

1

r2
c

))
,

≈ − Ωn−2

8πGn

β

`2

(
µ`2

2
− rn−1

+

)
,

= −Ωn−2

4Gn

`2rn−2
+ − rn+

((n− 3)`2 + (n− 1)r2
+)

, (2.4.45)

se sigue que la masa M está dada por,

M = −∂r+

∂β

∂IE
∂r+

, (2.4.46)
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derivando respecto de β en la ecuación (2.4.34), tenemos,

∂r+

∂β
=

(
(n− 3)`2 + (n− 1)r2

+

)2

4π`2((n− 3)`2 − (n− 1)r2
+)

, (2.4.47)

mientras que,

∂IE
∂r+

= −Ωn−2

4Gn

(n− 2)rn−3
+

(
`4(n− 3)− 2`2r2

+ − (n− 1)r4
+

)
((n− 3)`2 + (n− 1)r2

+)
2 , (2.4.48)

entonces, la masa queda como,

M =
Ωn−2

16πGn

(n− 2)rn−3
+

(
1 +

r2
+

`2

)
. (2.4.49)

La entropía de esta geometría está dada por

S =

(
1− β ∂

∂β

)
kBIE
~

,

=
kBΩn−2

4Gn~

(
−

rn−2
+ (`2 − r2

+)

(n− 3)`2 + (n− 1)r2
+

+
rn−2

+ `2(n− 2)

(n− 3)`2 + (n− 1)r2
+

(
1 +

r2
+

`2

))
,

=
kBΩn−2r

n−2
+

4Gn~

(
r2

+ − `2 + (n− 2)`2 + (n− 2)r2
+

(n− 3)`2 + (n− 1)r2
+

)
,

=
kBA

+
n−2

4Gn~
. (2.4.50)

Al igual que en la sección anterior, se satisface dM = TdS, ya que,

dM =
Ωn−2

16πGn

(n− 2)

[
(n− 3)rn−4

+ + (n− 1)
rn−2

+

`2

]
, (2.4.51)

por otro lado,

TdS =
~

4πkB

(
n− 3

r+

+
(n− 1)r+

`2

)
kBΩn−2

4~Gn

(n− 2)rn−3
+ ,

=
Ωn−2

16πGn

(n− 2)

[
(n− 3)rn−4

+ + (n− 1)
rn−2

+

`2

]
,

≡ dM . (2.4.52)
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2.5. Solución de Kerr y ansatz de Kerr-Schild

En 1963 Kerr [19] publicó su solución exacta a las ecuaciones de campo de Eins-
tein sin constante cosmológica que describen un agujero negro con rotación. El pro-
cedimiento que usó Kerr para derivar su solución no es abarcado aquí, el método a
usar para obtener la métrica de Kerr será mediante el ansatz de Kerr-Schild [10],
que fue descubierto un año después de la publicación original. A continuación se
integrará la solución de Kerr en RG usando el ansatz de Kerr-Schild, el cual ha
tenido éxito al generalizar la solución de Kerr en dimensiones altas [20, 21] y para
encontrar la solución rotante en Einstein-Gauss-Bonnet [11].

El ansatz de Kerr-Schild consiste en separar la métrica de la siguiente forma

gab = ḡab + F (x)`a`b , (2.5.1)

donde ḡab representa una métrica que llamaremos semilla, F (x) es una función de las
coordenadas y `a es un vector nulo y geodésico respecto de ḡab y como consecuencia
también lo es de gab, esto es,

ḡab`a`b = gab`a`b = 0 , (2.5.2)

`b∇̄b`a = `b∇b`a = 0 . (2.5.3)

Consideremos el siguiente elemento de línea,

ds2 = ds̄2 + F (u, r, θ, φ′)(du+ a sin2 θdφ′)2 , (2.5.4)

donde ds̄2 es el espaciotiempo de Minkowski en coordenadas oblatas

ds̄2 = −du2 + 2dudr + (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 + (r2 + a2) sin2 θdφ′2

+ 2a sin2 θdφ′dr , (2.5.5)

y donde el vector nulo y geodésico es `a = (1, 0, 0, a sin2 θ).
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Como consecuencia de las ecuaciones de campo, se tiene que,

Gr
r =

(a2 cos2 θ − r2)

(r2 + a2 cos2 θ)2
F − r

(r2 + a2 cos2 θ)

∂F

∂r
= 0 , (2.5.6)

Gφ
θ =

1

2

∂2F

∂r2
+

1

r2 + a2 cos2 θ

∂F

∂r
+

2a2 cos2 θ

(r2 + a2 cos2 θ)2
F = 0 , (2.5.7)

este sistema de ecuaciones diferenciales tiene como solución,

F (r, θ) =
2mr

r2 + a2 cos2 θ
, (2.5.8)

donde m es una constante de integración que se relaciona con la masa del sistema
gravitacional. Es posible mostrar que las restantes ecuaciones de Einstein quedan
satisfechas por esta expresión. (2.5.4) con (2.5.8) definen el espaciotiempo de Kerr.

Siguiendo el camino del ansatz de Kerr-Schild, es posible encontrar otras solucio-
nes rotantes en teorías alternativas a RG [22], no obstante, a pesar de que este ansatz
posee buenas propiedades, las ecuaciones aumentan su complejidad rápidamente al
tener en cuenta contribuciones de orden superior en la curvatura.

2.5.1. Gravedad superficial y temperatura

Una forma de calcular la temperatura en agujeros negros estacionarios es me-
diante la gravedad superficial κ [23], ya que, estos poseen una horizonte de Killing
que se relaciona directamente con la temperatura del agujero negro. En efecto el ho-
rizonte de eventos es un horizonte de Killing y un espaciotiempo estacionario posee
un campo de Killing, el cual es normal al horizonte del agujero negro. En efecto, en
el horizonte la gravedad superficial satisface

∇a

(
ξbξ

b
)

= −2κξa , (2.5.9)

donde ξ es un vector de Killing normal al horizonte. Usando el Teorema de Frobenius
y la ecuación de Killing, se puede derivar el siguiente resultado

κ2 = −1

2
(∇aξb)

(
∇aξb

) ∣∣∣∣
r+

, (2.5.10)
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y como se mostró en [24], la temperatura se relaciona con la gravedad supercial de
la siguiente forma

T =
κ

2π

~
kB

. (2.5.11)

Consideremos el espaciotiempo de Kerr en las coordenadas de Boyer-Lindquist, usan-
do el cambio

u = t′ + r , t′ = t+ 2m

ˆ
rdr

r2 − 2mr + a2
, φ′ = φ− a

ˆ
dr

r2 − 2mr + a2
, (2.5.12)

el elemento de línea adquiere la siguiente forma

ds2 =−
(

1− 2mr

r2 + a2 cos2 θ

)
dt2 − 4amr sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dtdφ+

(
r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2

)
dr2

+ (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 +

(
r2 + a2 +

2a2mr sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θdφ2 . (2.5.13)

Esta métrica tiene como vector Killing

ξa = [1, 0, 0,Ω] , (2.5.14)

donde Ω es la velocidad angular del agujero negro que se calcula como

Ω = − gtφ
gφφ

∣∣∣∣
r+

,

=
2amr+ sin2 θ

sin2 θ((r2
+ + a2)ρ2 + 2mr+a2 sin2 θ)

,

=
a

2mr+

. (2.5.15)

Sin embargo, en estas coordenadas κ diverge, como podría haberse anticipado, por-
que estas coordenadas no están bien definidas en el horizonte. Para obtener un
resultado finito es posible usar el siguiente cambio coordenado

v = t+ r′ , dr′ =
r2 + a2

r2 − 2mr + a2
dr , dχ = dφ+

adr

r2 − 2mr + a2
, (2.5.16)
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luego redefiniendo r′ → r, la métrica de Kerr toma la forma

ds2 = −r
2 − 2mr + a2

r2 + a2 cos2 θ

(
dv − a sin2 θdχ

)2
+ (r2 + a2 cos2 θ)dθ2

+
sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

(
adv − (r2 + a2)dχ

)2
+ (dv − a sin2 θdχ)dr . (2.5.17)

El vector de Killing ξa transforma como

ξ̄a =
∂x̄a

∂xb
ξb , (2.5.18)

y por lo tanto sus componentes en el nuevo sistema coordenado están dadas por

ξ̄v =
∂v

∂t
ξt +

∂v

∂r
ξr +

∂v

∂θ
ξθ +

∂v

∂φ
ξφ = 1 , (2.5.19)

ξ̄r
′
=
∂r′

∂t
ξt +

∂r′

∂r
ξr +

∂r′

∂θ
ξθ +

∂r′

∂φ
ξφ = 0 , (2.5.20)

ξ̄θ =
∂θ

∂t
ξt +

∂θ

∂r
ξr +

∂θ

∂θ
ξθ +

∂θ

∂φ
ξφ = 0 , (2.5.21)

ξ̄χ =
∂χ

∂t
ξt +

∂χ

∂r
ξr +

∂χ

∂θ
ξθ +

∂χ

∂φ
ξφ = Ω . (2.5.22)

Entonces,

κ2 =
(r2

+ − a2)2

4r2
+(a2 + r2

+)2
, (2.5.23)

κ =
r2

+ − a2

2r+(a2 + r2
+)

, (2.5.24)

luego, la temperatura del agujero negro de Kerr es

T =
~
kB

(r2
+ − a2)

4πr+(a2 + r2
+)

, (2.5.25)

observemos que, cuando a = 0 se recupera el resultado para el agujero negro de
Schwarzschild.
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Capítulo 3

Agujeros negros en Teorías L(Rabcd)

La acción de Einstein-Hilbert provee las ecuaciones de campo de la RG, la cual es
la teoría más simple que se puede construir a partir de escalares de curvatura. La
acción de Einstein-Hilbert forma parte de diferentes familias de teorías, en particu-
lar, es miembro de una familia conocida como teorías L(Rabcd) o L(gab, Rabcd). Estas
teorías están caracterizadas por contener contracciones de la métrica y del tensor de
Riemann, sin incluir derivadas del Riemann. Dentro de este conjunto hay una sub-
clase de teorías llamadas tipo Einstein [25], las cuales poseen las mismas ecuaciones
de campo linealizadas de RG, con una constante de Newton efectiva. Miembros de
esta clase de teorías son por ejemplo las teorías de Lovelock [4], y más recientemente,
las teorías de GCT [5,6], entre otras [25].

En este capítulo se estudian las ecuaciones de movimiento para una teoría ge-
nérica, luego se caracterizan las ecuaciones de campo derivadas de la acción de
Einstein-Hilbert, Einstein-Gauss-Bonnet, Lovelock a orden cúbico y de la teoría de
GCT cúbica, para luego examinar soluciones analíticas en estas teorías, en particular
soluciones con simetría esférica y soluciones en el régimen de rotaciones bajas.

A continuación, se muestra la deducción de las ecuaciones de campo para una
teoría genérica L(gab, Rabcd).
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3.1. Ecuaciones de campo para L(Rabcd)

Consideremos el siguiente principio de acción,

I[g] =

ˆ
dnx
√
−gL(gab, Rcdef ) , (3.1.1)

donde g es el determinante de la métrica y L(gab, Rabcd) representa una densidad
Lagrangiana que depende de contracciones de la métrica y del tensor de Riemann 1.

Variando la acción respecto de δgab se tiene

δI[g] =

ˆ
dnx

{
δ(
√
−g)L(gab, Rcdef ) +

√
−gδL(gab, Rcdef )

}
. (3.1.2)

Notemos que δL se expande como sigue,

δL =
∂L

∂Rabcd

δRabcd +
∂L
∂gab

δgab ,

= P abcdδRabcd + Pabδg
ab , (3.1.3)

donde se define P abcd ≡ ∂L
∂Rabcd

y ∂L
∂gab
≡ P ab [26]. Es posible relacionar P abcd y P ab,

para ello es necesario calcular la derivada de Lie de L a lo largo de un difeomorfismo
infinitesimal xµ → xµ + ξµ, esto es

£ξL = ξc∇cL ,

= ξc
∂L
∂gab
∇cg

ab + ξe
∂L

∂Rabcd

∇eRabcd ,

= ξeP abcd∇eRabcd . (3.1.4)

Por otro lado, si pensamos que pequeños cambios en L están dados por la derivada
de Lie, entonces,

£ξL =
∂L
∂gab

£ξg
ab +

∂L
∂Rabcd

£ξRabcd , (3.1.5)

1Para estudiar apropiadamente las ecuaciones de campo de este tipo de teorías es importante
tener en cuenta que en la acción no se considerarán escalares de curvatura construidos con derivadas
del tensor de Riemann.
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expandindo la derivada de Lie del tensor de Riemann, vemos que

£ξL = −2Pab∇aξb + P abcd
(
ξe∇eRabcd + (∇[a|ξ

e)Re|b]cd + (∇[c|ξ
e)Rabe|d]

)
,

= −2Pab∇aξb + P abcdξe∇eRabcd + 4P cde
a (∇aξb)Rbcde , (3.1.6)

comparando con (3.1.4), concluimos que

Pab = 2P cde
a Rbcde. , (3.1.7)

Por otro lado, expandiendo la variación del tensor de Riemann:

δRabcd = δ(gaeR
e
bcd) ,

= δ(gae)R
e
bcd + gaeδR

e
bcd, , (3.1.8)

y luego reemplazando (2.1.11)

P abcdδRabcd = P abcdRe
bcdδgae + P abcdgae (∇cδΓ

e
db −∇dδΓ

e
cb) ,

= P abcdRe
bcdδgae + P abcdgae∇cδΓ

e
db − P abcdgae∇dδΓ

e
cb ,

= P abcdRe
bcdδgae + 2P abcdgae∇cδΓ

e
db, , (3.1.9)

para luego incluir (2.1.16), el segundo término del lado derecho de (3.1.9) queda
como

2P abcdgae∇cδΓ
e
db = P abcdgaeg

ef (∇c∇dδgbf +∇c∇bδgdf −∇c∇fδgdb) ,

= P abcd (∇c∇dδgba +∇c∇bδgda −∇c∇aδgdb) ,

= 2P abcd∇c∇bδgda ,

= 2∇c

(
P abcd∇bδgda

)
− 2∇b

(
∇c

(
P abcd

)
δgda

)
+ 2

(
∇b∇cP

abcd
)
δgda ,

= 2
(
∇b∇cP

abcd
)
δgda +∇aA

a , (3.1.10)

donde Aa := 2
(
P abcd∇bδgda − δgda∇bP

acbd
)
.
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De esta forma e ignorando términos de borde,

δL = P abcdRe
bcdδgae − 2

(
∇d∇cPadcb

)
δgab + 2P cde

a Rbcdeδg
ab ,

=
(
P cde
a Rbcde + 2∇c∇dPacbd

)
δgab . (3.1.11)

Finalmente, reemplazando (2.1.7) y (3.1.11) en (3.1.2), encontramos

δS =

ˆ
dnx

{
P cde
a Rbcde + 2∇c∇dPacbd −

1

2
gabL

}√
−gδgab . (3.1.12)

Entonces la acción tomará un valor extremo (δS = 0) si se satisfacen las siguientes
ecuaciones de campo

Eab = 2∇c∇dPacbd + PacdeR
cde
b − 1

2
gabL = 0 . (3.1.13)

Esta expresión nos permite derivar cualquier ecuación de campo dado un La-
grangiano construido a partir de combinaciones algebraicas del tensor de Riemann y
la métrica, excluyendo derivadas del tensor de Riemann. Puesto que el tensor P abcd

se define como la derivada del Lagrangiano respecto del tensor de Riemann es útil
conocer la siguiente identidad,

∂Rabcd

∂Rijkl

=
1

2

(
δ[i
a δ

j]
b δ

[k
c δ

l]
d + δ[k

a δ
l]
b δ

[i
c δ

j]
d

)
, (3.1.14)

donde hemos usado la antisimetrización de peso uno

A[ab] =
1

2
(Aab − Aba) . (3.1.15)

3.1.1. Einstein-Hilbert

Podemos recuperar las ecuaciones de Einstein mediante la ecuación (3.1.13).
Consideremos el Lagrangiano de Einstein-Hilbert con constante cosmológica, L =
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R− 2Λ y derivando respecto al tensor de Riemann obtenemos

P abcd =
∂Rlikjg

ijgkl

∂Rabcd

,

= gc[agb]d , (3.1.16)

luego, encontramos que las ecuaciones de campo de Einstein son

Eab = 2∇c∇d(gb[agc]d) + gd[agc]eR
cde
b − 1

2
gab(R− 2Λ) ,

= Rab −
1

2
gabR + gabΛ = 0 . (3.1.17)

3.1.2. Teorías de Lovelock

La densidad Lagrangiana de Lovelock [4] es una generalización del término de
Einstein-Hilbert. Sobre una variedad 2n-dimensional, la densidad Lagrangiana se
puede expresar como

L =

bn/2c∑
m=0

αmχ2m , (3.1.18)

donde χ2m es la densidad de Euler, dada por,

χ2m =
1

2m(2m)!
δ

[a1
b1
. . . δ

a2m]
b2m

Rb1b2
a1a2
· · ·Rb2m−1b2m

a2m−1a2m
. (3.1.19)

Con los primeros dos términos se recupera la acción de Einstein-Hilbert con cons-
tante cosmológica2,

L = α0 + α1
1

2
δ

[a1
b1
δ
a2]
b2
Rb1b2
a1a2

,

= R− 2Λ . (3.1.20)

El principio de acción de la gravedad de Lovelock conduce a ecuaciones de movimien-
to de hasta segundo orden en la métrica, al igual que en el caso de Einstein-Hilbert,

2Fijando a α0 = −2Λ y a α1 = 2.
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pues para todas estas teorías, se satisface que

∇c∇dP
c d
a b ≡ 0 . (3.1.21)

Eintein-Gauss-Bonnet

Consideremos la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica comple-
mentada con la densidad de Euler cuatro, de modo que

L = R− 2Λ + αχ4 , (3.1.22)

donde χ4 = R2− 4RabR
ab +RabcdR

abcd es la densidad Lagrangiana de Gauss-Bonnet
y α es una constante de acoplamiento nueva con [α] = [M ]−2. Estudiaremos las ecua-
ciones de campo que provienen solo de esta combinación cuadrática. Las ecuaciones
de campo estarán caracterizadas por

P abcd = 2

(
R

∂R

∂Rabcd

− 4Rij ∂Rij

∂Rabcd

+Rijkl ∂Rijkl

∂Rabcd

)
,

= 2
(
Rgc[agb]d − 4Re[bga][cδd]

e +Rabcd
)
, (3.1.23)

para calcular la divergencia covariante de Pabcd es necesario usar un par de propieda-
des, ∇aR

a
b = 1

2
∇bR y ∇dR

d
abc = 2∇[bRa]c, que son consecuencias de las identidades

de Bianchi, así

∇dP
d

abc = 2
(
gc[aδ

d
b]∇dR− 4∇dR

e
[bga][cδ

d
e] +∇dR

d
abc

)
,

= 2
(
gb[a∇e]R− 2(∇dR

d
[ega]b +∇[aRe]b) + 2∇[eRa]b

)
,

= 0 . (3.1.24)
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Luego las ecuaciones de campo son

Hab = 2
(
Rgd[a|R

cd
b |c] − 4Re

[cga]dR
cd
b e +RacdeR

cde
b

)
− 1

2
gab
(
R2 − 4RcdR

cd +RcdefR
cdef
)
,

=
(
2RRab − 4RacbdR

cd − 4RacR
c
b + 2RacdeR

cde
b

)
− 1

2
gab
(
R2 − 4RcdR

cd +RcdefR
cdef
)
. (3.1.25)

Como la densidad de Gauss-Bonnet está dada por la densidad de Euler χ4, su contri-
bución a las ecuaciones de campo es no nula en dimensión n ≥ 5, podemos visualizar
esto con la traza de las ecuaciones de campo. En efecto,

gabHab =
(4− n)

2

(
R2 − 4RabR

ab +RabcdR
abcd
)

(3.1.26)

entonces, cuando n = 4 no hay contribución de los términos cuadráticos. Más aún,

H b
a = −1

8
δbc1...c4ad1...d4

R d1d2
c1c2

R d3d4
c3c4

, (3.1.27)

por lo tanto, para dimensión n < 5, H b
a se anula idénticamente.

Lovelock tercer orden

La densidad χ6 es una combinación lineal de los siguientes escalares,

L1 = RacbdR
cedfR a b

e f , L2 = RabcdR
cdefR ab

ef ,

L3 = RabcdR
abc

eR
de , L4 = RabcdR

abcdR ,

L5 = RabcdR
acRbd , L6 = RabR

bcR a
c ,

L7 = RabR
abR , L8 = R3 ,

de modo que, para tener ecuaciones de segundo orden en n ≥ 7 proveniente de los
términos cúbicos se tiene que

χ6 = 4L2 − 8L1 − 24L3 + 3L4 + 24L5 + 16L6 − 12L7 + L8 . (3.1.28)
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Así podemos considerar la siguiente densidad Lagrangiana

L = R− 2Λ + α2χ4 + α3χ6 , (3.1.29)

donde α3 es una constante de acoplamiento, tal que, [α3] = [M ]−4.

Para construir la derivada de χ6 respecto del Riemann es necesario considerar
las siguiente relaciones

∂L1

∂Rabcd

= 3δ
[a

[i δ
b]
k] δ

[c
[j δ

d]
l] R

kmlnR i j
m n = 3Recf [aR

b] d
f e , (3.1.30)

∂L2

∂Rabcd

= 3δ
[a

[i δ
b]
j] δ

[c
[k δ

d]
l] g

koglpRklmnR ij
mn = 3RabefRcd

ef , (3.1.31)

∂L3

∂Rabcd

= Rab[c
mR

d]m +Rcd[a
mR

b]m +R
[b

ijk g
a][cRd]kji (3.1.32)

∂L4

∂Rabcd

= 2RabcdR + gc[agb]dRijklR
ijkl , (3.1.33)

∂L5

∂Rabcd

= Rc[aRb]d + 2δ
[a
i δ

b]
j g

i[cRd]ljkRkl , (3.1.34)

∂L6

∂Rabcd

= δ
[a

[n δ
b]
i] δ

[c
[m δ

d]
l] g

jlgmnR k
j R

i
k = 3R [b

e g
a][cRd]e , (3.1.35)

∂L7

∂Rabcd

= 2δ
[c
i δ

d]
j g

i[aRb]jR +RijR
ijgc[agb]d , (3.1.36)

∂L8

∂Rabcd

= 3R2gc[agb]d , (3.1.37)

entonces, las ecuaciones de campo para Lovelock a tercer orden en los escalares de
curvatura quedan determinadas por

P abcd = 12RabefRcd
ef − 24Recf [aR

b] d
f e − 24Rab[c

mR
d]m − 24Rcd[a

mR
b]m

− 24R
[b

ijk g
a][cRd]kji + 6RabcdR + 3gc[agb]dRijklR

ijkl + 24Rc[aRb]d

+ 48δ
[a
i δ

b]
j g

i[cRd]ljkRkl + 48R [b
e g

a][cRd]e − 24δ
[c
i δ

d]
j g

i[aRb]jR

− 12RijR
ijgc[agb]d + 3R2gc[agb]d . (3.1.38)

Bajo un extenso cálculo, análogo al caso de Gauss-Bonnet, las ecuaciones de campo
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están dadas por

Kab = 3RabR
2 − 12Rc

aRcb − 12RabRcdR
cd + 24Rc

aR
d
cRdb − 24Rc

aR
deRcdeb

+ 3RabRcdefR
cdef − 12RacRbdefR

cdef − 12RRacbdR
cd + 6RRacdeR

cde
b

+ 24RacbdR
c
eR

ed + 24RacdeR
d
bR

ce + 24RacbdRefR
cedf − 12RacdeR

fcdeRfb

− 12RacdeR
cfR de

bf + 24R cde
a Rf

dRefbc − 12RacbdR
c
efgR

defg

− 6R cde
a R fg

de Rfgcb − 24R de
ac RdfbgR

gcf
e − 1

2
gabχ6 , (3.1.39)

puede probarse además que se satisfacen las siguientes propiedades

∇dP
d

abc = 0 , gabKab ∝ (n− 6)χ6 , (3.1.40)

y como en el caso de Gauss-Bonnet,

K b
a = − 1

16
δbc1...c6ad1...d6

R d1d2
c1c2

R d3d4
c3c4

R d5d6
c5c5

, (3.1.41)

por lo que, para dimensión n < 7, K b
a se anula idénticamente.

3.1.3. Gravedad Cuasi-topológica cúbica

Para estudiar gravedad con contribuciones cúbicas en los escalares de curvatura
en teorías de Lovelock es necesario escalar a dimensiones superiores, ya que, solo
para n ≥ 7 las ecuaciones que vienen de la contribución cúbica son no triviales.
A pesar de esto, es posible estudiar teorías de gravedad con términos cúbicos en
dimensión n = 5. De hecho, existe una combinación cúbica [5, 6] con ecuaciones
de campo no triviales para n ≥ 5, las cuales son de primer orden en un ansatz
esféricamente simétrico, esto es, considerar la siguiente densidad Lagrangiana

L = R− 2Λ + α2χ4 + α3Z , (3.1.42)

36



3.1. ECUACIONES DE CAMPO PARA L(RABCD)

donde se define Z bajo la siguiente combinación cúbica en dimensión n = 5,

Z = c1L1 + c2L2 −
(

9c1

7
+

60c2

7

)
L3 +

(
3c1

8
+

3c2

2

)
L4 +

(
15c1

7
+

72c2

7

)
L5

+

(
18c1

7
+

64c2

7

)
L6 −

(
33c1

14
+

54c2

7

)
L7 +

(
15c1

56
+

11c2

14

)
L8 . (3.1.43)

La doble libertad en los coeficientes c1 y c2 se debe a que en dimensión n ≤ 6

cualquier interacción dada por una combinación cúbica puede ser reescrita adicio-
nando χ6 sin afectar las ecuaciones de movimiento. Por simplicidad y sin pérdida de
generalidad fijaremos c1 = 1 y c2 = 0, obteniendo

Z ′ = L1 −
9

7
L3 +

3

8
L4 +

15

7
L5 +

18

7
L6 −

33

14
L7 +

15

56
L8 . (3.1.44)

Las ecuaciones de movimiento en este caso estarán caracterizadas por el tensor

P abcd = 3Recf [aR
b] d
f e −

9

7

(
Rab[c

mR
d]m +Rcd[a

mR
b]m +R

[b
ijk g

a][cRd]kji
)

+
3

4
RabcdR +

3

8
gc[agb]dRijklR

ijkl +
15

7
Rc[aRb]d +

30

7
δ

[a
i δ

b]
j g

i[cRd]ljkRkl

+
54

7
R [b
e g

a][cRd]e − 33

7
δ

[c
i δ

d]
j g

i[aRb]jR− 33

14
RijR

ijgc[agb]d

+
45

56
R2gc[agb]d , (3.1.45)

y con esto podemos definir las ecuaciones de campo provenientes de esta combinación
cúbica como

Qab = 2∇c∇dPacbd + PacdeR
cde
b − 1

2
gabZ ′ = 0 . (3.1.46)

Una propiedad interesante es que las ecuaciones de movimiento de esta teoría pa-
ra una métrica arbitraria son de hasta cuarto orden, sin embargo, la traza de las
ecuaciones es de hasta segundo orden, en efecto, se satisface que,

∇dP
cad
a = 0 . (3.1.47)
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3.2. Soluciones esféricamente simétricas

En esta sección revisaremos algunas soluciones estáticas y esféricamente simétri-
cas. Consideraremos por simplicidad la métrica

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

n−2 , (3.2.1)

y evaluaremos en las ecuaciones de campo de las teorías vistas en la sección anterior,
esto para el caso Λ < 0. Es importante notar que, tal como en RG, algunas de estas
teorías satisfacen el Teorema de Birkhoff [5,27–29].

3.2.1. Solución de Boulware-Deser

En esta sección se revisa brevemente la solución en Einstein-Gauss-Bonnet en
dimensión n = 5 para luego mostrar su generalización a dimensión n ≥ 5. Conside-
remos el principio de acción

I[g] =

ˆ
d5x
√
−g
(
R +

12

`2
+ αχ4

)
. (3.2.2)

Al evaluar la métrica (2.4.1) en las ecuaciones de campo, Eab, donde

Eab = Gab −
6

`2
gab + αHab , (3.2.3)

se tiene que

E tt =
(
r2 − 2αr(f(r)− 1)

)
f ′(r) + 2r(f(r)− 1)− 4r3

`2
= 0 , (3.2.4)

cuya solución exacta fue encontrada originalmente en [30]

f(r) = 1 +
r2

4α

(
1−

√
1 +

8αµ

r4
− 8α

`2

)
, (3.2.5)

donde µ = 16πGM
3Ω3

y M es la masa del agujero negro.

Esta solución fue extendida a dimensión arbitraria n ≥ 5 en [31], en efecto, el
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principio de acción a considerar es

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R +

(n− 1)(n− 2)

`2
+ αχ4

)
, (3.2.6)

luego de la componente rr de las ecuaciones de movimiento se obtiene

(
rn−3 − 2(n− 3)(n− 4)rn−5α(f(r)− 1)

)
f ′(r) + (n− 3)rn−4(f(r)− 1)

− α(n− 3)(n− 4)(n− 5)rn−6(f(r)− 1)2 − (n− 1)rn−2

`2
= 0 , (3.2.7)

donde al integrar respecto de r se llega a la siguiente ecuación

(f(r)− 1)
(
rn−3 − α(n− 3)(n− 4)rn−5(f(r)− 1)

)
− rn−1

`2
= −µ , (3.2.8)

siendo µ una constante de integración. Esta ecuación tiene como solución [32]

f(r) = 1 +
r2

2ᾱ

(
1−

√
1 +

4ᾱµ

rn−1
− 4ᾱ

`2

)
, (3.2.9)

donde ᾱ = (n− 3)(n− 4)α y µ se relaciona con la masa gravitacional M , tal que,

M =
(n− 2)Ωn−2

16πG
µ . (3.2.10)

Frente a la raíz cuadrada en (3.2.9) uno encuentra dos ramas, ya que f es solución de
una ecuación cuadrática. La rama con signo + no lleva a la solución de RG cuando
ᾱ = 0, por lo tanto la descartamos.

3.2.2. Solución esférica en Lovelock hasta tercer orden

Al considerar la teoría de Lovelock hasta tercer orden para dimensión n ≥ 7,

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g (R− 2Λ + α2χ4 + α3χ6) . (3.2.11)
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las ecuaciones de campo están definidas por

Eab = Gab −
(n− 1)(n− 2)

2`2
gab + α2Hab + α3Kab = 0 . (3.2.12)

Al evaluar la métrica (2.4.1) en (3.2.12), se verifica que la ecuación para f(r) vista
en [9] es una generalización de la expresión (3.2.7), la cual se puede escribir como

[
rn−3 + 3α3(n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)rn−7(f(r)− 1)

−2α2(n− 3)(n− 4)rn−5(f(r)− 1)
]
f ′(r) + (n− 3)rn−4(f(r)− 1)

− α2(n− 3)(n− 4)(n− 5)rn−6(f(r)− 1)2

+ α3(n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)(n− 7)rn−8(f(r)− 1)3

− (n− 1)rn−2

`2
= 0 . (3.2.13)

Está ecuación también posee una primera integral trivial, lo que conduce a

α3(n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)rn−7(f(r)− 1)3 + rn−3(f(r)− 1)

− α2(n− 3)(n− 4)rn−5(f(r)− 1)2 − rn−1

`2
= −µ , (3.2.14)

donde µ es una constante de integración que va a definir la masa del sistema. To-
mando la solución real de esta ecuación cúbica, se tiene [33,34]

f(r) = 1 +
r2

3ᾱ3

(
ᾱ2 +

3

√√
γ + β2(r) + β(r)− 3

√√
γ + β2(r)− β(r)

)
, (3.2.15)

con

γ =
(
3ᾱ3 − ᾱ2

2

)3
, β(r) = ᾱ3

2 −
9ᾱ2ᾱ3

2
− 27ᾱ2

3

2

(
− 1

`2
+

µ

rn−1

)
, (3.2.16)

donde ᾱ2 y µ se siguen del caso de EGB y ᾱ3 = (n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)α3.

3.2.3. Solución esférica en gravedad Cuasi-topológica cúbica

A diferencia de las teorías de Lovelock que poseen constantes relativas inde-
pendientes de la dimensión, en GCT las constantes relativas entre los escalares de
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curvatura son sensibles a la dimensión. En este apartado revisaremos en particu-
lar la solución en dimensión n = 5 y su generalización a dimensiones superiores.
Consideremos el siguiente principio de acción

I[g] =

ˆ
dx5
√
−g (R− 2Λ + α2χ4 + α3Z ′) , (3.2.17)

donde Z ′ está definido en (3.1.44).

Evaluando la métrica (2.4.1) en las ecuaciones de campo caracterizadas por
(3.1.45), se observa que

E tt =
3

2r3

[(
r2 − 12α3

7r2
(f(r)− 1)2 − 4α2(f(r)− 1)

)
f ′(r) + 2r(f(r)− 1)

+
8α3

7r3
(f(r)− 1)3 − 4r3

`2

]
= 0 . (3.2.18)

Al igual que en las teorías de Lovelock, la ecuación diferencial en simetría esférica
permite una integral trivial, de modo que,

4α3

7r2
(f(r)− 1)3 + 2α2 (f(r)− 1)2 − r2(f(r)− 1) +

r4

`2
= µ . (3.2.19)

Los detalles de la forma explícita de esta ecuación fueron discutidos de forma extensa
en [6] y no serán abordados en este trabajo.

Para encontrar una expresión que sea solución en dimensiones superiores, la
densidad Lagrangiana Z ′ se extiende a Zn, donde

Zn = L1 +
1

(2n− 3)(n− 4)

(
3(3n− 8)

8
L3 − 3(n− 2)L4 + 3nL5

+6(n− 2)L6 −
3(3n− 4)

2
L7 +

3n

8
L8

)
, (3.2.20)

del mismo modo, consideraremos la siguiente acción [6]

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R− (n− 1)(n− 2)

`2
+ α2χ4 + α3Zn

)
, (3.2.21)
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con

α2 =
ᾱ2

(n− 3)(n− 4)
y α3 =

8(2n− 3)ᾱ3

(n− 6)(n− 3)(3n2 − 15n+ 16)
. (3.2.22)

Como resultado de evaluar una métrica esféricamente simétrica en las ecuaciones de
campo, se obtiene la ecuación

ᾱ3ϕ
3(r) + ᾱ2ϕ

2(r) + ϕ(r) +
1

`2
=

µ

rn−1
. (3.2.23)

Debemos notar que gracias al correcto reescalamiento de las constantes de acopla-
miento, la dependencia en la dimensión n se redujo únicamente a la potencia de
r.

3.3. Ansatz de rotación lenta

Cuando se estudian teorías de orden superior en la curvatura, un primer acerca-
miento a geometrías con rotación puede realizarse cuando pensamos en rotaciones
bajas, es decir, estudiar la existencia de soluciones donde las funciones métricas son
de hasta primer orden en el parámetro de rotación. Para motivar un ansatz de este
tipo que sirva como guía en otras teorías nos apoyaremos en la solución aproximada
en RG.

Recordemos la solución de Kerr en las coordenadas de Boyer-Lindquist (2.5.13),

ds2 =−
(

1− 2mr

r2 + a2 cos2 θ

)
dt2 − 4amr sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dtdφ+

(
r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2

)
dr2

+ (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 +

(
r2 + a2 +

2a2mr sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θdφ2 . (3.3.1)

Cuando tomamos el límite a→ 0 y nos quedamos con los términos de hasta primer
orden en a, la métrica de Kerr a bajas rotaciones queda como

ds2 ≈ −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

dr2

1− 2m
r

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− 2am

r
sin2 θdtdφ , (3.3.2)
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que puede re-escribirse como el siguiente ansatz

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− 2ar2h(r) sin2 θdtdφ , (3.3.3)

con f(r) = 1 − 2m
r

y h(r) = m
r3
. Cabe destacar que las componentes gtt y grr de

(3.3.2) corresponden a las componentes de (2.3.15). La estructura de (3.3.3) puede
ser usada para derivar soluciones a rotaciones bajas en otras teorías al calcular las
ecuaciones de movimiento perturbativamente en el parámetro de rotación a hasta
primer orden. El ansatz a considerar para dimensión n con un momento angular es

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΣ2 − 2ar2h1(r) sin2 θdtdφ1 , (3.3.4)

donde dΣ2 = dθ2 + sin2 θdφ2
1 + cos2 θdΩ2

n−4.

Un hecho consistente del ansatz de rotaciones bajas en las teorías estudiadas aquí,
es que las ecuaciones de movimiento para f(r) a primer orden en el/los parámetro/s
de rotación no se ven alteradas y por lo tanto la función f(r), que es solución en
simetría esférica, no se ve modificada en el régimen de rotaciones bajas.

3.4. Soluciones con rotación lenta

En esta sección se muestran soluciones analíticas a rotaciones bajas asintóti-
camente AdS usando el ansatz (3.3.4) en las ecuaciones de campo de teorías de
Lovelock, en particular, en Einstein-Gauss-Bonnet y Lovelock a orden cúbico. En
ambos casos se encuentra una solución general para dimensión arbitraria con un
momento angular.

3.4.1. Rotación lenta en Einstein-Gauss-Bonnet

Consideremos nuevamente el principio de acción de Einstein-Gauss-Bonnet en
dimensión n,

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R +

(n− 1)(n− 2)

`2
+ αχ4

)
. (3.4.1)
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Al evaluar el ansatz (3.3.4) en las ecuaciones de movimiento que se derivan de este
principio de acción, a orden lineal en a, se tiene que f(r) obedece la ecuación (3.2.7),
es decir, no se modifica en el régimen de bajas rotaciones. Reescribamos esa ecuación
empleando el cambio f(r) = 1− r2ϕ(r),

rn−1(2ᾱϕ(r) + 1)ϕ′(r) + (n− 1)rn−2

(
ϕ(r)(ᾱϕ(r) + 1) +

1

`2

)
= 0 . (3.4.2)

Integrando se obtiene

ϕ(r)(ᾱϕ(r) + 1) +
1

`2
=

µ

rn−1
. (3.4.3)

Por otro lado, de la componente tφ encontramos lo siguiente

rn−2 (2ᾱϕ(r) + 1)h′′1(r) + rn−3 (2rᾱϕ′(r) + n(2ᾱϕ(r) + 1))h′1(r) = 0 . (3.4.4)

Combinando las expresiones (3.4.2), (3.4.3) y (3.4.4), obtenemos que

(log h′1(r))′ = −
(
n

r
+

2ᾱϕ′(r)

2ᾱ2ϕ(r) + 1

)
, (3.4.5)

= − (log(rn(2ᾱϕ(r) + 1)))′ , (3.4.6)

y de esta forma, se deduce que

h1(r) =

ˆ
C1ϕ

′(r)

(n− 1)µ
dr + C2 , (3.4.7)

=
C1ϕ(r)

(n− 1)µ
+ C2 . (3.4.8)

Podemos determinar las constantes C1 y C2 comparando con el comportamiento
asintótico encontrado en [7] y en efecto se encuentra que

C1 = (n− 1)µ, C2 = 0 . (3.4.9)

Como era de esperar, en la región asintótica, los efectos de los términos con poten-
cias altas en la curvatura son despreciables (módulo la definición de una constante
cosmológica efectiva).
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De esta forma, finalmente obtenemos

h1(r) = ϕ(r) =
1

2ᾱ

√
1− 4ᾱµ

rn−1
− 4ᾱ

`2
. (3.4.10)

3.4.2. Rotación lenta en Lovelock hasta tercer orden

Al igual que en la sección anterior, tendremos en consideración solo un momento
angular como fue reportado en [9], siendo así el principio de acción para dimensión
n ≥ 7

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R +

(n− 1)(n− 2)

`2
+ α2χ4 + α3χ6

)
. (3.4.11)

Redefiniendo las constantes de acoplamiento tal que ᾱ2 = (n− 3)(n− 4)α2 y ᾱ3 =

(n − 3)(n − 4)(n − 5)(n − 6)α3 y haciendo el cambio f(r) = 1 − r2ϕ(r), el sistema
de ecuaciones lleva a

ϕ(r) + ᾱ2ϕ
2(r) + ᾱ3ϕ

3(r) =
m

rn−1
− 1

`2
, (3.4.12)

Etφ = −rn−2F (r)h′′(r) +H(r)h′(r) = 0 , (3.4.13)

donde F (r) = 1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ(r) y H(r) = nF (r) + 2rϕ′(r)(ᾱ2 + 3ᾱ3ϕ(r)). Al
igual que en el caso cuadrático, es posible reescribir la ecuación que determina a
h(r) en una expresión notablemente simple,

(log(h′(r)))′ = −
(
n

r
+

(1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ(r))′

1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ(r)

)
,

= −
(
log
[
rn(1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ

2(r))
])′

,

=

ˆ
C2dr

rn(1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ2(r))
+ C1 . (3.4.14)

Derivando la expresión (3.4.12) se tiene

1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ
2(r) = −(n− 1)m

rnϕ′(r)
, (3.4.15)
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y por lo tanto, escogiendo C2 = (n − 1)m y C1 = 0, recuperamos la solución vista
en la sección anterior modificada con la contribución cúbica,

h(r) = −ϕ(r) ,

=
1

3ᾱ3

(
ᾱ2 +

3

√√
γ + β2(r) + β(r)− 3

√√
γ + β2(r)− β(r)

)
, (3.4.16)

donde γ y β(r) están definidas de la misma forma que en la sección 3.2.2.

3.5. Kerr-Schild en Einstein-Gauss-Bonnet

En esta sección se revisará el trabajo publicado en [11], en el cual se encontró una
solución exacta en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet vía el ansatz de Kerr-Schild
en cinco dimensiones.

Recordemos que las ecuaciones de movimiento derivadas de la acción de Einstein-
Gauss-Bonnet toman la forma

Eab = Gab + Λgab + αHab = 0 . (3.5.1)

De la traza de las ecuaciones de campo, podemos reescribir la constante cosmológica
como

Λ = −(n− 1)(n− 2)

2`2

(
1− α(n− 3)(n− 4)

`2

)
. (3.5.2)

Se destaca que bajo una combinación precisa de las constantes de acoplamiento
entonces `−2 tiene dos raíces iguales. Esto es cuando

Λ = −1

8

(n− 1)(n− 2)

(n− 3)(n− 4)α
. (3.5.3)

Recordemos que una métrica tipo Kerr-Schild tiene la siguiente forma

ds2 = ds̄2 + F (x)(kadx
a)2 , (3.5.4)

y consideramos que la métrica semilla es la métrica de AdS en cinco dimensiones en
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coordenadas oblatas [35], esto es,

ds̄2 = −

(
1 + r2

l2

)
∆θ

ΞaΞb

dt2 +
r2ρ2(

1 + r2

l2

)
(r+a2)(r2 + b2)

dr2 +
ρ2

∆θ

dθ2

+
r2 + a2

Ξa

sin2 θdφ2 +
r2 + b2

Ξb

cos2 θdψ2 , (3.5.5)

con ∆θ = Ξa cos2 θ+Ξb sin2 θ, ρ2 = r2 +a2 cos2 θ+b2 sin2 θ, Ξa = 1− a2

l2
y Ξb = 1− b2

l2
.

Impondremos que F = F (r, θ), mientras que el vector nulo y geodésico [21] es

kadx
a =

∆θdt

ΞaΞb

+
r2ρ2dr(

1 + r2

l2

)
(r2 + a2)(r2 + b2)

− a sin2 θdφ

Ξa

− a cos2 θdψ

Ξb

. (3.5.6)

Observemos que la métrica semilla posee radio anti-de Sitter l2 y no impondremos
que sea el mismo radio anti-de Sitter de la teoría, a priori `2 6= l2. Se define Λ0 en
términos de la semilla como

Λ0 = −(n− 1)(n− 2)

2l2

(
1− α(n− 3)(n− 4)

l2

)
. (3.5.7)

Evaluando esta métrica en la traza de las ecuaciones en dimensión n = 5 tendre-
mos la siguiente estructura

gabEab = 5(Λ− Λ0)− (rH1)′′

2rρ2
= 0 , (3.5.8)

donde

H1 =

(
1− 4α

l2

)
H2 + αH3, H2 = 3ρ2F (r, θ), H3 = 2(4r2 − ρ2)

F 2(r, θ)

ρ2
.

(3.5.9)

Como solución a la ecuación (3.5.8), vemos que,

H1 = 6C1(θ) +
C2(θ)

r
+

Λ− Λ0

6
r2(10ρ2 − 7r2) . (3.5.10)
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Luego, se sigue que la ecuación para F es

2α(4r2 − ρ2)
F 2

ρ2
+ 3

(
1− 4α

l2

)
ρ2F = 6C1(θ) +

C2(θ)

r
+

Λ− Λ0

6
r2(10ρ2 − 7r2) ,

(3.5.11)

y esta ecuación tiene como solución

F (r, θ) = A(−1±
√

1 +B) , (3.5.12)

con

A =
3(1− 4α/l2)ρ2

4α(4r2 − ρ2)
, B =

8α(4r2 − ρ2)

9ρ6(1− 4α/l2)2
H1 . (3.5.13)

Sin embargo, (3.5.12) no es solución de las ecuaciones de campo para valores arbi-
trarios de las constantes de acoplamiento, excepto en el caso en que

Λ 6= Λ0 y Λ = − 3

4α
⇒ 4α

`2
= 1 , (3.5.14)

luego, la función F se reduce a la simple expresión

F (r, θ) = −
(

1

`2
− 1

l2

)
ρ2 . (3.5.15)
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Capítulo 4

Principio de Acción Reducida

Un camino seguro para encontrar las ecuaciones de movimiento correctas es valuar
una métrica dada en las ecuaciones de campo, sin embargo, cuando se consideran
teorías con derivadas altas de la métrica, no es tarea fácil calcular las ecuaciones
de campo cuando el principio de acción es lo suficientemente intrincado, como por
ejemplo en [4–6,28,29,36]. Más aún, evaluar una métrica con funciones desconocidas
que dependen de más de una coordenada puede significar una tarea excesivamente
larga, aún usando softwares de cálculo simbólico.

Es bien sabido que al evaluar un ansatz esféricamente simétrico en la acción
gravitacional que se esté considerando y a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
es posible reproducir las mismas ecuaciones que se obtienen de evaluar la métrica en
las ecuaciones de campo [37,38], sin embargo, esto no es siempre válido para métricas
rotantes. En este capítulo se prueba un ansatz a rotaciones bajas para el método de
la acción reducida y se muestra su consistencia comparando con los resultados de la
sección 3.4.

4.1. Teorema de Birkhoff en gravedad

Cuasi-topológica cúbica

Recordemos que el Teorema de Birkhoff en RG muestra que toda solución esférica-
mente simétrica de las ecuaciones de campo es independiente del tiempo, es decir,
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estática y además la solución es única.

En teorías con potencias superiores en la curvatura también existen familias de
teorías que admiten soluciones que satisfacen el Teorema de Birkhoff [27,39,40]. Es
interesante notar que podemos probar si una teoría admite este teorema, al menos,
de dos formas posibles. La primera sería considerar un ansatz esféricamente simétrico
de la forma (2.3.7) y evaluando directamente en las ecuaciones de campo de la teoría.

Consideremos en particular una teoría puramente cúbica [5,6] en dimensión n =

5,

I[g] =

ˆ
d5x
√
−gZ ′ , (4.1.1)

las ecuaciones de movimiento de esta teoría están dadas por

Eab = 2∇c∇dPacbd + PacdeR
cde
b − 1

2
gabZ ′ = 0 , (4.1.2)

donde P abcd es el calculado en (3.1.45), mientras que la métrica estará dada por

ds2 = −f(t, r)dt2 +
dr2

g(t, r)
+ r2dΩ2

3. (4.1.3)

Denotaremos las derivadas respecto de r por ()′ y respecto de t por (̇). De las
ecuaciones de campo tenemos que,

Ett = −6(g(t, r)− 1)2(2g(t, r)− 3g′(t, r)− 2)f(t, r)

7r6
= 0 , (4.1.4)

Err = −18(g(t, r)− 1)2g(t, r)rf ′(r) + 12f(t, r)(g(t, r)− 1)3

7r6
= 0 , (4.1.5)

Etr =
18ġ(t, r)(g(t, r)− 1)2

7g(t, r)r5
= 0 , (4.1.6)
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CÚBICA

Eθθ =
6(g(t, r)− 1)

r4f 2(t, r)g2(t, r)

(
r2f(t, r)g3(t, r)(g(t, r)− 1)f ′′(t, r)

+ r2f(t, r)g(t, r)(g(t, r)− 1)g̈(t, r)− 1

2
r2g3(t, r)(g(t, r)− 1)f ′′(t, r)

+
1

2
rf(t, r)g2(t, r)

(
r(5g(t, r)− 1)g′(t, r)− 4g2(t, r) + 4g(t, r)

)
f ′(t, r)

− 2rg2(t, r)f 2(t, r)(g(t, r)− 1)ġ(t, r) +
1

2
r2f(t, r)(g(t, r) + 3)ġ2(t, r)

− 1

2
r2g(t, r)(g(t, r)− 1)ḟ(t, r)ġ(t, r) + 2f 2(t, r)g2(t, r)(g(t, r)− 1)2

)
= 0 ,

(4.1.7)

Consecuencia de la ecuación (4.1.4) es que

g(t, r) = H1(t)r
2
3 + 1 , (4.1.8)

luego, evaluando en la ecuación (4.1.4) obtenemos

f(t, r) = H2(t)(H1(t)r
2
3 + 1) . (4.1.9)

Notemos que podemos reescalar la cordenada temporal de modo que la función
H2(t) ≡ 1, es decir,

f(t, r) = g(t, r) . (4.1.10)

Ahora, si evaluamos (4.1.8) en la ecuación (4.1.6), podemos concluir rápidamente que
H1(t) = C es una constante de integración. Finalmente podemos decir que, como
consecuencia de las ecuaciones de campo y bajo reescalamiento de la coordenada
temporal, se tiene

g(t, r) = g(r) = Cr
2
3 + 1 , (4.1.11)

f(t, r) = f(r) = Cr
2
3 + 1 , (4.1.12)

verificandose la consistencia de la solución, ya que, al evaluar en la componente θθ
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y φφ de las ecuaciones de campo se obtiene

Eθθ = Eφφ ≡ 0 . (4.1.13)

Por lo tanto,

ds2 = −
(
Cr

2
3 + 1

)
dt2 +

dr2

Cr
2
3 + 1

+ r2dΩ2
3 . (4.1.14)

De esta forma se verifica el teorema de Birkhoff para la acción puramente Cuasi-
topológica cúbica. También es posible verificar el teorema a través de la acción
reducida haciendo uso de la siguiente métrica [38],

ds2 = −f(t, r)g2(t, r)dt2 +
dr2

f(t, r)
+ h(t, r)dtdr + r2dΩ2

3 . (4.1.15)

Luego, evaluando en la acción (4.1.1) y calculando las ecuaciones de Euler-Lagrange
respecto de estas tres funciones,

δI

δf
= g(t, r)

(
h(t, r)ġ(t, r)− 2f(t, r)g2(t, r)g′(t, r)

− 1

2
g(t, r)

(
h(t, r)f(t, r)h′(t, r) + 2ḣ(t, r)

))(
(f(t, r)− 1)g2(t, r)

− 1

4
h2(t, r)

)2

, (4.1.16)

δI

δg
= g(t, r)

[
rh′(t, r)f 2(t, r)h(t, r) + rh(t, r)ḟ(t, r)

− 2f(t, r)

(
rf ′(t, r)g2(t, r)− g2(t, r)

3
(f(t, r)− 1) +

1

6
h2(t, r)

)][
g2(t, r)(f(t, r)− 1)− 1

4
h2(t, r)

]2

, (4.1.17)
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δI

δh
=

[
rg2(t, r)

(
1

2
f(t, r)h(t, r)f ′(t, r) + ḟ(t, r)

)
+ h(t, r)f(t, r)

(
rf(t, r)g(t, r)g′(t, r)− 1

3
(f(t, r)− 1)g2(t, r) +

1

12
h2(t, r)

)(
g2(t, r)(f(t, r)− 1)− 1

4
h2(t, r)

)2

. (4.1.18)

Para que este sistema de ecuaciones tenga una solución compatible con (4.1.14)
debemos evaluar h(t, r) = 0, tal que

δI

δf

∣∣∣∣
h=0

= (f(t, r)− 1)2g7(t, r)f(t, r)g′(t, r) = 0⇒ g(t, r) = g(t) (4.1.19)

δI

δg

∣∣∣∣
h=0

= g7(t, r) (3rf ′(t, r)− 2f(t, r) + 2) = 0⇒ f(t, r) = H(t)r
2
3 + 1 (4.1.20)

δI

δg

∣∣∣∣
h=0

= r(f(t, r)− 1)2g6(t, r)ḟ(t, r) = 0⇒ H(t) = C, (4.1.21)

al igual que antes, podemos reescalar la coordenada temporal quitando la depen-
dencia temporal de g(t) y de esa forma se muestra, a través de la acción reducida,
que la acción (4.1.1) satisface el Teorema de Birkhoff.

4.2. Soluciones esféricamente simétricas

El resultado de la sección anterior también nos indica que podemos resolver satis-
factoriamente las ecuaciones para una métrica esféricamente simétrica sin necesidad
de calcular las ecuaciones de campo en forma covariante. En efecto, como se mostró
en [41], para cualquier Lagrangiano del tipo L(gab, Rabcd,∇aRbcde, . . . ) construido
como una combinación lineal de escalares de curvatura, considerando la siguiente
métrica

ds2 = −N2(r)f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

n−2 , (4.2.1)
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donde se define LN,f =
√
−gL

∣∣
gab

y Lf = LN,f
∣∣
N=1

, si la siguiente ecuación de
Euler-Lagrange se anula idénticamente

δLf
δf
≡ ∂Lf

∂f
− d

dr

∂Lf
∂f ′

+
d2

dr2

∂Lf
∂f ′′
− · · · = 0 ∀f(r) , (4.2.2)

entonces, la teoría admite soluciones en el vacío donde la ecuación para f(r) tiene
una primera integral trivial y su constante de integración es la masa ADM [42].

A continuación se muestra como a través del método de la acción reducida se
reproducen las ecuaciones de movimiento de la sección 3.2.

4.2.1. Acción reducida en simetría esférica para

Einstein-Hilbert

Sea el principio de acción

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R +

(n− 1)(n− 2)

`2

)
. (4.2.3)

Evaluando la métrica (4.2.1), tenemos

I[N, f ] = Ωn−2

¨
dtdrLN,f , (4.2.4)

y se obtienen de las ecuaciones de Euler-Lagrange

δLN,f
δf

= (n− 2)rn−3N ′(r) = 0 , (4.2.5)

δLN,f
δN

= (n− 2)

[
rn−3(f(r)− 1)− rn−1

`2

]′
= 0 . (4.2.6)

De la ecuación (4.2.5) se puede escoger N ≡ 1, mientras que de la ecuación (4.2.6)
recuperamos la solución de Schwarzschild-Tangherlini [14] con constante cosmológica

f(r) = 1− 2m

rn−3
+
r2

`2
. (4.2.7)
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4.2.2. Acción reducida en simetría esférica para

Einstein-Gauss-Bonnet

En dimensión arbitraria, el principio de acción a considerar es

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R +

(n− 1)(n− 2)

`2
+ αχ4

)
, (4.2.8)

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange tienen la siguiente estructura

δLN,f
δf

= (n− 2)rn−4N ′(r)
(
r2 − 2ᾱ(f(r)− 1)

)
= 0 , (4.2.9)

δLN,f
δN

= (n− 2)

[
rn−3(f(r)− 1)− ᾱrn−5(f(r)− 1)2 − rn−1

`2

]′
= 0 , (4.2.10)

donde ᾱ = (n − 3)(n − 4)α. Como solución de estas ecuaciones recuperamos lo
encontrado en [31],

N ≡ 1, f(r) = 1 +
r2

2ᾱ

(
1−

√
1 +

4ᾱµ

rn−1
− 4ᾱ

`2

)
. (4.2.11)

4.2.3. Acción reducida en simetría esférica para

Lovelock tercer orden

En dimensión n ≥ 7 podemos considerar el principio de acción

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R +

(n− 1)(n− 2)

`2
+ α2χ4 + α3χ6

)
, (4.2.12)

y repetimos el proceso calculando las ecuaciones de Euler-Lagrange para esta acción
evaluada en (4.2.1), encontrando que

δLN,f
δN

= (n− 2)rn−4N ′(r)
[
r2 − 2ᾱ2(f(r)− 1) + 3ᾱ3(f(r)− 1)2

]
= 0 , (4.2.13)

δLN,f
δf

= (n− 2)

[
rn−3(f(r)− 1)− ᾱ2r

n−5(f(r)− 1)2

+ ᾱ3r
n−7(f(r)− 1)3 − rn−1

`2

]′
= 0 , (4.2.14)
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donde se define ᾱ3 = (n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)α3. Resolver estas ecuaciones nos
lleva a lo encontrado en [9],

N ≡ 1 ,

f(r) = 1 +
r2

3ᾱ3

[
ᾱ2 +

3

√√
γ + β2(r) + β(r)− 3

√√
γ + β2(r)− β(r)

]
, (4.2.15)

con

β(r) = ᾱ3
2 −

9

2
ᾱ2ᾱ3 −

27

2
ᾱ2

3

(
m

rn−1
− 1

`2

)
, (4.2.16)

γ = (3ᾱ3 − ᾱ2
2)3 . (4.2.17)

4.2.4. Acción reducida para Gravedad Cuasi-topológica

La teoría cúbica encontrada en [5, 6] en dimensión arbitraria puede escribirse
como

I[g] =

ˆ
dnx
√
−g
(
R− (n− 1)(n− 2)

`2
+ α2χ4 + α3Zn

)
, (4.2.18)

donde,

Zn = L1 −
3

(2n− 3)(n− 4)

(
(n− 2)L3 −

3n− 8

8
L4 − nL5 − 2(n− 2)L6

+
3n− 4

2
L7 −

n

8
L8

)
. (4.2.19)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange provenientes de la acción reducida en la métrica
(4.2.1) toman la forma,

δLN,f
δN

= (n− 2)rn−4N ′(r)

[
r2 − 2ᾱ2(f(r)− 1) +

3α̃3

r2
(f(r)− 1)2

]
, (4.2.20)

δLN,f
δf

= (n− 2)

[
rn−3(f(r)− 1)− ᾱ2r

n−5(f(r)− 1)2

+ α̃3r
n−7(f(r)− 1)3 − rn−1

`2

]′
, (4.2.21)
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donde se define α̃3 = (n−3)(n−6)(3n2−15n+16)
8(2n−3)

α3.

4.3. Rotación lenta

El método de acción reducida ciertamente permite obtener ecuaciones de movi-
miento, para simetría esférica, sin necesidad de pasar por el cálculo de las ecuaciones
de campo, que para una teoría de curvatura superior, puede ser un trabajo muy
tedioso, incluso usando algún software de cálculo simbólico. Este método permite
disminuir drásticamente los tiempos de cálculo, no obstante, reproducir las ecuacio-
nes de movimiento de una métrica rotante arbitraria, por ejemplo, usando el ansatz
de Kerr-Schild no es posible bajo este método.

En esta sección mostraremos como bajo una modificación del ansatz de rota-
ción lenta (3.3.4) sí es posible encontrar soluciones exactas en teorías de curvatura
superior usando las ecuaciones de Euler-Lagrange de la acción reducida.

Esta construcción representa el primer resultado original presentado en esta tesis,
que fue reportado en arXiv:2012.06618.

4.3.1. El método

Recordemos el ansatz de rotación lenta con un momento angular,

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΣ2 − 2ar2 sin2 θh(r)dtdφ , (4.3.1)

con dΣ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 + cos2 θdΩ2
n−4.

Al igual que en el ansatz esféricamente simétrico, es necesario modificar algunas
componentes de la métrica. Anteriormente se vio que la métrica que permitía calcular
las ecuaciones de Euler-Lagrange hacía uso del siguiente cambio

gtt = −f(r)→ gtt = −N2(r)f(r) . (4.3.2)

Para poder replicar con éxito las ecuaciones de campo, debemos modificar el término
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fuera de la diagonal como sigue

gtφ = −ar2 sin2 θh(r)→ gtφ = −ah̃(r, θ) , (4.3.3)

de esta forma, la métrica a considerar con un parámetro de rotación es

ds2 = −N2(r)f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΣ2

n−2 − 2ah̃(r, θ)dtdφ1 , (4.3.4)

donde dΣ2
n−2 = dθ2 +sin2 θdφ2

1 +cos2 θdΩ2
n−4. En el caso de GCT en dimensión cinco

se usará el siguiente ansatz con dos momentos angulares

ds2 = −N2(r)f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΣ2 − 2dt

(
a1h̃1(r, θ)dφ1 + a2h̃2(r, θ)dφ2

)
.

(4.3.5)

El procedimiento para obtener ecuaciones de campo compatibles es el siguiente:

Evaluar el ansatz (4.3.5) en la densidad Lagrangiana
√
−gL hasta orden cua-

drático en el parámetro de rotación, esto es

√
−gL

∣∣
g
≡ LN,f,h ≈ F (r, θ) +

2∑
i=1

(
G̃i(r, θ)ai + H̃i(r, θ)a

2
i

)
+O(a3) , (4.3.6)

donde F (r, θ), G̃i(r, θ) y H̃i(r, θ) son funciones de N(r), f(r) y h̃i(r, θ) y sus
derivadas.

Luego calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange, de forma que, para las ecua-
ciones que provienen de variar respecto de N y f despreciamos los términos
proporcionales a los parámetros de rotación, mientras que de la ecuación que
surge al variar respecto de hi nos quedaremos con los términos de hasta se-
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gundo orden en ai, de modo que

δLN,f,h
δN

= ΘnF1(r) +O(ai) ∝ E tt , (4.3.7)

δLN,f,h
δf

= ΘnF2(r) +O(ai) ∝ N ′(r) , (4.3.8)

δLN,f,h

δh̃i
= G̃1(r, θ) + G̃2(r, θ)ai + G̃3(r, θ)a2

i +O(a3) , (4.3.9)

donde F1(r), F2(r) son funciones de N(r), f(r) y sus derivadas, G̃1(r, θ),
G̃2(r, θ) y G̃3(r, θ) son funciones de N(r), f(r) y h̃i(r, θ) y sus derivadas y
Θn(θ, φ1, . . . , φn−3) es una función que proviene de la contribución de

√
−g,

tal que

Θn =
√

sin θ cosn−5 θ sinn−5 φ1 . . . sinφn−4 . (4.3.10)

Finalmente asumimos separabilidad de las funciones h̃ las funciones h̃i(r, θ),
tal que, nos permita recuperar un ansatz de la forma (3.3.4)

h̃1(r, θ) = r2 sin2 θh1(r), h̃2(r, θ) = r2 cos2 θh1(r) . (4.3.11)

Como consecuencia de esta substitución se consiguen las expresiones para hi(r)
compatibles con las ecuaciones de campo,

δLN,f,h

δh̃i
= Θn

(
G1(r) +G2(r)a+G3(r)a2

)
∝ Eφit . (4.3.12)

A continuación se presenta el uso del ansatz (4.3.4) para el método de acción
reducida, derivando las ecuaciones Euler-Lagrange con un momento angular, las
cuales son compatibles con los resultados mostrados en la sección 3.4.
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4.3.2. Acción reducida para rotaciones bajas en

Einstein-Gauss-Bonnet

Evaluando el ansatz (4.3.4) en la densidad Lagrangiana de (4.2.8) y calculando
las ecuaciones de Euler-Lagrange, se tiene lo siguiente

δLN,f,h
δf

= Θn(n− 2)rn−4N ′(r)
(
r2 − 2ᾱ(f(r)− 1)

)
, (4.3.13)

δLN,f,h
δN

= Θn(n− 2)

[
rn−3(f(r)− 1)− ᾱrn−5(f(r)− 1)2 − rn−1

`2

]′
, (4.3.14)

δLN,f,h
δh1

= a2Θn

[
h′′1(r)

r2

(rn − 2ᾱrn−2(f(r)− 1))

N(r)
+

h′1(r)

r2N2(r)
(nN(r)rn−1

− rnN ′(r) + 2ᾱ(N ′(r)(f(r)− 1)rn−2 −N(r)rn−3(rf ′(r)

−(n− 2)(f(r)− 1))) +
h1(r)

N(r)f(r)

δLN,f,h
δN

]
, (4.3.15)

= a2Θn

[
h′′1(r)

r2

(
rn − 2ᾱrn−2(f(r)− 1)

N(r)

)
+
h′1(r)

r2

(
rn − 2ᾱrn−2(f(r)− 1)

N(r)

)′ ]
, (4.3.16)

donde ᾱ = (n−3)(n−4)α y dado que podemos escoger con libertad N ≡ 1, tenemos
que,

h′′1(r)

h′1
= − [rn − 2ᾱrn−2(f(r)− 1)]

′

rn − 2ᾱrn−2(f(r)− 1)
, (4.3.17)

[log(h′1(r))]
′
= − [rn(1 + 2ᾱϕ(r))]′

rn(1 + 2ᾱϕ(r))
, (4.3.18)

= − [log(rn[1− 2ᾱϕ(r)])]′ , (4.3.19)

h1(r) =

ˆ
C1dr

rn(1 + 2ᾱϕ(r))
+ C2 , (4.3.20)

donde ϕ(r) = r−2(f(r)− 1). Notemos que la ecuación (4.3.14), bajo este cambio se
reescribe como

−
[
rn−1ϕ(r) + ᾱrn−1ϕ2(r) +

rn−1

`2

]′
= 0, (4.3.21)
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Si derivamos lo anterior, encontramos lo siguiente

1 + 2ᾱϕ(r) = −(n− 1)

rϕ′(r)

(
ϕ(r)(1 + ᾱϕ(r)) +

1

`2

)
. (4.3.22)

Pero, por otra parte, integrando (4.3.21), se encuentra que

ϕ(r)(1 + ᾱϕ(r)) +
1

`2
=

m

rn−1
, (4.3.23)

y por lo tanto,

h1(r) = −
ˆ
C1ϕ

′(r)dr

m(n− 1)
+ C2 . (4.3.24)

Escogiendo C1 = m(n− 1) y C2 = 0 como en [9], encontramos la solución publicada
en [8],

h1(r) = −ϕ(r) =
1

2ᾱ

(
1−

√
1 +

4ᾱµ

rn−1
− 4ᾱ

`2

)
. (4.3.25)

4.3.3. Acción reducida para rotaciones bajas en

Lovelock tercer orden

Considerando nuevamente el ansatz (4.3.4), luego de evaluar en la densidad La-
grangiana de Lovelock hasta tercer orden

√
−g(R + (n−1)(n−2)

`2
+ α2χ4 + α3χ6) para

dimensión n ≥ 7, se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange a primer orden en
a1,

δLN,f,h
δf

= Θn(n− 2)rn−4N ′(r)
(
r2 − 2ᾱ2(f(r)− 1) + 3ᾱ3r

n−7(f(r)− 1)2
)
,

(4.3.26)

δLN,f,h
δN

= Θn(n− 2)

[
rn−3(f(r)− 1)− rn−1

`2
+ ᾱ3r

n−7(f(r)− 1)3

−ᾱ2r
n−5(f(r)− 1)2

]′
, (4.3.27)
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δLN,f,h
δh1

= Θn

[
h′′1(r)

r2

(rn − 2ᾱ2r
n−2(f(r)− 1) + 3ᾱ3r

n−4(f(r)− 1)2)

N(r)

+
h′1(r)

r2N2(r)
(nN(r)rn−1 − rnN ′(r) + 2ᾱ2(N ′(r)(f(r)− 1)rn−2

−N(r)rn−3(rf ′(r) + (n− 2)(f(r)− 1)))− 3ᾱ3

(
N ′(r)rn−4(f(r)− 1)2

−rn−5N(r)(f(r)− 1)(2rf ′(r) + (n− 4)rn−5(f(r)− 1)2
)

+
h1(r)

N(r)f(r)

δLN,f,h
δN

]
, (4.3.28)

= Θn

[
h′′1(r)

r2

(
rn − 2ᾱ2r

n−2(f(r)− 1) + 3ᾱ3r
n−4(f(r)− 1)2)

N(r)

)
+
h′1(r)

r2

(
rn − 2ᾱ2r

n−2(f(r)− 1) + 3ᾱ3r
n−4(f(r)− 1)2)

N(r)

)′ ]
, (4.3.29)

donde ᾱ3 = (n − 3)(n − 4)(n − 5)(n − 6). Es claro que podemos fijar N ≡ 1, de
manera que la ecuación para la función del término cruzado queda como

h′′1(r)

h′1(r)
= − [rn − 2ᾱ2r

n−2(f(r)− 1) + 3ᾱ3r
n−4(f(r)− 1)2)]

′

rn − 2ᾱ2rn−2(f(r)− 1) + 3ᾱ3rn−4(f(r)− 1)2)
, (4.3.30)

[log(h′1(r))]
′
= − [rn(1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ

2(r))]
′

rn(1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ2(r))
, (4.3.31)

= −
[
log(rn[1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ

2(r)])
]′
, (4.3.32)

h1(r) =

ˆ
C1dr

rn(1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ2(r))
+ C2 . (4.3.33)

Por otro lado, (4.3.14) expresada en términos de ϕ(r) se escribe como

−
[
rn−1ϕ(r) + ᾱ2r

n−1ϕ2(r) + ᾱ3r
n−1ϕ3(r) +

rn−1

`2

]′
= 0 . (4.3.34)

Expandiendo la derivada en (4.3.34) tenemos que

1 + 2ᾱ2ϕ(r) + 3ᾱ3ϕ
2(r) = −(n− 1)

rϕ′(r)

(
ϕ(r)(1 + ᾱ2ϕ(r) + ᾱ3ϕ

2(r))− 1

`2

)
,

(4.3.35)
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pero si integramos (4.3.21), se encuentra que

ϕ(r)(1 + ᾱ2ϕ(r) + ᾱ3ϕ
2(r))− 1

`2
=

m

rn−1
, (4.3.36)

por lo tanto, la expresión (4.3.33) puede ser integrada directamente, verificándose
que

h1(r) = − C1ϕ(r)

m(n− 1)
+ C2 . (4.3.37)

De esta manera, con las constantes de integración C1 = m(n − 1) y C2 = 0, la
solución encontrada en [9] es

h1(r) = −ϕ(r) =
1

3ᾱ3

(
ᾱ2 +

3

√√
γ + β2(r) + β(r)− 3

√√
γ + β2(r)− β(r)

)
(4.3.38)

donde γ y β(r) están definidas de la misma forma que en la sección (3.2.2).

Algo que merece ser destacado es que el método de la acción reducida reprodujo
los resultados obtenidos de evaluar en las ecuaciones de campo el ansatz de rota-
ciones bajas. En simetría esférica es sabido [37, 38] que es equivalente evaluar las
ecuaciones de campo o usar las ecuaciones de Euler-Lagrange de la acción reduci-
da, sin embargo, esta equivalencia no existe en una métrica tipo Kerr, por lo que
es interesante que para rotaciones bajas las ecuaciones de Euler-Lagrange en teo-
rías de Lovelock fueran consistentes. Este hecho fue verificado también para las tres
combinaciones cuadráticas del tensor de Riemann y para las ocho combinaciones
cúbicas.
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Capítulo 5

Espaciotiempo rotante en Gravedad

Cuasi-topológica

5.1. Caso cúbico

En esta sección se muestran nuevos resultados en GCT, se resuelve por cuadratu-
ra la solución a rotaciones bajas con dos momentos angulares en dimensión cinco. Se
muestra que, a partir de las ecuaciones de campo y del principio de acción reducida
se consiguen los mismos resultados.

5.1.1. Solución a rotaciones bajas

Consideremos la teoría gravitacional dada por

I[g] =

ˆ
d5x
√
−g
(
R +

12

`2
+ α2χ4 + α3Z ′

)
. (5.1.1)

Las ecuaciones de campo de esta teoría están dadas por,

Eab = Gab −
6

`2
gab + α2Hab + α3Qab = 0 . (5.1.2)
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La métrica a considerar tiene la siguente forma

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2 + cos2 θdψ2)

− 2r2(a1 sin2 θh1(r)dtdφ+ a2 cos2 θh2(r)dtdψ) . (5.1.3)

Evaluando esta métrica en las ecuaciones de campo a primer orden en a1 y a2,
encontramos que

E tt =
3

2r3

[(
r2 − 12α3

7
(f(r)− 1)2 − 4α2(f(r)− 1)

)
f ′(r)+

8α3

7
(f(r)− 1)3 + 2r(f(r)− 1)− 4r3

`2

]
,

=
3

2r3

[
4α3

7r2
(f(r)− 1)3 + 2α2f(r)(f(r)− 2)− r2(f(r)− 1) +

r4

`2

]′
, (5.1.4)

Err =
2r3

3
E tt , (5.1.5)

Eθθ = Eφφ = Eψψ =
1

2r2

∂Err
∂r

, (5.1.6)

Eφt = a1

{
f(r)

[ α3

7r2

(
5r2f ′′(r)− 12 + 14f(r)− 10rf ′(r)− 2f 2(r)

)
−2α2(f(r)− 1)

3
+
r2

6

]
h′′1(r) +

[ α3

7r3

(
5r3f ′′′(r)− 4f(r)f ′(r) + 5r2f ′′(r)

−2f 2(r)− 6rf ′(r) + 14f(r) + 12
)
− 2α2

3r
(f ′(r) + 3(f(r)− 1))

]
h′1(r)

+

(
E tt
2
− r2Eθθ

3

)
h1(r)

}
, (5.1.7)

Eψt = a2

{
f(r)

[ α3

7r2

(
5r2f ′′(r)− 12 + 14f(r)− 10rf ′(r)− 2f 2(r)

)
−2α2(f(r)− 1)

3
+
r2

6

]
h′′1(r) +

[ α3

7r3

(
5r3f ′′′(r)− 4f(r)f ′(r) + 5r2f ′′(r)

−2f 2(r)− 6rf ′(r) + 14f(r) + 12
)
− 2α2

3r
(f ′(r) + 3(f(r)− 1))

]
h′1(r)

+

(
E tt
2
− r2Eθθ

3

)
h2(r)

}
. (5.1.8)
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Como se esperaba la ecuación para f no cambió respecto de (3.2.19), mientras que
h1 y h2 obedecen la misma ecuación con a1 → a2. Usando el cambio de variable

f(r) = 1− r2ϕ(r), (5.1.9)

podemos re-escribir las ecuaciones de la siguiente forma

0 =

(
4α3r

4ϕ3(r)

7
− 2α2r

4ϕ2(r)− r4ϕ(r)− r4

`2

)′
, (5.1.10)

(ln[h′i(r)])
′
= −

(
3

r
+

[30α3(r2ϕ′(r))′ + r2(12α3ϕ
2(r)− 28α2ϕ(r)− 7)]

′

30α3(r2ϕ′(r))′ + r2(12α3ϕ2(r)− 28α2ϕ(r)− 7)

)
,

= −
(
log
[
30α3r

3(r2ϕ′(r))′ + r5(12α3ϕ
2(r)− 28α2ϕ(r)− 7)

])′
,

(5.1.11)

donde hi representa a h1 y h2. Notemos que de (5.1.10), análogo al caso de Lovelock,
obtenemos las siguientes expresiones

r5(12α3ϕ
2(r)− 28α2ϕ(r)− 7) = − 28r4

ϕ′(r)

(
4α3ϕ

3(r)

7
− 2α2ϕ

2(r)− ϕ(r)− 1

`2

)
,

(5.1.12)

4α3ϕ
3(r)

7
− 2α2ϕ

2(r)− ϕ(r)− 1

`2
=
m

r4
. (5.1.13)

De esta forma, se tiene que

hi(r) =

ˆ
C1dr

30α3r3(r2ϕ′(r))′ − 28m
ϕ′(r)

+ C2 , (5.1.14)

=

ˆ
C1ϕ

′(r)dr

30α3r3ϕ′(r)(r2ϕ′(r))′ − 28m
+ C2 . (5.1.15)

A pesar de que las ecuaciones para hi respetan una estructura similar al caso de
Lovelock, no es posible integrar directamente la ecuación para hi, sin embargo, el
problema está resuelto por cuadratura, ya que, la integral está en función de ϕ(r) y
dicha función sí es conocida, porque es solución de una ecuación cúbica.

Usemos la siguiente métrica para estudiar las ecuaciones mediante la acción
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reducida y ver su validez frente a las ecuaciones de campo,

ds2 = −N2(r)f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2 + cos2 θdψ2)

− 2a1h1(r, θ)dtdφ− 2a2h2(r, θ)dtdψ . (5.1.16)

Evaluando en la densidad Lagrangiana dada por (5.1.1) y derivando las ecuaciones
de Euler-Lagrange respecto de N y f se tiene

δLN,f,h
δf

= 3N ′(r)

[
r2 − 4α2(f(r)− 1)− 12α3

r2
(f(r)− 1)2

]
⇒ N ≡ 1 , (5.1.17)

δLN,f,h
δN

= 3

[
r2(f(r)− 1)− 2α2(f(r)− 1)2 +

4α3

7r2
(f(r)− 1)3 − r4

`2

]′
,

=
2r3

3
E tt . (5.1.18)

Variando respecto de h1 y h2, obtenemos

δLN,f,h
δhi

= ai

{
6r
[ α3

7r2

(
5r2f ′′(r)− 12 + 14f(r)− 10rf ′(r)− 2f 2(r)

)
−2α2(f(r)− 1)

3
+
r2

6

]
h′′i (r) +

6r

f(r)

[
α3

7r3

(
5r3f ′′′(r)− 4f(r)f ′(r)

+5r2f ′′(r)− 2f 2(r)− 6rf ′(r) + 14f(r) + 12
)
− 2α2

3r
(f ′(r)

+ 3(f(r)− 1))

]
h′1(r) +

(
9E rr
r2f(r)

− r

f(r)

∂E rr
∂r

)
h1(r)

}
,

=
6r

f(r)
Eφit . (5.1.19)

En la próxima sección, aún en el contexto de la teoría cúbica, mostraremos un
resultado “no-go” acerca de la extensión a rotación finita de esta solución en el
contexto del ansatz de Kerr-Schild [10].

67



CAPÍTULO 5. ESPACIOTIEMPO ROTANTE EN GRAVEDAD
CUASI-TOPOLÓGICA

5.1.2. Ansatz de Kerr-Schild

Recordemos que el ansatz de Kerr-Schild usado en [11] y que fue visto en la
sección 3.5, considera que la métrica semilla es AdS5, tal que,

ds̄2 = −

(
1 + r2

l2

)
∆θ

ΞaΞb

dt2 +
r2ρ2(

1 + r2

l2

)
(r+a2)(r2 + b2)

dr2 +
ρ2

∆θ

dθ2

+
r2 + a2

Ξa

sin2 θdφ2 +
r2 + b2

Ξb

cos2 θdψ2 , (5.1.20)

con ∆θ = Ξa cos2 θ+Ξb sin2 θ, ρ2 = r2 +a2 cos2 θ+b2 sin2 θ, Ξa = 1− a2

l2
y Ξb = 1− b2

l2
.

Impondremos que F = F (r, θ), mientras que el vector nulo y geodésico [21] es

kadx
a =

∆θdt

ΞaΞb

+
r2ρ2dr(

1 + r2

l2

)
(r2 + a2)(r2 + b2)

− a sin2 θdφ

Ξa

− a cos2 θdψ

Ξb

. (5.1.21)

En RG la función F depende de r y θ y está dada por

FRG(r, θ) =
2M

r2 + a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
. (5.1.22)

Notamos que cuando a = b entonces la función F solo depende de r, esta elección
permite pasar del grupo de isometrías Rt × U(1)2 a Rt × SU(2). En este caso, el
comportamiento asintótico es de la forma

FRG(r) =
2M

r2
− Ma2

r4
+O(r−6) . (5.1.23)

Como ocurre en agujeros negros esféricamente simétricos, se requiere que el compor-
tamiento asintótico coincida con RG con constante cosmológica efectiva. Podemos
asumir la siguiente expansión para la función F en infinito,

F (r) =
1

r2

(
A2 +

A3

r
+
A4

r2
+
A5

r3
+O

(
1

r5

))
. (5.1.24)

La traza de las ecuaciones de campo es un vínculo de segundo orden para una
métrica arbitraria. En el caso del ansatz de Kerr-Schild con a = b y F = F (r), la
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ecuación de la traza se reduce a

0 = −30l2(r2 + a2)2

[
l4a2

30
α3

(
a2 − 5r2

) (
a2 + r2

)2
F ′2 +

2l4a2rα3

3

(
r4 − 1

)
FF ′

+ r2

(
8α3l

4

15

(
a2 − 3

4
r2

)(
a2 − r2

)
F 2 − 4l2

3

(
l2α2 −

α3

5

) (
a2 + r2

)2 (
a2 − 3r2

)
F

+
(
a2 + r2

)4
(
l4 − 4l2α2 +

2

5
α3

)]
F ′′ + 14α3

(
a2 − 5r2

7

)
rl6
(
a2 + r2

)3
a2F ′3

+ 40l4
(
a2 + r2

)2
[
α3l

2

4

(
a6 − 46

5
a4r2 +

33

5
a2r4 − 12

5
r6

)
F

+r2l2
(
α2 −

α3

5l2

) (
a2 + r2

)2 (
a2 − 3r2

)]
F ′2

− 60rl2
(
a2 + r2

)5
[(
a2 + 3r2

)(
l4 − 4l2α2 +

2α3

5

)
+

8α3l
4 (a2 − 3r2)

15 (a2 + r2)4

(
a4

− 5

2
a2r2 +

r4

4

)
F 2 −

4l2
(
l2α2 − α3

5

)
3 (a2 + r2)2

(
a4 − 10a2r2 − 3r4

)
F

]
F ′

+ 20r2
(
a2 + r2

)6
[ (

5l6Λ0 + 30l4 − 60l2α2 + 4α3

)
− 2α3r

2l6 (25a4 − 22a2r2 + r4)

5 (a2 + r2)6 F 3 − 24l4(5l2α2 − α3)(3a2 − r2)a2

15(a2 + r2)4
F 2

− 9l2 (5l4 − 20l2α2 + 2α3)

5(a2 + r2)
F

]
. (5.1.25)

Por otro lado, de las ecuaciones de campo derivadas de la acción (5.1.1) con Λ = − 6
`2
,

en particular de Eθθ , se llega a una ecuación de cuarto orden y su expresión explícita,
la cual por ahora no es demasiado iluminadora, si será útil para el siguiente análisis.

Evaluando la expansión (5.1.24) en Eθθ , vemos que el término dominante de la
expansión en r →∞ lleva a un polinomio Υ[Λ] de la forma

Υ[Λ] = Λ3α3 + 90Λ2α2 + 270Λ− 270Λ0 = 0 y A3
dΥ[Λ]

dΛ
= 0 . (5.1.26)

Notamos que de la primera ecuación, Λ0 es un cero del polinomio Υ[Λ], es decir,
el radio de curvatura de la métrica semilla es una combinación de las constantes de
acoplamiento y además, para valores arbitrarios entre las constantes de acoplamiento
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de la teoría se sostiene que

dΥ[Λ]

dΛ
6= 0 y A3 = 0 . (5.1.27)

Implementando esta información en la traza (5.1.25), orden por orden en r se con-
cluye que

A2i+1 = 0, i = 1, 2, 3, . . . (5.1.28)

Otra consecuencia de las ecuaciones es que

dΥ[Λ]

dΛ
(a2A2 + A4) = 0⇒ A4 = −a2A2 . (5.1.29)

Avanzando en el siguiente orden en r →∞ se obtiene

Υ′ [Λ]A6 −
(
a4Υ′ [Λ]− 3Υ′′ [Λ]

)
A2 = 0 . (5.1.30)

Usando esto, en el siguiente orden se llega a la siguiente inconsistencia

Υ′ [Λ]A8 = −a6Υ′ [Λ]A2 + 13a2Υ′′ [Λ]A2
2 , (5.1.31)

= −a6Υ′ [Λ]A2 +
A2

2

7
(7644Λα3 − 8280α2 + 109Υ′′ [Λ])a2 . (5.1.32)

Se espera del comportamiento asintótico en RG que A2 sea una constante inde-
pendiente, la cual puede ser identificada con la masa del agujero negro, entonces
exigiendo que A2 no dependa de otras constantes de la expansión (5.1.24) se im-
ponen relaciones entre las constantes de acoplamiento, sin embargo, inicialmente se
había requerido que la solución fuera válida para valores arbitrarios de las constantes
de acoplamiento, lo cual hace que (5.1.31) y (5.1.32) sean incompatibles.

Esto prueba que no es posible construir, en el caso más simple con dos parámetros
de rotación iguales, una solución rotante en GCT cúbica que sea asintóticamente
Kerr-AdS5 en el ansatz de Kerr-Schild para valores genéricos de las constantes de
acoplamiento.

A continuación, volviendo al régimen de rotaciones bajas, consideraremos solu-
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ciones rotantes en la teoría de GCT cuártica [28].

5.2. Caso cuártico

Existen 26 escalares de curvatura independientes en dimensión d ≥ 8 construidos
con contracciones del tensor de Riemann en la familia R0

8,4 según [43]. En dimen-
siones bajas aparecen diferentes identidades entre los escalares de curvatura que
reducen el número de términos independientes [43], en particular, en dimensión cin-
co hay 20 escalares independientes a cuarto orden. La teoría de GCT cuártica fue
reportada por primera vez en [28], sin embargo, construiremos la teoría a partir de
los 26 escalares de curvatura, pues esto permitirá conectar resultados entre combi-
naciones cuárticas en dimensiones diferentes de forma directa.

Consideremos una densidad Lagrangiana de la forma

L(4) =
26∑
i=1

diLi , (5.2.1)

donde la totalidad de los 26 escalares son

L1 = RpqbsR a u
p b R

v w
a q Ruvsw, L2 = RpqbsR a u

p b R
v w
a u Rqvsw ,

L3 = RpqbsR au
pq R v w

b a Rsvuw , L4 = RpqbsR au
pq R vw

ba Rsuvw,

L5 = RpqbsR au
pq R vw

au Rbsvw, L6 = RpqbsR a
pqb R

uvw
sRuvwaL7 =

(
RpqbsRpqbs

)2
,

L8 = RpqRbsauR v
b apRsvuq, L9 = RpqRbsauR v

bs pRauvq, L10 = RpqR b s
p q R

auv
bRauvs,

L11 = RRpqbsR a u
p b Rqasu, L12 = RRpqbsR au

pq Rbsau, L13 = RpqRbsRa u
p bRaqus,

L14 = RpqRbsRa u
p qRabus, L15 = RpqRbsRau

pbRauqs, L16 = RpqR b
p R

sau
qRsaub,

L17 = RpqRpqR
bsauRbsau, L18 = RRpqRbsa

pRbsaq, L19 = R2RpqbsRpqbs,

L20 = RpqRbsR a
b Rpsqa, L21 = RRpqRbsRpbqs, L22 = RpqR b

p R
s
q Rbs,

L23 = (RpqRpq)
2 , L24 = RRpqR b

p Rqb, L25 = R2RpqRpq, L26 = R4. (5.2.2)

Las teorías de GCTs están caracterizadas por poseer ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden en simetría esférica para la función f , como también ocurre en las teorías
de Lovelock. Imponer está condición conduce a 11 restricciones para las constantes
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relativas di. En el caso cúbico, las ecuaciones de campo linealizadas comparten el
mismo espectro que RG [25]. Considerando una métrica perturbada de la forma

gab = ḡab + hab . (5.2.3)

Las ecuaciones linealizadas para una teoría genérica L(gab, Rabcd) son de la forma

1

2
ELab = +[e− 2Λeff (a(n− 1) + c) + (2a+ c)�̄]GL

ab + [a+ 2b+ c][ḡab�̄

− ∇̄a∇̄b]R
L − Λeff [a(n− 3)− 2b(n− 1)− c]ḡabRL , (5.2.4)

donde (̄) indica un elemento definido por la métrica de fondo ḡab y ()L indica ele-
mentos definidos por la perturbación, donde GL

ab es el tensor de Einstein linealizado
y RL es el escalar de Ricci linealizado. Las cantidades a, b, c y e se deducen del
siguiente procedimiento propuesto en [25],

1. Consideramos un tensor simétrico auxiliar que satisface

kaa = χ, kack
c
b = kab , (5.2.5)

con χ una constante.

2. Definimos el siguiente tensor de Riemann deformado,

R̃abcd(Λeff , α) ≡ 2Λeffga[cgd]b + 2αka[ckd]b , (5.2.6)

con Λeff y α parámetros.

3. Luego, evaluamos la densidad Lagrangiana usando este tensor de Riemann defor-
mado obteniendo una función de Λeff y α, es decir, L(gab, Rabcd)→ L(Λeff , α).
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4. Finalmente definimos las cantidades a, b, c y e mediante las siguientes fórmulas

a = ĺım
χ→1

[
1

4χ(χ− 1)

∂L
∂α

∣∣∣∣
α=0

]
, (5.2.7)

b =
1

χ(χ− 1)

[
1

4χ(χ− 1)

∂2L
∂2α

∣∣∣∣
α=0

− a− c(χ− 1)

]
, (5.2.8)

c = ĺım
χ→0

[
1

(χ− 1)

[
1

4χ(χ− 1)

∂2L
∂2α

∣∣∣∣
α=0

− a
]]

, (5.2.9)

e =
1

2χ(χ− 1)

∂L
∂α

∣∣∣∣
α=0

. (5.2.10)

Podemos ver de la ecuación (5.2.4) que para que una teoría comparta el espectro
linealizado de las ecuaciones de Einstein es necesario imponer

2a+ c = a+ 2b+ c = 0 , (5.2.11)

lo que en la teoría cuártica lleva a dos restricciones extras a las 11 anteriores. Con
estas condiciones aún estamos frente a una teoría no trivial en cinco dimensiones y
es posible implementar una condición extra. Usando el principio de acción reducida
descrito arriba y usando el ansatz (5.1.16) en la teoría

I =

ˆ
d5x
√
−g
(
R− 2Λ0 + α2χ4 + α3Z ′ + α4L(4)

)
, (5.2.12)

y además considerando las 13 restricciones previas se obtiene una ecuación para las
funciones fuera de la diagonal de la métrica

ξ1
d4hi
dr4

+ ξ2
d3hi
dr3

+ ξ3
d2hi
dr2

+ ξ4
dhi
dr

= 0 , i = 1, 2 , (5.2.13)

donde ξi son funciones de r y f(r) y las constantes de acoplamiento. Requiriendo que
ξ1 = 0, automáticamente se obtiene ξ2 = 0, lo que introduce una nueva restricción
para las constantes di, teniendo en resumen las siguientes 14 restricciones:
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11 provenientes de las restricciones en simetría esférica:

0 = 4d4 + 4d6 + d20 + 2d15 + 4d18 + 2d23 + 2d10 + 8d19 + 2d16 + 4d9 + 4d25 + 2d2

+ 8d5 + 8d7 + 2d21 + 2d13 + d14 + 4d17 + 8d26 + d22 + d1 + 2d24 + 8d12 ,

(5.2.14)

0 = 2d10 + 16d12 + 4d13 + 2d14 + 4d15 + 4d16 + 8d17 + 12d18 + 32d19 + 3d20

+ 8d21 + 4d22 + 8d23 + 10d24 + 24d25 + 64d26 + 4d9 , (5.2.15)

0 = 4d12 + 2d18 + 8d19 + d21 + d24 + 4d25 + 16d26 , (5.2.16)

0 = 4d2 + 28d18 + 54d24 + 38d21 + 2d3 + 32d7 + 576d26 + 112d19 + 7d13

+ 9d14 + 4d1 + 8d6 + 164d25 + 2d8 + 6d11 + 18d22 + 28d17 + 44d23 (5.2.17)

+ 8d16 + 11d20 + 6d10 + 6d15 , (5.2.18)

0 = 2d10 + 2d14 + 8d17 + 6d18 + 48d19 + d20 + 10d21 + 8d23 + 9d24 (5.2.19)

+ 56d25 + 288d26 , (5.2.20)

0 = 3d17 + 8d19 + 2d23 + 5d25 + 36d26 + 4d7 , (5.2.21)

0 = 25d1 + 4d10 − 36d11 + 47d13 + 32d15 + 62d16 − 148d17 + 66d18

− 768d19 + 30d2 + 30d20 − 78d21 + 135d22 − 82d23 + 123d24 − 916d25 (5.2.22)

− 7488d26 + 8d3 + 68d6 , (5.2.23)

0 = d1 + 12d11 + 11d13 + 8d15 + 14d16 + 12d17 + 62d18 + 288d19 − 2d2

+ 12d20 + 54d21 + 39d22 + 30d23 + 117d24 + 300d25 + 1152d26 + 4d6 , (5.2.24)

0 = 6d1 − 14d10 + 24d13 + 12d15 + 36d16 − 76d17 + 22d18 − 384d19 + 12d2

+ 21d20 + 6d21 + 102d22 + 44d23 + 153d24 − 4d25 − 960d26 + 24d6 , (5.2.25)

0 = 14d10 + 18d13 − 12d15 + 48d16 + 148d17 + 134d18 + 768d19 − 24d2

+ 15d20 + 30d21 + 180d22 + 136d23 + 393d24 + 556d25 + 576d26 , (5.2.26)

0 = d10 + 2d17 + 4d18 + 24d19 − 4d23 + 3d24 − 10d25 − 144d26 . (5.2.27)
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Dos provenientes de la condición de linealización aldedor de AdS:

0 = −8d13 − 6d15 − 10d16 − 22d17 − 46d18 − 248d19 − 7d20 − 16d21 − 28d22

− 16d23 − 71d24 − 74d25 + 272d26 , (5.2.28)

0 = −4d13 − 4d15 − 4d16 − 8d17 − 22d18 − 112d19 − 5d20 − 14d21 − 12d22

− 12d23 − 39d24 − 72d25 + 96d26 . (5.2.29)

Una restricción que lleva a ecuaciones de segundo orden para las funciones hi es

0 = d20 + 4d22 − 4d23 + 3d24 − 22d25 − 144d26 + 4d6 + 3d16 − 10d17

− 2d18 − 72d19 . (5.2.30)

Considerando el éxito del principio de acción reducida en encontrar las ecuaciones
adecuadas para el ansatz (3.3.4) en teorías de Lovelock y del ansatz (5.1.16) en la
teoría de GCT cúbica, asumiremos que en el caso cuártico el principio de acción
reducida también nos conducirá a las ecuaciones correctas. Luego tenemos que

∂LN,f,h
∂f

∣∣∣∣
N=1

= F
(
r, f, f ′, f ′′, N ′, N ′′, N ′′′, N (4)

) ∣∣
N=1

= 0 , (5.2.31)

∂LN,f,h
∂N

∣∣∣∣
N=1

=

(
−3ᾱ4

2r4
(f − 1)4 +

12α3

7r2
(f − 1)3 + 6α2(f − 1)2

−3r2(f − 1)− Λ0r
4

2

)′
(5.2.32)

=

(
−3ᾱ4r

4

2
ϕ4 − 12α3r

4

7
ϕ3 + 6α2r

4ϕ2 + 3r4ϕ− Λ0r
4

2

)′
, (5.2.33)

donde

ᾱ4 = α4 (d13 + 2d16 + 4d17 + 8d18 + 48d19 + d20 + 4d21 + 8d22 + 6d23

+22d24 + 44d25 + 128d26) . (5.2.34)

Mientras que de la ecuación ∂LN,f,h

∂N

∣∣
N=1

= 0 y definiendo G(r, ϕ′, ϕ′′) = 7r2(r2β1ϕ
′′2+
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rβ2ϕ
′ϕ′′ + β3ϕ

′2) encontramos

g′′i
g′i

= −

3

r
+

(
G(r, ϕ′, ϕ′′) + (70ᾱ4ϕ+ 60α3)(r2ϕ′)′ − 28m

r3ϕ′

)′
G(r, ϕ′, ϕ′′) + (70ᾱ4ϕ+ 60α3)(r2ϕ′)′ − 28m

r3ϕ′

 , (5.2.35)

= −
(

ln

[
r3G(r, ϕ′, ϕ′′) + r3(70ᾱ4ϕ+ 60α3)(r2ϕ′)′ − 28m

ϕ′

])′
, (5.2.36)

gi = Bi

ˆ
ϕ′dr

r3G(r, ϕ′, ϕ′′) + r3ϕ′(70ᾱ4ϕ+ 60α3)(r2ϕ′)′ − 28m
+ Ci , (5.2.37)

donde Bi y Ci son constantes de integración y

β1 = α4 (14d20 − 30d21 + 168d22 + 30d23 + 303d24 − 90d25 − 3504d26

+18d17 + 98d18 + 216d19 + 30d13 + 44d16 − 16d4) , (5.2.38)

β2 = α4 (156d13 + 248d16 + 128d17 + 604d18 + 1632d19 + 83d20 − 88d21

+956d22 + 208d23 + 1828d24 + 48d25 − 16960d26 − 64d4) , (5.2.39)

β3 = α4 (231d13 + 398d16 + 268d17 + 1034d18 + 3232d19 + 138d20 − 38d21

+1566d22 + 428d23 + 3123d24 + 908d25 − 23040d26 − 64d4) (5.2.40)

La expresión (5.2.37) es notablemente simple para una teoría con potencias superio-
res en la curvatura. Es destacable además que en el denominador del lado derecho
haya cuatro tipos de contribuciones de la teoría de GCT cuártica, el primero provie-
ne de ᾱ4 que controla la contribución cuártica en la solución simétricamente esférica
y en este caso se añade al término de la contribución cúbica. Hay otros tres términos
linealmente independientes β1, β2 y β3 que pueden llevar a una familia triparamétrica
de teorías.
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Conclusiones

En esta tesis se mostró que en Relatividad General, para tener un principio de
acción que sea consistente bajo el punto de vista del problema variacional, es necesa-
rio añadir un término de borde que anule contribuciones superficiales que emergen
al variar la acción de Einstein-Hilbert, este término adicional es conocido como
el término de Gibbons-Hawking-York. También se presentó, a través del método
Euclídeo, una expresión que permite obtener la temperatura de cualquier solución
esféricamente simétrica caracterizada por una sola función f(r), de forma que la
temperatura del agujer negro depende exclusivamente del valor que toma f ′(r) en
el horizonte de eventos. En el contexto de Relatividad General, se demosotró que
las ecuaciones de campo en simetría esférica implican el Teorema de Birkhoff y se
construyó la solución de Schwarzschild-Tangherlini con el objetivo de estudiar sus
propiedades termodinámicas a través de la acción Euclídea, donde se mostró que
es necesario incluir en la acción un término no dinámico evaluado en una métrica
de fondo correspondiente a la solución de Schwarzschild-Tangherlini con M = 0.
En ausencia de constante cosmológica el término de Gibbons-Hawking-York juega
un rol fundamental para determinar la entropía y energía interna. Por otro lado, al
estudiar geometrías con rotación, se observó que el ansatz de Kerr-Schild represen-
ta una herramienta eficaz para encontrar soluciones de este tipo, en este contexto,
se integró la solución de Kerr, mostrando además, que la temperatura del agujero
negro, a través del cálculo de la gravedad superficial, representa una generalización
al caso de Schwarzschild.
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Posteriormente se demostró que las ecuaciones de campo para una teoría gené-
rica L(gab, Rabcd)quedan completamente caracterizadas por el tensor Pabcd = ∂L

∂Rabcd .
En el estudio de soluciones exactas en algunas teorías que son parte de las teorías
tipo-Einstein, caracterizadas por, entre otras propiedades, solo contener contrac-
ciones de la métrica y el tensor de Riemann y compartir el espectro linealizado
de las ecuaciones de Einstein, es decir, propagan un gravitón sin masa en espacio-
tiempos de curvatura constante. En particular, para teorías de Lovelock Lovelock y
Cuasi-topológica cúbica se mostró que bajo una métrica con simetría esférica, las
ecuaciones de campo llevan a una ecuación diferencial de primer orden que posee
una integral trivial, lo que conduce a una ecuación algebraica para f(r) de orden k,
siendo k la potencia de los términos de curvatura superior en la acción. En el estudio
de soluciones en el régimen de rotaciones bajas en teorías de Lovelock hasta orden
cúbico se observó que la contribución a orden lineal en el parámetro de rotación no
modifica la función f(r) que se obtiene de la solución esféricamente simétrica. Fuera
del régimen de rotaciones bajas, se mostró que el ansatz de Kerr-Schild permitió
encontrar una solución exacta en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet, requiriendo
dos condiciones: que la métrica semilla del ansatz no fuera solución de las ecuacio-
nes de campo y además que las constantes de acoplamiento se relacionaran de tal
forma que solo hubiesen dos raíces iguales para el radio de curvatura de la solución
máximamente simétrica.

Mediante el principio de acción reducida fue posible encontrar soluciones exactas
en teorías con potencias superiores en la curvatura, mostrando su validez al encontrar
las mismas soluciones expuestas en el Capítulo 3. En simetría esférica se obtuvieron
las soluciones mostradas previamente para teorías de Lovelock, mostrando además
que la teoría puramente Cuasi-topológica cúbica admite teorema de Birkhoff. Luego,
se probó que este principio puede extenderse a soluciones de rotación lenta en teoría
de Lovelock, para ello, las ecuaciones que gobiernan las funciones métricas fuera de
la diagonal son no triviales a orden cuadrático en el parámetro de rotación, mientras
que en la ecuación correspondiente a la función f(r) se desprecian los términos de
orden O(a) o superiores.

En el Capítulo 5 se muestran resultados nuevos en gravedad Cuasi-topológica
cúbica en dimensión cinco, encontrando una solución por cuadratura a rotaciones
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bajas con dos momentos angulares, con una expresión semejante a la encontrada en
teorías de Lovelock, además la función f(r) correspondiente al caso esféricamente
simétrico no se ve alterada en la solución a rotaciones bajas. Se verificó la validez
del principio de acción reducida mediante comparación directa con las ecuaciones de
campo, siendo estas ecuaciones consistentes entre sí. En esta teoría las contribuciones
lineales del parámetro de rotación no afectan la dinámica de la función f(r) al igual
que en el caso de teorías de Lovelock. Por otro lado se investigó el uso del ansatz
de Kerr-Schild para encontrar una solución exacta a las ecuaciones de campo, sin
embargo, al requerir que la solución fuese asintóticamente AdS5 para constantes de
acoplamiento genéricas, en la región asintótica se llegaba a la condición de imponer
una relación entra las constantes de acoplamiento, lo que contradecía completamente
la hipótesis inicial de constantes de acoplamiento arbitrarias.

Posteriormente se construye la teoría Cuasi-topológica cuártica en dimensión cin-
co a partir de los 26 escalares de curvatura de la familia R0

8,4 (ver [43]), encontrando
11 restricciones para tener ecuaciones de primer orden en simetría esférica y otras
dos restricciones para tener una teoría tipo-Einstein. Se aplicó una nueva restricción
al exigir ecuaciones de hasta segundo orden para las funciones métricas fuera de la
diagonal y se construyó la solución esféricamente simétrica mostrando que obedece
una ecuación algebraica para f(r) de cuarto orden. Por otro lado, se logró resolver
por cuadratura la solución a rotaciones bajas con dos momentos angulares, mostran-
do que contribuciones lineales del parámetro de rotación no modifican la ecuación
para grr. De la solución a rotaciones bajas se identifican cuatro contribuciones dife-
rentes provenientes de la teoría cuártica, una de ellas añade una contribución a la
solución hasta orden cúbico, mientras que existen otras 3 contribuciones que pueden
ser vistas como una familia triparamétrica de teorías, esto podría indicar subfamilias
de teorías Cuasi-topológicas que podrían estudiarse en escenarios con contribucio-
nes superiores en los escalares de curvatura y/o en dimensiones superiores. Estos
resultados fueron reportados en arXiv:2012.06618.

A futuro será interesante estudiar si las teorías de GCT cúbica y cuártica pueden
ser embebidas en Teoría de Cuerdas, ya que, fue probado que la teoría GCT genera-
lizada si puede se mapear en la teoría Tipo-IIB en AdS5. Además, sería interesante
extender el estudio de soluciones rotantes en estas teorías en un regimen arbitrario
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de rotación, siendo necesario estudiar alternativas al ansatz de Kerr-Schild [44] y
estudiar como se relacionan estas soluciones en el contexto de AdS/CFT. Por otro
lado, es posible extender la clasificación de teorías Cuasi-topológicas a través de las
soluciones a rotaciones bajas, para ello, sería necesario explorar estas soluciones a
los siguientes ordenes en los escalares de curvatura, siendo el caso quíntico el pri-
mero de ellos y de esa forma estudiar como se conectan estas teorías. Otra opción
posible es estudiar el comportamiento de las soluciones encontradas en esta tesis a
dimensiones superiores, donde la degeneración de la teoría cuártica se ve reducida.
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