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Resumen

Diseno de Observadores para Sistemas con Estructura Wiener

Tomés A. Glarfa Lopez
Universidad de Concepcién, Mayo 2012

Por muchos anos, diversos métodos de diseno de observadores han sido investigados para dife-
rentes tipos de modelos nolineales. En particular, modelos Wiener, que se componen de un modelo
dindmico lineal y un mapa de salida nolineal, pueden representar un amplio rango de procesos
industriales. En este documento, se propone un nuevo enfoque en el diseno de observadores para
este tipo de sistemas. Estos consideran una estructura Wiener que contengan una perturbacién
nolineal de tipo Lipschitz y un mapa nolineal que defina la salida de manera explicita o implicita.
La ganancia de los observadores se obtienen al resolver un conjunto de inecuaciones de matrices
lineales, o LMI por su sigla en inglés (Linear Matrix Inequalities), que toman en cuenta la constante
de Lipschitz asociada a la perturbacién nolineal y el conjunto convexo asociado a la derivada del
mapa de salida nolineal.

Problemas de seguimimento de conductividad y un problema de neutralizacién de pH sirven
para ilustrar las caracteristicas principales del proceso de disefio de observadores y el rendimiento
conseguido del enfoque propuesto.

El método presentado es un avance frente a métodos existentes al considerar simultdneamente
nolinealidades en la dindmica y en el mapa de salida sin requerir de un alto poder de cémputo,

permitiendo, ademés, garantizar una tasa de convergencia al agregar una restriccién a las LMI.



Abstract

Observer Design for Systems with Wiener Structure

Tomés A. Glarfa Lopez
Universidad de Concepcién, May 2012

For several years, various methods of observer design have been investigated for different types
of nonlinear models. In particular, Wiener models, which consider a linear dynamical model and a
nonlinear output map, can represent a wide range of industrial processes. In this document, new
observer design approaches are proposed for such systems. These approaches consider a Wiener
structure having a Lipschitz nonlinear perturbation term and explicit and implicit nonlinear out-
put maps. The observers gain are obtained by solving a set of LMIs (Linear Matrix Inequality)
which consider the Lipschitz constant associated to the nonlinear perturbation and the convex hull
associated to the output map derivative.

A conductivity tracking problem and pH neutralization processes illustrate the main features of
the design process and the performance obtained with the proposed design approach.

The proposed method shows an advantage over existing alternatives since it considers the pre-
sence of nonlinearities at the same time in the dynamics and in the output map with a low compu-
tational cost. It also allows to guarantee a convergence rate by simple adding a restriction to the

LMI system.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién General

En el tltimo tiempo, ha existido un considerable interés en el estudio de sistemas nolineales y en
la modelacién, identificacion y control de ellos. Esto, pues la mayoria de los sistemas reales pueden
ser representados de mejor manera por modelos nolineales en vez de modelos lineales que s6lo son
capaces de representar estos sistemas en torno a un punto de operaciéon. Un problema en el control
de un sistema es cuando una o més de las variables necesarias para éste no son medibles, si no
que se deben estimar. Dentro de este contexto, toma importancia el desarrollo de un observador de
estados que permita realizar precisamente esto: estimar aquellas variables que no se pueden medir.

El proceso de neutralizacién de pH [15], el caso de un brazo robético accionado por un motor
DC [6] o el proceso de conversion de acero [8] son ejemplos de un amplio rango de procesos indus-
triales que pueden ser representados por modelos Wiener y en los que es comtn encontrarse con
nolinealidades del tipo Lipschitz en su proceso. Lo cual explica el interés que existe por este tipo
de sistemas. Los modelos de este tipo se componen de un modelo dindmico lineal y un mapa de
salida nolineal y se diferencian de los modelos nolineales Lipschitz en que estos ultimos abarcan
un abanico de sistemas més amplio como aquellos en que su modelo dindmico es también nolineal.
Técnicas estandar de disefio de observadores para este tipo de procesos han sido considerados como

el uso del filtro de Kalman Extendido [1] y métodos geométricos [4].
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1.2. Trabajos Previos

Diversos métodos se han utilizado en el pasado en la estimacién de estado de sistemas nolineales,
como por ejemplo el uso de un filtro Kalman para calcular los valores estimados de la distribucién de
conductividad en un sistema de Tomografia de Impedancia Eléctrica [1], en el cual las estimaciones
son obtenidas utilizando métodos recursivos.

Centrandose en las nolinealidades de tipo Lipschitz, que se encuentran en un amplio rango de
procesos industriales, se han considerado enfoques mas simples como el uso de Parametros Lineales
Variantes (Linear Varying Parameters). En uno de sus documentos, Ibrir [2] propone un método
de diseno de observadores para sistemas con nolinealidades de tipo Lipschitz utilizando para esto
pardmetros lineales variables. El uso de la constante de Lipschitz ha sido ampliamente utilizado en
diversos trabajos, en [4, 14] se considera una nolinealidad Lipschitz en la dinamica del sistema y
una mapa de salida lineal, y se presentan una serie de condiciones basandose en las constantes de
Lipschitz para el diserio de observadores para los sistemas propuestos.

Se han desarrollado diversas alternativas al uso de la constante de Lipschitz para obtener condi-
ciones menos conservadoras como, por ejemplo, el reescribir la condiciéon de Lipschitz en una forma
matricial [6] para lograr disminuir las restricciones sobre esta condicion; en este caso, basta resolver
una ecuacion de Riccati para disenar el observador. Otra alternativa que se desarroll6 fue el uso de
la constante de Lipschitz One-Sided con la cual se obtienen condiciones menos conservadoras que
el uso de la constante de Lipschitz tradicional. Diversos autores [9, 11, 12, 13] han considerado este
enfoque en el disefio de observadores de sistemas con nolinealidades Lipschitz en su dindmica. Una
ventaja de esta constante, es que puede ser negativa lo que permite disefiar un observador cuando
la parte lineal del sistema no es estabilizada por la ganancia tradicional del observador.

Ahondando en el tema de la buisqueda de resultados menos conservadores, también se ha desa-
rrollado la condicion de Lipschitz Quasi-One-Sided [10] la cual permite obtener resultados con esta
cualidad, reduciendo las restricciones atin més que la condicién de Lipschitz One-Sided.

Si bien en general se ha considerado la estructura tradicional de observadores, conocidos como
observadores de tipo Luenberger, otra alternativa se presenta en [8] en donde, basandose en el filtro
de Kalman extendido, se propone un observador con realimentacién nolineal para tomar en cuenta
un sistema con dindmicas y salida nolineales. Esta propuesta, sin embargo, se encuentra limitada a

tener como méaximo un valor propio de la matriz de transiciéon de estados en el eje imaginario.
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1.3.

1.3.1.

Objetivos

Objetivo principal

Desarrollar un algoritmo para el disefio de observadores para sistemas con estructura Wiener

con un namero arbitrario de valores propios en el eje imaginario, con perturbaciones nolineales de

tipo Lipschitz y que posean mapa de salida nolineal definido explicitamente o implicitamente.

1.3.2.

Objetivo secundario

Disenar observadores para algunos modelos de sistemas y validar los resultados mediante simu-

lacion.

1.4.

1.5.

1.6.

Hipétesis de trabajo

Es posible disefiar un observador para sistemas con nolinealidades en su dindmica y en su
salida, sin limitacién con respecto al nimero de valores propios de la matriz de transiciéon de

estados que se encuentre sobre el eje imaginario.

La salida del sistema puede estar definida de manera explicita como funcién de las variables

de estado del sistema, o de manera implicita como una variable mas de una funcion.

Alcances y Limitaciones

Se consideran los sistemas con estructura Wiener con nolinealidades de tipo Lipschitz y salida
nolineal derivable en todo su dominio y de derivada acotada. La funcién de Lipschitz puede no

ser acotada en R", pero basta con que lo sea en el rango de operacién del preceso a modelar.

La validacion se realizara mediante simulacién, y no es parte de este documento la implemen-

tacién en un sistema fisico.

Organizacién y metodologia

El desarrollo de este documento se divide en 5 capitulos, los que a continuacién se describen de

manera general.
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En el capitulo 2 se describe la estructura de los modelos a considerar. Aqui se detallan la forma
de las ecuaciones dindmicas de cada modelo y las perturbaciones nolineales que las afectan. Ademas
se presentan los dos casos a considerar del mapa de salida nolineal que son el caso en que la salida
se define explicitamente y aquél en que es definida implicitamente como variable dentro de una

funcion.

En el capitulo 3, se presentan las condiciones a satisfacer para el diseno de un observador para
los sistemas presentados en este documento. Primero se presentan algunas propiedades matematicas
necesarias para el desarrollo de la demostracién del método de diseno propuesto. Posteriormente,
se presenta el desarrollo de la proposiciéon obteniendo como resultado las condiciones necesarias
para el diseno de un observador para luego exponer el cémo agregar una restriccion a las LMI
para lograr una tasa de convergencia dada. Esto se realiza para dos observadores para el caso de
sistemas con salida nolineal definida explicitamente y para un observador para sistemas con salida
nolineal definida implicitamente. Finalmente, para cada uno de los métodos de diseno propuestos,

se presenta una alternativa al utilizar la condicién OSL en lugar de la condicién Lipchitz.

En el capitulo 4, se valida el método mediante simulaciones de los diferentes observadores en
diferentes ejemplos. Primeramente se presenta un problema de seguimiento de conductividad, el cual
consiste en un sistema cuya salida se encuentra definida explicitamente y con el cual se prueban los
dos observadores propuestos para este tipo de sistemas. Fl siguiente ejemplo consiste en un proceso
de neutralizacién de pH el cual posee su salida definida implicitamente mediante una ecuacién de
titulacién de pH. En él se prueba el observador propuesto para este tipo de sistemas. El tercer
y altimo ejemplo consiste en un problema de estimacién de admitancia, cuya salida también es
definida implicitamente. En este caso, un observador del tipo Luenberger es disefiado con el método

propuesto con diferentes tasas de convergencia requeridas.

El documento finaliza con el capitulo 5 en el cual se exponen algunas conclusiones.




Capitulo 2

Descripcion del modelo

En esta seccion se describe la estructura de los modelos a utilizar en el disefio de observa-
dores, la perturbacion nolineal en la dindmica del sistema y los dos mapas de salida nolineal

a considerar: explicita e implicita.

2.1. Descripcion de la dindmica del modelo

Los sistemas representados por modelos Wiener y con una perturbacién nolineal del tipo Lips-

chitz poseen la estructura siguiente. (2.1).
&= Ax+ Bu+ f(z,u) (2.1)

donde x € R" es el vector de estados, u € R™ es el vector de entradas, f : R” x R™ — R" es una

funcién nolineal del tipo Lipschitz con respecto a x; i.e.

1f (1, u) = g, w)|| <y ller — 22| (2.2)

donde 7 corresponde a la constante de la condicion Lipschitz. Esta ecuacion (2.2) puede escribirse

como
1
7

Por dltimo, los valores n € N y m € N corresponden a la dimensién del vector de estado y del

fff<z’z (2.3)

vector de entradas, respectivamente.
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Se consideran dos casos para el mapa de salida, aquél en que la salida esté explicitamente definida
como una funcién de los vectores de estado y aquél en que la salida estd definida implicitamente

como una variable de una funcion nolineal.

2.1.1. Salida Explicita

En este caso, la salida y es definida como una funcién del vector de estado
y = hiz) (2.4)

La funcion h : R™ — RP es una funcién continua cuyas derivadas con respecto a x son acotadas y
p € N es la dimension del vector de salida y.
Luego, al combinar las ecuaciones (2.1) y (2.4) se tiene que el modelo de un sistema con esta

estructura tiene la forma siguiente

& = Az + Bu+ f(z,u)

y = h(z)

(2.5)

2.1.2. Salida Implicita

En este caso, la salida y es definida implicitamente como una variable de una funcién nolineal.
0 = h(z,y) (2.6)

Aligual que el caso anterior, la funcién h : R™ x R? — R? es una funcion continua y cuyas derivadas

con respecto a x estan acotadas,

Of (z,u)

8xi

max
3

’ < 00 (2.7)

donde p € N es la dimensién del vector de salida y y ¢ € N es la dimensién del recorrido de la
funcion de salida h(x,y).
Luego, al combinar las ecuaciones (2.1) y (2.6) se tiene que el modelo de un sistema con esta
estructura tiene la forma siguiente
& = Ax + Bu + f(z,u)

(2.8)
0= h(z,y)
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2.2. Condicién menos conservadora de Lipschitz

El uso de la condicion de one-sided Lipschitz (OSL), que ha sido presentada en diferentes articu-
los [9, 11, 12, 13], aparece como alternativa a la condiciéon de Lipschitz presentada en la ecuaciéon
(2.2). Ella es, por un lado, una generalizacion del uso de la condiciéon de Lipschitz; ya que la con-
tinuidad one-sided Lipschitz abarca un abanico de funciones nolineales que incluyen a los sistemas
Lipschitz. Por otro lado, se presenta como una alternativa menos conservadora dado que el uso de la
condicion de Lipschitz garantiza la estabilidad sélo para pequenios valores de constante de Lipschitz

siendo que los observadores obtenidos podrian funcionar para valores grandes de ella, [12].

OSL: Condicién One-Sided Lipschitz

Tomando en consideracion la ecuacion del modelo (2.1), se considera en este caso que f : R xR™

es una funcién nolineal que posee una constante One-Sided Lipschitz (OSL) v, tal que

(folz1,u) — fol@a,u), 1 — T2) < Yol71 — 222 (2.9)
donde
fo(wu) =R f(x,u) (2.10)

con R = RT > 0,R € R™". Cabe destacar que no hay restriccién con respecto al signo de la

constante OSL, por lo que 7, puede ser negativa.




Capitulo 3

Desarrollo de Algoritmo

FEn este capitulo se exponen teoremas que strven para el disefio de observadores para los
sistemas mostrados en el capitulo anterior. Primero se presentan algunas propiedades mate-
mdticas, luego se muestran las condiciones para satisfacer la estabilidad de una funcidon de
Lyapunov y se finaliza con la demostracion de los teoremas correspondientes a cada uno de

los sistemas propuestos.

3.1. Propiedades Previas
Definicion de Co(-,-)

Sean z,y € R, n’ € N, se define Co(x,y) como el espacio convexo definido por el conjunto

{z,y}, ie.
Co(z,y) ={ \z+ (1 —XN)y,A€[0,1]} (3.1)
Definicién de 2, ;

A . , , .
Sean n/,p’ € N, se define Q; ; € R" *P' como una matriz de nimeros reales tales que el término

(,7) es 1 mientras que todo el resto es 0.
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Teorema del Valor Medio Diferencial para Vectores

Sean n/,p’ € N, el teorema del Valor Medio Diferencial para Vectores (Differential Mean Value
Theorem, DMVT) |21, 7| es una propiedad que dice que dados dos vectores a,b € R™ vy una
funcion ¢ : R™ — R? diferenciable en Co(a,b), entonces existe un conjunto de vectores constantes

21,...,2y € Co(a,b) tal que

o) = ol0) = | 30 2, 25C) ) (0 (32)

i,j=1
3.2. Observador de proceso con salida explicita

Se consideran dos observadores para el caso de la salida explicita, el observador tradicional

Luenberger, y un segundo que toma en consideracién la realimentaciéon con peso.

3.2.1. Observador del tipo Luenberger

FEl observador en este primer caso sigue la estructura tradicional, el llamado tipo Luenberger,
definido como:
i = Ai 4 Bu+ K (h(&) — y) + f(&,u) (3.3)
Luego, definiendo el error como e = & — x, se tiene que la dindmica del error es
E=3—1%
= Ae+ K (h(2) — h(z)) + (f(2,u) — f(z,u)) (3.4)
Ahora, utilizando el teorema del Valor Medio Diferencial para vectores (3.2), se puede reescribir

la ecuacion (3.4) como

p?n .
¢=Ae+ K Z Qi j 8;1;(%) e+ (f(z,u) — f(z,u)) (3.5)
ij=1 J r=z;

donde z1,...,2, € Co(Z, )

Para simplificar la notacion, se reescribe

p7n
0= O;

ij=1 o=z
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Ahora, para continuar se considera una funcién de Lyapunov V(e) = e Pe, donde e = & — =
es el error, P € R™ ™ definida positiva, i.e., P = PT > 0. Considerando el observador definido en

(3.3) se tiene que la derivada de la funcion de Lyapunov es

V(e) = eTPe+ e Pé

=" [A+ KC" Pe+e"P[A+ KCle+ 2" P[f(&,u) — f(z,u)] (3.7)

Esto puede reescribirse de forma matricial como
T
e| [[A+KC"P+P[A+KC] P| |e
0

f P f

(3.8)

donde f = f(&,u) — f(z,u)
Ahora, al tomar en cuenta la condicion de Lipschitz (2.3), ésta también puede ser escrita de

forma matricial, por lo que se tiene
<0 (3.9)

Ahora, usando las ecuaciones (3.8) y (3.9) y el “procedimiento S” [3], se tiene una condiciéon
suficiente para que la derivada de la funcién de Lyapunov sea siempre negativa para cualquier valor

de x, es decir, el error del observador tienda a cero. Esta condicién estd dada por

[A+ KC)" P+ P[A+KC]+1 P

<0 (3.10)
P —-Lr

Cij<Ci; <Ciy VI<i<n,1<j<p

donde C; ; corresponde al elemento (7, j) de la matriz C'y % y m corresponden, respectivamente,
al minimo y méximo valor que puede tomar el elemento (i, 5) de la matriz C.

Dado que los valores de la matriz C son reales y acotados, existe un espacio convexo que
la contiene, luego, si consideramos a (Cj)i<i<y como el conjunto de las matrices de este espacio
convexo tal que

Ce{C,...,C0} (3.11)

donde v corresponde al ntmero de matrices que definen este espacio, entonces el conjunto de ecua-

ciones (3.10) puede ser transformado en un problema de optimizacion de inecuaciones matriciales
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lineales remplazando los pardametros variables en el tiempo por las matrices definidas en (3.11), de

modo que el problema ahora es resolver un sistema de inecuaciones definido por

[A+KC]"P+P[A+KC)|+1 P

<0 (3.12)
p -51

Vi<i<w

En el presente documento, el espacio convexo utilizado corresponde al generado por las matrices
obtenidas por todas las combinaciones posibles por los valores de @ y m en las respectivas
posiciones (i, j). Otros métodos existen para el calculo de las matrices del espacio convexo, por
ejemplo en [23] o [24], sin embargo la implementacion de estos métodos no forma parte de los
alcances de esta tesis.

Ahora ya es posible definir el teorema para el disenio de observadores para modelos con pertur-

baciones nohlineales y salida nolineal.

Teorema 1. Observador de tipo Luenberger
Si existe una matriz K tal que A + KC;,Vl < i < v son estables y

P = PT > 0 es una solucion del sistema de inecuaciones

A+KC]"P+P[A+KC|+1 P
P —L

Vi<i<w

satisfaciendo la condicién Lipschitz, entonces el observador propuesto
(3.3) entrega estimaciones asintoticamente estables del sistema obser-

vado (2.5).

Para resolver este problema, basta con resolver un sistema de optimizacién de LMI, para lo cual
existen diversas aplicaciones que lo solucionan y a un bajo costo computacional.

A lo largo del desarrollo del algoritmo, en ningdn momento existe alguna restriccion sobre los
valores propios de la matriz de transicion de estados A, por lo que mas de alguno puede ser un
complejo puro. A diferencia de lo presentado en [8], en el presente teorema no hay restriccion con

respecto al nimero de valores propios de la matriz A que puedan encontrarse en el eje imaginario.
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Nota

Una ventaja de las LMI, es que es posible agregar una restriccién al sistema para garantizar una
tasa de convergencia 3, [22]. Para ello, la ganancia del observador debe satisfacer las inecuaciones

siguientes

[A+KC)"P+P[A+KC]+I1+8P P
<0 (3.13)

asi como las condiciones P >0y > 0.

3.2.2. Observador con realimentacién con peso

El observador en este primer caso sigue la estructura tradicional Luenberger, pero con un término

agregado correspondiente a la realimentaciéon con peso de la salida:

Az 4 Bu+ f(z,u) + K1 (h(2) — y) + KoVR(2)T (h(2) — y) (3.14)

Z

El término nolineal KoVh(2)T (h(#) — y) toma en en consideracién la sensibilidad de la salida para
ajustar la ganancia de la realimentacioén. Definiendo el error como e = & —x, se tiene que la dindmica

del error es
= Ae + (f(#,u) = f(z,u)) + K1 (h(2) — y) + Ko VR(2)" (h(2) - y) (3.15)

Ahora, utilizando el teorema del Valor Medio Diferencial para vectores (3.2), se puede reescribir

la ecuacion (3.15) como

é=Ae+ (f(z,u) — f(z,u))

p,n T [ pn 3.16)
Ohy () Oh(z) Ohy(z) (
K Qs K Q;
L Z G TR, Z I ;| _ )€
3,0=1 T=24 i,j=1 T=z;
donde z1,...,2, € Co(Z,x)
Para simplificar la notacién, se reescribe
pn
Oh;(x)
= Qi 1
C=3 5, |, (3.17)

ij=1
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Ahora, para continuar se considera una funcién de Lyapunov V(e) = e’ Pe, donde e = & — x es
el error, P € R™*" definida positiva, i.e., P = PT > 0y Ky = —P~!. Considerando el observador

definido en (3.14) se tiene que la derivada de la funcién de Lyapunov es

V(e) = el Pe+ el Pé
=l [A+ K\ C)F Pe+e"P[A+ K\ Cle (3.18)

T
- QGTOZ;@ Ce+2eTPf(z,u) — f(z,u)]

Esto puede reescribirse de forma matricial como

T P
. | [a+ K0P+ PlA+ K C]-220 ¢ p| (e
V(e) = z (3.19)

f P 0] |f
donde f = f(&,u) — f(z,u)

Ahora, al tomar en cuenta la condicién de Lipschitz (2.3), ésta también puede ser escrita de
forma matricial, por lo que se tiene

e -1 0 e
<0 (3.20)

oo | |7

\w]’_‘
|
|

Ahora, usando las ecuaciones (3.19) y (3.20) y el “procedimiento S” [3], se tiene una condiciéon
suficiente para que la derivada de la funcién de Lyapunov sea siempre negativa para cualquier valor

de x, es decir, el error del observador tienda a cero. Esta condicién estd dada por

T
A+ K CTP+PA+ K C]+T 225 ¢ p
b y <0 (3.21)
-2

Cij<Cij<Cij V1<i<n1<j<p

donde C; ; corresponde al elemento (i, j) de la matriz C'y @ y @ corresponden, respectivamente,
al minimo y méximo valor que puede tomar el elemento (4, j) de la matriz C.

Dado que los valores de la matriz C son reales y acotados, existe un espacio convexo que la
contiene, luego, si consideramos a (C;)i<i<y como el conjunto de las matrices del espacio convexo
de C' tal que

Ce{C,...,Cy} (3.22)
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donde v corresponde al namero de matrices que definen este espacio, entonces el conjunto de ecua-

ciones (3.21) puede ser transformado en un problema de optimizacion de inecuaciones matriciales

lineales remplazando los pardmetros variables en el tiempo, entre ellos el término 8]5(;) que también

se encuentra dentro de este espacio convexo, por las matrices definidas en (3.22), de modo que el

problema ahora es resolver un sistema de inecuaciones definido por

A+ K C)' P+PA+ K \C)+1-2CTC; P
Lo <0 (3.23)
P —5l

Vi<i<w

En el presente documento, el espacio convexo utilizado corresponde al generado por las matrices
obtenidas por todas las combinaciones posibles por los valores de % y Tj en las respectivas
posiciones (7, 7). Otros métodos existen para el calculo de las matrices del espacio convexo, por
ejemplo en [23] o [24], sin embargo la implementacion de estos métodos no forma parte de los
alcances de esta tesis.

Ahora ya es posible definir el teorema para el diseio de observadores con realimentacién con

peso para modelos con perturbaciones nolineales y salida nolineal.

Teorema 2. Observador de tipo Luenberger con realimentacion nolineal por peso
Si existe una matriz K; tal que A + KC;,V1 < ¢ < v son estables y

P = PT > 0 es una solucion del sistema de inecuaciones

A+ K C)' P+P[A+ K\C)+T-2CTC; P
1
P _7§I

<0

Vi<i<w

satisfaciendo la condicién Lipschitz, entonces el observador propuesto
(3.14) entrega estimaciones asintoticamente estables del sistema observado

(2.5) con Koy = —P~!

Para resolver este problema, basta con resolver un sistema de optimizacién de LMI, para lo cual

existen diversas aplicaciones que lo solucionan y a un bajo costo computacional.
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A lo largo del desarrollo del algoritmo, en ningin momento existe alguna restricciéon sobre los
valores propios de la matriz de transicién de estados A, por lo que mas de alguno puede ser un
complejo puro. A diferencia de lo presentado en [8], en el presente teorema no hay restriccion con

respecto al nimero de valores propios de la matriz A que puedan encontrarse en el eje imaginario.

Nota

Una ventaja de las LMI, es que es posible agregar una restriccion al sistema para garantizar una
tasa de convergencia 3, [22]. Para ello, la ganancia del observador debe satisfacer las inecuaciones

sigulentes

[A+ K\ C)" P+ P[A+ K\C]+1—-2CTC;+pP P
<0 (3.24)

asi como las condiciones P > 0y 8 > 0.

3.3. Observador de proceso con salida implicita

En este caso, se considera un modelo de un sistema cuya salida estd definida implicitamente

como en (2.6). El observador propuesto es el tradicional de tipo Luenberger
&= Ai+ Bu+ K (h(2,y) — h(z,y)) + f(&,u) (3.25)
Luego, definiendo el error como e = & — z, se tiene que la dindmica del error es
e=2—z
= Ae+ K (h(2,y) — Wz, y)) + (f(2,u) — f(z,u)) (3.26)

Repitiendo los pasos de los casos anteriores se tiene que, utilizando el teorema del Valor Medio

Diferencial para vectores (3.2), se puede reescribir la ecuacion (3.26) como

p7n
8}7’1 )

é=Ae+ K Zgi,ja(;”@

J

1,j=1

e+ (f(z,u) — f(x,u)) (3.27)

donde z1,...,2, € Co(Z,x)
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Para simplificar la notacién, se reescribe

p,n
Cy = Z Qi,j —_—

or. (3.28)

4,j=1 T=2;
Ahora, para continuar se considera una funcién de Lyapunov V(e) = e Pe, donde e = & — x
es el error, P € R™" " definida positiva, i.e., P = PT > 0. Considerando el observador definido en

(3.25) se tiene que la derivada de la funcién de Lyapunov es
V(e) = éT'Pe+ e Pé
=l [A+ KC,)" Pe+ TP[A+ KCyle+ 2T P [f(2,u) — f(z,u)] (3.29)

Esto puede reescribirse de forma matricial como

T
T
o |° [A+ KC,)" P+ P[A+KC,] P| |e 5.30)

f P 0] |f
donde .]F = f(:%au) - f(x,u)
Ahora, al tomar en cuenta la condicién de Lipschitz (2.3), ésta también puede ser escrita de

forma matricial, por lo que se tiene

e
e -1 0 e
<0 (3.31)

S U R K
Ahora, usando las ecuaciones (3.30) y (3.31) y el “procedimiento S” [3], se tiene una condiciéon

suficiente para que la derivada de la funcién de Lyapunov sea siempre negativa para cualquier valor

de x, es decir, el error del observador tienda a cero. Esta condicién estd dada por

[A+KC)"P+P[A+KC)J)+1 P
<0 (3.32)

_1
P 7?I

Cy, $Cy, <Cp. V1<i<nl<j<p

donde Cy, ; corresponde al elemento (7, j) de la matriz Cy y Cy, ;v Tw corresponden, respectiva-
mente, al minimo y maximo valor que puede tomar el elemento (7, j) de la matriz C,,.

Dado que los valores de la matriz C son reales y acotados, existe un espacio convexo que la
contiene, luego, si consideramos a (Cy,)1<i<y como el conjunto de las matrices del espacio convexo
de Cy tal que

Cye{Cy,,...,Cy} (3.33)
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donde v corresponde al namero de matrices que definen este espacio, entonces el conjunto de ecua-
ciones (3.32) puede ser transformado en un problema de optimizacién de inecuaciones matriciales
lineales remplazando los pardametros variables en el tiempo por las matrices definidas en (3.33), de

modo que el problema ahora es resolver un sistema de inecuaciones definido por

A+ KC,)" P+ P[A+KC,|+1 P

<0 (3.34)
P —Lr

Vi<i<w

En el presente documento, el espacio convexo utilizado corresponde al generado por las matrices
obtenidas por todas las combinaciones posibles por los valores de Cy, , y Cy, ; en las respectivas
posiciones (i, 7). Otros métodos existen para el calculo de las matrices del espacio convexo, por
ejemplo en [23] o [24], sin embargo la implementacién de estos métodos no forma parte de los
alcances de esta tesis.

Ahora ya es posible definir el teorema para el diseno de observadores para modelos con pertur-

baciones nolineales y salida nolineal.

Teorema 3. Observador de tipo Luenberger para sistema con salida implicita
Si existe una matriz K tal que A + KC,,,Vl < i < v son estables y
P = PT > 0 es una solucién del sistema de inecuaciones
[A+KC,)" P+P[A+KC,)+I P
P —Lr

Vi<i<w

satisfaciendo la condicién Lipschitz, entonces el observador propuesto
(3.25) entrega estimaciones asintoticamente estables del sistema observado

(2.8).

Para resolver este problema, basta con resolver un sistema de optimizacién de LMI, para lo cual
existen diversas aplicaciones que lo solucionan y a un bajo costo computacional.
A lo largo del desarrollo del algoritmo, en ningin momento existe alguna restricciéon sobre los

valores propios de la matriz de transicién de estados A, por lo que mas de alguno puede ser un
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complejo puro. A diferencia de lo presentado en [8], en el presente teorema no hay restriccion con
respecto al niimero de valores propios de la matriz A que puedan encontrarse en el eje imaginario.
Nota

Una ventaja de las LMI, es que es posible agregar una restriccién al sistema para garantizar una
tasa de convergencia 3, [22]. Para ello, la ganancia del observador debe satisfacer las inecuaciones

siguientes

[A+KC,)" P+ P[A+KC,]+I1+8P P

asf como las condiciones P >0y > 0.

3.4. Constante menos conservadora: OSL

Es posible el utilizar la constante OSL en el disefio de observadores obteniendo asi un resultado
menos conservador que el obtenido mediante el uso de la constante de Lipschitz. A continuacion se

detallan los pasos para el disefio de observadores utilizando esta constante.

3.4.1. Observador de proceso con salida explicita

Al igual que en la seccién anterior de este capitulo, se consideran dos tipos de observadores para
los sistemas cuya salida se define explicitamente: el observador tradicional tipo Luenberger y un
segundo que toma en consideracién la realimentacién con peso, v se considera el de tipo Luenberger
para los sistemas cuya salida se define implicitamente.

3.4.1.1. Observador del tipo Luenberger

El observador se define como en la ecuacion (3.3)

&= A%+ Bu+ K (h(2) —y) + f(&,u) (3.35)
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Para el cual, la dindmica del error es la de la ecuacion (3.4)

E=2—1&

= Ae+ K (h(z) — h(z)) + (f(Z,u) — f(z,u)) (3.36)

Luego, utilizando el teorema del Valor Medio Diferencial para vectores (3.2), reescribiendo segun

p7n 3
C=> Ohi(z)

s, (3.37)

ij=1 =2
de modo de simplificar la notaciéon y considerando una funcién de Lyapunov V(e) = e’ Pe, donde
e =& —x es el error, P € R™ ™ definida positiva, i.e., P = PT > 0: se tiene que la derivada de la

funcién de Lyapunov es
V(e) = ¢ Pe+ el Pé
= el [A+ KC)' Pe+e'P[A+ KC)e+ 2T P[f(&,u) — f(z,u)] (3.38)
De la definicion de la funcion f, (2.10), si se considera que R = P se tiene que
2e" P[f(#,u) = f(,w)] = 2¢" [fo(@,u) — fo(w, )] (3.39)
luego, de la inecuacion de OSL (2.9) se tiene que
2" [fol#,u) — fol@,u)] < 290 [|& — z|* = 27,e”e (3.40)

Ahora, usando las ecuaciones (3.38),(3.39) y (3.40) se tiene una condicion suficiente para que la
derivada de la funcién de Lyapunov sea siempre negativa para cualquier valor de z, es decir, que el

error del observador tienda a cero, la cual esta dada por

A+ KC)" P+ P[A+KC]+ 2y, <0
Cij <Cij <Cij (3.41)
Vi<i<n,1<j<p
donde C; ; corresponde al elemento (i, j) de la matriz C'y @ y C; ; corresponden, respectivamente,
al minimo y méaximo valor que puede tomar el elemento (4, j) de la matriz C.

Dado que los valores de la matriz C son reales y acotados, existe un espacio convexo que la
contiene, luego, si consideramos a (C;)i<i<y como el conjunto de las matrices del espacio convexo
de C tal que

Ce{C,...,Cy} (3.42)
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donde v corresponde al namero de matrices que definen este espacio, entonces el conjunto de ecua-
ciones (3.41) puede ser transformado en un problema de optimizacion de inecuaciones matriciales
lineales remplazando los pardametros variables en el tiempo por las matrices definidas en (3.42), de

modo que el problema ahora es resolver un sistema de inecuaciones definido por

[A+ KC]" P+ P[A+ KCi] 4 27,1 <0 (3.43)

Vi<i<w

En el presente documento, el espacio convexo utilizado corresponde al generado por las matrices
obtenidas por todas las combinaciones posibles por los valores de % y m en las respectivas
posiciones (i, j). Otros métodos existen para el célculo de las matrices del espacio convexo, por
ejemplo en [23] o [24], sin embargo la implementacién de estos métodos no forma parte de los
alcances de esta tesis.

Ahora ya es posible definir el teorema para el disenio de observadores para modelos con pertur-

baciones nolineales y salida nolineal considerando la condicién de one-sided Lipschitz.

Teorema 4. Observador de tipo Luenberger para condicion OSL
Si existe una matriz K tal que A + KC;, V1l < i < v son estables y

R =P = PT >0 es una solucion del sistema de inecuaciones

[A+ KC]" P+ P[A+ KCy] 4 27,1 <0
Vi<i<w
satisfaciendo la condicién one-sided Lipschitz para R = P, entonces el

observador propuesto (3.3) entrega estimaciones asintéticamente esta-

bles del sistema observado (2.5).

Para resolver este problema, basta con resolver un sistema de optimizacién de LMI, para lo cual

existen diversas aplicaciones que lo solucionan y a un bajo costo computacional.
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Al igual que en los casos en que se usa la condicion Lipscthiz, es posible agregar una restriccion
al sistema para garantizar una tasa de convergencia /3, [22|. Para ello, la ganancia del observador

debe satisfacer las inecuaciones siguientes

[A+ KC]" P+ P[A+KC;| +27,I+BP <0

Vi<i<w
as{ como las condiciones P > 0y 3 > 0.
3.4.1.2. Observador con realimentaciéon con peso
El observador se define como en la ecuacion (3.14)
& = Ai + Bu+ f(2,u) + K1 (h(2) — y) + Ko VR(2)T (h(2) — 3) (3.44)
Para el cual, la dinamica del error es la de la ecuacion (3.15)

e=2—2x

= Ae+ (f(#,u) = f(z, ) + K1 (h(2) — h(z)) + K2 V(&) (A(2) —y) (3.45)

Luego, utilizando el teorema del Valor Medio Diferencial para vectores (3.2), reescribiendo segun

p7n
c=Y o, ; (3.46)

o0x;

ij=1 T=zi

de modo de simplificar la notaciéon y considerando una funcién de Lyapunov V(e) = e’ Pe, donde
e =& —x es el error, P € R™ ™ definida positiva, i.e., P = PT > 0y Ky = —P~!; se tiene que la
derivada de la funcién de Lyapunov es como en (3.18)
V(e) = ¢ Pe+ el Pé
oh (:c)T (3.47)
= el [A+ KiC)F Pe+ T P[A+ K Cle— ZeTT Ce+2e"P[f(i,u) — f(x,u)]
x

De la definicion de la funciéon f, (2.10) y si se considera que R = P se tienen las ecuaciones (3.39)
y (3.40). Con estas ecuaciones, se tiene una condicion suficiente para que la derivada de la funcion

de Lyapunov sea siempre negativa para cualquier valor de x, es decir, que el error del observador
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tienda a cero, la cual estd dada por

T
A+ K C]" P+ P[A+ K C] - 228 ¢y oy T <0
Cij <Cij <Ciy (3.48)

V1<i<n,1<j<p

donde C; ; corresponde al elemento (7, j) de la matriz C'y % y m corresponden, respectivamente,
al minimo y méximo valor que puede tomar el elemento (i, 5) de la matriz C.

Dado que los valores de la matriz C' son reales y acotados, existe un espacio convexo que la
contiene, luego, si consideramos a (Cj)1<i<y como el conjunto de las matrices del espacio convexo
de C' tal que

Ce {Cl,...,Cv}

donde v corresponde al namero de matrices que definen este espacio, entonces el conjunto de ecua-

ciones (3.48) puede ser transformado en un problema de optimizacion de inecuaciones matriciales

Oh(x)

lineales remplazando los parametros variables en el tiempo, entre ellos el término =5~ que también

se encuentra dentro de este espacio convexo, de modo que el problema ahora es resolver un sistema

de inecuaciones definido por

[A+ K.C;)" P+ P[A+ K\Cj] —2CTCs + 27,1 < 0 (3.49)

Vi<i<w

En el presente documento, el espacio convexo utilizado corresponde al generado por las matrices
obtenidas por todas las combinaciones posibles por los valores de & y Tj en las respectivas
posiciones (7, 7). Otros métodos existen para el calculo de las matrices del espacio convexo, por
ejemplo en [23] o [24], sin embargo la implementacion de estos métodos no forma parte de los
alcances de esta tesis.

Ahora ya es posible definir el teorema para el diseno de observadores para modelos con perturba-
ciones nolineales y salida nolineal considerando la condicién de one-sided Lipschitz y el observador

con realimentaciéon nolineal.
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Teorema 5. Observador de tipo Luenberger para condicion OSL
Si existe una matriz K; tal que A+ K C;,V1l < i < v son estables y
R =P = PT >0 es una solucion del sistema de inecuaciones
[A+ K\C))" P+ P[A+ K\Ci] — 2CTCi + 27,1 < 0
Vi<i<w
satisfaciendo la condicién one-sided Lipschitz para R = P, entonces el

observador propuesto (3.14) entrega estimaciones asintéticamente esta-

bles del sistema observado (2.5) con Ky = —P~1.

Para resolver este problema, basta con resolver un sistema de optimizacién de LMI, para lo cual
existen diversas aplicaciones que lo solucionan y a un bajo costo computacional.

Al igual que en los casos en que se usa la condicién Lipscthiz, es posible agregar una restricciéon
al sistema para garantizar una tasa de convergencia /3, [22|. Para ello, la ganancia del observador

debe satisfacer las inecuaciones siguientes
[A+ K.C)|T P+ P[A+ K,C;] —2CTC; + 2v,] + 8P < 0

Vi<i<w

asi como las condiciones P >0y > 0.

3.4.2. Observador de proceso con salida implicita

Siguiendo los pasos de la seccion 3.3, el observador se define como en la ecuacion (3.25)
&= A% + Bu+ K (h(2) —y) + f(&,u) (3.50)
cuya dinamica del error es la de la ecuacion (3.26)
é=1—1
= Ae+ K (h(#,y) — h(z,y)) + (f(&,v) — f(z,u)) (3.51)

Luego, utilizando el teorema del Valor Medio Diferencial para vectores (3.2), reescribiendo segun

N
¢, = 3 0, M)

5 (3.52)

ij=1 =2
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de modo de simplificar la notacion y considerando una funcién de Lyapunov V(e) = e’ Pe, donde
e=& —x es el error y P € R ™ definida positiva, i.e., P = PT > 0; se tiene que la derivada de la
funcién de Lyapunov es como en (3.29)
V(e) = el Pe+ el Pé
(3.53)
= el [A+ KC,)" Pe+ TP[A+ KCyle+ 2T P [f(2,u) — f(x,u)]

De la definicion de la funcion f,, (2.10), y si se considera que R = P, se tienen las ecuaciones (3.39)
y (3.40). Con estas ecuaciones, se tiene una condicion suficiente para que la derivada de la funcion
de Lyapunov sea siempre negativa para cualquier valor de x, es decir, que el error del observador

tienda a cero. Esta condicién corresponde a

T
[A+ KC)" P+ P[A+KC,| — 22408 ¢ 1 24,1 < 0
Cyi,j < Cyi,j < Cyi,j (3‘54)

Vi<i<n1<j<p

donde C,, . corresponde al elemento (4, j) de la matriz Cy y Cy, . v TLJ corresponden, respectiva-
mente, al minimo y méaximo valor que puede tomar el elemento (4, j) de la matriz C,.

Dado que los valores de la matriz C son reales y acotados, existe un espacio convexo que la
contiene, luego, si consideramos a (Cy,)1<i<y como el conjunto de las matrices del espacio convexo
de Cy tal que

Cy e {Cy1,...,Cyp}

donde v corresponde al nimero de matrices que definen este espacio convexo, entonces el conjunto
de ecuaciones (3.54) puede ser transformado en un problema de optimizacion de inecuaciones ma-
triciales lineales remplazando los parametros variables en el tiempo de modo que el problema ahora

es resolver un sistema de inecuaciones definido por

[A+KC,]" P+ P[A+KC,] —2CFC; + 27,1 <0 (3.55)
Vi<i<w
En el presente documento, el espacio convexo utilizado corresponde al generado por las matrices

obtenidas por todas las combinaciones posibles por los valores de Cy, , y Cy, . en las respectivas

posiciones (i, j). Otros métodos existen para el célculo de las matrices del espacio convexo, por
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ejemplo en [23] o [24], sin embargo la implementacién de estos métodos no forma parte de los
alcances de esta tesis.

Ahora ya es posible definir el teorema para el disenio de observadores para modelos con perturba-
ciones nolineales y salida nolineal considerando la condicién de one-sided Lipschitz y el observador

tradicional de tipo Luenberger.

Teorema 6. Observador de tipo Luenberger para condicion OSL para sistemas
con salida implicita
Si existe una matriz K tal que A + KCy,,V1l < ¢ < v son estables y

R =P = PT > (0 es una solucién del sistema de inecuaciones

[A+ KC,)" P+ P[A+ KC,]+ 27,1 <0

Vi<i<w

satisfaciendo la condicién one-sided Lipschitz para R = P, entonces el
observador propuesto (3.25) entrega estimaciones asintéticamente esta-

bles del sistema observado (2.8).

Para resolver este problema, basta con resolver un sistema de optimizacién de LMI, para lo cual
existen diversas aplicaciones que lo solucionan y a un bajo costo computacional.

Al igual que en los casos en que se usa la condicién Lipscthiz, es posible agregar una restricciéon
al sistema para garantizar una tasa de convergencia /3, [22|. Para ello, la ganancia del observador

debe satisfacer las inecuaciones siguientes

A+ KC,)" P+ P[A+ KCy,] + 271+ 8P <0

Vi<i<w

as{ como las condiciones P > 0y g8 > 0.




Capitulo 4

Simulaciones

FEn este capitulo se simulan los resultados del diseno de observadores obtenidos con los
métodos propuestos en este documento. Tres ejemplos son utilizados para los diferentes algo-
ritmos, el primero consiste en el sequimiento del valor de conductividad en un sistema con
sensores de conductividad. El seqgundo ejemplo es un proceso de neutralizacion de pH en que
la salida es definida implicitamente por la ecuacion de titulacion del pH. El tercer ejemplo

corresponde a un problema de estimacion de admitancias en un arreglo de electrodos.

4.1. Problema seguimiento de conductividad

Sensores de conductividad pueden ser usados en aquellas aplicaciones en que la conductividad
del solido, liquido y/o gas entrega informacion valiosa para el monitoreo de procesos industriales
[1, 16]. Los métodos eléctricos tienen la ventaja de no requerir estanques o columnas transparentes,
figura 4.1. En espesadores, por ejemplo, concentraciones de solido, perfiles de solidos e interfaces
de nivel claro/oscuro pueden ser determinados por mediciones de conductividad [18|. En varios
casos, se encuentra que la estimacién automadtica de la altura de la interfaz en columnas resulta
dificil a causa del ruido de medicién [17]|. Para enfrentar el problema de sehales ruidosas y el de
variaciones dindmicas de la conductividad, se propone el uso de observadores. Una sonda simple de
conductividad consiste en una fuente de poder bipolar y una celda sensora conectada a la fuente a

través de una resistencia.
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Figura 4.1: Columna con celdas para medir conductividad

La celda sensora, cuyo circuito equivalente se puede apreciar en la figura 4.2, utiliza unos elec-
trodos y un sistema de adquisicién para la recoleccién y procesamiento de las sefiales de voltaje.
Como la relacion entre la conductividad y el voltaje es nolineal, el valor de cada resistencia asociada
a cada celda debe ser cuidadosamente seleccionado de modo de evitar problemas de resolucion [16].
Un enfoque basado en redes neuronales fue propuesto para tratar con esta nolinealidad caracteris-

tica en el cual se entrené la red para aprender la funcion inversa de la nolinealidad [16].

En este documento, se propone una solucién diferente basada en modelos dindmicos y obser-
vadores. El primer paso es modelar el electrodo o variacién del voltaje de la celda por un modelo
dindmico simple. Una de las opciones mas sencillas es modelar la variacién dindmica del voltaje por
el modelo de estados de tiempo continuo presentado a continuacién, donde las variables de estado
x corresponden a valores reales que representan un modelo estocastico descrito por el modelo de
Markov:

& = Az + Buwy, (4.1)
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Electrodos
Celda 1 R
Celda 2 R

—AN

Celda n

e —AN

Figura 4.2: Circuito equivalente de las celdas sensoras de conductividad

en el que A es la matriz de transiciéon de estados, w corresponde a la evolucion del ruido del proceso,
que posee un valor medio cero y una covarianza de I',,, y B es la matriz de transiciéon del ruido del
proceso. La matriz A define el tipo de evolucién supuesto para las variables de estado. Por ejemplo,
si A=0, entonces se obtiene un modelo simple “random-walk”. Adicionalmente, se supone que los
valores de conductividad pertenecen a un conjunto cerrado 2 € R™ donde n es la dimension del
vector x.

Para senales variantes en el tiempo, un modelo cinemético Newtoniano resulta més adecuado,
en cuyo caso las ecuaciones que representan estas variaciones poseen la matriz de transicién de

estados siguiente

A= (4.2)

Para el sensor de conductividad, las mediciones pueden ser descritas por una funcién continua

nolineal h(-) que representa la relacion entre la conductividad y el voltaje medido
yr = h(ze) + & (4.3)

donde y; es el vector de voltajes medidos y €; es un ruido gaussiano aleatorio de media cero y
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covarianza I';. Se supone que el Jacobiano de h(-) posee valores acotados, i.e.,

h.
< 4 1 < b@j (44)

ij < 75— <
Ahora, se considera una aplicacién de conductividad donde el proceso y el sistema de mediciéon

puede ser descrito por el modelo

T = Az

y = h(z)

donde A se define como en (4.2), x corresponde a la conductividad, y el voltaje es la salida descrita

(4.5)

por la funciéon h(-) definida como
Vi-R-x1

hz)= ——F—— 4.6
(z) K+R-x (4.6)
con V; = 15[V], R=50[Q] y K = 1,5 y cuyo jacobiano es
Oh(z) 1 T Vi-R
0 =V, -R- . < 4.7
< on R e  ®rr?' S K (1)

puesto que la conductividad z; > 0

4.1.1. Observador Luenberger

Usando el toolbox de Matlab, se resolvié el problema de LMI al considerar el observador tradi-

cional de tipo Luenberger. El valor obtenido para K fue de

—0,08713

-0,01018

Los valores dindmicos de la conductividad y sus valores estimados por el observador tradicional

de tipo Luenberger se muestran en la figura 4.3. En la figura 4.4 se muestra el error de la salida

y=9-y.
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Figura 4.3: Valores de la conductividad y del valor estimado por el

observador Luenberger
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Figura 4.4: Valores del error de la salida
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4.1.2. Observador con realimentacién con peso

Usando el toolbox de Matlab, se resolvié el problema de LMI al considerar el observador con la

realimentacion nolineal por peso. El valor obtenido para K; y Ks fueron

—0,08713
~0,01018
—42,0752 —4,8493
—4,8493  —1,3607

K

En la figura 4.5 se muestran los valores dinadmicos de la conductividad y su estimacion al uti-
lizar el observador de tipo Luenberger con la realimentaciéon nolineal con peso, mientras que en la
figura 4.6 se aprecia el error de salida. Se puede apreciar que la adicién del término nolineal en

la realimentaciéon aumenta la ganancia del observador acelerando el seguimiento, pero siendo més

afectado por el ruido de medicién.

o
m
T

=
i
T

X1: Conductivity

o
[N

1
100 150

o
(8]
=

Time [t.u]

0.02

0.01

]

.o

Conductivity Yariation

002 L -
0 50 100 150
Time [t.u]

H,

Figura 4.5: Valores de la conductividad y del valor estimado por el

observador con realimentacién nolineal
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Figura 4.6: Valores del error de la salida al usar el observador con

realimentacién nolineal

4.1.3. Observador Luenberger con tasa de convergencia [

Se repite el disefio del observador tradicional adicionando un término a las inecuaciones del
problema de optimizacion LMI tal como en (3.13) de modo que las inecuaciones a resolver tienen

la estructura

A+ KC)"P+P[A+KC)+1+3P P
P -51

Vi<i<w

En la figura 4.7 se observa céomo a medida que se aumentan los valores de 3, la velocidad de
convergencia aumenta.

Los valores de ganancia K de los observadores obtenidos al utilizar diferentes valores de 8 son

~0,1071
Kg—0,04 =

—0,0137

—0,1467
Kg—01 =

—0,0209
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Systemn
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System
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Figura 4.7: Valores de la conductividad y del valor estimado por el

observador Luenberger considerando diferentes tasas de convergencia

4.2. Proceso de neutralizacién de pH

Este ejemplo trata de un proceso de neutralizacion de pH el cual posee tres entradas, (u1) un
flujo de base, NaOH, (uz) un flujo de buffer, NaHCOs3, y (u3) un flujo de acido, H N O3, los cuales

son mezclados en un estanque de volumen constante (), como se aprecia en la figura 4.8. Se supone

buffer (uz)

acid (us3)

=

ibase (uy)

effluent solution

Figura 4.8: Proceso de neutralizacién de pH
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que el flujo de 4cido y el volumen del estanque son constantes; el objetivo de control es usualmente
controlar la salida, el pH del flujo de salida, manipulando el flujo base, u1, a pesar de los cambios
en el flujo de buffer sin medir, us.
Las reacciones quimicas asociadas al sistema son
HyCO3 «» HCO; + HY
HCO3 « CO3™ + H* (4.8)

HyO < OH™ +HT

Las constantes de equilibrio para estas reacciones son

_ [HCOg|[HT]
K = [HQéog]
_ [coiT][HT]
= HCO;] i
Ky = [HT)[OH]

El equilibrio quimico es modelado usando el concepto de ‘reactivos invariantes’. Para este sistema

dos de estos son asociados a cada flujo (i =1,...,4)
Wai = [H*); = [0OH )i - [HCO3]; - 2[CO3™);
Wbi = [HQCO?,]Z =+ [HCO?’_]Z = [COg_]Z

El término invariante W, es una cantidad relacionada con la carga y el término W} es la concen-
tracion del ion carbonato. Estos términos son independientes del grado de la reaccién. Una relacion
entre la concentracién de iones de hidrégeno y los ‘reactivos invariantes’, puede escribirse con las
ecuaciones (4.8) y (4.9)

Kot /[HY] + 2K Koo/ [H+]?
"1+ Kot /[H] + Ka1 Koz /[H+]?

Ky

Wy
El valor del pH no se define como la concentracion de iones de hidrogeno sino como la actividad
idnica. Sin embargo, se puede suponer que esta actividad i6nica es la misma que la concentracion
de iones para una solucién infinitamente diluida. Luego, el valor del pH puede determinarse usando

las ecuaciones anteriormente mencionadas y el negativo del logaritmo de la concentracién de iones

de hidrégeno si Wy; v Wyi son conocidos

pH = —log([H™]) (4.10)
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4.2.1. Dos variables de estado

Considerando dos variables de estado, se tiene que el modelo de este ejemplo queda expresado

como
, ut(War — 1) + ua(Waz — 1) + us(Waz — 1)
xr =
w (Wo — 2) + us(Wha — 22) + ug(Ws — 2) (4.11)
1+42-10v~PK2
h(z,y) = o1+ 10Y" —107Y + o i =0

1+ 10pK1—y 4 10y—pK2
donde pK; y pKs son la primera y segunda constante de disociacion del acido débil HoC'Os

pKl = _lag(Kal)

pKo = —log(Ky2)

y las variables de estado x1 y x2 corresponden a términos W, y W, del flujo de salida.

La tabla 4.1 muestra los valores de cada variable del proceso en el punto de operacién nominal,

los cuales fueron utilizados en el diserio del observador.

V = 2,900ml
up = 15,55ml/s ug = 0,55ml/s us = 16,66ml/s
Wa = —3,05-103M | Wae = —3-1072M | W3 =3-1073M
Wy =5-107°M Wiy =3-1072M Wy = O0M
W, =—4,32-10"*M Wy =5,28-10"*M
pKi = 6,35 pKy = 10,25
Ynom = 7,0

Cuadro 4.1: Valores de pardmetros en condiciones nominales de

operacion para el proceso de neutralizacion de pH

Las ecuaciones de las dindmicas del sistema (4.11), pueden ser reescritas como

& = Az + Bu, + f(z, Au)
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con
A —Ulo — U200 — U3o 0
0 —Ulo — U200 — U30
B— Wal Wa2 Wa3
W Wiy Wi
—(Aug + Aug + Aug)zy
flz,u) =
_—(Aul + Aug + Au;;)acg

v u; = Ujp+Au;, i = 1,2, 3 donde u;, son los valores nominales de operacion de u; como se muestran
en la tabla 4.1. Los valores de las matrices correspondientes del espacio convexo como se define en

(3.33) son
Cy = [11,1577 - 1077]
Cy = [11,5798]
Usando el toolbox de Matlab para la resluciéon del problema de LMI, se encontré el siguiente
valor para K:

~10,1972
—8,9423

Para las simulaciones, la condicién inicial de las variables de estado del proceso corresponden
a los valores en el punto de operacién. Para el observador se escogié como valor inicial el punto
(#1,22) = (1-1073,1-1073).

La simulacién del modelo usando el observador encontrado, se muestra en la figura 4.9, en ella
se aprecia la evoluciéon de las variables de estado x1 y x2 asf como sus estimados #; y @2 para las

entradas mostradas en la figura 4.10.

Una segunda simulacién de este modelo usando el mismo observador pero con una variacién
diferente de la entrada, se muestra en la figura 4.11, en ella se aprecia la evoluciéon de las variables

de estado 1 y a2 asi como sus estimados #1 y #3 para las entradas mostradas en la figura 4.12.

Cabe destacar que en este sistema, no es necesario el valor de la salida para implementar el
observador, puesto que la funcién nolineal es un valor constante, simplificando de esta forma la

implementacién del observador para este tipo de procesos.
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Figura 4.9: Variables de estado y sus estimados para proceso de

neutralizacién de pH para variacién en escalon en la entrada
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Figura 4.10: Entradas para la simulacion de la figura 4.9
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Figura 4.11: Variables de estado y sus estimados para proceso de

neutralizacién de pH para variacién en rampa en la entrada
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Con tasa de convergencia [

Se repite la simulacion realizada con las entradas de la figura 4.10 anadiendo el término de tasa

de convergencia  al sistema de inecuaciones. Los valores de K obtenidos para los diferentes valores

de B utilizados son

—6,6121
Kg—0,15 =
~92,2949
—5,5266
Kg—030 =
1,5224

En la figura 4.13 se muestran los valores de las variables de estado y las estimaciones por los
observadores para diferentes valores de 8 al utilizar las entradas de la figura 4.10. La figura 4.14

muestra los mismos valores al utilizar la entrada tipo rampa de la figura 4.12.

T
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Figura 4.13: Variables de estado y sus estimados para proceso de neutralizacién de pH

para variacion en escalén en la entrada considerando diferentes tasas de convergencia
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Figura 4.14: Variables de estado y sus estimados para proceso de neutralizacién de pH

para variacién en rampa en la entrada considerando diferentes tasas de convergencia 3

Con condicién OSL

Al volver a disefiar el observador utilizando la constante de OSL, el valor de P encontrado debe

también satisfacer la condicion de OSL. El valor de K y de P encontrados son

—2, 2668
—1,7766

10,1864 —11,8597

15,8771

P

—11,8597

Las simulaciones son similares a las obtenidas en el caso con la condicién de Lipschitz, 4.9 y
4.11
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4.3. Estimacion de admitancia

Este ejemplo considera la estimacién de las admitancias en un arreglo de electrodos como se
muestra en la figura 4.15. Se considera un ejemplo simple compuesto de un conjunto de admitancias
equivalentes p € R?P entre cada uno de los n electrodos, las corrientes inyectadas son ¢ € R™ y los

voltajes medidos son v € R", con n < p generalmente.

® @

® O,

Figura 4.15: Arreglo de electrodos

El modelo directo es representado por un conjunto de ecuaciones descrito por
A =i (4.12)

donde A, es una matriz de admitancias de n x n. Para resolver la ecuacién anterior, es necesario
especificar el electrodo donde la corriente es inyectada y un electrodo de referencia. Por ejemplo,
si la corriente es inyectada por el primer electrodo y el cuarto es considerado el de referencia, el

conjunto de ecuaciones es

p12 + p13 + p1a —p12 —p13 v1(w1) i(wr)
—pi2 p12 + p23 + p24 —p12 vo(wi)| = | O (4.13)
—p13 —p23 p13 + p23 + paa | |v3(wi) 0
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Para poder maximizar la informacion disponible y estimar p, es necesario inyectar senales de
corriente usando diferentes electrodos y luego demodular las sefiales. Si se considera que este pro-
cedimiento es tal que es posible tener una matriz A, de rango completo p X p, entonces la ecuacion
(4.12) puede ser escrita como

Ay p = ie (4.14)

donde v, e i, son los voltajes extendidos y las corrientes extendidas. Si se considera un segundo
conjunto de datos obtenidos a partir de la inyeccién de corriente con frecuencia ws en el electrodo

2, entonces se puede escoger la siguiente matriz como A,

Avig(wi)  Aviz(wr)  Avig(wr) 0 0 p12 i(wr)
—Avya(wr) 0 0 Aoz (wr) 0 013 0
0 A —v13(w1) 0 ~Avoz(wy) Avsg(wi)| |p1a 0 (4.15)
Avia(wa)  Avig(wz)  Avig(wz) 0 0 P23 0
_—AUlg(WQ) 0 0 Avia(we) 0 | 34 ] _i(wQ)

donde Av;; = v; — v;.

El problema, entonces, es dado un conjunto de mediciones de v, e ie, estimar las admitancias

p. Se supone que las admitancias siguen un tipo modelo dindmico de paso aleatorio; i.e.

p=0 (4.16)

El observador de tipo Luenberger que se propone para el sistema descrito por el modelo dindmico

(4.16) y el mapa de salida implicito (4.14) es

lé =K (A'Ueﬁ - ie) (4'17)

Dado que los valores de Av son acotados, es posible encontrar los vértices de la regién convexa, y
generar asi un problema de LMI como el del teorema 3 Las simulaciones se realizaron considerando

diferentes valores de 3 obteniendo las simulaciones de la figura 4.16. Los valores de la ganancia K
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del observador para los diferentes valores de 3 son

Kp—010 =

Kg—0,12 =

Kg—0,14 =

Kg—0,16 =

[ 0,0141

—0,0868
~1,6016
—0,0157
| —0,0038

[—0,0106
10,0589
~1,0834
~0,0057

—0,0023

[0, 0200
~0,0560
~1,0262
—0,0056
| —0,0005

[0,0256
~0,0575
_1,1127
~0,0041

| -0,0025

0,0508  0,0033 —1,2604
0,0015 0,0930 —0,0352
—0,0051 —0,0099 0,0398
-0,0137 0,0210 —0,8040
—0,0000 —0,6158 0,0073

0,0339  0,0023 —0,8598

0,0002  0,0638 —0,0138
—0,0029 —0,0057 0,0142
-0,0101 0,0142 —0,5604

0,0000 —0,4329 0,0039

0,0306  0,0008 —0,8123
0,0005  0,0579 —0,0087
—0,0020 —0,0036 0,0055
—0,0086 0,0103 —0,5290
0,0004 —0,4097 0,0020

0,0316  0,0003 —0,9003
0,0007  0,0608 —0,0069
—0,0012 —0,0049 0,0052
—0,0111 0,0117 —0,5729
0,0005 —0,4428 0,0022

1,1103 |
0,1211
—0,8225
0, 0440
~0,0043 |

0,7636 |
0,0788
~0,5519
0,0172
~0,0016

0,7375 |
0,0721
—0,5209
0,0054
—~0,0015|

0,8231 |
0,0759
0, 5668
0,0047

—~0,0016]
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Capitulo 5

Conclusi6n

5.1. Sumario

En este trabajo, se han propuesto métodos simples de diseno de observadores para sistemas con
estructura Wiener y mapa de salida nolineal. Estos métodos abarcan los casos en que la salida esté
definida de manera explicita como funcién de variables del sistema, o definida implicitamente como
variable de una funcién no lineal. En ellos se considera la condicién Lipschitz de la funcién no lineal
de la dindmica o, alternativamente, la condicién menos conservadora ‘One Sided Lipchitz’. Para el
calculo de la ganancia del controlador que garantiza la estabilidad del observador, basta con resolver

un problema de optimizaciéon de LMI.

5.2. Conclusiones

En este documento se estudi6 el desarrollo de un método de disefio de observadores para sistemas
nolineales obteniendo como resultado un enfoque cuya solucién sélo requiere resolver un sistema de
inecuaciones de matrices lineales, cuya ventaja es que el calculo de la solucién de éste no genera un
gran costo de célculo.

A diferencia de varios trabajos anteriores, en este trabajo se buscd obtener resultados para siste-
mas que posean nolinealidades tanto en sus dindmicas como en sus mapas de salida simultdneamente
y sin restricciones en el niumero de valores propios sobre el eje imaginario.

Una ventaja del método propuesto es que durante la resolucién del sistema de inecuaciones, que
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es un problema de optimizacién, es posible agregar restricciones y garantizar una cierta tasa de
convergencia.

La principal contribucién de esta tesis es el desarrollo de un nuevo observador de estados para
sistemas nolineales otorgando alternativas a las ya existentes. Las alternativas propuestas en este
trabajo no poseen restricciéon alguna en el ntimero de valores propios de la matriz de transicién
de estados sobre el eje imaginario o en la existencia simultidnea de nolinealidades en las dindmicas
o en el mapa de salida del sistema, ademas que el calculo de la solucién de ellas es de un bajo

requerimiento computacional.

5.3. Trabajos Futuros

El siguiente paso esperable tras la creacién del método presentado en el presente documento es la
implementacién de éste en un sistema real. Se pretende implementar este observador en un proceso
de tomografia de impedancia eléctrica para poder estimar los valores de voltaje de los electrodos
del tomografo y asi poder recrear una imagen que muestre objetos de diferentes densidades dentro
de un recipiente.

Por otro lado, a futuro queda el buscar mejoras y alternativas al método presentado, como el
uso de la condicién ‘Quasi One Sided Lipschitz’ que podria presentar una alternativa atin menos

conservadora que las presentadas en el presente documento.
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