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Resumen

Si se consideran dos pares iniciales de particulas que estan maximalmente
entrelazadas, al realizar una medicion conjunta tipo von Neumann en la base de
Bell sobre una particula de cada par, las otras particulas se proyectan a un estado
entrelazado incluso estando espacialmente distantes. Esto se conoce como protocolo
de intercambio de entrelazamiento, pues de cierta forma el entrelazamiento se

redistribuye entre los diferentes pares de particulas iniciales.

En esta tesis se propone una realizacion del protocolo con dos estados parcialmente
entrelazados y una base de medicion general con amplitudes reales, esto con la
intencién de obtener un intercambio de entrelazamiento determinista, en otras
palabras que las cuatro salidas obtenidas, luego del procedimiento de medicion,
posean la misma cantidad de entrelazamiento. El protocolo realizado muestra
resultados positivos cuando se considera una situaciéon parcialmente determinista,
en particular, con tres salidas con igual concurrencia, este caso muestra ganancia
asociada al recurso de entrelazamiento y ademés presenta una alta probabilidad
asociada. Ademas, la situacion completamente determinista también es lograda
con éxito, sin embargo, al exhibir una pérdida en concurrencia se convierte en
un protocolo menos 6ptimo. Finalmente se desarrolla un analisis de la influencia
de la decoherencia generada por factores externos al sistema y se estudia como
se modifican los resultados obtenidos. Para esto se emplea un estado de Werner
y una expansion en serie de Taylor hasta el orden de perturbacion en el cual el

sistema no se ve afectado.
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Abstract

If two initial pairs of particles that are maximally entangled are considered, by
performing a joint Von Neumann-type measurement in the Bell basis on one
particle of each pair, the other particles are projected to an entangled state even
if they are separated. This protocol is known as entanglement swapping since
in a way the entanglement is redistributed between the different pairs of initial

particles.

In this thesis, a realization of the protocol with two partially entangled states and a
general measurement basis with real amplitudes is proposed, with the intention of
obtaining a deterministic entanglement swapping. In other words, the four outputs
obtained, after the measurement process, have the same amount of entanglement.
The protocol performed shows successful results when considering a partially
deterministic situation, in particular, with three outputs with equal concurrence,
this case shows improvement associated with the Entanglement resource and
presents a highly associated probability. Additionally, the fully deterministic
situation is also successfully achieved; however, by displaying a loss in concurrence
it becomes a less optimal protocol. Finally, an analysis of the influence of the
decoherence generated by external factors to the system is developed and it is
studied how the obtained results are modified. For this purpose, a Werner state
and a Taylor series expansion up to the perturbation order in which the system is

not affected are used.
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Capitulo 1. Introducciéon 1

Capitulo 1

Introduccion

El ser humano siempre ha sentido la necesidad de poder comunicarse con sus
semejantes ya sea de una forma completamente primitiva, mediante grabados en
piedra o senales de humo a una conexiéon mucho mas inteligente desarrollada en
la actualidad. Claramente, para poder crear la tecnologia que conocemos hoy en
dia, la teoria de la informacioén cuéntica ha sido una herramienta fundamental,
pues esta area de la fisica cuantica posee conceptos cruciales que no sélo ayudan
a mejorar y fortalecer la tecnologia del presente, sino que seran claves para el
desarrollo de nuevas ideas e invenciones en el futuro, un ejemplo de ello sera la

creacion de una red de comunicacion cuantica global ([3], [1], [2], [6], [7])-

Esta area de la fisica cuantica surge muchos anos despties de la famosa discusion
entre Niels Bohr y Albert Einstein, la cual ocurre en pleno siglo 20, siglo
en el cual se llevarian a cabo muchas teorias vigentes hasta el dia de hoy,
como lo son la relatividad y la mecanica cuantica, siendo esta tultima el pilar
fundamental de esta tesis. La teoria de la fisica cuantica trae consigo muchos
fenomenos y comportamientos contraintuitivos (como lo son, la superposicion
y el entrelazamiento), es decir, algo completamente contrario al razonamiento
que hasta la fecha otorgaba la fisica clasica. Aun asi, esta rama de la fisica logra
explicar muchos de los fenémenos que ocurren a nivel microscopico, por lo que ha
sido de vital importancia para entender lo que ocurre a estas escalas. Tal como
mencioné Niels Bohr: “Si alguien dice que puede pensar en la fisica cuantica sin

marearse, eso solo demuestra que no ha entendido lo mas minimo sobre ella.”

Ahora que nos encontramos en el medio de la segunda revoluciéon cuéantica |3,



es importante entender como se pueden usar las leyes de la mecénica cuantica
para poder mejorar el procesamiento de la informaciéon, pues esto promete un
gran numero de nuevas tecnologias en el futuro. Es por ello que en esta tesis se
abordara uno de los fenémenos de la informaciéon cuantica que cada vez cobra
mas fuerza gracias al surgimiento de los repetidores cuanticos [9], dicho fen6meno
es conocido como intercambio de entrelazamiento o entanglement swapping, el
cual ha logrado importantes realizaciones experimentales con una alta fidelidad
y concurrencia durante los tltimos anos ([10], [11]). Este protocolo, es uno de
los componentes principales de un repetidor cuantico, pues permite conservar
o mantener la cantidad de entrelazamiento entre memorias cuanticas. De ser
posible la realizaciéon de un repetidor cuantico, la distribucién de entrelazamiento
gracias al fenémeno de la teleportacion cuantica alcanzaria distancias cada vez mas
grandes permitiendo la posibilidad de establecer una red cuéntica global, la cual
tendria una multitud de aplicaciones, tales como establecer una mayor seguridad
a nuestros datos y la posibilidad de establecer un supercomputador cuantico, el
cual permitirfa hallar solucién a algunos problemas que hoy en dia son complejos
de resolver. Un avance importante para el futuro de los repetidores cuanticos fue
realizado este afno por Xiao Liu et al. [12], publicacién en la cual se muestra por
primera vez la realizacion experimental de la distribuciéon de entrelazamiento entre

dos memorias cuanticas separadas por 3.5 metros.

Para lograr una mayor comprension del fenémeno del intercambio de
entrelazamiento, esta tesis comienza desde los cimientos de la fisica cuantica
dando a conocer el formalismo matematico de la teoria clasica y la teoria cuantica,
para luego estudiar la interpretacion de de esta ultima en el area de la informacion.
Se termina el marco tedrico de esta tesis mencionando el protocolo de intercambio
de entrelazamiento en su version estandar y en su version probabilistica, la primera
considera estados puros iniciales maximalmente entrelazados y la segunda estados
parcialmente entrelazados iguales, en conjunto con una base de medicion de Bell

para ambos casos.

En el capitulo 3 se introduce y desarrolla en profundidad la investigacion
realizada en esta tesis, esta consistird en analizar el protocolo de intercambio
de entrelazamiento en forma general considerando estados iniciales parcialmente
entrelazados diferentes y una base de medicién con coeficientes arbitrarios, con

estos recursos se buscara llevar a cabo un protocolo 6ptimo (donde se genere un



aumento del entrelazamiento en los estados deseados) y de manera determinista.
El estudio se vera fortalecido con un posterior analisis de los efectos causados por

la presencia de decoherencia que podria afectar a nuestro sistema.

Finalmente en el capitulo 4 se mencionaran algunas conclusiones importantes

asociadas al protocolo de intercambio de entrelazamiento estudiado.



4 Capitulo 2. Marco Teorico

Capitulo 2

Marco Teoérico

2.1. Historia de la Comunicaciéon

La informacion de esta seccion esta basada en los siguientes libros: [13], [11], [17],
[10] y [17].

Comunicarse o transmitir informaciéon es algo inherente al ser humano, esto que
en principio puede sonar algo bastante sencillo de resolver, termina convirtiéndose
en un desafio a lo largo de la historia de la humanidad, con el paso de los anos se
van desarrollando soluciones tecnologicas para poder superar el mayor obstéculo

de la comunicacion: la distancia y la seguridad de la informacion transmitida.

Algunos ejemplos primitivos de como el ser humano transmitia informaciéon son
los siguientes: aproximadamente treinta mil anos antes, el ser humano practicaba
una expresion de arte conocida como manifestacion rupestre o arte rupestre, el
cual consistia en tallados realizados en cuevas principalmente de figuras, se cree
que este tipo de expresion correspondia a practicas rituales realizadas durante esos
tiempos, otros creen que eran realizadas con fines puramente estéticos, por otra
parte muchos historiadores sospechan que este tipo de pinturas correspondia a
una forma o mas especificamente, a una necesidad de comunicacion, especialmente
de ciertos conocimientos y mitos que no se podian transmitir de forma oral. Otro
ejemplo en el cual la transmiciéon de informacion lo més rapido posible era de vital
importancia, se sitia en la antigua China especificamente durante la creacién de
la famosa muralla china, en ella los soldados de la Gran Muralla usaban el humo

de las hogueras que prendian en sus torres para alertar de la posible presencia
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enemiga, mensajes que viajaban de torre en torre, de esta forma, en tan sé6lo unas
horas el mensaje de peligro lograba avanzar centenares de kilémetros. Estos dos
ejemplos buscan evidenciar la importancia que el ser humano le ha dado al proceso

de comunicacién durante la historia de la humanidad.

En el pasado, algo muy fundamental para la historia de la comunicaciéon que
permitio crear conexiones de informaciéon mucho mas complejas fue la creacion
del lenguaje, acerca de esto Linares et al. [18] dice: “La articulacion de sonidos

origina el surgimiento de la palabra y con esto, el origen del lenguaje” (228-229).

Mucho mas tarde, alrededor del siglo XIX se consolid6 la comunicacion entre largas
distancias, gracias al desarrollo de la escritura, un nuevo método que permitiria la

conservacion y transmision de informacion.

Entre los siglos XVII y XVIII el intercambio de correspondencia entre los diferentes
paises se regulaba por acuerdos entre las naciones implicadas, pero en el siglo XIX
esta red de acuerdos se hizo demasiado compleja, lo cual se resolveria anos después.
El 15 de septiembre de 1874, Heinrich von Stephan convocé a una conferencia
en Berna en la cual propuso una organizaciéon reguladora del correo a escala
mundial. Con esto el dia 9 de octubre de 1874, nace la Union Postal General (en
1878 cambiaria su nombre a Unién Postal Universal) y con ello se agilizan las

comunicaciones.

En paralelo a lo anterior, surge una nueva herramienta que también permitiria
la transmision de informacién a grandes distancias, junto con una considerable
ventaja en la rapidez de la comunicacion, pues el mensaje transmitido lo haria
de forma casi inmediata, el telégrafo, el cual consiste en un dispositivo eléctrico
que permite transmitir mensajes de texto mediante senales eléctricas que viajan
a través de cables empleando la codificacion por medio del codigo morse'. En
particular en el ano 1836, Samuel Morse y Alfred Vail demostraron que era posible

transmitir informacién con seniales eléctricas.

Afnos mas tarde, durante los primeros meses de 1876, el cientifico britanico
Alexander Graham Bell patent6 el teléfono en Nueva York, consagrando al joven
escocés como el padre del teléfono. Este invento empleaba la electricidad para

hablar a distancia sin la necesidad de usar un cédigo y permitia iniciar una red

IEl c6digo morse consiste en una combinacién de puntos y rayas en donde la duraciéon del punto
es una unidad y la de la raya es de tres unidades. Cada letra del alfabeto o nimero es una
combinacién particular de puntos y rayas.
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telefénica en tiempo real que lograba conectar a personas separadas espacialmente.

Dos décadas después, en 1896 el italiano Guglielmo Marconi mejorarfa el famoso
telégrafo y terminaria disenando el radiotelégrafo. El mayor cambio o modificacién
serfa la ausencia de cables, pues el radiotelégrafo permitiria el envié de mensajes
a través de ondas de radio. En 1901 se realizaria la primera comunicaciéon usando

ondas de radio a través del océano Atlantico (entre Inglaterra y Canada).

En el siglo XX, se llevaria a cabo una de las mayores revoluciones de la sociedad
moderna, particularmente en el ano 1969 nace el Internet, cuyo surgimiento se
desarrolla en el contexto de la Guerra Fria. Dicha herramienta fue creada por
ARPA (Agencia de Proyectos de Investigacion Avanzada), quien corresponde al
Organismo del Departamento de Defensa de Estados Unidos creado en 1958. La
creacion del Internet permitié establecer redes globales capaces de conectar a
diferentes usuarios. El uso de la red se limité al intercambio de correos y como
fuente de almacenaje de la informacion global, con el paso de los anos se terminaria

convirtiendo en el Internet que conocemos hoy en dia.

Durante la primera mitad del siglo XX, debido a la rapida difusion que
experimentan todos los medios de comunicacién existentes, en relacion al
procesamiento y transmisiéon de informacion, se desarrolla el primer modelo
cientifico del proceso de comunicacion, el cual se conoce como Teoria de
la Informacién o Teoria Matematica de la Comunicacién’. La primera
formulacion de las leyes matemaéticas que gobiernan a los sistemas de comunicacion
se desarrollo en el ano 1928 por el americano Ralph Hartley [20]. Mas adelante,
en el ano 1949, dichas leyes serian mejoradas y se establecerian los principios de

la teorfa de la informacion a manos de Claude Shannon y Warren Weaver ([21],

[22])-

Tal como menciona Burgin [23], la informacién se ha convertido en un
concepto clave tanto en areas como la sociologia, la ciencia politica y la
economia de la llamada sociedad de la informacion. Por lo tanto, si queremos
comprender mejor la vida, la sociedad, la tecnologia, entre otros, necesitamos
saber qué es la informacion y como se comporta (p. 1).

Por esta razon, en la siguiente seccion hablaremos de la teoria de la informacion,

concentrandonos en la teoria de Claude Shannon, para ello usaremos como

2Es importante mencionar que con teoria de la informacién nos referimos al “tratamiento
matemaético de los conceptos, pardmetros y reglas que gobiernan la transmisiéon de mensajes a
través de sistemas de comunicacion” [19]
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referencia principal las publicaciones de Shannon realizadas en los anos 1948
y 1949 ([21], [22]), también se empleara el libro desarrollado por Shannon y

Weaver [!], en conjunto con el trabajo de Marcello Delgado [21].

2.1.1. Teoria de la Informaciéon Clasica

La base de la teoria de la informacién de Shannon y Weaver queda representada
por algunos de sus componentes tales como lo son el emisor y el receptor. Por
otro lado, el mensaje que se desea transmitir va del emisor al receptor a través
de un canal elegido para transportar la informacién. La idea principal de esta
teoria es proporcionar una definicién rigurosa de la nocion de informacion, tal que
nos permita investigarla y cuantificarla. Esta teoria sirve por diversos motivos,

algunos de ellos son:

» Estudiar aspectos destacados en el proceso informativo, como lo son los
canales de comunicacion, el ruido que se puede presentar durante el proceso

de comunicacion, entre otros.

= Estudiar los elementos que pueden perjudicar o impedir el proceso
comunicativo, es decir, que un mensaje no logre llegar a su destino de

forma eficiente, con esto nos referimos a la presencia de ruido en el canal.
= Analizar la codificacion y decodificacion de los mensajes.

= Determinar la manera mas eficiente, rdpida y econémica de transmitir un

mensaje.

Esqueméticamente se puede representar el sistema de comunicacion de la siguiente

forma:

Fuente Destino

. Canal de
Transmisor s Receptor
Transmision

Sefial Transmitida Sefial Recibida

Mensaje Mensaje

Figura 2.1.1: Diagrama esquematico del sistema de comunicacion.
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En la figura anterior se representan los siguientes componentes de la teoria de
la informaciéon: La fuente de informacién, la cual selecciona un mensaje de un
conjunto de posibilidades que puede consistir en palabras escritas o habladas
como también en imégenes, musica, entre otros. El transmisor, quien cambia este
mensaje en la senal para ser enviada a través del canal de comunicaciéon. Un
ejemplo de esto ocurre en el habla oral, aqui la fuente de informacién es el cerebro
y el transmisor es el mecanismo de voz que produce la presion sonora variable (la

senal) que se transmite a través del aire (el canal).

Antes de estudiar y analizar la teoria de Shannon es importante definir algunos

conceptos que formaréan la base de lo que se mostrard mas adelante:

= Bit clasico: Corresponde a la unidad binaria de la informacion en la
computacion clasica. Toma dos valores posibles, tipicamente se utiliza el 0 y
el 1. En general se pueden implementar con dispositivos o sistemas fisicos
que son capaces de estar en dos estados posibles. Si se desea comunicar y
procesar la informacién clasica se pueden utilizar n-bits de forma tal que

tengamos acceso a 2" numeros 6 simbolos.

= Cadena o String: Sea X un conjunto finito o contable. Entonces tenemos
que X* denota el conjunto de cadenas o secuencias finitas sobre X. Las
cadenas binarias son los elementos de {0, 1}* = {0, 1,00, 01, 10, 11,000, ... }.

Cada letra de una cadena se llama bit, abreviatura de digito binario.

Como se menciond anteriormente una de las ventajas que otorga esta teoria es
la posibilidad de responder a la siguiente pregunta planteada por Shannon [21]:
“;Podemos definir una cantidad que medira, en algtn sentido, cuanta informacion
es “producida” por tal proceso, o mejor, ja qué ritmo se produce la informacioén?”
(p. 392).

Para ello supongamos lo siguiente: tenemos un set de posibles eventos cuyas
probabilidades de ocurrencia son p; con i € {1,n}, estas probabilidades diremos
que son conocidas ;Es posible encontrar una medida de cuan inciertos estamos del
resultado? Si existe tal medida, digamos H(p;), es razonable exigirle las siguientes

propiedades:
= H deberia ser continua en los p;.

= Si todos los p; son iguales, p; = %, luego H deberfa ser una funciéon creciente
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mono6tona de n. Cuando tenemos eventos igualmente probables, hay mas

incertidumbre en los casos donde existen mas eventos posibles.

= Si una elecciéon se descompone en dos opciones sucesivas, la H original debe
ser la suma ponderada de los valores individuales de H. Para entender de
mejor forma lo anterior, supongamos el siguiente ejemplo, a la izquierda
de la figura 2.1.2 tenemos tres posibilidades p; = %, Py = % y p3 = %. Ala
derecha elegimos primero entre dos posibilidades cada una con probabilidad
%, si ocurre la segunda posibilidad, hacemos otra eleccion con probabilidades
% y % Los resultados finales tienen las mismas probabilidades que antes.

Entonces, necesitamos que

w1y o (L) ly (2L
236 22 2 33

b
a) ) 12
1/2 12
1/3
2/3 1/3
1/6 1/2
1/3 1/6

Figura 2.1.2: Dos posibles descomposiciones (a y b) de una eleccion de tres
posibilidades. Este ejemplo fue empleado en el libro de Shannon y Weaver |[I].

De aqui surge el siguiente teorema:

Teorema: El tinico H que satisface las tres condiciones anteriores es de

la forma:
H= —KZpi log, p; (2.1.1)
i=1
donde K es una constante positiva.

Las cantidades de la forma H = — """ | p;log, p; (en donde la constante K no es

mas que la eleccion de una unidad de medida) desempenan un papel importante en
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la teorfa de la informacion como medidas de informacion, eleccion e incertidumbre.

Este H es la famosa Entropia de Neumann.
La cantidad H tiene una serie de propiedades interesantes, tales como:

1. H = 0, sélo si todos los p; menos uno son cero, teniendo este el valor 1.
Esto significa que s6lo cuando estamos seguros del resultado, H = 0, en caso
contrario H es positivo. Para entender de mejor manera, supongamos que
lanzamos una moneda la cual tiene igual probabilidad (50 %) de salir cara o
sello, si consideramos un lanzamiento no aleatorio, es decir modificamos el
experimento de forma tal que siempre salga sello una vez lanzada la moneda,
la entropia de Shannon es cero, pues la informacién que se posee es completa

(tenemos total certeza del resultado).

2. Para un n dado, H es un maximo e igual a logn cuando todos los p;
son iguales, es decir, % Esta es también la situaciéon maés incierta posible,
pues desconocemos totalmente la salida del experimento o situacién. En el
ejemplo de la moneda significaria tener nulo conocimiento de si la salida
seré cara o sello, en este caso decimos que la distribucion de probabilidades

es homogénea.

3. Consideremos dos espacios muestrales X', ) con variables aleatorias asociadas
x e y. De aqui surge la siguiente pregunta ;Cuanto nos dice un resultado o
salida o = 7 sobre el valor que tomara y? Para ello supongamos que tenemos
dos eventos, x e y, con m posibilidades para el primero y n para el segundo.
Sea p(i,j) la probabilidad de que ocurra conjuntamente i para el primero y

J para el segundo. La entropia del suceso conjunto corresponde a:

H([L‘,y) - - ZP(ZJ) 10g2p(17j)

1]

mientras,
H(z) = =3 _pli.j)logy 3 p(i. )
H(y) = - ZP(Z;]) 1Og2 Zp<l7j)
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Se puede mostrar que,
H(z,y) < H(x)+ H(y) (2.1.2)

la incertidumbre de un suceso conjunto es menor o igual a la suma de
las incertidumbres individuales. En particular la igualdad de la expresion

anterior (2.1.2) s6lo ocurre si los eventos son independientes, es decir, p(i, j) =
p(i)p(7)-

4. Cualquier cambio hacia la igualacion de las probabilidades p; con ¢ € {1,n}
aumenta H. Por ende, si p; < ps y aumentamos p; disminuyendo p, una
cantidad igual para que p; y po sean casi iguales, entonces H aumenta. De
forma més general, si realizamos cualquier operacion de “promediar” sobre

p; de la forma,
p; = Z Gi5Dj
J

donde >, a;; = Zj a;; = 1y todos los elementos a;; > 0 haran que H

aumenta.

5. Supongamos que hay dos sucesos fortuitos =z e y no necesariamente
independientes. Para cualquier valor particular ¢ que = puede asumir hay

una probabilidad condicional p;(7) de que y = j, esta viene dada por

o plisg)
A TR

Con esto definimos la entropia condicional de y, H,(y), como el promedio
de la entropia de y para cada valor de & ponderada segin la probabilidad

de obtener ese valor de = en particular, es decir:
.7j

Esta cantidad mide la incertidumbre que tenemos sobre y en el promedio
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cuando conocemos z. Si sustituimos el valor de p;(j) obtenemos lo siguiente

H,(y) = — Zp(i,j) log, p(i, j) + Zp(ivj) log, Zp(i,j)

= H(z,y) — H()
H(w,y) = H(x) + Ha(y)

En resumen, la incertidumbre (o entropia) del evento conjunto (z, y) es la
incertidumbre de z més la incertidumbre de y cuando conocemos x (entropia

condicional).

6. De los puntos 3 y 5 tenemos la siguiente relacion,

H(x)+ H(y) > H(z,y)

= H(y) > H

«(Y)

lo cual nos dice que la incertidumbre de y nunca aumenta por el conocimiento
del evento x. Vemos que dicha incertidumbre s6lo disminuye a menos que x

e y sean eventos independientes, en cuyo caso no se modifica.

Con lo anterior también podemos extraer la siguiente conclusion, si estas dos
variables aleatorias de cierta forma dependen una de la otra, el conocimiento
de una puede otorgarnos conocimiento sobre el resultado de la otra, esto

puede ser cuantificado utilizando el concepto de informacion.

Informacioén: Para dos variables aleatorias x e y la informacion en el resultado o

salida = i sobre y se define como:
I(x =i:y)=H(y) — Ho=i(y) (2.1.3)

Esta definiciéon mide el cambio en la incertidumbre sobre y que se produce
cuando conocemos el resultado z = i. A partir de aqui también podemos ver que
I(zx =1i:2) = H(z), ya que H,—;(z) = 0, esto se debe a que toda la incertidumbre
ha sido eliminada pues conocemos el resultado de la salida. También podemos ver

que I(x =i:y) e I(y =j:x) no son directamente comparables, pero si podemos
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comparar directamente sus valores esperados.

con p;(i) la probabilidad de que un evento x = i ocurra y ps(j) la probabilidad

de que un evento y = j ocurra.

pu(i) =Y (6,4), pa(i) =D _(i,))

j i
Informacion Mutua: Definimos la informacién mutua entre variables aleatorias

x e y como el valor comin,

también,

I(z;y) = H(z) + H(y) — H(z,y)
= H(z) — Hy(z) = H(y) — H.(y)

- p(i, )
=2 2 e G
A pesar de que la teoria de la informacion clasica es conocida y ampliamente
estudiada, con el paso de los afios van surgiendo problemas computacionales cada
vez més complejos de resolver, junto con la necesidad de una mayor seguridad
asociada a nuestros datos que permita una conexién confiable entre las personas
que forman parte de un canal de comunicacion. Es por ello que podemos decir
que la tecnologia actual esta alcanzando un limite. Una forma de ver esto es con

la conocida Ley de Moore.

2.1.2. Ley de Moore

La ley de Moore surge en el anio 1965 por Gordon Moore [25] y corresponde a un

término utilizado para referirse a la observacion o prediccion realizada por Moore,
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la cual nos dice que el nimero de transistores en un circuito integrado denso se

duplica aproximadamente cada dos anos.

Hoy en dia sabemos que no solo esta aumentando el niimero de transistores en un
chip, si no que también el tamano de estos estd disminuyendo, una referencia a
esto ultimo es que para el ano 2021 el tamano de los chips ha alcanzado los 2 nm
aproximadamente [20], es decir un tamano microscopico en donde las leyes de la

fisica cuantica comienzan a cobrar fuerza.

Con esto vemos claramente que estamos llegando a un punto en el cual la tecnologia
actual esta alcanzando los limites de lo clasico/cuantico. De aqui surge la necesidad
de implementar una informacién/computacion cuantica capaz de resolver las

probleméticas que deja la fisica clasica.

2.2. Nociones y algebra de la Mecanica Cuantica

Tal como se menciona en el libro de Rainer Dick [27], la mecanica cuantica se
formul6 con la intencién de lograr explicar ciertos sucesos o fenémenos que la
mecanica, la termodinamica y la electrodindmica clasica no eran capaces de resolver
o entender, de esta forma, la mecénica cuantica proporciona medios para explicar
las propiedades de los atomos, los electrones y la radiacion electromagnética.
Ademsés, una vez que se introdujo la famosa ecuacion de Schrodinger y la
cuantizaciéon de las ecuaciones de Maxwell qued6 claro para la historia de la
fisica que la mecénica cuantica es una herramienta fundamental e imprescindible,
ya que no podemos explicar ninguna propiedad fisica de la materia y la radiacién

sin el uso de esta.

La primera prueba de que la fisica clésica estaba incompleta aparecié cuando
se estudiaron ciertas propiedades asociadas a los espectros electromagnéticos.
En efecto los gases finos de 4tomos o moléculas emiten espectros lineales, esto
contradice el hecho de que un sistema clasico de cargas eléctricas puede emitir
radiacion de cualquier frecuencia. Por el contrario, un cuerpo caliente si emite un
espectro continuo, atn asf la forma de dichos espectros de radiacién no podia ser

explicada por la termodinédmica y la electrodindmica clasica.

La soluciéon a las probleméticas generadas por los espectros electromagnéticos

lleg6 cuando Max Planck descubrié la manera de calcular los espectros de las
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fuentes de calor, bajo la suposiciéon de que la energia en la radiaciéon térmica de

frecuencia f esté cuantizada en multiplos enteros de un cuanto de energia minima

hf,
E=nhf, neN (2.2.1)

siendo A la constante de Planck con un valor aproximado de h = 6,626 x 10734.J - s

y puede ser medida a partir de la forma del espectro de radiacion térmica.

Albert Einstein se da cuenta de que la ecuacién anterior postulada por Planck
también es capaz de explicar el efecto fotoeléctrico, fenomeno que lo llevaria a
recibir el premio nobel en el ano 1921. Einstein propuso que la condicion de
cuantifizaciéon de Planck corresponde a una propiedad intrinseca de las ondas
electromagnéticas. Sin embargo, una vez que la ecuacion 2.2.1 se acepta como
una propiedad intrinseca de las ondas electromagnéticas, es un pequeno paso para
hacer la conexion con los espectros de linea de atomos y moléculas, y concluir que
estos espectros de linea implican la existencia de niveles de energia discretos. Esto
quiere decir que los atomos y moléculas parecen ser capaces de emitir radiaciéon sélo
saltando de un estado o nivel energético discreto a otro estado energético inferior.
Esta linea de razonamiento combinada con la dinamica clasica entre los electrones
y los nucleos atomicos conduce naturalmente a la teoria de Bohr-Sommerfeld de

la estructura atomica. Esto se conoce como la antigua teoria cuantica.

Con esto podemos ver que una de las principales motivaciones para el surgimiento
y desarrollo de la mecanica cuantica, fue explicar los niveles de energia discretos en
los atomos, moléculas y radiacion electromagnética. Mas tarde seria Schrodinger
quien encontraria o darfa una explicacion para la discretizacion de los niveles de
energia en atomos y moléculas a través de su famosa ecuacion de onda,

h2

o . N h
ih h(%,1) = =5 —AG(E, 1) + V(@) (&, 1), con h= o~

2.2.1. Espacio de Hilbert

Para poder definir un espacio de Hilbert emplearemos el libro de Isaac Chuang y
Michael Nielsen [2%], principalmente para estudiar el algebra y algunos conceptos

claves.
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El concepto de espacio vectorial es algo esencial y fundamental del algebra lineal.
Un ejemplo de espacio vectorial es el espacio C", el cual corresponde al espacio
de n-tuplas de nimeros complejos, los cuales denotaremos de la siguiente forma:
(21,.--,2n). Los elementos de un espacio vectorial son conocidos como vectores y
generalmente se representan en notaciéon matricial a través de una matriz columna.

Dicho espacio tiene definida las siguientes operaciones:

= Operacion de Adicion

/
z21+ 2

_~

21 z

_l’_
Il

~

Zn 2z, Zn + 20,
la cual toma dos pares de vectores y los convierte en otros dentro del mismo
espacio C™.

= Multiplicacion por un escalar:

Z1 zZZ21

Yim Z2Zn

donde z corresponde a un escalar complejo.

En adicién a lo anterior, un espacio vectorial también contiene un vector cero
especial, el cual denotaremos como 0, este satisface la propiedad de que para

cualquier otro vector |v)?, [v) +0 = |v).
Con las caracteristicas y operaciones mencionadas podemos introducir la siguiente
definicion,

Definiciéon: Un subespacio vectorial corresponde a un subconjunto W de V', siendo
V' el espacio vectorial, tal que W también corresponde a un espacio vectorial, es

decir, W debe ser cerrado bajo la multiplicaciéon por escalar y la adicion.

También, en relacion a los espacios vectoriales, es importante hacer mencion de lo

que son las bases de un espacio vectorial. Un spanning set para un espacio vectorial

3Durante el desarrollo de esta tesis usaremos la notacién estandar de la mecanica cuantica para
los conceptos de algebra lineal. Un vector en el espacio vectorial se representa con un ket: 1),
donde v es la etiqueta del vector y el simbolo |.) es usado para indicar que el objeto corresponde
a un vector.



2.2. Nociones y algebra de la Mecanica Cuantica 17

corresponde a una coleccién o conjunto de vectores: |vq), ..., |v,) tal que cualquier
vector |v) del espacio vectorial puede escribirse como una combinacion lineal
|v) = >, a;|v;) de vectores en ese conjunto. Generalmente un espacio vectorial

puede tener diferentes spanning sets.

Definicién: Un set o conjunto de vectores diferentes de cero |vy) , ... |v,) se dice
que son linealmente dependientes si existe un conjunto de nimeros complejos

ai, ..., a, con a; # 0 para al menos un valor de i, tal que,

ay|v1) + ag |va) + ... + ay |v,) =0

Definicién: Un conjunto de vectores es linealmente independiente si no es

linealmente dependiente.

Definicién: Se puede demostrar que dos conjuntos cualesquiera de vectores
linealmente independientes que abarcan un espacio vectorial V' contienen el mismo
nimero de elementos. Llamamos a este conjunto una base de V. El ntimero de

elementos de la base se define como la dimensién de V.

Finalmente, la ultima herramienta que necesitamos para definir lo que es un

espacio de Hilbert es el concepto de producto interno.

Definicién: Un producto interno es una funcién que toma como entrada dos
vectores |v) y |w) de un espacio vectorial y produce o genera como salida un

nimero complejo.

Una notacion que representa dicha operacion y es usada en el texto de Nielsen y
Chuang 28] es la siguiente: (|v),|w)), que corresponde al producto interno entre
los vectores |v) y |w). En general la notacion estandar del producto interno es el
bra-ket cerrado, es decir, cuando se establece algo de la forma: (v|w), donde |[v) y

|w) son vectores en el espacio de producto interno.

En general tenemos que una funcion (-,-) de V- x V' a C es un producto interior si

satisface las siguientes condiciones:

1. (-,-) es lineal en el segundo argumento,

<|U>7 Z Ai ’wz‘>> = Z Ai (|v), [wi))
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2. (Jv), [w)) = (Jw), [0))".
3. (Jv),|v)) >0, la igualdad se cumple cuando |v) = 0.

Un ejemplo de lo anterior corresponde al espacio C", el cual posee el siguiente

producto interno:

21

(Y1, ¥n) s (21,2 20)) Ezyfzi: [T

Zn

Definicién: Se denomina espacio de producto interno a un espacio vectorial
equipado con un producto interno. Los espacios vectoriales complejos dotados
de un producto interno que surgen en la computaciéon cuantica y la informacion

cuéntica reciben el nombre de espacio de Hilbert.

Es importante mencionar que en dimensiones infinitas los espacios de Hilbert
satisfacen restricciones técnicas adicionales mas alla de los espacios de producto
interno. Un ejemplo de un espacio de Hilbert infinito-dimensional es L?, que
corresponde al conjunto de todas las funciones f : R — R, tal que la integral de

f? sobre toda la recta real es finita. En este caso el producto interior es

—+00

(f.9) = f(x)g(z)dx

2.2.1.1. Ortogonalidad y Ortonormalidad

Una vez entendido el concepto de producto interno podemos estudiar la definicion

de ortogonalidad y ortonormalidad [25].

Definiciéon: Los vectores |w) y |v) se dice que son ortogonales si su producto

Interno o interior es cero.

Definicion: La norma de un vector |v) viene dada por:

I}l = v {vlv)

de la definicién anterior vemos que un vector unitario o vector normalizado

es aquel vector |v) que cumple: |||v)|] = 1. Cuando hablamos de normalizar un
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vector nos referimos a dividir por su norma, luego la siguiente expresion

es la forma normalizada del vector |v) (para cualquier vector diferente de cero,

pues hay que tener cuidado con las indeterminaciones).

Definicion: Un conjunto |i) de vectores con indice i es ortonormal si cada vector
es un vector unitario y los vectores distintos del conjunto son ortogonales, es decir,

(i|7) = 6;;, donde i y j se eligen del conjunto indice.

Un conocido método que permite generar una base ortonormal |vy) , ..., |vg) para

el espacio vectorial V' es el Método de Gram-Schmidt.

2.2.2. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Para explicar y definir los distintos tipos de operadores se utilizaron como referencia

los siguientes textos: [25], [29] v [30].

Definiciéon: Se define un operador lineal entre los espacios vectoriales V' y W

como cualquier funciéon A : V' — W que es lineal en sus entradas,

A (Z a; \w)) = ZGiA (Jv:))

de esta ecuacion podemos ver que una vez especificada la accion de un operador
lineal A sobre una base, la accion de A estd completamente determinada sobre

todas las entradas.

Un operador lineal importante en cualquier espacio vectorial V' es el operador

identidad, [y, , definido por la ecuacion,
Iy o) = |v)

para todos los vectores |v). Otro importante operador lineal es el operador cero
o nulo (lo denotaremos por 0), este operador mapea todos los vectores al vector

cero,

0v) =0
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Supongamos que V, W y X son espacios vectoriales y que A : V — Wy
B : W — X son operadores lineales. Entonces utilizaremos la notacion BA para
denotar la composicion de B con A, definida por (BA)(|v)) = B(A(|v)).

Habiendo estudiado de manera general algunos operadores lineales, podemos
hacer menciéon de una forma conveniente de escritura, la cual nos ayudara a
comprender de mejor forma dichos operadores, esta escritura corresponde a
la representacién matricial. Para entender como funciona esta representacion,
supongamos que A : V' — W es un operador lineal entre los espacios vectoriales
V' y W, también supongamos que |v1) , ..., |vy) ¥ |w1) , ..., |w,) son bases para V'
y W respectivamente. Luego, para cada j en el rango 1,...,m, existen nimeros

complejos A;; a través de A,,; tal que,
Alvg) = A |wi)

La matriz cuyas entradas son los valores A;; se dice que forma una representacion

matricial del operador A.

Como estudiamos la ortogonalidad y ortonormalidad de los vectores en la seccion
anterior, podemos mencionar que cada vez que hablemos de una representacion
matricial para un operador lineal nos referiremos a una representacion matricial
con respecto a las bases ortonormales de entrada y salida. También utilizamos la
convencion de que si los espacios de entrada y salida de un operador lineal son los
mismos, entonces las bases de entrada y salida son las mismas, a menos que se

indique lo contrario.

Con esto podemos redefinir el producto interno en un espacio de Hilbert, para

ello, sean [w) = >, w; i) y [v) = >, v;|j) representaciones de los vectores [w) y
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|v) con respecto a una base ortonormal |7). Luego?,

(vfw) = (Zvim,ijm)
= ZU;(UJJ‘(SW' = Zv;‘wl

w1

Hay una forma ttil de representar los operadores lineales que hace uso del
producto interno, conocida como la representaciéon del producto externo. Para
ello supongamos que |v) y |w) son dos vectores que pertenecen a los espacios de
producto interno V' y W, respectivamente. Definimos |w) (v| como el operador

lineal de V' a W cuya accién esta definida por,

(fw) (o)) ([v)) = |w) (vv) = (v]e) [w)
la expresion |w) (v|v') la usaremos para denotar el resultado cuando el operador
|w) (v] actua sobre |v').

También podemos emplear combinaciones lineales de operadores de producto
externo |w) (v|, de esta forma ), a; |w;) (v;| es el operador lineal, el cual, actuando

sobre |v") produce como salida,
Z a; |w;) (vi|v')

Consideremos lo siguiente, sea |i) cualquier base ortonormal para el espacio

vectorial V', tal que un vector arbitrario del mismo espacio puede escribirse como:

4Recordar que,

(ilg) = di;
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lv) = ", v; |i) para algin conjunto de ntmeros complejos v;”,

(Z |i><i|> [v) = Z i) (ilv) =) wili) = |o)

7

de lo anterior obtenemos la conocida relacion de completitud (completeness

relation),

Yol =1

Ahora, teniendo esta herramienta podemos analizar una forma de representar
cualquier operador en la notaciéon del producto exterior. Para ello, supongamos
el operador lineal A : V' — W, |v;) y |w;) son bases ortonormales para V' y W,

respectivamente. Usando la relacion de completitud anterior dos veces,
A=IwAly =) |ws) (wilAlos) (vil =~ (wjl Alvg) [w;) (vil
ij ij

lo cual corresponde a la representacion de producto externo del operador A. Con
esto también podemos extraer que A tiene elemento de matriz (w;| A|v;) en la
i-ésima columna y j-ésima fila con respecto a la base de entrada |v;) y la base de

salida |w;)

2.2.2.1. Operadores Adjuntos y Hermiticos

Supongamos que A es un operador lineal en un espacio de Hilbert V. Resulta que
existe un tinico operador lineal AT en V tal que para todos los vectores |v), |w)
eV,

(Jv), Alw)) = (AT |v) , [w))

este operador se conoce como el adjunto o conjugado hermitico del operador A.

Algunas peculiaridades de la definicién anterir son las siguientes:

= (AB)T = B Al

5Es importante notar que:

(i[v) = v;
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- (Alo))f = (o] A1,

= Si |w) y |v) son dos vectores cualesquiera, se cumple que (|w) (v|)T = |v) (w].

Para ver esto, supongamos que |¢) y |¢) son vectores en V,
(1), (o) @Dl = () @) 1), 16)) " = (100, (o) @) 1)) = (@] () o) )
por otro lado,

(1), () (DIg))" = ((Wlw) (v]6))* = (Blo) (w])

luego,

(@] (Jw) (v])T [) = (¢lv) (w]t) para vectores arbitrarios [¢), [¢)
~ (lw) () = o){wl

= La operacién adjunta es anti-lineal,

(@40 19, 1)) = (I8}, @i slw))
= a; (|6, Aily))
= a; (4ll9), 1v))
= (arallo) 1))

(AT = ar Al

- (AN = 4,
((AT)T ), l¢>> = (10), 4"l8)) = (AT16), 19))" = (19), Alp))* = (Al),16))
~(NY A

En una representacion matricial de un operador A, la acciéon de la conjugacion

hermitica lleva la matriz de A a la matriz transpuesta conjugada, AT = (A4*)T |
donde * indica la conjugacién compleja y T" indica la operacion de transposicion o

transpuesta.

Un operador A cuyo adjunto es A se conoce como operador hermitico o

autoadjunto.
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2.2.2.2. Operador Proyector

Son un tipo de operador hermitico. Supongamos que W es un subespacio

vectorial k-dimensional de un espacio vectorial V' que es d-dimensional. Usando el

procedimiento de Gram-Schmidt es posible construir bases ortonormales [1) , ..., |d)
para V', tal que |1), ..., |k) es una base ortonormal para W. Por definicion,
k

P = Z bXd (2.2.2)

es el proyector en el subespacio W.

Una propiedad importante de los proyectores es que satisfacen lo siguiente: P? = P,

para probar esto, consideramos la expresion vista en 2.2.2

P2 - (Z |z'><i|> S| = S0 ) 6l = S 1k = 3 livil = P

2.2.2.3. Operador Normal

Un operador A se dice que es normal si cumple que: AAT = ATA, es decir que es
un operador que conmuta con su adjunto. Algunas curiosidades de este tipo de

operador son:
= Un operador hermitico también es un operador normal.

» Existe un teorema de representacion para los operadores normales, conocido
como la descomposicion espectral, que afirma que un operador es un operador

normal si y solo si este es diagonalizable.

» Una matriz normal es hermitica si y s6lo si posee autovalores reales.

2.2.2.4. Operador Unitario

Una matriz U se dice que es unitaria si UTU = I°. En general, un operador es
unitario si y solo si cada una de sus representaciones matriciales es unitaria. Un
operador unitario también satisface: UUT = I y por tanto U es normal (pues

conmuta con su adjunto) y tiene una descomposicion espectral.

6Esta expresion quiere decir que la adjunta es igual a su inversa, UT = U~!
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Geométricamente, los operadores unitarios son importantes porque son capaces de
preservar los productos internos entre vectores. Para entender esto, supongamos
que tenemos dos vectores |v) y |w), luego el producto interno de U |v) y U |w) es

el mismo que el producto interno de |v) y |w), pues
(U), Ulw)) = (0| UV [w) = (v|Iw) = (v]w)

En general tenemos que el producto escalar es invariante bajo transformaciones
unitarias, en consecuencia, un operador unitario no modifica la norma de un
vector, de este modo, los operadores unitarios actiian en el espacio de Hilbert de
una manera analoga a las rotaciones en el espacio euclideo las cuales mantienen el

modulo de un vector y el angulo entre dos vectores.

Otra caracteristica importante de los operadores unitarios es que permiten

transformar una base ortonormal en otra base ortonormal.

2.2.2.5. Operador Positivo

Los operadores positivos corresponden a una subclase de operadores hermiticos.
Un operador positivo A se define como un operador tal que para cualquier vector
[v), (Jv), Alv)) es un namero real no negativo. Si (Jv), A |v)) es estrictamente

mayor que cero para todo |v) # 0, entonces decimos que A es definida positiva.

Otra peculiaridad de los operadores positivos es que para cualquier operador A,

ATA es también positivo, esto pues
(4| ATA| ) = | A[)[)* > 0 para todo [))

2.2.2.6. Operadores de Pauli
Los operadores de Pauli vienen dados por,

I=10)(0] + [1)(1],  ou = [0)(1] + [1)(0]
oy = 1(|1){0] = [0)(A]), o= =10){0] = [1){1
los cuales corresponden al operador identidad y a las componentes z, y v z del

momento angular [31], este tipo de operadores suele usarse cuando trabajamos

con el espin de una particula.
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Cuando representamos el estado de una particula ¢ [0) 4 ¢; |[1) como un vector

()

es conveniente escribir a los operadores de Pauli en su notaciéon matricial, la cual

I 1 0 0 1
= y UI =

0 1 10

0 —1 1 0
Oy = : y Oz =

i 0 0 —1

los tdltimos tres operadores (o, 0, ¥ 0.) que usualmente se asocian a las tres

columna,

viene dada por:

componentes del espin, no conmutan entre ellas, pero el conmutador de cualquier

par es proporcional al tercer operador,

(02, 0,] = 210,
oy, 0.] = 2io,

0,,04] = 20y,

El hecho de que los operadores de Pauli no conmuten, nos dice que tienen diferentes
vectores propios o autovectores. En particular, sabemos que los tres operadores
poseen los mismos autovalores: +1, con los correspondientes vectores propios

siendo,

|0)y |1) para el operador o,

(0 £il)
NG) p s
O£ v o,

V2

Todas las matrices de Pauli son hermiticas y cumplen con la siguiente relaciéon:

032» = [. También, tenemos que su forma exponencial toma la siguiente configuracion
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, 1 1
€% = I +ifo; + 5(2’0)20]2- + —(i0)°07 + - - -

3!
: L., 15
:I+290j—§0 I—zgﬁ oj+ -

_ 1 2 : 1 3

= (cos0)I + io;(sinf)

A medida que 6 va de 6§ = 0 — 27, esta exponencial traza un circulo en el espacio
de matrices unitarias de 2 x 2 empezando y terminando en la matriz unitaria.

Este circulo es un grupo, isomorfo al grupo U(1).

Finalmente, tenemos que la accién de estos operadores sobre los vectores de la

base logica o computacional (|0) y [1)) es

7:|1) = [0)
7,(0) = i1) } .
o,|1) = ~i0) '
UZ|O> N\ |O> } para o,
ox|1) = ~ 1)

de lo anterior vemos que el operador o, al actuar sobre la base logica genera un
cambio de estado, lo que se conoce como bit flip (al estado |0) lo cambia por
|1), lo mismo ocurre en el sentido contrario, al estado |1) lo cambia por |0)), o,
intercambia los estados y ademas introduce una fase, la cual esta asociada al
ntmero imaginario ¢. Finalmente el operador de Pauli ¢, introduce un cambio de

fase al estado |1), mientras que al estado |0) lo deja invariante.

2.2.3. Postulados de la Mecanica Cuantica

Ahora presentamos los postulados bésicos de la mecénica cuantica, esto es util
para asegurarnos de que tenemos una comprension comin de cémo funciona la

mecanica cuantica en general. Este capitulo fue basado en los siguientes textos:

28], 133 v [34]-

1. Primer postulado:
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A cada sistema fisico S le corresponde un espacio de Hilbert adecuado
Hg. Cada estado de S es representado por un vector normalizado v € Hg
llamado vector de estado, el cual contiene toda la informacién posible sobre
el sistema. La evolucion temporal de v se rige por la ecuaciéon de Schrodinger

dependiente del tiempo;

Ay
1 E—Hw

donde H es un operador esencialmente autoadjunto en Hg.

Los espacios de Hilbert son espacios vectoriales complejos (posiblemente
oo-dimensionales) que admiten un producto escalar (que permite definir la

norma de un vector) asi como una base completa ortonormal.

. Segundo postulado:

Todo atributo observable de un sistema fisico es descrito por un operador

que actua sobre los “kets” (vectores 1)) que describen el sistema.

Un sistema (una particula en un potencial, por ejemplo) se describe mediante

una funcion de onda () en la mecénica ondulatoria. Algunos atributos

observables simples de dicho sistema son su posiciéon, su momento y su

energia. Estos estan representados en la mecanica ondulatoria por operadores
. . . _ K2 2

diferenciales, X = z,P = —iht y H = 3=, 4 V(z) (El operador

Hamiltoniano en una dimension) respectivamente.

Para cada operador hay estados especiales que no son cambiados por la

accion de un operador,

Altba) = altha)

Estos son los estados propios o funciones propias y los ntimeros « son los

valores propios del operador, normalmente son nimeros complejos.

. Tercer Postulado:

El tnico resultado posible de la medicién de un observable A es uno de los

valores propios del operador correspondiente A.

En fisica son relevantes los operadores (esencialmente) autoadjuntos, tales
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operadores admiten una base ortonormal de vectores propios con valores
propios reales. Este postulado tiene que ver con el hecho de que en los

experimentos medimos ‘“nimeros reales”.
4. Cuarto postulado:

Cuando se realiza una medida de un observable A sobre un estado genérico
|1)) que no es un estado propio de A, la probabilidad de obtener un valor

propio a, viene dada por el cuadrado del producto interior de [¢)) con el
estado propio |a,), es decir: |(a,|¥)|*.
Es importante tener en cuenta que,

» El ntimero complejo, (a,|1) se conoce como “amplitud de probabilidad”,

para medir a, como el valor de A en el estado |¢).

= La probabilidad de obtener algin resultado es la unidad. Si
consideramos que cualquier estado puede expandirse como una

superposicion de estados propios A

) = Z Cnlan)

n

Para estados normalizados a la unidad,
[([) P =" et (amlan)

porque normalizamos nuestros estados a la unidad, tenemos que
[(W1)|* =1y (am|an) = dmn, luego

Z |Cn’2 =1

n

5. Quinto postulado:

Inmediatamente después de que la medicion de un observable A haya dado

un valor a,, el estado del sistema corresponde al estado propio normalizado
|ay,).

Analicemos algunas cosas,
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» Si una muestra experimental se prepara en un estado |¢)) entonces
se observa que una medicién de A puede producir una variedad de
resultados a, con probabilidades |{a,|¢)|?. Sistemas idénticamente
preparados pueden dar resultados experimentales diferentes. Sin
embargo, si se mide A con el resultado a,, en un sistema dado y luego se
vuelve a medir inmediatamente, los resultados de la segunda medicion

no se distribuyen estadisticamente, el resultado es siempre a,,

= Kl colapso del paquete de ondas preserva la normalizacion del estado.
Si [¢) y |an) estan normalizados a la unidad, entonces el proceso de

medicion sustituye |¢) por |a,), no por [{a,[¥)]? - |a,)
6. Sexto postulado:

La evoluciéon temporal de un sistema cuantico preserva la normalizacion del
ket asociado (esto significa que la evoluciéon de un sistema es generada por
un operador unitario que vamos a llamar U). La evolucion temporal del
estado de un sistema cuantico se describe por [1(t)) = U(t,t0)|¢(t0)), para

algin operador unitario U.

Ahora que ya estudiamos, en esta seccion, algunos conceptos asociados al algebra
de la mecénica cuantica en conjunto con sus postulados, podemos comenzar a ver
la teorfa de la informacién cuéntica y las ventajas que posee en comparaciéon con

la teoria de informacion clésica.

2.3. Teoria de la Informaciéon Cuantica

Al comienzo de esta tesis, cuando estudiamos la historia de la comunicacién,
vimos que la tecnologia de los tltimos anos esta alcanzando el limite de lo que
puede ser descrito por la fisica clasica. De aqui, surge la necesidad de definir un
nuevo tipo de comunicaciéon: la comunicacion cuantica. Las nuevas tecnologias que
emplean la fisica cuantica como herramienta se caracterizan por beneficiarse de
ciertos fenémenos del mundo cuantico o el mundo de lo microscopico en donde
comienzan a ocurrir situaciones completamente contraintuitivas a la logica o
razonamiento humano. Algunos de los fenémenos que nos regala la mecéanica
cuantica son: la superposicion cuantica, la cual nos dice que una particula posee

simultaneamente dos o mas estados (un ejemplo de esto es la famosa paradoja
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del gato de Schrodinger [35]). Por otro lado tenemos el conocido fenémeno del
entrelazamiento cuantico, este nos dice que dos particulas sin importar cuan
lejanas estén una de la otra pueden estar correlacionadas de manera que, si
interactuamos con una (por ejemplo, realizamos un procedimiento de medicién en
una de ellas), la otra también cambiara o se vera alterada por dicha interaccion.
Todos estos fendmenos nos permiten construir una tecnologia altamente disruptiva
y la posibilidad de generar avances considerables en varias areas de la fisica
cuantica, tales como: la computacion cuantica [30], la criptografia cuantica ([37],
[35]), los relojes atomicos [39], la 6ptica cuantica, la metrologia cuantica y los

sensores cuanticos [10].

2.3.1. Qubits y Qudits

Se trata de estados mecanico-cuanticos de particulas individuales, como atomos,
fotones o ntcleos, por esto mismo decimos que corresponde a la unidad bésica
de informacion en la computacion cuantica ([25], [11], [12]). Un qubit utiliza los
fenémenos de la superposicion cuantica para lograr una combinacion lineal de dos
estados, esta caracteristica lo diferencia de un bit clasico, pues éste ultimo sélo
puede representar un dnico valor binario, como 0 o 1, lo que significa que sélo
puede estar en uno de dos estados posibles. Sin embargo, gracias a la superposicion,
un qubit puede representar combinaciones de 0 y 1 en diferentes proporciones cada
uno, es decir, con una probabilidad determinada de ser un 0 y una probabilidad

determinada de ser un 1.

Si usamos la notacion de Dirac para etiquetar los estados cuanticos
correspondientes a 0 y 1 (bits clasicos) como |0) y |1) (los cuales se conocen
como los estados de base computacional) respectivamente, luego tenemos que el

estado general de un qubit puede ser escrito de la siguiente forma;
) = co0) + 1 [1) (2.3.1)
donde por condiciéon de normalizacion, tenemos que
lco* +]ar]? =1 (2.3.2)

Las amplitudes ¢y v ¢; son amplitudes complejas, podemos entender esto pues

el estado de un qubit es un vector en un espacio vectorial complejo de dos
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dimensiones.

De la expresion para un qubit (2.3.1), podemos notar que a diferencia del caso
clasico en donde podemos examinar un bit para determinar si este se encuentra en
el estado 0 o 1, en el caso cuantico no podemos examinar un qubit para determinar
su estado cuantico, es decir, los valores ¢y y ¢1. En su lugar, la fisica cuantica nos
dice que s6lo podemos adquirir informacién mucho mas restringida sobre el estado
cuantico. En particular, cuando medimos un qubit obtenemos el resultado |0) con

probabilidad ¢y o el resultado |1) con probabilidad ¢;.

2.3.1.1. Representacion geométrica de un qubit

La condicion de normalizacion 2.3.2 sugiere que podemos representar el estado de
un sé6lo qubit como un vector [!1]. Este vector se conoce como vector de Bloch.
Dicho vector traza una esfera de radio unitario famosamente conocida como esfera
de Bloch, los puntos de la esfera de Bloch se especifican por sus angulos polares
y . El polo norte (# = 0) corresponde al estado puro |1) y el polo sur (0 = 7)
corresponde al estado puro |0). Todos los demés valores de 6 corresponden a

estados de superposicion, como los mostrados en 2.3.1.

Debido a la normalizaciéon del qubit podemos reescribir la ecuacion 2.3.1 como

[24],
) = e (Cos (g) |0) + € sin (g) |1>)

de la expresion anterior podemos ignorar el factor de e porque no tiene efectos

observables, de esta forma, tenemos lo siguiente

) = cos (5 ) 00+ esin () 1)
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Z4|0)

[+)

Figura 2.3.1: Representacion geométrica de un qubit, conocida como esfera de
Bloch.

Cuando tenemos sistemas de mas de 2 niveles, es decir de dimensiones mayores,
los qubits adquieren el nombre de qudits, esto pues, ahora son vectores en un

espacio d-dimensional, matematicamente se representan de la siguiente forma,
d
) =D cild)
=0

nuevamente tenemos que las amplitudes ¢; son amplitudes complejas que cumplen

con la condicion de normalizacion. El estado |7) representa el estado de la particula.

Es importante mencionar que los qudits no poseen una representacion geométrica

como los qubits.

2.3.2. Matriz de densidad

Para trabajar los sistemas cuénticos existen dos formalismos basados en espacios
de Hilbert: el formalismo de vectores de estado y el de matrices de densidad. Hasta
ahora hemos formulado la mecénica cuantica utilizando el lenguaje de los vectores
de estado, pero veremos que formular la mecénica cuéntica desde otra perspectiva

trae consigo ventajas que son importantes de mencionar y destacar ([25], [13]).

2.3.2.1. Formalismo de vectores estados

En este formalismo tenemos que el estado de un sistema cuantico es descrito por

un vector normalizado que pertenece a su correspondiente espacio de Hilbert,
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anteriormente vimos que la normalizacion viene dada por: |||¢)] = v/ {(¢|Y) = 1.
Dicha normalizacién esta relacionada con la interpretacion probabilista de la fisica

cuantica [13].

Aqui tenemos que la evoluciéon temporal de un sistema cuéntico es descrito por un
operador unitario. En ausencia de cualquier proceso de medicion, el estado |ig) en

el tiempo ty evoluciona en el tiempo t; a través del operador unitario U al estado,

[¥1) = U ltho)

Un observable es una propiedad de un sistema fisico que puede medirse, es decir
una cantidad fisica como la energia, la posicion, entre otros. Los observables se
describen mediante operadores hermiticos. Suponiendo que no hay degeneracion’,

un operador hermitico A puede descomponerse como,
n
A=Y a6 (6l
i=1

donde las amplitudes a; son los autovalores del operador A y las cantidades |¢;)

son sus respectivos autovectores o vectores propios.

Supongamos que tenemos un sistema en un estado [1), el resultado de una medicion
del observable A es uno de sus valores propios a; y el vector de estado del sistema

después de la medicién es,

(I¢:) (Dil¥))
[([@:) (@:l) [

|¢Final> =

con una probabilidad,

plaz) = [(16) (o) 1)1
= (W1 (|6:) (b)) [¢)

La medida definida anteriormente se denomina medida de von Neumann
o medida proyectiva. Una definicion mas general de medida (mediciones

generalizadas o POVM) se utiliza en el caso de los sistemas cuanticos abiertos.

"En fisica cuéntica, la degeneracién se produce cuando para un autovalor de un operador
determinado hay més de un autoestado asociado.
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Tenemos que el proceso de mediciéon perturba el estado de un sistema llevandolo
a un estado propio del observable medido. En particular, si A y B son dos
observables que no conmutan, entonces una medicion de A influird necesariamente
en el resultado de una medicion posterior de B. De aqui podemos apreciar una gran
diferencia entre la teoria de la informacion clasica y cuantica, pues en el tltimo
caso tenemos un comportamiento probabilista y el hecho de que la adquisicién de

informacion sobre un sistema cuantico perturba el estado del sistema (|11], [15]).

2.3.2.2. Formalismo de matriz de densidad

Esta formulacion es matematicamente equivalente al enfoque de los vectores de
estado, pero proporciona un lenguaje mucho mas conveniente en algunos escenarios

de la mecénica cuantica [25].

Resulta que los estados “puros” descritos por los vectores de estado |¢)) son
descripciones idealizadas, es decir poco realistas, que no pueden caracterizar
las mezclas estadisticas que a menudo se dan en los experimentos. Es por esto
mismo que, estos objetos son muy importantes para la teorfa de la informacion y

comunicacion cuantica.

Hasta ahora, hemos considerado s6lo un tipo de incertidumbre en la mecanica
cuéntica que proviene del principio de Heisenberg. Sin embargo, en la préactica
la situacion puede ser méas complicada. El vector de estado a menudo no
esta perfectamente determinado, decimos que en estos casos la informacion es
incompleta. Por ejemplo, podemos saber que el sistema esta en un estado elegido
al azar del conjunto |¢1),|¢2),...,|1,) con probabilidades pi,ps, ..., p, donde
pn > 0,Yny >0 pr = 1. En estos casos decimos que tenemos una mezcla
estadistica (Estado Mixto) de los estados |¢x) con pesos py. El operador de

densidad se define como:
p=> prlte) (Wl
k

donde [¢;) son todos los posibles estados y py sus respectivas probabilidades.

Si vamos a representar al operador p como una matriz, debemos seleccionar una
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base ortonormal,
p=>piili) il
ij

donde |i) y |j) son elementos de un conjunto de vectores de base ortonormal.

Podemos encontrar el elemento de la matriz de p en esta base por:
pi; = (ilplj) = Zpk<i|¢k><¢k|j>
k

Dado que p es un operador hermitico, existe alguna base en la que su representacion
matricial es diagonal. Los elementos diagonales son entonces las probabilidades de
que el sistema esté en el estado de la base correspondiente, luego la suma de los
elementos diagonales debe ser uno (cuando hablamos de sumar elementos de la

diagonal nos referimos a calcular la traza de una matriz).

Como se menciona en el texto de Nielsen y Chuang [2%], las mediciones también
se describen facilmente en el lenguaje del operador de densidad. Supongamos que
realizamos una medicion descrita por los operadores de medicion M,,. Si el estado

inicial corresponde a |v;), entonces la probabilidad de obtener el resultado m es
p(mli) = (i M, Min|4p) = Tr(MF M |:) (1)) (2.3.3)

Por la ley de la probabilidad total, la probabilidad de obtener el resultado m es,

p(m) = Zp(mﬁ)l%
- ZpiTr(anMm |vhi) (i)
(M ML) (2.3.4)

Si el estado inicial de nuestro sistema era [);), entonces el estado después de

obtener el resultado m es,

i) =
\/<¢2|M£1Mm’¢z>

(2.3.5)

Por lo tanto, después de una medicién que produce el resultado m tenemos un
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conjunto de estados [¢") con probabilidades respectivas p(i|m). El operador de

densidad correspondiente p,, es por tanto,

= Zp(z‘\m) i) (|

|¢z> (vl | M,

Pero por la teoria elemental de la probabilidad [10], tenemos que,

L p(myi)  p(mli)p;
plilm) = =y = ~pim)

Sustituyendo esto, junto con 2.3.3 y 2.3.4, obtenemos

= 3" plm) ) (5
-¥ PR )

Tr (Mg, Mo |ts) (il )i
_Z Tr (M, M,,p)

|97 (i"|

y gracias a lo que vimos en la ecuacion 2.3.5, tenemos que

) :ZTT(MLMmWM%DPi My, |13) M, (i)
T TrOMMup) S MM ) £ MM )

N Mo [) (il MY,
B Zi:pl Tr (M}, M,,p)

2.3.2.3. Algunas propiedades de la matriz de densidad

Los operadores de densidad presentan las siguientes caracteristicas, estas

propiedades seran muy utiles para el desarrollo del trabajo investigativo [25],

= Teorema: Un operador p es el operador de densidad asociado a algin

conjunto (p;, |1;)) si y solo si satisface las siguientes condiciones:
1. Condicién de la traza: p tiene una traza igual a uno.

2. Condicioén de la positividad: p es un operador positivo.
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Otra particularidad de las matrices de densidad es que nos ayudan a describir
tanto estados puros como mixtos, por ejemplo tenemos que p describe un estado

puro si y s6lo si se cumple que: p? = p y esto implica que
Tr(p*) =Tr(p) =1

Podemos probar lo anterior haciendo uso de las propiedades de una matriz de
densidad (condicion de la traza y positividad), para ello consideramos la siguiente

descomposicion espectral para p,
p= Zpi i) (i|, con Zpi =)

y considerando que p; > 0 porque p es una matriz positiva. Ahora veamos la

descomposicion espectral de p?

p —szpj szpg i 10) (il = Zp,

5m‘

Si calculamos la traza de p?, tenemos lo siguiente

Tr( (Zpl ) ZplTr i) (i)

<|> 1

luego,
=)
i
dado que p es una matriz positivay > . p; =1, con 0 < p; < 1, entonces tenemos,

=) <) i <p

de aqui vemos que Y, p7 < 1, donde la igualdad s6lo se produce si p es un estado

puro, es decir p = [¢) (¢|, por lo tanto,

Tr(p*) = Tr([¥) (¥lv) (W) = Tr(ly) (]) = () =1

Por otro lado, cuando p? # p tenemos una mezcla estadistica. Mas adelante
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estudiaremos con mayor profundidad a que nos referimos cuando hablamos de un

estado puro y un estado mixto.

2.3.3. Entropia de un sistema cuantico

Anteriormente, cuando estudiamos la teoria de la informacién clasica nos
encontramos con un concepto fundamental conocido como la entropia de Shannon,
el cual nos ayuda a medir o cuantificar la cantidad de informaciéon de una fuente.
Es natural pensar que si tenemos dicha herramienta en la teoria clésica debiera
existir su contraparte en la teoria cuantica de la informacién, es asi como Von
Neumann introduce la entropia de von Neumann, la cual es una generalizacion
de la entropia de Shannon. Algo interesante a mencionar es el hecho de que Von
Neumann present6 su entropia (1932) 20 anos antes de la entropia de Shannon
(1948) [17].

Von Neumann defini6 la entropia de un estado cuéntico p mediante la siguiente

expresion (23], [1¥]),
S(p) = —Tr(plog, p)

Por simplicidad escribiremos los logaritmos sin el subindice 2, pero es importante
considerar que estamos trabajando siempre con logaritmos de base 2. Si A,
corresponde a los autovalores de p (donde la matriz de densidad viene dada
por: p =Y A |¥y) (Y], con |¢p,) vectores ortonormales), podemos reescribir la

entropfa de von Neumann de la siguiente forma,
S(p) == Aclog A,

Asi como lo hace la entropia de Shannon en la teoria clasica, la entropia de von
Neumann cuantifica la cantidad de informacion en un sistema, asi como la cantidad

de correlaciones entre sistemas cuénticos.

Otra de las funciones de esta entropia es que nos ayuda a medir la ignorancia
sobre el sistema cuantico (lo que desconocemos), esto de cierta forma va de la
mano con la naturaleza de los sistemas cuanticos, pues sabemos que nuestros
sistemas se encuentran en constante contacto con el entorno, es decir, que estos

interaccionan con los alrededores, lo que implica que exista cierto desconocimiento
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o incertidumbre de lo que esté ocurriendo al interior de nuestro sistema fisico.
Por ejemplo, que S = 0 implica que nuestra matriz de densidad p describe un
estado puro, por lo que tenemos el maximo conocimiento sobre el sistema (es

decir, ignorancia minima).

Por otro lado si tenemos una mezcla estadistica, esto implica que Tr(p?) < 1,
entonces S > 0. Esto lo podemos demostrar de la siguiente forma, sabemos que

como p es hermitico podemos diagonalizarlo, de esta forma,
p=> Al (il
k
de la condicion de la traza tenemos que
tr(p):1—>2)\j:1
J

Por otro lado,
tr(p®) = Z (vl 92 [t60)
- Z (Wl [ij Ak [0ok) (3] le ) w] [n)
=2 (Wl [2 X2 o) <wk|] )

luego,
tr(p®) <1=> A <1

y dado que todos los A, son reales y no negativos, tenemos que 0 < )\, < 1 para
cada A,. Con esto en mente, recordamos que log(z) < 0 cuando x < 1, entonces

cada término dentro de la suma de la entropia de Von Neumann sera negativo

S = —tr(plogp)

== Mlogh,

y con el factor global menos, la entropia es entonces estrictamente positiva (S > 0).
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2.3.3.1. Propiedades de la entropia de Von Neumann
Algunas de las propiedades de la entropia de von Neumann son [17]:

= Negatividad nula: Para los operadores de densidad, tenemos que la

entropia es no-negativa, es decir

S(p) =20

= Valor minimo y maximo: La entropia de von Neumann esta acotada
tanto por abajo como por arriba, su limite inferior es cero si estamos en
presencia de un estado puro. Su limite superior es alcanzado cuando estamos
en presencia de un estado maximalmente mixto (maximo desconocimiento
de nuestro sistema fisico). Un estado maximalmente mixto viene dado por
la matriz identidad con dimension dependiente del espacio de Hilbert, es

decir: p = é, donde d es la dimension del espacio de Hilbert .

La entropia de von Neumann esta acotada superiormente por,
S(p) <logd

la igualdad se consigue si y sélo si p es un estado maximalmente mixto.

2.3.4. Matriz de densidad reducida

Muchas veces nos encontramos con situaciones en las cuales no tenemos acceso
directo a un sistema en su totalidad, en estos casos tenemos que el espacio de
Hilbert corresponde al producto tensorial de dos subespacios: H = Hi ® Hs. Una
posible situacion es que s6lo tengamos acceso a un subespacio, en este tipo de
casos lo que debemos hacer es tomar la traza sobre la parte del sistema que no
conocemos, por lo tanto, aunque el sistema completo esté descrito por un estado
puro, si tomamos la traza sobre un subsistema, el resultado puede ser una mezcla

estadistica, es decir, un estado mixto.

Este tipo de aplicacion se conoce como matriz de densidad reducida, pues sélo
trabajamos o realizamos la traza en un subsistema de un sistema cuéntico
compuesto. Este tipo de herramientas es muy ttil, pues es lo mas realista al

momento de trabajar con sistemas cuénticos compuestos.



42 2.3. Teoria de la Informacién Cuantica

Para entender de mejor forma como funciona este tipo de operador o matriz,
supongamos que tenemos dos sistemas fisicos en nuestro laboratorio 25|, digamos
el sistema A y B, cuyo estado esta descrito por un operador de densidad p4p. El

operador de densidad reducido para el sistema A esta definido por

pa =Trg(pas)

Aqui podemos ver claramente que estamos realizando la traza sobre el sistema

que desconocemos, es decir el sistema B. La traza parcial se define como:

Trp(Jar) {az| @ [ba) (ba]) = |a) (az| Tr(|br) (bal) (2.3.6)

donde T'r(|by) (ba|) = (b1]b2), ademas tenemos que {|a;), |az)} son dos vectores en
el espacio de estados de A y {|b1), |b2)} son dos vectores en el espacio de estados
de B.

En general, la razon del por qué se utiliza la traza parcial para describir una parte
de un sistema cuantico mayor o compuesto, es porque la operacion de traza parcial
es la tinica operacion que da lugar a la descripcion correcta de las cantidades

observables para los subsistemas de un sistema compuesto.

2.3.5. Estados puros y mixtos

Para entender de mejor forma toda la informaciéon que ya vimos, en este apartado

estudiaremos con mas detalle los estados puros y mixtos ([19], [50]).

Consideremos un conjunto de objetos dados en los estados |¢;). Si todos los objetos
estdn en el mismo estado, el conjunto esté representado por un Estado Puro. El

operador de densidad para un estado puro viene dado por:
p = |ihi) (il

En caso contrario, es decir cuando no todos los sistemas del conjunto estan en el
mismo estado, por ejemplo, IV; sistemas estén en el estado [¢;), tal que > N; = N,

con N el total de objetos. La probabilidad p; de encontrar un sistema individual
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del conjunto descrito por el estado |¢);) viene dada por

N;
Pi= donde Zpi =1

Asi, podemos escribir el estado mixto como una suma convexa, es decir, una suma

ponderada de estados puros escritos en su representacion de matriz de densidad,

Pmizto = Zpipfum = Zpl ’wl> <wl‘

En sintesis, tenemos lo siguiente,

= Un estado puro es el estado cuéntico en el que tenemos informacién exacta
sobre el sistema cuantico. Una particularidad de estos estados es que en la

esfera de Bloch estan representados por puntos en la superficie.

= Un estado mixto representa un conocimiento limitado o nulo sobre el estado
del sistema. En una esfera de Bloch estan representados por puntos al interior,
en particular, el centro de la esfera representa al estado maximalmente mixto

de un solo qubit %2

» La matriz de densidad puede representar tanto estados puros como mixtos.

p= sz- |s) (W] (2.3.7)

2.3.5.1. Estados de Werner

Un ejemplo particular de estado mixto que presenta correlaciones no clasicas es el
estado de Werner, fue introducido por Reinhard Werner en 1989 [51|. En general,
un estado de Werner es una matriz de densidad de un estado cuéntico bipartito
que pertenece a un espacio compuesto C¢ ® C? que permanece inalterado cuando

las dos partes aplican la misma operacion unitaria [52],

pap = (U@ U)psp(U®U)
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Por ejemplo un estado de Werner puede ser escrito de la siguiente forma [53],

1—¢
4

Pab = I4><4 +e |w7> <w7| (238)

es importante mencionar que aqui estamos considerando sistemas en dos
dimensiones. En la expresion anterior, [¢)7) corresponde a un estado de Bell®
y 0 < e <1 corresponde a una amplitud de decaimiento. El estado mostrado en

la ecuacion anterior tiene las siguientes particularidades:

= Si ¢ =0 tenemos un estado completamente mixto:

= Si e =1 tenemos un estado completamente puro:
pab = |7 ) (V|

= Se puede probar que los estados de Werner son separables cuando ¢ < % y

entrelazados cuando € > %

2.3.6. Entrelazamiento Cuantico

El estudio de este concepto, en este apartado de la tesis, estd basado en los

siguientes trabajos: [25], [31], [11], [>1] ¥ [55].

El entrelazamiento es una consecuencia de la superposicién cuantica’. Corresponde
a una caracteristica de la mecanica cuéntica mediante la cual dos o mas sistemas
cuénticos muestran correlaciones en sus propiedades medidas, esto sin importar

que tan alejado se encuentre un sistema del otro.

Esta recurso de la mecanica cuantica es empleado en diversas areas de la fisica, tales

como: teleportacion cuantica |70, codificacion densa [57], criptografia cuantica

8Los estados de Bell vienen dados por:
1

V2

1

|(I)i> = V2

(l00) £ [11)), |¥*) = —=(|01) +10)) (2.3.9)

9La superposicién nos dice que podemos describir un sistema cuantico como una combinacién
lineal de dos o mas estados.



2.3. Teoria de la Informacién Cuéntica 45

[55], intercambio de entrelazamiento (entanglement swapping) [59], presicion de

los relojes atomicos [60], entre otros.

En 1935, diez anos tras la invencion de la teoria cuantica desarrollada por
Heisenberg [01] y Schrodinger [(2], surgieron tres publicaciones que se convertirian
en las semillas de un nuevo concepto en la historia de la mecanica cuantica, dicho
concepto serfa el entrelazamiento ([03], [0], [05]). El articulo de Einstein, Podolsky
y Rosen (|01], EPR) fue una paradoja formulada como un gedankenexperiment
(experimento pensado o mental), en el cual se dieron cuenta de que si dos particulas
interactuaban en el pasado, sus propiedades seguirdn conectadas en el futuro, es
decir, que la observacion de una particula determina el estado cuantico de la otra sin
importar la distancia en la que se encuentren ambas particulas. Einstein, Podolsky
y Rosen desde un comienzo buscaban responder a las siguientes preguntas, las

cuales son necesarias si queremos establecer una teoria fisica exitosa y completa:

“(1) (Es la teoria correcta?” y (2) “;Es la descripcion dada por la teoria
completa?”. Sélo en el caso de que se pueda responder positivamente a estas
dos preguntas se puede decir que los conceptos de la teoria son satisfactorios.

([64], p. 777).

y esto solo es posible de realizar mediante experimentos y mediciones. Su conclusion

fue que la mecéanica cuantica es incompleta.

En general, el argumento principal de la paradoja EPR se basa en tres requisitos:

Completitud, Realidad y Localidad.

= Completitud: Cada elemento de la realidad fisica debe tener una

contraparte en la teorfa fisica para que esta sea completa.

= Realidad: Si el valor de una cantidad fisica puede predecirse con certeza,
es decir una probabilidad igual a uno, sin perturbar el sistema, entonces la

cantidad tiene realidad fisica.

» Localidad: No hay acciéon a distancia (“Spooky action at a distance”). Las
mediciones en un subsistema no afectan a las mediciones en los subsistemas
lejanos. Esto significa que, si dos sistemas estan realmente desconectados, el
resultado de cualquier medicién realizada en un sistema no puede influir en

el resultado de una medicién en el otro sistema.

Tiempo después, Niels Bohr [63] responde a la publicacién realizada por Einstein,

Podolsky y Rosen mencionando que para él, la mecanica cuantica “apareceria
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como una descripcion completamente racional de los fenémenos fisicos como los
que encontramos en los procesos atomicos.” (p. 696), es decir, Bohr estaba en
desacuerdo con lo planteado por Einstein y, en particular, con el criterio de la
realidad, pues dicho criterio contiene una ambigiiedad esencial cuando se aplica a

los problemas en cuestion (mundo microscopico).

Tal como menciona Rosen [60], afios después de la famosa paradoja EPR, la gran

discusion de ambos articulos se centra en el concepto de la realidad, pues

Einstein crefa en la realidad objetiva, independiente del observador. Con la
ayuda de las mediciones se puede obtener informacion sobre esta realidad,
pero esta existe independientemente de estas mediciones (siempre que las
mediciones no la perturben o cambien) y seguiria existiendo en ausencia
de observadores humanos. Partiendo de este punto de vista y aplicando el
criterio de un elemento de la realidad fisica, el articulo llega a la conclusion
de que la descripciéon mecénico-cuantica es incompleta. Por otro lado, Bohr,
vefa la realidad de forma totalmente diferente. Segtun él los elementos
de la realidad en un sistema dado estdn determinados por los arreglos
experimentales que se establecen para investigar el sistema. Las disposiciones
experimentales determinan los posibles resultados de las mediciones que se
van a realizar y, por lo tanto, se podria decir que moldean la realidad en
una forma que corresponde a estos posibles resultados. Si se ha montado
un aparato para medir la posiciéon de una particula, esta posiciéon es un
elemento de la realidad, mientras que el momentum no lo es, y viceversa.
Segin Bohr, la descripcion ofrecida por la mecanica cudantica es completa
porque corresponde exactamente a lo que es posible determinar en una
situacion dada, es decir, con un arreglo experimental dado. Lo que parece
equivaler a que la descripcion de la realidad por la mecanica cuantica es
completa porque la realidad es lo que la mecanica cuéntica es capaz de
describir. (65-66)

Algo importante a mencionar es que, Schréodinger acund el término de

“entrelazamiento” en su articulo sobre la famosa paradoja del gato ([05], [67]),

tiempo después de publicada la paradoja EPR.

El argumento EPR fue posteriormente reformulado por David Bohm en 1952 0]

para el sistema cuantico simple de dos particulas de espin 1/2.

Con el paso de los anos, en particular en el ano 1964, se propuso una prueba
experimental para determinar si la paradoja EPR era correcta o no, dicho

experimento fue realizado por John Bell [69]. El resultado clave de Bell fue
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la derivacion de una desigualdad llamada: Desigualdad de Bell'’. El teorema
de Bell afirma que la desigualdad se cumple siempre si la imagen LHV (modelo de
variables locales ocultas) del mundo microscépico es correcta. La mecéanica cuantica,
por el contrario, predice violaciones de la desigualdad de Bell y asi tenemos una
forma de distinguir entre los dos enfoques en el laboratorio. Por ejemplo, al
considerar estados maximalmente entrelazados no se cumple la desigualdad de
Bell, lo que esta en completo acuerdo con las predicciones que realiza la Teoria
Cuantica y en contradicciéon con la paradoja EPR. Gracias al trabajo de Bell
se puede concluir que: “No existe una teoria fisica sobre variables ocultas que

reproduzca todas las predicciones de la Mecénica Cuantica” [5].

2.3.6.1. Estados entrelazados y separables

Tenemos que la base méas natural de H (espacio de Hilbert) se construye a partir
del producto tensorial de las bases de los subespacios H; y Ho. Por ejemplo, si los
subespacios H; son bi-dimensionales con bases |01),|11), |02),|12), luego la base

del espacio completo H es:
01) ®[02), [11) ®|02), [11) ® [12),]01) ® |12)

también conocida como la base logica.

Del principio de superposicion, tenemos que el estado mas general en H es una

superposicion arbitraria de los elementos de la base, es decir

[0y =) > Ciili) @ 52)

i=0 j=0

= Cilig)
i

= Observacién importante:

En general, un vector |1) € H no puede ser escrito como un producto

10 primera desigualdad de Bell fue publicada en el afio 1964 por John Bell [69]. En general, el
objetivo de este trabajo era capturar la paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) de forma
cuantitativa [70].
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tensorial de estados, es decir [¢) # |A;) ® | By), donde,

|A1) = a1]01) + az|ly), € H;4
|By) = (1|02) + Bo|12), € Ho

este es el caso de un: Estado Entrelazado.

Entonces, se dice que un estado en H esté entrelazado si no puede escribirse como

un producto tensorial de un estado de H; y un estado de H,.

En el caso de que podamos escribir el estado de un sistema como un producto
tensorial de estados, entonces hablamos de un: Estado Separable o Estado
Producto. Por ejemplo, si denotamos una base de vectores de estado #H; por |A;)
y una base de vectores de estado en Hs por |Bs), y podemos escribir el estado

conjunto del sistema de la siguiente forma,
V) = |A1) ® |Ba)

luego decimos que el estado [1)) es separable, pues en este caso, [¢) puede expresarse
como un producto tensorial entre dos estados, cada uno de los cuales describe uno
de los subsistemas y esta restringido al correspondiente subespacio del espacio de
Hilbert total. Cuando el sistema compuesto se encuentra en un estado separable
no hay entrelazamiento cuantico entre el subsistema 1 y el subsistema 2. Los
estados separables son estados en los que, en cierto sentido, la medicién en el

subsistema 1 no afecta a la medicién en el subsistema 2.

2.3.7. Cuantificadores de Entrelazamiento

Para este apartado de la tesis se emplearan las siguientes publicaciones como
referencia: [54], [71], [72], [73] v [74]. Ademéas s6lo se consideraran sistemas

compuestos de dos partes, es decir sistemas bipartitos.

Sabemos que el entrelazamiento cuéntico es un recurso o actia como tal en
la teoria de la infomaciéon cuéntica, tal como la energia lo es en la fisica
general. Es por ello que es importante estudiar como cuantificar esta herramienta,
pues a nivel experimental es muy compleja la realizacion o elaboracion de
estados maximalmente entrelazados, generalmente obtenemos estados parcialmente

entrelazados (estados con un menor grado de entrelazamiento). La intencion de
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esta seccion es poder conocer algunas alternativas que nos permitan calcular el
grado de entrelazamiento de un estado, ya sea puro o mixto, ambos casos seran

de mucha utilidad para el desarrollo de la investigacion.

Un posible criterio que nos permite distinguir entre los estados separables (nulo
entrelazamiento) de los estados entrelazados es la desigualdad de Bell [69],
histéricamente ha demostrado ser un buen detector de entrelazamiento para
estados entrelazados puros bipartitos. Sin embargo, este criterio no siempre es
valido, pues se han encontrado casos que no satisfacen esta desigualdad, atn

siendo estados entrelazados. Un ejemplo de ello son los ya mencionados, estados
1

757
un rango en el cual no se viola la desigualdad de Bell, atin cuando el estado de

Werner sigue estando entrelazado, dicho rango es % <e< %

de Werner [51], los cuales violan la desigualdad de Bell cuando & > pero existe

Es por esta razén, que necesitamos nuevos métodos para cuantificar el

entrelazamiento de manera 6ptima y efectiva.

2.3.7.1. Entropia de Entrelazamiento

La entropia de entrelazamiento se define como la entropia de von Neumann que

vimos anteriormente ([15], [73], [79])

S(p) = =T'r(plog, p)

del operador de densidad reducido asociado al subsistema A o B,

Es(1) = S(pa) = S(ps)

La definicion anterior la podemos encontrar en el articulo de Charles Bennett [75],

en donde se menciona lo siguiente:

El entrelazamiento de un estado puro parcialmente entrelazado puede ser
naturalmente parametrizado por su entropia de entrelazamiento, definida
como la entropia de von Neumann de p4 o pp, 0 equivalentemente como
la entropia de Shannon de los cuadrados de los coeficientes de Schmidt (p.
2047).
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De aqui, podemos ver que mediante los coeficientes de Schmidt!! también es
posible visualizar la definiciéon de la entropia de entrelazamiento, de la siguiente

forma,

d
Es() = —Trpalogypa = —Trpplog, pp = — Z ctlog, ¢ (2.3.10)

i=1
Dado que la entropia de Shannon de una distribucién de probabilidad clasica es
una medida de la informacién contenida en la distribucion, la ecuaciéon anterior
proporciona un primer vistazo a la relacion entre las correlaciones cuanticas y la

informacion |73].

2.3.7.2. Axiomas para un buen cuantificador de entrelazamiento

Antes de mencionar el Entrelazamiento de Formacion, es importante estudiar una
lista de posibles postulados o axiomas que deben cumplir los cuantificadores para
ser un buen candidato como objeto de medida del grado de entrelazamiento de un
estado. En [71], [72] ¥ [7] se menciona que una funcién no negativa E definida
en todos los estados bipartitos pag, es un buen candidato como cuantificador de

entrelazamiento si satisface los siguientes axiomas:
1. Para todo estado separable pag, E(pag) = 0.

2. Para un estado bipartito puro [¢) (1|, E es exactamente igual a la entropia

de von Neumann de una de sus matrices de densidad reducida.

3. Bajo operaciones locales unitarias, el entrelazamiento sigue siendo el mismo y
bajo cualquier protocolo LOCC (operaciones locales y comunicacion clésica)

E es una funciéon monoétona. Para cualquier operacion (), tenemos que

E(Q(pap)) < E(pas)

1Ta descomposiciéon de Schmidt viene dada por [76],

d

) = cilas) @ |b:)

i=1

en donde ¢; son los coeficientes de expansion, reales y positivos, los conjuntos {|a;)} v {|b;)}
corresponden a estados ortonormales para los subsistemas A y B, respectivamente. Finalmente
d=min{D 4, Dp}, es decir la menor dimension entre los dos subespacios.
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4. Convexidad: para un estado bipartito pag = >, pipi,

E (pap) < szE (p:)

5. Aditividad: Para dos estados bipartitos cualesquiera pag,cap,

E(pap®oag) = E(pap) + E(0aB)

6. Continuidad: El entrelazamiento debe converger a cero en el limite cuando
la distancia entre diferentes operadores densidad (pap v 04p) tiende a cero,

es decir, cuando ||pap — oap| — 0 tenemos que:

E(,OAB) = E(O’AB) — 0

En la practica se ha comprobado que la mayoria de los cuantificadores de
entrelazamiento, sin incluir los primeros tres axiomas, no satisfacen los demas
axiomas mencionados. Sin embargo, hay candidatos que logran cumplir con cada
uno de los axiomas anteriores |72]. Cabe destacar que a veces, dependiendo del

autor que esta tratando el problema, se suelen considerar algunos axiomas extras.

2.3.7.3. Entrelazamiento de Formacion

En [77] Willian Wootters menciona que:

Para un estado mixto de un sistema bipartito, la entropia de von Neumann
de un subsistema ya no es una buena medida del entrelazamiento, porque
cada subsistema puede tener ahora una entropia distinta de cero por si
mismo, incluso si no hay entrelazamiento (p. 29).

El Entrelazamiento de Formacion se define como sigue |75]: Dada una matriz
de densidad de un par de sistemas cuanticos A y B, consideramos las posibles
descomposiciones de estado puro de p, es decir, todos los ensambles de estados

|1;) con probabilidades p; tal que,
P = Zpi |vhi) (Wil

Para cada estado puro, el entrelazamiento se define como la entropia de cualquiera
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de los dos subsistemas A y B dadas en la ecuacion 2.3.10. Luego, la entropia de
formacion de un estado mixto p se define como el entrelazamiento promedio de los
estados puros de la descomposiciéon, minimizado sobre todas las descomposiciones

de p, es decir,

Er(p) = min Es(
F (pii} sz S ¢z
Wooters, en su publicacion de 1997 [7%] derivd una expresion para el

Entrelazamiento de Formacién'? de un par de qubits en un estado arbitrario
(derivo un valor minimo expresado como una funcion explicita de p). Para poder
obtener una expresion util, Wooters introdujo una expresiéon conocida como

Concurrencia. Para estados puros de dos qubits, la concurrencia viene dada por,

C) = | $)|

donde |¢) = o, ® 0, |[{*) representa el “spin-flip”™? de [¢), [1)*) es el conjugado

complejo de [¢) y o, es una de las matrices de Pauli.

Se puede mostrar que este entrelazamiento, definido en 2.3.10, puede ser escrito

como [79],

donde la funciéon & se define de la siguiente forma,

€§(C) = (ﬂ)

h(z) = —zlogyx — (1 — x)logy(1 — )

aqui, h(z) corresponde a la entropia binaria del pardmetro z. Ademés tenemos que
la funcion € es mondtonamente creciente y va de 0 a 1 a medida que C' va de 0 a
1, por lo que se puede tomar la concurrencia como una medida de entrelazamiento

en si misma.

12F] entrelazamiento de formacién funciona tanto para estados puros como mixtos. Anteriormente,
la entropia de entrelazamiento s6lo funcionaba para estados puros.

13La operacion de spin-flip (inversion de espin) mapea el estado de cada qubit a su correspondiente
estado ortogonal.
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La generalizacion de la concurrencia a estados mixtos de dos qubits procede de la

siguiente forma,

) = min Zpl (i) = mm sz ¢|¢

{pi,ibi}

La solucion analitica de este procedimiento de minimizaciéon implica encontrar los

valores propios del operador no-Hermitico pp, es decir de la matriz,

C=pp= p<‘7y ® Uy)/)*(gy ® Uy)

donde p* es el complejo conjugado de p en la base estandar |00), [01), [10) y |[11).

En concreto, la soluciéon para la concurrencia de un estado mixto de dos qubits

viene dada por,

C(p) = méx{0, v = VAo = VAs = VAu} (2:3.11)

donde las cantidades \; son los autovalores en orden decreciente de la matriz (.

Dado que siempre existe una descomposicion 6ptima de p para un par de qubits
en la que todos los estados puros que componen la descomposicion tienen el
mismo entrelazamiento, Wootters pudo demostrar la siguiente relaciéon entre el

entrelazamiento de formacion y la concurrencia [75]:

En resumen, el criterio de concurrencia nos dice que si C'(¢) = 0, entonces el
estado es separable y no esta entrelazado; si C'(¢)) > 0, el estado esté entrelazado
y, en particular, cuando C(¢)) = 1 la concurrencia alcanza su valor maximo, en

este caso decimos que el estado es maximalmente entrelazado.

2.4. Intercambio de Entrelazamiento (ES)

Para que se puedan llevar a cabo los protocolos de comunicacién cuantica en

la vida real, es necesario distribuir el entrelazamiento a largas distancias'*

14,5, distribucién de estados cuanticos a largas distancias es esencial para aplicaciones futuras
como la distribucion de claves cuanticas y las redes cuanticas.
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Desafortunadamente, el entrelazamiento es un recurso extremadamente fragil,
el cual puede decaer o perderse rdpidamente debido a las propiedades del medio
de transporte [30]. Por ejemplo, sabemos que en el espacio los fotones pueden
viajar cientos y cientos de kilémetros con una baja probabilidad de perderse. Por
otro lado, en el caso de una fibra 6ptica esto no ocurre asi, las senales 6pticas
transmitidas a través de la atmosfera o las fibras opticas sufren una disminucién

exponencial en la probabilidad de éxito de transmision con la distancia'®.

Un método que puede utilizarse para ampliar la distancia entre dos estados
entrelazados es el llamado Intercambio de Entrelazamiento (ES), el cual
fue introducido en el ano 1993 por Zukowski [59], aunque en realidad la idea
principal tras el intercambio de entrelazamiento surge en el ano 1992 por Yurke y
Stoler [33], en donde muestran que “los efectos EPR pueden surgir incluso si las
particulas no provienen de una fuente central inestable que decae en un estado
entrelazado” (p. 1251), es decir que el entrelazamiento puede surgir o nacer a
partir de particulas que provienen de fuentes independientes. Experimentalmente
se han podido desarrollar protocolos de intercambio de entrelazamiento, por lo

que este fenémeno cuantico es una realidad ([21], [55], [20], [57], [29])-

El intercambio de entrelazamiento también ha encontrado importantes aplicaciones
en la creacion de estados entrelazados multipartitos || y en los protocolos de los
repetidores cuénticos 9], la idea de estos tltimos es crear secciones de linea de
transmision sin pérdidas sobre las que se puede teleportar un estado cuéantico
[12]. Dichos repetidores cuanticos también poseen una alternativa como arreglos o
redes de satélite ([1], [3]). El uso de satélites es ventajoso debido a que la mayor
parte del camino recorrido por un par de fotones entrelazados se encuentra en el
espacio libre, esto implica una menor pérdida en comparaciéon con la distribucion
de entrelazamiento en tierra. La idea de poder implementar estos repetidores

cuanticos surge por la necesidad de crear o disenar una red cuantica.

2.4.1. Protocolo Estadndar de ES

En general, el intercambio de entrelazamiento corresponde a la transferencia de
correlaciones no locales entre sistemas cuéanticos [39]. Para comprender de mejor

forma como funciona el intercambio de entrelazamiento, supongamos lo siguiente:

15La distancia de distribucién de entrelazamiento se limita aproximadamente a unos 140
kilometros en tierra ([81], [32]).
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Alice Bob

| +

: [p12) : . $34) .

BSM

BSM

[Tt14)

Figura 2.4.1: Esquema o diagrama del protocolo de intercambio de
entrelazamiento. Aqui Alice y Bob pueden corresponder a dos laboratorios
independientes, cada uno con un par de particulas. El estado |m4) puede
corresponder a cualquiera de los estados de Bell, es decir: |¢) o [1p*). BSM
corresponde a un procedimiento de medicion de Bell.

Alice y Bob poseen los siguientes pares de particulas entrelazadas:

y_ 1
|07,) = \/5(|01> 102) + [11) [12)),  |¢da) = |03> |04) + [13) [14))

El estado total correspondiente a los cuatro qubits es:

\¢ 2) ® [63)
— 5(|00001234> + [00111934) + [11001934) + [11111934)) (2.4.1)

Podemos reescribir este estado en funcién de los estados de Bell'’, para ello

16Recordemos que los estados de Bell son:

|¢F) = L 00y  [11)), |[pE) =

7 (|01> +[10))

%\
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reescribirmos la base logica de la siguiente forma:

00) = 7 (lo7) +1]67))
01) = 7 ([*) +¥7))
|10) = 7 ([v*) = [47))
11) = \¢+> 7)) (2.4.2)

%I

asi, la ecuacion 2.4.1 queda escrita,

[¥) =

l\D\P—‘

(]0000) + |0011) 4 |1100) + |1111))

= = 110) (|67 + 67)) 10} +10) (J*) + [97)) 1) + 11} (|9 = 7)) o)
! ) = |6 1]

= 55 [(6) +167)) 100) + (1) + [u7)) 101) + (jw+) = 7)) 10)
+(j67) ~[67)) 1)

a

+11)

—

finalmente,

[¥) = 2\[ [[635) (100)14 + [11)1) + [2h33) (101)14 + [10)14) + [3) (101)y4 — [10),4)
T \¢23> 100)y4 — [11)1,)]
(‘¢23> ‘Qb > + }w23> |¢14> + ‘¢23> ‘¢14> + ‘¢23> ’¢14>)

Algunas conclusiones importantes que podemos extraer del protocolo anterior

Son:

= Si medimos los qubits 23 y obtenemos |¢2+3> luego estamos proyectando
a los qubits 1 y 4 en el estado ’qb > Esto implica que se estableci6 un
entrelazamiento entre los qubits 1 y 4. Lo mismo ocurre si al medir obtenemos
|gb2_3>, |¢§r3> 6 ‘1/12_3> Los qubits 1 y 4 terminan en un estado maximalmente

entrelazado.

= Alice y Bob deben saber que el procedimiento se realizd con éxito, esto

implica la existencia de un time delay, de esta forma el protocolo no es
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superluminico'”.

En general, tenemos lo siguiente para el protocolo estandar (los estados iniciales y

la base de medicion son estados de Bell) del intercambio de entrelazamiento:

Medicién Estado Final Probabilidad
933) | 75(100),, +[11),) = [¢1s) i
|¢53> %5(‘0(»14 111),,) = |¢14> 711
’¢;3> \/L§(|01>14 + |10>14) = W’fé& %
Wi%> \}5(’0”14 - |1O>14) = Wﬂ> i

Cuadro 2.4.1: Tabla con los posibles resultados a obtener cuando se desarrolla
un protocolo de intercambio de entrelazamiento general y estdndar.

De aqui vemos que existe una correlacién uno a uno entre los estados de Bell del
par {23} y los estados del par {14}. Este protocolo decimos que es determinista,
pues todas las salidas poseen la misma concurrencia, como son estados de Bell

presentan el maximo valor de concurrencia el cual es igual a uno.

Experimentalmente se ha logrado realizar este protocolo con una alta fidelidad y

concurrencia asociada a los estados finales o de salida ([10], [L1]).

2.4.2. Protocolo Probabilista de ES

Para comprender el caso probabilista del intercambio de entrelazamiento,
consideremos dos pares de qubits {1,2} y {3,4}, ambos inicialmente en estados

puros parcialmente entrelazados,

§12) = a|01)|02) +0[1y) [12)
€34) = a|03)|04) + b[13) [14)

de manera que el estado de los cuatro qubits corresponde al producto tensorial

del estado asociado a los qubits {12} y el estado asociado a los qubits {34},

€12) |€34) = (@01) [02) + b 11) [12)) ® (a[03) [04) + b[15) [14))
= a®|01) [03) |02) [04) + ab [01) [15) [02) [14) + ab|11) [05) [12) |04)
+ b |14) [15) |12) |14)

17Superluminico se refiere a un fenémeno en el cual la propagacion de informaciéon o materia se
realiza a una velocidad superior a la velocidad de la luz.
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con estos estados podemos reescribir la base logica {|00),|01),|10),|11)} como

vimos en 2.4.2, de esta forma tenemos lo siguiente;

[€12) [€34) = a*[01) [03) [02) [04) + ab|01) [13) [0) [14) + ab |11) [03) [12) [04)
+ 0% [11) [13) [12) [14)
= ab (|95) [¥31) + [¥5) [¥2))
<|¢ ) |630) + |65) |03 + |¢13>\¢24>+|¢13>}¢24>>

2

<|¢ > ‘¢24> |¢ > ‘¢24> + |¢13> ‘¢24> |¢1_3> ‘¢2_4>>

2

Para reducir lo anterior, definimos el siguiente estado normalizado [90],

gli3> _ a?]01) |05) £ 6% [11) |13)

Vlalt + bt

De esta forma tenemos que

|€12) [€34) = ab (|915) [¥3) + [¥13) [¥21))
( 3) [952) + |013) |630) + [¢13) [632) + |¢1) |¢24>>

2

¢3) [632) — |083) |92a) + |973) [932) — |o13) ‘¢24>)
2

\/Mj}T’b (‘513> |$30) + }513> |$34) ) +ab ([93) [v¥5a) + [¥3) [v2a)

(2.4.3)

pues,

: a®101) [03) + 0% [11) [13) | (02) [04) + [12) [14)
‘§E> ’¢;4>:< 1 /‘2]44—]6]41 : )( : 4\@ : 4)

_ a%01) [03) (102) [04) + [12) [14)) + 6% |11) [13) (|02) [04) + [12) [14))

V2y/la]t + [b]*
=\ [y [ 6*101)]03) =% [11) [13) | [|02)[04) — |12) [14)
‘513> |654) = ( Tal 5 o]t > < NG >

_ a®[01) [03) (|02) [04) — [12) [14)) + b? [11) [13) (|12) |L14) — [02) [04))

v2y/al* + b
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luego,

65) lota) + |

> 631) = V2 (a?]01) [03)

102) [04) + 0% [11) [15) [12) [14))

Val + ot

Del resultado obtenido en 2.4.3, podemos ver que si medimos los qubits {24}, los

qubits {13} se proyectaran a los siguientes estados,

Medicién | Estado Final | Probabilidad
63:) &) -
62:) &) -
V34) Vi) |abl®
V31) ) |abl?

Cuadro 2.4.2: Tabla con los posibles resultados a obtener cuando se desarrolla

un protocolo de intercambio de entrelazamiento probabilista.

Es decir que existe una correlaciéon uno a uno entre los estados de Bell del par
{24} y los estados del par {13}.

C
1.0 ’,3—,7 ST
27, AN
7’
L % c? \ N cY
L 7
0.8 , / AN
e / \ \
’ ’ \ \
’ / \ \
’
L ’ / \ \
0.6 e ,/ \‘ \
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4 ’ \ \
J/ / \ \
04r , ,’ “ \
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Figura 2.4.2: Concurrencia para los estados: {|¢12),]834)} (estados iniciales,

curva azul), §f§> (curva morada) y |¢13) (curva roja). Cabe mencionar que la
concurrencia de ambos estados iniciales es la misma y es igual a C¢ = 2|ab|, por

. & 2|a?b? +
otro lado las concurrencias de los otros estados son: C¢ = m y OV =1.

De aqui podemos ver que existe una probabilidad de obtener una salida con maximo

entrelazamiento (concurrencia maxima), dicho estado corresponde a un estado de
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Bell |wf§> y la probabilidad asociada a esta salida es: pY* = 2]ab|*. Por otro lado,
&) aue
los estados iniciales {|¢12), |€34)} con una probabilidad de: P& = |a]* + |b]*.

también hay una posibilidad de obtener un estado menos entrelazado

También es importante mencionar que [90]: 2|ab|? < |a|*+|b|*, esto quiere decir que
la probabilidad de obtener un estado menos entrelazado que los estados iniciales
es mayor que la probabilidad de obtener un estado final con mas entrelazamiento.
En resumen, hay mas probabilidad de perder entrelazamiento que de ganarlo. Sélo
cuando |a| = \%, tenemos que todos los estados involucrados poseen la misma

concurrencia y esta es igual a 1.

2.4.3. Usos practicos del ES

Algunas ventajas del protocolo de intercambio de entrelazamiento se muestran en

la publicacion de Bose et al. |2], estas se detallaran a continuacion:
1. Acelerar la distribucién de entrelazamiento

Consideremos dos laboratorios A y B los cuales estan separados por una
distancia L, en medio de ambos tenemos la estacion O, la cual corresponde
a una fuente que produce pares de Bell (ver figura (a) de 2.4.3). En esta
situacion, tenemos que el tiempo necesario para que las particulas alcancen
Ay B es al menos t; = L/2v, con v siendo la velocidad de las particulas

(igual para las dos).
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Emision pares de Bell

®
]
®

(b) !

BSM
1 2 3 4
Vv Vv \ \Y

Figura 2.4.3: (a) Situacion sin intercambio de entrelazamiento. (b) Situacion
en donde se lleva a cabo el protocolo de intercambio de entrelazamiento. Cada
estrella representa una particula que viaja con velocidad v. Imagen basada en el
esquema desarrollado por Bose et al. |2].

Ahora, consideremos dos estaciones de produccion de pares de Bell C'y D,
en este caso O es s6lo una estacion de medicién de estados de Bell. En t,
tanto C' como D envian pares de Bell (1,2) y (3,4), respectivamente (ver
figura (b) de 2.4.3). Las particulas 2 y 3 llegan a O, 1 llega a A y 4 llega
a B. En general, todos llegan a sus destinos exactamente en t = L/4v. En
este instante una medicion del estado de Bell se realiza en las particulas 2 y

3 en O. Esta medida proyecta a las particulas 1 y 4 a un estado de Bell.

Si el tiempo de medicion corresponde a t,,, entonces el tiempo necesario para
suministrar un par de Bell a las estaciones A y B con las dos subestaciones

adicionales C'y D en la ruta es, to = L/4v + t,,.

En particular, tenemos que: t5 es menor que t; si t,, < L/4v. Entonces, para
los fotones en estados de Bell este procedimiento realmente no puede ahorrar
tiempo, pues estos viajan a la velocidad de la luz y por ende para que el
protocolo fuese 6ptimo necesitariamos un tiempo de mediciéon menor a cero,
lo cual carece de sentido fisico. Sin embargo, para las particulas que poseen
masa, esta es definitivamente una forma de reducir el tiempo necesario para

suministrar a usuarios distantes con un par de Bell.

2. Posibilidad de corregir errores de amplitud debido a la

propagacion
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Para este caso supongamos que en la figura (b) de 2.4.3, los pares de Bell
emitidos por C'y D adquieren errores de amplitud y se convierten en estados

menos entrelazados del tipo:
|n) = cos#]01) + siné |10)

Luego, el estado de los dos pares entrelazados cuando las particulas 2 y 3

alcanzan O es

€ 19310 = [m2) ® [134)
= (cos6]01),, +sin 6 |10),,) ® (cos @ |[01),, + sin 6 |10),,)

= cos? 0 ]0101) + sin 6 cos §(|1001) + [0110)) -+ sin? # [1010)

Si una medicion de Bell se realiza en las particulas 2 y 3, la probabilidad de
que se hayan proyectado a un estado de Bell (]00) + |[11)) o (|00) — |11)) es
de sin?(20)/2. Por otro lado, la probabilidad de que se proyecten a los otros
estados de Bell es de (1 + cos?(26))/2. La siguiente tabla resume todas las

posibles salidas o estados finales para las particulas 1 y 4 con sus respectivas

probabilidades.
Medicién Estado Final Probabilidad
[633) Z(100),, +11),,) sin?fcos2
’¢53> \/Lg(|00>14 —|11),,) sin? 6 cos? 6
V33) | sin?6]10),, + cos?6101),, w
ys) | sin?0[10),, — cos?0[01),, | x"fisinid

Cuadro 2.4.3: Tabla con los posibles resultados a obtener cuando se desarrolla
un protocolo de intercambio de entrelazamiento probabilista en donde los estados
iniciales poseen amplitudes fijas. Aqui los estados iniciales son estados parcialmente
entrelazados.

En conclusion, a pesar de los errores de amplitud debido a la propagacion
de las particulas, A y B finalmente pueden compartir un estado Bell (|¢1i4>).
Por supuesto, en el caso de los otros estados para las particulas 2 y 3, las
particulas 1 y 4 van a estados incluso menos entrelazados que el estado

inicial, pues la concurrencia de estos estados menos estrelazados es de:

C(sin® 0]10),, & cos® 0 |01),,) = 2| sin®(#) cos* (0)]
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mientras que la concurrencia de los estados iniciales es:
C(In)) = 2| cos(0) sin(0)]

y tenemos que 2|sin*(6) cos(0)| < 2| cos(8) sin(8)].

En resumen, podemos realizar el protocolo con una cierta probabilidad
de ganar entrelazamiento (estado de Bell maximalmente entrelazado),
pero también existe una probabilidad asociada a una pérdida de
entrelazamiento. Es por esto que podemos considerar adecuado el intercambio
de entrelazamiento para la correccion de errores de amplitud sélo de manera

probabilistica.
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Capitulo 3

Intercambio de Entrelazamiento
Determinista y Parcialmente

Determinista

En general, si consideramos dos pares iniciales de particulas que estan
méaximalmente entrelazadas: ab y cd. Al realizar una mediciéon conjunta en la
base de Bell en una particula de cada par, digamos b y ¢, las otras particulas
caen en un estado entrelazado, aunque nunca estuvieron en contacto ni antes ni
durante el proceso de medicidon. Este procedimiento se denomina protocolo de
intercambio de entrelazamiento en su forma estandar. En el caso de tener
estados iniciales parcialmente entrelazados, vimos que al realizar la mediciéon en
la base de Bell, los estados resultantes pueden ser maximalmente o parcialmente
entrelazados, este protocolo lleva por nombre, intercambio de entrelazamiento
probabilista. En este capitulo se propone una realizacién del protocolo con dos
estados parcialmente entrelazados y una base de medicion general' con amplitudes

reales.

'Base de medicién distinta a la base de estados de Bell utilizadas para el protocolo de intercambio
de entrelazamiento estadndar o probabilista.
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3.1. Protocolo de Intercambio de Entrelazamiento

Consideremos el siguiente par de estados iniciales entrelazados diferentes uno del

otro,

[ba) = [0a) [05) + B1La) [L5),  [af* +[B]" = 1 (3.1.1)
[Gea) = 710e) [0a) + (1) [1a) . A"+ [nl* =1 (3.1.2)

con concurrencias Cy, = 2 |af| y Ceq = 2 |yn| respectivamente. Para encontrar el

estado compuesto de nuestro sistema, multiplicamos ambos estados,

’qbab) |¢cd> = (Oé |0a> |Ob> + 6 |1a> ’1b>) ® (7 |Oc> |0d> +1n |1c> |1d>)
= (a7]04) [0c) [05) [0a) + a1 [0a) [1c) [05) [1a) + 67 [La) [0c) [16) [0a)
+81 1a) [1e) 1) [1a))

Ademas, consideraremos la siguiente base de medicién parcialmente entrelazada,

|#42) = 106) [04) + V1 — 221
|6 = V1 =22 |05) [04) — 2|1

),
d)
gy = 105} [1a) + /T = ¢ 1) [04) ,
Wz;i> = \/1—792|0b> 11a) — y 1) [0a) -

b) | 1a
b) |1

)
)
)

Aqui se han introducido dos grados independientes de entrelazamiento,
caracterizados por las amplitudes reales x e y en dos subespacios ortogonales,
asociados a las bases: {|0y)(04) , |1p) [1a)} v {]0s) |14) , |1p) [0a) }. Sus respectivas
concurrencias son C,f’di =2|z|V1—-22y C’;Zi = 2|y| /1 — 2. Las concurrencias

+ + o :
CY" y CY en principio no son lo mismo, excepto cuando |z = |y|.
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0.8f
06F
04l

02f

012 0?4 0?6 018 1.0 {X’y}

Figura 3.1.1: Grafico que representa la concurrencia C’ e cuando el eje x posee

. + . .
la variable x y Cgﬁl cuando el eje x posee la variable y. De aqui podemos ver que
ambas concurrencias son concavas en |z|* = |y|> = 1/2, en donde adquieren el
valor de C' = 1.

Podemos escribir nuestro estado compuesto en funcién de la base de medicion,

ayz |0q) |0c) + BVl — 22 |1,) |1,)

9at) [6ea) = \/lov 22 + 1P (1 — 22) |62)
V0ey 22 + |8nl? (1 - 22)

I \/|0<’7|2 (1—22) + |577|2 2 | &V 1 — 22 |0q) [0c) — BNz |1a) [1c) }¢gd>
V0o (1 - 22) + |8y 22

+\/‘a7]‘2y2+’67‘2(1_y2) aﬁy|0a>|1c>+5’)’v1—y2|1a> |0 > ‘wlj(_j>
V0 y? + 5712 (1 - )

+\/|om\ L y?) 4 |2 | Y 2|0 |1 — By |1a) [0c) )

V0 (1 - 42) + 84 2

Entonces, proyectando sobre nuestra base de medicion, los estados y probabilidades

resultantes seran,

oy = 210 00 + AVl — o7 1) |1
h VP + AP (1 -a?)
VI=2204) 0c) = By [1a) |1 Poe = alarl’ + 1B (1 - 2?)
oz = L2 00l —Fllal ) - P ’
Viey? (1 —=?) + 2% Bnf? poe = laal’[(1 =) +2%|6nf?,
ury = amll 2uc —;ﬁwlg—*y 115 00 pEt = Rl + B2 (1= ),
Vom0 Phe = lanf* (1=9?) +4?|B7/*
‘¢*> — an\/@!oaHlJ—va!laHOJ *

Vo lan? (1= y?) + 42|82
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con las siguientes concurrencias

2|y | |z| V1 — a2

Cor = 3.1.3
“ = TorPa? + B3P (1 = 22) (3.1.3)
_ 2 1_ 2

co = layBnllz|v1— (3.14)

o (1 —a?) + |8y
ovt — 2eabnllyl V1 -y (3.1.5)
O famPy? + 872 (1 - y?) .

2 V1= 2
v 2loyfnlly| y (3.1.6)

Cac -
lan|? (1 —y?) + |B7]?y?

3.1.1. Intercambio de Entrelamiento Determinista

Al imponer que todas las concurrencias de las salidas sean iguales, podemos
convertir el protocolo de intercambio de entrelazamiento en uno totalmente
determinista. El primer enfoque es la comparacion de concurrencias por pares,
para ello comparamos 3.1.3 con 3.1.4 y la concurrencia 3.1.5 con 3.1.6. El primer

y segundo par nos entrega las siguientes restricciones:

o¢t — ¢
1
=>z=+—Vl|a*? = |8*In)? 3.1.7
7 la|* |7 = |8 n| (3.1.7)
Y
oVt — oY
1
=y =+—7=Vlafnf* = 1B (3.1.8)

V2

Si queremos realizar un protocolo determinista, necesitamos que las cuatro
concurrencias sean iguales, es decir, debemos emplear combinaciones de lo obtenido
en 3.1.7 y 3.1.8, con esto, observamos que cuando se trabaja con condiciones
que implican amplitudes iniciales (es decir, |ay| = |Bn] v |an| = [57]), las
restricciones que surgen cuando pedimos que las cuatro concurrencias sean iguales
son problematicas a la hora de realizar un analisis gréafico, ya que todas las
restricciones mezclan las variables x e y que corresponden a las amplitudes de los
estados de medicion, cada una asociada a un par de estados ortogonales entre

si ({]00),[11)} v {|01),]10)}), es decir surge un problema relacionado con el
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subespacio en el que viven los coeficientes. De aqui en adelante ignoraremos ese
tipo de condiciones, entonces la igualdad de las cuatro concurrencias se puede

lograr en tres situaciones diferentes:

» Caso 1: Cuando z = :i:\/ii VY= :I:\/Li.

» Caso 2: Cuando z = i\% y |Oé’2‘77’2 = ‘5‘2’7’2-

= Caso 3: Cuando |a*|7|*> = B0 y y = :I:%.

Es importante mencionar que en cada caso conseguimos una probabilidad igual a

la unidad, pues estamos analizando una situaciéon completamente determinista.

31.1.1. Casoliz=%75 Ay==7

Analicemos el caso: [Cgf ] Cwi} ., esto significa que todos los
y=t—=

;7 - [ ac
vz
estados que componen la base de medicién son estados de Bell. También tenemos

que,
=]y, = o]
ac x:i% ac y:i%
2layfn|  __ 2|anB|
|ay[* + [ Bnl* |om|* + [B|*

2 ) 2 2
= la|® = 18]"V " = |n|

Asi que, en resumen, si utilizamos una base de mediciéon de Bell y uno de los
dos estados iniciales también esta en un estado de Bell, entonces obtendremos
un intercambio de entrelazamiento determinista con cuatro concurrencias iguales
para los estados de salida. En este caso, la concurrencia para los cuatro estados

de salida es,

Ot _ vt _ [ 2/ (ayfn) - ()" ]
lal*=18/>

(o) (ay)" 4 (Bn) (Bn)”
2]al® |yn| 2
NEHCEE
=2y[y/1— |7

esto corresponde a la concurrencia inicial del par de particulas cd, pues la

concurrencia inicial del estado de Bell, asociado al par ab serd 1. Si hubiéramos
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sustituido la otra condicién para que las cuatro concurrencias fueran iguales
2 2 ) . N
(I7]” = In|”), entonces obtendriamos la misma concurrencia inicial del par de

particulas ab y una concurrencia de 1 para el par inicial cd.

Con estos resultados, vemos que esta situaciéon implica grandes restricciones al
protocolo en general, pues para que se cumpla el determinismo necesitamos que
toda la base de medicion y al menos uno de los estados iniciales sea un estado de
Bell. Con todo esto, el estado de salida tendra la misma concurrencia del estado
inicial parcialmente entrelazado, es decir, que el protocolo no posee ganancia de

entrelazamiento.

3.1.1.2. Caso2:z==%2% A |of2n? = |8’

En este caso, consideramos que dos de los estados de la base de mediciéon son un

estado de Bell (pues, x = j:\/ii) y ademas la siguiente restriccion,

lan|® = |87]* para C¥ = C¥,

187
lan| = |By| = |a] = Tl

Con la restriccion de las amplitudes de los estados iniciales, podemos ver que lo

estados asociados a cada par de particulas poseen la misma concurrencia, pues

|Pab) = by 104) [0s) + B]14) |1) , normalizando tenemos,
n

(2104) 106) + 8[14) 112))

By
n

2
= JI2] 482
n

2
+ 187

_ % + (87 (710a) [05) + 7 [1) [14))
)

[bea) = 710c) [0a) + 1 [Le) [La),  [* +[nl* = 1.

con estos estados, las concurrencias iniciales son:

2_

Cap =2 =271 - 7| d (3.1.9)
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Vamos a calcular las condiciones que surgen de la siguiente igualdad [C’fj ] =

8
Il
;

NG
[C’g’:L i para que las cuatro concurrencias finales sean iguales,
an|”=[8vy
], - lex]
¥ Jo=t L ¢ an=18
{ 2|ayBn| |z V1 — 2 } _ | 2layBnllyl v1—y?

layPa? + 1802 (1 —a?) [y [lanPy? + B2 (-9 ]

lan|2=|B~|

lary| Vy=+ |8
2 2 2 2
v/ Nay|” + 181 v/ lay|” + (81

N . o 2
Con la nueva restriccion obtenida y recordando que se cumple lo siguiente |an|” =

=>y==

|37|” para las amplitudes iniciales?, la concurrencia para las cuatro salidas tendra

la siguiente forma:

2 2
oo — oyt = 2l _ 2hl (1=l
"+ @ =)+ by

3.1.1.3. Caso 3: |[a*h* = B> Ny =+

En este caso, tal como ocurri6 en el Caso 2, estamos considerando que dos de los
cuatro estados de la base de medicion sean estados de Bell (pues y = :l:\/ii), junto

con la siguiente restriccion,

2 2 + -
lay|* = |Bn|” para C2 = C2,
|6n)

lay| = |n| = |a] = —=
1]

tal como ocurre en el caso anterior, las concurrencias de los estados iniciales son

iguales y tienen el siguiente valor

Cab =2 |’777’ =2 h/’ 1- |7’2 = Lcd

2Como es una restriccién asociada a las amplitudes iniciales, afecta a las cuatro concurrencias
de salida.
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.. . . e, +
Calculemos las restricciones que surgen de la siguiente condicion [C’fc } Yy .=
|y |"=[Bn]

+ . .
[C’ch } . bara que las cuatro concurrencias sean iguales,

==

]l
[ Loy P=8nP? * ly=r

{ 2|layBn| || v1 — 22 _[ 2|layBn| |yl /1 — y? ]

lay[222 + (Bn) [Bn? (1 - xQ)} P | lonPy? + 812 (1= y?)

|87 NP |om|
V1871 + lan)? V189 + lan|®

esta restriccion, junto con la condicion de las amplitudes iniciales: |a]?|y|? =

=T ==

|8)%In]?, produce que la concurrencia para los cuatro estados de salida tome la

siguiente forma,

C(]ﬁi _ C¢i _ 2 ‘7‘2 |77’2
ac — “Yac T 4 4
"+ n]
Como se puede ver en la figura 3.1.2, para el Caso 1 la concurrencia final es la
misma que la concurrencia de uno de los estados iniciales (recordemos que el otro
estado inicial correspondia a un estado de Bell con concurrencia 1). Por otro lado,
el Caso 2 y Caso 3 tienen la misma concurrencia, ligeramente por debajo de la

concurrencia inicial, excepto cuando |y| = \/LE

101
27 AN
/
/ \
// \
08" / et
/ C2_3¢‘ vy
’ \
’ \
/ \
061 /
+=
K4 C1¢ 2
/, \
04r / \
\
/ \

s \

02r S \
e ‘\
”’/’ \‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0| yl

Figura 3.1.2: Grafico para la concurrencia de cada caso en el protocolo de
intercambio de entrelazamiento totalmente determinista. C y C5_3 representan
la concurrencia del Caso 1, Caso 2 y Caso 3 respectivamente. La concurrencia
del Caso 2 y Caso 3 es la misma.
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Como podemos ver de la figura anterior, ninguno de los casos supera la concurrencia
inicial, pero podemos imponer un umbral de concurrencia que consideremos
adecuado. Por ejemplo, C' > 0,75 se cumple para el Caso 1 cuando 0,41 < |y| <
0,91, por otro lado, para el Caso 2y Caso 3 cuando 0,55769 < || < 0,83005.

3.1.2. Intercambio de Entrelamiento Parcialmente

Determinista

Debido a la gran cantidad de restricciones que surgen al momento de pedirle al
problema una salida completamente determinista, esto junto con la pérdida de
entrelazamiento que produce el protocolo, estudiaremos un caso con mas grados
de libertad y veremos si es posible obtener una ganancia, esto con el costo de
tener un intercambio de entrelazamiento parcialmente determinista y por ende un
coste en la probabilidad asociada. Para ello analizaremos dos posibilidades, un
intercambio de entrelazamiento con tres salidas con igual concurrencia y uno con

dos salidas deterministas.

3.1.2.1. Tres Concurrencias Iguales (Caso A: C? = (C¥))

Consideramos dos posibles combinaciones de trios: Caso A en la que Cg’ci =C¥y
Caso B en la que C’ffci = (%' Se puede establecer una relacion entre los resultados
de estas triadas con las otras dos posibilidades C%. = C% vy C%° = C% | en
funcion de las restricciones elegidas a la hora de emparejar las concurrencias (esto
se puede entender porque para establecer la relacion entre las triadas primero
realizamos una comparaciéon por pares, que coinciden para cada caso, ya que en
un caso elegimos el par C’fj y en el otro caso elegimos el par C;”Ci). Asi, por
simplicidad analizamos en profundidad sé6lo el Caso A y el Caso B, ya que

incluyen los cuatro casos posibles de coincidencia para las triadas.

Un punto importante a considerar es que en cada trio se seleccioné el primer
caso que se analiz6 anteriormente (3.1.7 y 3.1.8), con esto nos referimos a la
eleccion de =,y = j:\%, esto debido a que cuando trabajamos con los casos
donde imponemos condiciones a las amplitudes iniciales (es decir, |ay| = |6n| vy
|an| = |By|) recuperamos el problema del subespacio (las restricciones resultantes
mezclan las amplitudes de subespacios diferentes y ortogonales) que mencionamos

cuando estudiamos la situaciéon completamente determinista.
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. . + +
Comenzamos analizando el Caso A, para ello, consideramos: [C’fc } =Cy,
r=%

S

a partir de esta igualdad surgen las siguientes restricciones,

o]

| 2

Els Iy
Vl0al* +18[* VI Il

Considerando ambas condiciones, la concurrencia del resultado después de realizar

:C';bc+:>y::|: Vy=+=+

8

i

H_
N

el matching de la triada se muestra en la figura 3.1.3 y en la siguiente expresion,

+ + 2 [aryBn]
Cfc =Cl = 2 2
lay|” + |81

(3.1.10)

ac

Figura 3.1.3: Superficie que representa la concurrencia del Caso A, es decir:
C9F — ovt — 2Bl
ac ac lay[+|8n|*"

Por otro lado, si sustituimos en el otro resultado de concurrencia posible C¥." el

valor obtenido para y obtenemos lo siguiente,

y=

] _ | 2V(@vBn) - (ayBn)" [yl V1 — 32
" e (am) (an)" (L= 9?) + (B7) (B 9|, o

lal4+|8[4
lal4+8/4

2yl [es)?
- 2 6 2 6
" lal” + 7|78
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Figura 3.1.4: Superficie que representa la concurrencia de la salida que es

_ 3
diferente a la triada del Caso A, es decir: C¥, = o TLW"LLTj' i

Si sumamos todas las probabilidades asociadas a las concurrencias que son iguales
del Caso A (C%" = C% = C%") obtenemos la siguiente distribucion,

P =" = ((jorl?a® + 18ul” (1= 2%)) + (lan? (1 = %) + |3l %)
+ (lam*y* + B9 (1 = 9*)))
_ bl + ol (1= o) + (1= Jar ) (1 = Jal) (lol* + (1 = laf*)’)

af* + (1= |aP)’

(3.1.11)

Figura 3.1.5: Superficie que representa la distribuciéon de probabilidad del Caso
A, es decir: p¢=v".
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Por otro lado, la expresion para la probabilidad del otro resultado posible es,

pl = lan® (1 — %) + |8 y*
(1= [of® + )? (1 = la)?)’
lal* + (1 - |a?)’

3.1.2.2. Tres Concurrencias Iguales (Caso B: C;/’Ci = C9")

Ahora estudiaremos lo que ocurre cuando se cumple la siguiente igualdad de
. + + . .. .
concurrencias: C%, = C%., para ello emplearemos la primera soluciéon obtenida

en 3.1.8 cuando igualamos los pares de concurrencia, es decir: y = i\%

2 2
Of; = [Cf:] =T = ﬂ:—w V== ]

= Vil +IBF VRl

si sustituimos los valores anteriores obtenemos el valor correspondiente para las

tres concurrencias:

2
C¥ =08 = —'20‘76 i A (3.1.12)
lan|” + 18|

ac

Figura 3.1.6: Superficie que representa la concurrencia de la triada del Caso B.

Por otro lado, la expresion de la concurrencia para la salida que es diferente a la
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triada del Caso B, viene dada por:

[04"] _ 2v/(ayBn) - (ayBn)" |z| V1 — 22
st T (@) (@) T-a)+ B (Ba) 2| e

Viald+|84
2|yl B’

[y e+l 18)°

Figura 3.1.7: Superficie que representa la concurrencia de la salida que es
diferente a la triada del Caso B.

Hasta aqui podemos ver que el resultado obtenido es muy similar al Caso A,
pero con v y n intercambiados en el denominador, asi como en las restricciones

sobre = e y dependiendo del caso.

Si sumamos todas las probabilidades asociadas a las concurrencias que son iguales

| Caso B, obt iderando, 7 = +—BL o=+ L
€n e aso s optenemaos (COHSI eran O, X |a\4+|,8|4 e y \/5)

i =" = (JanP o2 + 189 (1= %) + lan* (1= 92) + 1B7° * + lon]* 2
+[8n (1 - 22))
( @yl (1= [aP)* + (1= [yP) ol + faf (1= 1?) (1= |af*)” )
+ Iy lal* (1= o) + 7 (1= [al?)” + lal* (1 = [of?) (1= [7)
o' + (1~ Jal?)’

(3.1.13)
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Figura 3.1.8: Superficie que representa la distribucion de probabilidad del Caso
B, es decir: ¥ =¢".

por otro lado,

ple = lanf (1 —a%) + |8l 22
ol + (= o)’ (1= )
jof"+18]"

Finalmente, en la siguiente imagen podemos ver como se comportan ambas

superficies de concurrencia para diferentes valores de |a| y |7/,

Figura 3.1.9: Superficie que ayuda a comparar los comportamientos de la
concurrencia para el Caso A (color naranjo) y Caso B (color azul).

Tal como hicimos para el caso completamente determinista veremos si el protocolo

parcialmente determinista con tres concurrencias iguales es 6ptimo o no, para
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ello podemos comparar con un valor que estimemos conveniente como umbral
de concurrencia, en el caso determinista empleamos un valor de 0.75, pues en
dicho caso no se lograba superar la concurrencia inicial. En el caso parcialmente
determinista, primero que todo, debemos analizar y estudiar la posibilidad de una
concurrencia final superior a la inicial. Cuando la concurrencia de las triadas supera
las concurrencias iniciales, significa que a través del protocolo de intercambio,
aumentamos la cantidad de entrelazamiento que teniamos al principio; si es el
caso que este evento tiene una alta probabilidad, estos resultados podrian tener

mas impacto y en este tipo de situaciones decimos que el protocolo es 6ptimo.

Tenemos tres situaciones posibles, Caso II cuando C* > C,;,, Caso  cuando
C'(’fc > C,.q y por tltimo Caso I' cuando se satisfacen simultaneamente las dos

condiciones anteriores®, es decir, C’fe > (Cap A Cry)-

» La primera condiciéon que analizamos es el Caso II para los dos trios (Caso
A y Caso B), es decir cuando: C¢ = C%" > Cpy y C4° = C¢7 > O

Para el Caso A tenemos lo siguiente:

+ +
Co=CY > Cy
2|y 1|

_— > 2 1— 2
a2+ [~ Helvi=lal

1—2la]?+ |a)t
1—2|al? 4 2|l

1 1
:>0<|a|</\<|’y|<\/ (3.1.14)

V2 V2

1 1—2la]? + |a)t 1
= —= <o/ <1A < < — 3.1.15
<l \/1 e <hl< 5 G

3La variable k corresponde a las dos posibles combinaciones de triadas, es decir: o= = ¢t y
pE =t

4Las concurrencias iniciales poseen la siguiente forma:

Cap =2[a|v1—|a]?,  Cea =2|y]V1-[y]?
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Para el Caso B,
Cie = C > Cay
m > 9aly/I=af?
=0<|al < \}5 A \/1 — 2’0‘;’);‘: 3ol < |yl < \2 (3.1.16)

o

1 1
= —=<|a<1IAN—=< < 3.1.17

= Para la segunda condicién o Caso (2, analizamos nuevamente ambos trios,

es decir: C%7 = C%" > Cpy y % = C9" > C,y. Para el Caso A,

+ +
CO =C% > Oy
2|ayBn|

— > 2 1— 2
a2+ 1~ 2vi=h

1 1 1—2|y[2 4
=0< |7 <—4=AN—7=<|qf <\/ el (3.1.18)

Va2

1 —2|y[2 + 2]y

V2 1 — 2|2 + 2|y|*

V2

Para el Caso B,

+ +
CU7 =09 > Oy

1 1— 27|22 + |v]4 1
:><|’y|<1/\\/ P+ e L 3119

2|ayBn|
o > 2hvi— P
an|? + |87/
=0< |y < 1/\ il <l|a| < ! (3.1.20)
¥ < —= ol < — d.
V2o 122+ 2yt V2
1 1 v
= =<y <1IN—=<]a|< (3.1.21)
V2 V2 1= 2|92 + 2[4/

« v g . + +
» Para la tercera condicién o Caso I, estudiamos ambos casos: C2, = C%" >

(Cap AN Ceq) y C’fj = C’f: > (Cyp N\ Coy), comenzando por el Caso A,
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.‘I 1-2c¢?2+ct IH

1k
0<c< — &Root|-1+c’+ (2-2¢7)n1%+ (-1+2¢”) m1* &, 3| <a<
f Y1-2c2+2c* |

I
!

\ )
\

1 1 e et "
<c<l&@k |[——— " <ca<Root|[-1+c®+ (2-2c) u1®+ [-1+2¢%) n1 &, 2]
V1-2c¢?2+2c* |

5

[

Figura 3.1.10: Solucién otorgada por el software Wolfram Mathematica para el

Caso A,endonde a=ayc=1.

Para el caso Caso B,

1
9=C=:8|& - ———
\2 1-2c2+-2c

2?2 -(c1-22) %8, 3] ca<

\f
N

1 .
— < C < 1 && Root C2 -2c [ ﬁ
2 1-2c+2c¢

Figura 3.1.11: Solucién otorgada por el software Wolfram Mathematica para el

Caso B, endonde a =a y c=1.

Ahora, para comparar las tres condiciones anteriores y sus efectos sobre los posibles

valores de || y ||, en la figura 3.1.12 vemos las regiones de solucion, las cuales

encontramos estudiando los trios del Caso A y Caso B,
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1.0f ; ; 1.0F 1 1.0F ;
1 1 1
1 1 1
0.8/ -i- 0.8} -i- 0.8f -E-
0.6 ! 0.6f l 06/ H
IV i v i Ivi i
0.4 1 04+ 1 04+ 1
1 1 1
1 1 1
: : ;
1 1 1
1 1 1
0.0 ! ! 0.0k LI 0.0t !
00 02 04 06 08 1. 00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C
[e] lal [e]
1.0 ; i 1.0f F 1.0f ;
1 1 1
1 1 1
0.8 | 0.8/ | 0.8f i
------------ 7 — s SS=—al==== ittt bttt ettt
06 ! 0.6/ l 0.6/ !
IV i Ivi i Ivi i
0.4f i 0.4f i 0.4f i
1 1 1
1 1 1
02! ! 0.2/ i 0.2 i
1 1 1
1 1 1
0.0¢ ! ] 0.0¢ ! 0.0" !
00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C
lal lal lal

Figura 3.1.12: Region de solucion para: Caso II (Izquierda), Caso €2 (Medio) y

Caso I' (Derecha). Los tres graficos superiores e inferiores son para el Caso A,y

Caso B respectivamente. La linea negra discontinua muestra los valores |a| = \/LE

vy vl= -

Una vez estudiado cada caso, podemos ver que si es posible obtener valores
de |a| y |y| para los cuales se logra superar la concurrencia inicial. Pero atn
queda estudiar lo que ocurre con la probabilidad asociada a nuestras salidas. Si
reemplazamos los rangos obtenidos (para los cuales se supera la concurrencia
inicial) en las distribuciones de probabilidad calculadas anteriormente y mostradas
en las ecuaciones 3.1.11 y 3.1.13, vemos que el maximo valor posible es igual a
0,75. Esto ultimo se puede apreciar en el siguiente grafico, en donde se muestra la
probabilidad asociada al Caso B cuando se superan ambas concurrencias iniciales
(Caso T).
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700

Figura 3.1.13: Distribucion de probabilidad para las condiciones dadas por
C}fj = C’ff; > (Cyp N Ceq), en particular corresponde a la primera desigualdad
mostrada en 3.1.11.

No importa si queremos superar una de las concurrencias iniciales o las dos
simultdneamente, esto no puede realizarse con una probabilidad superior a 0, 75.
Gracias a que conocemos el valor umbral de probabilidad (P = 0, 75) de cada caso,
podemos buscar los posibles valores de || y |y|, que hacen que nuestro problema
tenga una probabilidad alta, es decir, que la probabilidad de obtener uno de los
estados de salida que cumpla la concurrencia que pedimos, sea alta. Para ello
definimos una probabilidad alta como: 0,6 < P < 0,75 y vemos que valores de

|a| v |y| cumplen con este requisito,

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
Iyl Iyl
0.4 04
0.2 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
lal laf

Figura 3.1.14: Grafico que representa
los posibles valores de |a| y |y| para el
Caso A que generan una probabilidad
alta: 0,6 < P < 0,75.

Figura 3.1.15: Grafico que representa
los posibles valores de |a| y || para el
Caso B que generan una probabilidad
alta: 0,6 < P <0, 75.

5El limite inferior de probabilidad es arbitrario y puede adaptarse a un contexto especifico.
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Debido a que los graficos anteriores nos muestran que si existe soluciéon cuando
imponemos una probabilidad alta, ahora podemos estudiar los posibles valores

de || ¥ |v| que cumplen con ambas restricciones que solicitamos (concurrencia y
probabilidad alta).

1.0 1.0F 1.0f
0.8 0.8/ 0.8/
0.6 06/ 0.6/
vl 17 1
0.4 0.4/ 0.4/
0.2 0.2} 0.2}
0.0 0.0t 0.0
00 02 04 06 08 1 00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C
lal lal lal
1.0 1.0F 1.0f
0.8 0.8/ 0.8/
0.6 0.6/ 0.6/ H
Iyl Iyl Iyl i
0.4 0.4/ 0.4/ i
1
0.2 0.2} 0.2} H
1
]
0.0 0.0t 0.0 ]
00 02 04 06 08 1 00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C
lal lal lal

Figura 3.1.16: Soluciones para los casos: Caso II (Izquierda), Caso 2 (Medio)
y Caso T' (Derecha), todos con 0,6 < P < 0,75. Los tres graficos superiores

e inferiores son para el Caso A y Caso B respectivamente. La linea negra

discontinua muestra los valores |a| = \/ié y |yl = \/Li

Del gréfico anterior (figura 3.1.16), podemos concluir que existen valores posibles
para las amplitudes iniciales || y ||, que hacen posible que el protocolo sea
6ptimo, pues se logra una ganancia de entrelazamiento con la realizaciéon de
éste, y dichas salidas que otorgan la ganancia se pueden obtener con una alta
probabilidad. A diferencia del caso completamente determinista, las restricciones
que se realizan a la base de medicién no son tan estrictas, pues estas poseen mas
grados de libertad al no requerir que los elementos de la base de medicion sean

por completo estados de Bell.
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3.1.2.3. Dos Concurrencias Iguales

Otro enfoque parcialmente determinista que podemos adoptar es el emparejamiento
por pares, en este caso el interés se centra en los pares C’fci y C’fo. Las concurrencias
de estos casos ya estan contenidas en las triadas (especificamente en los resultados
obtenidos en 3.1.10 y 3.1.12), por ende las regiones de solucion, las podemos
encontrar en la figura 3.1.12. Por otro lado, las probabilidades dejan de ser
iguales a los trios y cambian, ya que s6lo estamos sumando probabilidades en los

. ¢i . .
respectivos pares. Para p? =~ tenemos lo siguiente,

+
phe = lalPlalP P + 18P (1 = [2°) + [y f? (1 = [2*) + |2 |81 [0

_ (%) o272 + |8 nf? (1 - (%)) + ol (1 ) (%))

+ |z*|B)*|n|?
=’ 4+ 5 =’ + (1-0%) (1-97)

por otro lado, para pfci

+
Pl = ylPlalPnl + 18P (X = [y)?) + (@ = [y?) [ePn® + |v2I812 1)

= (Z5) TaFiar + 18P (1 - (%)) + (1 - (%)) afol

' %) B2/

— 90292 + a2 4 A2

De forma similar, pretendemos comparar las concurrencias de los resultados con las
concurrencias iniciales, esto da las mismas regiones que en la figura 3.1.12. Pero la
probabilidad para los resultados cuando: CY, > Cip, CI. > Cry 6 CI, > (Cop ANCy)",
nunca supera el umbral de 0,5. Esto ultimo se puede apreciar en el siguiente
grafico, en donde se muestra la probabilidad asociada al par C’;pci cuando se

superan ambas concurrencias iniciales.

6La variable j corresponde a las dos posibles combinaciones de pares, es decir: ¢* y 1)*.
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0.0

Figura 3.1.17: Distribucién de probabilidad para las condiciones dadas por
C’jfci > (Cyp A Cry), en particular corresponde a la primera desigualdad mostrada
en 3.1.11, la misma para el caso de los trios, pues la expresion de concurrencia es
idéntica.

Con esto podemos concluir, que este protocolo a pesar de lograr superar la

concurrencia inicial, nunca lo hara con una alta probabilidad.

Aunque la probabilidad méaxima es baja (P = 0,5), podemos tratar de encontrar
los posibles valores de |a| y |y| que permitan obtener una probabilidad entre
0,4 < P < 0,5. Siendo el limite inferior nuevamente un valor elegido de forma
arbitraria. En la imagen 3.1.18 podemos ver la interseccion de las posibles soluciones
que hacen que el problema tenga una probabilidad en el rango: 0,4 < P < 0,5y
una alta concurrencia, es decir: C7, > Cy, C7. > Coy y CI, > (Cyp A Ctq), donde

j={s"v*}.
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1.0 ; ; 1.0f 1 1.0f ;
1 1 1
1 1 1
0.8 -i- 0.8} -E- 0.8} -E-
0.6 ! 06} l 0.6} !
IV H Iyl i Ivi i
0.4 i 0.4} i 0.4} ]
1 1 1
1 1 1
: : ;
1 1 1
1 1 1
00 b 00h oo L 00b b
00 02 04 06 08 1 00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C
lal lal lal
1.0 ; ; 1.0f ¥ 1.0f ;
1 1 1
1 1 1
0.8 | 0.8f | 0.8f |
------------ b e SSSeab==== e - el
0.6 ! 0.6} l 0.6 !
1% i Ivi i Ivi i
0.4 i 0.4f i 0.4f i
1 1 1
1 1 1
0.2 i 02} i 02} i
1 1 1
1 1 1
0.0 ! ] 0.0t ! 0.0t !
00 02 04 06 08 1 00 02 04 06 08 1C 00 02 04 06 08 1C
lal lal lal

Figura 3.1.18: Soluciones para los casos: CJ, > Cy (Izquierda), CI, > Cy
(Medio) y C¥, > (Cup A Cryq) (Derecha), todos con 0,4 < P < 0,5. Los tres graficos
superiores e inferiores son para el caso ij , v para el caso C’}fj respectivamente.
La linea negra discontinua muestra los valores |a| = \% y |y = \/Li

Con el anélisis realizado en esta seccion podemos ver que el protocolo de
intercambio de entrelazamiento cuando dos de las salidas poseen la misma
concurrencia no es el caso mas 6ptico, pues a pesar de poder superar la concurrencia

inicial, estas salidas no son logradas con una alta probabilidad.

3.2. Estudio de Decoherencia Caso Parcialmente

Determinista

Como se vio anteriormente, los estados de Werner introducidos por primera vez
en 1989 [51] con la intencion de distinguir entre las correlaciones clasicas y la
violacion de la desigualdad de Bell, son ampliamente utilizados en la ciencia de
la informacion cuantica [91]. Algunos de sus multiples usos se encuentran en la
descripcion de canales cuéanticos ruidosos [92] y también como ejemplos en el

estudio de la purificacién determinista [93]. Dado que los estados de Werner se
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encuentran entre los que exhiben la llamada muerte stibita de entrelazamiento’
[95], este tipo de estados son muy ttiles para estudiar la presencia de decoherencia
en los sistemas fisicos. Experimentalmente se han logrado producir usando fotones
polarizados generados por una fuente de entrelazamiento de alto brillo (“Parametric

Down Conversion”) [90].

Como nuestro mayor interés es evitar las situaciones en donde exista pérdida de
entrelazamiento, pues este recurso es esencial para la informacion cuantica, asi como
la caracteristica central de la paradoja EPR [)7], prolongar este recurso es esencial
para la realizacion de determinados protocolos de informacién y computacion
cuantica. Es por ello que en esta seccién estudiaremos la presencia de decoherencia
en nuestro sistema fisico® y veremos que tan resistentes son los resultados obtenidos
anteriormente, este tipo de estudio nos sirve para describir la pérdida o desaparicion
de ciertas correlaciones en los sistemas debido a la interaccion de estos con el
entorno. Para la realizacion de este analisis consideraremos dos estados de Werner
iniciales para cada par de particulas y veremos como se ve afectado nuestro
problema, considerando las mismas restricciones obtenidas para el caso puro. Es
decir, estudiaremos como afecta la presencia de decoherencia, en forma de estados

de Werner, a nuestro protocolo parcialmente determinista.
Consideramos los siguientes estados normalizados,

1—¢

Pab = 1 I+¢ |¢ab> <¢ab|
1—¢

Ped = 4 I+e¢ ‘¢cd> <¢cd’

donde |¢up) ¥ |pea) corresponden a los estados puros iniciales estudiados en el
protocolo anterior, en particular se encuentran en 3.1.1 y 3.1.2, por otro lado,

0 < e < 1. Escribiendo explicitamente la matriz de densidad para cada uno de los

"La muerte stbita de entrelazamiento se define como un fenémeno en donde se lleva a cabo una
pérdida de entrelazamiento en un tiempo finito [94], es decir que de cierta forma los estados
que exhiben este tipo de comportamiento sufren de la disipacién de entrelazamiento.

8Es importante realizar este estudio debido a que los estados puros que estudiamos anteriormente
nos dan resultados idealizados, que no necesariamente representan situaciones experimentales
reales.
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estados de Werner tenemos,

1—
p;fb = < E) Iyps +€ |¢ab> <¢ab‘

4
elaf> 0 0 eap* ap 0 dy
1— 0 00 © 0 b 0
- (4591 |0
4 0O 00 0 0 0 ¢
eBa* 0 0 e|B? ay 0 dy

con

, 1 1
(11:€|OZ| —154—1—1,

ay = aff’e,
1 1
by =- — -
2 4 487
1 1
C3 = Z_JL — 15,
dy = Pa’e,

1 1
d4:€‘ﬁ‘2—15+1—1

es facil ver que by = c3 y ay = dj. Por otro lado, el segundo estado de Werner se

puede escribir como sigue,

pé”d = <1Z€> Iy + € |¢cd> <¢cd|

(155 +eh* 0o 0 e a0 0 d

B 0 () o 0 1 0 b 0 0
0 0 () 0 0 0 c3 0

eny* 0 0 (35) +ep? ag 0 0 dy
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con elementos matriciales que definimos de forma més compacta como,

1—¢ + ||2
a1 = _—
1 4 el o,

as = eny’,
1—¢
()
1—¢
()
dy = ey’

1 —e
d=(F35) +emr

. "
Nuevamente, es facil ver que by = c3 y a4 = dj.

by

o
W
I

Ambos estados de Werner poseen una concurrencia diferente a la de su contraparte

pura,

Cilpl) =2 (Jdi| = Vbaca) = 2((ds] - [ba])
Cilpl) = 2 (|| I

con su respectiva definicion del elemento d; y by, dependiendo si el estado

corresponde al par ab o cd.

05

Figura 3.2.1: Concurrencia inicial del Figura 3.2.2: Concurrencia inicial del
estado de Werner pY;. estado de Werner p¥,
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o6l

04f

0.2f

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 {lal.Iv}

Figura 3.2.3: Concurrencia inicial del estado de Werner pY, (cuando el eje z
posee la amplitud |a|) y p¥ (cuando el eje x posee la amplitud |y|) cuando € = 1.

A partir de estas figuras podemos verificar facilmente que cuando el término
de decoherencia o decaimiento se acerca a 1, recuperamos el protocolo de
intercambio de entrelazamiento para los estados puros y las concurrencias iniciales
bidimensionales son las mismas que analizamos antes. Esto nos ayuda a verificar

que la concurrencia calculada para los nuevos estados de Werner es correcta.

Al igual que en el caso sin decoherencia, para realizar el protocolo de intercambio
de entrelazamiento, aplicamos una medida sobre los qubits bd de los estados de

Werner, proyectando sobre cada uno de los siguientes estados:

i) = 2105 0a) + /1 — [ |1p) [1a) ,
by = /1 — |21 105) |0a) — 2 1) |1a) ,
i) =y 10) [1a) + /1 — |y[* 1) |0a) ,

V) = /1= y*10s) [1a) — y|1s) |0a) -

3.2.1. Primera Salida

En primer lugar, realizamos la mediciéon proyectando sobre }gb;rd>. Como

recordatorio, las dos ecuaciones siguientes muestran la matriz de densidad escrita
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término por término en forma expandida,

gt = [(555) + < o] 102) 00 001 4+ 25" j0 )¢

# (555 100 1 0ul l + (255 I o 1] 00
et ) 01 001+ [ (55 2198 1) 1) €1

st = [(F75) + <1 10010 0 0+ 22 02 102 (1 14

. (1 - > 100) 1) (0] (1a] + (1 . ) 1) 10) (1] (04

1—c¢

e L)1) 0o 0+ | (£55) + el | 11 1) (1]

Aplicamos una medida conjunta sobre los qubits bd, es decir, aplicamos una medida
proyectiva de von Neumann sobre los estados pg, ® p&;,

Phe = (Sl Pl © vta | 01)

= (= (001 40al + V1T =22 (1] Lal) o2, @ ol (2106) [0a) + V1= 22 |15) [1))

{22 [(552) +elaP] [(552) + e 7] + (L= 22) (552) (45) } 104) 102) 0l €0
+2v1 — 2262y (nB)”* |0,

+{a? [(452) +elof] (152) + (1-22) (152

+{22 (159) [(459) + 2P| + (1= 2%) [(459)
+av/T— 22281 (ya)" [14) [1e) (0

+ {2 (152) (455) + (1 - 22) [(555) + 18P [(452) + e 0] } 11 [16) (Ll (1

ap 0 0 d;

0 b 0 O

0 0 ¢ O

ag 0 0 dy
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Podemos definir:

m = (a2 ((52) +elaP) ((55) +2 1P) (1 - %) (452) (59) )
ay = 2V'1 — 226 (ya)*

b= (o [(459) +elal’) (59) + (=) (459) [(459) +< ol )
e = (22 (159) [(459) +e M) + (- 22) [(459) +<181% (559) )

2 ((552) +=lo?) ((452) +2hl?)
+(1- 23 (1) (15%) +2° (<%>+e|a|2> (55
Tr (pf ) = +(1,w2)(1%)<( 6>+e|n|) (L) ((459)
2?) ((55¢) +¢18P) (& )+x2<;€)
+(1-2%) ((5) +<181

v
/—\
—
g“
™
SN—
ur
(LI
=
N———

1
Ny+ =
T ()
luego

aq 0 0 d1
0 b 0 O

pl = Ny+ 2 ,con dy = ay
0 0 ¢c3 O
ay 0 0 d4

con autovalores:

1 1 1
)\1 = N¢+ <§a1 -+ §d4 + —\/((Il — d4)2 + 4&4(11) 2 0

2 2
)\3 = N¢+b2 > 0
)\4 = N¢+63 Z 0

1 1
)\2 = N¢+ <—a1 + d4 — —\/ a1 d4> +4a4d1)



3.2. Estudio de Decoherencia Caso Parcialmente Determinista 93

ya que la matriz de densidad se define como positiva tenemos que,

A2 >0

1
2

1 1
—ai + §d4 - 5\/(611 - d4)2 + dagdy >0

lag| < Vardy V |di| < v/aidy

Con esto y calculando los autovalores de la matriz p¢; pac”’, obtenemos una

concurrencia o cantidad de entrelazamiento diferente de cero si (este resultado se

puede verificar en [J5], en donde el célculo se realiza para un estado tipo X)

C¢+ = 2N¢+ max {O, |d1| -\ bQCg, —V (11d4}
= 2N¢+ (|d1| — vV bQC3) >0V —2N¢+ v ajdy >0

okl
1.0

0.8
0.6
0.4

0.2

4
05
lal

|/
W/

1.0

Figura 3.2.4: Concurrencia al
considerar x = 1/v/2 (condicién para
la igualdad de la triada del Caso A),
las tres variables de los estados de
Werner se muestran en cada eje y el
valor de la concurrencia se representa
por colores segin la barra de la
derecha.

e ATATAV
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Fos| :’:"'IIIII’””””
77 'II% /
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% ”"' —/d
'l"""

Figura 3.2.5: Concurrencia cuando
T = 1/\/§ y € = 1, esto, como era de
esperar, recupera la superficie anterior
realizada para los estados puros (pues
empleamos la condicién de la triada
del Caso A), esto se muestra en la
figura 3.1.3.

También tenemos que considerar la probabilidad del primer resultado de medicion,

9Fl estado de Werner es un caso particular de un estado “X”.
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dada por 1/N, donde N es la traza de la matriz producto.

1.0

Figura 3.2.6: Probabilidad cuando Fig“ra 3’?’7: Probabilidad d;_la
z = 1/v/2, las tres variables de los ~ PFHHera salida, cuando z = 1./ 2y
e = 1. El grafico posee un méximo de

probabilidad de 0,5.

estados de Werner se muestran en
cada eje y la probabilidad total se
representa por colores segin la barra
de la derecha.

3.2.2. Segunda Salida

La segunda salida la obtenemos empleando el siguiente estado de la base de

medicion,
|0pa) = V1 — 22 |05) [0g) — z |1p) |1q)

Aplicamos una medida conjunta sobre los qubits bd, es decir, aplicamos una medida
proyectiva de von Neumann sobre los estados py;, ® p&; y realizamos el mismo

calculo empleado para la primera salida, asi, el estado final tendra la siguiente

forma
aq 0 0 dl
N 0 b 0 0
0 = Ny- ,cond; =a
P “1 0 0 ¢ 0 L

a40 0d4
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con,

e () ) () o) 2 )

ay = —2/1 - 221 ()" )
by = (1 2?) (<1f> +8\a|2> <1;5> o <1;5> <(1;5) n )
e () () ) () )

)

di = —zV/1 — 22%ya (nB)”*

di = (1-?) (1f> (116) +x2(<1;€> +g,m2> <(1;€) feuf

también por normalizaciéon se debe cumplir:

TT(pif) =ay +by+c3+dy
1

Tr <pf{c_>

dado que la matriz es definida positiva tenemos que se cumplen las siguientes

Ny- =

desigualdades

lag| < Vaydy V |dy| < v/aidy

y para obtener una concurrencia diferente de cero necesitamos que,

qu = —2N¢— max {O, |d1| + v b203, V a1d4}
= —2N¢— <’d1’ + v/ szg) >0V —2N¢—\/ aydy >0

3.2.3. Tercera Salida

La tercera salida la obtenemos empleando el siguiente estado de la base de

medicion,
) =y 10) [1a) + /1 — ¥ 1) [0a)

Tal como hicimos para la primera y segunda salida, aplicamos una medida

proyectiva sobre los estados pl, ® pu; v realizamos el mismo calculo anterior,
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asi, el estado final tendra la siguiente forma,

ai 0 0 O
by ¢
pur = Ny L
bs c3

0 0 0 da

o= (7 (57) () 0o ((59) o) () <))
= (2 (50 (7)) w0 (557 o) ()

de aqui vemos que, b3 = c3. El factor N+ corresponde a la normalizacion, pues

Tr (pfj) = (a1 +b2 + c3 +d4)
1

Tr (pfj)

Dado que la matriz densidad se define como positiva, tenemos que

|b3| < V/bac3 V |ea| < /bacs

Ny+ =

Con esto, y calculando los autovalores de la matriz pﬁfj pfww, obtenemos

concurrencias diferentes de cero si se cumple que:

Odﬁ— == 2N¢+ max {0, |02| — V a1d4, —\ b203}

= 2N, (|cz| _ \/a1d4> >0V —2Ny v/bacs > 0
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\\\,\ | /
05 |/

lal /.
1.0
Figura 3.2.8: Concurrencia cuando se
considera y = 1/v/2 (condicién para la
igualdad de la triada del Caso B), las
tres variables de los estados de Werner
se muestran en cada eje y el valor de la
concurrencia se representa por colores
segtn la barra del lado derecho.

Figura 3.2.9: Concurrencia cuando

= 1/v2y e =1, esto, como es de
esperar, recupera la superficie anterior
realizada para los estados puros (pues
empleamos la condicién de la triada
del Caso B), como se aprecia en la
figura 3.1.6.

También tenemos que analizar la probabilidad de este tercer resultado de medicién,

la probabilidad viene dada por el factor 1/N, donde N es la traza de la matriz

producto,

Probabilidad al
considerar y = 1/ \/§, las tres variables
de los estados de Werner se muestran
en cada eje y la probabilidad total se

representa por colores segin la barra
del lado derecho.

Figura 3.2.10:

Figura 3.2.11: Probabilidad cuando
y = 1/v/2y e = 1, el maximo valor
alcanzado es de 0, 5.
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3.2.4. Cuarta Salida

La cuarta salida la obtenemos empleando el siguiente estado de la base de medicion,

V) = V1 —y210u) |1a) — y 1) [0a)

Tal como hicimos para las salidas anteriores, aplicamos una medida proyectiva

sobre los estados pi, ® pv;, v realizamos el mismo célculo empleado para la primera

salida, asi, el estado final tendra la siguiente forma,

aq 0 0
_ 0 bg (6))
IOZZ)C :Nw—
by c3
0 0 dy

() ) (5 () (52 )
o (o((5) ) () ) o (59

by = —yv/1 — 3228y (an)*

W

o

(
e = —yv/1—y2%an (Bv)*
13

(07 () (7)) () 0)
)((57) o)+ ((557) o) (5

podemos ver que: b = cj. También es importante mencionar que la normalizacién

se llevo a cabo de la siguiente forma,

Tr (pr) = (a1 + by + 3+ dy)
1

Tr (pfg >

dado que la matriz se define como positiva,

|bs] < V/bacs V |ea| < \/bacs

Ny- =
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Tenemos una concurrencia diferente de cero si se cumple lo siguiente:

Cﬂpi = —2Nw— max {0, |CQ| + a1d4, vV 5203}
= —2N¢— (|CQ| + CL1d4) >0V —2Nw+ AV, bgCg >0

3.2.5. Analisis de los resultados

Si efectuamos el mismo estudio realizado para el caso de estados puros, podemos
emplear las mismas condiciones de igualdad de cada triada y ver como se comportan
los nuevos estados, para ello analizamos los graficos obtenidos anteriormente en
cada salida y efectuamos cortes transversales para ver como se comporta la

superficie cuando el valor de € cambia. Para el Caso A,

£=0.6 €=0.7
10 10
08 038
06 06
= =
04 04|
02 02
00 00

00 0 0
06 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 04 06 08 10 02 04 06 08 10 06
la| lal
£=0.8

10
08
06
T o4

0.1 02

] TR ——
00 02 04 06 08 10

[ — L J
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

SO —— 0

)| T —
00 02 04 06 08 10

. =
00 02 04 06 08 10

00
00 02 04 06 08 10
lal la| la| la| laj lal

Figura 3.2.12: Concurrencia de los resultados C%. en el lado izquierdo y C¥ en
el lado derecho, para diferentes valores de . Agrupamos C’f: pues C¢" v C¢ son

ac

iguales cuando z = 1/v/2. En el caso de C¥". cuando y = i% presenta

ligeras diferencias para distintos valores de e, excepto cuando este es igual a 1, en
dicho caso las tres concurrencias son exactamente iguales.

Por otro lado, para el Caso B,
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£=0.5
ot 10
1 08| 08!
09 06! 06!
= =

08 04] 0.4

02| 02!
0.7

00!

10 = * = =mmmm] folad
08
06 09
= =
04 08

02

00 0 o.
00 02 04 06 08 10 06

‘"'“ ! 04
/ [ 03
! 02

| |

[ S = o el
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

lal lal la| lal la] lal

0.0
06 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
la|

Figura 3.2.13: Concurrencia de los resultados C% en el lado izquierdo y C%'
en el lado derecho, para diferentes valores de . Agrupamos C¥ pues C¥" y OV
1812

o +1]*
ligeras diferencias para distintos valores de e, excepto cuando este es igual a 1, en
dicho caso las tres concurrencias son exactamente iguales.

son iguales cuando y = 1/v/2. En el caso de C%, cuando z = + presenta

para el caso de las probabilidades, tenemos los siguientes resultados para cada

triada:

00 1_______1. —

0ok A
00 02 04 06 08 10 06

=\ Sy 00
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10
lal
e=1.

0 0.0 U ook . 0.0 IS -
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

lal lal la| lal lal lal

_______ BRI 0
00 02 04 06 08 10

Figura 3.2.14: Probabilidad para el primer trio (Caso A) en el lado izquierdo
y para el segundo trio (Caso B) en el lado derecho, para diferentes valores de ¢.

Diferentes grados de perturbacion en el estado de Werner nos daran una buena
idea de cuan resistentes son los estados resultantes a la decoherencia. Para el
siguiente anélisis s6lo consideramos un elemento de cada triada, en particular
desarrollaremos las salidas: C*" del Caso A y C?" del Caso B. Esto nos da
automaticamente una idea del efecto de la decoherencia en los casos de coincidencia

de cada trio.

A continuacion, se estudiaran los efectos del parametro de decoherencia ¢ aplicando
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una expansion en serie de Taylor alrededor de e = 1 [99]:

AACY)
(n—1)!

sobre las concurrencias resultantes y la probabilidad. Los resultados se muestran

f@ =)+ fMEe-D+--+ (e—1)"" 4.

en las figuras 3.2.15, 3.2.16, 3.2.17 y 3.2.18. Para las concurrencias tenemos los

=05
i
—-—_________|

.0
00 02 04 06 08 10

siguientes resultados. Para el Caso A,

& 0o — J
0 02 04 06 08 10 04 06 08 10

0
0 02 04 06 08 10
la| la| lal

=08 09

el

=08

‘

00 0 0o

0 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 0 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 06
lal lal lal lal lal lal
£=05 £=08 £=07 £=05

0 1 0
0 02 04 06 08 10 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10
lal

v

=06 e=07

¥l

0
0 02 04 06 08 10
lal
£=08

lal

N

Iyl

00 0 0.0 0o 00
00 02 04 06 08 10 00 02 04 D6 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0

lal lal lal lal lal la

0 02 04 06 0B 10

Figura 3.2.15: Grafico de contorno para diferentes valores de €. El eje horizontal
representa la amplitud |a| y el eje vertical la amplitud |y|, la barra de color
corresponde a la concurrencia de la salida C¥" del Caso A. (a) Corresponde
a la expansion de Taylor de primer orden alrededor de ¢ = 1, (b) la expansion
de segundo orden, (c) la expansion de tercer orden y (d) la expansion de cuarto
orden.

con una probabilidad,



3.2. Estudio de

Decoherencia Caso Parcialmente Determinista

ook 4
00 02 04 06 08 10
la]

.0 LIS
00 02 04 06
lal

ook —
00 02 04 06
la|

£=09

uoL————_—-
00 02 04 06
la|

uoL————_——
00 02 04 08
la|

00 02 04 06

la|
£=08

. ________|
00 02 04 06
lal

ouL_______
00 02 04 06
la|

Figura 3.2.16: Grafico de contorno para diferentes valores de €. El eje horizontal
representa la amplitud |a| y el eje vertical la amplitud ||, la barra de color
corresponde a la probabilidad de la triada C¢° = C¥". (a) Es la expansion de
Taylor de primer orden alrededor de € = 1, (b) la expansion de segundo orden.

Para el Caso

B,
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Figura 3.2.17: Grafico de contorno para diferentes valores de €.

El eje horizontal

representa la amplitud |a| y el eje vertical la amplitud |y|, la barra de color
corresponde a la concurrencia de la salida C¢* del Caso B. (a) Es la expansion
de Taylor de primer orden alrededor de ¢ = 1, (b) la expansion de segundo orden,
(c) la expansion de tercer orden y (d) la expansion de cuarto orden.

con probabilidad,
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Figura 3.2.18: Gréafico de contorno para diferentes valores de e. El eje horizontal
representa la amplitud |a| y el eje vertical la amplitud |y|, la barra de color
corresponde a la probabilidad de la triada C¥* = C?". (a) Es la expansion de
Taylor de primer orden alrededor de e = 1, (b) la expansion de segundo orden.

En el caso de las probabilidades para cada triada (figura 3.2.16 y 3.2.18) solo
se estudid hasta la expansion de orden 2, pues a mayor orden se repetian los

resultados obtenidos para dicho orden.

Algunas conclusiones importantes que se pueden extraer de los gréaficos anteriores:
3.2.15, 3.2.16, 3.2.17 y 3.2.18 son:

» Una aproximacioén de primer orden da resultados muy soélidos en términos
de concurrencia para todos los valores de e, pero funciona excepcionalmente
bien en valores altos de esta variable. Lo mismo ocurre para la probabilidad,
pues la aproximacion es precisa, pero difiere en los valores medios de ¢
(de 0,5 a 0,6 aproximadamente). Es importante recordar que para valores

mayores a € =~ 0,6 obtuvimos concurrencias superiores a cero.

= Una aproximaciéon de segundo orden, tiene problemas para describir el
comportamiento de la concurrencia para los valores limite de las variables
a v 7, cuando estas variables se acercan a 1 o 0, la aproximaciéon no logra
describir la concurrencia con precision. También se observa que el trio del
Caso A es mucho mas solido que el trio del Caso B, la triada oV = oot
(bajo el estudio de la salida C’¢’+) tiene regiones mas grandes donde la
aproximacion falla en describir la concurrencia (esto se puede apreciar de
mejor forma en los graficos de expansion a orden 3). En el caso de la
probabilidad, esta parece mostrar una mejora respecto a la aproximacion de

primer orden, pues parecen ser casi idénticas para todo valor de €.
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= A partir del orden 2, la probabilidad esta perfectamente descrita por la
aproximacion, por esta razon soélo se presentaron las expansiones de Taylor

hasta orden 2.

= En el caso de la tercera aproximaciéon, nuevamente vemos que el
comportamiento de la tercera salida para cada trio presenta problemas
en su representacion, pues siguen apareciendo discontinuidades, pero estas
son menores en comparacion a las expansiones de orden 2 y 4. En el caso de

la probabilidad, esta queda perfectamente representada con la aproximacion.
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Capitulo 4
Conclusion

En base al estudio del protocolo estandar de intercambio de entrelazamiento
se ha propuesto una realizacion determinista y parcialmente determinista con
condiciones generales, capaz de conservar y en algunos casos superar la cantidad

de entrelazamiento inicial.

De la investigacion desarrollada podemos concluir lo siguiente: Al realizar el
protocolo de intercambio de entrelazamiento general con estados puros (primera
situacion estudiada), el caso méas 6ptimo resulto ser aquel en el que emparejamos
tres concurrencias de resultados, es decir, un intercambio de entrelazamiento
parcialmente determinista, ya que este caso mostrdé una ganancia en concurrencia
y probabilidad (para la probabilidad se obtuvo un valor maximo de 0,75). Por
otro lado, cuando estudiamos el determinismo en dos salidas, a pesar de conservar
los valores obtenidos para las concurrencias de los trios, la probabilidad maxima
asociada a las salidas fue baja (P = 0,5). Por dltimo, es importante mencionar que
a pesar de todo se logré establacer un intercambio de entrelazamiento totalmente
determinista, pero este implicé un costo considerable en la concurrencia ademaés
de la necesidad de establecer una gran cantidad de condiciones para los estados
iniciales y la base de medicién, sin embargo, como se trabaja con las cuatro salidas,
si o si existe una ganancia significativa en la probabilidad, ya que es siempre
igual a uno. Luego, dependiendo del contexto, es posible decidir que caso es mas
ventajoso, ya que por un lado tenemos una ganancia de entrelazamiento, pero
un coste en probabilidad (emparejamiento de concurrencia de triadas) y en la

otra situaciéon tenemos pérdida de entrelazamiento, pero maxima probabilidad
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asociada (intercambio determinista).

Gracias al analisis mediante expansiones de Taylor, nos damos cuenta de que una
aproximacion de primer orden resulta muy solida para la concurrencia en el rango
de € y funciona excepcionalmente bien para valores superiores de esta amplitud, las
cuales son de especial interés, pues la concurrencia presenta soluciones diferentes
de cero aproximadamente cuando € > 0,6. Al estudiar las expansiones de orden
superior, pudimos notar la aparicién de un patrén entre las aproximaciones de
orden par e impar para las concurrencias, pues las expansiones de orden par
presentaban mayor cantidad de discontinuidades al momento de representar una
de las salidas de cada trio (Caso A y Caso B). Por ejemplo, los contornos de
concurrencia para el resultado de la triada que analizamos en las aproximaciones de
orden 1 y 3 son extremadamente similares y esperamos que este comportamiento
se repita si determinamos una aproximacion de orden 5. Mientras tanto, las
aproximaciones de orden 2 y 4 muestran estrechas similitudes entre ellas, con

muchas discontinuidades en su representacion gréfica.

En términos de probabilidad, la aproximacién a orden 1 también es bastante
precisa, sobretodo cuando £ > 0,6 lo cual sigue siendo un resultado favorable, pues
tal como se mencion6 anteriormente, en este rango de valores, cuando se estudiaron
las salidas para el caso de estados mixtos sin haber aplicado la expansién en serie,
la concurrencia era superior a cero. A partir del orden dos, la probabilidad estéa
perfectamente descrita por la aproximacion en serie, incluyendo los casos en donde

e < 0,6.

Una conclusion global para esta tltima parte seria que los estados que analizamos
para el protocolo de intercambio de entrelazamiento mixto son resistentes a

pequenas decoherencias.
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