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Capitulo 1
Introduccion

Las redes Booleanas con n componentes son un sistema dinadmico discreto dado
por la iteracion sucesiva de una funcion f : {0,1}" — {0,1}". Estas son de gran
importancia para el modelamiento de sistemas complejos tales como modelos de
opinién e influencia social (Grabisch M., Rusinowska A., 2013; Jackson, M.O., 2008;
Goles E., Tchuente M., 1982; Poljak S., Sura M., 1982), modelamiento de procesos
ecologicos (Han Y., Kristensen N., Buckley Y., Maple D., West J., McDonald-Madden
E., 2020), redes neuronales (Goles E., 1985; Goles E., Martinez S., 1991; Mac Culloch
W.S., Pitts W.S., 1943; Hopfield J., 1982) o modelos biologicos/genéticos (de Jong
H., 2002; Kauffman, S.A., 1969; Thomas R., 1973; Thomas R., Kaufman M., 2001),

entre otros.

Si bien parte de estos procesos no son discretos, el uso de estas redes permite
simplificar un sistema real para la obtenciéon de relaciones y comportamientos del
sistema mediante la estructura del grafo de interaccion y su dindmica. En esta linea,
gran parte de los estudios han sido realizados a procesos particulares y concentrandose
en la interaccion entre las variables para la inferencia de propiedades de la dinamica,
tales como atractores puntuales, ciclicos, periodicidad o cotas en su altura. Lo anterior
justificado por la menor complejidad de estudiar un digrafo de n componentes por

sobre su dindmica de cantidad exponencial de configuraciones.

Ahora, no se identificaron trabajos especificos en analizar el sentido inverso,



proponiendo una dindmica particular y analizar la existencia de condiciones en
la interaccion de la red, es por ello que, en este trabajo se tratara este tema en base
a redes con dinamicas Hamiltonianas para la inferencia de propiedades que estos
puedan implicar, tanto en redes Booleanas en general como en familias particulares

de estas.

Las dindmicas Hamiltonianas son todas aquellas dinamicas que poseen un camino
Hamiltoniano y, entre las familia de redes Booleanas estéan las redes regulatorias,
siendo estas de gran importancia debido a que predominan en procesos biolégicos y
modelos genéticos de estudio (Aracena, J., 2001, 2006; Mendoza, L., Alvarez-Buylla,
E., 1998; Sanchez, L., Thieffry, D., 2001), expresando un comportamiento entre

variables de activacion e inhibicién en la red.

Para el logro de este estudio, en el Capitulo 2 se realizard un breve repaso de
contenidos, definiciones y propiedades basicas de temas necesarios para el desarrollo
de los siguientes temas. En el Capitulo 3 se procedera a definir y ejemplificar las
tres posibles dindmicas Hamiltonianas que puede modelar una red Booleana y con la

finalidad de identificar tal comportamiento y alguna de sus propiedades.

Ya con los resultados y dinamica de estudio presentada, el Capitulo 4 se estableceréa
como primera pregunta si estas dinamicas imponen condiciones en el grado de
interaccion entre las variables y la existencia de un vértice que depende de todos
los elementos de la red. En el Capitulo 5 se analizara de manera general el grafo de
interaccion en base a su conexidad inducida por su dinamica para el caso general de
redes Booleanas y, el Capitulo 6 se profundizara en redes regulatorias probando la
existencia de una dindmica mediante la creacion de una familia regulatoria. Finalmente,
en el Capitulo Conclusiones se discuten los principales resultados obtenidos en este

trabajo y se presentan unas ideas para trabajos futuros.
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Capitulo 2
Definiciones y resultados previos

Con la finalidad de introducir a los términos utilizados en esta tesis, el presente capitulo
tiene por objetivo definir los contenidos a utilizar para entender el desarrollo de los
proximos capitulos, estableciendo la notaciéon a manipular, conceptos y definiciones
de redes dindmicas finitas junto a un establecimiento general de expresiones de

matemética discreta.

2.1. Conceptos de matematica discreta

Como ya se menciond, nuestro analisis esté enfocado al estudio del grafo de interaccion
dado una cierta dindmica particular de la red, es por ello que en esta seccion se
definiran conceptos relacionados a grafos y digrafos junto a la notaciéon para cada

caso.

2.1.1. Grafos y digrafos

Definicion 2.1. Un grafo G (o grafo no dirigido) es un par ordenado (V, E), donde
V # () denota un conjunto finito de vértices o nodos y E C {x € P(V): |x| =2} un

conjunto de pares no ordenados de V' llamados aristas.

Definiciéon 2.2. Un digrafo G o grafo dirigido es un par ordenado (V,A), donde

V # 0 denota un conjunto finito de vértices o nodos y A CV x V un conjunto de
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pares ordenados de V' llamados arcos.

En adelante, precisaremos al grafo que se esté mencionando mediante la notacion
V(G), E(G) y A(G) como el conjunto de vértices, aristas y arcos de G respectivamente.
Ademas, cuando no exista confusion denotaremos la arista {u, v} = uwv = vu € E(G),
u,v € V(G), esto debido a que en grafos no importa el orden en que se defina la

arista, es por ello que las siguientes definiciones difieren en grafos y digrafos.

Definicion 2.3. Sea G = (V, E) y u,v € V(G), estos son adyacentes si uv € E(G)

y definiremos la vecindad de v por:
Ng(v) :={u e V(G) :uwv € E(G)}

Ademds, definiremos el grado de v como dg(v) := |Ng(v)|. De manera andloga para

digrafos definiremos la vecindad de entrada y salida, respectivamente, por:

Ng (v) :=={u e V(G) : (u,v) € A(G)}
Ng(v) :={u e V(Q): (v,u) € A(G)}

Y, el grado de entrada y salida de v como d*(v) = |[Nt(v)| y d~(v) = |[N~(v)],

respectivamente.

En particular, la vecindad y su grado de entrada serdn de gran importancia debido a
que esto se definira posteriormente como la dependencia de una funcién f, definida

sobre el vértice v con dependencia del valor en los vértices u € N~ (v).

Definicion 2.4. Sea G = (V, E) un grafo, se dird que G' = (V',E') es subgrafo
de G st V! CV y E' C E. De manera andloga, G = (V, A) un digrafo se dird que
G = (V' A") es subgrafo de G si V' CV y A" C A. En ambos casos, se denotard por
G' C@q.

Definicion 2.5. Sea G un grafo o digrafo tal que G' C G, entonces:
» 51 V(G) =V(G') entonces se dird que G' es un subgrafo recubridor de G.
» SiV(G) #V(G), se dird que G' es un subgrafo propio de G.

» St E(G') = {w € E(G) : u,v € V(G")} 0 A(G') = {(u,v) € A(G) : u,v €
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V(G")}, segin sea el caso, se dird que G' es un subgrafo inducido por V(G') y
se denotard por G' = G[V(G")].

Ejemplo 2.1. De la figura 2.1 notemos que G es un subgrafo recubridor de G5 y la
vecindad del vértice 4 es Ng,(4) = Ng,(4) = {2,3,5}.

;/@ /@\@ G;) /@)A@\@

@v@/ \@v@/

Figura 2.1: Ejemplo de grafos.

De la figura 2.2 notemos que G4 es un subgrafo propio de Gs, con G4 = G[{1,3,4,5,6}]
y la vecindad de entrada y salida del vértice 1 en ambos casos es Ng (1) = Ng, (1) =
{4,6} y N& (1) = N£&, (1) = {6}, respectivamente.

O Gy :

b ¢

N
/
\.

N

<)

Figura 2.2: Ejemplo de digrafos.

Definicion 2.6. Sea G un grafo o digrafo de n vértices, se define:

» Un recorrido entre vy, y v;; es una secuencia ordenada de vértices {vi, ¥i_,
de G tal que Yk = 1,...,7 — 1, v;,
(Viy» iy, ) € A(G) en el caso de un digrafo.

€ E(G) en el caso de un grafo y

Vigtq
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= Un camino entre v;, y Vi es un recorrido entre v;, Y Uy tal que este no repite

vértices.
» Un circuito es un recorrido entre v;, y el mismo vértice.
s Un ciclo es un circuito que solo repite un vértice.

» Fl largo de un recorrido R es la cantidad de aristas o arcos, sequn sea el caso,
definidos en el recorrido. Ademds, el largo de un recorrido lo denotaremos por
I(R) =|E(R)| o l(R) =|A(R)|, donde E(R),A(R) corresponde a las aristas y

arcos inducidos por los vértices del recorrido, respectivamente.

2.1.2. Conexidad y conexidad fuerte

Ya con las primeras nociones de grafos y digrafos es necesario comprender ciertas
propiedades en su estructura, siendo la conexidad y conexidad fuerte temas

importantes a definir.

Definicion 2.7. Sea G un grafo o digrafo, este se dird trivial si |[V| =1y E(G) =0
0o A(G) =0, segun corresponda.

Definicion 2.8. Sea G = (V, E) un grafo, se dird que G es conezo si este es trivial
0, para todo par de vértices de G existe un camino que los une. En caso contrario, se

dird que G es disconexo.

Definiciéon 2.9. Sea G = (V, A) un digrafo, se dird que G es conexo si el grafo
fundamental Gp = (Vr, EF) definido por Ve =V yab € Er < (a,b) € AV (b,a) € A,

con a # b, es un grafo conezo.

Definicion 2.10. Sea G = (V, A) un digrafo, se dird que G es fuertemente conexo
st este es trivial o, para todo par de vértices u,v de G existe un camino de u a v y

VICeVErsa.

Definiciéon 2.11. Sea G = (V, A) un digrafo, se dird que el digrafo es completo si

posee todos sus arcos, incluyendo las bucles.

Ejemplo 2.2. De la figura 2.3 notamos que G es un grafo conexo y Go un digrafo no

fuertemente conexo debido a que no existe camino del vértice 4 al vértice 5. Ademds,
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note que (Go)p = G1 y por consiguiente Go es conexo pero no fuertemente conexo.

Gll G2:

O

@/ A@\@ @/
@v@/

Figura 2.3: Ejemplo de grafo conexo y digrafo no fuertemente conexo.

2.1.3. Funciones Booleanas

Otro punto a definir son las funciones Booleanas debido a su interés en las redes que
se componen de estas funciones. Es por ello que se procedera a estipular los términos

basicos de estas funciones y la l6gica proposicional detras de ellas.

Definicion 2.12. Una funcion f: {0,1}" — {0,1} se dird una funcion Booleana f

de n variables. Ademds, se define de esta las siguientes expresiones:

» Un literal de f es cualquier variable, tanto negada como no, que aparezca en la

expresion de f.

» Una clausula de f es un conjunto de literales conectados por un mismo conector.
Si el conector es V se dird cldusula disyuntiva y si el conector es N\ se dird

clausula conjuntiva.

» Se dird que f estd escrito en su forma normal conjuntiva (cnf-férmula) si su
expresion es un conjunto de cldusulas disyuntivas unidas por el conector N\. De
manera andloga, f estd escrito en su forma normal disyuntiva (dnf-formula) si

su expresion es un conjunto de cldusulas conjuntivas unidas por el conector V.

Definicion 2.13. Sea f:{0,1}" — {0,1} una funcidn Booleana, se define T(f) y

F(f) como el conjunto de configuraciones positivas y negativas de f, respectivamente,
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es decir:

T(f) = {x €{0,1}": f(x)
F(f) ={ze{0,1}": f(z)

1}
0}

Ademds, si x € T(f) diremos que esta es una configuracion positiva o configuracion

negativa en caso contrario.

Definicion 2.14. Sea f : {0,1}" — {0,1} una funcion Booleana, se dird que la
funcién es balanceada si |T(f)| = |F(f)| =2"1.

Note que toda funcién Booleana puede ser interpretada como una férmula logica
asociando el valor 0 y 1 a los valores Falso y Verdadero, respectivamente, logrando
interpretar esta funciéon como la presencia o ausencia de cierta caracteristica o
sustancia a modelar. De lo anterior, se tiene que cualquier funciéon Booleana f :
{0,1}™ — {0,1} puede ser escrita como una expresion de variables xy, zo, ..., 2, y
de la composicion de conectivas logicas A (conjuncion), V (disyuncion) y negacion

representada por una linea sobre la variable T;.

Ejemplo 2.3. Algunos ejemplos de funciones Booleanas son:

fl(l'l, Ta, 1'3) = (1'2 AN 53) V (33'1 /\EQ /\fg) V XT3

fo(x1, 20, 23) =T1 A (1 V 22 V 23)

fs(x1, w2, 23) = 21 Ao N3
L] f4(l’1, Ta, l’g) = T3 N (52 V (.I'l /\53))

A partir de la definicion 2,12 se desprende que f; es una dnf-formula, fo es una
enf-formula y f3 es tanto una cnf-formula como dnf-formula, ya que, esta puede ser
vista como mailtiples cldusulas disyuntivas o una unica clausula conjuntiva. Ademds,
note que fo(xy, x9,x3) = (Ty Axa) V (Ty Axg) y fa(x1, 2o, x3) = T3 A T, motivando el

siguiente resultado conocido.

Teorema 2.1. Toda funcion Booleana puede ser escrita como una cnf-formula o una

dnf-formula.
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2.1.4. Meétricas discretas

Como 1ultimo término de matemética discreta a recordar, mencionaremos una métrica
discreta con el objetivo de comparar las configuraciones que nos retornen las redes

Booleanas e identificar propiedades que estos definan.

Definicion 2.15. Se define la métrica de Hamming dg : {0,1}" x {0, 1}" — Ny como:
Yo,y € {0,1}", du(x,y) = [Az,y)| , donde Az, y) :={i € {1,...,n} : z; # yi}.

Ejemplo 2.4. Sea el operador binario @ definido por h(xy,x2) = 21 & x2 = (21 A
x3) V (T1 A T2) descrito por la tabla de verdad del cuadro 2.1.

’ T ‘[El/\fg Tl/\afg‘ﬂﬁ@fﬂg‘

00 0 0 0
01 1 0 1
10 0 1 1
11 0 0 0

Cuadro 2.1: Tabla de verdad funcion h.

El cual es también denominado suma mddulo dos. Sea f(x) = f(x1, 29, x3) = 21 ®
xo ® w3, por definicion, f puede ser reescrito por f(z) = (x1 Axe Ax3) V (T3 ATa A

x3) V (Ty ANxa ANT3) V (21 ATo AT3) de tabla de verdad descrita por el cuadro 2.2.

’ T ‘5131/\1]2/\2['3 Tl/\fg/\x:g fl/\xg/\fg ZElAfg/\fg‘Il@l‘Q@xg‘

000 0 0 0 0 0
001 0 1 0 0 1
010 0 0 1 0 1
011 0 0 0 0 0
100 0 0 0 1 1
101 0 0 0 0 0
110 0 0 0 0 0
111 1 0 0 0 1

Cuadro 2.2: Tabla de verdad funcion f.

Notemos que f es una funcion Booleana balanceada, escrita por su dnf-formula y de

congunto de configuraciones positiva y negativa de f:

T(f)={001,010,100, 111} F(f) = {000,011,101,110}
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Por otro lado, note que dy(000,001) = dy(000,010) = dy(000,100) = 1 y
dyr(111,001) = dp(111,010) = dyy (111, 100) = 2.

2.2. Redes dinamicas finitas

Con la primera secciéon de matemética discreta establecida, esto nos aportara con las
expresiones bésicas para definir qué es una red dindmica finita y el caso particular
que abordaremos, caracteristicas del digrafo que la define, el digrafo que genera y la

terminologia asociada en cada caso.

2.2.1. Conceptos basicos

Definiciéon 2.16. Una red dindmica finita (RDF') de n € N elementos y ¢ € N

estados, es definida como una funcion:

flal” = [d”
r = (21,22, ..., xn) = f(x) = (fi(z), fa(T), ..., fu(T))

Donde [q] = {0,1,2,...,q — 1} y las funciones f; : [¢]" — [q] se denominardn

funciones de activacion local.

Como ya se mencion6 previamente, estamos interesados en redes definidas a partir
de funciones Booleanas, es por ello que en la presente tesis se trabajara con RDF
dado ¢ = 2 y que denominaremos redes Booleanas. Las redes Booleanas fueron
inicialmente definidas por Kauffman para el modelamiento matematico de la dinamica
de redes reguladoras de genes (Kauffman, S.A., 1969, 1993; Glass, L., Kauffman, S.A.,
1973), modelando la red de interacciones entre ADN, ARN, proteinas y otras moléculas
asociadas para la expresion e inhibicion de estos a partir de los valores binarios que
este define, teniendo 2" estados posibles y siendo de gran interés el estudio de
configuraciones atractoras que estabilicen o mantengan periédico el comportamiento
biologico finito. Estas redes son parte de las herramientas utilizadas en el modelamiento
de estos procesos (de Jong H., 2002) y como se menciona en capitulos introductorios

a otros procesos de interés.

A continuacion, definiremos el grafo asociado a la dinamica junto a sus configuraciones
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particulares tales como atractores y el grafo de interacciéon asociados a una red

Booleana f.
Definicion 2.17. Se define el grafo de iteracion G;(f) de la red Booleana f :
{0,1}™ = {0,1}"™ como el digrafo definido por:

Gi(f) =V =A{01}" A={(z,f(z)): 2 € V})

Ademds, en adelante nos referiremos a Gr(f) como la dindmica de la red Booleana f.

Definiciéon 2.18. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red Booleana y x € {0,1}". Se
define:

» La configuracion x es un jardin del Edén si f~'({z}) = 0.
» La configuracion x es un punto fijo si f(x) = x.

» La configuracion x es un punto periddico si Ik € N : f¥(x) = x. En caso

contrario, x es transiente.
» Un ciclo limite es un ciclo de G((f) de largo al menos dos.

» El periodo de [ y que denotaremos por p(f) es el minimo comin multiplo de

todos los largos de sus ciclos limite.

» La altura de f y que denotaremos por h(f) es el menor k € N tal que

Vo € {0,1}*, f¥(x) es un punto periddico. De lo anterior, se desprende que
frD+r() = R

Ejemplo 2.5. Sea f:{0,1}3 — {0,1}3 la red Booleana descrita por las siguientes

funciones de activacion local:

fl(l’l, $2,$3) = (%1 V l’g) AN (fl \/fg \/53)
fo(w1, 0, 23) = (w1 A w3) V (2 AT1)
fg(.l’l, IQ,ZEg) = (IL‘Q A Ig) V (1’2 /\fl) V (ZL‘3 /\fl>

En este caso, V(Gi(f)) = {0,1}® y por consiguiente el conjunto de arcos viene de

evaluar todo x € {0,1} en f = (f1, f2, f3). Ast, la dindmica de la red Booleana f
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queda definida por la figura 2.4.

Gi(f):

10— 10— 100 )
Clom) oo —sfon Sy

Figura 2.4: Grafo de iteracion de f del ejemplo 2.5.

Del grafo podemos identificar que las configuraciones {001,010} son jardin del
Edén, {100,000} son puntos fijos, [011,111] define un ciclo limite de largo dos,
{100, 000,011,111} son puntos periddicos y {001,010, 101,110} son configuraciones
transientes. Ademds, el periodo y altura de la red son p(f) = 2 y h(f) = 3,

respectivamente.

Definiciéon 2.19. Se denota la configuracion unitaria e; = (0,...,0,1,0,...,0) €
{0,1Y" con la i-ésima entrada no nula, E; = 1@ e; € {0,1}" y 0,1 € {0,1}" como

las configuraciones con solo entradas 0 y solo entradas 1, respectivamente.

Definicion 2.20. Se dird que la funcion Booleana f :{0,1}" — {0,1} depende de la

variable x; o de la entrada i si 3z € {0,1}" tal que:

flzr, ez =0, . 2,) # flor, e =1, .., 2,)

En otras palabras, f(x) # f(z @ e;).

La definicion anterior es de gran importancia para establecer el grafo de interaccion,
especificando la dependencia de la funcion de activacion local respecto al valor que

tomen las variables.

Definiciéon 2.21. Se define el grafo de interaccion de una red Booleana f como el
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digrafo G(f) dado por:

Ejemplo 2.6. A partir del ejemplo 2.5 notemos que Vi = 1,2,3, 3z € {0,1}> tal
que f(z) # f(x D e;), asi, el grafo de interaccion de f es el digrafo completo que se

presenta en la figura 2.5.

G(f) )

Figura 2.5: Grafo de interaccion de f del ejemplo 2.5.

2.3. Familias de redes dinamicas finitas

Una pregunta natural es cudntas RDF distintas existen, la que tiene como respuesta
q™" (véase Anexo Al), lo cual, es dependiente de n para el caso de redes Booleanas,
obteniendo una gran cantidad de RDF para valores de n relativamente pequenos. Es
por ello que un primer paso es analizarlas en base a las familias que estos generen
y obtener caracteristicas en torno a éstas. En linea de lo anterior, procederemos a

definir cuatro familias de importancia para este trabajo y su posterior analisis.
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2.3.1. Redes conjuntivas y disyuntivas

Definicion 2.22. Una red Booleana se dird conjuntiva o red AND si cada una de

sus funciones de activacion local f; - {0,1}" — {0,1} es del tipo:
fz(aj') = AND(Z']'I, Loy eeny ijk) =Ty AN Ly VANRAVAN Z g

En cambio, una red Booleana se dird disyuntiva o red OR si cada una de sus funciones
de activacion local f; : {0,1}" — {0,1} es del tipo:

fl(.%) = OR(iIZ’jl,l'j27 ...,.Tjk) = Ty V Z 4, V.V L jy,

Actualmente existen miltiples documentos analizando esta familia, demostrando la
existencia de puntos fijos, ciclos limites y su largo a partir del indice de ciclicidad
y cotas para la altura de estas redes, todo esto mediante el anéalisis del grafo de
interaccion que genera la red. Para profundizar aquello se recomienda ver (Gadouleau,

2021) y sus referencias para mayor informacion de estas familias.

En este trabajo no nos detendremos en profundizar esta familia y estableceremos
ciertos aportes que nos permitiran dar a entender por qué esta familia no nos es de
utilidad en nuestros objetivos debido a que no logran modelar los comportamientos
deseados, requiriendo de una familia més sofisticada y que generalice ciertos resultados.
A continuacién, presentaremos tales proposiciones conocidas que se analizaran en

capitulos posteriores.

Teorema 2.2. Sea f: {0,1}" — {0,1} una red conjuntiva (red disyuntiva) con G(f)

fuertemente conexo no trivial. Entonces 6, le {0,1}™ son los unicos puntos fijos de
f-

Teorema 2.3 (Salam Jarrah A., Laubenbacher R., Veliz-Cuba A. (2010)). Sea
f:{0,1}" — {0, 1} una red conjuntiva (red disyuntiva) con G(f) no trivial. Entonces
h(f) < 2n*—3n+ 2.
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2.3.2. Redes monétonas y regulatorias

Para establecer estas redes es necesario definir las funciones monétonas y unate junto

al aporte en la dindmica que le dard propiedades importantes para nuestro analisis.

Definiciéon 2.23. Se dird que x <y, x,y € {0,1}", si Vi = 1,...,n se cumple que
z; <y;. Con lo anterior, una funcion Booleana f : {0,1}" — {0,1} se dird mondtona

siVr,y € {0,1}", z <y, f(x) < f(y),

Definiciéon 2.24. Una funcion Booleana f: {0,1}" — {0,1} se dird creciente en la
entrada i si Vo € {0,1}":

floy,nx; =0, .02, < flag, .z, =1, ., 2,)
De manera andloga, se dird que f es decreciente en la entrada i si Vx € {0,1}" :
flxy, o x; =0,.m,) > fag, ., =1, ., x,)

Asi, si f es creciente o decreciente en cada una de sus entradas i € {1,...,n} diremos

que [ es unate.

Note que si f es unate implica que al modificar la componente ¢ induce en el valor
de la funcién s6lo un comportamiento creciente o decreciente, segin sea el caso,
relaciondndose con el comportamiento inhibidor o de activacion de la variable en la
funciéon. En cambio, las funciones monétonas expresan comportamientos tnicamente
de activacion o crecimiento, estableciendo propiedades en sus bases de atraccion y
delimita tales candidatos. A continuacion, presentaremos aquellos resultados y una
caracterizacion de gran utilidad debido a su simplicidad en la identificacién de estas
funciones y, del mismo modo que las redes conjuntivas y disyuntivas, propiedades que
nos delimitaran el analisis al grupo méas general, todos estos extraidos de (Anthony,
2001).

Teorema 2.4. Una funcion Booleana f : {0,1}" — {0,1} no constante es unate si y
solo si puede ser escrita en una dnf-formula o cnf-formula sin la presencia de una
variable negada y no negada simultaneamente. De manera particular, f es mondtona

st y solo si puede ser escrita en una dnf-formula o cnf-formula sin la presencia de
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variables negadas.

Definicion 2.25. Una red Booleana f : {0,1}" — {0,1}" es regulatoria (RBR) si
todas sus funciones de activacion local son unate. De manera andloga, f es una red

mondtona si todas sus funciones de activacion local son mondtonas.

Asi, si la red f es regulatoria podemos asegurar que dada una funcién de
actualizacion local, toda variable de ésta debe actuar de manera creciente o decreciente,
identificAndose con un arco y una etiqueta que defina su comportamiento en el grafo
de interaccion. Esto es de gran importancia puesto que induce un etiquetaje en los

arcos del grafo de interaccion G(f) mediante la siguiente funcion signo.

Definicion 2.26. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una RBR, su grafo de interaccion G(f)
induce una funcion signo oy : A(G(f)) — {+1, —1} definida por:

o +1  si f; es creciente en la entrada i
op(i,j) =
—1 en caso contrario
Donde (G(f),oy) lo llamaremos grafo de interaccion con signos y lo denotaremos
en el grafo por arcos de color verde si 0¢(i,j) = +1 y rojo si no. Ademds, podemos
generalizar lo anterior para el caso en que la red no sea requlatoria a partir de
or: A(G(f)) = {+1, —1,0} mediante la siguiente forma:

+1  si f; es creciente en la entrada i
or(i,j) = —1 si f; es decreciente en la entrada i

0 en otro caso

En donde el caso o¢(i,j) = 0 lo denotaremos en el grafo por arcos de color café
e indica un comportamiento creciente y decreciente respecto a distintos valores de
x € {0,1}". Esta de mds mencionar que manipularemos la sengunda forma de definir
la funcion signo debido a que nuestro andlisis posee tanto un aspecto general de redes

Booleanas como de familias de redes Booleanas signadas.

Ejemplo 2.7. Del ejemplo 2.4 sabemos que h(xy,x2) = (21 Ax2) V (T1 AT2) establece

un comportamiento creciente y decreciente en cada una de sus variables, en efecto,
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h(0,0) = 0 < h(0,1) = 1 indica que h es creciente respecto a 2 y h(1,0) =1 >
h(1,1) = 0 indica que h es decreciente respecto a 2, lo cual es andlogo para el vértice
1.

Por otro lado, del ejemplo 2.5 y dada la red que define se puede construir el grafo de

interaccion [ junto a su funcion signo definida en la figura 2.6.

(G(f), ) O

AN

@‘/\@O

Figura 2.6: Grafo de interacciéon con signos de f del ejemplo 2.5.

Lo cual puede ser identificado mediante las funciones de activacion local reducidas
en su minima expresion y escrita en su dnf-formula o cnf-formula a partir de la

presencia de variables negadas y/o no negadas.

f1(T) = (11 V) AT, VTV Ts)
fo(T) = (01 Ng) V(00 A Ty)
f3(7)

(ro Nzs) V(00 AT ) V (05 A T)

8

Notemos que fi, fo no son unate y f3 si es unate debido a que no posee variables

negadas y no negadas simultaneamente.

De manera analoga a lo realizado en redes AND u OR, presentaremos los resultados
conocidos més importantes para nuestro trabajo posterior con la finalidad de enmarcar
el comportamiento logrado por las redes monoétonas y discriminar con nuestras

dindmicas particulares.



18 2.3. Familias de redes dindmicas finitas

Teorema 2.5. Toda red mondtona f :{0,1}" — {0,1}" posee al menos un punto
fijo.

Teorema 2.6. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red mondtona tal que todas sus funciones

de activacion local son no constante. Entonces 0,1 € {0,1}™ son puntos fijos de f.

Para mayor informacion de estas familias o referente a los resultados presentados se
recomienda el libro (Anthony, 2001) de donde fueron extraidos y se profundizan estos

junto a otros temas.

Ejemplo 2.8. Sea f: {0,1}* — {0,1}? la red descrita por las funciones de activacion
local fi(z1, ) = xa, folx1,x2) = 21 Y, su grafo de interaccion con signos e iteracion

presentados en la figura 2.7.

(G(f),04) :

(2) o G e

Figura 2.7: Grafo de interacciéon con signos de f junto a su dinamica del ejemplo
2.8.

Note que f, fo estdn escritos tanto como una dnf-formula como cnf-formula por
ser una unica variable y cada una de estas posee solo variables no negadas. Ast,
ambas funciones de activacion local son mondtonas y, en el caso general, también es

requlatoria.

Del teorema 2.5 sabemos que este posee al menos un punto fijo y al ser fi, fa no
constante, del teorema 2.6 sabemos ademds que (0,0), (1,1) € {0,1}* son puntos fijos
de la red.
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Capitulo 3
Dinamicas Hamiltonianas

Como se mencioné en los primeros apartados, gran parte del anélisis realizado en el
estado del arte apuntan a describir y predecir comportamientos a partir del grafo de
interaccion hacia el grafo de iteracion respecto a puntos fijos, ciclos limite, alturas y
comportamientos especificos del estudio. En nuestro caso, el objetivo es en base a una
dindmica particular extraer informacién relevante asociada al grafo de interacciéon

que la define y, por consiguiente, a las redes que describen estas dinamicas.

Asi, el siguiente capitulo tiene como misién presentar y definir estas dinédmicas
Y

particulares y establecer nociones iniciales de como estas son y que grafos de interaccion

generan en base a ejemplos aplicados. En primer lugar, definamos el comportamiento

buscado en estas trayectorias y tema en comin entre ellas.

Definicion 3.1. Sea f: {0,1}" — {0, 1} una red Booleana, diremos que f posee
una dindmica Hamiltoniana si posee una trayectoria (o camino) Hamiltoniano en su
grafo de iteracion Gi(f). En otras palabras, eziste una configuracion y € {0,1}" que

alcanza todas las configuraciones restantes. Es decir,

Jy € {0,1}", Vo € {0,1}"\ {y}, 3k, e N: fo(y) =z

Destacar que este tipo de dindmicas comprenden un comportamiento extremo frente

a la altura que estos pueden definir, el nimero de puntos periédicos y complejidad de
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identificacion mediante métodos exploratorios debido a que en el peor de los casos

requerird pasar por todas las configuraciones antes de encontrar su base de atraccion.

3.1. Dinamica de maxima altura

El primer caso a tratar es el de maxima altura presentado en la figura 3.1. Note que
en este caso existe un tnico punto periodico (punto fijo) y el resto corresponde a

configuraciones transientes ordenadas de manera de maximizar la altura.

Definicién 3.2. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana, diremos que f describe
una dindmica de mdxima altura si esta posee una dindmica Hamiltoniana y posee un

inico punto fijo. De manera equivalente, h(f) = 2" — 1.
Gi(f):

e — (=)=

Figura 3.1: Esquema de una dinamica de maxima altura.

~

Ejemplo 3.1. Sea f:{0,1}* — {0,1}? descrito por las funciones de activacion local

dadas a continuacion.

fi(@1, w2, 23) = (21 A wa) V (21 A 3)
fg({L‘l,ZL’Q,J}g) (C(Zl /\1’3) (ZL‘Q /\fg)

f3($1,$2,$3) = T2

Note que de la figura 3.1 la red describe una dindmica de mdxima altura y cada
funcion de activacion local no posee variables negadas y no negadas simultineamente,
por lo cual, f1, fo, f3 son unate y por consiguiente f es requlatoria. De la figura 3.2
notamos que G(f) es fuertemente conexo y d—(1) = d=(2) = 3 grado de entrada

mdazrimo.



3.2. Dinamica ciclo Hamiltoniano 21

(G(f),o7) :

(&) @)

Figura 3.2: Grafo de interacciéon con signos de f con dindmica de maxima altura
del ejemplo 3.1.

Gi(f):

(110)—(111)— 101)— 100) (010} (011} — 00) — (000

Figura 3.3: Dinamica de méxima altura de f del ejemplo 3.1.

3.2. Dinamica ciclo Hamiltoniano

El segundo caso a tratar es el ciclo Hamiltoniano esquematizado en la figura 3.4, en
donde todas las configuraciones son puntos periédicos y estas redes se caracterizan
por ser biyectivas e implicando que todas sus funciones de activacion local f; son
balanceadas, es decir, |T'(f;)| = |F(f;)| (véase Anexo A2).

Definicion 3.3. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana, diremos que f describe
un ciclo Hamiltoniano si esta posee una dindmica Hamiltoniana y esta no posee jardin

del Edén. De manera equivalente, p(f) = 2™.
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Gr(f):

Figura 3.4: Esquema de un ciclo Hamiltoniano.

Ejemplo 3.2. Sea f:{0,1}3 — {0,1}3 descrito por las funciones de activacion local
descritas a continuacion.

filzy, z0,23) = T4

fo(x1, x0, 23) = (21 Ax2) V (T1 A T2)

(
fg(xl,.ilﬁg,xg) (.Tg N .731) (.232 VAN 33’3) vV (fl /\Tg /\fg)

Note que f1 es unate pero fo, f3 no lo son. De la figura 3.5 notamos que G(f) no es

fuertemente conexo debido a que no existen caminos de los vértices 2 y 3 al vértice 1,
sin embargo, este si es conexo.

(G(f) o) Q

/N

@‘—@O

Figura 3.5: Grafo de interaccion con signos de f dinamica ciclo Hamiltoniano del
ejemplo 3.2.
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Gr(f):

//\\

\ /
TN T

Figura 3.6: Dinamica ciclo Hamiltoniano de f del ejemplo 3.2.

3.3. Dinamica Hamiltoniana intermedia

Como tercer caso de interés se tienen las dinamicas Hamiltonianas intermedias
esquematizado en la figura 3.7, las cuales poseen mas de una configuraciéon periédica
y transiente. Ademas, en capitulos posteriores probaremos que las dindmicas de
méxima altura y Hamiltoniana intermedia no son balanceadas, es decir, tienen al
menos una funcion de activacion local no balanceada, lo cual nos proporcionara ciertas

propiedades.

Gi(f) : @(/_\

Figura 3.7: Esquema de una dindmica Hamiltoniana intermedia, i € {2,...,2" — 1}.

Definicion 3.4. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana, diremos que f describe
una dindmica Hamiltoniana intermedia si esta posee una trayectoria Hamiltoniana y
su periodo p(f) € [2,2").
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Ejemplo 3.3. Sea f:{0,1}3 — {0,1}? la red de dindmica Hamiltoniana intermedia

descrita por las funciones de activacion local presentadas a continuacion.

fi(zr, 20, 23) =T
fa(x1, 2o, x3) = (21 A 22) V (T1 N T2)
(

fa(x1, 20, 23) = (21 A x3) V (22 A 23)

Note que f1, f3 son unate pero fy no lo es. De la figura 3.8 notamos que G(f) tampoco
es fuertemente conexo debido a que no existen caminos de los vértices 2 y 3 al vértice

1, sin embargo, este si es conexo.

(G(f),0p) ()
(2)

(3) @O

Figura 3.8: Grafo de interaccion con signos de f del ejemplo 3.3.

Gi(f): /\
()=o) —(1o) (o0} — (19
N

Figura 3.9: Dinamica Hamiltoniana intermedia de f del ejemplo 3.3.
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Note que los grafos de interaccion G(f) propuestos en las figuras 3.5 y 3.8 difieren
tnicamente en su funciéon signo y sus funciones de activacion local fi, fo estdn definidas
de manera anéloga, obteniendo trayectorias Hamiltonianas distintas pero que difieren
en un unico arco en su dinamica. Lo anterior nos motiva a construir estas dinamicas
a partir de una ya conocida y pasar a otras dinamicas tinicamente cambiando un arco

particular y siendo esto explicado en la siguiente seccion.

3.4. Intercambio entre dinamicas

Suponga que conoce una red que describe una dindmica de maxima altura descrita en
la figura 3.1, note que la bucle es el Gnico arco que determina el tipo de trayectoria
Hamiltoniana que se observa, ya que, de poder cambiar la bucle por el arco (2", z')
este definiria una dinamica ciclo Hamiltoniano y, de cambiarla por el arco (z*", z%),

1=2,...,2" — 1, este definiria una dindmica Hamiltoniana intermedia.

Lo anterior puede ser realizado a partir de la red conocida y editando las funciones
de activacion local que difieran en su valor cambiado componente a componente. A
continuacion, presentaremos una definiciéon previa para el teorema que asegura que

tal cambio es posible.

Definicion 3.5. Sea u € {0,1}", se define ¢, d, : {0,1}" — {0,1} como las cldusulas

conguntiva y disyuntiva, respectivamente, inducidas por u y dadas por:

cu(z) = /\ T N\ /\ T; dy(z) = \/ x; V \/ T;

pu,=1 LU= U= pu;=1

Note que la clausula conjuntiva ¢, definida toma el valor uno si y solo si z = u vy,

para la clausula disyuntiva d,, esta toma el valor cero si y solo si x = wu.

Teorema 3.1. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2. Ademds, sea
w,v,w € {0,1}" tal que w # v y (u,v) € A(G(f)), entonces 3f : {0,1}* — {0,1}"

red Booleana construida a partir de f tal que su dindmica G(f) viene de cambiar el

arco (u,v) por el arco (u,w) en Gr(f).
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Demostracion. Definamos f = (ﬁ)iev(g(f)) red Booleana por:

Foy ) i@ @ale) i€ Avw)
) { fi(x) i & A, w)

Notemos que si & # u este caso se reduce a fi(z) = fi(z) para todo i € V(G(f)), en
cambio, si & = u e i & A(v,w) se obtiene que f;(u) = fi(u) = v; = w; y sii € A(v,w)
notamos que ﬁ(u) = fi(u) +1 = v; = w, lo cual prueba que f(u) = w y por lo tanto

f describe la dindmica deseada.

Ejemplo 3.4. Sea f la red que describe la dindmica Hamiltoniana intermedia de
la figura 3.9 y calculemos la red que describe la dindmica ciclo Hamiltoniano de la
figura 3.6. Luego, deseamos cambiar el arco (000,110) por el arco (000,111) y la red

que describe un ciclo Hamiltoniano buscado f = (fi)iev(g(f)) estd definido por:

i fide, i€ A(110,111)
R i ¢ A(110,111)

Donde A(110,111) = {3} y u = (0,0,0). Asq, fl = f1, f2 =fy JE3 = f3® c,00) =
J3 V c,00), lo cual es cierto debido a que f3 es cero al evaluarlo en el unico valor
positivo de co0,0) en la suma mddulo dos. Por lo tanto, este coincide con la red

definida en el ejemplo 3.2 y que define la dindmica deseada.

Ejemplo 3.5. Sea f la misma red que describe la dindmica Hamiltoniana intermedia
de la figura 3.9 y calculemos la red que describe la dindmica de mdxima altura de la
figura 3.10. Para ello, debemos cambiar el arco (000, 110) por la bucle (000,000), ast,

la red de mdzima altura f = (ﬁ)iev(g(f)) definida por:

i fi®e, i€ A(000,110)
N i & A(000,110)

Donde /(000,110) = {1,2} y u = (0,0,0). Luego, fs = fs, fi = f1 & co00) =
JiNdwoo) ¥ f2= f2® coo0 = fa Ndppo), lo cual es cierto debido a que fi, fo es
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uno al evaluarlo en el tinico valor positiwo de c0,0) en la suma mddulo dos, debiendo
retornar un valor cero y que se obtiene al agregar la cldusula disyuntiva que retorna
tal valor en la configuracion (0,0,0). Por lo tanto, la red que define la dindmica

deseada retorna el grafo de interaccion con signos presentado en la figura 3.11.

Gi(f):

(111)—(o11)— 101} — {001} 110)— 010)— {100} — (000D

Figura 3.10: Dinamica de maxima altura a construir en el ejemplo 3.5.

AN

@‘/\@O

Figura 3.11: Grafo de interaccion con signos de f dindmica de méxima altura
presentada en la figura 3.10.

Note que, al igual que en el ejemplo 3.1, el grafo de interacciéon resultante de una
red de méaxima altura es fuertemente conexo y posee vértices con el grado de entrada

maximo, lo cual, veremos en capitulos posteriores que siempre se cumple.
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Capitulo 4

Analisis del grado de entrada en
vértices de G(f)

Con los capitulos anteriores ya definidos, podemos comenzar con nuestro estudio
referente a la dinamica y resultados que implica tal comportamiento en la red. Asi,
como primera pregunta, es de gran interés establecer si los vértices del grafo de
interaccion pueden tener grado de entrada acotado y modelar tal comportamiento.
Esto es importante para el entendimiento de la dinamica y la dependencia o no del

valor de una variable en funcién del sistema completo.

Para ello, procederemos a establecer un resultado general en dindmicas Booleanas
establecido como el lema de cardinalidad impar, el cual, es de caracter suficiente para
la prueba de un vértice de grado de entrada maximo, siendo este resultado de gran
importancia debido a que dindmicas Hamiltonianas no balanceadas permite su uso,

prueba e identificacion de tal vértice.

4.1. Lema de cardinalidad impar

En el estudio de condiciones para la existencia de redes regulatorias con dinamicas
Hamiltonianas, se obtuvo un resultado ajeno a tal necesidad y de gran importancia
debido a su generalidad en aplicaciones a cualquier dindmica Booleana. Este resultado

establece que funciones de activacion local dependientes de una cantidad k& < n de
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variables no permite obtener una cantidad impar de configuraciones positivas T'(f;) o
negativas F'(f;). Este resultado es de gran importancia para la resolucion de nuestra
pregunta inicial del capitulo, que denominaremos Lema de cardinalidad impar y

se presenta a continuacion.

Lema 4.1. Sea f: {0,1}" — {0, 1}" una red Booleana con n > 2 y sea i € V(G(f))

tal que |T(f;)| es impar, entonces d— (i) = n.

Demostracion. Sea i € V(G(f)) tal que |T(f;)| es una cantidad impar y, por el
absurdo, supongamos que d~ (i) = k < n. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que f; depende de las k primeras variables x;, i € S = {1,2, ..., k}. Luego,
como f; no depende de las ultimas n — k variables, podemos fijarlas al valor cero y
definir la funcion fi|s(z) = fi(x,0,...,0), Vz € {0,1}*, el cual, tendra como conjunto
de configuraciones positivas T'(f;|s) = {z', 22, ...,2%} C {0,1}*, d € N, no vacio por

ser [T(f)| # 0.

Por lo tanto, como Vz € T(fils), Yy € {0,1}" 7%, fi(z,y) = fils(x) = 1y f; depende
de las primeras k variables, la cardinalidad del conjunto de configuraciones positivas
esta dado por |T(f;)| = |T(fi|s)| [{0,1}"7*| = d - 2"~* cantidad par, contradiciendo

nuestro supuesto y probando que d~ (i) = n.

Note que la condicién del lema anterior es suficiente pero no necesaria para que el
grado de entrada de un vértice sea no acotado, sin embargo, la presencia de al menos
uno de estos vértices nos asegura la conexidad del grafo G(f) e implica la existencia
de una funcién de activacion local dependiente de todas las variables. Ademaés, note
que |T(f;)| + |F(f:)| = 2™, por lo cual, este resultado y los posteriores pueden ser
vistos identificando |T'(f;)| o |F(f;)| impar.

Por otro lado, note que este resultado no puede ser aplicado a trayectorias ciclo
Hamiltoniano debido a que estas son balanceadas, implicando que Vi € V(G(f)),
IT(f;)| = |F(f;)] = 2" ' cantidad par. Sin embargo, para aquellas dindmicas no
balanceadas que posean al menos un vértice que cumpla la hipotesis se tendra el

siguiente corolario.
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Corolario 4.1.1. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2 y sea i €
V(G(f)) tal que |T(f;)| es impar, entonces G(f) es conexo. Ademds, si Vi € V(G(f))

se tiene que |T(f;)| es impar, entonces G(f) es el grafo completo.

Ejemplo 4.1. De la dindmica definida por la figura 2.5 del ejemplo 2.4, podemos
identificar que T(f;) = {001,101, 110,100,011}, T'(f2) = {101,010,011,111} y
T(f3) = {001,010,011, 111}, lo cual, mediante el lema 4.1 nos indica que el vértice
1 de G(f) posee grado de entrada mdximo y este digrafo es conexo, todo esto sin

conocer la red que la define.

Ahora, de la figura 2.5 sabemos que la dindmica es definida a partir de G(f) digrafo
completo, lo cual, verifica que el lema 4.1 es solo una condicion suficiente para la
existencia de este vértice debido a que en este ejemplo los vértices 2 y 3 son de grado
de entrada mdximo pero T(fy) y T(f3) son de cardinalidad par, permitiendo existir
otros vértices de mdzximo grado de entrada que no cumplen necesariamente la hipotesis
del lema /.1.

4.2. Resultados obtenidos al caso de estudio

Para aplicar el lema 4.1 a nuestro caso de estudio, es necesario probar que existe
al menos un vértice i en G(f) que satisface que |T'(f;)| es impar. Ahora, sabemos
que la dinamica ciclo Hamiltoniano es balanceada y por consiguiente Vi € V(G(f)),
IT(f:)| = |F(f;)] = 2" ! cantidad par, lo cual, no permite aplicar el lema. Sin embargo,
la dindmica Hamiltoniana intermedia y méxima altura no son balanceadas y puede
existir un ¢ en G(f) que satisfaga la hipotesis del lema 4.1, es por ello que nos
centraremos en analizar la existencia de tales vértices en las dindmicas Hamiltonianas

no balanceadas en estudio.

4.2.1. Caso maxima altura

El siguiente resultado prueba la existencia de tal vértice en la dindmica de méxima
altura y la relacion que tiene la presencia de un punto fijo y un jardin del Edén en
la presencia de tal vértice, pudiendo identificarlo en aquellas componentes en que

difieren estas configuraciones.
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Lema 4.2. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2 y tal que G(f)
es de mdzima altura. Entonces, se tiene que existe al menos un i € V(G(f)) tal que
d= (i) = n.

Demostracion. Sea f como se describe en el enunciado y, por el absurdo, supongamos
que para todo ¢ € V(G(f)) se tiene que |T(f;)| es par. Notemos que existen 2"~
configuraciones con valor uno en su componente i y denotando las configuraciones

x¢, & como el jardin del Edén y punto fijo, respectivamente.

Sea i € A(z &) y supongamos que z¢ = 1, esto implica que existen 2"7! — 1
configuraciones transientes ¢/ € {0,1}": fi(y’) =1, j =1,...,2" ! — 1, implicando
que |T(f;)| = 2"' — 1 cantidad impar. Analogamente, si ¢ = 0 existen 2"~ ! + 1
configuraciones 3/ € {0,1}": fi(y’) =1, =1,...,2" 1 + 1, esto debido a que existen
2"~! configuraciones transientes positivas y se le afiade el punto fijo puesto que 2; = 1,

implicando que |T'(f;)] = 27! 4+ 1 cantidad impar.

Lo anterior, desprende que si |T(f;)| es par se debe tener que z¢ = ;, lo cual,
es contradictorio debido a que esto se debe cumplir para todo i € V(G(f)),
contradiciendo que Gy(f) es de maxima altura y probando que existe al menos

un i € V(G(f)) tal que |T'(f;)| es impar y, del lema 4,1 se prueba lo deseado.

De la demostracion de este lema se desprende el siguiente resultado.

Corolario 4.2.1. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2 tal que
Gi(f) es de mdzima altura y &,x° corresponden al punto fijo y jardin del Edén
respectivamente. Entonces, si x§ # ; se tiene que d~ (1) = n. Ademds, si dy(2¢,2) =n

entonces G(f) es el grafo completo.

Ejemplo 4.2. De la dindmica de mdxima altura de la figura 3.3 del ejemplo 3.1
se desprende que |T(f1)] = |T(f2)] = 3 y |T(f3)] = 4, lo cual coincide con las
componentes i € /A(110,000) con grado mdzimo de entrada. De manera andloga pero a
la dindmica presentada en la figura 3.10 del ejemplo 3.5, tenemos que dg(111,000) = n
y probando que G(f) es el grafo completo sin conocer referente a la red que define la

dindamica.
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4.2.2. Caso Hamiltoniana intermedia

De manera analoga al de méxima altura, en el caso Hamiltoniano intermedio también
se puede probar la existencia de un vértice que satisface la hipotesis del lema 4.1 y en
particular se ve afectada su presencia a partir de la diferencia entre la configuracion

jardin del Edén y la primera configuracion peridédica alcanzada por los transientes.

Lema 4.3. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2 y tal que G1(f) es
una dindmica Hamiltoniana intermedia. Entonces, existe al menos un i € V(G(f))

tal que d=(i) = n.

Demostracion. Sea f descrito del enunciado y, por el absurdo, supongamos que para
todo i € V(G(f)) se tiene que |T(f;)| es par. Denotando ¢ como el jardin del Edén y
g = ) (2°), sea i € A(z°, 2™™). De manera analoga a la demostracion del lema
4.2 se verifica que si z¢ = 1 se tiene que |T(f;)] = 2" — 1y, si ¢ = 0 se tiene que
IT(f)|=2""1+1.

Lo anterior implica que & = 2™, contradiciendo nuestro supuesto y probando que

T=u
existe al menos un i € V(G(f)) tal que d (i) = n a partir del del lema 4,1.

Corolario 4.3.1. Sea f : {0,1}" — {0, 1}" una red Booleana conn > 2 tal que G((f)
es una dindmica Hamiltoniana intermedia, si x¢ es el jardin del Edén y 2™ es la inica

configuracion en Gi(f) de grado de entrada dos o, de manera equivalente, x'™ =

fHI)(2€), entonces, si xf # v se tiene que d”(i) = n. Ademds, si dg(x¢,2™) =n

entonces G(f) es el digrafo completo.

Ejemplo 4.3. De la dindmica Hamiltoniana intermedia de la figura 3.9 del ejemplo
3.3 se tiene que |T(f1)] = |T(f2)| = 4 y |T(f3)| = 3, lo cual coincide con el unico
vértice con grado mdximo de entrada, coincide con la componente en que difiere
el jardin del Edén con la primera configuracion alcanzada por los transientes y

corroborando que G(f) es conexo.
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Capitulo 5

Analisis de conexidad en G(f)

A partir del capitulo anterior, establecimos condiciones suficientes para asegurar que
las dindmicas de maxima altura y Hamiltoniana intermedia definen al digrafo G(f)
como conexo debido a la existencia de un vértice de grado de entrada méximo y, en
casos particulares, este es el grafo completo. Sin embargo, esto puede ser profundizado
mediante un anélisis directo en su conexidad a partir de las restricciones que induce

la dindmica.

Asi, el presente capitulo busca condensar los resultados obtenidos en el grafo de

interaccion asumiendo una dindmica Hamiltoniana particular.

5.1. Caso Hamiltoniana intermedia

Como primer resultado extraido del capitulo anterior y que en el caso general se
alcanza, es el hecho que G(f) es conexo para redes Hamiltonianas intermedias y, del
ejemplo 3.3 sabemos que esto es alcanzado en redes Booleanas. Luego, el siguiente

resultado no debe ser extrano debido al anélisis previo.

Teorema 5.1. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana que describe una dindmica

Hamiltoniana intermedia, entonces G(f) es conexo.
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5.2. Caso maxima altura

Por otro lado, todos los ejemplos presentados de dindmicas de méaxima altura son
fuertemente conexos, lo cual, no es coincidencia. Para probar que G(f) es fuertemente
conexo en esta dindmica debemos definir lo que es una red inducida, esto para el
analisis de componentes fuertemente conexas de G(f) y la contradiccion de existir

estas componentes.

Definicién 5.1. Sea f : {0,1}" — {0,1}", n > 2, red Booleana tal que G' es
una componente fuente de G. Se define la red Booleana inducida por los vértices
S = V(GY) como fls = (f)ics, donde Vi € S, Va € {0,1}°, fi(x) = fi(Z), donde
T € {0,1}" estd definido por:

_ x; 1€ 8
T = ‘
0 en caso contrario.

A continuacion, se presenta uno de los resultados que describe la complejidad en la
red para describir una dinamica de maxima altura, requiriendo que todas las variables
estén interconectadas para la presencia de tal dindmica. La demostracion, a modo
general, establece una contradiccion de la existencia de componentes conexas en
G(f) debido a que estas definen por sf solas una altura maxima de 2%, donde k < n

corresponde al ntimero de vértices de la componente.

Teorema 5.2. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2 y tal que esta

describe una dindmica de mdzima altura. Entonces G(f) es fuertemente conezxo.

Demostracion. Por el absurdo, supongamos que el grafo G(f) no es fuertemente
conexo y por consiguiente existe al menos una componente fuente. Sea G' una
componente fuertemente conexa fuente de G, donde S := V(G') es un subconjunto

propio de V' y sin pérdida de generalidad supondremos que S = {1,2, ..., k}.

Notemos que G' no posee arcos de entrada de vértices de V' \ S y por lo tanto sus
funciones de actualizacion local (fs)ses dependen tnicamente de variables en S. Sea
fls : {0,1}* — {0, 1}* la red Booleana inducida por los vértices S, como la altura

méaxima de f|g estd acotada por la altura maxima alcanzable por los vértices S,
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h(f|s) < 2% — 1y por lo tanto existe una configuracion = = z|s, z|yn\s € {0,1}" e
indices 7,§ € {0,1,...,2%},i < j, tales que f|i(z) = fl4(z) v se tiene que f|g es j —i

periodica.

Por otro lado, sea 2¢ € {0,1}" jardin del Edén de G((f), como Im(f|s) = {0,1}*
debe existir un j € {1,...,2" — 1} tal que f7(z°) = 2°|s, 2% \g, asl, i =0y j—i > 1
implica que f|s posee un ciclo limite y por consiguiente este no se estabiliza, lo cual
desprende que j—i = 1y obteniendo que f|g es una funcion constante, contradiciendo

que Gy(f) es de méxima altura.

A partir de este resultado podemos asegurar que f red de maxima altura no puede
ser una red AND u OR debido a que del teorema 2.2 implicaria la existencia de dos
puntos fijos, lo cual, contradice la dindmica deseada. Ademas, para n > 6 se tiene que
2n% —3n+2 < h(f) = 2" — 1, lo cual también contradice la altura méxima definida
por redes AND u OR dada por la cota del teorema 2.3.

De manera similar, esta dindmica no puede ser descrita por redes mondétonas puesto
que si G(f) es fuertemente conexo, cada funcion de activacion local es no constante e
implica que posee al menos dos puntos fijos, implicando que estas redes no pueden
describir dindmicas de méxima altura por el teorema 2.6 ni de ciclo Hamiltoniano e

intermedia por el teorema 2.5.

5.3. Caso ciclo Hamiltoniano

Si bien el lema 4.1 no nos aporta informacién referente a la dinamica ciclo
Hamiltoniano, podemos probar que para el caso general es necesario que el grafo de
interaccion sea al menos conexo, coincidiendo con el ejemplo 3.2 que presenta G(f)
conexo. Ademés, en el siguiente capitulo profundizaremos en esta dinamica probando

la existencia en una familia particular y propiedades de interés.

Teorema 5.3. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana, n > 2 y tal que G;(f)

describe un ciclo Hamiltoniano. Entonces G(f) es conezo.
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Demostracion. Por el absurdo, supongamos que G(f) posee k > 2 componentes
conexas, asi, existe S; C V(G(f)) tal que G’ := G[S}] es una componente conexa de
G(f), j=1,2,...,k. Luego, como G(f) es un ciclo de largo 2" se tiene que no existe
configuracion x € {0,1}" : fls, () = z[s, o contradeciria que f es 2" periodico debido
a que se estabiliza, asi, como Im(fls,) = {0, 1151y fls; no depende de variables S;,
i # j, se desprende que f|g, es 215l periodico. Definamos d € N como:

d=mem{2% i =12 ..k} = '_r1n2éxk2‘si|

Luego, como d es una potencia de dos existen constantes de la forma 2% € N tales

que 2% - 2I5il = d y, debido a que fls; es 215l periodico se desprende:

F(e) = ((fls ) @) = (A1) 2 @), = (A1) @), = @

Lo cual implica que f es d < 2" periodico y contradiciendo que G(f) sea un ciclo de

largo 2™.

Corolario 5.3.1. Dadas las hipdtesis del teorema anterior y S C V(G(f)) tal que

G[S] es una componente fuente de G(f), entonces fl|s es 211 periddica.

Demostracion. Se desprende de la demostracion del teorema 5,3.



Capitulo 6. Familia regulatoria de dinamica ciclo Hamiltoniano 37

Capitulo 6

Familia regulatoria de dinamica ciclo

Hamiltoniano

Con el objetivo de probar la existencia de dinamicas ciclo Hamiltoniano descrita
por redes regulatorias, el presente capitulo tiene por objetivo presentar indicios
en la caracterizacion de estas redes, su existencia a partir de una familia de redes

regulatorias con esta dinamica y resultados importantes para trabajos posteriores.

6.1. Motivacion

Como se mencion6 para la dindmica de méaxima altura y ciclo Hamiltoniano, las redes
AND u OR no son suficientes por si sola para definir estas dinamicas Hamiltonianas.
Como caso base para la construcciéon de una familia ciclo Hamiltoniana, veremos que
si n = 2 esta puede definirse de manera tnica en el grafo de interaccion a partir de
las redes AND-NOT u OR-NOT, la cual, generaliza las redes AND u OR mediante

la presencia de variables negadas en la red.

En primer lugar, note que las funciones de activacion local constante no permiten
construir dindmicas Hamiltonianas por lo que nos limitaremos a funciones no
constantes. Ademés, podemos inferir que toda dindmica ciclo Hamiltoniano con
n = 2 y descrita por una red regulatoria debe poseer sus funciones de activacion local

con exactamente una variable, esto debido a que la dinamica ciclo Hamiltoniano es
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balanceada y las redes AND u OR no lo son. Asi, del teorema 5.3 que establece a
G(f) como conexo, se prueba en la siguiente proposicion que el grafo de interaccion
con signos que describe un ciclo Hamiltoniano, dado el caso particular n = 2, es tnico.
Para ello, procederemos a definir el signo de un ciclo en el grafo de interacciéon con

signos.

Definicion 6.1. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red Booleana requlatoria y (G(f), o)

su grafo de interaccion con signos.

» El signo de un ciclo C de (G(f),0y) y que denotaremos por o;(C'), es igual al

producto de los signos de los arcos de C.
» Un ciclo C de G(f) se dird positivo si o¢(C) = +1 y negativo si o¢(C) = —1.

Proposicion 6.1. Dado f: {0,1}* — {0,1}* una red Booleana requlatoria tal que
G1(f) es una dindmica ciclo Hamiltoniano, entonces (G(f), o) es un ciclo negativo

sin bucles.

Demostracién. Debido a que Im(f) = {0,1}?, para cada f; deben existir dos
configuraciones y', y** € {0,1}? tales que fi(y"") = fi(y*') = 1 e implicando
que cada f; debe depender de s6lo una variable. Ademas, notemos que puede haber a

lo méas una bucle o G(f) no serfa conexo.

Supongamos que existe una bucle, es decir, fi(z) = fi(z1) y fa(x) = fa(x1). De la
dindmica de f sabemos que fi(z) = T; o existiria un punto fijo, ya que, el vértice 1
define una componente fuente que se estabiliza en la primera iteracién. Notemos que
si fo(z) = x1 se tiene que C' : [01,10] es un ciclo limite de f y C : [01, 10] es un ciclo
limite para el caso fy(x) = Ty, lo cual, es contradictorio con nuestra dindmica. Por lo
tanto, G(f) no posee bucles ni tampoco un ciclo positivo en (G(f), o) puesto que
del teorema 2.2 tendria dos puntos fijos, probandose que el grafo de interaccién con

signos (G(f), o) con dindmica ciclo Hamiltoniano con n = 2 es un ciclo negativo.

|
Una caracteristica interesante vista en etapas experimentales en redes regulatorias

con tal dinamica es la distancia entre configuraciones y su negada, que es igual a 21

y que invita a futuros trabajos probar tal propiedad. En este trabajo se probo tal
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caracteristica para n < 3 y se utilizé como primer indicio para la construccion de la

familia a definir.

Proposicion 6.2. Sea f: {0,1}" — {0, 1}" una red Booleana regulatoria conn < 3 y
tal que Gr(f) es un ciclo de largo 2". Entonces x € T(f;) < T € F(f;), Vx € {0,1}",
Vi e V(G(f)), es decir, f(z) = f(T).

Demostracion. Dado que el caso n = 2 es abordado por la proposicion 6.1, analicemos
el caso n = 3. Por el absurdo, supongamos que f;(y) = fi(y) y procedamos a realizar
un analisis por casos. Si f;(y) = fi(y) = 1, la funcion de activacion local f; puede ser

escrita a partir de sus configuraciones positivas de la siguiente manera.

Vo € {018, fi(z) = \/ c.(x)

2€T(f3)

Pero, y, 57 € T(f;) y al ser f regulatoria se debe tener que las clausulas ¢, ¢z no
comparten variables. Pero, si suponemos lo anterior y la red posee sélo 3 variables, una
de las clausulas debe depender de una tinica variable para que la otra dependa de las
variables restantes. Supongamos que ¢, depende de una variable, esto es contradictorio
ya que esta aporta 2"~! = 4 configuraciones positivas y tal que ¢,(7) = 0, implicando
que |T(f;)] > 2" e implicando que f; no es balanceada. Lo anterior contradice

nuestra dindmica y se prueba lo deseado.

De manera andloga, si f;(y) = fi;(y) = 0 se analizan las configuraciones negativas de

fi v se llega a la contradiccién que esta no es balanceada.

Luego, con la finalidad de entender por qué esta propiedad es importante para que f
sea regulatoria se procedi6 a indagar para n > 2 las implicancias que este aportaba
en la trayectoria, obteniendo el siguiente resultado que indica la relacion que las

configuraciones deben tener con T'(f;) y su negado, i € V(G(f)).

Proposicion 6.3. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 2 y tal que

G(f) es un ciclo de largo 2", entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

= Para todo z € {0,1}", f(z) = f(T)
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= Para todo x € {0,1}", f¥" '(z) = 7.

Demostracion. Supongamos que se cumple el primer punto y probemos el segundo.

Sea z € {0,1}" arbitrario y definamos las trayectorias dindmicas (u o6rbitas): z! =

z, 22, .27y yt =T,9% ..,y* . Debido a que f;(z) # f;(Z), Vi € V(G(f)), se
tiene que 2% = 3? y que ademas 2?2, y? # x o se tendrfa un ciclo limite de largo dos.
Asi, de manera iterativa, como f;(z') # f;(y"), Vi € V(G(f)) e i =1,2,..,2" 1 — 1,
se tiene que 2 = ' v que ademés z°, y' # x u otra configuracién anterior a la i-ésima

o formaria un ciclo limite de largo menor a 2".

Por lo tanto, como estas trayectorias no poseen configuraciones en comun, esto implica

que f(z2 ) =Ty f(y*" ) = x y se prueba lo deseado.

Ahora, supongamos que se cumple el segundo punto y probemos el primero. Por
el absurdo, supongamos que Ji € V(G(f)), Jy € {0,1}" : y,y € T(fi), asi, de lo
anterior y junto a que f2" () = y se tiene que fi(f2" (3)) = fi(y). Pero,

@) =@ = 1 @) = @) = fy) = f@)

Lo cual es una contradiccion puesto que la ultima igualdad es componente a
componente y, dado que y,7 € T(f;) se tiene que f;(y) = fi(y) = 1, contradiciendo

nuestro supuesto y se obtiene lo deseado.

6.2. Construccion de la familia

Con la finalidad de probar la existencia de estas redes regulatorias que describen un
ciclo Hamiltoniano procederemos a realizar una construccion recursiva a partir de la
red con n = 2 conocida y construyéndose a partir de la distancia entre configuraciones
y su negacion de exactamente 2" 1. Para ello, la definiremos formalmente para luego

presentarla de manera gréafica mediante un ejemplo.

Definicion 6.2. Sea f2: {0,1}? — {0, 1} una red Booleana regulatoria tal que G(f)

es un ciclo Hamiltoniano. Se construye de manera recursiva fI": {0,1}* — {0,1}",



6.2. Construcciéon de la familia 41

n > 2, la red Booleana definida como:

@) = (@) A da(z) Voes() Vie{l1,2,..,n—1}
f (@) = (20 A de(2)) V e (2)

Donde z € {0,1}" satisface que fi[n_l](zl, s Zn1) =0y 2, = 0.

Ejemplo 6.1. Sea el grafo de interaccion presentado en la figura 6.1, note que
este induce sus funciones de activacion local flp](xl, To) = Ta, f2[2](x1, To) =1 Y en
particular su dinamica, también presentada en la figura 6.1 y que se justifica por la

proposicion 6.1.

f[2 .

o)

(G(fP),04021) - ( )
@\_/7@ \—/)

Figura 6.1: Grafo de interacciéon con signos de f y su dinamica.

Podemos identificar de la definicion de la construccion que z = (0,1,0) € {0,1}3,
donde fPl(z1,25) = (0,0) y 23 = 0. Asi, B queda definido por:
) A (1’1 V T2 V xg)

1[3](I1, Ty, T3) = T1 N Ty AT3)

(T )V (T
= (T1 NT2) V (T1 AN T3) V (T A T3)

15 ](:1:1, To,x3) = (1 A\ (T1 V 22 VT3)) V (T1 A 23 A\ T3)
= (x1 ANxz2) V (1 AT3) V (29 A T3)

15 ](xl, To,x3) = (x3 A\ (T1 V 22 VT3)) V (T1 A 22 A\ T3)
= ( )V (

T1 A T2) V(T A x3 To N\ T3)

La cual retorna una red regulatoria de dindmica ciclo Hamiltoniano C3

[z, 22, ..., 2%, x1], de configuraciones definidas en el cuadro 6.1. A partir del presente

ejemplo se puede entender por qué se describe la familia de manera recursiva
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Cuadro 6.1: Dinamica definida por la red recursiva f1.

y a partir de cldausulas conjuntivas y disyuntivas. Para ello, sea la red auxiliar
h:{0,1}3 — {0,1}® con h = ( 1[2], 2[2},x3) = (Tg, x1,3), de periodicidad cuatro y

que en particular su dindmica posee dos ciclos limite presentados en la figura 6.2.

Gi(h) :
D DD

Figura 6.2: Dinamica de h red auxiliar.

Notemos que parte de la dindmica deseada estd descrita en Gy(h) debido a que basta
cambiar los arcos (2%, 2°) y (x, 2%) por los arcos (2%, 2') y (2, 2%), respectivamente.
Esto se ve reflejado en la figura 6.3 a partir de dos nuevos arcos definidos por las

clausulas anadidas.

Ahora, formalmente esta familia es obtenida a partir del teorema 3.1, en donde se
desarrolla el operador binario suma maodulo dos. En efecto, note que para cambiar el
arco (8, 2°) de la dindmica de h por el arco (2%, x') a partir del teorema 5.1 debemos
definir:

P hi®c, 1€ Azt xd)
' hi i & Nzt xd)
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e /\
N =ORC S TF

1 8
x x

dz

Figura 6.3: Dinamica ciclo Hamiltoniano de £

De donde N(x',2°) = {1,2,3} y u = Z. Luego, todas las funciones de activacion
local se reducen a h; = h; @ cx(x) = hy(x) A ds, Yi € A(z',25), lo cual se justifica de

manera andloga a lo presentado en el ejemplo 3.5. Del mismo modo, el arco (x*, z!)

puede ser cambiado por el arco (x*,x°) a partir del teorema 3.1 como:

Donde u = z, reduciendo todas sus funciones de activacion local a h; = h; ® ¢, =

>

Do, 1€ Nzt d)
) Z¢ A(xlwa)

>

(h; Ndz) V ¢, debido al mismo argumento presentado en el ejemplo 3./.

Ejemplo 6.2. Suponga que desea calcular f, del ejemplo 6.1 conocemos fB y por

lo tanto basta aplicar la definicion recursiva.

Ademds, la dindmica puede ser construida conociendo la dindmica del anterior,
mediante el establecimiento de x!, = 0, i =1,...,2" ' 2! =1,i=2""141,..,2"
y comenzando con la configuracion nula de ¥ en las primeras n — 1 componentes,
aniadiendo las configuraciones que van a continuacion de esta y, tras establecer las 23
configuraciones anadir la configuracion con sélo unos en su entrada, correspondiendo
a la configuracion x° del cuadro 6.2, y repetir las configuraciones de P que le siguen
a esta configuracion. De esta forma fU(z) = 2° y f4(Z) = 2', lo cual corresponde a

los arcos modificados en la dindmica original, reciclando gran parte de la dindmica de
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’ xt ‘ 212923 ‘ 23
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Cuadro 6.2: Dinamica definida por la red recursiva f1.

1By generando una nueva dindmica ciclo Hamiltoniano.

Ademds, la red f¥ generada recursivamente de B se define por las funciones de

activacion local reducidas dadas a continuacion:

W) = @ AT) V@ AT V(
2[4}(x) = (1 ANxzo) V (21 AN T3) V (
(@) = @ Awg) V(w2 Ag) V
W) = (21 Azg) V (To Amg) V(

T1 ANT3 N\ Ta

172/\53/\_4

< < <L

o~ o~ o~ o~

)
)
fl N\ Ty /\_4)
)

$1/\Tg/\$3

Si bien estos ejemplos aportan las nociones basicas de por qué se construyo de esta

forma la red recursiva, es necesario formalizar estas ideas y probar que define una

dinamica ciclo Hamiltoniano y se satisface para toda red I, n > 3. Por lo tanto, se

presenta el siguiente teorema que afirma la dindmica que posee esta familia.

Teorema 6.1. Sea f": {0,1}* — {0,1}", n > 2, una red Booleana descrita por la

construccion previamente definida. Entonces, Gi(f") es un ciclo Hamiltoniano.
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Demostracion. Mediante inducciéon en n,

e Caso base: Si n = 2 por definicion fZ es una red Booleana que describe la dinamica

deseada.

e Hipotesis de induccion: Sea n = k y supongamos que f*! describe la dinamica

deseada.

e Paso inductivo: Sea n = k + 1 y fI" red construida a partir de f*~U red que,
por hipdtesis de induccion, esta describe la dindmica ciclo Hamiltoniano. Como esta
describe tal dindmica sabemos que fI*~! es biyectiva y por lo tanto existe un tnico

z e {0,1}" tal que f*"U(z, ..., z,) = 1 y tal que z, = 0. Por definicion, sabemos que:

M) = (YN A de(2) Velz) = 0A1) V=1 Vie{1,2,..,n—1}

frl ) = (za Ads(2)) V() = (0A1) V1I=1

@) =@ ad@) ve @) = ("N E) A Vvo=0 Vie{l,2,..,n—1}
() =(z (

e Zn Nd=(Z)) V. (2) = (0A0) VO =0

@) = (V@) A d()) V . () Vi€ {1,2,..,n—1}
= (@A vo= £
FiN (@) = (20 A da(2)) V e ()
=(x, A1) VO =2z,
Definamos las trayectorias P : ul,u2,...,u2k*1 y P o Ul,v2,...,v2k*1 dadas por
Vi€ {2,..,28 -1}
uti=1 W = (i) vl =0 v = (=Y

Por construccién sabemos que z # 0 vy Z # 1, asi, como fI"(u!) = u} esto implica

12 _ a2kl 1,2 _ o2kl Mo, 1y
que u, = u; = ... =u =1,v =v =..=uv."'=0ycomo f (u') =

-1 : T . . .
fz-[n ](u%, . ut ) cadaw/, v? difieren de otras configuraciones en su trayectoria debido

a que f» 1 es una dinamica hamiltoniana de periodo 2*. En sintesis, las trayectorias
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no coinciden en ninguna configuraciéon debido a que difieren en la componente n y
estas trayectorias no repiten configuraciones debido a que difieren dos a dos en las

primeras n — 1 componentes.

Asi, como fI"=U es 2% periodica se tiene que fU(u2"1) = (21, ., z1) ¥
Fr w21y = (71, ..., Z,_1), lo cual implica que C : z, Py, %, Py, z describe un ciclo

limite de largo 2" y se prueba lo deseado.

Del teorema anterior sabemos que la familia construida describe una dindmica ciclo
Hamiltoniano dado cualquier n > 3 y de la secciéon 3.4 esta familia puede ser
modificada para generar otras dindmicas Hamiltonianas. Como segundo resultado,
probaremos que f" es en particular descrito por redes regulatorias y que a

continuaciéon procederemos a probar.

Teorema 6.2. Sea fI" : {0,1}" — {0,1}", n > 2, la red Booleana descrita por la

construccion previamente definida. Entonces, f" es una red Booleana requlatoria.

Demostracion. Mediante induccién en n,

e Caso base: Si n = 2 se tiene por definicion que f? € RBR. Si n = 3 entonces f!°!

esta definido como:

(@) = (7 (@) Nde(2) V es(a) Vi {1,2}

3(2) = (23 A ds(2)) V ex(2)
Donde z € {0, 1}? satisface que fim(zl, z9) = 0y 23 = 0. Ahora, como z3 = 0 se tiene
que dz, ¢, dependen negativamente de la variable x3 y por consiguiente fé‘q’} debe ser
reducible o no serfa unate. En efecto, sea 2’ = (21, 20,%3) y ¢¥ : {0,1}® — {0,1}3
3] (x) = fim () Ndz(z) parai= 1,2y g:[f] (x) = x3 A dx(x), entonces

%

definida por g

() =2 nd:(2) =1A1=1

Asi, como g:[f’}(z’ ) = 1 entonces g:[f] () = g:[f} (%) V (21,202 (%) y al reemplazar en f?£3}
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nos permite reducir ¢, debido a que no depende de la tercera variable. Es decir,

Pz) = gdl@) v e(a)

3
- gz[a ](i) \% C(zl,zQ,zg)(x) V cz(x)

3
= gNE) V €y ) ()

Asi, como 95’}( ) = 0 si 3 = 0 entonces g[ ]( ) toma valores positivos si y solo si

r3 =1y dzz) () = 1. Por lo tanto, se tiene que f?E?’} es unate debido a que puede

ser escrito de la siguiente manera:

Fil(@) = (23 Az (@) V (23 A diy)(2)) V ey (@)

Veamos que fz[ ], i =1,2, es también unate. Como f1 es regulatoria y describe una

dinadmica ciclo Hamiltoniano entonces G () es un ciclo negativo y f1? = (d(,), d(,))

debido a que f/(z) = 0. Notemos que gl[?’}

y ¢, no coinciden con tener en ambas
variables negadas o no negadas, por lo cual estas deben poder ser reducidas. Para

ello, notemos que:

g?]('zlaz% Z3) = d(22)<21,§2, Z3) A df(zlyz% 23) =1AN1=1

95’](51, 29, 23) = d(21)(Z1, 22, 23) Ndz(Z1, 20, 23) = 1LAN1 =1
Por lo tanto, ¢, no depende de la componente uno y dos en f2[3} y fl[g], respectivamente.
Finalmente, como ¢!’ ]( ) = 0 si d.,)(z) = 0 entonces g[ ]( ) toma valores positivos si
y s0lo si Xy = Zo ¥ d(z, ) (x) = 1, asi, se tiene que fi , 2= 1,2, es unate debido a

que puede ser escrito de la siguiente manera:

P 2) = (diea) (@) N d=(2)) V ey ) ()

= (d(ea) (@) N iz () V (A (2) A dizy) () V ey ()
(@) = (diey)(2) A d=(2)) V Cag e (@)

= (d(er)(@) A i) (2)) V (dieyy (2) A dizy) () V oo ()

En conclusion, fB es regulatoria.
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e Hipotesis de induccion: Sean = k > 3 y supongamos que f¥ es una red regulatoria.

e Paso inductivo: Sea n = k + 1 y por construccion sabemos que f#+1 se construye

a partir de f¥ como:

@) = (@) A de(@) V e(a) Vie {1,2,.., k)

(@) = (21 A ds(2)) V ea(2)

. k41 k41 .
En primer lugar, veamos que fk[: 1 J s unate. Veamos que g,[C +1} puede ser reescrito

COImo:

k+1 k

k
G (@) = e Ads(2) = \ (@1 A dizy (@) = \ (@051 A diz (@)
i=1 i=1
Donde zj11 Adz, () = 0 debido a que 241 = 0. Luego, basta probar que c, no
depende de la variable k 4+ 1 y por lo tanto puede ser reducida. Para ello basta probar

que g,[ﬁrll](z’) =1, donde 2’ = (z1, ..., 2k, Zk+1). En efecto,

k _
g,Elel](z’) =Zrn Ndz(Z)=1A1=1
Por lo tanto, f,gl:” puede ser escrito en su dnf-féormula sin variables negadas y no
negadas simultaneamente y probando que f,gf;l] es unate. Sea fi[k}, 1= 1,2,..,k,

[k1]

escrita por su dnf-féormula, luego, g;

. () =1 mediante dos formas posibles.

El primer caso es si existe al menos una clausula c,; de fi[k] tal que c,i(x) =1, j € I,
y existe un literal en dz tal que este sea uno por ser una clausula disyuntiva, literal
que debe en ambas clausulas negado o no negado simultaneamente. El segundo caso
ocurre debido a que fi[k} no depende de la variable k£ + 1, por lo tanto, si la variable
k + 1 de la clausula d= es uno entonces es suficiente que exista una cldusula c,; de

fi[k] tal que ¢,i(z) = 1. Definamos los conjuntos de indices I’, I"” C I como:

I'={j €I:c, comparte un literal negado o no negado simultaneamente con dx}

I"={j €1: ¢, no comparte ningtn literal negado o no negado simultaneamente con dx}
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[k1]

De lo anterior, g;

;. puede ser escrito de la siguiente manera:

gz[k—‘_l}(l’) = fi[k] () N dz(z) = (\/ Cs (I)) N (\/ (cos(z) A dz, (:E)))

jer’ jel”

Por lo tanto, para probar que fl-[kﬂ] es unate basta probar que c, puede ser reducido

y no depender de las variables x;, j € I”, asi, podemos probar que gz[kﬂ](z ®ej) =1

para toda componente j € I”. En efecto, supongamos que gl[kH](z @ ej) = 0 para
algin j € I” e implicando que fi[kH](Z @ e;) = 0 debido a que la clausula conjuntiva
retorna un valor cero. Como fi[kﬂ] satisface que ( fi[k+1])2k71(:v) = T entonces, del
lema 6,3 y la proposicién 6.3 se tiene que fi[kﬂ] (zZ @ e;) = 1y por consiguiente

gyﬁ” (Z®e;) = 1. Pero,

Mz oe) = (\/ cvs(zeaej)) Vv (\/ (cos(Z D €;) /\dml(?@@j))) =0

sel’ sel”

Esto debido a que el primer paréntesis contiene las clausulas conjuntivas con al menos
una variable en comun con c,, implicando que tal variable recibe el valor de la negacion
de z y retornando cero a todas las clausulas, en cambio, para el segundo paréntesis es

debido a que (Z@e;)r41 = Zp41 ¥ la clausula dz,  (ZDe;) = 0. Por lo tanto, del mismo

principio podemos suponer que gz[kﬂ](z @ v) = 0 para cualquier v € {0, 1}*"! suma
modulo dos de la forma v = @ e;, obteniendo la misma contradiccion debido a que
jEDgI”

el primer paréntesis sigue sin coincidir con las componentes en I" y dz, ,, (Z ®v) = 0,

lo cual prueba que ¢, no depende de los indices j € I"” y probando que fi[kﬂ] es unate.

f[k+1] .

Por lo tanto, como cada funcién local 1 =1,2,....,k + 1, es unate se prueba

entonces que f [k+1] s regulatoria.

Como ya se indico, este resultado prueba la existencia de redes regulatorias con una
dindmica ciclo Hamiltoniano, siendo esto de gran interés debido a que estas redes se
restringen a variables con comportamientos de activacion o inhibicién, pero no los

dos al mismo tiempo y de gran importancia para, por ejemplo, procesos biologicos.



50 6.2. Construcciéon de la familia

Sin embargo, al estar restringidas a sélamente comportamientos de activacion e
inhibicion, se vio en la préactica una mayor cantidad de arcos para la expresion de tal
dinamica. En particular, se identifico que G(f) era el grafo completo sin poder ser
demostrado debido a que no se posee una caracterizaciéon para estas redes regulatorias

con dindmica Hamiltoniana.

Ahora, se logr6 probar que dado una red Booleana de dinamica ciclo Hamiltoniano
tal que sus configuraciones y su negada estén a distancia 2”1, se prueba que G(f) es
el grafo completo. De lo anterior, podemos probar que la familia fI" satisface esta

hipotesis y probar que G(f"), n > 3, es siempre el grafo completo.

Lema 6.3. Sea f" : {0,1}" — {0,1}", n > 2, una red Booleana descrita por la

construccion definida, entonces (f")2" " (z) = T, Vo € {0,1}".

Demostracion. Mediante inducciéon en n,

e Caso base: Si n = 2 sabemos que G(f) describe un ciclo negativo, luego, flm(f) #
f2[2](f) y del mismo modo flm((_])) # f2[2}(6), lo cual implica que las configuraciones 0, I

estan a distancia 2 y se prueba lo deseado.

e Hipotesis de induccion: Sea n = k y supongamos que para todo z € {0,1}" se

cumple que (fI")2" ' (2) = 7.

e Paso inductivo: Sea n = k + 1, debido a que por construccion (fIM)?" ™' (z) =z

entonces también se cumple para 0,1 € {0,1}". Ahora, si x # 2,z € {0,1}" se tiene

que fi["] () = f.[”_l](x), Vi e {1,2,...,n — 1}, asi, de hipotesis de induccion se tiene

que f[”](f) = f[”](ﬁ) y en particular (f["])j(f) = (f["])j(ﬁ), Vie{1,2,...2" -1}, lo

cual prueba lo deseado.

Finalmente, se presenta el teorema antes mencionado que nos permite concluir que la
familia fI", n > 3, satisface que todas sus funciones de activacion local dependen de

todas las variables.

Teorema 6.4. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red Booleana con n > 3 y tal que Gy(f)

es un ciclo Hamiltoniano. Si para todo x € {0,1}", f*" ' (z) = T, entonces G(f) es
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el digrafo completo.

Demostracion. Sea i € V(G(f)) arbitrario y por el absurdo supongamos que dado
j € V(G(f)) también arbitrario, el arco (j,i) no esta en G(f). Sea a,b € {0,1} y

definamos:
X9(a,b) ={x €{0,1}" :x; =ay fi(z) = b}

Notemos que, la hipotesis de que todo z € {0,1}", f*"'(z) = T es equivalente
a que todo i € V(G(f)), x € T(f;) siy solosi T & T(f;), lo cual implica que
| X%4(1,0)] = |X%(0,1)[,]X%9(0,0)] = |X¥(1,1)] y junto a que f;(z+e;) = fi(z), para
todo = € {0,1}", se desprende que:

| X9(1,0)| = |X7(0,1)] = | XY(1,1)] = |X9(0,0)| = 2"

Ahora, como G(f) es un ciclo de largo 2" y para todo = € {0,1}", f>" '(z) = 7
entonces es suficiente definir {xk}z:ol, ok = fk (T), debido a que las configuraciones

faltantes satisfacen que f2" (z¥) = z.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 1 € X%(1,1) y por consiguiente 0 €
X(0,0). Por otro lado, definamos L = {z € {0,1}" : 2 € XY(1,0) U XY(0,1) y x €
{2*}2")'} v notemos que z € L si y solo si Z ¢ L debido a que f>* ' (z) =T y
por lo tanto |L| = 2"2. Supongamos que el conjunto L no posee igual cantidad
de configuraciones v € X%(1,0) y v € X“(0,1), luego, como la unién de estos es
un numero par se tiene que estos difieren en al menos dos unidades. Pero, esto es
contradictorio debido a que G7(f) es un ciclo de largo 2" y al tener mas configuraciones
que retornan f;(u) = 0, por ejemplo, implica que no existen suficientes configuraciones
z € L tal que z; = 1 debido a que las configuraciones tales que f;(v) =1 difieren en
dos unidades y el resto pertenece a X% (1,1) U X%(0,0). De lo anterior, se desprende
que existe igual cantidad de configuraciones z € L en X%(1,0) y X“(0,1).

Finalmente, como L posee igual cantidad de cambios de valor en la componente 7,
se tiene que f2" (1) = 1, lo cual es contradictorio puesto que f2* (1) = I = 0,

contradiciendo nuestro supuesto y probando que el arco (j,4) estd en G(f).
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Corolario 6.4.1. Sea fI": {0,1}" — {0,1}", n > 3, una red Booleana descrita por

la construccion definida, entonces G(f™) es el digrafo completo.
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Capitulo 7
Conclusiones

De capitulos introductorios presentamos a las redes Booleanas como capaces de
modelar miltiples procesos y con un gran estudio de su interaccion hacia su dindmica.
Sin embargo, nuestro objetivo fue estudiar la red y sus caracteristicas bajo una
dindmica Hamiltoniana y condiciones necesarias para presentar tales dinamicas. De lo
anterior, se obtuvieron importantes resultados en redes Booleanas como la condicion
necesaria de un grafo de interaccion fuertemente conexo para obtener una dinamica
de maxima altura. En cambio, para dinamicas ciclo Hamiltoniano e intermedia sé6lo

se requiere que el grafo de interacciéon sea conexo.

De manera més particular, probamos que cualquier dindmica Hamiltoniana con altura
distinta de cero requiere de al menos una funcién de activacion local con dependencia
de todas la variables. Esto es importante debido a que prueba la existencia y necesidad

de al menos una variable que defina su valor siguiente en funciéon del sistema completo.

Por ultimo, se analizaron distintas familias de redes Booleanas con grafos signados
para ver su capacidad de describir dindmicas Hamiltonianas, llevidndonos a que una
familia candidata son las regulatorias debido a que esta no impone restricciones en
su base de atracciéon o cotas en su altura, como es el caso de las redes conjuntivas o
disyuntivas. Para ello, se construyo la red fI™ que describe un ciclo Hamiltoniano
y es ademas regulatoria, probando la existencia de este tipo de redes con dinamica

ciclo Hamiltoniano y al mismo tiempo establecer conjeturas para la caracterizacion



54 7.1. Trabajo futuro y problemas propuestos

de éstas.

7.1. Trabajo futuro y problemas propuestos

Entre las probleméticas generadas por este trabajo, se puede estudiar proposiciones
semejantes al lema 4.1 que nos permitan asegurar la existencia de vértices con
grado de entrada no acotado en la dinamica ciclo Hamiltoniano y profundizar en
su propiedad de ser balanceada, para la obtenciéon de informacion relevante para
su caracterizacion. En general, profundizar en caracterizaciones para cualquier tipo
de dindmica Hamiltoniana es de gran importancia para asegurar propiedades y ver
condiciones tanto necesarias como suficientes para el intercambio entre dinamicas

regulatorias que la definan.

Ademas, se puede analizar otros comportamientos dinamicos que aseguren la existencia
de un vértice de grado de entrada no acotado y en el estudio de dinamicas obtenidas a
partir de redes biyectivas con el cambio de uno o méas arcos. Por otro lado, también se
puede analizar las dinamicas de redes con grafo de interacciéon con grado de entrada
acotado en todos sus vértices, lo que podria aportarnos en restricciones o implicar

caracteristicas en la dindmica y sus bases de atraccion.

De manera anéaloga a lo realizado en la construccion de la familia I, se puede
profundizar en familias de maxima altura y Hamiltoniana intermedia para la existencia

de redes regulatorias que definan tales dinamicas.

De todo lo anterior, debido al poco desarrollo en el problema inverso de caracterizar
la interaccion de la red en base a la dinamica, es de gran importancia estudiar estos
resultados en el caso general de redes dindmicas finitas dado g > 2, siendo esto de

gran importancia para procesos con mas estados y complejidad asociada.

Finalmente, se presenta una conjetura vista en los ejemplos realizados, la cual se

presenta para el aporte de trabajos futuros.

Conjetura 7.1. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red Booleana tal que Gi(f) es un
ciclo Hamiltoniano, entonces, f es requlatoria si y solo si satisface las siquientes

propiedades:
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» Para toda configuracion x € {0,1}", f2n71(x) =T7T.

» Para todo i € V(G(f)) y todo x € T(f;), existe uny € T(f;) tal que dy(z,y) =
1.

Note que el segundo punto de la conjetura es una condicién necesaria para que toda
red de dindmica arbitraria sea regulatoria y, de no cumplirse para algian ¢ € V(G(f)),

nos aporta que tal vértice es de grado de entrada no acotado (véase anexo A3).

Si bien este resultado aporta en el conocimiento de la dindmica en términos tedricos,
es de gran importancia el desarrollo de esta idea debido a que caracteriza todas las
posibles dinamicas ciclo Hamiltoniano expresables por una red regulatoria, delimitando

el area de aplicacion.

En particular, de probar que toda red regulatoria con dinamica ciclo Hamiltoniano
que implique sélo el primer punto, se tendra la unicidad del digrafo de interacciéon
de tal red, esto por el teorema 6.4 y desprendiendo la siguiente conjetura vista en el

desarrollo de la memoria.

Conjetura 7.2. Dado f:{0,1}" — {0,1}" red Booleana regulatoria tal que Gy(f)

es un ciclo Hamiltoniano, entonces G(f) es el digrafo completo.
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Apéndice A

Demostracion a preguntas propuestas

A1l. Numero de RDF distintas

Proposicion A.1. Dado n,q € N, jcudntas RDF f : [q]" — [q]" distintas existen?

Respuesta: Existen ¢"?" RDF distintas entre si, en efecto, sea [¢]" := {z!, 22, ..., 29"},
notemos que, para decir que dos RDF son distintas f # f’ debe existir una
configuracion z',i € {1,...,q"} tal que f(z') # f'(x%). Asi, cada RDF f est4 en
correspondencia uno a uno con el vector @y := (f(x'), f(2?),..., f(27")) € ([¢]™)?" ¥y

por lo tanto el nimero de RDF distintas esta dado por:

n

=(¢")" =q"

n

|([a™)™

A2. Biyectividad de la red implica balanceado

Proposicion A.2. Sea f:{0,1}" — {0,1}" red Booleana tal que f = (f1,..., fn). Si

f es biyectiva, entonces todas las funciones de activacion local f; son balanceadas.

Respuesta: La proposicion es verdadera, si f es biyectiva, se tiene:

Im(f) = {f(z) : z € {0,1}"} = {0, 1}"
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Ademés, al ser f inyectiva se tiene que Va € {0,1}", 3y € {0,1}™: y = f(x), lo cual

es equivalente a que x = f~1(y) e implicando que Vi = 1,...,n

7O = o € (0,1} @) = 0} = [{7 W) = (w € {0.1}" 95 = )}
— [y €{0,1}" g = 0}] = 2"

Utilizando la inyectividad de manera analoga se prueba que Vi =1, ..., n, | f[l(l)‘ =
2"~1 v se prueba que cada funcion de activacién local es balanceada. Note que
la proposicion inversa no es verdadera, por contraejemplo, sea f{0,1}" — {0, 1}"
descrito por Vz € {0,1}",

B 0 siz; =0

six; =1

Note que | fl-_l(O)‘ = ‘ fi_1(1)| = 2"~ balanceadas, sin embargo, f no es biyectiva

para n > 2.

A3. Lema de comparabilidad

Lema A.1. Sea f : {0,1}" — {0,1}", n > 2, red Booleana con funciones de
activacion local no constantes. St Iy € T(f;) :Vz#y € T(f:), duly,z) > 1 entonces
d=(i) = n.

Demostracion. Supongamos que Iy € T(f;) : Vz # y € T(f:), du(y,z) > 1. Si
|T(fi)| = 1 entonces f;(x) = ¢,(z) clausula que depende de todas las variables, en
cambio, si |T'(f;)| > 1, supongamos que f;(z) = fi(z) Vey(x) no depende de la variable
zj, 7 € V(G(f)) arbitrario, implicando que la clausula inducida por y en f; puede ser
reducida y no depender de x;. Pero, para ello es necesario que 3y’ € T'(f;) : v/ = yPe;,
lo cual, es contradictorio debido a que dy(y,y’) = 1. Por consiguiente se tiene que

fi(x) = fi(z) V ¢y(x) no permite reducir la clausula ¢, e implicando que d™ (i) = n.

Teorema A.2. Sea f : {0,1}" — {0,1}", n > 2, red Booleana con funciones de
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activacion local no constantes. Si Jy € T(f;) : Vz #y € T(f;), du(y,z) > 1 y

|T(f;)| > 1, entonces f no es requlatoria.

Demostracion. Supongamos que Jy € T(f;) : Vz £y € T(f;), du(y,z) > 1y sea
fi(x) = gi(x) V ¢y(x), g; # fi, funcién con al menos dos clausulas y tal que ¢, no es

reducible por la demostracion del lema A.1.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que g; esta escrita en su dnf-formula
y, por el absurdo, supongamos que f; no posee variables negadas y no negadas
simultaneamente. Pero, esto implicaria que g; depende de k < n variables negadas y
no negadas de ¢, lo cual, es contradictorio debido a que g;(y) = 0 puesto que g; y f;
difieren en la configuracion y € T(f;), contradiciendo nuestro supuesto y probando

que f no es regulatoria.
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Apéndice B

Codigos empleados

B1. Construccion de dinamicas en BNSimulator

Para la realizacion de la etapa experimental de las dinamicas y sus redes, se procedio a
trabajar con el programa BNsimulator v1.0, desarrollado por: Lilian Salinas, Rodrigo
Bravo, Luis Cabrera. Estos c6digos pueden ser leidos en un archivo .bn o aplicar de
manera manual al programa. A continuacion, se presentan los codigos de los ejemplos
realizados.

1 x1 = (x1 & 'x3) | (x3 & 'x1) | (x3 & !x2)

2 x2 = (x1 & x3) | (x2 & 'x1)
3x3 = (x2 & x3) | (x2 & 'x1) | (x3 & 'x1)

Codigo B.1: Codigo del ejemplo 2.5.

1 x1 = (x1 & 'x2 & x3) | (x1 & x2 & 'x3) | (x1 & x2 & x3)
2 x2 = ('x1 & x2 & 'x3) | (x1 & 'x2 & 'x3) | (x1 & x2 & 'x3)
3 x3 = x2

Codigo B.2: Codigo del ejemplo 3.1.

2 x2 = (x2 & x1) | ('x1 & !'x2)
3x3 = (x3 & x1) | (x3 & x2) | ('x1 & 'x2 & !'x3)

Codigo B.3: Codigo del ejemplo 3.2.
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x1 = !x1

x2 = (x2 & x1) | ('x1 & 'x2)

3 x3 = (x3 & x1) | (x2 & x3)

N

N

Codigo B.4: Codigo del ejemplo 3.3.

x1 = !'x1 -~ ('x1 & 'x2 & 'x3)
x2 = ((x2 & x1) | ('x1 & !'x2)) - ('x1 & !'x2 & !'x3)
x3 = (x3 & x1) | (x2 & x3)

Codigo B.5: Codigo del ejemplo 3.5.

x1 = !x2
x2 = x1
Codigo B.6: Codigo del ejemplo 6.1 figura 6.1.
x1 = ('x2 & ('x1 | x2 | 'x3)) | (!'x1 & x2 & !'x3)
x2 = (x1 & ('x1 | x2 | 'x3)) | ('x1 & x2 & !x3)
x3 = (x3 & ('x1 | x2 | 'x3)) | ('x1 & x2 & !x3)
Codigo B.7: Codigo del ejemplo 6.1 figura 6.3.
x1 = ((('x2 & ('x1 | 'x3)) | ('x1 & 'x3)) & (x1 | 'x2 | x3 | 'x4)) |
(x1 & 'x2 & x3 & 'x4)
x2 = (((x1 & (x2 | 'x3)) | (x2 & 'x3)) & (x1 | 'x2 | x3 | 'x4)) | (
x1 & 'x2 & x3 & !x4)
x3 = (((x3 & ('x1 | x2)) | ('x1 & x2)) & (x1 | 'x2 | x3 | 'x4)) | (
x1 & 'x2 & x3 & !x4)
x4 = (x4 & (x1 | 'x2 | x3 | 'x4)) | (x1 & 'x2 & x3 & !'x4)

Codigo B.8: Codigo del ejemplo 6.2.

B2. Construcciéon de redes a partir de la dinamica

Se utilizo la libreria sympy para el trabajo de cadenas y en particular la funcién
SOPform que realiza célculos de funciones Booleanas a partir de las variables

implicadas y las configuraciones positivas de la funcion.
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1 from sympy.logic import SOPform

2 from sympy import symbols

Codigo B.9: Librerias utilizadas.

1 def variables(m):

2 variab = []

3 for i in range(n):

4 variab.append ('x{}'.format (i+1))

5 return variab

Codigo B.10: Funcién que define las variables.

1 def mint(j,D):

2 P =[]
3 for i in range(len(D) -1):
4 if D[i+1]1[j-11 == 1:

5 P.append (D[il])

6 return P

Codigo B.11: Funcién que define las configuraciones positivas.

1 def alocal(D):
2 n = len(D[1])
var = variables(n)
' for j in range(n):
5 s = SO0Pform(var, mint(j+1,D))
6 limp =str(s).replace('™','!")

7 print ('f_{count}(x) = {restr}'.format(count=j+1,restr=1imp))

Codigo B.12: Funcién que retorna la red.

Con la finalidad de explicar el funcionamiento de la funcién alocal se presentan
los ejemplos 3.1, 3.2 y 3.3, respectivamente, todos del Capitulo 3: Dinamicas
Hamiltonianas, ingresando la dindmica a conocer su red y el retorno de esta.

D = [[1,1,0],[1,2,2],[1,0,1],[1,0,0],

2 to,t,01,[00,1,11,[0,0,11,[0,0,07,

3 [0,0,0]] #Se repite la configuracion punto fijo

1 alocal (D) #Maxima altura

Codigo B.13: Ejemplo construccion de red de méxima altura.
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f_1(x) = (x1 & x2) | (x1 & x3)
f_2(x) = (x1 & 'x3) | (x2 & 'x3)
3 £_3(x) = x2

N

N

Codigo B.14: Retorno de la red de maxima altura.

p =([[t1,1,0],[0,1,0],[1,0,0],[0,0,0],
(t,1,11,[0,1,1],[1,0,1],[0,0,1],
[1,1,0]] #Se repite la configuracion inicial

alocal (D) #Ciclo Hamiltoniano

Codigo B.15: Ejemplo construccion de la red de dindmica ciclo Hamiltoniano.

f_1(x) = !x1
f_2(x) = (x1 & x2) | ('x1 & !x2)
f_3(x) = (x1 & x3) | (x2 & x3) | ('x1 & 'x2 & 'x3)

Codigo B.16: Retorno de la red de dinamica ciclo Hamiltoniano.

p=1[[1,1,1],[0,1,1],[1,0,1],[0,0,1],
(t¢,1,01,00,1,01,[1,0,0]1,[0,0,01,
[1,1,0]] #Se repite la primera configuracion periodica
#alcanzada por los transientes

alocal (D) #Dinamica Hamiltoniana intermedia

Cédigo B.17: Ejemplo construccion de la red Hamiltoniana intermedia.

f_1(x) = 'x1
f_2(x) = (x1 & x2) | ('x1 & 'x2)
f_3(x) = (x1 & x3) | (x2 & x3)

Cédigo B.18: Retorno de la red Hamiltoniana intermedia.

Ademas, se presenta un ejemplo aplicado de la funciéon SOPform, construyendo la
funcion a partir de las configuraciones positivas de este. Para ello, se utiliz6 el cuadro
2.2 del ejemplo 2.4.

p_.3 = [[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0],[1,1,1]1]

var = variables (3)

s = SOPform(var,D_3)

str(s).replace('~',"'!")

Cédigo B.19: Ejemplo construccion de la funcion del ejemplo 2.4.
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1 '(x1 & x2 & x3) | (x1 & 'x2 & 'x3) | (x2 & 'x1 & 'x3) | (x3 & !'x1 &
1x2)"!

Codigo B.20: Retorno de la funcion SOPform.

Notar que todos estos ejemplos fueron desarrollados con la finalidad de ser
directamente ocupados en el programa BNsimulator, debiendo reemplazar signos en

la salida para su lectura.
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