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Resumen

Construiremos gravedades cuadri-dimensionales a partir de las simetrias de Poincaré
generalizadas AdSL, y B, con n = 4,5,6. En el capitulo 1 se presentaran los elementos
matematicos basicos necesarios para el desarrollo de esta tesis. En el capitulo 2 se presentara
el mecanismo de construccién de las algebras de Poincaré generalizadas y algebras AdS-
Lorentz, mediante el procedimiento de S-expansidén y contraccién generalizada de Inonu
Wigner. En el capitulo 3 se presentara el formalismo para construir una teoria de la gravedad
como teoria de gauge, en particular, relatividad general como una teoria de gauge del algebra
de Poincaré y del dlgebra de Maxwell como extension de la anterior. En los capitulos 4,
5,y 6 se presentarad la construccién de acciones gravitacionales que involucran simetrias
AdS-Lorentz. Finalmente en el capitulo 7 se estudiardn las acciones obtenidas por medio
de contracciones de Inonu-Wigner que generalizan la gravedad de Einstein. En el apéndice
A se presenta una breve descripcion de las dlgebras AdS, Poincaré y Lorentz, en el apéndice
B se presenta una introduccidén al calculo de las identidades de Bianchi, en el apéndice C
se muestra la contribucién de cada conmutador para las transformaciones de los campos A
y F y finalmente en apéndice D se presenta brevemente el procedimiento de expansién de
algebras.






Introduccion

Las teorias de gauge han sido ampliamente estudiadas y de variadas formas. Estas teorias
tienen su origen en la teoria electromagnética de James Clerk Maxwell. En 1918 Herman
Weyl propone la idea de invariancia de gauge, Weyl conjeturo que si el efecto de un campo
gravitacional puede ser descrito por una conexién, la cual da la orientacién relativa de los
sistemas de referencia locales, entonces podria ser posible que otras interacciones existen-
tes en la naturaleza sean descritas por conexiones similares. A lo largo de los afos se han
construido teorias de la gravedad invariantes de gauge con grupos de simetrias de Poincaré,
AdS, AdS-Lorentz, y simetrias de Poincaré generalizadas (dlgebras B), las cuales han sido
construidas a partir de formas Chern-Simons, y/o términos Wess-Zumino-Witten, etc. La
gran mayoria de estas construcciones han sido llevadas a cabo en dimensiones impares,
con algunas excepciones (términos Wess-Zumino-Witten, gravedades Born Infeld). Las im-
plicaciones de la existencia de espacios-tiempo con simetrias dadas tanto por dlgebras de
Poincaré generalizadas como por dlgebras de AdS generalizadas, fueron estudiadas, en el
caso de las dimensiones impares, en las referencias [17] [L8], [L0], y en las dimensiones pares,
en el contexto de W ZW en las Referencias [20], [21], [22], [23], [24]. Las consecuencias de
considerar un espacio-tiempo con simetrias de Maxwell en la descripcién del campo gravita-
torio han sido estudiadas, en el contexto de gravedad de Chern-Simons, en las Referencias
[11], [16],[19], y en el contexto de la gravedad cuadridimensional, en las Referencias [1],
[2], donde se amplié el marco geométrico estdndar de la gravedad de Einstein mediante una
teoria de gauge del dlgebra de Maxwell que condujo a un término cosmolégico generalizado
que incluye una contribucién de los seis campos de cuadri-vectores kzb que introducen un
nuevo conjunto de curvaturas denotadas por Ffjb ademds de las conocidas torsién T y la
curvatura de Lorentz R que permiten construir generalizaciones de la accién de Einstein.

Sumado a esto el estudio de los grupos y algebras de Lie ha tenido innumerables aplica-
ciones tanto en la fisica Newtoniana como en la fisica moderna. La razén principal del éxito
de la teoria de grupos en fisica es que captura de forma elegante el concepto de simetria.
Establecido en el teorema de Noether, las leyes de conservacién de un sistema fisico estdn
directamente relacionados con el grupo de simetria que posee dicho sistema. Esto conduce
a importantes propiedades de los sistemas fisicos que subyacen en el adlgebra de simetria
de la accién. Las dlgebras de Lie son una herramienta esencial tanto en teoria cudntica de
campos como en la teoria general de la relatividad. Ademds se han desarrollado mecanismos
que permiten obtener relaciones no triviales entre distintas dlgebras de Lie, es decir, estos
mecanismos nos permiten obtener nuevas algebras que no son isomorfas a la original. Entre
estos mecanismos tenemos las contracciones, deformaciones y las extensiones de dlgebras.
Un ejemplo de esto es la relacién entre el dlgebra de Poincaré y el dlgebra (A)dS, las cuales
tienen igual dimensidn pero poseen propiedades distintas y estan relacionadas mediante una
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contraccién de Inonu-Wigner [5] [6] , mecanismo que sera utilizado en el capitulo 7. Otro
ejemplo es el algebra de Maxwell [3], [4] que puede obtenerse a partir del dlgebra (A)dS
utilizando el procedimiento de expansidn del dlgebra de Lie desarrollado en las Referencias
[6], [7], [8], [9]. Este procedimiento permite obtener dos familias de &lgebras, que se co-
nocen como algebras de Poincaré generalizadas (también llamadas &lgebras B,,, donde el
algebra de Maxwell corresponde al caso particular conocido como algebra B, ) y algebras
AdS generalizadas (también llamadas algebras AdSL,,) [11], [12], [13].

Haciendo uso del mecanismos estudiado en [1] construiremos acciones invariantes para
gravedad en 4 dimensiones, que resultan en extensiones de la gravedad de Einstein. Ya
que la geometria del espacio-tiempo basada en dlgebras de Poincaré generalizadas B y
AdS-Lorentz implican nuevos campos gauge y, por tanto, nuevas curvaturas tensoriales,
podemos construir nuevas acciones gravitacionales que conducen a modificaciones de la
gravedad estandar, objetivo principal de esta tesis. Obtener una comprensién del campo
gravitatorio a partir de la construccidon directa de acciones invariantes de 4-dimensiones
tanto bajo las dlgebras de Poincaré generalizadas como bajo las dlgebras de AdSL, es
interesante problema abierto y se espera que los resultados obtenidos en esta tesis nos
permitan abordar temas como cosmologia y agujeros negros, y obtener correspondientes
generalizaciones.
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Capitulo 1

Preliminares matematicos

El uso del lenguaje de las formas diferenciales es indispensable para el desarrollo de
esta tesis, por lo que en este capitulo se recordara brevemente propiedades y convenciones.
Puede ser encontrada en la literatura, diversos textos con un desarrollo mas acabado de los
conceptos presentados como en [31], [33].

Se define una p-forma o forma diferencial de grado p, funcién multilineal totalmente
antisimétrica, definida para un espacio de dimensién n, como

1
a = E@m---updxm A Ndxt (1.1)
donde A denota el producto cuia, el cual es un producto antisimétrico que satisface lo
siguiente
Sean « y  una p-forma y ¢-forma respectivamente, el producto exterior entre ambos

objetos estard dado por
aANB=(-1D"BAa. (1.2)

La derivada exterior d es una operacion que aumenta el grado de la forma en uno, es decir
d:TP(P) — TPT(P) y satisface la regla de Leibnitz graduada

dlaNB)=daNp+(—-1)aAp, (1.3)
y satisface el lema de Poincaré

d (da) = 0. (1.4)

Estas propiedades se asumen conocidas y el uso del simbolo A para el producto entre formas
se omite por razones de comodidad, ya que todo producto, salvo que se indique lo contrario,
serd antisimétrico.

1.1. Formalismo de Cartan: Vielbein y conexién de
espin

El formalismo de Cartan enfatiza la nocién de localidad e independencia entre la estruc-
tura métrica y afin del espaciotiempo, manteniendo la idea de una cantidad invariante bajo
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transformaciones locales de Lorentz. Se puede definir un espacio tangente 7p(M) en cada
punto de una variedad d-dimensional. Considerando el sistema coordenado z* definimos
una base coordenada para Tp(M) como

0, =0,(P), (1.5)
base que en general no es ortonomal, puesto que

Oy Oy = G- (1.6)

Considerando que para cada punto P siempre puede escogerse un conjunto de vectores
base {e,} ortonormales, tal que

€q* €p = eauebuguu = Nab, (17)

donde 7y, = diag(—1,+1,+1,+1) es la métrica de Minkwoski. Esto permite establecer en
el espacio tangente una base ortonormal que denotaremos por {e,} y su dual por {e®}. Las
bases coordenadas y ortonormales se relacionan por medio de

Oy = €%eq = e, = €0y,

dz* = el e < e = ¢, dz*.
Donde

= {e,} denotard una base ortonormal de vectores.

= {e”} denotard una base ortonormal de 1-formas.

{w%} denotard la 1-forma conexién en una base ortonormal.

{T*} denotara la 2-forma torsién en una base ortonormal.

{R%} denotara la 2-forma curvatura en una base ortonormal.

1.2. Bases ortonormales

Podemos introducir un campo de vectores bases unitarios y ortogonales, los cuales
satisfacen

(1.10)

{:I:l ,sia=Db,
€a * €p = Tab

0 ,sia#b.
En el caso de la teoria de la relatividad general bajo una transformacién de coordenadas
» Las bases cambian como &%(z) = A%(x)e’(x).
» La 1-forma conexién cambia como @ = AwA~! — dAA~L.

» La 2-forma curvatura cambia como tensor R = ARA 1.
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Sabemos que en una base arbitraria es valida la ecuacién dg,, = €2, 4 €2,,,. En una base
ortonormal se tiene que

Guv = MNab ; Q;w = Wab, (111)

de modo que en una base ortonormal siempre se cumplird
d??ab = Wap + Wha = 0. (112)
entonces wy, = —wy,. Esto significa que en 4-dimensiones w € SO(3,1). Es decir es un

elemento del algebra de Lie del grupo de Lorentz. Esto significa a su vez que para campos
vierbein ¢?, la ecuacién &* = A%’ es una transformacién de Lorentz dependiente de la
posicién, por lo tanto podemos escribir

e(x) = A%(z)eb (), A%(z) € SO(3,1), (1.13)
(2) = A(@)wG(@)A™ g — dA (@) A 5 (). (1.14)

w c

-~

De la segunda ecuacidn vemos que para algiin punto xy siempre es posible elegir un A(x)
de manera tal que se cumpla que w(xy) = 0. Esto significa que

w(z0) = A(xo)w (o)A (20) — dA(m0)A™ (0) = 0. (1.15)

Luego tenemos

Azo)w(zo)A™! = dA(0) A~ (20). (1.16)

Multiplicando por A~!(z¢)A(xg) facilmente se obtiene

w(zo) = A (zo)dA(z0). (1.17)

Si wj(xp) = 0, y si la conexién es nula en un punto, entonces e*(x) describe un sistema
inercial en xy. Esto significa que en el punto x , la derivada covariante exterior DD coincide
con la derivada exterior d.

Teorema 1.2.1 La métrica g = nae®e’ es invariante bajo la transformacidn € = A%e°

donde n.q = TjaA%AY. Por analogia con las transformaciones de gauge de la electro-
dindmica y de las teorias de Yang-Mills, las transformaciones de Lorentz € = A%e® son
llamadas transformaciones de gauge.

La teoria general de la relatividad es invariante bajo estas transformaciones por lo que se
dice que la relatividad general es una muy particular teoria de gauge no abeliana. El campo
vierbein puede ser considerado como el potencial del campo gravitacional debido a que
variaciones de e¢* inducen variaciones en la métrica.

En una base ortonormal tenemos que

(a) dnepy = Wap + wpa, donde dng, = 0.
(b) T® = de® + w? A €.

(c) RY = dws + w? A ws,.
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1.3. Notacién y convenciones

Para comenzar el estudio de acciones invariantes establecemos las bases sobre las cuales
trabajaremos, entonces vamos a definir la variedad M espaciotemporal, de dimensién d con
signatura Lorentziana. La notacién para los indices es la siguiente

= indices de una base coordenada en variedad M (u,v,...).
» indices del espacio tangente (a,b,c,...).

Es conveniente escribir la relatividad general en términos de un vierbein €, y una conexion
de espin waz. La variedad M tiene su espacio tangente en un punto P, Tp(M) y su
dual T35 (M) con grupo de estructura SO(D — 1,1). En esta tesis vamos a trabajar en
d = 4. Tp(M) y TH(M) tienen la misma topologia. Esto quiere decir que el vierbein
corresponde a un isomorfismo entre estos dos espacios. El isomorfismo €, y la conexién de
espin waz pueden ser consideradas como variables dindmicas de la relatividad general. En

lo que respecta a constantes y letras se establece lo siguiente

Simbolo Descripcion
M Variedad diferenciable d-dimensional
Tp(M) Espacio tangente en cada punto de M
xt Sistema de coordenadas arbitrario de la variedad M.
dz* Vector base del espacio tangente a M.
A Constante cosmoldgica estandar [\| = M?.
K Constante de gravitaciéon de Einstein [] = M 2.
[ Parametro con unidades de distancia.
A=3 Constante de dimensién [A] = M?,
I Constante definida como %
A= Aﬁ‘TAdx“ Campos de gauge.
F Curvatura general.
D =d+w  Derivada covariante de Lorentz.
{e.} Base ortonormal de vectores.
{e*} Base ortonormal de 1-formas.
w, 1-forma conexién en una base ortonormal.
Nab Meétrica de Minkowsky
s Usual 2-forma torsién en una base ortonormal.
R, Usual 2-forma curvatura en una base ortonormal.
S Semigrupo.
A Elemento de un semigrupo.
g Algebra de Lie.
K, .2 n-selector.

Cuadro 1.1: Tabla de simbolos
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Capitulo 2

Algebras de Poincaré generalizadas
y algebras AdS-Lorentz

2.1. Introduccion

El procedimiento de expansion de algebras de Lie via semigrupos, o S-expansién, con-
siste en la generacién de nuevas dlgebras de Lie a partir de una original. Esto se logra
multiplicando los generadores de un algebra con elementos de un semigrupo abeliano, obte-
niendo nuevos generadores, los cuales dan lugar a una nueva algebra de Lie con un nldimero
de generadores mayor al del dlgebra original. Una expansion es, en general, un proceso de
cambio de dimensién de un algebra, es decir, es una forma de obtener nuevas algebras de
dimensiones cada vez mas altas a partir de una dada. Una motivacién fisica para aumentar
la dimensién de las dlgebras de Lie es que aumentar el nimero de generadores de un alge-
bra es una forma no trivial de ampliar las simetrias del espaciotiempo Ejemplos de esto se
pueden encontrar en [1], [2], [14], [15].

La primera nocién de expansién de dlgebras surge en el ano 2003 en el trabajo de
Hatsuda y sakaguchi [6], los trabajos de De Azcarraga, lzquierdo, Picén y Varela [7] y
luego en 2006 lzaurieta, Rodriguez y Salgado proponen la generalizaciéon de método que
conocemos como S-expansion. En el apéndice D se presentan algunos de los principales
aspectos del procedimiento. Las algebras de Poincaré generalizadas son estudiadas con mas
detalle en [8], [9] y [11]. Algunas conclusiones de importancia son discutidos a continuacién.

El dlgebra generalizada de Poincaré ®B,, puede obtenerse a partir del dlgebra de anti-

de-Sitter y del semigrupo S7~' = {\g," -+, Aan} , cuya ley de multiplicacién viene dada
por

Ao = Aayp cuando o+ [ < 2n, (2.1)
y

AaAg = Ao, cuando «a+ 5> 2n, (2.2)

donde \,,, corresponde al elemento cero del semigrupo. Los generadores de 8,, denotados
por <Pa, Jab,s Zélb), Zé”) satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién
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[Paa Pb] = Z(gz)a [Jaln Pc] = nbcpa - nacha

[Jaba ch] = nchad + nadec - nacjbd - ndeaca
[Jaba Z(El)] = chZC(f) - naczlgi)a
[Zc(tz)w PC_ = nbczéi) - nacZISZ)’

ab’ “c 3

70 7] — Mo 2 — 7

C

[P 2] = 257

[ 6 )] itj+1

20,2 | = 27", (2.3)
donde, jab y f)a son los generadores del algebra de anti-de-Sitter y J,, = Ay ® jab, Zé? =
Moi @ Jupy Pu =M @ Py Z = N1 ® P, con 4,5 = 0,1,---,n — 1. A partir de las
relaciones de conmutacién (2.3) vemos que el conjunto B! = (Pa, Z((;b), Zc(f)) satisface las

condiciones

B! Bl B! s0(3,1),B!] c BL, 2.4

es decir, B. es un ideal del dlgebra de Poincaré generalizada B8,, cuyos generadores son

(Pa,Z(EZ),ZC(f)). Esto significa que el algebra de Poincaré generalizada ‘B,, es la suma

semidirecta del dlgebra de Lorentz s0(3,1) y el ideal B!, esto es

B, = s0(3,1) W BL. (2.5)

A partir de (2.3) también es posible ver que para i = 0, n = 1 tenemos el algebra de
Poincaré que en esta nomenclatura llamaremos B, también llamado B3; para i = 1,
n = 2 tenemos el dlgebra de Maxwell que en esta nomenclatura Ilamaremos 85, también
llamado B,; para i = 2, n = 3 tenemos el dlgebra, B3, también llamada B5; para i = 3,
n = 4 tenemos el dlgebra B, (también llamada Bg), etc. Por otro lado, las algebras AdSL,,
pueden obtenerse a partir del dlgebra de anti-de-Sitter y el semigrupo S/(\]AV) = {)\a}flvzo cuya
ley de multiplicacién viene dada por

AaAg = Aatp donde a+ [ < N, (2.6)

AaAg = Aatp-2i(N+1)/2) @+ B >N, (2.7)
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donde [x] es la parte entera de x. Notamos que para N impar el semigrupo S](LJIV) coincide
con el grupo ciclico Zy 1 de (N + 1) elementos. Puede ser de interés mencionar para las
algebras AdSL,, con n = 3,4,5,6 se encuentra que en los casos n = 3 y 5 no pueden
ser expresados como una suma semidirecta del dlgebra de Lorentz y un ideal, mientras que
para los casos n = 4 y 6 es directo ver que pueden ser escritos como suma semidirecta del
algebra de Lorentz y un ideal .

A partir del método de la S-expansién podemos obtener entonces las llamadas &lgebras
de Poincaré generalizadas y dlgebras AdS Lorentz, las cuales utilizaremos para construir
nuestra teoria de la gravedad.

2.2. Algebras AdSL,, AdSLs;y AdSLy

A continuacién se presentaran definiciones de las algebras de interés para esta tesis

Definicion 2.2.1 (Algebra AdSL,) Eldlgebra AdSL, se obtiene al aplicar el método
de S-expansion al dlgebra de Lie AdS usando como semigrupo S — {Ao, A1, Ao} dotado
de la regla de multiplicacion Ao Ag = Aatp, Sia+ 5 <2, ¥y AaAg = Aagp_2 ST+ 3> 2.
Esta algebra satisface las siguientes reglas de conmutacion

[P, B = Z, (2.8a)
[Zaps Pe] = My Pa — NacPe, (2.8b)
[Jabs Pe] = MbePa — Nac P, (2.8¢)
[Zavs Zed) = MveZad + NadZve — NacZbd — Mod Zac, (2.8d)
[Jabs Jed] = Mbedad + Naadoe — Nacod — MbdJac; (2.8e)
[Jabs Zed] = MocZad + NadZbe — NacZbd — Mbd Zac- (2.8f)

Definicion 2.2.2 (Algebra AdSL;) Aplicando el método de la S-expansion al &lge-

bra de Lie AdS usando como semigrupo - Zy = { )Xo, A1, A2, A3} dotado de la regla
de multiplicacion Ao g = Aatp, Si v + 3 < 3, ¥y A\adg = Aayp—3 si o+ 8 > 3 después
de extraer la subdlgebra resonante, se encuentra que los generadores del algebra AdSLs,
satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

2.9a
2.9b
2.9¢
2.9d
2.9e

—~

[Jaby Jed] = Moedad + NadToe — NacTba — MbiJac,
[Jabs Zed] = MocZad + NadZbe — NacZbd — Mbd Zac,
(Zab, Zea) = MbeZad + NadZve — NacZbd — Mod Zac;
[Jabs Pe] = MbePa — Nac P,
[ ]
]
]
]

N -~

Jaba Zc = ncha - nachv

—
— — ~— ~— ~—— ~—— —

[Zaba Pc - 77cha - nachy 2.9
[Zaba Zc = nbcpa - 77(1ch7 [Paa Pb] = Zaba (29g
[Zm Pb = Jaba [Zm Zb] = Zab7 [Zaa Pb] = Jab° (29h
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Definicion 2.2.3 (Algebra AdSLs) Al aplicar el método de S-expansién de &lgebras
de Lie al dlgebra AdS usando como semigrupo Sj(\j) = {0, A1, A2, A3, Ay } dotado de la regla
de multiplicacion \oAg = Aatp, Si o+ 8 < 4, ¥y AgAg = Aaypa Si o+ 3 > 4 y después
de extraer una subdlgebra resonante, se encuentra el dlgebra AdSLg, cuyos generadores
satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

[Jab7 Jed) = Mbead + NadToe — NacTbd — M Jac, (2.10a)
Jab, ch] = MoeLad + NadZbe — NacZbd — NMbdLacs (2.10b)
[ abs Zod| = e Zad + NaaZve — NacZva — MoaZac, (2.10¢)
[Zab, ch] = NocZad + NadZbe — NacZLbd — MbdLac (2.10d)
|:Zab7 Zea| = NoeZad + NadZbe — NacZbd — ModLac; (2.10e)
[Zaba Zea| = Noe Zad + NaaZve — NacZvd — MvaZac (2.10f)
[Jab, Pe] = MoePa — Nac P, [Jabs Ze) = MbeZg — Nac L, (2.10g)
[Zabs Pe] = MoeZa = Nacb, [Zav, Ze) = MocPa — Nac P, (2.10h)
2, P = mePa=tacPss [ Za 2] = Mea = %, (2.10)
(Po, B) = Zar,  [Pus Zo) = Zaty  [Zas Z) = Zap (2.10j)

2.3. Algebras B4, Bs y B

Definicion 2.3.1 (l-'\lgebra B,) Esta adlgebra llamada normalmente algebra de Max-
well puede ser obtenida del dlgebra AdSL, a través de una contraccion de Inonii-Wigner.
De hecho, reescalando P, — &P, Zy, — £ Zap en (2.8) y tomando el limite £ — oo
obtenemos el dlgebra de Maxwell.

[Pu, Po) = AZyy, (2.11a)
[Pay Zve] = (2.11b)
(Zabs Zea] = (2.11c)
[Tabs Pe] = Mhe Lo = Nac P, (2.11d)
[Jabs Jed] = NebJad — NeaTbd + NabJSea — TdaJeb, (2.11e)
[Jabs Zea) = NevZad — NeaZba + NavZea — NdaZeb- (2.11f)

Definicion 2.3.2 (Algebra B5) Esta dlgebra puede ser obtenida a partir del dlgebra
AdSLs reescalando P, — £P,, Zy, — £2Zay, Zq — E3Z, en la ecuacién (2.9) y luego
tomando el limite & — oco. Esta dlgebra satisface las siguientes reglas de conmutacion
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[Jabs Jed] =NebJad — Neavd + NavIeca — NaaTeb, (2.12a)

[Jabs Zea) =NebZad — NeaZbd + NavZea — NdaLch, (2.12Db)

[Jabs Pe] =1 Pa = Nac Py, (2.12¢)

[Jabs Ze] =MbeZa — NacZb, (2.12d)

(Zavy Pe) = Za — NacZp, (2.12€)

[P o) =Zap, (Zab, Ze) = 0, (2.12f)

[Zabs Zea] =0, [Pas Zo] = 0, (Za, Zy)) = 0. (2.12g)

Definicion 2.3.3 (Algebra B;) El dlgebra B puede ser obtenida a partir del lgebra
AdSLg a través de una contraccidn de Inonu-Wigner generalizada. Utilizando el reesca-
lamiento P, — &P, Z, — &374, Zay — EZay, Zapy — E3Z4, en la ecuacidn (2.10) y

tomando el limite £ — oo obtenemos

[Jabs Jed] = Moedad + NadJoe — NacIod — MbdJac
[Jaba ch] - nchad + nadec 3 77achd = nbdZaca

[Jaba ch:| - nchad + nadec . 77acZAbd - nbdZaca

[Jabs Pel = MocLa — Nac s,
[Jabs Ze] = NocZa — NacZ,
(Zabs Zea) = Noe Zad + NadZbe — NacZba — MoaZac,
[Zabs Pe] = MbeZa — NacZp,
[Pa, Pe| = Zay, [Py, Z4] = Zap,
[Zaba ch} =0, [Zab, Zc) = 0, [Zab, ch} =0,

Zan P =0, |Zwn 2] =0, [Zay 2] = 0.
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Capitulo 3

Relatividad general con formas
diferenciales

"El Espacio actua sobre la Materia, indicandole como moverse...
a su vez, la Materia reacciona contra el espacio indicandole como curvarse”

John Archibald Wheeler.

3.1. Gravedad como teoria de gauge

El formalismo estdndar de las teorias de gauge puede ser expresado en el lenguaje de
las formas exteriores. Para ello vamos a utilizar las definiciones usuales de grupo de Lie,
algebra de Lie
Sea GG un grupo de Lie cuyos generadores T4 satisfacen el dlgebra

(T4, Tg] = O 5T¢, (3.1)

donde C% 5 son las constantes de estructura, y las letras maydsculas denotan indices en
la variedad del grupo. El formalismo estdndar de las teorias de gauge puede ser expresado
en el lenguaje de las formas exteriores. Para formular una teoria de gauge con grupo de
simetria (7, se introduce en correspondencia con cada generador, los campos compensantes
Af}. Los potenciales de gauge son definidos como las 1-formas

A=Ay, A= Alda”, A= AlTadz. (3.2)
La derivada exterior covariante de gauge D es definida como
D = dxz"D,, (3.3)

donde

D = d+A (3.4)
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La 2-forma curvatura es dada por

F=dA+ ANA, (3.5)
y dado que F = FAT, y A = ATy, podemos escribir

1
FAT, = dAA+§ABACOB§‘ Ty (3.6)

Por lo tanto

FA = dA* + %CBg‘ABAC. (3.7)

F también puede ser escrito como

F—dA % (4, 4]. (3.8)

El conjunto de ecuaciones F® = 0y dF® = 0 son equivalentes a las ecuaciones de
Maurer-Cartan y las identidades de Jacobi del algebra de Lie del grupo G respectivamente.

3.2. Formas de Maurer-Cartan Valuadas en el alge-
bra de Poincaré

El grupo de simetrias en relatividad general es el grupo de Poincaré 1SO(3,1). Los
generadores vienen dados por Ty = (P,, Ju), donde P, es el generador de las traslaciones

y Jap €l generador de las rotaciones de Lorentz (J,;, = —.J,,). Los indices A, B, ... corren
sobre {a, (ab)} y los correspondientes campos de gauge son la 1-forma vielbein e* y la
1-forma conexién de spin wy, = —wy, asi tenemos

AN = {ea, %w“b} : (3.9)

donde

e’ = enda”, (3.10)
w® = wcfdx“. (3.11)
Escribiendo F = FAT, = T*P, + %RabJab, podemos identificar las intensidades de campo

correspondientes a las traslaciones de Poincaré y a las rotaciones de Lorentz 7% y R%
respectivamente. Asi tenemos que

a) La curvatura valuada en el dlgebra de Lorentz es la intensidad de campo de la conexién
de espin.
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b) La curvatura valuada vectorialmente conocida como torsién es la intensidad de campo
del Vielbein.

Los generadores del grupo de Poincaré satisfacen la siguiente algebra de Lie

[Fa, Py] =0, (3.12a)
[Jab> Pc] = 77bcpa - nacha (312b)
[Jaba ch] = nadec + nchad - nachd - ndeac- (312C)

Ahora vamos a valuar el algebra en la curvatura

= La dnica contribucién a T viene de (3.12b)
[Jap, Pe] = Cyp P, (3.13)
donde C, ¢ = 140t — Nacly-
= La dnica contribucién a R viene de (3.12¢)
[Jab, b Cop 00 (3.14)

donde C\, 1 = Taadty + el — NacOhy — Moad -
Puesto que F4 = dA® + JCp8 ABAC donde A4 = { A% A%} = {e”, 1w™}, y

1
FA = {T“, 5Rab} \ (3.15)

Estas funciones C,, ¢ y C,, .;* corresponden a las constantes de estructura'. Al evaluar las
contribuciones de (5 12b) y (3.12¢) obtenemos respectivamente

T = de® 4+ wie’, (3.16)
R?® = dw® 4 w’w™, (3.17)

Llamadas ecuaciones de estructura®. Podemos notar lo siguiente
= Torsion: Corresponde a la intensidad de campo relacionada a las traslaciones.
= Curvatura: Corresponde a la intensidad de campo relacionada a rotaciones de Lorentz.

Las ecuaciones (3.16) y (3.17) fueron obtenidas como consecuencia directa de las relaciones
de conmutacién del dlgebra de Lie del grupo de Poincaré 1.SO(3,1). El formalismo muestra
explicitamente, la estrecha relacién entre la estructura geométrica de la variedad y el algebra
del grupo de simetrias fundamental.

1Son constantes porque estdn escritas en términos de n y §
2Describen la estructura geométrica de la variedad
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Trasformacion de los campos de gauge

La forma en que transforman los campos A“ depende de como sea exponenciado el
grupo de invariancia, esto significa, que Si GG es un grupo cuyos elementos U son dados por
_ A .
U=¢c¢*=eT4 donde € es el parametro del grupo, entonces

= A transforma bajo el grupo de transformaciones como

A— A =UAU"+UdU. (3.18)

= De igual forma, para la curvatura, tenemos que bajo el grupo de transformaciones F
cambia como tensor

F—F =UFU!, (3.19)

expandiendo en serie y tomando solo términos a primer orden tenemos

U = e‘=1-—c¢ (3.20)
Ul = ef=1+e (3.21)

Donde obtenemos que las transformaciones estan dadas por

JA =de+ [A €, (3.22)
O0F = [F, €. (3.23)
El parametro de la transformacién puede ser escrito como

€ = €Ty, (3.24)

1
=" [y §e“bJab, (3.25)

1
€e=p"P, + 5/cabJab. (3.26)

Entonces utilizando las ecuaciones anteriores tenemos que

se” = dp” + wip’ — ke, (3.27)
Sw® = dk™ + Wk’ — Wk, (3.28)
Por lo tanto tenemos que los campos e® y w® cambian de la siguiente forma
= Bajo traslaciones
de* = dp®+ wip’ = Dp", (3.29)
sw® = 0. (3.30)
= Bajo rotaciones de Lorentz

St = k%, (3.31)
dw® = dk® + Wk’ — wlke = Dk (3.32)
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3.3. Formas de Maurer-Cartan evaluadas en el alge-
bra de Maxwell

El dlgebra de Maxwell es el resultado de agrandar o anadir nuevas simetrias al algebra
de Poincaré, incorporamos seis nuevos generadores abelianos tensoriales que tienen la par-
ticularidad de hacer que los cuadrimomentum no sean conmutativos. Esta algebra satisface
las siguientes reglas de conmutacién

[P, By)) = Zy, (3.33)
[Pa, Zye) = (3.34)
(Zabs Zea) = (3.35)
[Jabs Pe] = Moe P — Nac P, (3.36)
[Jabs Jed] = Nebad — NeaSbd + NabJea — NdaJebs (3.37)
[Javs Zed] = NevZad — NeaZbd + NasZea — NdaZch- (3.38)

Introducimos el conjunto de formas de Maurer-Cartan valuadas en el dlgebra de Maxwell

A= ATy,
1 ab 1 a 1 ab
— 5&) Jab ol 76 Pa T 5[6 Zaln (339)

donde a,b = 0,1, 2, 3 son los indices del espacio tangente que suben y bajan con la métrica
de Minkowski. Los campos de gauge asociados estan definidos por un campo de 1-formas

e = el dz*, w® = wfjbdaz", ko = kzbdm".

Los generadores del dlgebra satisfacen las relaciones de conmutacién. Luego, la curvatura
genérica de lo campos de gauge asociados es dado por

F=dA+- [A Al (3.40)

Sustituyendo (3.39) en (3.40) obtenemos

F=dA+ - [A A, (3.41)
1 1
= 7ozeapa + §dw“bjab + —dk;“bZab

1 1 1
L PP ab _c P _~ rpab_c 7 P
+212€ e [ w ]+4lw € [Jaba c]+4lk € [ ab) c]

1 1 1
4[ e“w ed [P Jd] + 8wabwcd [Jaba ch] + gkabWCd [Zaba ch}

1
+ @eakcd (Pay Zeal + Gk [Jut Zea) (3.42)
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utilizando las relaciones de conmutacién obtenemos que la 2-forma de curvatura es dada
por

1 1 1 1

F=-TP,+ -R%Jy + = [ DE®® + —e%" | Zy, (3.43)
l 2 2 E

donde
T = de" 4 wie”, (3.44)
R® = dw™ + wiw®, (3.45)
1 1
F? = dk* 4 Wkl 4 —e%eb = DE™ + —eel. (3.46)

[? [?

Identidades de Bianchi

Las identidades de Bianchi se pueden obtener facilmente puesto que

DF = dF + [A,F], (3.47)

tenemos que usando las ecuaciones (3.40) y (3.39) obtenemos las siguientes tres expresiones

DT* = dT* + wT° = R*.,
DR® = dR® + wiR® + wl,R** =0,
1
DF% — R[a|C kcb] + Z_QT[aeb]' (348)

Transformaciones de los campos de gauge

Ahora vamos a obtener las transformaciones de los campos de gauge. Bajo transforma-
ciones locales de gauge con el pardmetro €(x)

e(x) = e(:C)ATA,
1 1

1
= 70" Pat 57+ 5E (3.49)

el campo de gauge A transforma como

JA =de+[A, ¢, (3.50)
de donde es directo ver que
Sw® = dr® 4 wla el (3.51)
de" = dp” + e + W p”, (3.52)
1
Ok = dg™ + Kl 4 wle g 4 —elepfl, (3.53)

l
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Transformaciones de las intensidades de campo

Bajo las transformaciones (3.49) las intensidades de campo transforman como

SF = [F, ], (3.54)
de modo que
5Rab _ R[acﬂ'clb], (3.55)
1
5Fab — F[((l:ﬂ.db] + R[‘lcgdb] + Z_QT[apb]' (357)

3.4. Accion de Einstein-Hilbert

La accién de Einstein-Hilbert-Cartan es dada por

S:/ €abcd€a€bRCd. (358)
M

El cual puede ser escrito como

5 = / €abed (eaudx“) (eb,,dac”) R (3.59)
M

donde R = %dx”dprC‘f,p, es decir

1
S = 5 /M €abcddx“dx”dx"dxpeauebyRc‘ip, (3.60)
de modo que
1 urop _a b cd
S = 5 MgadeE 6'“/\61,/\R op* (361)

La expresién e Ae A R es una 4-forma sobre M con valores en T @ T3 @ A*T5,. La métrica
Nab sobre Th(M), junto con el isomorfismo ¢, entre Tp(M) y Tp(M) da una métrica
I = eauebl,nab sobre Tp(M). Esta es la misma métrica ordinaria sobre la variedad M. La
conexién w, que tiene grupo de estructura SO(d — 1, 1), es métrica compatible.
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Invariancia de la accion de Einstein-Hilbert

En 4D la accién de Einstein-Hilbert es invariante "on-shell”. En el contexto de Car-
tan la accién de E-H, por construccidn, es invariante bajo transformaciones generales de
coordenadas y bajo transformaciones locales de Lorentz. Sin embargo no es invariante bajo
traslaciones locales de Poincaré, es decir bajo transformaciones del tipo.

Se = dp” + wip’, (3.62)
dw = 0. (3.63)

3.5. Extension de Maxwell para gravedad de Eins-

tein con término cosmolégico generalizado

Siguiendo el método de la referencia [1] vamos a construir una accién que contenga la
accion de Einstein-Hilbert y el término cosmoldgico usual utilizando 4-formas invariantes.

1

= §gabcdR“bRCd, (3.64)

Lo = €apegRCF, (3.65)
1

Ly = §€abchabFCd, (3.66)
1

Ly= 5R“bRab, (3.67)

L&= R®F,,, (3.68)
1

e 5Fabﬂb. (3.69)

A partir de ellos podemos construir la accién de Einstein-Hilbert y el término cosmoldgico

usual. Multiplicando £ por — QKA

1
_m£2 = 2 AgabcdRabFCd (370)

1 1
= abed R D — ——eapea R e e’ 3.71
T b 2 el (3:71)
Integrando por partes el término €4, R Dk y usando la identidad de Bianchi DR = 0,

es facil ver que

1 1

o ab c d
SN P 2 5abcdR (372)

Consideremos ahora L3. Recordamos que el término cosmoldgico estandar es dado por la
4-forma
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o )\ a b _c d
['cosm — Ak —Eabed€ € €€ (373)
tenemos
A A
Wﬁg 1rA2 €abchab A FCd (374)
A
= A ———Eubed {Dk:“ka:Cd + ADk®e¢e? + Ae®e® DE + AQe“ebeCed} . (3.75)
A A
=T — b D D - 5 Asabcde:“be e + Zeabcde“ebeced (3.76)

Finalmente, se propone la siguiente 4-forma lagrangeana para la gravedad de Maxwell

2 2H>\< Lo+ puls), (3.77)

donde i = % que puede ser escrito en la forma

2

£Maxwell = EE—H + £cosm + igabcdeab + _5abcdeakaCd (378)
2K 4K\
donde
L iy 1 ¢ Rab G d (3 79)
H—H 9 abed .
A
Ecosm S P gabcdeaebeced (380)

Ecuaciones de campo
Ahora vamos a obtener las ecuaciones del movimiento.

» Variamos respecto de w® (§,,L)

2
Ot Etgnet = OL -1 + -0 (Cabca DK™ee”) + L0 (curea DK DE) . (3.81)

4k
1 ab _c d 1 ab c d
=d ——gabcdéw — —€abcd(5w De‘e
2K K
+ Heabcd&u“ k‘fb666d -+ M—2€abcd(5a /{Zeka’m, (382)
K I 2K\ ¢

= [L] v S0, (3.83)
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luego tenemos
ab 1 c d ,u2 c ce A c d
0w L Maxwell = 0w ——Eabed | De‘e” — _ke DE* + —e“e ) (384)
K 2 1
5 ab 1 De€ d /LQ k< Fee (3 85)
= 0w" S ——Eupe e’ — — , )
) abed 2\ €
donde
ab 1 c d MQ c 1ce
[L]wub = dw —Eéabcd De‘e® — ﬁkeF =0. (3.86)
Esta ecuacién pude ser escrita finalmente como
12
Tlaebl 7FL%C'“ = 0. (3.87)

Esta ecuacién se utilizard como la ecuacién algebraica que determina la conexién de

espin en funcién del vielbein y los nuevos campos de gauge, W, = w™ (e, k).

= Variacién respecto de e*

56£Maxwell = 5£E—H + 5£cosm + 2£5 (gabcdeabeced) 5
K

1 A
= — ZepeaRPeded + Zegpoadeelecel,
K K

+ Hgabcdeabec(5607
K

= [L] . d¢€?,

donde

1
= _E‘gabcd {Rabec _ uF“beC} :

= —%%bcded {Rab — Xeef — ,uDk“b} = 0.

2]

ea

= Variacién respecto de k%

2
5kab£Maxwell = ié (Eabcdeabeced) + 4//1_)\5 (EabcdeakaCd) )

2 b e d M2 b d
=d | —¢capeadk® e’ ———Eabed0 k¥ DK
(%gbd 66+4/<)\6bd )

2

+ ﬁEabcd(SI’{,‘abl)eced + M—Eabcd(Sk‘abDDk‘Cd,
K 4k
= [L]kab 6kab,

(3.93)
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donde
(L], = ggabcd [Deced + ﬁDchd] , (3.96)
= e [Tced + HRceked] —0, (3.97)
K A

esta ecuacidn puede ser escrita alternativamente como

Tlagtl 1 %R[gke“’} —0. (3.98)
Una solucién especial de la ecuacion
Eabcac” { R — Xe‘e? — uDk*'} = 0, (3.99)
es dada por
R® = uDk™ + e%e® = uF®, (3.100)

Si esta ecuacién es valida, después de utilizar las identidades de Bianchi DR = 0, podemos
escribir

2
Tlagtl 4 %F[;lk‘f'bl 1] (3.101)

Esto significa que el conjunto de ecuaciones del movimiento

2
Tlactl 4 %F[jke“’] =0, (3.102)
Eabcac” { R — Xee” — uDk*'} = 0, (3.103)
Tlaghl 4 %R[ﬁjk"’”’] =0, (3.104)

se satisfacen si las conexiones de Lorentz y gauge estan relacionadas por

R = uDk™ + \e“e® = pF™, (3.105)
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Capitulo 4

Gravedad en 40D con simetrias

AdSLy

4.1. Ecuaciones de estructura

Consideremos el potencial de gauge evaluado en el algebra AdSL,

A= ATy,
1 1 1
- §w“bJab + e Pt §kabzab, (4.1)

donde a,b = 0,1, 2, 3, son los indices del espacio tangente que suben y bajan con la métrica
de Minkowski donde

e* = el dz", w® = wzbdx“, v kzbdx“.

Usando las relaciones de conmutacién del algebra (2.8) tenemos que la 2-forma de curvatura
es dada por

F=dA+g[A4]. (4.2)

Sustituyendo (4.1) en (4.2) obtenemos

1 1 1
F = 7deaPa + §dw“bJab + 5dkabzab

1 1 1
+ —e%e’ [Paa Pc] + _wabec [Jaba Pc] + _kabec [Zab? PC]

212 4] 4]
1 1 1
— "W [P, Joa] + 20w [Jap, Jod] + kw0 [Zap, Jod]
41 8 8
1 1 1
+ 4—le“k6d [Py, Zeq) + gwabkcd [apy Zed) + gk“bde (Zap, Zed) - (4.3)

Utilizando las relaciones de conmutacién y con un poco de algebra obtenemos
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1 1 1
F = 7deapa + §dw“bJab + —dkabza,,

1 1
—e%°Z, — WP, ka P,
T gpe € et e +21

1 1
+ 2lw“ecP + §w[“wc‘b]J b+ §w[“kc|b]Z

QZk“ P, + 2w[“krc|b]Z + = k:[“kc"’]Zb (4.4)

= De la ecuacién (4.4) vemos que los términos con P,

1 1
- a a C a C a C a C 4
ld€P+21w€P+2lk P+2l P+2lk e‘P, (4.5)
j(de + whe® + k%e®) P, (4.6)
1
7(De + k%) Py, (4.7)
1
=7 (T + k%e°) P,. (4.8)

Donde tenemos que 7% = T 4 k%, y T* = de® + wle es la torsién usual. Aqui
notamos que el término k%e® proviene del conmutador [P,, Z.4), el cual, para el
algebra de Maxwell es cero. Luego, de la ecuacién (4.4) vemos que,

= |os términos con J,; conducen a

1 1
§dwabJab + —ww® T =

5 (dw™ + ww®) Jap, (4.9)

DO | >—l[\:)|t—l

= —R®J,, (4.10)

donde R™ = dw® + wew®.

= Ahora tomamos los términos con Z,,

1 1
—dk“bZab~|——eaeC o+ Wk 7, 4 4wakclblzab+ Lo kP Z,,  (4.11)

212 4
1 1
=3 (dk“b + wl el 4 gl el 4 Z—Ze“ec> Zap, (4.12)
1
= 5Fa"zab, (4.13)

donde F® = Dk 4kl geltl + ee” corresponde a la 2-forma curvatura asociada

a los campos de gauge k® para eI algebra AdSL,. El término k [@ el proviene del
conmutador [Z, Z.q), €l cual es cero para el dlgebra de Maxwell.
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Luego, la curvatura dada por

1 1 1
F= TP+ 5R“”Jab + 5F‘“’Zab, (4.14)
donde
T =T+ k%", (4.15)
R™ = dw™ + wiw®, (4.16)

1
F = dk™ + Wik + KR 4 pete,

1
= Dk 4 logeltl 4 l—zeaeb. (4.17)

4.2. Identidades de Bianchi

A continuacién vamos a obtener las identidades de Bianchi (Apéndice B), las cuales se
obtendran de la forma usual utilizando la expresion

DF = dF + [A,F]. (4.18)
Sustituyendo las ecuaciones (4.1) y (4.14) en (4.18) tenemos

1 1 1
DF — §DR“”Jab + DT P + EDFC“’Zab, (4.19)
donde
AT + W4T + kST = RYe’ + Fie’, (4.20)
DR® =0, (4.21)
1
DFab + k[achb] + R[ackdb] + Z_QQ[GTH = 0. (422)

4.3. Transformaciones de los campos de gauge

Bajo transformaciones locales de gauge con parametro e(x)

e(z) = e(x) Ty,
1 a 1 ab 1 ab
= jp P, + §7T Jap + 55 Zab7 (423)

tenemos

dA =de+[A €. (4.24)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.1), (4.23) en (4.24) tenemos

A:
oA =d(3 l

1 1 1
_WabJab T _paPa + §£abZab>

1, 1 1, 1, 1 1.,
—w” a _aPa _kaZau_c C _CPc _CZC ) 4.2
+{2w Jap+ 7€"Pa+ 5 by 5 Jed T 7P e+ 58" Zad (4.25)
1 1 1
= Sdn® Joy + dp" Py + SdEZ,
5 ™ b+ I 1 + 5 '3 b
1 1 1
+ ZwabWCd [Jaba ch] + Zeaﬁ(:d [Paa ch] + Zkabﬂ-Cd [Zaby ch]
1 a C 1 a C 1 a C
+ Zw bP [Jaba Pc] + l_2€ P [Pm Pc] + ﬂk bﬂ [Zaln Pc]
1 1 1
+ Zwabfai [Jabs Zea) + ﬂeafc‘j [Pay Zea) + Zkabed (Zap, Zed) (4.26)
Por otro lado
1 ab 1 a 1 ab
0A = 5(5&) Jab als 756 Pa + §5k Zaba (427)

nuevamente utilizando las relaciones de conmutacién y un poco de dlgebra obtenemos los
siguientes resultados (ver apéndice C para el detalle de la contribucién de cada conmutador)

= Agrupando términos con Jy

1 1
~dm®J g + swlir i, =

5 , (dr® + W) Jop, (4.28)

N | —

tenemos

dw® = dr® + wlagelt, (4.29)

= Agrupando términos con P,

1 1 1 1 1
7dp“Pa + 77r‘lcecPa + Zw"cpcPa + ikacpCPa + 75“66013[1,
1
=7 (dp® + m2e’ + wip® + k%Lp© + £%e°) P,. (4.30)
Encontramos
de = dp® 4+ mhef + wip® + koLp° + e’ (4.31)

Notemos que los términos k%p¢ y £%e€ vienen de [Zuy, Po| y [P, Zcq respectivamente,

C
que para el algebra de Maxwell son cero. El término 7%e¢ viene de [P,, Juq, y w?p®

viene de [Jup, P
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= Agrupando términos con Z,,

1 1 1
§d5abZab + 576[(2”0“)] Zap + §W[acfc‘b] Zay

1 1
+ l_zeaprab + 516[(10&0“)} Zab7

1 2
=5 (dg“” + kle gl lagell 4 lageldl 4 l—zeapb> Zaps (4.32)
tenemos
1
0k = dg®® 4 klomeltl 4 le gl 4 plagelbl 4 ﬁe[apbl (4.33)

Notemos que el término k:[‘f;fclb] viene de [Zu, Z.q] que para el dlgebra de Maxwell
es cero. El término k%7 viene de (Zap, Jed), w'ed viene de [Jabs Zea), y elp”
viene de [P,, P].

En resumen, las transformaciones de los campos de gauge vienen dadas por

dw™® = dr® + wla gl (4.34)

det = dp® + mee’ + wip® + k%p° + £%eS, (4.35)
a a a,_.c a ¢-C a ¢-C 1 a

Sk = dge 4 Ko 4 g 4 gy ol (4.36)

4.4. Transformacion de las intensidades de campo
F

Puesto que

5F = [F, €, (4.37)

tenemos

1 1 1 1 1
OF = §R“bjab + 77'“Pa + §F‘“’Zab, awcdjcd + =

1
lpCPc + igcdzcd , (4.38)

1 1 1
= ZRabﬂ'Cd [Jaln ch] + ﬂTaﬂ'Cd [Paa ch] + ZFabﬂ-Cd [Zaba ch]

1 1 !
+ 5 B0 s, )+ 5T [Py P+ 5, F*p° [ Zun, P

1 1 1
+ ZRabétﬂ [Jabu ch] + ﬂTaémd [Pa7 ch] + ZFabéai [Zaln ch] . (439>
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Por otro lado

1 1 1
oF = §6R“bJab + 70T Pa+ §6F“bZab. (4.40)
Desarrollamos y agrupando términos, tenemos
= Para J,
Lo a [
—0R" Jyp = =R T, (4.41)
2 2
tenemos
SR = Rl geltl, (4.42)
= Para P,
1 a (& 1 a _C 1 a C 1 a C
77TCTPG+7RCP Pa—’_?Fcp Pa—i_?gcTPa?
1
— 2 (#4T" + Rept+ Fap® + 64T P, (4.43)
de modo que
6T = m%T° + Rep® + F° + €T (4.44)

Notemos que los términos F'%p¢ y £%T° vienen de [Zyy, P.| y [P., Z.q4] respectivamen-
te, que para el dlgebra de Maxwell son cero. El término 7%7° viene de [P,, J.q], ¥
R® p° viene de [Jup, P.]

= Para Z,

1 1 1 1
éF[(Zﬂclb] Zap + §R[ac§c‘b} Zap + l_zTaprab + §F[i§c‘b] Zab,

1 2
=3 (F[Zﬂcb] + Rlagell 4 plagedl 4 1_27‘11,0”7) Db, (4.45)

de manera que

1
§Fb = Flogebl 4 Rlogcbl o plageltl 4 l_27‘[apb]. (4.46)

Notemos que el término F[ﬁédb] viene de [Zu, Zeq] que para el dlgebra de Maxwell
es cero. El término F%rl viene de (Zap, Jed), R["cgclbl viene de [Jup, Zed], ¥ Z%T[“pb]
viene de [F,, P].
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En resumen tenemos que las transformaciones de las intensidades de campo vienen dadas
por

SR = Rl zeltl, (4.47)

0T =T+ Rp® + Fiop® + T, (4.48)
1

§F = Flogeltl 4 Rla gl o plageltl 4 ﬁT[apb]‘ (4.49)

4.5. Lagrangiano para gravedad con simetrias AdSL,

Para construir un lagrangiano que contenga la accién de Einstein-Hilbert, un termino
cosmoldgico y términos que dependan de los nuevos campos k%, utilizamos el mecanismo
usado en [1], donde consideramos las siguientes 4-formas invariantes

ﬁl — gabcdRabFCda (450)
1
£2 = §5abchabFCd, (451)

con lo cual el lagrangiano estard dado por

N
T 2kA

Introducimos 1 = £, donde A corresponde a la constante cosmoldgica estdndar, y A = %
la constante de graV|taC|on de Emstem convencional es denotada por k. Estudiaremos la
forma de £; multiplicando por 5—x y utilizando las correspondientes ecuaciones para Ry

Fab

L= ab pred. 4
A 1 T T Cabed (4.53)

1
= 8a,bcd-RakaCd

1 , 1
a k[ ke\d} . ab ¢ d 4.54
2 A 6abcd-R e 6abcdR ( 5 )

2k

Integrando por partes, utilizando la identidad DR = 0, vemos facilmente que el término
Eabea R DK corresponde a un término de borde. De manera que el lagrangiano de Einstein
Hilbert £L5_g mas un término que depende de R y de los campos k% es dado por

1 1 1
_Q/Q_A 1~ —ﬁgabcdRabeced — ﬂEabcdRabk[a ]{?c‘b (455)

1
~ ab.[a 1.c|b
= EE—H — méabcdR ]{? Ck? | ] (456)
Ahora consideramos L5, la cual nos proporciona el término cosmolégico. De la curvatura F'®
observamos que L incluye el término cosmolégico estdndar mas cinco términos adicionales

que dependen de k%°. Multiplicando £, por QHAQ, obtenemos
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A A ab rred
2HA2£2:4 AandeF F s (457)

A
= - jaCabed { Dk Dk + 2DE™K kA + 20 DE"ee? + Kl kL el
+2A2%kle gelleced 4 Aeebee} (4.58)

asi tenemos que

A A
2,‘£A2 £2 - Ecosm + Ar A2

+ ﬂ<€abcdD/€“bece +
2K

— —abea Dk DE + e g DKL el

A
2kA2
A

” Aanbcdk kS Ele geldl 4 2kk[“ke‘b eced,  (4.59)

con

A
‘Ccosm = 4/{/5abcd€a6beced (460)

Finalmente utilizando (4.52) el lagrangiano que buscamos y que llamaremos £ 445, es dado
por

A

= 4.61

Ladsc, = o Aﬁl t oA B, (4.61)
1 aby.lc 1.e|d ab cd
'CAdS£4 - *CE—H + 'Ccosm - %% AsabcdR k[ k 14 + P Azgabcde Dk
A aby.lc 1.e|d M ab_c d A la 7. f1b] 1.[c 1.€|d]
+ 5z Cabed DR RI - = eapea Dk e + s eweak 'tk Kk
+ 2kl kePeced, (4.62)
2K

4.6. Ecuaciones de campo para la extension AdSL,

Vamos a continuar de la forma usual, utilizando el principio de accidn, para obtener las
ecuaciones de campo para la extensién AdSL, de la gravedad de Einstein .
La variacién de (4.62) con respecto de e” es

SerLaascy = 0ua L1t + 8ut Looom + 0en ( 3=Cabca DK€

A ab cd H
+ ben (4 5Eatea D Dk )—5ea<

HAgabcdRabk k,e\d >

A
4 G (4 s Caveak kL k€|d]> 4 6. (2 Eapeak®kePee d). (4.63)
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Utilizando las propiedades del operador ¢. obtenemos lo siguiente

Oea L pgsc, = —%%bcdR“be%ed + é5alwde“ebec5ed + Heabcde“beC(Fed + %%bcdk[aeke‘b} e“oe,
= %azbcd ( R%ef + \e’ef + puDk™ec + uk kelble ) se?, (4.64)
= %%bcd (,u (Dkab + Aee’ + k’[aek:e'b]ec) e’ — R“bec) oe, (4.65)
donde
Sea Laasc, = [L],. 0€%, (4.66)

y dado que dca L agsc, = 0 tenemos
1t (DK™ + Aee® + k[“eke“’]ec) e — R%e =0, (4.67)
/JJFabec . Rabec — O,

es decir

pF%et = R%eC, (4.69)

La variacién de (4.62) con respecto de w® nos conduce a
. 1% ab ¢ d
(5wab£AdS£4 =0y LE_pg + Oab Leosm + Opab 9 —EabeaDkPe
K

A
T . (4 Aanbcdeakacd> _ wab( e anea RKE keldl)

2k

A
+ 5wab <4 A2 <<’:(;Lbcdk kflbkceke|d]) + 5wab <2M E;abcclk;a keb ¢ d)

A
+ Gpab < e Eabea DEEL keidl) (4.70)
Es decir
1
Opar L agse, = —=—d (aabcdéwabeced) — ZegpeaDe%e?owt — Hsabcdéw“ekbeeced
2K K K
)\ ae1.b cd H abi.lc 1.e|d
— 5 Caad K DR 4 d (=5 e pead )
A
— %gabcdéwabk[cel)keld + Weabcdéw ]{Jfbk /{Zeld] (471)
K

Las derivadas exteriores no proporcionan informacién a las ecuaciones de movimiento, en-
tonces
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1 A
5wab£AdSll4 = ——€abcdD€a6b5de — Hﬁabcdéwaekbeeced — A2 €abcd(5wa6k‘b Dde
K
)\
3 abead’ kSOkle geld (4.72)
_ 1 De® b5 cd 5 aekb A 5 aekb chd A Sw® kfbk[cke|d]
—Eéabcd—eew — Qow e—A—w —|—wa . ,
(4.73)
1
— e {——gabcd [Deced - %k (Dk@d + KR 4 Aecedﬂ } , (4.74)
K
donde
6wab£AdS£4 = 5wab [L]wab 9 (475)
y dado que 9 a L aqsc, = 0 tenemos
18abcd (Tced - ﬁkc Fce) =0 (476)
K A€ ’
o bien
Tlaeh 4 %F[‘;kc“’] = 0. (4.77)
La variacién de (4.62) con respecto de k%’ conduce a
5kab£AdS£4 = 5kab£E7H =+ 5kab£cosm + 5kab <2ﬁ€abcdeab€ced>
K
b6 [~ DEPDE) — 600 (Le poa ROV ke‘d}>
AkN2" 2kAN " N
5 A k[a kflb kc ke|d] 5 H k@ keb c, d
+ Opab LAz CabedR e + Oab o Cabed i E €
A
+ Ggab < e Eapea DEEL, keidl) (4.78)
es decir
. H ab c d 2 ab 1.cd
5kab£AdS£4 = __5abcd5k Defe® — —E?abcdDDk ok
K 2k
2 2 a c spe
- E_/XgabcdRabkce(Sked + K/_/Xgabcdk[fkf‘b}k eék ¢
2 2
4 2B ek Skbeced + —isadeDkabkceéked, (4.79)
K

1 3 W 2u, ., ~
— 5kab TC d cekd — 2Pke Fed 4.
I{gabcd ( € 2AR A e ) ( 80)
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donde
Spav Lagse, = 0k™ [L s , (4.81)
y dado que 6y L agsc, = 0 tenemos
1 3 20
- Te e cek,d _ e Fed —0. 4.82
En resumen las ecuaciones del movimiento vienen dadas por
pF®e¢ = R%e”, (4.83a)
2
Tlact %F[gkf‘b} —0, (4.83b)
1 3 2
—Eabed (TC d_ S8 peegd _ —“kceFed> = 0. (4.83c)
K

2A A
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Capitulo 5

Gravedad en 40D con simetrias

AdSLs

5.1. Ecuaciones de estructura

Consideremos el potencial de gauge evaluado en el algebra AdSLs

A= ATy,
1 1 1 1
= EwabJab -+ 7€aPa + §k5abZab + ihaZav (51)

donde a,b = 0,1, 2, 3, son los indices de espacio tangente que suben y bajan con la métrica
de Minkowski, donde

e = el dr”, Be wzbdx“, k% = kzbdx“, h* = hidz".
Usando las relaciones de conmutacién del algebra (2.9) tenemos que la 2-forma curvatura
es dada por
1
F=dA+ 3 [A, A]. (5.2)

Sustituyendo la ecuacién (5.1) en (5.2) obtenemos

1 1 1 1
F = §dwabJab + §dk“bZab + 7de“Pa + Zdh“Za

1 1 1 1
+ gwabWCd [Jaba ch] + Zkabwai [Zaba ch] + gkjabkad [Zaba ch] + 2_lwab€c [Jaba Pc]

1 1 1 1
+ Zkabec [Zap, P.] + =€ [Py, P.] + —w™he [Jup, Ze) + —khE [Zap, Z.]

20 2 2
1 aig.c 1 aigc
3¢k [Pa, Z2) + 551 [ 20, 22 (5.3)

Utilizando las relaciones de conmutacién y con un poco de algebra obtenemos
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= Para términos con P,

%T“Pa = %de“Pa - %e“wiPc - %h“kiPc, (5.4)
} (de + wie® + k2he) Py, (5:5)
%(De + k2h°) Py, (5.6)
tenemos
Fo_ oy g, (5.7)

Donde T corresponde a la 2-forma torsién, y T la torsién usual. El término kEShe
viene del conmutador [Z, Z,|.

= Para términos con Jy,

1 1 1
énabjab = édw“ . + 4w[“ w T, + 4k[ kcleabJr L app Jub, (5.8)

12
1 ab 1 [a c\b] [a 7.c|b] e® b
= — | dw + — + = k k? + h Jab7 (59)
2 2% 2
tenemos
2
R = dw™ + w®w® + k% k® + l—Qe“hb, (5.10)
2
= RO ko kP 42 l—zeahb. (5.11)
Donde el término k% k< viene del conmutador [Zu;, Z.q] y €l término e?h® viene de
[P, Z).
= Agrupamos términos con Z,
1 1 1 1
—dk“bZ b+ 5w @k 7 + e’ Zyy + —hh Z gy,
2(2 212
1 ab [a 1.c|b] 1 a, b 1 apbd
= 5 dk™ + w ck + l_2€ e + l_2h h Zab- (512)

Podemos definir F%* como la intensidad de campo asociada al campo de 1-formas
k® para AdSLs, entonces

1 1
Fb = dk™ 4 Wl gl — p e’ + Z—Qh“hb, (5.13)
a 1 a a
= DE™ + e’ + l—gh h’, (5.14)

donde el término heh® viene de [Z,, Z,).
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» Agrupamos términos con Z,

1 1

1 1
TH Zo = 7dhaza + 7wghazc + lk:(éecZa, (5.15)
1
= 7 (Dh“ + k‘éec) Za, (5.16)
tenemos
H® = Dh" + k“¢°. (5.17)

Donde el término k%e® viene del conmutador [Z,, P.].

La curvatura F es dada por

1 1~ e 1
F = §RabJab + 2T Pt 5Fabza,, + T H" 2, (5.18)

con

2
Rab — dwab + wz(z:wcb 4+ k%l{?Cb + _2€ahb7

l
= R* + K%k + l%e“hb, (5.19)
T = De® + k2h?,
=T kR, (5.20)
F = Dk 4 l%h“hb + l%eaeb, (5.21)
H® = Dh® 4 k%e. (5.22)

5.2. Identidades de Bianchi

A continuacién vamos a obtener las identidades de Bianchi para las 2-formas de curva-
tura. Para esto vamos a utilizamos la expresién
DF =dF + [A,F]. (5.23)
Sustituyendo las expresiones (5.1) y (5.18) en (5.23) tenemos
1 1

1 1_ - =
DF = S DRy + ; DT* P+ 5 DF*"Zyy + 1 DHZ,, (5.24)

donde
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DR 4 klo el + 3 h[“Tb ll o bl — 0, (5.25)
DT + Rabe + Fohb 4 k% HY =0, (5.26)

DF® 4 Rl kel + SeleT + 3 ! —hleH" =0, (5.27)
DH" + Rabhb + k:bTb + F3eb = 0. (5.28)

5.3. Transformaciones de los campos A

Bajo transformaciones locales de gauge con el parametro € = €(x)

e(z) = e(z) Ty,

1 1 1 1
= 1%+ P, + =% 2 + =0°Z,, (5.29)
2 l 2 [
tenemos
dA=de+ [A €. (5.30)

Sustituyendo (5.1) y (5.29) en (5.30) tenemos

1 1 1 1
sA=d (éﬂabJab + 7p"Pa + 5gabzab + io—aza)

1., 1 T 1 S 1 1., 1

—w S+ =€ P, + =k Zy + -h*Z,, =7 J, —p°P. 4+ =£“7, —-0°Z.|,
+{2°" o 7€ Fat R G Zay g ea + 7P Fe ¥ 565 Zea 70

1 1 1 1
= 5dwabJab + jdp“Pa + —dgabzab + 7da“Za

1 1 1 1
+ 4wabﬂ_cd [Jaba ch] 2_l€aﬂ_cd [Paa ch] + Zkab’/TCd [Zab7 ch] 2] —hT ed [Zaa ch]

1 ab ¢ 1 a c 1 ab ¢ a c
+ gw b/) [Jaba Pc] + l_26 P [Pa) Pc] + ﬂk bP [Zaba Pc] l2h [Zm Pc]

1 1 1
+ Zwab50d [Jaba ch] + ﬂeafal [Paa ch] + Zkabfal [Zaba ch] + _ha£Cd [Zaa ch]

1 ab __c 1 a_c 1 ab __c a5¢
+ 5 0 [Jap, Z] + €0 [P, Z.) + 57k 0 [ Zap, Z:] + ph (Z4, 7). (5.31)

Por otro lado
1 ab 1 a 1 ab 1 a
6A = 506" Ty + 50¢" Py 50K Zop + 70h" . (5.32)

Nuevamente utilizando las relaciones de conmutacién y un poco de algebra obtenemos
los siguientes resultados
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» Para términos con J,

1 1 1 1 1
§d7r“bJab + 5&1#"’} Jap + Ek[‘ggclbl Jab + ﬁeaabJab + Z—Qh“prab,
1 2 2
=5 (dw“b + wle et 4 glagelel 4 l—Qe“ab + l—zh“pb) Jub, (5.33)
tenemos
ab ab lac|b] [a ¢c|b] 1 [a b] 1 la b
dw®” = dr® + W 9r + k¢ +l—2€ o —i—l—2h pr. (5.34)

Notemos que el término /{;[6250“’] viene del conmutador [Z,,, Z.4] que para el dlgebra
B es cero, el término el®c? viene del conmutador [P, Zy] que para el algebra 85
es cero y el término l%h[apb] viene del conmutador [Z,, P,| que para el dlgebra B5 es
cero.

Para términos con P,

1 1 1 1 1
deapa 5 77racecPa -+ jwacpcpa -+ 7§Céhcpa + 7/{3acO'CPa,
1
=7 (dp® + m%e’ + wip® + ELhS + k%0°) P, (5.35)
tenemos
et = dp® + 1% + wep° + E4h° + k%oC. (5.36)

e viene del conmutador [P, J.4, el término w?p® viene

Notemos que el término m%e .
del conmutador [Jy, P, el término £2h¢ viene del conmutador [Z,, Z.4] que para
el dlgebra B; es cero, y el término k%0¢ viene del conmutador [Z,;, Z.] que para el

algebra B; es cero.

Para términos con 7,

1 1 1 1 1
§d§“”Zab + 51{%0'“ Zoup + iw[‘ggc‘b} Ty + Z—Qeapbzab + Z—Zh“abZab

2
—h“0b> Zap, (5.37)

l2

1 2
= 5 (dgab + k[%:WCIb] + w[czgdb] + —eapb i 5

tenemos
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2

7 heo?®. (5.38)

2
5kab _ dgab + k[tzﬂ_db] +w[(2€c|b] + l_2€apb +

Notemos que el término k:[agrc'b] viene del conmutador [Z, J.4), €l término w[%c'l’]
viene del conmutador [Jp, Zeq4), €l término l%e“pb viene del conmutador [P,, B], y
finalmente el término l%h“ab viene del conmutador [Z,, Z;| que para el algebra B

€S Cero.

= Para términos con Z,

1 1 1 1 1
7daaZa + jhcﬂ‘zZa + 71{:0;:ch@ + IS‘ZGCZQ + 7wacacZa
1
=7 (do® + hem’, + k% p° + E%e® + who) Z,, (5.39)
tenemos
Oh® = do® + h°m% + k%p° + £%ef + wio”. (5.40)

Notemos que el término h°m% viene del conmutador [Z,, J.q4, el término k%p° viene
del conmutador [Z,, Pe], el término £%e° viene del conmutador [P,, Z.4], y finalmente
el término w®0¢ viene del conmutador [Jup, Z|.

En resumen, las transformaciones de los campos de gauge estan dados por

1 1

dw™ = dr® + ol 4 glagell 4 ﬁe[agl’l + l—2h[a o, (5.41)

et = dp® + 1% + wpC + ELh° + k%o”, (5.42)
1 1

0k = dg®® 4 klageltl 4 legeltl 1 Z—Qe[apbl + Z—Qh[aab], (5.43)

Oh® = do® + hem® 4+ k%p° + £%° 4 who®. (5.44)

5.4. Transformacion de las intensidades de campo
F

Puesto que

5F = [F, €, (5.45)

luego sustituyendo (5.18), y (5.29) en (5.45) tenemos
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1 1- 1- 1
6F = |=R®J, + =TP, + -F*Z,, + -H"Z, ,

2 l 2 [
1 1 1 1
§7TCdJCd + ipCPC + §gcdzcd + ZUCZC , (5.46)
1 ab__cd 1 Ta,_cd 1~ ab cd 1 a cd
= ZR T [Jaln ch] + _7- m [Paa ch] + 4F [Zaba ch] + ZZH [Zaa ch}
1 1 - 1
+ ZRabpc [Jaba ] Ta © [Pau Pc] + ﬁFapr [Zaba P] 12 Ha c [Zm Pc]
1 1~ 1
+ ZRabftﬂ [Jaln ch] + _Ta£Cd [Pm ch] + ZFab€Cd [Zaba ch] + ZHaftﬂ [Zaa ch]
1 1 1
+ Q—ZR“%C [Jabs Z.] +7 Ta ¢|P,, Z.) + 2lFab N Zap, Ze] + — "o (Z4, Z¢). (5.47)
por otro lado
1 ab 1 Ta 1 ~ab 1 a
oF = 5673 Jap + 7(57’ P, + 55}" Zap + 76H L. (5.48)
Desarrollando y agrupando términos tenemos
= Para Jy
1
’R[a clb] g A F[agc\b]Jab + = : ~ e bJab _|_ Ta bJaba (5.49)
tenemos
5Rab _ R[a c|b] F[a c|b] 1 H[a b] 17—[a b] 5.50
= LT FE l_2 P+ l_2 o, ( . )

Notemos que el término R1%7" viene del conmutador [Jap, Jeq], €l término Flogel)
viene del conmutador [Z,;, Z.q] que para el dlgebra B es cero, el término  H!*p"
viene del conmutador [Z,, P,| que para el dlgebra 985 es cero, y finalmente el término
Z%T[“Jb} viene del conmutador [P,, Z}] que para el dlgebra B es cero.

= Para P,

1 - 1 1 1~
EW%TCPQ + jRacpCPa + ZSGCHCPa + EF%O-CPQ,

1 ~ -
= - (#;TC RO+ EUHE + F;’;O—C) P, (5.51)

tenemos
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OT® = w4 T + R + ELH° + Flo®. (5.52)

Notemos que el término 727 viene del conmutador [P,, J.4], €l término R p° viene
del conmutador [Ju, Pe], el término {%H* viene del conmutador [Z,, Zu), y final-
mente el término F%c° viene del conmutador [Z,, Z,].

= Para términos con Z,

1 - 1 1 - 1
§F[(z7rc‘b]zab + éR[acfdb]Zab + l_QTaprab + _HanZaba

lQ
L e ep) aee] . 24a b, 2 ra b
= 5 Fcﬂ' +R Cf +l—2T 14 +l—2H o Zab, (553)
tenemos
SE® — Flac] aee] ;. YAa 8 . L prie b
= PO T ERYE +l_2T p +l_2H a’l. (5.54)

Notemos que el término F[‘éﬂc“’] viene del conmutador [Z,;, J.4], €l término R[acfdb]
viene del conmutador [Jup, Z.q), €l término Z%T[apb] viene del conmutador [P,, B,], y
finalmente el término % H!*c" viene del conmutador [Z,, Z,] que para el 4lgebra B;
es cero.

= Para términos con Z,

1 1~ iy \- 1
7HC7TGCZG = ZFipCZCL A= chéTCZa + 7Rac0'cZa,
1 - -
= - (chfg N R“CO—C) Z,, (5.55)
tenemos
SH® = Hor® + Fop° + £4T° + R%0°. (5.56)

Notemos que el término H°r¢, viene del conmutador [Z,, J.4], el término Fp° viene
del conmutador [Z,, P.], el término £%7T° viene del conmutador [P,, Z.4], el término
Rec° viene del conmutador [Jyp, Z.].

En resumen, las transformaciones de las intensidades de campo estan dadas por

a a_c Ha¢c 1 a 1+ a
OR™ = R+ FRgM + S HEp 4 5T, (5.57)
OT" = mT¢ + Rop° + ELHC + Fio®, (5.58)
5 ~ 1~ 1
OF™ = Flim + REEM + ST + 5 H oY, (5.59)
SH® = H°r® + Fop° + £4T°¢ 4+ R%0°. (5.60)
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5.5. Lagrangiano para gravedad con simetrias AdSLs

Para construir un lagrangiano que contenga la acciéon de Einstein-Hilbert, un termino
cosmoldgico y términos que dependan de los nuevos campos k%, h?, utilizamos el meca-
nismo usado en [1], donde consideramos las siguientes 4-formas invariantes

L1 = eapeg RO, (5.61)
1 S
£2 = §€abchabFCd7 (562)

con lo cual el lagrangiano estard dado por

L=t (=L +pLs). (5.63)
2K\
Introducimos, = % donde \ corresponde a la constante cosmoldgica estandar, y A = li?
la constante de gravitacién de Einstein convencional es denotada por x. Estudiaremos la
forma de £; multiplicando por -5 y utilizando las correspondientes ecuaciones para Ry
Fab

K ab cd
——— L) = ———€wcdRVF 5.64

2N T 2% )\ bed (5.64)
Integrando por partes, utilizando la identidad DR = 0, vemos facilmente que el término
Eavea R DK corresponde a un término de borde. De manera que el lagrangiano de Einstein
Hilbert £L5_ 5 mas un término que depende de R* y de los campos k%, y h® es dado por

1 brcyd 2 b d 1 b d
- _ — —Eabe a hCh — e ka k,e ch “ ka k_e c
5 )\51 Lp_n 5 Eab R == 5 CabedRe 5 Cabed

1
2K

A
— ;Eabcdeahbhchd. (565)

1 A
Eavedk® KR — —epeqe®h’ DE — = peqe®hece?
K K

Consideramos L5, el cual nos proporciona el término cosmolégico. De la curvatura F
vemos que L5 incluye el término cosmoldgico estandar mas términos que dependen de &k
2

y h®. Multiplicamos L, por 5~

2 2

H K ab cd )\ ab )\ abyc1d
Ly abea D Dk abea Dk abea DK hEh
22 T App b T g Caned DR 4 5t
A A A
+ Z—Eabcde aebpepd 4 Rgabcdhahbhchd Ea‘abcde“ebeced (5.66)

Finalmente utilizando (5.63) el lagrangiano que buscamos y que llamaremos £ 445, es dado
por
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1 1
ﬁAdS£5 = ‘CE'fH + ‘Ccosm - _gabcdRabhchd - LgabcdkaekEkaCd - _gabcdkaekebeced
2K 2K\ 2K
1

1 A A
- Q—eabcdkaek;ebh%d — —Eabea WP DK — g peqe®hbeted — —egpeqe®hPheh?
KR KR K K

2

1% ab cd )\ ab_c d )\ abpcpd )\ a brcypd

——€ubeaDE Dk ——caea Dk ——¢aeaDE R —Eabe h¢h
+4/{/\5bd +2I{A€bd e‘e +2/{A€bd +2K€bdee

A

——apeah®hPhERY. 5.67
+4/<€bd ( )

5.6. Ecuaciones de campo para la extensiéon AdSLs

Utilizando el principio de accién, vamos a obtener las ecuaciones de campo para la
extension AdSL; de la gravedad de Einstein
La variacién de (5.67) con respecto a e* es

1 1
56£Ad5£5 = 56£E—H + 5e£cosm - 9 66 (5abcdkaekebeced) B _56 (5abcd€ahka0d)
K K

A

— E(Se (€abcd€ahbeced) — %(56 (Eabcdeahbhchd) + A 5@ (Eabcde’abeced)

2kA
A
+5-0 (abeac”€”h°h?) . (5.68)

Utilizando las propiedades del operador o, obtenemos lo siguiente

1
0eLadscs = —Cabed {— (R + Kk + 2Ae"h’) e° — Ae®hPe® + Aeee”

—Dk®h® — AR*h*he 4+ pDk™ e + Ae®h°h¢} 6, (5.69)
= %gabcd {—R%e — (Dk® + Aee® + AR“h") h*
+u (DK + AR + Ae®e”) e} de?, (5.70)
= %5abcd {—Rabec — Fpe 4 ,uﬁ’abec} set, (5.71)
donde
SeLnascs = [Ladscs)es 067, (5.72)

y dado que d.L 4457, = 0 tenemos

1 - -
(L adscs)ee = —Eabed {—Rabec — [9Phe 4 ,uFabec} : (5.73)
K
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La variacién de (5.67) con respecto a h* nos conduce a
1 abypcyd 1 a rebpcpd 1 apb cd
onLaascs = —=—0n (SabeaR*HR?Y) — —0p (abeak®kh DY) — =04 (€apeac®h” DE)
? 2K 2K K
A A A
— =0 (capeac™hlee?) — —n (2abeac™h’hh®) + =6, (cabea Dk hR?)
K 2k
A )\
+ %5}; <5abcd€ ebhchd) _K,(Sh (Eabcdhahbhchd) . (574)

Utilizando las propiedades del operador ¢, obtenemos lo siguiente

OnL agsics = %sabcd {— (R + Kk + 20eh?) he — (DE™ + Aee® + AR®h?) e

+1 (DE® + Aee” + Ah“h") h} 6h°, (5.75)
1 = .
— ~euna (—R“”hc _ Fabee | ,uF“th) Sh, (5.76)
luego
SnLagscs = [Laascs) e b, (5.77)

y dado que 0, L 445, = 0 tenemos

1 N X
[LAdSﬁs]ha = Egabcd (_Rabhc - Fabec in MFabhc) . (578)

La variacién de (5.67) con respecto a w® es dada por

0wLladscs = 5w£E—H_i5 (EabcdR“bhchd) AT, (2apeak® k" D)

26\

—15 (€abcdha ka’Cd) =F ﬂd <€abcdeakaCd) + Z/QLA(SW (Eabcde’abeced)

>\ a C
+5 0 (abea DK hRY) . (5.79)

Utilizando las propiedades del operador ¢, obtenemos lo siguiente

1 2
5w£AdSL5 = Egabcdéwab <—D€C€d - Dhchd — %kcek}ef]{?fd — cheeehd — %kceDked

A A

— kS e ]{?C hehd )
A ket = ¢ ) (5.80)
1 2

=~ apeadw® { —De‘e’ — Dheh* — %k; (Dk + Aete + Ahch?)
K
Hoc e fd c erd
e kY — 20 e } (5.81)
1 10 Fed M

:_5abcd5w { Deced_Dhchd_TkCeFed_Xk,ce (k?efkfd+2A6€hd)},
K

(5.82)
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donde

6wl aascs = 6w™ [Laascs) e » (5.83)

y dado que d,L 445, = 0 tenemos

1 2
(L aascs) e = —Eapea {—Tced — Dhe? = Sk Fo = D (ke gk erEhd)} ,
K
(5.84)
donde
Capeak®s (K ;1% 4 26°h?) = eqpeak®, (R — B, (5.85)

sustituyendo tenemos

1 2
[Ladscs) e = —Eabed (—Tced — Dhh® — %k: (R4 — R*%) — %k;Fd) . (5.86)
K

1 >
= ~cuped | —T%% — DhoRd — Ege Red 4 Ege ged B pe fred)  (587)
K A A A

La variacién de (5.67) con respecto a k% es dada por

1 1
OkLadscs = —%&ﬁ (cabeak® K DET) — %@ (2abeak® kee?) — %&f (2abeak® k" hehY)
1 a C lu2 a Ci )\ al C
- Eék (gabcdh eka d) + mék (Eabcde bD/{? d) + Z’{_Adk (éabcdDK be Gd)
)\ a &
+ 5% (2abea DK hRY) . (5.88)

Utilizando las propiedades del operador §; obtenemos lo siguiente

1 2
OkLadscs = —Eabed (Tﬂék“bkceDked + 0k™Pke efe 4+ Sk™kC heh® + Dhe" ok

2
—hDeboked + %DDk“béde + 10k™ Dee® + uék‘“’Dhchd) , (5.89)
1 2
= —Capeadk™ (%kcemed + k€ ece? + ke h°h? + Dhee?
K
2
—Deh? + pDe%e? + uDheh?® — %Rcek;ed) , (5.90)

donde
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SkLaascs = [Laascs) spas Ok, (5.91)

y dado que [L a45z,] 5400 = O tenemos

A A 2\
—Dh¢e? — De°h® + puDee® + uDhh?) (5.92)

1 ~ 2
[Ladscs)spar = —Eabed (cheFed + cheDk:ed — M—Rcekzed

A A 2\
+Dhe (ph® — ) + De® (pe’ — n)). (5.93)

1 - 2
= ZEubed (Hk:ceFed + HkCeDkEd o :u_k,ceRed
K

En resumen, las ecuaciones de campo estan dadas por

1 - -
—Eabed (_Fabhc + uF“beC — Rab(EC) = 07
K
(5.94)
1 - -
—Eabed (_Rabhc . Fabec + ,uFath> _ 07
K
(5.95)
1 9 )
~Eabed _Tced - Dhchd + ijceRed . EkCeRed — M—kceFGd = 07
K A A A
(5.96)

1 Ko fed Ko e ed IU“2 c ped C d d c d d
- Cabed (Xk v +Xk Dk —513 R+ Dh (,uh —e)+T (,ue —h) —0.
(5.97)
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Capitulo 6

Gravedad en 4D con simetrias
AdSLg

6.1. Ecuaciones de estructura

Consideremos el potencial de gauge evaluadas en el algebra AdSLg

A= ATy,
1 1 1 1 1 -
= §wab(]ab -+ 76(1Pa -+ ikabZab + 7haZa -+ EqabZab, (61)

donde a,b = 0,1,2,3 son los indices de espacio tangente que suben y bajan con la
métrica de Minkowski 7),;,. Donde

e = e, dz”, w® = wzbdzv“, k% = kzbd:r“, h* = hydz*, q* = ngd:v” .

Usando las relaciones de conmutacién del dlgebra (2.10) tenemos que la 2-forma cur-
vatura es dada por

F=dA+ % A, A (6.2)

Sustituyendo (6.1) en (6.2) obtenemos

1 1 1 1 1 A
F=d|=-w®y+-e'P,+ -k®Zy + -h"Z, + —q*°Z,
(2(,0 b+l€ +2 b+l +2q b)
“ w4 S e Py 4~k 7+ —hO T+ —q™ Dy
+2{2w Jb+le +2 b—l-l +2q b

1 1 1 1 1 -
éwai(]cd + 7€CPC + §dech + ihCZc + §quch:| . (63)

Obtenemos
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1 ! 1
O 1
@ + 5 ;

1 1 1 1 A
+ gwabw“l [Jabs Jed) + @Gade [Pu, Jea] + gkawad (Zab, Jea] + gqawad |:Zab7 ch}

1., o 1 ., 1 1.,
Rl RO —wbes P.| 4+ —e%e’ [P, P.] + —k®e [Zap, P.
+ 4lh w [Zancd] + 4lw € [Jaba c] + 2126 € [ a c] + 411{; € [ b }

Lo e[2 1 L abped L o)
—q%e’ Za;-Pci| he | Z,, P.| + =w*k |Jup, Ze —ek“ | P,, Z,
u? e [ b Fe| + o€ [ Zay Fel + Q@K [ap, Zea] + 7K [ Pay Zed

1 1 A 1 1 .
KR [ Zaty Zed) + S0 K | Zat Zea| + 1K [ Zay Zea) + 504 | aty Zed]

1 d 7 1 b cd ~ 1 b _cd | 77 ~ 1 d >
—e”q"” Paa Zc i| _ka ¢ |:Za 7Zc i| =q"q" |:Za 7Zc i| _ha ¢ |:Za7 Zc i|
+4l€q [ d+8 q b d+8qq b d+4l q d

9 aby Ze] + € [Pay Zel + Tk [ Zany Zel + 0h | 2, 2]
+ 4lw h [Jb ]+ 2l2€ h [ ]—|— 4lk h [ b ]+ 4lq b

1
—h"h . 4
+ 2l2h helZ,, Z.] (6.4)

Utilizando las relaciones de conmutacién y agrupando términos obtenemos

1 1. .
de®P, + 5dkabzab + —dhZ, + 5dqabzab

= Para términos con P,

1

1 1 1
—de*P, — —ebw%Pa + —q‘ﬁ,ebPa + k‘ztha, (6.5)
l l l 41
1
=7 (de® + wle® + ¢e” + k$h°) P, (6.6)
1
= (De” + g%e” + k4 h’) P, (6.7)
1
=7 (T* + ¢e” + k4n°) P, (6.8)
tenemos
T =T+ ¢%e” + k4h°. (6.9)

Donde el término ¢%¢e® viene de [Zab, Pc} y el término k%h® viene de [Zy, Z.|.

» Para términos con J,

1 1 1 1 1

§dwabJab — gwabwcll,(]ad + gwabwcanc + gwabw‘ind — gwabwchac, (6.10)
1 1 1

— 5dwabJab + Zwabwcanc + Zwabwind, (6.11)
1 1

— §dw“bjab + iw“bwcanc, (6.12)

(dw™ 4+ ww’) Jop, (6.13)

1
2
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tenemos

R™ = dw™ + w w®. (6.14)

= Para términos con Z,;,

1 1 1 1 1
§dk“”Z b+ —w[“ kY Z 4 + Zw[ikclblzab + Z—Lq[ack;ciblza,, + Zw[‘;kC‘blzab

1
+ = bZab + _hathaln

2[ 2(2
1 1
=3 (dk“b + wle el¥l 4 gle geldl B —ete + B h“hb) Zab, (6.15)
tenemos
ab ab [a 7.c|b] [a 7.c|b] 1 a/b 1 arb
F© = dk™ + W%k + ¢'%k +l_26€+l_2hh’ (6.16)
a aj.c 1 a 1 a
= Dk + ¢l* kel + e b+ h he. (6.17)

Donde el término ¢ ckc‘b} viene del conmutador [Zab, ch} y el término h®h? viene de
(Za, Z).

= Para términos con Z,,

1 1 1 .
-dqabzab+ J8a M Zay + g 20 + SRR 2o

1 1 1
30N a4 b D+ e D, (6.18)
1 2 2
=3 (dq“b +wlg ™+ kR 4+ g + Z—Qe“hb) Zab, (6.19)
1 ab la ,c|b] a 1.cb a cb 1 lazb] | ~
=3 dq™ + w'%q""” + k° k7 + ¢“ ¢ + 1—26 ) Za, (6.20)
tenemos
Q™ = dg™ + wlg + k" k? + ¢*.q® + B [“hb] (6.21)
_ anb—i-kacl{?d)—l- acq +l flhb (622)

Donde el término k% k viene de [Zu, Z.q, €l término ¢%.q% de [Zab,ch} y el
término e“h’ de [P,, 7).
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= Para términos con Z,
1 1 1 1 1 1
—dhZ, — —h"w’ Z, + —hwliZy+ —k%e°Z, — —kleZ, + —k%°e°Z,
z " Wate Tt Wa Lt phe€ Za =gk € 2 R
1 1 1 1 1 1
——]{?b ¢y __akaC _ade —_ _po CZC —_po dZ B A aZa
e T g e T g ia da T e g e 2a = g W
1 1 1
—hwlZy+ —q*h°Z, — —qlhZ,
Tgten T gle gl
1 1 1 1
= 7dhaZa — 7hcwaCZa - 7€Ck'aéZa - ihcqacZaa (623)
1
=7 (dh* 4+ wihe + k%e® + qLh°) Z,, (6.24)
tenemos
H® = dh® + w®h° + k%e° + ¢°h°, 6.25)
= Dh® + k%e° + g%ht. (6.26)
Donde el término k%e€ viene de [Z,, P.| y el término ¢%h° de [Zab, Zc].
la curvatura es dada por
1 ab 17(1 ]'7ab ]'7a 1 ab 77
F = éR Jap + 77' P, + §F Db + 7]‘[ Z, + éQ Zab- (627)
Donde
T =T+ ¢%e’ + k%R, 6.28)
Rab — dwab + wacwcb7
_ 1 1
F = dk + kW 4 gk 4 ete + S heh”,
a aj.c 1 a 1 a
:Dkb+¢$w+j¢eb+ﬁhm, (6.30)
1 1
Qab — dqab + w[acqc\b} + kackcb + qacqcb + Z_2ha€b + Z_Zeahb’
1 1
= D™ + k* k% + ¢°.q® + l—zh“eb + l—ze“hb, (6.31)

H® = Dh® + k"¢° + ¢“h°.
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6.2. Identidades de Bianchi

A continuacién vamos a calcular las identidades de Bianchi de las 2-formas de curvatura.

Para esto vamos a utilizar las siguiente expresidn

DF = dF + [A,F).
Sustituyendo (6.1) y (6.27) en (6.33) obtenemos

1 1 - 1 1 1 .
_DF - iDRabJab + YDTCLP(L + QDFabZab + YDHGZU, _'_ éDQabZab'

Donde

DR™ =0,

DT®+ R%e® + ¢%T° + F4nY 4+ Q%eb + k. H° = 0,

DF® + kL R 4 gl PV 4 gl QYT + l%e“Tb 1 l%haﬁb =0,
DH® + R*h® + kST" + F4eb + ¢4 H® + Q%h°* = 0,

DQ* + ¢".RM 4 k¢ F" + ¢, Q" + l%h“T” + l%eaﬁb =0.

6.3. Trasformacion de los campos de gauge

Bajo transformaciones locales de gauge con el pardmetro € = ¢(x)

e(x) = e(m)ATA,

= = aJa - aPa = aZa - aZa ’~ aZa7
271' b—l-lp +2f b—i-la +2X b

tenemos

JA=de+[A, €.

Sustituyendo (6.1) y (6.40) en (6.41) tenemos

(6.33)

(6.34)

(6.40)

(6.41)
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1 1 1 1 1 -
§A = §d7r“bJab + 7dp“Pa + §d§“bZab + 7do—aza + §dxabzab
1 1 1 1
4+ W [Ty, Jed) + =T [Py, Joa) + < k"7 [ Z oy, Joa) + =0T [ Za, Jed]
4 21 4 21
1 - 1 1 1
+ anbﬂ—Cd [Zaba chi| + ﬂwabpc [Jab7 Pc] + 1_26(160 [Pm Pc] + Q_Zkabpc [Zaln Pc]
1 1 - 1 1
l_2hapc [Zaa Pc] + ﬂqabpc [Zab7 Pc] + Zwabgcd [Jaln ch] + 56a56d [Paa ch]
1 1 1 N 1
+ Zkabed (Zab, Zea] + Q—Zhafal (Za, Zeq) + anbfai [Zaba ch] + Q—ZWQbUC [Jab, Z.]
1 1 1 1 -
+ l_geao_c [Paa Zc] + ﬂkabac [Zaln Zc] + Z_Qhao_c [Zm Zc] + anbo_c [Zaba ZC]
1 - 1 - 1 A 1 N
+ ZwabXCd |:Jab> ch:| + 2_leaXCd [Pa> ch:| + ZkabXCd [Zab7 ch] + 2_lhaXCd |:Za7 ch:|
1 A ~
+ anbXCd |:Zab7 ch] s (642)
Por otro lado
1 ab 1 a 1 ab 1 a 1 ab 7
0A = 55&) Jab F 7(56 Pa + §6k Zab + 7(5h Za + 55(] Zab- (643)

Utilizando las relaciones de conmutacién y un poco de algebra obtenemos lo siguiente

= Para términos con Jy,

(dr® + wle ) Jop, (6.44)

DN | —

1 1
A7y + Sl Ty =

tenemos

Sw® = dr® 4 wlageltl, (6.45)

= Para términos con P,

1 1 1 1
de“Pa + Zw‘f:ecPa + 7w“CpCPa + TqacpcPa
1

1 1
+ if‘zhcpa + lkacocPa + iXaCeCPa,
1
=7 (dp® 4+ m%e 4+ wihp® + ¢%p° + E2hS + k%o + x%e®) P, (6.46)

tenemos
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det =dp* 4+ mee’ + whlp® + ¢“p + LS + k%o + xoe”. (6.47)

Notemos que el término 7%e¢ viene del conmutador [P,, J.4], el término w?

p° viene
del conmutador [Jy, P, el término ¢%p° viene del conmutador [Zab,Pc] que para

el dlgebra B¢ es cero, el término {%h¢ viene del conmutador [Z,, Z.4] que para el
algebra B es cero, el término k%o viene del conmutador [Z,;, Z.|, y por ultimo el

término x“e¢ viene del conmutador [Pa, ch} que para el dlgebra B¢ es cero.

» Para términos con Z,

1 1 1 1
" 2y + SR 2+ S 2y + 50N 2
1 1 1
2 pla el 2 et -
+SRX T 2+ e Za +
= % (dgab + k[acﬂ-db] + w[acgc\b] + q[acédb] 18 k[aCXCV’]

2 2
e“p’ + —haab> Zgp, (6.48)

2 12

haO'bZab,

+

tenemos

2 2
0k = dea® 4 klopoltl 4 logeltl 4 glagelbl 4 playel | l—26“pb + l—zhaab. (6.49)

Notemos que el término k[acwdb] viene del conmutador [Z, J.4], €l término w[acf'C'b]
viene del conmutador [J,p, Z.4], €l término q[acﬁdbl viene del conmutador [Zab, ch},
el término k[aqub] viene del conmutador [Zab, ZAcd}, el término l%eapb viene del con-
mutador [P,, P,], y finalmente el término 2h%c" viene del conmutador [Z,, Z,] que

para el dlgebra B¢ es cero.

= Para términos con Z,

1 1 1

Z L/

; [ Teat
1 1 1

+ 7w‘zacZa + iqacacZa + 7Xactha7

1
=7 (do® + hm% 4+ k% p° + £%e” + who® + ¢%o’ + X°h°) Z,, (6.50)

1
do®Z, + kSp°Z, + YﬁacecZa

tenemos
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Oh" = do® + hm, + k% p° + e + wio + o + X (6.51)

Notemos que el término h°m?% viene del conmutador [Z,, J.4], €l término k%p¢ viene
del conmutador [Z,, P.], el término £%¢¢ viene del conmutador [P,, Z.4|, el término

w®o® viene del conmutador [Jy, Z,], el término ¢%0c° viene del conmutador [Zab, ZC]
] 1 A H a jc o\
que para el dlgebra B es cero, y por ultimo el término x%h° viene del conmutador

[Zab, ZC] que para el dlgebra B¢ es cero.

= Para términos con Z,

1 . 1 . 1 - 1 .
SAX P Zap + §q[acﬂc|b] Zap + §/€[acfc|b] Zap + §W[CZXC|b] Zab

2
1 - 1 - 1 b
Zlaclo] —~pa b - ab
* 2q eX Zab+ l2h o Zab+ 126 o Zab7
1
= 5 (anb + q[acﬂ.c\b} + k[acéfc\b} + w[acxcib} 4 q[aCXC|b]
2 2 A
+l—2hapb + l—2€a0'b> Lab, (652)

tenemos

2 2
6qab _ anb + q[ac7rc|b] + k:[acfdb] + w[aCXc|b] + q[ci:Xc\b} + l_2hapb + l_2€a0b' (653)

@ eltl viene del conmutador [Zab, ch], el término kgl

[

Notemos que el término ¢

c|b]

viene del conmutador [Zab, ch} que para el dlgebra B es cero, el término w'ey

[

viene del conmutador [Jab, ZAcd}, el término ¢'%x" viene del conmutador [Zab, ch]

que para el algebra B¢ es cero, el término l%h“,ob viene del conmutador [Z,, Py], el
término Ze“o?® viene del conmutador [P, Zp).

En resumen, las transformaciones de los campos de gauge estan dados por

dw® = dr® + wlageltl, (6.54)

de = dp® + mhe + wip + ¢Lp’ + ELhC + kLot + xef, (6.55)
1 1

Sk = de® + ]{;[‘zﬂ-db] + w[zgdbl + q[acgdbl + k[acXC\b] + l_2€[apb] + Z_Qh[aab}’ (6.56)

Oh" = do® + hm% + k%p° + e + who + ¢%o° + xRS, (6.57)
1 1

[? [?
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6.4. Transformacion de las intensidades de campo
F

Puesto que

5.F =[F,. (6.59)

Sustituyendo (6.27) y (6.40) en (6.59) tenemos

1 1~ 1 1 1 s
oF = [éR“bJab + T Pt 5Fabzab + 7 H Zo+ §Qabza,, :

1 1 1 1 1 -
§7T0d<]cd + 7pCPc 2 §§Cchd = 7O-CZC 2l EXCchd ; (660)

1 1 - 1= 1 -
oF = ZRabﬂ-Cd [Jaba ch] + ZTaWCd [Pcu ch] + ZFabﬂ-Cd [Zaba ch] + ﬂHaﬂ-Cd [Zau ch]

1 N 1 1 - 1 -
+ ZQabﬂ-Cd [Zaba ch] + Z_ZRabpc [Jaln Pc] + Z_QTapc [Paa Pc] + 2_lFabpc [Zaln Pc]

1 - 1 A 1 1 -

+ l_QHapC [Zm -Pc] + ZQabpc |:Zab7 Pc] + ZRab£Cd [Jab; ch] + ZTCL&CC! [Ptm ch}
1~ = 1 - 1

+ P Zap, Zed) + 5 HE [ Ly Zua + 3R | Zan, Zea| + 5 R0 [Jun, 22

1 1% Ly ! /
5 T00 (Pay 2] + 5 B0 [Zay 2] + 5 0% (20, Z) + 5:Q"0° | Zuny 2]

[2
1 o1, 1 N - > 14 Ltn Z
—+ ZRabXCd |:Jab7 ch] + 2_lTaXCd |:Pa7 ch] + ZFabXCd |:Zab7 ch:| + Q_ZHGXCd [Za? ZCd]
1 P
+ ZQabXCd |:Zaba ch} : (6.61)

Por otro lado

1 1 -~ 1= 1.~ 1 A
OF = SOR™ Jop + 20T Pyt SOF" Zoy + S0 H" Zo + 50Q" Zap, (6.62)

Desarrollando y agrupando cada término tenemos

= Para términos con Jy,

1 1
5(SRabJab = §R[“C7r""b] Jub, (6.63)

tenemos

SR = Rl zeltl, (6.64)
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= Para términos con P,

1 - 1 1 1. - 1= |
TW%TCPG + iRacpCPa + ancpcPa + jgacHCPa + 7FZO’CPQ + iXaCTCPa,
1 _ _ _ _
— 3 (WU Rupt + Quf + LM + Flo® +X4T) P, (6.65)
tenemos
T = 7T 4 R+ Qi + €L+ Fio* + 35T (666)

Notemos que el término 7%7 ¢ viene del conmutador [P,, J.4], el término R%p° viene
del conmutador [Jy, .|, el término Q%p° viene del conmutador [Zab,Pc} que para

el algebra B¢ es cero, el término _S%HC viene del conmutador [Z,, Z.4] que para
el algebra B¢ es cero, el término F%° viene del conmutador [Z,, Z.] que para el

4lgebra B es cero, y por ultimo el término Y%7 viene del conmutador [Pa, Zed
que para el dlgebra Bg es cero.

» Para términos con Z,,

1_- 1 1 1 1 - 1 -
§F[ac7Tc|b]Zab + §R[iéc|b]Zab i éQ[acédb]Zab + §F[ch|b]Zab + l—QTanZab + —H"0"Zy,

l2
1 la,_clb] [a ¢clb] [a ¢c|b] [a. c|b] 2 Ta b 2 rra b
= 5 F T + R c£ + Q cé + F eX + l_2T p + l_2H 9 Zab7 (667)
tenemos

_ _ _ _ 2 - 2 -
5Fab _ F[(z,ﬁc\b] + R[acgdb] + Q[ac£c|b] + F[(ZXC\I)] + l_2Tapb + l_2Ha0_b' (668)

[

Notemos que el término F'%7¢!®! viene del conmutador (Zab, Jea), €l término R[acﬁdbl

viene del conmutador [J,p, Z.4), €l término Q[acf‘:“’] viene del conmutador [Zab, ch]

[

que para el dlgebra B¢ es cero, el término F‘éxdb] viene del conmutador [Zab7 ch]

u 3 6 ' ermino ;3 vi u ar o)
e para el algebra B4 es cero, el término 12 Tp’ viene del conmutador [P,, P,
por ultimo el término Z%H“ab viene del conmutador [Z,, Z;] que para el algebra B
es cero.

= Para términos con Z,

1~ 1 1. - 1 1 1 _
iHcﬂ-(f;Za + 7FZ,OCZQ + jfacTCZa + 7RGLO'CZQ + YQQCO'CZG + 7X%:HcZa7

1 _ _ _ _
=7 (Hom% + Fop® + &4T° + R%o® + Q%0 + X©HC) Z,, (6.69)
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tenemos

SH® = Hm® + Fp¢ + T + R%0° + Q0° + . H". (6.70)

Notemos que el término HCW“C viene del conmutador [Z,, J.4], el término F“p viene
del conmutador [Z,, P.], el término £%7T° viene del conmutador [P,, Z.4], el término

R% ¢ viene del conmutador [J, Z|, €l término Q%o ¢ viene del conmutador [ZAGI” ZC]
que para el dlgebra ‘B¢ es cero, y por ultimo el término x% H* viene del conmutador
[Za, ch} que para el algebra B¢ es cero.

Para términos con 7,

1
2@[(1 c\b]Z b+ = F[a€c|b b n R[a c|b]Z 2

+ Q[a c\b b+l Ha be+ Ta bZab;

2 _ 2 .
(Q[“ W+ Flg + R + QUx M + 5l + Z—QT“U*’) Zay, (6.71)

tenemos

b 2 - 2 -
(SQab _ Q[acﬂ_c\b] + F[tzé-db] + R[acXc|b] - Q[acxdb] + Z_QHapb + l_27’ao_b' (672)

Notamos que el término Q[QCWC“’] viene del conmutador [Zlb, ch], el término F[ﬁfdb]
viene del conmutador [Z,;, Z.4], €l término R[acxc‘b] viene del conmutador [Jab, ZACd},

el término Q[“cxc“’] viene del conmutador [Zab? ch] que para el dlgebra B¢ es cero, el

término % H“p" viene del conmutador [Z,, B;], y finalmente el término 270" viene
del conmutador [P,, 7).

En resumen, las transformaciones de las intensidades de campo estan dadas por

SR® = Rle zelt], (6.73)
ST = X Byt Qi+ €+ P+ T 671

_ _ _ 1 - 1 -
5Fab — F[aﬂ_c|b] + R[a€c|b] + Q[aé;c\b} + F[a c|b] + _T[a b] + ﬁH[aab]; (675)
(5H Hcﬂ'a—i-Fapc—i-fTC—FRaO'C—i—QaO'C—FX Hc ( )
(6.77)

_ 1 1 -
5Q™ — Qe el 4 Flagelt]l L Rlayelt] | qla \elt] | X Al 4 Z—QT[“ffb]-
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6.5. Lagrangiano para gravedad en 4D con simetrias

AdS Ly

Para construir un lagrangiano que contenga la accién de Einstein-Hilbert, un término
cosmoldgico y términos que dependan de los nuevos campos k%, h®, y ¢ utilizamos el
mecanismo usado en [1], donde consideramos las siguientes 4-formas invariantes

,Cl = EabcdRabFCd, (678)
1 _
Ly = §gabch“chd. (6.79)

Con lo cual el lagrangiano estard dado por

N
T 2kA

Introducimos 1 = £, donde A corresponde a la constante cosmoldgica estdndar, y A = %
la constante de graV|taC|on de Emstem convencional es denotada por k. Estudiaremos la

forma de £, multiplicando por 5—x y utilizando las correspondientes ecuaciones para Ry
Fab

o _ a Fc
2/£A£1 2 AgabcdR

1 1 1 1
_ wbe Rakacd_ - Rab le k,e|d] I Rab c,d | — wbe Rabhchd.
BT T o cbedlE T o Fabed
(6.81)

Integrando por partes, utilizando la identidad DR = 0, vemos facilmente que el término
Eabea R DK corresponde a un término de borde. De manera que el lagrangiano de Einstein
Hilbert £5_ g mas un término que depende de R% y de los campos k%, h®, y ¢ es dado
por

1 brepd L by d
—mﬁl = EE H — 2I€5abcdRa h¢h o AgabcdRa k€| ] (682)
Consideramos L5, el cual nos proporciona el término cosmoldgico. De la curvatura F
vemos que L5 incluye el término cosmoldgico estandar mas términos que dependen de k%,

h®, b Multiplicamos £, por 2:/\

A A
2/€}A2 »CQ - ‘Ccosm + A A2

+ 2ADEPheh? + 2Ag1 k¥ eced + 2Ag1 kYRR  2A%e el he e
+q% kgl k4 + A2ROhPheRT) (6.83)

——aped { DK DK + 2Dkl kY + 2A Dk

Finalmente utilizando (6.80) el lagrangiano que buscamos y que llamaremos £ 445, es dado
por
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£AdS£ = EEfH + £cosm - LgabcdRabhchd - LegabcdRab le ke‘d
¢ 2K 2kA
" vpret o D byle eld]
D a Ci a e
+ Ar )\gabcd k + 9% )\gabcd
4 e DEPeced + Fe DR Repd
2K 2K
+ ﬁgabcdq[aeke‘b eced + igabcdq[aeke'b] hchd
2K 2K
A A
+ S—Cabed€ ebhchd la ke‘b}(][ceke‘d} + 4—€abcdhahbhchd. (684)
K

2K 4k A2 1rnele

6.6. Ecuaciones de campo para la extension AdSLg

Vamos a continuar de la forma usual, utilizando el principio de accidn, para obtener las
ecuaciones de campo para la extensién AdSL, de la gravedad de Einstein . La variacién de

(6.84) con respecto a e* es dado por

56’1£Ad5£6 = 66”"CE—H + 5e“£cosm + iéea (5abcdeabeced)
_i(sea (5abcdq[aeke|b]eced> + ﬁ(sea (gabcdeaebhchd) :

Utilizando las propiedades del operador §. obtenemos lo siguiente

1 A
d0eLAdsre = — e peg RPee® + —Eabcde cbetdel + Hsabcde“b ¢5e?
K
A
+ Zepeae®hPhee? + —Eabcdq[‘;kdb]ecée ,
K K

donde

6eLadgscs = [Ladsce), 6€,

y dado que 0.L 4457, = 0 tenemos

1
(L]0 = —€abea (—R™e° + Aeebe® + puDk™e® + Neh’he + gl k“ec) |
KR

= %chd (,u (Dkab + q[aeke‘b} + ARRY + Ae“eb) e’ — R“bec) ,

— %é}tbcd (ILLFabec o Rab€c> 7

[LFab Rab

La variacién de (6.84) con respecto a h* nos conduce a

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)
(6.89)

(6.90)

(6.91)
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L aiscs = ~5-0 (cart BN + 20 (cupra DRURNY) + 25 (cunead b D)
A a ¢ A a c
+ %5 (abeac®€”h®h®) + ﬂé (2abeah™h*hR?) . (6.92)

Utilizando las propiedades del operador 9, obtenemos lo siguiente

B
One L adsrs = 5abcdR“th5hd gabcde“bhcéhd —eabcdq[a kel pegnd
A )\
+ Zeapea€®€®hOhT + Zepeah®hPheSh, (6.93)
K K

donde

SnLadscs = [Ladsce)ne 0hY, (6.94)

y dado que 0, L 445, = 0 tenemos

1
(Llie = —Eapea (— RN+ p { DE"RE + gk "' + Ae®e’h® + Ah*A'h}) , (6.95)
1
= —Eapea (= RR+ p { D™ + %k + Ae®e” + Ah°h"} he), (6.96)
1 _
= —Cabea (—R™h® + pF*h°) (6.97)

asi obtenemos

Ty (6.98)

ab

La variacién de (6.84) con respecto a w® nos conduce a

dwLaasce = OLE—m — i5 (5abcdRabhchd) — L5 (2abeaR™q [@ ke“’])

2K\
2
/’I/ a C a a 1.e ILL a, Cc
+ 4 10 (Eabca DR DE) + ﬂé (2abea DK%k + + 5.0 (Sanca DR ")
ﬂ5 (SabeaDE"hRT) . (6.99)

Utilizando las propiedades del operador ¢, obtenemos lo siguiente

1 1 1
dwcAdSEG = — 5abcdDe ed&u“b — —€adeDhChd5u}ab —+ —Agabcd&u“qu ked

1 ab ¢ ed N’ aby.c ed /”LZ aby.c [f 1.eld]
— mgabcdéw q Dk — aéw k¢ DE" — a%bcd&ﬂ k 74 Lk

— Hsabcdéw“bkceeeed — Haabcdéw“bkcehehd, (6.100)
K K
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reagrupando los términos tenemos

1 2 1
6w£AdS[,6 = Egabcd {_’u_kce [D/{Zed + qefkf|d] 4 Aeeed + Ahehd] + K‘D (q[cekdd])

A
—De‘e” — Dheh?} w™, (6.101)
1 2 1
= uped { — ok P 4 D (gl k) — T — DhRE Y 5w, (6.102)
K A A
donde
6wl adasce = [Ladsce] o O™, (6.103)

y dado que d,L 445, = 0 tenemos

2
w1
Eoke P — =D (¢f5k1) + T 4 DIh = 0. (6.104)

La variacién de (6.84) con respecto a k® es dado por

2 2
nLaasicy = 3-Eatead (DRVee?) + L pead (DK™ DE) 4 S—eapead (D™ql5kM)

4K\ 2K\
- Catead (DRURDT) 4+ 2capead (a5 ee) + eopead (kPR
A
@ oeltl e 1]
+ s Eabedd <q kellgl & ) (6.105)

Utilizando las propiedades del operador d; obtenemos lo siguiente

5 E _ 1 Tc d Dhchd Nz Rc ked /JJ2D c ked ’u2 c F~ved IMQ c Dked (Skab
whadsce = = Cabed | 1 e +pu T oy lv kT Dg R+, — 54 ;

2\ A A A
(6.106)
donde
0kLoaascs = [Laascs) jas 5k, (6.107)
y dado que ;L a5, = 0 tenemos
1 c d crd /JJQ c 1.ed /’L2c~ed :u2 c 1.ed -
~Cavea | WT°€" + pDRh" + 2R K + ==¢° P + =D (¢° k) | =0.  (6.108)
K

La variacién de (6.84) con respecto a ¢*° es dado por
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1 ab lc 1.e ab [c 1.e|ld
5q£AdSll6 = 2 )\gabcdé (R bl 1{7 |d]) 2/€A2€ab0d5 (Dk q[ek | }) 7
A A
flbl e 1.eld [ 1.7]b] .c d
4 /\2€abcd5< k | ]q[ek | ]> + %gabcdé (q fk | ]e € ) )
A
+ 5 Caead (a0 (6.109)

Utilizando las propiedades del operador §, obtenemos lo siguiente

1 2
0oL aasc, = ~Cabea {kceRed - %k [Dk;ed + R 4 Aete? + Ahehd] } 5qt, (6.110)

1 d p Ded b

= —E&abed kceRe — —kceFe 5qa . (6.111)
K A
1 d > d b

= —Eabeak™ § R® = == F** 1 0¢", (6.112)
K A

donde
0gLadsce = [Ladscel jav 6q", (6.113)

y dado que 0,L 4452, = 0 tenemos

2
ke, Red — %kceied Lo (6.114)

En resumen, las ecuaciones de campo estan dadas por

pF® = R*  (6.115)

2
b1
%kc P — 2D (gk1) + 7" + D' =0, (6.116)
1 2
~Cabed (,ﬂ’ced + uDheh® + 5 )\RC ke + A —q F+ ‘; D (¢° W)) =0, (6.117)

2
ke Red — “Tk;ceﬁed —0.  (6.118)
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Capitulo 7

Extension 5, 5 ¢ de la gravedad a
partir de contraccion Inonu-Wigner

En 1951 E. I. Segal introdujo la nocién de contraccidn de algebras de Lie, si dos teorias
fisicas tales como la teoria especial de la relatividad y la mecanica Newtoniana estan relacio-
nados por un proceso limite, entonces los correspondientes grupos de invariancia asociados,
grupo de Poincaré y grupo de Galileo respectivamente, también deberian estar relacionados
por algun proceso limite. Esta idea fue estudiada por Inonu y Wigner en 1953, quienes
introdujeron la llamada contraccién de Inonu-Wigner, y posteriormente en 1991 Evelin
Weimar-Woods introdujo la definicién de las contracciones generalizadas de Inonu-Wigner,
demostrando que cualquier contraccidén es equivalente a una contraccidén generalizada de
Inonu-Wigner.

7.1. Contracciéon de Inonu Wigner para acciones
para la gravedad con simetrias AdS-Lorentz

En este capitulo vamos a obtener las contracciones de Inonu-Wigner de las acciones
para gravedad en 4D obtenidas en los capitulos anteriores. Recordamos que la accién para
gravedad con constante cosmoldgica generalizada en el contexto de las simetrias de Maxwell
es dada por

2

ﬁMaxwelI = EEfH + £cosm + ﬂgabcdeabeced + €abcde'akaCd7 (71)

e

2K 4K\

donde los campos de 1-formas k% son los campos de gauge asociados a los generadores

Za, K €s la constante de gravitacidn, \ es la constante cosmolégicay A = zl2 un pardmetro

con unidades de longitud [A] = []. Las curvaturas R* y F“ son las usuales vistas en el
capitulo 3 y los términos Lg_g Yy Leosm estan dados por

1

‘CEfH = —ﬁéabcdRabeced, (72)
A

Ecosm = _Eabcdeaeb

i ‘e’ (7.3)
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Queremos obtener los lagrangianos correspondientes a las extensiones By, Bs y Bg para
esto utilizaremos el mecanismo conocido como contraccién generalizada de Inonu-Wigner.
Reescalamos los campos e?, k%, h? y ¢® usando diferentes potencias de un parametro
que llamaremos & en vez de reescalar solo los generadores correspondientes a cada algebra
como se realiza usualmente.

7.2. Contraccion del lagrangiano con simetrias AdSL,

Para obtener el dlgebra de Maxwell a partir de AdSL, realizamos una contraccién de
Inonu-Wigner a través del reescalamiento P, — £P,, Zy, — £2Z4 y considerando el limite
& — o0. De forma equivalente podemos realizar el reescalamiento sobre los campos e y
k? directamente en un lagrangiano como sigue

e — £ len kP —s £72k% (7.4)

Pa — fpaa Zab — €2Zab' (75)

Consideramos la accién Lagsr,

1
EAdSL4 - EE—H + £cosm - _5abcdRabk[Ceke‘d} s eabcdeakaCd

A
2k A 4kA\2
A

A
Dk‘abk‘[c k,e|d] ﬁ Dkab @ 4l
+ 2/{A2€ab6d e + 2H5abcd ee + Ar\2

+ i&f&bcdk[ae/{?e‘b]eced. (76)

€abcdk[afk3f‘b}k[ceke|d]

Sustituyendo (7.4) y (7.5) y tomando el limite & — oo obtenemos

E‘B4 = EMamwella (77)

= Lon + Leoom + - capa Dk eced + 2Dk DEeA. (7.8)

2K 4kAN2""
Es decir, al realizar una contraccién sobre los campos de gauge obtenemos la accién para el
algebra de Maxwell. La contraccién de IW en el sentido de Weimar-Woods conduce desde el
lagrangiano AdSL, al lagrangiano de Maxwell. Notemos que el lagrangiano £ 4451, difiere
del lagrangiano Lg, por cuatro términos que dependen de los campos e?, k% y R Dk

R e, Eabea DKL kA, Eapeak kIR el ieabcdk[‘;ke‘b}eced.
(7.9)
Estos son parte de la contribucién de los conmutadores [Jup, Jedl, [Pa, Pl Y [Zabs Zed-
Para obtener las ecuaciones de campo podemos contraer las ecuaciones (4.83) usando el
mismo procedimiento, y podemos ver sin mucho trabajo que las ecuaciones seran idénticas

a las obtenidas para L paxwer

A
T 2kA Fabed 2Kk A2 4kA\2
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R® = 1Dk + \e®e® = puF, (7.10)
2
Tlaeh 4 %F[gke‘b} —0, (7.11)
Eabecae” { R — Ne‘e? — uDk“} =0, (7.12)

7.3. Contraccion del lagrangiano con simetrias AdSL;

Realizamos el reescalamiento sobre los campos e?, h® y k® y los generadores del 4lgebra,
donde

et — & let, K — £72k, h* — £7°h, (7.13)

Py — &P, Z oy — § L, Zy — 627, (7.14)

Consideramos el lagrangiano £ 44s.,

1 1
EAdSﬂs = ‘CE'fH + ﬁcosm N _sabcdRabhchd = 5abcdka kEkaCd - _Sabcdka keb ‘e d
2K 2K\ 2K
1

1 A A
— —Eapeak® kPR — Zepeah®e® DK — —ggpeqh®elete? — —egpeqe®hPhCh?
K KR K KR
MZ AN Dkab c d+ A e Dl{?abhchd—|— A e a bhchd
abe ee a A cabe 7 Cabed€ €
4 A DT 2k "l 9 et

A
+ Cateah W R, (7.15)

L eupeaDE® DEC +

Sustituyendo (7.4) y (7.5) en (5.67) y tomando el limite £ — oo tenemos que la contraccién
de IW de la accién AdSLs en el sentido de Weimar-Woods nos lleva a

1
L%s = EE'*H + 'Ccosm - 2_5abcdRabhchd
K
1 A A
— —EabcdhaebD/{JCd — —€abcdha6b606d — —€abcd6ahbhchd
K K KR
2

A A
+ a Eabcde’akaCd SQdeDk}abec + SQdeDkabhchd

) 26\ 26 A
+ igabcdeaebh%d + ieabcdhahbh%d. (7.16)
2K 4K

La contraccién de IW en el sentido de Weimar-Woods conduce desde el lagrangiano AdS L
al lagrangiano que llamaremos Lg,. Notemos que el lagrangiano £ 4451, difiere del lagran-
giano Ly, por siete términos que dependen de los campos ¢, k%, h® y R®, Dk®
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1
2 )\gabcdRabhchd M)\gabcdeabechda __5abcd€ahbeced
o N W H e rea DEPRERS, 2 H e nedh®hORERE,
5 1) )
Qieabcde e’ hehd. (7.17)

Estos son parte de la contribucién de los conmutadores [Jup, Jed], [Zay Po), Y [Zas Zb). A
partir del mismo mecanismo podemos obtener las ecuaciones de campo. Podemos obtener
facilmente lo siguiente

%sabcd {—R“bec — 2Ae®hbe® — Fhe + uF“bec} set =0, (7.18)
%&Lbcd (—R“”hc — 2Ae®hPhe — F%e® + uﬁath) =0, (7.19)

%em {—Tced — Dheh® — “;de — 2A2kcee%d} =0, (7.20)
%Eabcd (Dhc (,uhd - ed) + De€ (/wd — hd) ;LARC ked> = 0. (7.21)

7.4. Contraccién accién con simetrias AdSLg

Realizamos el reescalamiento sobre los campos e?, h?, k%, y ¢® y los generadores del
algebra, donde

% — g—lea’ he — §—3ha’ kab — g—Qkab7 qab _>§ 4 ab’ (722)

P, — ¢P,, Zopy — E2 7, Zoy — 327, 7 — 27, (7.23)

Consideramos el lagrangiano £ 4451,

1 1
£Ad5’£6 - ﬁE—H + £cosm - TgabcdRabhchd - _5abcdRabq[Ceke‘d]
K

2kA
2 2
M ab cd lu (lb 6|d]
abe Dk Dl{} ——Eabe Dk k
4 )\8 bed + 2 Ag bed
+ L cpaDR et et + L DR p
2K Ve
+ Lpad Rk Mecet + L g kR n
2K O

A A
+ 5 -fareac” NN+ T g R - cadh W RCRY. (T24)
K

2% arnzle
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Sustituyendo (7.22) y (7.23) en (6.84) y tomando el limite £ — oo tenemos que la
contraccién de IW de la accidon AdSLg en el sentido de Weismar-Woods nos lleva a

Mz

E - E — Ccosm N
B E-H T + 1r )\
1 A

~ 5 — e RPRCRY + o 5abcde“bhchd 5 Cabed® @b pepd

A
- Cabedh®h BN (7.25)

6adeDk’akaZCd + #Eabcdeabeced
K

La contraccién de IW en el sentido de Weimar-Woods conduce desde el lagrangiano AdSLg
al lagrangiano que llamaremos Lqy,. Notemos que el lagrangiano £ 4451, difiere del lagran-
giano Ly, por cuatro términos que dependen de los campos e?, k%, h®y R®, Dk

1 A
— eapea R RS, sabcde“bhchd ~ eapeac®e®hhY,

2%k 2%k 2%k

A

——Eapeah®hPheRY. 2

4%6 bed (7 6)

Estos son parte de la contribucién de los conmutadores [y, Jea), [Zavy Zea], [Pa, Py). Las
ecuaciones de campo para este lagrangiano, que pueden obtenerse aplicando el principio
variacional a (7.25) o aplicando una contraccién de Inonu-Wigner directamente a las ecua-
ciones de campo para el lagrangiano £ 4sr,. Estas son

1
~Cabea { —Re" + Ne"e’e” + pDE"e" + Ae"h'h} = 0, (7.27)

1
~Caped {=R7RT + DR+ Ne"e"he + AP} =0, (7.28)
1 2

~Cabed {—%k [Dk:ed + Ae‘e? + AR°h?] — Dee — Dhchd} =0, (7.29)

2

1
—Eabed {MT e’ + uDhh? + 5 RC k! + . e (Dk;“l + Aefe? + Ahehd)}
K

0, (7.30
. ey (730

1 C € 'u2 c € €
—Cabod {k R — T [Aece? + AR hd}} =0. (7.31)



Conclusiones

Hemos considerado teorias de gauge locales basados en algebras AdSL,, AdSCLs,
AdSLg con vierbein, conexidén de espin y seis campos de gauge geométricos no abelia-
nos adicionales k:“Z para el primer caso, diez para el segundo caso k“i, h®,y catorce para
el tercer caso k%, h*,, q*

La geometria del espacio-tiempo basada en las dlgebras mencionadas implica nuevos
tensores de curvatura que permiten construir nuevas acciones gravitatorias que conducen a
modificaciones de la gravedad de Einstein.

Hemos construido las 2-formas de curvatura de las algebras AdSLy, AdSLs, y AdSLg
que nos permiten construir gravedades cuatridimensionales que generalizan la gravedad de
Einstein Hilbert. A partir de estas acciones gravitacionales encontramos que la extensién de
Maxwell, asi como la extensién B5, y B4 de la gravedad de Einstein pueden obtenerse uti-
lizando el método de contraccién de Inonu-Wigner, mecanismo que nos permite establecer
una relacién entre las correspondientes teorias.

Las ecuaciones de campo (4.83) nos permiten expresar la conexion de espin en funcién
del vierbein e® y de los nuevos campos gauge no abelianos kff’. Esto nos permitiria obtener
una formulacién de segundo orden para la gravedad AdSL,, con campos independientes
e’y /{:Zb. De forma similar, a partir de las ecuaciones (5.6) podria ser posible expresar la
conexién de espin como una funcién de los campos e, kzb y h, y obtener una formulacion
de segundo orden para la gravedad AdSLs, con campos independientes e?, k:l‘jb y hy,. De
igual forma con las ecuaciones de campo (6.115). En el capitulo 7 no solo obtenemos las
extensiones B, 5 ¢ para la gravedad de Einstein sino que también obtenemos las ecuaciones
de campo, las cuales nos permitiran obtener una formulaciéon de segundo orden para la
gravedad. Estos resultados pueden ser aplicados en una amplia variedad de tépicos entre
los cuales son de interés la cosmologia y agujeros negros.
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Apéndice A

Algebras (A)dS, Poincaré y Lorentz

Algebras (A)ds

El dlgebra de De sitter o dS en d dimensiones es denotada por so(d —2,1) y el dlgebra
Anti-De sitter o AdS en d dimensiones es denotada por so(d — 1,2). Tanto la dimensién
del algebra d.S, como de AdS es

d(d+1)
2 9
es decir, poseen la misma cantidad de generadores. Satisfacen los siguientes conmutadores

dim (so(d — 2,1)) = dim (so(d — 1,2)) = (A1)

[abs ed] = MagSoc + MoeJad — HacIsd = MoaJac, A2)
[Jab> Pc] — 77bcpa i nacha (A3)
1
[Pa, Pb] - —l—20'Jab. (A4)
cuando o = +1 decimos que esta es dlgebra de De Sitter, y cuando 0 = —1 decimos

que esta es el algebra de Anti-De Sitter. Es importante notar que ambas algebras son semi-
simples, igual que todos los grupos SO. Aqui es usual tomar el limite cuando [ — oo. Este
procedimiento llamado contraccién de Inonu-Wigner nos entrega el algebra de Poincaré en
d dimensiones is0(3, 1)

Algebra de Poincaré

En el caso del espacio de Minkowski el dlgebra del grupo de isometrias es dada por
iso(d — 1,1) conocida como el algebra de Poincaré. En d = 4 el algebra de Poincaré o
i50(3,1) es dada por las siguientes relaciones de conmutacién

[Jabs Jed) = NadIbe + Moedad — NacIvd — MbdJac, (A.5)
[Jaln Pc] = nbcPa - nacha (AG)
[Pau Pb] = 0. (A?)
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notamos que su dimensidn es dada por

d(d+1)
5
y es igual a la dimensién de las algebras (A)dS, pero a diferencia de estas, el dlgebra de
Poincaré no es semisimple, los generadores P, constituyen la base de un ideal abeliano.
Para d = 4 tenemos que dim (iso(3,1)) = 10.

dim (iso(d — 1,1)) = (A.8)

Algebra de Lorentz

El dlgebra de Lorentz en d dimensiones so(d — 1,1) corresponde a una subélgebra del
algebra de Poincaré donde el nimero de generadores es dado por

d(d — 1)
2 )
y es generado por J,, y en d = 4 tenemos s0(3, 1) con dim (s0(3,1)) = 6.

dim (so(d — 1,1)) = (A.9)
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Apéndice B
Identidades de Bianchi

Primera identidad de Bianchi
La primera ecuacién de estructura es dada por la derivada covariante del Vielbein
T = De® = de® + wie’. (B.1)

La primera identidad de Bianchi es obtenida aplicando la derivada exterior sobre la torsidn

dT* = dDe" = dde” + d (w}e’) , (B.2)
= d (w?) e’ — wi(de) (B.3)

Puesto que RY = dw9 + ww tenemos que dw9 = R — wawcd. Entonces
dT* = (RS W) e® — WP £ i), (B.4)
= R%e® — e — Wi Tt = w‘})wb e, (B.5)
= R%e® — wiT". (B.6)

De modo que

dT* 4+ W4T = R%e (B.7)
DT* = Rbe . (B.8)

Segunda identidad de Bianchi

La segunda identidad se obtiene aplicando la derivada exterior al tensor de curvatura

— Rawd _waRcb7

dRS = d (dw) + d (wiws) , (B.9)
= d (wiw?), (B.10)

= (dw?) W + W (dw?), (B.11)

= (R“c — whw}) wé + w? (R — wlw®), (B.12)

= R%w° — wiwiw® — Rw® + wéw®w?, (B.13)
(B.14)
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luego
dR% + W R® — R*w¢ =0, (B.15)

es decir
DR™ = 0. (B.16)

Teorema B.0.1 (Teorema de Dragon) La segunda identidad de Bianchi puede ser
obtenida a partir de la primera identidad de Bianchi

Definicion B.0.1 (Derivada covariante) Sea A una 1-forma evaluada en un dlgebra

de Lie g y sea F' una F-forma también evaluada en la misma dlgebra de Lie, es decir
A= AT, F = F°T,. Se define la derivada covariante de F' como

DF =dF + [A, F], (B.17)
donde
DF = d(F°T,) + [A°T,, F'T,] (B.18)
= dF°T, + A°F* [T,, Ty, (B.19)
= dF°T, + A*F*C,JTy. (B.20)

Notacion B.0.1 La derivada covariante esta definida como
D=d+[A], (B.21)

y corresponde a la derivada covariante completa del grupo de gauge la cual cumple con las
identidades de Bianchi para el grupo completo, DF' = 0. Pero hay otra derivada covariante
que aparece en los calculos que es puramente de Lorentz

D=d+ [w,], (B.22)

y ambos operadores no son equivalentes. Esta segunda derivada solo cumple con las identi-
dades de Bianchi para la curvatura de Lorentz, pero no para el algebra completa, es decir,
DR® =0y DF #0.
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Apéndice C
Calculo de transformaciones

A continuacién se muestra la contribucién de cada conmutador a las transformaciones
de los campos de gauge e intensidades de campo, calculo que se obtiene al utilizar las
relaciones de conmutacién de las respectivas algebras

Contribuciones del algebra AdSL,

Contribuciones C.0.1 (Transformaciones de los campos de gauge)

iwabﬂc‘i [Jab, ch] = %w[aﬂclb} Jab, (C-l)
%e“ﬁd [Pa, JB = %ﬂ_%eapc’ (C.2)
RO Zug, Jed) = K2, (C.3)
zllw“bpc [Jap, Pe] = %wacpcpa, (C.4)

6 [Par P = ¢ Zae (C.5)
%k“’vf [Za, P = %kipCPm (C.6)
T oy Zet] = 58 7, (©)
€ Py, Zud] = T3P, (3

1 1
Zkabgcd (Zayy Zed) = 5@156")} Zob- (C.9)
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Contribuciones C.0.2 (Transformaciones de las intensidades de campos)

1 1

“R®1 [T, Jeg] = = RT T,
4 2

1 1

2—lTa7TCd [Pa, ch] = 77TQCTGPC,

1 1
ZFwab,]_‘_cd [Zabp Jc ] — §F[ac7Tclb]Zab7

1 1

_Rab “1Ja , Pe| = - R CPaa
1 a ¢ 1 a c
l_ng [Paapc]:l_QTpZam

1 1
_Fabpc [Zabu Pc] = _F(zpcpaa

2l l
il 1
ZRabgcd [Jaba ch] — ER[acgc‘b}Zah
1 1
— T Poy Zeg) = SE4TCP,,
2l l
1

1
ZFvabé-cd [Zaln ch] - §F[i§0\b]Zab.

Contribuciones del algebra AdSL;

Contribuciones C.0.3 (Transformaciones de los campos de gauge)

1 1

Zwabﬂ_cd [Jaba Jc ] — Ew[ac'ﬂ'c'b](]ab)
1 1

Ze%rcd [Py, Jea] = 7T P

1 1

Zkabﬂed [Zaba ch] _ §k[‘lc7TC|b] Zaba

1 1
—hn [ Z,, Ja) = Shen Z,,

21 l
1 1
S L, P = 0P
1 1
l_2€apc [Pay Pc] = ﬁeaeczacy
LK (Zup P = ~k4°Z
921 P [ ab c] I P La;
1 1
l_Qhapc [Zay Pc] = Z_Qhapcjaca
1 1
Zw(zb cd [Jaln ch] — §w[(lc£db}Zab’

1 1
—e¢° Paazc = &4 CZCL?
3¢ Py Zea] = 780

1 1
Zkab50d [Zaln ch] — ék[ﬂégdb] Jab7

(C.10)
(C.11)
(C.12)
(C.13)
(C.14)
(C.15)
(C.16)
(C.17)

(C.18)

(C.19)
(C.20)
(C.21)
(C.22)
(C.23)
(C.24)
(C.25)
(C.26)
(C.27)
(C.28)

(C.29)
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€ 2, Zud) = TERP, (C.30)
%w“bac [Jab, Ze) = %w‘iacZa, (C.31)
l%e“ac [P, Z.] = l%@aacjac, (C.32)
%kabgc (Zap, Z¢) = %k‘io‘:Pa, (C.33)
l%h“ac (20, 2] = l%haaczac. (C.34)

Contribuciones C.0.4 (Transformaciones de las intensidades de campo)

inabw“l [Jap, Jed] = %R{inclbl Jab, (C.35)
S Ton [, Tl = 7T R, (€:36)
iﬁabWCd [Zaby Jea) = %F[Zﬂdb]zab, (C.37)
. ca
%Rabpc [Jas, P] = %R“cpcPa, (C.39)

o T% [P., Bl = 7 7802, (C.40)
%F 0 [Zapy Pr] = %F “0° Za, (C.41)

) st A .
TRUE s Ll = SROED 2o, (C43)
%%@gad Py, Zod) = %g“jcza, (C.44)
iﬁabfal (Zab, Zea] = %F[Z§C|b]Jab, (C.45)
HOE 2, Zud] = ELHCP, (C.46)
%R“boc b Ze] = %R“CUCZG, (C.47)

lljaac P, 7] %%GUCJM, (C.48)
S0 (2, Z) = 1 Fio P, (C.49)
S H [0, 2] = g H0" Do (C.50)
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Contribuciones del algebra AdSLg

Contribuciones C.0.5 (Transformaciones de los campos de gauge)

iwabWCd [Jabs Jed) = %w[aﬂcz’]cﬁzb, (C.51)
ST [Py Jud = 7 F (C.52)
KT 2y Jed) = KN 2, (C.53)
2llha7rcd (Zas Jod] = %hcw“cZa, (C.54)
iqabﬁc‘i [Zab, ch} = %q[acwcw Zubs (C.55)
Q%w“bpc [Jap, Pe] = %w'ﬁpcpa, (C.56)
6 [Pay P = ¢ Zue, (C.57)
K%0° (Zas, P] = K2, (C.58)
SH0° 2y P = 1 e, (C.59)
%q“"’pc [Zb Pc} = %q‘ipcpm (C.60)
i“”fﬂd [Jabs Zed] = %”[%C"’%b, (C.61)
e Py 2] = 1627, (C.62)
}lk“”é“l [Zaby Zed] = %k[acfclb}ZAab, (C.63)
€ 2, Zud) = TEICP, (C.64)
}lqabed |:Zab7 ch} = %q[acﬁdb]zam (C-65)
S0 o 2] = 102, (C.66)
l%e“ac (Pa, Zc) = %eaUCZaa (C.67)
Qllkabgc (Zy, 2] = %kacaCPa, (C.68)
llghaac (20, 2] = llgh“ocmac, (C.69)
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1 b 1
a CZa,Z
211 [b ]

41

1

2_16X

4

1
iy cd
2" X

4

! — Wy [Jab, Za| =
Pus Zed]
—kabXCd [Zabu ch-
Zas Zed]

1 . N
—q"y |:Zaba Zed

[a

CXCIb]Z by

a C
:_Xce Pa7

1
= §k?[acXc|b] Zab,

l

1
- _Xach’CZaa

l

1 o
=~ X" Zap.

2

(C.70)
(C.71)
(C.72)
(C.73)
(C.74)

(C.75)

Contribuciones C.0.6 (Transformaciones de las intensidades de campo)

1
ZRabﬂ-Cd [Jaba ch] -

1 -
ﬂTaTFCd [Paa ch] —

1_
ZFabﬂ-Cd [Zaba ch] =

1 _
ZH%T“[ [Za, Jed) =

1 n 1 4
ZQabWCd |:Zab7 ch] = §Q[ac770|b]Zab,

2l

1
_Rabpc [Jalh Pc] 3

1_ac
l_ng [Paapc}:

2l

Z_QHG, (&

ab ¢ | %
a7 Za>Pc]
21@ P [ b

1
_Rab56d [Jab’ ch] -

4

1 -
_Fabpc [Zab,P]

P20 Pe] =

ST [Po 2l =

1
4

FabSCd [Zab7 ch]

1
SR T,

c

1 B
iwiT“Pc,

1 -
§F[%CIb} T

1-
7HC7TQCZG,

1
iRacpcPw

1 Ta ¢
lepZam

1
tipCZaa

1 a C
l_2H Zaca

1
= QP Fa,

[
1
§R[ac§C|b] Zab7

1 _
_fa TCZa:

_FlehiZ,,

(C.76)
(C.77)
(C.78)
(C.79)
(C.80)
(C.81)
(C.82)
(C.83)
(C.84)
(C.85)
(C.86)
(C.87)

(C.88)
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1 -
—Ha cd 7 1 []
12l g [ a ch] = jgiHCPaa
~abeed | 7 (089
4@ 3 [Zab’ ch} — EQ[CL 56|b] )
1 5@ Zab, (C.90)
_Rab c 1 |
2l1 0 [Jap, Ze| = YR%;UCZaa
i (C.91
l2T 0P, Z,) = 17*-(1002“ |
1 l2 acH (C
e 7’ 92)
211 0N Zap, Ze] = YF(ZO-CPUJ
" g (C.93)
o (Z4, Ze)| = -H 0“7,
1 l2 acy (C
_Qabo_c |:2 | 1 94)
121 ab) Zc_ = anco-ch (
Fo C.95
TR [‘]aba Zeg| = 1R[a N |
- - | 9 X ab; (C 96)
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Apéndice D

Procedimiento de expansién de
algebras

Definiciones previas

Vamos a revisar algunas definiciones de conceptos importantes que se utilizaran a lo
largo de esta tesis,

Definicion D.0.1 (n-selector) Sean A\,,,...,\a, € S, donde S = {\.} un semi-
grupo finito y discreto, cuyo producto viene dado por

)\al : /\ocg T /\an — /\'y(al,.,.,an)

entonces, se define el n-selector K, L. como
P 1, cuando p =y(aq,...,qn).
a1ean 0, en otro caso.

De esta definicién vemos que el n-selector codifica toda la informacién contenida en la
tabla de multiplicacién del semigrupo. Ademas, siempre es posible escribir un n-selector en
términos de 2-selectores'. Una importante propiedad de los selectores puede ser encontrada
haciendo uso de la propiedad asociativa del semigrupo. En efecto, la ley asociativa es
expresada como (AqAg) Ay = Ay (Ag\,) de donde vemos que

K JK,” =K, °K,?. (D.1)

De forma analoga a la definicién de 2-selector se define el 3-selector

Adsdy = Kog 7\, (D.2)
De (D.1) y (D.2) tenemos
K¢ = Kang,WU = KapUKmp (D.3)

"El hecho que el semigrupo sea abeliano implica K, ;" = Kz,”



78

de estos resultados podemos ver que los 2-selectores pueden proporcionar una representacion
matricial para el semigrupo, en forma andloga a como las constantes de estructura de un
algebra de Lie proporcionan la representaciéon adjunta. En efecto, definiendo

[)\Oé]'yp = Kaf?/? (D4)
tenemos
Dol Pely” = Ko ol = s, (D.5)
Por induccién podemos probar que
Kal...an,f-KO'anp - Kala'pKag...OénU - Kal...ana' (DG)

Esto significa que es posible expresar un n-selector en términos de 2-selector.

Definicion D.0.2 (Algebra de Lie) Sea g un espacio vectorial finito dimensional so-
bre un campo K. Si el grupo del espacio vectorial es extendido a un anillo, donde la
operacién multiplicativa del anillo es dada por x o y — [z,y| (operacién antisimétrica),
entonces g es un dlgebra de Lie. Sean M y N subconjuntos del dlgebra de Lie g. Denota-
remos por [M, N| al conjunto de la forma [x,y| donde x € M ey € N. Si M y N son
sub-espacios lineales de un algebra g, entonces son validas las siguientes relaciones

[My + My, N] C [My, N] + [Ma, N]. (D.7)
[M,N] = —|[N,M]. (D.8)
9, [M,N]] C [M,[N,g]] +[N,[g, M]]. (D.9)

Definicion D.0.3 (Sub-algebra) Un sub-espacio N del dlgebra g es una sub-algebra
si
[N, N] € N (D.10)

Definicion D.0.4 (Ideal) Un sub-espacio N del dlgebra es un ideal si
g, N]C N (D.11)
Esto significa que un ideal es una sub-algebra.

Definicion D.0.5 (Centro de un algebra) Un ideal N que satisface la condicion
[g, N] = 0 es llamado centro de g. dado que [N, N| = 0 se tiene que un centro es siempre
conmutativo.

Expansion via el mecanismo de semigrupos

El método de expansidon de algebras de Lie es un procedimiento para obtener nuevas
algebras de Lie a partir de una dada. La idea es generalizar en una manera natural el pro-
cedimiento de contraccién de Inonu-Wigner, donde en lugar de multiplicar los generadores
por un pardmetro numérico, dichos generadores sean multiplicados por elementos de un
semigrupo abeliano.
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S-expansion

Teorema D.0.1 Sea S = {\,} un semigrupo abeliano, sea Kag un 2-selector y sea g
un dlgebra de Lie de base {Tx} y constantes de estructura C,%. Un elemento de la base del
espacio producto directo S & g serd denotado por T 4.y = Ao Ta. Si se define el producto
algebraico en el espacio S ® g como

[Tia.00: T(B,5)] = Aas [Ta, Tp] (D.12)
Entonces S @ g serd un algebra de Lie cuyas constantes de estructura vienen dadas por
(C) _ C
C(A,a)(B,g) - KaFYCAB' (D13)

Demostracion D.0.1 De la ley de multiplicacién del semigrupo

AaAs = Ap(a.)s (D.14)

tenemos

(T4 Tp)] = Aals[Ta,Th], (D.15)
= e [Ta, TH], (D.16)
= )‘p(a,B)OAgTC7 (D17)
3 CAg (Ap(avﬁ)TC)v (D.18)
= Cu5TCp(op)- (D.19)
De la definicion de 2-selector
Ko 1, cuando v = p(a, ).
of 0, en otro caso.
tenemos
[Tta): Tin.»)] = Cag Ticpas) = Cas Kog Ticn- (D.20)
De manera que
[Ttae) Tisp) = Koi Cap Lo, (D.21)
C?
[Taer Tma] = Ciamiylom: (D.22)

Lo cual prueba que el dlgebra S ® g se cierra.

Debemos notar que debido a que S es abeliano se tiene que las constantes de estructura

Cia a)((g’gg heredan la simetria de C,§. En efecto

C @1 = _¢ ), (D.23)

(A,)(B,B) (B,8)(A,2)
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Usando el hecho que C,§ satisface la identidad de Jacobi es posible probar que C’(A a)((BC’g))

satisfacen la identidad de Jacobi

() (Be) _
BAD  Clemiaa =0
(D.24)

Esto prueba que S®g es un dlgebra de Lie. Este teorema induce a la siguiente definicién.

C (Q’Y)C (E.e) + C(D,&)(A,a()a’y)c (E.e) +C

(A,2)(B,B) (C)(D,9) (C)(B,B)

Definicion D.0.6 (Algebra S-expandida de g) Si S es un semigrupo abeliano y si
g es un algebra de Lie, entonces el algebra de Lie definida como ) = S ® g es llamada
"dlgebra expandida de g" o "algebra S-expandida de g”.

En general, para obtener un algebra a partir de otra, tal como en el caso de la contraccién
de Inonu-Wigner, es usual multiplicar los generadores por un cierto parametro y después
llevar a cabo un proceso como el de tomar un limite. La S-expansién puede ser vista como
la generalizacién natural de esta idea donde en lugar de multiplicar los generadores por
un pardmetro numérico, los generadores se multiplican con elementos de un semigrupo
abeliano. Un dlgebra S-expandida puede ser entendida como una copia del algebra original
g para cada elemento del semigrupo. Para poder encontrar estructuras mas complejas
debemos obtener dlgebras mas pequenas a partir del dlgebra S-expandida, es decir sub-
algebras y algebras reducidas.



81

Grupo SO(D-1,1) y tensores invariantes

El grupo SO(D — 1, 1) tiene dos tensores invariantes, la métrica de Minkowsky, 745, y
el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico, €,,4,..a,,- EStos tensores estan definidos
por la estructura algebraica del grupo de Lorentz y por lo tanto, son los mismos en cada
espacio tangente. Consecuentemente, éstos deben ser también constantes covariantemente,

dnap = Doy = 0, (D.25)
d€a1a2~--ap = D5a1a2~~-ap = 07 (D26)

donde
Dnap = dnap — wcbnac - Wcancba (D.27)

esto implica que la conexidn de espin satisface las siguientes identidades

NacwW’y = —Nep g, (D.28)

b b b
Ebiaz--apW g, T Earbyap® Zgyt - - - T Eayagbpw’S, = 0. (D.29)

La ecuacién (D.28) restringe a la conexidn de espin a ser antisimétrica en sus indices de
Lorentz, w,, = —wpe-

Tensores invariantes para algebras S-expandidas

Un problema de cardcter fisico y matematico es hallar todos los tensores invariantes para
una cierta algebra. Un procedimiento estdndar que nos permite obtener un tensor invariante
es hacer uso de la traza de alguna representacion matricial de los generadores del algebra.
Sin embargo, este método tiene limitaciones para el caso de algebras 0g-reducidas. Por otro
lado, una de las ventajas del método de S-expansion es que éste nos proporciona un tensor
invariante para el algebra S-expandida & = S x g en términos de un tensor invariante para

g

Teorema D.0.2 Sea S un semigrupo abeliano, g un dlgebra de Lie de base {T4}, y sea
(T(a1,01) - - - T, a,)) UN tensor invariante para g. Entonces, la expresion

(Ttavan)  Tianan) = 0o o) (Tay, -+ Ta,) (D.30)
donde o, son constantes arbitrarias y K, ) es el n-selector para S, corresponde a un
tensor invariante para el algebra S-expandida & = S X g.

Por otro lado, dado un tensor invariante para el algebra, sus componentes valuadas en
una subalgebra son por si mismas un tensor invariante para la subalgebra. Para el caso
de subdlgebras resonantes, y siempre que todos los ., sean distintos de cero, el tensor
invariante para la subdlgebra resonante nunca se anula. De hecho, dada una particién
resonante S = |J,.; S, y denotando la base de V}, como {T.,} las componentes & p-
valuadas de (D.30) son dadas por
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<T(ap1aapl) e T(apngapn)> = Oé'YKapl...ééypn <T01p17 '

~Ty,,), con Ay, €8, (D.31)

Estas componentes forman parte del un tensor invariante para la subalgebra resonante
Gr = @pel Sp X V;’

Como se menciono anteriormente un algebra Og-reducida no es una subdlgebra, por
lo tanto, las componentes valuadas en el dlgebra Og-reducida de las expresiones (D.30)
o (D.31),no conducen a un tensor invariante. El siguiente teorema, nos proporciona una
solucion entregandonos una expresidon general para un tensor invariante para un algebra
Og-reducida.

Teorema D.0.3 Sea S un semigrupo abeliano con elementos no nulos \;, con i =
0,...,N yAni1 = 0. Sea g un dlgebra de Lie de base {T'x}, y sea (T, ---Ta,) un tensor
invariante para g. Entonces la expresion

<T(A1,i1) T T(An,in)> = ajKil...inj <TA1,"-TA,L> ) (D32)

donde «; son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el algebra
Og-reducida obtenida desde & = S x g.

Para la Og-reduccién de una subalgebra resonante, obtenemos que

(Tiapiv)* Tapmipn)) = K, 2 (T; T, ), con X\, €8, (D.33)

ip1.vipn

es un tensor invariante para el dlgebra Os-reducida de &z =P, ; Sp X V).
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