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Resumen

Fue estudiado el procedimiento de compactificación de Randall-Sundrum (RS) así
como sus implicaciones en las soluciones cosmológicas en el contexto de gravedades
Chern-Simons (ChS) y Einstein-Gauss-Bonnet (EGB). La primera parte de esta
tesis, consiste en usar el mencionado procedimiento de compactificación sobre la
acción de la gravedad AdSL4-Chern-Simons en 5D, de la cual se obtuvo una acción
Einstein-Hilbert (EH) cuadridimensional extendida con término cosmológico,
que incluye campos de gauge k̃mn

µ no Abelianos. El mismo procedimiento de
compactificación fue usado en la acción que describe gravedad ChS para el álgebra
de Maxwell en 5D, de donde se obtuvo una gravedad de Einstein en 4D extendida
con término cosmológico y campos de gauge Abelianos que coincide con la ecuación
(29) de (16). Empleando el procedimiento de contracción Inönü-Wigner sobre
la acción compactificada obtenida a partir de gravedad AdSL4-ChS en 5D, se
encontró la ecuación (29) de (16). Señalamos que los campos de gauge k̃mn

µ pueden
ser interpretado como posibles campos vectoriales geométricos del inflatón. En la
segunda parte de la tesis, se consideró el Lagrangiano de la acción para gravedad
EGB en 5D, a partir del cual se obtuvieron las ecuaciones de campo para la
métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker junto con algunas soluciones.
Fue usado el procedimiento de compactificación RS sobre la gravedad EGB en 5D,
cuyo resultado fue la acción de gravedad de EH en 4D con constante cosmológica.
Dicho resultado nos permitió escribir la constante cosmológica Λ4D en términos
del par (rc,Λ5D), de lo cual especulamos que Λ4D tiene su origen en el radio de
compactificación rc y en la constante cosmológica de la quinta dimensión Λ5D.
Aplicando la compactificación de RS sobre la gravedad AdS-ChS fue encontrado
gravedad de EH en 4D con constante cosmológica, a partir de la cual fue obtenido
Λ4D en términos de rc, que nos lleva a la interpretación del parámetro l como el
tamaño del universo. Por último empleamos la compactificación RS sobre gravedad
de EChS en 5D, lo que nos condujo a una acción para una gravedad tenso-escalar
en 4D que incluye un término de GB, esta acción corresponde a un caso particular
de la teoría de Horndeski, en concreto al Lagrangiano (48) de (24).

Keywords – Gravedad Einstein-Gauss-Bonnet, gravedad Chern-Simons,
compactificación, Randall-Sundrum, constante cosmológica, teoría tenso-escalar
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Abstract

The Randall-Sundrum (RS) compactification procedure was studied as well as its
implications in the cosmological solutions in the context of Chern-Simons (ChS)
gravity and Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) gravity. The first part of this thesis
consists of using the mentioned compactification procedure on the 5D AdSL4-
ChS gravity action, from which an extended four-dimensional Einstein-Hilbert
(EH) action with cosmological term, including non-Abelian k̃mn

µ gauge fields, was
obtained. The same compactification procedure was used in the action describing
ChS gravity for the Maxwell algebra in 5D, from which a 4D extended Einstein
gravity with cosmological term and Abelian gauge fields coinciding with equation
(29) of (16) was obtained. Employing the Inönü-Wigner contraction procedure
on the compactified action gotten from AdSL4-ChS gravity in 5D was found in
equation (29) of (16). We point out that the k̃mn

µ gauge fields can be interpreted
as possible geometric vector fields of the inflaton. In the second part of the thesis,
the Lagrangian of the action for EGB in 5D was considered, from which the field
equations for the Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker metric together with
some solutions were obtained. The RS compactification procedure was used on
the 5D EGB gravity, which resulted in the 4D Einstein-Hilbert (EH) gravity
action with cosmological constant. This result allowed us to write the cosmological
constant Λ4D in terms of the pair (rc,Λ5D), from which we speculate that Λ4D

has its origin in the compactification radius rc and in the cosmological constant of
the fifth dimension Λ5D. Applying the RS compactification on AdS-ChS gravity
was found EH gravity with cosmological constant in 4D, from which was obtained
Λ4D in terms of rc, leading to the interpretation of the parameter l as the size of
the universe. Finally, we employed the RS compactification on EChS gravity in
5D, which led us to an action for a scalar-tensor gravity in 4D that includes a GB
term, this action corresponds to a particular case of Horndeski theory, namely the
Lagrangian (48) of (24).

Keywords – Einstein-Gauss-Bonnet gravity, Chern-Simons gravity,
compactification, Randall-Sundrum, cosmological constant, scalar-tensor
theory
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Capítulo 1

Introducción

Recuerda que la última palabra en las leyes de la física le pertence a la Naturaleza.
Baez y Muniain

La interacción gravitacional es de capital importancia en el problema de encontrar
una descripción del origen del Universo y su destino, y en el de la construcción de
una teoría unificada de las cuatro interacciones fundamentales.

Sin embargo a pesar del extraordinario éxito obtenido por la teoría de la relatividad
general, podría ocurrir que la teoría de Einstein no sea la respuesta a problemas
tales como el descubrimiento de la actual era de expansión acelerada del universo,
por lo que es necesario investigar teorías alternativas a la teoría de Einstein.

La explicación de la actual era de expansión cósmica podría requerir de un
importante cambio en la actual descripción de la interacción gravitacional, ya sea
por la inclusión de nuevos grados de libertad gravitacionales o por la introducción
de una constante cosmológica pequeña. La inclusión de nuevos grados de libertad
gravitacionales podrían venir de teorías de gravedad masiva o bien de teorías
cuyas simetrías sean más generales que las usuales simetrías de Poincaré o (A)dS.
En esta tesis se considerará el último caso.

Los problemas teóricos y la información experimental han motivado la construcción
de las llamadas teorías tenso-escalares, las cuales proporcionan una extensión
mínima de la teoría general de la relatividad de Einstein, con un solo grado de
libertad adicional que corresponden a un campo escalar.

El problema es encontrar una clasificación general y sistematizada del conjunto
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de teorías gravitacionales actualmente existente, fue considerado en la Ref. (24),
donde los autores investigaron el espacio de las teorías tenso-escalares utilizando
el lenguaje de las formas diferenciales. Ellos encontraron una base finita y cerrada
de Lagrangianos y probaron que las estructuras antisimétricas utilizadas para
obtener, por ejemplo, la teoría de Horndeski o los Galileones generalizados, que a
primera vista podrían parecer ad hoc, surgen de forma natural de la exigencia de
que los bloques de construcción del Lagrangiano sean formas diferenciales.

En esta tesis estudiamos el procedimiento de compactificación empleado en las
Refs. (21) y (31) “a la Randall-Sundrum”, en el cual se reemplaza una métrica
tipo Randall-Sundrum (50) y (51), en un Lagrangiano en cinco-dimensiones,
con la idea de hacer consistente dicho Lagrangiano con el espacio-tiempo de
cuatro-dimensiones.

Realizamos la compactificación “a la Randall-Sundrum” del Lagrangiano Chern-
Simons en 5D invariante bajo el álgebra AdSL4 en (54). Paralelamente,
consideramos el Lagrangiano Chern-Simons en 5-dimensiones para el álgebra
de Maxwell, al cual aplicamos el procedimiento de contracción de Inönü-Wigner en
el sentido Weimar-Woods, y seguido lo compactificamos mediante el procedimiento
mencionado, para así estudiar los Lagrangianos resultantes.

Se trabajó el Lagrangiano de la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) en
5D sin constante cosmológica, y se resolvieron las correspondientes ecuaciones
de campo considerando la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
espacialmente plana.

También se estudio el Lagrangiano de EGB en 5D esta vez con la presencia
del término correspondiente a la constante cosmológica, y lo compactificamos
“a la Randall-Sundrum” a 4D. De esta forma, estudiamos los efectos de la
compactificación de 5D a 4D en el ámbito cosmológico. Asimismo realizamos este
mismo procedimiento sobre la acción de la gravedad Chern-Simons en 5D para el
álgebra AdS.

El principal objetivo de esta tesis es mostrar que la compactificación “a la Randall-
Sundrum” de gravedades Chern-Simons cinco-dimensionales conducen a acciones
para gravedades tenso-escalares cuadri-dimensionales, las cuales pertenecen a
casos particulares de las acciónes propuestas en la Ref. (24). Cabe señalar que este
mismo procedimiento de compactificación aplicado a la acción cinco-dimensional
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AdS-Chern-Simons, conduce a la acción de Einstein-Hilbert-Cartan en cuatro-
dimensiones.

La estructura que presenta esta tesis es la descrita a continuación: en el capítulo 2
se trata la célebre teoría de la relatividad general de Einstein, así como su forma
en el contexto de Cartan. Se sigue con la teoría de Lovelock la cual generaliza la
gravedad de Einstein, donde se presenta la acción de Lanczos-Lovelock. Para luego
dar cierre al capítulo con dos de las teorías de compactificación más importantes
desde que se empezaron a considerar más de cuatro dimensiones, estas son la
teoría de Kaluza-Klein y los modelos de branas de Randall y Sundrum.

El capítulo 3 se inicia con una breve descripción de la teoría de Chern-Simons,
luego se muestra la acción Chern-Simons-AdSL4 para la gravedad. La importancia
de este capítulo está en la descripción del procedimiento de compactificación
“a la Randall-Sundrum”. Además se muestran los resultados de aplicar este
procedimiento de compactificación sobre el Lagrangiano Chern-Simons en 5D

invariante bajo el álgebra AdSL4, y sobre el Lagrangiano Chern-Simons en 5D

para el álgebra de Maxwell.

En el capítulo 4 se proporciona una introducción a la aplicación de la relatividad
general en la cosmología, así como una breve descripción de la teoría de Einstein-
Gauss-Bonnet. En este capítulo se muestran los resultados de aplicar procedimiento
de compactificación “a la Randall-Sundrum” sobre la acción de la gravedad de
Einstein-Gauss-Bonnet en 5D.

En el capítulo 5 presentamos una introducción a la teoría tenso-escalar, así
como el procedimiento de compactificación “a la Randall-Sundrum” sobre el
Lagrangiano gravedad Einstein-Gauss-Bonnet en 5D y sus correspondientes
resultados relacionados con la teoría tenso-escalar.

Finalmente, en el capítulo 6 se presentan las conclusiones generales y un resumen
de los principales resultados de la investigación actual.

Adicionalmente, se incluyen ocho apéndices. En el apéndice (A) se exponen las
álgebras de Lie, en particular el álgebra de Poincaré y el álgebra de Anti-de Sitter.
El apéndice (B) proporciona las definiciones básicas del formalismo de Cartan.
El apéndice (C) contiene una breve guía de las reglas del lenguaje de formas
diferenciales. En el apéndice (D) se desarrolla el cálculo para llegar a una acción de
Einstein en 4D con término cosmológico generalizado. En el apéndice (E) se habla
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de algunos conceptos importantes en cosmología como el principio cosmológico.
En el apéndice (F) se explica rápidamente el método de contracción Inönü-Wigner.
En el apéndice (G) se trata de manera concisa la acción de Lovelock en 5D.
Finalmente el apéndice (H) presenta de forma breve resultados interesantes en lo
que a teorías tenso-escalares se refiere.
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Capítulo 2

Gravedad y métodos de reducción

dimensional

Los marcos de referencia son construcciones humanas por lo que las verdaderas
leyes de la física deben ser independientes de los marcos de coordenadas.

A. Einstein.

2.1. Teoría de la relatividad general

2.1.1. Introducción

Como es conocido la teoría de Newton no es relativista, es decir es una teoría de
campo estática en la que el campo no se propaga. Por consiguiente, el problema
que se tenía era cómo formular una teoría de campo de la gravitación con una
influencia física que se propague a velocidad finita. En términos más generales,
se buscaba disponer de una nueva teoría de la gravedad en la que el espacio y el
tiempo se trataran en pie de igualdad (9).

Einstein recordó el resultado experimental fundamental de que la masa gravitatoria
y la masa inercial son iguales. Esto significa que la gravedad y el movimiento
acelerado son indistinguibles. Una vez incluida la gravedad en este marco, todos
los marcos de referencia, ya sea en movimiento constante o acelerado, están ahora
en pie de igualdad.

Al considerar los diversos vínculos entre la gravedad y el movimiento acelerado,
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Einstein llegó a la idea de que la gravedad puede hacer que el tejido del espacio-
tiempo se deforme. En otras palabras, la forma del espacio responde a la materia
del entorno.

Por lo tanto, si uno conoce las leyes de la física en un marco de referencia inercial
que tiene un campo gravitatorio, y realiza una transformación a un marco que
acelera respecto al primero, entonces el efecto de la aceleración debe ser el mismo
que el debido a la gravedad en el primero. Esto es conocido como el principio de
equivalencia.

A partir del principio de equivalencia, Einstein infirió que la representación
matemática adecuada del campo gravitatorio es un espacio-tiempo curvo. En
concreto, la relatividad general es una teoría de campo de la gravedad con el
espacio-tiempo curvado. Luego, dado que el movimiento de una partícula de
prueba en un espacio curvo sigue “la trayectoría más corta y recta posible”, en
consecuencia se tiene que la ecuación de movimiento de la relatividad general es
la ecuación geodésica.

Para terminar esta sección, es de mencionar que el Universo consiste de una gran
colección de materia y campo, lo que significa que se debe tratar con fuertes
efectos gravitatorios. De modo que el estudio de la estructura y evolución del
universo se debe realizar bajo el marco de la relatividad general.

2.1.2. Acción Einstein-Hilbert

En esta sección vamos a derivar las ecuaciones de Einstein, a partir de un punto
de vista moderno. En otras palabras, partiremos de un principio de acción. La
acción debe ser la integral sobre el espacio-tiempo de una densidad Lagrangiana,
esto es (5)

S =

∫
Σ4

d4xLEH (2.1.1)

La densidad Lagrangiana es una densidad tensorial que puede ser escrita como
√
−g veces un escalar. Por lo que nos preguntamos ¿Qué escalares pueden ser

construidos empleando la métrica? El único escalar independiente construido a
partir de la métrica, que no tiene derivadas mayores que de segundo orden, es el
escalar de Ricci, por lo tanto la densidad Lagrangiana más simple posible es
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LEH =
√
−gR (2.1.2)

⇒ SEH =

∫
Σ4

d4x
√
−gR (2.1.3)

Las ecuaciones de movimiento emergen de variar la acción con respecto a la
métrica. De hecho considerando las variaciones con respecto a la métrica inversa
gµν , que es ligeramente más fácil de trabajar pero da un conjunto de ecuaciones
equivalente, nos queda

δS =

∫
Σ4

d4x
[√

−ggµνδRµν +
√
−gRµνδg

µν +Rδ
√
−g
]

(2.1.4)

La variación del tensor de Ricci δRµν nos conduce al siguiente resultado

∫
Σ4

d4x
√
−ggµνδRµν =

∫
dnx

√
−g∇σ

[
gµσ
(
δΓλ

λµ

)
− gµν

(
δΓσ

µν

)]
(2.1.5)

Este resultado implica que tenemos la integral con respecto al elemento de volumen
natural de la divergencia covariante de un vector, por el teorema de Stokes, sabemos
que esto es igual a una contribución de frontera en el infinito, la cual podemos
fijar a cero haciendo que la variación se anule en el infinito. Por lo tanto, este
término no contribuye en nada la variación total.

Luego, la variación de la raíz del determinante de la métrica, es decir δ
√
−g da lo

siguiente

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδg

µν (2.1.6)

Así encontramos que la variación de la acción respecto a la métrica es de la forma

δS =

∫
Σ4

d4x
√
−g

[
Rµν −

1

2
gµνR

]
δgµν (2.1.7)

Esta última ecuación debería anularse para variaciones arbitrarias, lo que nos
conduce a las ecuaciones de Einstein en el vacío
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Rµν −
1

2
gµνR = 0 (2.1.8)

Sin embargo, lo que realmente se quiere es obtener las ecuaciones de campo sin
vacío. Por lo que necesitamos considerar una acción de la forma

S =
1

8πG
SEH + SM (2.1.9)

donde SM es la acción para la materia, y además se ha normalizado la acción
gravitatoria de forma prudente. Siguiendo el mismo procedimiento realizado con
anterioridad tenemos

1√
−g

δS

δgµν
=

1

8πG

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+

1√
−g

δSM

δgµν
= 0 (2.1.10)

y recuperamos las ecuaciones de Einstein al establecer

Tµν = − 1√
−g

δSM

δgµν
(2.1.11)

este último corresponde al tensor de energía-momento, el cual es simétrico.
Finalmente la ecuación de Einstein en presencia de materia viene dada como sigue

Gµν = κTµν , con κ = 8πG (2.1.12)

2.1.3. Acción Einstein-Hilbert en el formalismo de Cartan

La acción Einstein-Hilbert en 4-dimensiones puede ser escrita en forma tensorial
como en (2.1.3), pero también puede ser escrita en el formalismo de Cartan, es
decir en términos del vierbein ea y de la conexión de espín ωab, los cuales se
describieron en (B), de modo que tenemos

SEH =

∫
Σ4

ϵabcdR
abeced (2.1.13)

donde Rab = dωab+ωa
cω

cb, la cual corresponde a la 2-forma curvatura de Riemann.
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A continuación se muestra cómo calcular la forma tensorial de la acción Einstein-
Hilbert a partir de (2.1.13),

ϵabcdR
abeced = ϵabcdR

ab
efe

eefeced

= 4
√
−gRd4x (2.1.14)

donde se han empleado las siguientes identidades

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµn = ϵµ1···µndnx (2.1.15)

(det(e)) ϵµ1···µn = eµ1

i1
· · · eµn

in
ϵi1···in (2.1.16)

δ
i1···ipip+1···ßq
j1···jpip+1···iq =

(n− p)!

(n− q)!
δ
i1···ip
j1···jp (2.1.17)

δ
i1···ip
j1···jpB

j1···jp = p!Bi1···ip (2.1.18)

A continuación calculamos las ecuaciones de movimiento, para ello realizamos la
variación de la acción dada en (2.1.13) respecto del vierbein, es decir δea, y de la
conexión de espín δωab, obteniendo

δeSEH =

∫
Σ4

2ϵabdcR
abec

(
δed
)

(2.1.19)

δωSEH =

∫
Σ4

ϵabcdδR
abeced

=

∫
Σ4

2ϵabcdδω
abT ced (2.1.20)

De modo que
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δeSEH = ϵabcdR
abec = 0 (2.1.21)

δωSEH = ϵabcdT
ced = 0 (2.1.22)

La ecuación ϵabcdR
abec = 0 junto con (2.1.22) es equivalente a la ecuación de

Einstein en el vacío, es decir Gµν = 0.

Por otro lado, la acción Einstein-Hilbert de 4-dimensiones dada en (2.1.13) es, por
construcción, invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo
transformaciones locales de Lorentz. Sin embargo, esta acción no es invariante
bajo traslaciones locales de Poincaré. En efecto

δtlpS =

∫
d
(
ϵabcdδω

abeced
)
+ 2

∫
ϵabcdδω

abT ced + 2

∫
ϵabcdR

abecδed (2.1.23)

Puesto que bajo traslaciones locales de Poincaré

δea = Dρa (2.1.24)

δωab = 0 (2.1.25)

y bajo rotaciones locales de Lorentz

δea = κa
ce

c (2.1.26)

δωab = Dκab (2.1.27)

De modo que la variación de la acción bajo traslaciones locales de Poincaré conduce
a

δS = −2

∫
d
(
ϵabcdR

abecρd
)
+ 2

∫
ϵabcdR

abT cρd (2.1.28)
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es decir salvo términos de superficies tenemos que δS = 2
∫
ϵabcdR

abT cρ ̸= 0 para
ρd arbitrario. Así tenemos que la acción de Einstein-Hilbert es (cuasi)-invariante
si y solo si exigimos la anulación de la torsión, es decir T a = 0.

2.2. Teoría de Lovelock de la gravedad

2.2.1. Introducción

Previamente, se describió la teoría general de la relatividad de Einstein, en la cual
las interacciones gravitacionales son descritas sobre una variedad espacio-tiempo,
mediante un tensor métrico simétrico g dotado de una conexión métrica libre de
torsión (por definición la conexión de Levi-Civita) que obedece a las ecuaciones
de campo de Einstein (8) dadas en (2.1.8) y en (2.1.12), en el vacío y en presencia
de materia, respectivamente.

La suposición de que la geometría del espacio-tiempo es descrita por la acción
de Einstein-Hilbert (2.1.3), con o sin constante cosmológica, es la elección más
razonable en tres y cuatro dimensiones, no obstante esto no es necesariamente así
para dimensiones superiores, es decir D > 4 (57) y (53).

En la actualidad, la relatividad general es una teoría exitosa que ha sido probada
en el sistema solar y por datos de púlsares binarios, en el régimen de gravedad
débil y fuerte, respectivamente. Sin embargo, experimentos cosmológicos recientes,
y datos astrofísicos, como las curvas de rotación galáctica, entre otros, podrían
cuestionar la validez de la relatividad general incluso a escalas clásicas a distancias
suficientemente grandes (8). Se espera que la teoría de Einstein se quiebre a muy
altas energías cercanas a la escala de Planck, donde los términos de curvatura de
mayor orden ya no son despreciables.

Entonces, nos preguntamos ¿cómo modificamos la relatividad general de manera
consistente? Uno puede considerar tres tipos básicos de modificación. En primer
lugar podemos incluir campos o grados de libertad adicionales, en segundo lugar
podemos ampliar el espacio de parámetros en el que evoluciona la teoría, y en
tercer lugar podemos generalizar las ecuaciones de campo. Cabe destacar que en
todos los casos, es muy importante fijar requisitos básicos de consistencia para
una teoría de la gravedad modificada (8).

Como se verá a continuación, la teoría de Lovelock es una teoría de la gravedad
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de orden superior, la cual generaliza la relatividad general de 4-dimensiones a
dimensiones más altas, siendo esta una extensión única, matemáticamente sensata
y físicamente interesante de la relatividad general.

2.2.2. Acción de Lanczos-Lovelock

La idea de que una teoría más general podría ser empleada para describir la
geometría del espacio-tiempo en dimensiones mayores a cuatro, aún en ausencia
de torsión, fue considerada en primera instancia por (40) quien propuso un
Lagrangiano para D = 5, y más tarde (43) generalizó el Lagrangiano para
dimensiones arbitrarias (53).

En cuatro dimensiones la única modificación de la teoría de Einstein es agregar el
término de la constante cosmológica. Cualquier invariante de curvatura de orden
superior da un término de divergencia pura, o agrega derivadas de orden superior.

El objetivo del teorema de Lovelock era demostrar que existen teorías que contienen
invariantes de curvatura de orden superior, que sí modifican las ecuaciones de
campo de Einstein. Así, la extensión natural de la acción de Einstein-Hilbert está
dada por el siguiente teorema

Teorema La acción más general para una teoría métrica de la gravedad en
D-dimensiones, que es generalmente covariante, libre de torsión y conduce a
ecuaciones de segundo orden para la métrica puede ser escrita en la forma
(43)

SD =

∫
M

Σ
[D/2]
p=0 αpL

(p)
D (2.2.1)

donde los corchetes representan la parte entera de D/2, αp son constantes
arbitrarias, y L

(p)
D está dado como sigue

L
(p)
D = ϵa1···aDR

a1a2 · · ·Ra2p−1a2pea2p+1 · · · eaD (2.2.2)

La acción dada en (2.2.1) es conocida como la acción de Lovelock. Es interesante
resaltar, que una clara derivación del teorema de Lovelock empleando formas
diferenciales fue realizada por (62).
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Entonces, de acuerdo con el teorema de Lovelock, dada una teoría métrica, las
densidades Lagrangianas L

(p)
D son las únicas densidades formadas por (M,∇, g),

que permiten la conservación de la energía y ecuaciones de campo de segundo
orden.

En estas densidades Lagrangianas si la dimensión es par para un p = D/2, tenemos
que la densidad de Lovelock se reduce a la densidad de Euler generalizada para
una variedad M compacta de dimensión par. Esta es una cantidad geométrica
cuya integral sobre M es un invariante topológico,

χ [M ] =
1

(4π)D/2 (D/2)!

∫
M

LD/2 (2.2.3)

Esta última ecuación muestra una relación entre una cantidad geométrica que
involucra curvatura con la topología de la variedad M . Por ejemplo, para D = 2

la acción (2.2.1) se reduce a una combinación lineal de la característica de Euler
bidimensional, χ2, y el volumen del espacio-tiempo (área),

S2 =

∫
M

ϵab
(
α1R

ab + α0e
aeb
)

(2.2.4)

=

∫
M

√
−g (α1R + 2α0)

= α1 · χ2 + 2α0 · V2

Mientras que, para D = 3 la acción se reduce a la acción de Einstein-Hilbert con
un término de volumen, cuyo coeficiente es la constante cosmológica. Para D = 4

la acción tiene en adición el invariante de Euler de cuatro dimensiones χ4,

S4 =

∫
M

ϵabcd
(
α2R

abRcd + α1R
abeced + α0e

aebeced
)

(2.2.5)

= −
∫
M

√
−g
[
α2

(
RαβγδRαβγδ − 4RαβRαβ +R2

)
+ 2α1R + 24α0

]
d4x

= −α2 · χ4 − 2α1

∫
M

√
−gRd4x− 24α0 · V4

Vemos que la característica especial de la teoría de Lovelock es que sus densidades



14 2.3. Teoría de Kaluza-Klein

Lagrangianas son continuaciones dimensionales de la densidad de Euler. En
particular, para D par la potencia más alta en la curvatura es el caracter de Euler
χD. En cuatro dimensiones, el término L4 = −α2 ·χ4 puede ser identificado como la
densidad de Gauss-Bonnet, cuya integral sobre una variedad de cuatro dimensiones
compacta M4 equivale a la característica de Euler χ(M4). Este término proporciona
también la primera generalización no trivial de la gravedad de Einstein en cinco
dimensiones, donde el término cuadrático que puede ser sumado al Lagrangiano
es la 5-forma Gauss-Bonnet (61),

ϵabcdeR
abRcdee =

√
−g
(
RαβγδRαβγδ − 4RαβRαβ +R2

)
d5x (2.2.6)

Por otro lado, el teorema de Lovelock asume que la torsión es idénticamente cero,
es decir T a = dea + ωa

be
b = 0, si esta ecuación se asume como una identidad,

significa que ea y ωa
b no son campos independientes, contradiciendo la suposición

de que estos campos corresponden a dos características independientes de la
geometría en igualdad de condiciones.

2.3. Teoría de Kaluza-Klein

En los intentos de unificar relatividad general y electromagnetismo de Maxwell,
Kaluza y Klein propusieron en 1920 que el espacio-tiempo podría ser de
dimensiones más altas. Y que mientras el espacio-tiempo parezca efectivamente de
4-dimensiones, a todas las escalas donde los experimentos de hoy en día pueden
probarlo, las dimensiones extras no serían directamente observables. Este esquema
se suele denominar teoría de Kaluza-Klein. Ellos argumentaron que la invariancia
de coordenadas generales de cinco dimensiones daría lugar tanto a la invariancia
de coordenadas generales de 4-dimensiones como a una invariancia gauge U(1),
unificando así el electromagnetismo y la gravedad (22).

Consideremos la acción Einstein-Hilbert de cinco dimensiones (18),

S [ĝ] =
1

2πκ2

∫
Y

d5z
√

−det (ĝ)R (ĝ) (2.3.1)

La acción es para una métrica ĝ sobre un espacio de cinco dimensiones, y R (ĝ) es
la curvatura escalar de ĝ. Por último, κ es la constante de Newton. Las ecuaciones
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de movimiento clásicas para esta acción son las ecuaciones de Einstein,

RMN (ĝ) = 0 (2.3.2)

la anulación del tensor de curvatura de Ricci de ĝ.

Una solución ˆ̄g es la variedad Y = R4 × S1 donde la métrica es (18)

ˆ̄gMN (z) dzMdzN = ηµνdx
µdxν + r2dθ2; donde z = (x, θ) (2.3.3)

Aquí hemos introducido varias convenciones, primero los índices µ, ν = 0, . . . , 3, los
cuales son índices para las coordenadas xµ en el espacio-tiempo de Minkowski de
4-dimensiones. El tensor métrico ηµν es de la forma diagonal estándar (−,+,+,+).
Los índices M,N = 0, . . . , 4 los cuales identifican las coordenadas zM sobre Y .
Aquí, r es una constante que determina el radio del círculo interno.

Por otro lado, es conveniente escribir la métrica en una base ligeramente diferente:

ĝMN(z)dz
MdzN = e−ρ/3

(
eρ (dθ + κAµdx

µ)2 + gµνdx
µdxν

)
(2.3.4)

En esta descripción la métrica sobre el espacio de 5-dimensiones se ha convertido
en tres campos: un tensor métrico de 4-dimensiones gµν , una 1-forma sobre el
cuadriespacio Aµdx

µ, y un campo escalar ρ. Por supuesto, a esta altura todos
estos campos no dependen sólo de los puntos en el cuadriespacio, sino también de
la variable auxiliar θ parametrizando el círculo.

Ahora bien, vamos a considerar la expansión en serie de Fourier con respecto a la
variable θ sobre el círculo:

gµν(z) =
∞∑

n=−∞

gµν;n(x)e
inθ

Aµ(z) =
∞∑

n=−∞

Aµ;n(x)e
inθ (2.3.5)

ρ(z) =
∞∑

n=−∞

ρn(x)e
inθ
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En este punto lo que se ha hecho es reescribir la métrica de 5-dimensiones como
una colección infinita de campos cuadridimensionales. Cuando tomamos el límite
efectivo a bajas energías podemos ignorar todos los campos, excepto los finitos
(sólo mantenemos los modos cero en las expansiones de Fourier arriba), puesto
que nuestro principal interés está en los estados sin masa.

Hasta el momento el tamaño del factor del círculo en Y ha sido un parámetro
libre en la teoría. Ahora, tomaremos r ∼ 10−33cm, es decir la longitud de Planck.
A esta escala de longitud todas las excitaciones tienen alta energía, pero como
estamos interesados en la teoría efectiva a bajas energías, podemos ignorar con
seguridad todos los modos excepto los modos cero. Así, a escalas por debajo de 1/r,
nuestra teoría efectiva es puramente cuadridimensional. Tiene tres campos sobre
el cuadriespacio los cuales son independientes de la variable interna θ. Los campos
son: una métrica g0 = gµν;0(x)dx

µdxν sobre R4, una 1-forma A0 = Aµ;0(x)dx
µ

sobre el cuadriespacio y un campo escalar ρ0(x) sobre el cuadriespacio.

A continuación, introducimos estos campos en la acción de Kaluza-Klein y
escribimos la acción efectiva resultante, dada como sigue

Sefectiva [g0, A0, ρ0] = r

∫
R4

d4x
√
−g0

(
1

κ2
R(g0)−

1

4
eρ0F 0

µνF
µν
0 − 1

6κ2
(∇ρ0)

2

+

(
(∇ρ1)

2 +
1

r2
ρ21 + · · ·

))
(2.3.6)

donde F 0
µνdx

µdxν es la curvatura de la conexión A0. Todos los términos encerrados
en el último par de paréntesis representan partículas masivas y pueden ser ignoradas
en nuestra acción efectiva a bajas energías. Así, nos quedamos con

Sefectiva [g0, A0, ρ0] = r

∫
R4

d4x
√
−g0

(
1

κ2
R(g0)−

1

4
eρ0F 0

µνF
µν
0 − 1

6κ2
(∇ρ0)

2

)
(2.3.7)

Empezamos con una teoría de la gravedad de 5-dimensiones, y para radios
suficientemente pequeños r hemos encontrado la acción efectiva a bajas energías de
4-dimensiones: una métrica, una conexión que está relacionada al campo vectorial
de Killing sobre la variedad tangente de 5-dimensiones a las direcciones del círculo,
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y un campo escalar ρ que está relacionado al parámetro libre r en la teoría de
5-dimensiones.

2.4. Modelos de Randall-Sundrum

Randall y Sundrum propusieron en 1999 un nuevo mecanismo de altas dimensiones
con el objetivo de resolver el problema de jerarquía. Básicamente, construyen dos
modelos de universos estáticos en 5-dimensiones en los cuales se tienen branas
paralelas separadas por un bulk de Anti-de Sitter (AdS).

Al proponer un espacio-tiempo que no llena las cinco-dimensiones, se hace necesario
imponer condiciones de frontera, lo cual se logra al considerar la quinta coordenada
ϕ como periódica. En el primer modelo se tiene una brana visible en ϕ = 0 y una
brana oculta1 en ϕ = π. Además, la superficie (xµ, ϕ) se identifica con la superficie
(xµ,−ϕ). A esto se le conoce como simetría Z2. El rango ϕ está entre −π y π, aún
así la métrica está completamente determinada por los valores de 0 ≤ ϕ ≤ π.

Adicionalmente se asume que las branas tienen tensiones iguales y opuestas
interpretadas como la energía del vacío por los habitantes de la brana. Ambas
branas se acoplan únicamente a las componentes cuadridimensionales de la métrica
del bulk como sigue,

gvisibleµν (xµ) ≡ Gµν(x
µ, ϕ = π), gocultaµν (xµ) ≡ Gµν(x

µ, ϕ = 0) (2.4.1)

donde GMN es la métrica de cinco dimensiones con M,N = µ, ϕ.

La acción clásica que describe la configuración de arriba está dada por,

S = Sgravedad + Svisible + Soculta (2.4.2)

Sgravedad =

∫
d4x

∫ π

−π

dϕ
√
−G

(
−Λ + 2M3R

)
(2.4.3)

Svisible =

∫
d4x

√
−gvisible (Lvisible − Vvisible) (2.4.4)

Soculta =

∫
d4x

√
−goculta (Loculta − Voculta) (2.4.5)

1La brana oculta no es visible para los observadores que viven en el mundo de 4-dimensiones.
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donde Sgravedad es la acción en el bulk, es decir en el espacio de cinco dimensiones,
R es el escalar de Ricci en cinco dimensiones, Λ es la constante cosmológica en
el bulk, M es la escala de Planck fundamental de cinco dimensiones (Masa de
Planck 5D), Svisible representa la acción sobre la brana visible, mientras que Soculta

representa la acción sobre la brana oculta, Lvisible y Loculta son los Lagrangianos
de cada 3-brana los cuales están separados por una energía del vacío constante
dadas por Vvisible y Voculta, las cuales actúan como una fuente gravitacional incluso
en la ausencia de partículas excitadas.

A partir de las condiciones establecidas, podemos resolver que la ecuación de
campo de Einstein en cinco dimensiones para la acción dada arriba es

√
−G

(
RMN − 1

2
GMNR

)
= − 1

4M3

[
Λ
√
−GGMN

+Vvisible

√
−gvisibleg

visible
µν δµMδνNδ(ϕ− π)

+Voculta

√
−gocultag

oculta
µν δµMδνNδ(ϕ)

]
(2.4.6)

Luego, se asume que existe una solución que respeta la invariancia de Poincaré de
cuatro dimensiones en un espacio-tiempo ordinario, es decir en las direcciones xµ.
Una métrica de 5-dimensiones que satisface este ansatz toma la siguiente forma,

ds2 = e−2σ(ϕ)ηµνdx
µdxν + r2cdϕ

2, con µ, ν = 0, . . . , 3 (2.4.7)

El coeficiente rc es una constante de proporcionalidad independiente de ϕ, mejor
conocida como el radio de compactificación del círculo de la dimensión extra.
Además, rc es independiente de x debido a la invariancia de Poincaré de cuatro
dimensiones. Por otra parte, σ(ϕ) es una función que solo depende de la coordenada
de la dimensión extra.

A continuación sustituyendo la solución propuesta (2.4.7) en la ecuación de campo
encontrada (2.4.6) se llega al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
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6σ′2

r2c
=

−Λ

4M3
(2.4.8)

3σ′′

r2c
=

Voculta

4M3rc
δ(ϕ) +

Vvisible

4M3rc
δ(ϕ− π) (2.4.9)

A partir de la ecuación dada en (2.4.9) se tiene que la solución consistente con la
simetría ϕ → −ϕ es

σ = rc | ϕ |
√

−Λ

24M3
(2.4.10)

En esta ecuación se ha omitido la constante de integración puesto que equivale
a un reescalamiento de las coordenadas xµ. Claramente, esta solución solo tiene
sentido si Λ < 0. Se resalta el hecho que el espacio-tiempo entre las dos 3-branas
es una porción de una geometría AdS5. Por otro lado, se puede encontrar una
solución para la ecuación (2.4.9) si Vvisible, Voculta y Λ están en términos de una
única escala k, es decir

Voculta = −Vvisible = 24M3k

(2.4.11)

Λ = −24M3k2

Estas relaciones entre los términos cosmológicos de frontera y del bulk son
necesarias para obtener una solución que respete la invariancia de Poincaré de
cuatro dimensiones. Por otro lado, asumimos que k < M de modo que la curvatura
del bulk es pequeña comparada con la escala de Planck de altas dimensiones. Así
la solución final para la métrica del bulk es,

ds2 = e−2krc|ϕ|ηµνdx
µdxν + r2cdϕ

2 (2.4.12)

La cualidad más importante del modelo RS-I es que este proporciona un enfoque
ingenioso al problema de jerarquía. En el escenario RS-I la escala de Planck
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fundamental es igual a la escala electrodébil fundamental. Sin embargo, las escalas
se separaran cuando consideramos las interacciones efectivas sobre la brana.

En estos modelos de brana, aunque a la gravedad se le permite propagarse en
el bulk, los campos del modelo estándar están confinados a la brana. Por lo
tanto, el electromagnetismo, y las fuerzas fuerte y débil son campos que solo
viven en la brana. Las interacciones que involucran estos campos no pueden notar
directamente la dimensión extra y por lo tanto permanecerán enteramente casi
sin modificación. Solo la gravedad es modificada en estos escenarios.

También es necesario resaltar que el modelo RS-I es inestable. En este modelo
la materia en el bulk fuera de una brana con densidad de energía negativa caerá
hacia la brana y hará que su energía sea positiva. Por lo que, Randall y Sundrum
construyeron un segundo modelo (RS-II) de universo de brana que no sufre de tal
inestabilidad. Sin embargo, el segundo modelo no proporciona una resolución al
problema de jerarquía, aunque da una explicación para la debilidad de la gravedad
en nuestro mundo.

En el segundo modelo RS-II hay solo una brana en un bulk de Anti-de Sitter
de extensión infinita. La brana tiene densidad de energía del vacío positiva que
es nuevamente ajustada con la constante cosmológica del bulk para asegurar la
invariancia de Poincaré sobre la brana. El factor warp es similar al del modelo
RS-I, pero ahora hay simetría global alrededor de la posición de la brana.

La compactificación estándar de Kaluza-Klein asegura que la gravedad se vea
como de cuatro dimensiones al establecer que las dimensiones extras deberían
ser pequeñas. En el modelo RS-II la dimensión extra es infinita, y a la gravedad
se le permite propagarse en la dimensión extra por lo que esperaríamos que se
vea de cinco dimensiones incluso para un observador en la brana. Sin embargo, el
factor warp exponencial causa que la interacción gravitacional se amortigüe en la
dirección que se aleja de la brana. Lo que causa el efecto de que la gravedad se
vea como de cuatro dimensiones para un observador del mundo brana.

Esta sección fue desarrollada extrayendo la información de (50), (51) y (33),
adicionalmente se recomienda leer (47).
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Capítulo 3

Gravedad de Einstein

AdSL4-extendida

3.1. Teoría de Chern-Simons de la gravedad

3.1.1. Introducción

Como bien se sabe la ecuación de Yang-Mills depende de la métrica del espacio-
tiempo. Esta métrica es lo que los físicos llaman una estructura de fondo fijo,
puesto que juega un rol crucial, pero en lugar de ser una solución de algunas
ecuaciones, simplemente se postula que tiene una forma particular, tal como la
métrica de Minkowski en R4 (2).

La teoría de la relatividad general pone fin al pensamiento de la métrica como una
estructura fija, al decir que se permite cualquier métrica siempre que satisfaga la
ecuación de Einstein. No obstante, nos interesa escribir una acción de la gravedad
que no involucre la métrica en absoluto. De esta idea surge la teoría de Chern-
Simons, la cual está construida del tal manera que es independiente de las bases.

3.1.2. Forma Chern-Simons

En primer lugar, vamos a definir qué es un polinomio invariante. Sea α una matriz
n×n y P(α) un polinomio en las componentes de α, tenemos que P(α) es llamado
un polinomio invariante si (23)
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P(α) = P
(
g−1αg

)
, ∀g ∈ GL(n) (3.1.1)

Ahora bien, la clase de Chern es obtenida al sustituir la 2-forma curvatura F en
el polinomio invariante det (I + α). Por lo que, se define la clase de Chern total
como (48)

c(F ) = det

(
I +

i

2π
F

)
= 1 + c1(F ) + c2(F ) + · · · (3.1.2)

Por el teorema de Chern-Weil, sabemos que para un polinomio invariante en
términos de una 2-forma, esto es P2i(F ), la cual es una 2i-forma, se satisface

P2i(F ) es una forma cerrada, es decir dP2i(F ) = 0.

Sean F y F ′ 2-formas curvatura correspondientes a diferentes conexiones A

y A′. Entonces la diferencia P(F ′)− P(F ) es exacta.

Por el lema de Poincaré es posible escribir una forma cerrada P2i(F ), como una
forma exacta tal que P2i(F ) = dC2i−1, donde C2i−1 es denominada la forma de
Chern-Simons.

Luego, la derivada exterior de la 3-forma Chern-Simons no es más que la segunda
forma de Chern, es decir c2 = P4(F ) = tr (F ∧ F ) = dC3. La 3-forma Chern-
Simons puede ser cálculada de forma explicita, puesto que al cambiar la conexión
A se cambia la forma de Chern por una forma exacta. Así tenemos que, sea
As = sA y sea Fs = sdA+ s2A ∧ A la curvatura de As, obtenemos (2)

P4(F ) = tr (F ∧ F ) = dtr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
(3.1.3)

A partir de este resultado se define la acción de Chern-Simons para una teoría de
campos de tres dimensiones como sigue

SChS(A) =

∫
Σ

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
(3.1.4)

Lo especial de la teoría de Chern-Simons es que la acción de Chern-Simons es
invariante bajo todos los difeomorfismos de Σ que conservan la orientación, y
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también es casi invariante de gauge, es decir es invariante bajo transformaciones
de gauge que están conectadas a la identidad.

Por último, la teoría de Chern-Simons puede ser extendida a todas las dimensiones
impares 2n− 1. Así tenemos de (6) y (7) que la acción de Chern-Simons general
para todas las dimensiones impares es

S2n−1 = k

∫
Σ2n−1

ϵa1···a2n−1

n−1∑
l=0

λl

2l + 1

(
l

n− 1

)
× [Ra1a2 ∧ · · ·

∧Ra2n−2l+3,a2n−2l−2 ∧ ea2n−2l−1 ∧ · · · ∧ ea2n−1 ] (3.1.5)

3.2. Acción Chern-Simons-AdSL4 para la gravedad

Para escribir un Lagrangiano Chern-Simons para el álgebra AdSL4, es necesario
considerar los generadores que conforman dicha álgebra, estos vienen dados por
Pa, Jab, Zab, los cuales siguen el álgebra de los conmutadores dados en el apéndice
(A3.2), el caso en los que Zab conmuta consigo mismos y con los Pa conduce al
álgebra de Maxwell.

Al evaluar la 1-forma conexión de gauge A en el álgebra AdSL4, con los generadores
TA = (Pa, Jab, Zab) y los campos AA =

(
ea,

1
2
ωab,

1
2
kab
)
, tenemos que la conexión

va como sigue

A = AATA =
1

l
eaPa +

1

2
ωabJab +

1

2
kabZab (3.2.1)

donde a, b = 0, 1, 2, 3, 4 son índices del espacio tangente que suben y bajan con la
métrica de Minkowski ηab, y donde

ea = eaµdx
µ, ωab = ωab

µdx
µ, kab = kab

µdx
µ (3.2.2)

son eaµ el vierbein, ωab
µ la conexión de espín y kab

µ los nuevos campos de gauge
no-Abelianos.

Es preciso señalar que a lo largo del cálculo se empleará el formalismo de Cartan
dado en el apéndice (B) y las correspondientes reglas del lenguaje de formas
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diferenciales dadas en el apéndice (C).

Continuando con el cálculo, sabemos que del producto de dos derivadas covariantes
exteriores se obtiene la 2-forma curvatura genérica de los campos asociados, es decir
F = dA+A∧A = dA+ 1

2
[A,A] ≡ FATA. Luego, denotando FA =

(
T a, Rab, F ab

)
,

nos conduce a la correspondiente 2-forma curvatura asociada a la conexión A

(3.2.1)

F =
1

l
T aPa +

1

2
RabJab +

1

2
F abZab (3.2.3)

con

T a = T a + ka
ce

c

Rab = dωab + ωa
cω

cb (3.2.4)

F ab = Dkab + k[a
ck

c| b] +
1

l2
eaeb

En este punto, podría ser interesante recordar que:

1. claramente ℓ podría ser eliminado al absorberlo en la definición del vielbein
pero luego la métrica espacio-tiempo gµν ya no estaría relacionado con el ea

a través de la relación gµν = ηabe
a
µ e b

ν ;

2. la interpretación del parámetro ℓ como un parámetro relacionado al radio
de la curvatura del espacio-tiempo AdS se hereda para el espacio-tiempo
cuyas simetrías son descritas por el álgebra de Maxwell.

Por otra parte, también podría ser interesante observar que Jab aún son generadores
de Lorentz, pero Pa ya no son boosts AdS (el álgebra de AdS puede ser consultada
en el apéndice (A3)). De hecho, [Pa, Pb] = Zab. Sin embargo ea aún transforma
como un vector bajo transformaciones de Lorentz, como debe ser, para recobrar
la gravedad en este esquema.

En la teoría de Chern-Simons en (3.1) se mostró la acción de Chern-Simons para
3-dimensiones dada como (3.1.4), y mostramos la forma general para dimensiones
impares dada en (6), así tenemos que un Lagrangiano de Chern-Simons en 5-
dimensiones se define como la siguiente función local de una conexión gauge A
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1-forma

L(5D)
ChS (A) =

〈
AF 2 − 1

2
A3F +

1

10
A5

〉
(3.2.5)

donde ⟨· · · ⟩ denota un tensor invariante para la correspondiente álgebra de Lie,
y F = dA + A ∧ A es la correspondiente curvatura 2-forma, como ya se había
mencionado.

Luego, tomando en cuenta los teoremas para obtener tensores invariantes para
álgebras S-expandidas, los cuales pueden ser consultados en (38), es posible
mostrar que las únicas componentes no nulas de un tensor invariante para el
álgebra de AdSL4 están dadas por

⟨JabJcdPe⟩ =
4

3
α1ℓ

3ϵabcde

⟨ZabZcdPe⟩ =
4

3
α1ℓ

3ϵabcde (3.2.6)

⟨JabZcdPe⟩ =
4

3
α1ℓ

3ϵabcde

donde α1 es una constante arbitraria de dimensiones [longitud]−3.

Utilizando el procedimiento de S-expansión dual en (14) (15) , encontramos que el
Lagrangiano Chern-Simons de cinco dimensiones invariante bajo el álgebra AdSL4

tiene la siguiente forma (54),

L
(AdSL4)
ChS−5 = α1ϵabcde

{
l2RabRcdee + l2

(
Dkab

) (
Dkcd

)
ee + l2ka

fk
fbkc

gk
gdee+

1

5l2
eaebecedee + 2l2Rabkc

fk
fdee +

2

3

(
Dkab

)
ecedee + 2l2Rab

(
Dkcd

)
ee +

2l2
(
Dkab

)
kc

fk
fdee +

2

3
Rabecedee +

2

3
ka

fk
fbecedee

}
(3.2.7)

3.3. Reducción dimensional a la Randall-Sundrum

En la sección previa se consiguió que el Lagrangiano Chern-Simons de cinco
dimensiones invariante bajo el álgebra AdSL4 está dado por la ecuación (3.2.7).
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Nuestro propósito en esta sección es presentar una metodología a través de la cual
dicha acción de la gravedad, es decir (3.2.7), sea consistente con el espacio-tiempo
de cuatro dimensiones. Esto se pretende lograr realizando el reemplazo de una
métrica tipo Randall-Sundrum en todos los términos del Lagrangiano, como se
verá abajo.

Anteriormente se describieron los trabajos de Randall y Sundrum (50) y (51),
en dichos trabajos como bien se explicó en la sección (2.4) se plantearon como
métrica del espacio-tiempo

ds2 = e−2krc|ϕ|ηµνdx
µdxν + r2cdϕ

2 (3.3.1)

Básicamente (3.3.1) es una métrica de cuatro dimensiones multiplicada por un
“factor warp” el cual es una función de una dimensión adicional que cambia
rápidamente, donde k es un factor de escala del orden de la escala de Planck,
xµ son las coordenadas para las conocidas cuatro dimensiones, mientras que
0 ≤ ϕ ≤ 2π es la coordenada de una dimensión extra, el cual es un intervalo finito
cuyo tamaño es establecido por rc, conocido como “radio de compactificación”.

Para encontrar una acción y sus correspondientes ecuaciones de campo para
una brana de cuatro dimensiones Σ4 embebida en un espacio-tiempo de cinco
dimensiones Σ5 para la gravedad de Einstein-Chern-Simons, consideraremos la
siguiente métrica tipo Randall-Sundrum,

ds2 = e2f(ϕ)g̃µν(x̃)dx̃
µdx̃ν + r2cdϕ

2

= e2f(ϕ)η̃mnẽ
mẽn + r2cdϕ

2 (3.3.2)

donde e2f(ϕ) “el factor warp”, f(ϕ) es un función arbitraria y continuamente
diferenciable, y rc es “el radio de compactificación” de la dimensión extra, que
está asociada a la coordenada 0 ≤ ϕ ≤ 2π. El símbolo ∼ denota las cantidades de
cuatro dimensiones relacionadas al espacio-tiempo Σ4. La notación a emplear será
la siguiente
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xα = (x̃µ, ϕ) ; α, β = 0, . . . , 4; a, b = 0, . . . , 4;

µ, ν = 0, . . . , 3; m,n = 0, . . . , 3; (3.3.3)

ηab = diag (−1, 1, 1, 1, 1) ; η̃mn = diag (−1, 1, 1, 1)

Esto nos permite escribir

em(ϕ, x̃) = ef(ϕ)ẽm(x̃) = ef(ϕ)ẽmµ(x̃)dx̃
µ

e4(ϕ) = rcdϕ (3.3.4)

y

kmn(ϕ, x̃) = k̃mn(x̃)

km4 = k4m = 0 (3.3.5)

donde, siguiendo a Randall y Sundrum en (50) y (51) los campos de materia son
nulos en la quinta dimensión.

De la condición de torsión nula

T a = dea + ωa
be

b = 0 (3.3.6)

obtenemos

ωa
bα = −eβb

(
∂αe

a
β − Γγ

αβe
a
γ

)
(3.3.7)

donde Γγ
αβ es el símbolo de Christoffel.

A partir de las ecuaciones en (3.3.4) y (3.3.6), encontramos

ωm
4 =

eff ′

rc
ẽm, con f ′ =

∂f

∂ϕ
(3.3.8)
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Asimismo, consideramos la condición de torsión nula para las típicas cuatro
dimensiones,

T̃m = d̃ẽm + ω̃m
nẽ

n = 0 (3.3.9)

donde ω̃m
n = ωm

n y d̃ = dx̃µ ∂
∂x̃µ .

Luego, a partir de las ecuaciones (3.3.4), (3.3.8), (3.3.9) y la segunda ecuación de
estructura de Cartan, es decir

Rab = dωab + ωa
cω

cb (3.3.10)

obtenemos

Rmn = R̃mn −
(
eff ′

rc

)2

ẽmen

(3.3.11)

Rm4 =
ef

rc

(
f ′2 + f ′′) dϕẽm

donde la 2-forma curvatura de cuatro dimensiones está dada por

R̃mn = d̃ω̃mn + ω̃m
pω̃

pn (3.3.12)

A partir de la ecuación (3.2.7) podemos ver que el Lagrangiano contiene diez
términos que denotaremos como L1, L2, . . . , L10, donde L1 corresponde al término
Gauss-Bonnet, L4 corresponde al término cosmológico, y L9 corresponde al término
Einstein-Hilbert, todos ellos en 5-dimensiones, evidentemente. A continuación
reemplazamos las ecuaciones (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.11) en (3.2.7), y empleando
ϵ̃mnpq = ϵmnpq4, obtenemos

L1 = α1l
2ϵabcdeR

abRcdee (3.3.13)
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L1 = α1l
2ϵ4mnpqR

4mRnpeq + α1l
2ϵm4npqR

m4Rnpeq + α1l
2ϵmn4pqR

mnR4peq+

α1l
2ϵmnp4qR

mnRp4eq + α1l
2ϵmnpq4R

mnRpqe4

L1 = α1l
2ϵ̃mnpq

[
R̃mn −

(
f ′ef(ϕ)

rc

)2

ẽmẽn

][
R̃pq −

(
f ′ef(ϕ)

rc

)2

ẽpẽq

]
e4−

4α1l
2ϵ̃mnpq

[
R̃mn −

(
f ′ef(ϕ)

rc

)2

ẽmẽn

][(
f ′′ + f ′2) ef(ϕ)

r2c
e4ẽp

]
eq

L1 = α1l
2rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mnR̃pq −
(
2e2f(ϕ)

r2c

)(
3f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq+(
e4f(ϕ)

r4c
f ′2
)(

5f ′2 + 4f ′′) ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq

}
(3.3.14)

Empleando esta misma idea de desarrollo en el resto de los términos encontramos

L2 = α1l
2ϵabcde

(
Dωk

ab
) (

Dωk
cd
)
ee

= α1l
2rcdϕϵ̃mnpq

(
Dωk̃

mn
)(

Dωk̃
pq
)

(3.3.15)

L3 = α1l
2ϵabcdek

a
fk

fbkc
gk

gdee

= α1l
2rcdϕϵ̃mnpqk̃

m
f k̃

fnk̃p
gk̃

gq (3.3.16)

L4 = α1
1

5l2
ϵabcdee

aebecedee

=
α1

l2
rcdϕe

4f(ϕ)ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq (3.3.17)
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L5 = 2α1l
2ϵabcdeR

abkc
fk

fdee

(3.3.18)

= 2α1l
2rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mnk̃p
f k̃

fq − e2f(ϕ)

r2c

(
2f ′′ + 3f ′2) ϵ̃mnpqk̃

m
f k̃

fnẽpẽq
}

L6 =
2

3
α1ϵabcde

(
Dωk

ab
)
ecedee

= 2α1rcdϕe
2f(ϕ)ϵ̃mnpq

(
Dωk̃

mn
)
ẽpẽq (3.3.19)

L7 = 2α1l
2ϵabcdeR

ab
(
Dωk

cd
)
ee

(3.3.20)

= 2α1l
2rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mn
(
Dωk̃

pq
)
− e2f(ϕ)

r2c

(
2f ′′ + 3f ′2) ϵ̃mnpq

(
Dωk̃

mn
)
ẽpẽq

}

L8 = 2α1l
2ϵabcde

(
Dωk

ab
)
kc

fk
fdee

= 2α1l
2rcdϕϵ̃mnpq

(
Dωk̃

mn
)
k̃p

f k̃
fq (3.3.21)

L9 =
2

3
α1ϵabcdeR

abecedee

(3.3.22)

=
2

3
α1rcdϕ

{
3e2f(ϕ)ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq − e4f(ϕ)

r2c

(
2f ′′ + 5f ′2) ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
}

L10 =
2

3
α1ϵabcdek

a
fk

fbecedee

= 2α1rcdϕe
2f(ϕ)ϵ̃mnpqk̃

m
f k̃

fnẽpẽq (3.3.23)
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Al reemplazar (3.3.14 - 3.3.23) en la ecuación (3.2.7) e integrando sobre la quinta
dimensión encontramos

S
(4D)
AdSL4

=

∫
Σ4

{
Aϵ̃mnpq

[
R̃mnẽpẽq + k̃m

f k̃
fnẽpẽq +

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

]
+

Bϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq + 2πα1l

2rcϵ̃mnpq

[(
Dk̃mn

)(
Dk̃pq

)
+ k̃m

f k̃
fnk̃p

gk̃
gq

+2R̃mnk̃p
f k̃

fq + 2R̃mn
(
Dk̃pq

)
+ 2

(
Dk̃mn

)
k̃p

f k̃
fq + R̃mnR̃pq

]}
(3.3.24)

donde tenemos que los coeficientes A y B están dados como sigue

A = 2α1rc

∫ 2π

0

e2f(ϕ)
[
1− l2

r2c

(
3f ′2 + 2f ′′)] dϕ

(3.3.25)

B = α1rc

∫ 2π

0

e4f(ϕ)
[
l2

r4c

(
5f ′2 + 4f ′′) f ′2 +

1

l2
− 2

3r2c

(
5f ′2 + 2f ′′)] dϕ

Notemos que en la ecuación (3.3.24) aparece el término

2πα1l
2rc

∫
Σ4

ϵ̃mnpqR̃
mnR̃pq

el mencionado término es conocido como el término de Gauss-Bonnet de 4-
dimensiones, del cual por cierto se habla con más detalle en (4.2.2), este término
Gauss-Bonnet no contribuye a las ecuaciones de la dinámica y puede ser eliminado
de la ecuación (3.3.24). Esto mismo aplica al siguiente término de superficie

4πα1l
2rc

∫
Σ4

ϵ̃mnpqR̃
mn
(
Dk̃pq

)
De tal manera que la acción viene dada por

S
(4D)
AdSL4

=

∫
Σ4

{
Aϵ̃mnpq

[
R̃mnẽpẽq + k̃m

f k̃
fnẽpẽq +

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

]
+
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Bϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq + 2πα1l

2rcϵ̃mnpq

[(
Dk̃mn

)(
Dk̃pq

)
+ k̃m

f k̃
fnk̃p

gk̃
gq

+2R̃mnk̃p
f k̃

fq + 2
(
Dk̃mn

)
k̃p

f k̃
fq
]}

(3.3.26)

En lo relativo a los coeficientes A y B, nos interesa integrar ambos términos
en función de la coordenada ϕ, para lograrlo es necesario definir una función
f(ϕ) y ya que, como se mencionó previamente, esta función f(ϕ) es arbitraria
y continuamente diferenciable, elegimos (siendo que esta no es la única opción)
f(ϕ) = ln (sinϕ), en consecuencia los coeficientes A y B toman las siguientes
formas

A =
2πα1 (l

2 + r2c )

rc
(3.3.27)

B =
πα1

4l2r3c

[
3r4c + 2l2r2c − l4

]
De la acción (3.3.26) podemos ver que esta incluye campos no Abelianos k̃mn

µ,
que podrían ser interpretados como campos gauge no Abelianos que conducen a
inflación, se remite al lector a las ref. (26), (30), (1), (46) y (28).

3.4. Gravedad de Einstein 4D extendida a partir

de la acción de la gravedad Maxwell-Chern-

Simons

Manteniendo en mente que el álgebra de Maxwell puede ser obtenida del álgebra
AdSL4 por medio de una contracción Inönü-Wigner generalizada (44) y (54),
resulta natural preguntarnos ¿cómo obtener el correspondiente Lagrangiano del
álgebra de Maxwell a partir del Lagrangiano del álgebra AdSL4?, tenemos que
también es posible obtener el Lagrangiano para el álgebra de Maxwell utilizando
el mismo procedimiento. Por lo que, mostraremos que al emplear la contracción
Inönü-Wigner en el sentido Weimar-Woods (58), que puede ser consultada en el
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apéndice (F), sobre el Lagrangiano (3.2.7), obtenemos el Lagrangiano del álgebra
de Maxwell. Así, empezamos por escribir el Lagrangiano (3.2.7) en términos de
los generadores como tenemos a continuación

L
(AdSL4)
ChS−5 = α1l

2RabRcdee ⟨JabJcdPe⟩+ α1l
2
(
Dkab

) (
Dkcd

)
ee ⟨ZabZcdPe⟩+

α1l
2ka

fk
fbkc

gk
gdee ⟨ZabZcdPe⟩+ α1

1

5l2
eaebecedee ⟨PaPbPcPdPe⟩+

α12l
2Rabkc

fk
fdee ⟨JabZcdPe⟩+ α1

2

3

(
Dkab

)
ecedee ⟨ZabPcPdPe⟩+

α12l
2Rab

(
Dkcd

)
ee ⟨JabZcdPe⟩+ α12ℓ

2
(
Dkab

)
kc

fk
fdee ⟨ZabZcdPe⟩+

α1
2

3
Rabecedee ⟨JabPcPdPe⟩+ α1

2

3
ka

fk
fbecedee ⟨ZabPcPdPe⟩

Seguido reescalamos los generadores y campos como se muestra abajo

Pa → ξPa

ea → ξ−1ea

(3.4.1)

Zab → ξ2Zab

kab → ξ−2kab

L
(AdSL4)
ChS−5 = α1l

2RabRcdeeξ−1 ⟨ξJabJcdPe⟩+α1l
2
(
Dkab

) (
Dkcd

)
eeξ−5

〈
ξ5ZabZcdPe

〉
+
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α1l
2ka

fk
fbkc

gk
gdeeξ−9

〈
ξ5ZabZcdPe

〉
+ α1

1

5l2
eaebecedeeξ−5

〈
ξ5PaPbPcPdPe

〉
+

α12l
2Rabkc

fk
fdeeξ−5

〈
ξ3JabZcdPe

〉
+ α1

2

3

(
Dkab

)
ecedeeξ−5

〈
ξ5ZabPcPdPe

〉
+

α12l
2Rab

(
Dkcd

)
eeξ−3

〈
ξ3JabZcdPe

〉
+ α12l

2
(
Dkab

)
kc

fk
fdeeξ−7

〈
ξ5ZabZcdPe

〉
+

α1
2

3
Rabecedeeξ−3

〈
ξ3JabPcPdPe

〉
+ α1

2

3
ka

fk
fbecedeeξ−7

〈
ξ5ZabPcPdPe

〉
Luego, hacemos ξ → ∞, y finalmente obtenemos el Lagrangiano de nuestro interés,

L
(AdSL4)
ChS−5 = α1l

2ϵabcdeR
abRcdee +

2

3
α1ϵabcdeR

abecedee

+
α1

5l2
ϵabcdee

aebecedee +
2

3
α1ϵabcde

(
Dkab

)
ecedee

+α1l
2ϵabcde

(
Dkab

) (
Dkcd

)
ee + 2α1l

2ϵabcdeR
ab
(
Dkcd

)
ee(3.4.2)

el cual corresponde al Lagrangiano Chern-Simons para el álgebra de Maxwell.

Con la finalidad de obtener una acción para una teoría de la gravedad de cuatro
dimensiones a partir de la acción Chern-Simons para el álgebra de Maxwell
seguimos el mismo procedimiento descrito en (3.3). Por consiguiente, reemplazando
(3.3.4), (3.3.5) y (3.3.11) en (3.4.2), y empleando ϵ̃mnpq = ϵmnpq4, encontramos
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L1 = α1l
2ϵabcdeR

abRcdee

= α1l
2rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mnR̃pq

−2
e2f(ϕ)

r2c

(
3f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq

+
e4f(ϕ)

r4c

(
5f ′2 + 4f ′′) f ′2ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
}

(3.4.3)

L2 =
2α1

3
ϵabcdeR

abecedee

=
2α1

3
rcdϕ

{
3e2f(ϕ)ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq

−e4f(ϕ)

r2c

(
5f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
}

(3.4.4)

L3 =
α1

5l2
ϵabcdee

aebecedee

=
α1

l2
rcdϕe

4f(ϕ)ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq (3.4.5)

L4 =
2α1

3
ϵabcde

(
Dkab

)
ecedee

= 2α1rcdϕe
2f(ϕ)ϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq (3.4.6)

L5 = α1l
2ϵabcde

(
Dkab

) (
Dkcd

)
ee

= α1l
2rcdϕϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)(
Dk̃pq

)
(3.4.7)
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L6 = 2α1l
2ϵabcdeR

ab
(
Dkcd

)
ee

= 2α1l
2rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mn
(
Dk̃pq

)
−e2f(ϕ)

r2c

(
3f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

}
(3.4.8)

Siguiendo el mismo procedimiento realizado con anterioridad, sustituimos las
ecuaciones (3.4.3 - 3.4.8) en la ecuación (3.4.2), y después de realizar algo de
trabajo algebraico tenemos que la acción nos va quedando como sigue

S =

∫
Σ4

{
Aϵ̃mnpq

[
R̃mnẽpẽq +

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

]
+Bϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq+

2πα1l
2rcϵ̃mnpq

[
R̃mnR̃pq +

(
Dk̃mn

)(
Dk̃pq

)
+ 2R̃mn

(
Dk̃pq

)]}
(3.4.9)

donde los coeficientes A y B están dados por

A = 2α1rc

∫ 2π

0

e2f(ϕ)
[
1− l2

r2c

(
3f ′2 + 2f ′′)] dϕ

(3.4.10)

B = α1rc

∫ 2π

0

e4f(ϕ)
[
l2

r4c

(
5f ′2 + 4f ′′) f ′2 +

1

l2
− 2

3r2c

(
5f ′2 + 2f ′′)] dϕ

De (3.4.10) notamos que estos coeficientes A y B son exactamente los mismos
obtenidos en (3.3.25). Por otro lado, observamos en la acción la presencia de los
términos 2πα1l

2rc
∫
Σ4

ϵ̃mnpqR̃
mnR̃pq y 4πα1l

2rc
∫
Σ4

ϵ̃mnpqR̃
mn
(
Dk̃pq

)
, los cuales

previamente se identificaron como términos que no contribuyen a las ecuaciones
de la dinámica, de modo que la acción final viene dada por

S =

∫
Σ4

{
Aϵ̃mnpq

[
R̃mnẽpẽq +

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

]
+

Bϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq + 2πα1l

2rcϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)(
Dk̃pq

)}
(3.4.11)



3.4. Gravedad de Einstein 4D extendida a partir de la acción de la gravedad
Maxwell-Chern-Simons 37

Esta acción coincide con la acción dada en la ecuación (29) de la referencia
(16) (consultar el apéndice (D)), siempre y cuando se tenga que los coeficientes
sean A = −1/2κ = λ/2κΛ, B = λ/4κ, y λ/4κΛ2 = 2πα1l

2rc. Esto significa
que la acción dada en (3.4.11) y la acción (29) dada en (16) coinciden sólo si
Λ = 1/l2, es decir si λ = −1/l2. Adicionalmente, es claro que para que la igualdad
λ/4κΛ2 = 2πα1l

2rc se cumpla es necesario que α1 = −1/8πrcκ.

Es interesante señalar que la acción (3.4.11) también puede ser obtenida a partir
de la acción dada en (3.3.26) utilizando la contracción Inönü-Wigner en el sentido
Weimar-Woods (58).



38 Capítulo 4. Cosmología en gravedad Einstein-Gauss-Bonnet en 5D y 4D

Capítulo 4

Cosmología en gravedad

Einstein-Gauss-Bonnet en 5D y 4D

4.1. Modelo Friedmann-Lemaître-Robertson-

Walker

El principio cosmológico (véase el apéndice E1) nos da una imagen del universo
como un sistema de “fluido cósmico” (9). El requisito de un Universo homogéneo
e isotrópico significa que el espacio debe de tener curvatura constante, por lo que
la métrica para un espacio-tiempo de 4-dimensiones con curvatura constante está
dada como sigue

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
(4.1.1)

donde a(t) es el factor de escala dimensional, k es la constante de curvatura, y
r es la distancia radial adimensional. Esta ecuación (4.1.1) es conocida como
la métrica Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) (5). La mencionada
métrica es solución de la ecuación de Einstein para un universo homogéneo e
isotrópico, dichas solución es conocida como las ecuaciones de Friedmann (véase
el apéndice E2), notemos que en (4.1.1) se ha considerado que la velocidad de la
luz es igual a la unidad (c = 1).

Es preciso señalar que en la ecuación de Einstein Gµν = κTµν con κ = −8πG
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para un universo homogéneo e isotrópico, el lado izquierdo de la ecuación está
determinado por la métrica FLRW con sus dos parámetros; la constante de
curvatura k y el factor de escala a(t). Sin embargo, necesitamos especificar el
tensor de energía-momentum del lado derecho de la ecuación, el cual debe ser
compatible con el principio cosmológico. La opción plausible más simple es tomar
el fluido cósmico como un fluido ideal o fluido perfecto, es decir como sigue (9)

Tµν = pgµν + (ρ+ p)uµuν (4.1.2)

donde p es la presión, ρ es la densidad de masa, y uµ es el campo de la
cuadrivelocidad del fluido.

Luego, las ecuaciones de Friedmann son solo la ecuación de Einstein con la métrica
FLRW y con el tensor de energía-momento para un fluido ideal. En consecuencia,
las ecuaciones de Friedmann toman la forma

1. Para G00 = −8πGρ
ȧ2(t) + k

a2(t)
=

8πG

3
ρ (4.1.3)

2. Para Gij = −8πGpgij

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
(3p+ ρ) (4.1.4)

Debido al principio cosmológico las ecuaciones (4.1.3) y (4.1.4) tienen una
interpretación Newtoniana simple. No obstante, deben ser entendidas en el contexto
de la relatividad general, ya que todavía involucran conceptos geométricos como
curvatura, entre otros. El punto de vista apropiado son las ecuaciones de Einstein
aplicadas a la cosmología (9).

El deseo de Einstein de un universo estático lo llevó a modificar su ecuación
de campo original para la relatividad general. Esto nos conduce a la pregunta
¿cómo es posible modificar una ecuación con argumentos teóricos sólidos y
que además sea exitosa en la descripción de los fenómenos gravitatorios? La
posibilidad es agregando una característica que sea demasiado pequeña para
ser observada a escalas subcósmicas, pero suficientemente importante en las
dimensiones verdaderamente grandes.



40 4.2. Gravedad Einstein-Gauss-Bonnet

Aún así lo que agreguemos a la ecuación de Einstein, debe ser compatible con su
estructura tensorial. Un tensor que cumple con la estructura tensorial, es decir
que sea simétrico, de rango 2 y cuya derivada covariante sea nula, es el tensor
métrico gµν . Por lo tanto, es matemáticamente coherente incluir dicho término en
el lado izquierdo de la ecuación de campo, así tenemos

Gµν − Λgµν = κTµν (4.1.5)

donde Λ es llamada la constante cosmológica. La interpretación física de este
nuevo término se puede obtener, más fácilmente, si lo trasladamos al lado derecho,
es decir (9)

Gµν = κ
(
Tµν + κ−1Λgµν

)
= κ

(
Tµν + TΛ

µν

)
(4.1.6)

donde TΛ
µν = κ−1Λgµν puede ser llamado el “tensor de energía del vacío”. En

ausencia de distribución ordinaria de masa/energía Tµν = 0 (por lo tanto, el vacío),
el término fuente TΛ

µν aún puede generar un campo gravitacional.

4.2. Gravedad Einstein-Gauss-Bonnet

4.2.1. Introducción

Desde sus inicios han habido intentos de proporcionar alternativas a la teoría de
la relatividad general de Einstein. Estas alternativas a la teoría de la relatividad
general se presentan por una variedad de razones matemáticas, filosóficas y
observacionales, pero casi todas tienen el objetivo común de generalizar la teoría
que Einstein propuso inicialmente (25).

Dentro de este zoológico de posibilidades gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet
posee un lugar especial, esta teoría fue inicialmente propuesta por Lanczos (39) y
(40), y posteriormente generalizada por Lovelock (42) y (43). Estas teorías son
únicas en el sentido de que no requieren campos fundamentales adicionales más
allá de los que corresponden a relatividad general, al tiempo que mantienen la
propiedad de que las ecuaciones de campo de la teoría se pueden escribir con no
más de segundas derivadas de la métrica. Por lo tanto, están particularmente bien
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motivadas y ocupan una posición privilegiada única entre las alternativas a la
relatividad general (25).

4.2.2. Término de Gauss-Bonnet

Recordemos de la sección (2.2) que las ecuaciones de campo de Lovelock se pueden
derivar de la siguiente densidad lagrangiana:

L =
√
−g
∑
j

αjRj (4.2.1)

donde

Rj ≡ 1

2j
δ
µ1ν1...µjνj
α1β1...αjβj

j∏
i=1

Rαiβi
µiνi

(4.2.2)

Continuando con dimensiones más altas, en el caso D = 5 ó 6 la densidad
Lagrangiana puede contener tres términos, siendo el último de orden proporcional
al cuadrado del tensor de Riemann, esto da

L =
√
−g [α0 + α1R + α2G] (4.2.3)

donde

G = R2 − 4RµνR
µν +RµνρσR

µνρσ (4.2.4)

se conoce como el término de Gauss-Bonnet. La combinación de los términos de
Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet en la acción gravitatoria da lugar a teorías que se
conocen como gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet. Estas teorías son interesantes
en parte porque la teoría de cuerdas predice que, en el nivel clásico, las ecuaciones
de Einstein están sujetas a correcciones de orden superior que suelen describirse
mediante términos de curvatura de orden superior en la acción. Como acabamos
de ver, el término de Gauss-Bonnet es el único término que es cuadrático en la
curvatura y que da lugar a ecuaciones de campo de segundo orden (25).

Los fundamentos matemáticos de las teorías que contienen tanto términos de
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Einstein como de Gauss-Bonnet han sido ampliamente estudiados, particularmente
los modelos cosmológicos, inflacionarios, y en el contexto de la cosmología de
“branas” (19).

4.3. Cosmología en gravedad Einstein-Gauss-

Bonnet sin constante cosmológica

Considerando la teoría de Lanczos-Lovelock dada en la sección 2.2, y la densidad
Lagrangiana en forma tensorial dada en (4.2.3), tenemos que la acción en 5-
dimensiones en el lenguaje de formas diferenciales para dicha teoría está dada por
( (43), (62), (57) y (12))

S
(5D)
LL =

1

8κ5

∫
ϵabcde

(
αRabRcdee +

2

3
Rabecedee + βeaebecedee

)
(4.3.1)

donde α y β son constantes arbitrarias, ea = eaµdx
µ es el vierbein, ωab = ω ab

µ dxµ es
la conexión de espín, Rab = dωab + ωa

cω
cb es la 2-forma curvatura, y κ5 = 12π2G5,

donde G5 es la constante de Newton en 5-dimensiones.

Al hacer α = 0 en la acción (4.3.1), y luego comparándola con la acción de
Einstein-Hilbert-Cartan con constante cosmológica en cinco dimensiones,

S
(5D)
EHC =

1

12κ5

∫
ϵabcde

(
Rabecedee − Λ5D

10
eaebecedee

)
(4.3.2)

podemos ver que la acción (4.3.1) coincide con la acción (4.3.2) sólo si β = −Λ5D/15.
Con esta elección de la constante β, la acción (4.3.1) toma la forma de la acción
de Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) con constante cosmológica

S
(5D)
EGB =

1

8κ5

∫
ϵabcde

(
αRabRcdee +

2

3
Rabecedee − Λ5D

15
eaebecedee

)
(4.3.3)

Por otro lado, en presencia de materia, la acción en cinco dimensiones está dada
por

S(5D) = S
(5D)
EGB + S

(5D)
M (4.3.4)
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Ahora bien, considerando la acción (4.3.4) sin constante cosmológica, tenemos que
el Lagrangiano tiene la forma

L(5D) = L
(5)
EGB |Λ5=0 +L

(5D)
M (4.3.5)

con

L
(5)
EGB (e, ω) |Λ5=0=

2

3
ϵabcdeR

abecedee + αϵabcdeR
abRcdee (4.3.6)

siendo α =| α | sgn (α) una constante y L
(5D)
M representa un Lagrangiano de

materia. Más adelante se muestran dos escenarios cosmológicos asociados con
sgn (α).

La variación de la acción S(5D) con respecto al vielbein ea y la conexión del espín
ωab conduce a las siguientes ecuaciones de campo

ϵabcde
(
2Rbcedee+ | α | sgn(α)RbcRde

)
= −8κ5

δL
(5D)
M

δea
(4.3.7)

ϵabcde
(
T cedee+ | α | sgn(α)RcdT e

)
= −4κ5

δL
(5D)
M

δωab
(4.3.8)

Por otra parte si la materia bajo consideración no tiene espín, entonces

δL
(5D)
M

δωab
= 0 (4.3.9)

ϵabcde
(
eced+ | α | sgn(α)Rcd

)
T e = 0, T e = 0 (4.3.10)

Luego, puesto que

δLM

δea
=

1

4!
T µ
a ϵµbcdee

becedee (4.3.11)

donde T µν es el tensor de energía-momento, tenemos que la ecuación (4.3.7) toma
la forma
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ϵabcde
(
2Rbcedee+ | α | sgn(α)RbcRde

)
= −κ5

3
T µ
a ϵµbcdee

becedee (4.3.12)

4.3.1. Ecuaciones de campo y cosmología

A continuación consideramos una métrica Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
(FLRW) plana, esto es tomar k = 0 en la ecuación (4.1.1), que en cinco dimensiones
se escribe como sigue

dS2 = −dt2 + a2(t)δijdx
idxj (4.3.13)

Luego, calculando la curvatura correspondiente a la métrica FLRW tenemos

Rab = dωab + ωa
cω

cb

R0
1 = dω0

1 + ω0
cω

c
1

R0
1 = d

(
ȧ

a
e1
)

= d

(
ȧ

a

)
e1 +

ȧ

a
de1

=
äa− ȧ2

a2
dt ∧ e1 +

ȧ

a

ȧ

a
e0 ∧ e1

=
ä

a
e0 ∧ e1 (4.3.14)

R01 = η11R0
1 = (1)

ä

a
e0e1 =

ä

a
e0e1

Realizando el mismo procedimiento para las componentes R02, R03, R04,
encontramos que podemos escribir estas componentes como sigue

R0p =
ä

a
e0ep (4.3.15)
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Vamos ahora a determinar la componente R12,

R1
2 = dω1

2 + ω1
cω

c
2

R1
2 = ω1

0ω
0
2

=

(
ȧ

a
e1
)
∧
(
ȧ

a
e2
)

=
ȧ2

a2
e1e2 (4.3.16)

R12 = η22R1
2 = (1)

ȧ2

a2
e1e2 =

(
ȧ

a

)2

e1e2

Bajo el mismo procedimiento se encuentra que las componentes Rpq, pueden ser
escritas como se ve a continuación

Rpq =

(
ȧ

a

)2

epeq (4.3.17)

Pero, como tal, es de nuestro interés escribir las componentes de la curvatura en
términos del parámetro de Hubble H = ȧ/a,

ä

a
=

äa− ȧ2

a2
+

ȧ2

a2
=

(
d

dt

(
ȧ

a

)
+

ȧ2

a2

)
=
(
Ḣ +H2

)

(
Ḣ +H2

)
=

(
Ḣ +H2

)
H2

H2 =

(
Ḣ

H2
+ 1

)
H2

R0p =
ä

a
e0ep =

(
Ḣ +H2

)
e0ep =

(
Ḣ

H2
+ 1

)
H2e0ep = −qH2e0ep (4.3.18)

donde se ha definido
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q = −

(
Ḣ

H2
+ 1

)
(4.3.19)

este último es el parámetro de desaceleración.

Rpq =

(
ȧ

a

)2

epeq = H2epeq (4.3.20)

donde p, q = 1, 2, 3, 4.

A partir de aquí, se tiene que cuando q < 0 entonces ä > 0 y cuando q > 0

entonces ä < 0.

Enseguida, se considera un tensor de energía-momentum correspondiente a un
fluido perfecto,

T ν
µ = diag (−ρ, p, p, p, p) (4.3.21)

Después de reemplazar (4.3.18) y (4.3.20) en (4.3.12) obtenemos el constraint de
Friedmann y la ecuación de conservación

2H2+ | α | sgn(α)H4 =
κ5

3
ρ

6H2 + 3 | α | sgn(α)H4 = κ5ρ (4.3.22)

Para determinar la ecuación de conservación, es necesario considerar la métrica
dada arriba en (4.3.13), así tenemos que las componentes de la métrica van como
sigue

g00 = −1, g11 = g22 = g33 = g44 = a2(t) (4.3.23)

A partir de las componentes de la métrica es posible calcular los símbolos de
Christoffel de segundo género,

girΓabr = Γi
ab
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Γ0
11 = Γ0

22 = Γ0
33 = Γ0

44 = a(t)ȧ(t)

(4.3.24)

Γ1
01 = Γ2

02 = Γ3
03 = Γ4

04 =
ȧ

a

Teniendo en cuanta los símbolos de Christoffel en (4.3.24), es posible determinar
la ecuación de la conservación de la energía como sigue

T µν
;ν = ∂νT

µν + Γ ν
νλ T

µλ + Γ µ
νλ T νλ = 0 (4.3.25)

dρ

dt
+ 4

ȧ

a
(ρ+ p) = 0

dρ

dt

a

ȧ
= −4 (ρ+ p)

dρ

dz

dz

dt

a

ȧ
= −4 (ρ+ p)

pero sabemos que z = a0
a
− 1 con a0 = a(t0), de tal manera que después de algo

de cálculo se encuentra que la ecuación de conservación es

(1 + z)
dρ

dz
= 4 (ρ+ p) (4.3.26)

donde z es el conocido parámetro de corrimiento al rojo o en inglés redshift. A
continuación elegimos κ5 = 1, y además empleando la ecuación de estado (60), es
decir

p = wρ (4.3.27)

donde w es la densidad de energía oscura, tenemos que es posible reescribir la
ecuaciones (4.3.22) y (4.3.26) de la siguiente la forma

6H2

(
1 +

1

2
| α | sgn(α)H2

)
= ρ (4.3.28)
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y

(1 + z)
dρ

dz
= 4 (ρ+ p)

(1 + z)
dρ

dz
= 4 (ρ+ wρ)

ρ(z) = ρ(0) (1 + z)4(1+w) (4.3.29)

Tal que la solución para (4.3.28), cuando sgn(α) = 1 es,

H(z) =

√
3

√
| α |

(
−3 +

√
9 + 3 | α | ρ(z)

)
3 | α |

H2(z) =
1

| α |

(√
1 +

| α |
3

ρ(z)− 1

)
(4.3.30)

Mientras que para sgn(α) = −1 es,

H2
±(z) =

1

| α |

(
1±

√
1− | α |

3
ρ(z)

)
(4.3.31)

El último caso muestra un límite superior para ρ, es decir

ρ(zs) =
3

| α |
(4.3.32)

H±(zs) =

√
1

| α |
(4.3.33)

Siendo
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ρ(z) = ρ(0) (1 + z)4(1+w)

3

| α |
= ρ(0) (1 + zs)

4(1+w)

zs = −1 +

(
3

| α | ρ(0)

) 1
4(1+w)

(4.3.34)

Vamos a buscar reemplazar (4.3.34) en (4.3.31), para ello necesitamos hacer
algunos despejes,

zs = −1 +

(
3

| α | ρ(0)

) 1
4(1+w)

⇒ | α |
3

=
1

ρ(0) (1 + zs)
4(1+w)

tomamos en cuenta (4.3.29), y seguido reemplazamos en (4.3.31), así nos queda

H2
±(z) =

1

| α |

1±

√
1−

(
1 + z

1 + zs

)4(1+w)
 (4.3.35)

Por lo que tenemos una solución para H±(z) si z ≤ zs. De acuerdo a (4.3.34) y
(4.3.35), y considerando w = 0 (materia oscura fría1), tenemos

zs = −1 +

(
3

| α | ρ(0)

) 1
4

⪌ 0 (4.3.36)

Si −1 < zs < 0, entonces ρ (z → zs) → 3/ | α |⇒ H± (z → zs) →
√

1/ | α |, es
decir se evoluciona a un espacio de de-Sitter, universo con curvatura constante y
positiva. A diferencia de la materia oscura fría de 4-dimensiones que evoluciona a
un espacio de de-Sitter cuando z → −1.

Luego, si zs > 0, tenemos una situación no real. Por último, si zs = 0 y w = 0

entonces

H2
±(z) =

ρ(0)

3

(
1±

√
1− (1 + z)4

)
(4.3.37)

1Un neutrino pesado es un ejemplo de materia oscura fría, es decir, partículas que tienen
velocidades insignificantes a lo largo de la historia del Universo (41).
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De tal manera que

H2
±(0) =

ρ(0)

3
(4.3.38)

y

H2
+ (z → −1) =

ρ(0)

3

(
1 +

√
1
)
= 2

ρ(0)

3
(4.3.39)

Recordando que en la presente discusión no hay constante cosmológica (pensando
en una evolución de de-Sitter).

Ahora bien, en ausencia de ρ, a partir de (4.3.31), obtenemos una solución auto-
acelerada dada por,

H+ =

√
2

| α |
(4.3.40)

A continuación reemplazamos (4.3.29) en (4.3.30), de donde es directo mostrar
que

w > −1 ⇒ ρ (z → −1) → 0 (4.3.41)

y

H (z → −1) → 0 (4.3.42)

tienen el comportamiento típico de las componentes cósmicas no asociadas con la
energía oscura.

De (4.3.31) se infiere la existencia de un límite superior para la densidad de energía
dada por ρ(zs) = 3/ | α | si y sólo si H±(zs) =

√
1/ | α |. Mientras que en el

modelo de materia oscura fría en 4-dimensiones se tiene que ρ (z → −1) → 0 ⇒
H (z → −1) →

√
Λ/3.

Por otra parte, como sabemos el parámetro de Hubble puede cambiar con el tiempo,
de tal modo que se hace necesario introducir otro parámetro que proporcione su
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tasa de cambio, este es el parámetro de desaceleración2 (9)

q = − äa

ȧ2

este parámetro de desaceleración q puede ser escrito como

q = −1 +
1

2
(1 + z)

1

H2

dH2

dz
(4.3.43)

que después de trabajar la ecuación (4.3.28) como sigue

6H2

(
1 +

1

2
αH2

)
= ρ

6
dH2

dz

(
1 +

1

2
αH2

)
+ 6H2 d

dz

(
1 +

1

2
αH2

)
=

dρ

dz

6
dH2

dz

(
1 + αH2

)
=

dρ

dz
(4.3.44)

y de trabajar la ecuación (4.3.29)

ρ(z) = ρ(0) (1 + z)4(1+w)

dρ

dz
= ρ(0)4 (1 + w) (1 + z)4(1+w)−1 d

dz
(1 + z)

dρ

dz
= ρ(0)4 (1 + w) (1 + z)4(1+w)−1

dρ

dz
= ρ(0)4 (1 + w)

(1 + z)4(1+w)

(1 + z)
(4.3.45)

A continuación simplemente igualamos los resultados en (4.3.44) y (4.3.45), de
donde se obtiene

(1 + z)
1

H2

dH2

dz
=

4(1 + w)

(1 + αH2)

(
1 +

1

2
αH2

)

2El parámetro de desaceleración es una medida de la desaceleración de la expansión del universo.
El signo menos se incluye porque se pensaba que la expansión debería estar desacelerándose
bajo la atracción gravitatoria mutua de la materia a medida que el universo envejece.
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sustituyendo en (4.3.43), es directo obtener

q = −1 + 2(1 + w)f(z) (4.3.46)

donde hemos definido

f(z) =
1

(1 + αH2)

(
1 +

1

2
αH2(z)

)
(4.3.47)

y f(z) < 1. El constraint de Friedmann nos dice que independientemente de
sgn(α), la siguiente desigualdad debe ser satisfecha,

1 +
1

2
αH2(z) > 0 (4.3.48)

por lo que

q(z) < 0 ⇒ 2 (1 + w) <
1

f(z)
(4.3.49)

Por otro lado, para w ≥ 0 (los fluidos que por sí mismos generan desaceleración,
q = 1 + 2w > 0), es evidente que 2 (1 + w) > 1, por lo que la desigualdad en
(4.3.49) es satisfecha.

En las buenas cuentas, es perfectamente posible satisfacer q(z) < 0 en (4.3.49),
por lo que consistencia con la tan llamada condición de la métrica Lorentziana. De
hecho, de acuerdo a la referencia (3), “una condición necesaria para las ecuaciones
de movimiento hiperbólica es que la métrica efectiva sea Lorentziana” y que las
condiciones para que dicha métrica sea Lorentziana es que

sgn
(
1 + 4λ2H

2
)
= sgn

(
1− 4λ2qH

2
)

(4.3.50)

donde ahora λ2 = α/4l3p (ver apéndice G ), como se puede ver en las ecuaciones
(3.11) y (3.12) de la mencionada referencia (3). En esta misma referencia se
estableció que si esta igualdad no se cumple, entonces la mencionada métrica no
será Lorentziana, sin embargo si q < 0 la métrica es Lorentziana.
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4.4. Gravedad 4D a partir de gravedad Einstein-

Gauss-Bonnet

4.4.1. Reducción dimensional de la gravedad Einstein-

Gauss-Bonnet 5D a 4D

A partir de la ecuación (4.3.3) vemos que el Lagrangiano contiene el término de
Gauss-Bonnet, el término de Einstein-Hilbert y un término cosmológico. Siguiendo
el procedimiento de compactificación dado en (3.3), encontramos que los términos
del Lagrangiano en (4.3.3) quedan como sigue

ϵabcdeR
abRcdee = rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mnR̃pq −
(
2e2f

r1c

)(
3f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq+(
e4f

r4c
f ′2
)(

5f ′2 + 4f ′′) ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq

}
(4.4.1)

ϵabcdeR
abecedee = rcdϕ

{(
3e2f

)
ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq

−
(
e4f

r2c

)(
5f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
}

(4.4.2)

ϵabcdee
aebecedee = rcdϕ

(
5e4f ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
)

(4.4.3)

Luego, el Lagrangiano tiene la forma

L = αrcdϕϵ̃mnpqR̃
mnR̃pq+ϵ̃mnpqrcdϕ

{
−α

(
2e2f

r2c

)(
3f ′2 + 2f ′′)+ 2e2f

}
R̃mnẽpẽq+

ϵ̃mnpqrcdϕ

{
α

(
e4f

r4c
f ′2
)(

5f ′2 + 4f ′′)− 2

3

(
e4f

rc

)(
5f ′2 + 2f ′′)− Λ5D

3
e4f
}
ẽmẽnẽpẽq
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A continuación definimos los coeficientes A, B y C como sigue,

A = rc

∫ 2π

0

dϕ (4.4.4)

B = rc

∫ 2π

0

2e2f
{
1− α

r2c

(
3f ′2 + 2f ′′)} dϕ (4.4.5)

C = rc

∫ 2π

0

e4f
{
α
f ′2

r4c

(
5f ′2 + 4f ′′)− 2

3r2c

(
5f ′2 + 2f ′′)− Λ5D

3

}
dϕ (4.4.6)

Puesto que f(ϕ) es una función arbitraria y continuamente diferenciable, y ya que
estamos trabajando con una variedad cilíndrica, se elige f(ϕ) = ln (sinϕ) (aunque
está no es la única elección posible) encontramos que (4.4.4), (4.4.5) y (4.4.6)
quedan como sigue

A = 2πrc (4.4.7)

B =
2πr2c + 2απ

rc
= 2πrc

(
1 +

α

r2c

)
(4.4.8)

C =
6πr2c
24r3c

(
2− α

r2c
− Λ5Dr

2
c

)
= − π

4rc

(
α

r2c
− 2 + Λ5Dr

2
c

)
(4.4.9)

Luego, la acción compactificada a 4-dimensiones está dada por

S̃ [ẽ] =
1

8κ5

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

(
AR̃mnR̃pq +BR̃mnẽpẽq + Cẽmẽnẽpẽq

)
(4.4.10)

Notemos que en la acción (4.4.10) hay un término cuadrático en la curvatura dada
por Aϵ̃mnpqR̃

mnR̃pq, que representa el término de Gauss-Bonnet de 4-dimensiones.
Este término es topológico, por lo que no contribuye a la dinámica y puede ser
descartado. Esto significa que la compactificación evita los problemas citados en la
referencia (55). La ecuación (2.1) de esta referencia concuerda con el Lagrangiano
(4.4.10), excepto para el término cosmológico, cuando λ1 = α, λ2/λ1 = −4 y
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λ3/λ1 = 1.

Tomando en cuenta que (4.4.10) debería conducir a la acción Einstein-Hilbert-
Cartan de 4-dimensiones, es decir

S̃
(4D)
EHC =

1

4κ4

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

(
R̃mnẽpẽq − Λ4D

6
ẽmẽnẽpẽq

)
donde κ4 = 8πG, es directo ver que esto se da cuando

B =
8κ5

4κ4

=
8 · 12 · π2G5

4 · 8 · πG
= 3π

G5

G
(4.4.11)

y

C = − Λ4D

4 · 6 · κ4

8κ5 = − Λ4D

4 · 6 · 8πG
8 · 12π2G5 = −Λ4D

2
π
G5

G
(4.4.12)

Por otro lado, sabemos que si GD es la constante de Newton en D-dimensiones y
si G es la constante de Newton usual, entonces

GD = lD−4
c G (4.4.13)

donde lC es la longitud de la dimensión extra compactificada (63). En nuestro
caso particular, D = 5 y por tanto lC = 2πrc. Esto significa que G5 = 2πrcG. Por
lo que (4.4.11) y (4.4.12) toman la siguiente forma

B = 3π
G5

G
= 3π2πrc = 6π2rc (4.4.14)

C = −π

2
Λ4D

G5

G
= −π

2
Λ4D2πrc = −Λ4Dπ

2rc (4.4.15)

Ahora bien, igualando (4.4.8) con (4.4.14), y (4.4.9) con (4.4.15), es directo ver
que

Λ4D =
1

4π

(
α

r4c
− 2

r2c
+ Λ5D

)
(4.4.16)
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α

r4c
=

3π − 1

r2c
(4.4.17)

reemplazando (4.4.17) en (4.4.16)

Λ4D =
1

4π

[
3 (π − 1)

r2c
+ Λ5D

]
(4.4.18)

Ahora bien sustituyendo (4.4.14) y (4.4.15) en (4.4.10) (esto es recordando que el
término de Gauss-Bonnet de cuatro dimensiones ya no juega un rol en la acción
por las razones dadas con anterioridad), tenemos

S̃ [ẽ] =
1

8κ5

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

(
6π2rcR̃

mnẽpẽq − π2Λ4Drcẽ
mẽnẽpẽq

)
(4.4.19)

Enseguida se trabajan los coeficientes de (4.4.19), de tal manera que se busca sacar
factor común 1/4κ4, obteniendo así la acción de la gravedad de 4-dimensiones
dada por

S̃ [ẽ] =
1

4κ4

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

(
R̃mnẽpẽq − Λ4D

6
ẽmẽnẽpẽq

)
(4.4.20)

con constante cosmológica Λ4D dada por (4.4.18).

En el lenguaje tensorial los dos términos en (4.4.20) pueden ser escritos como
sigue

ϵ̃mnpqR̃
mnẽpẽq = −2

∫
d4x̃
√
−g̃R̃

ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq = −24

∫
d4x̃

√
−x̃ (4.4.21)

donde g̃ es el determinante del tensor métrico de 4-dimensiones g̃µν , y R̃ es el
escalar de Ricci. Así, la acción (4.4.20) se puede escribir como

S̃ [g̃] =

∫
d4x̃
√

−g̃
(
R̃ + 2Λ4D

)
(4.4.22)
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cuyas ecuaciones de campo son

Gµν = Λ4Dgµν (4.4.23)

y Λ4D = Λ4D (rc,Λ5D).

De acuerdo a (4.4.18), podemos decir poco o nada sobre la presencia de rc. La única
cosa que podemos especular es que Λ4D se origina del radio de compactificación y
la constante cosmológica de 5-dimensiones, y nada más.

4.5. Cosmología en gravedad Chern-Simons-AdS

reducida a 4D

En esta sección vamos a considerar nuevamente la acción Einstein-Gauss-Bonnet
dada en (4.3.3), y establecemos α = l2 y Λ = −3/l2 en la mencionada acción, de tal
manera que la acción Einstein-Gauss-Bonnet toma la forma dada a continuación

S
(5D)
EGB =

l2

8κ5

∫
ϵabcde

(
RabRcdee +

2

3l2
Rabecedee +

1

5l4
eaebecedee

)
(4.5.1)

es directo ver que está elección particular para α y Λ nos conduce a la acción de la
gravedad Chern-Simons de 5-dimensiones para el álgebra AdS, con l interpretado
como el radio del universo.

4.5.1. Gravedad 4D a partir de la gravedad AdS-Chern-

Simons

Seguidamente se toman cada uno de los términos que conforman la acción (4.5.1), y
aplicamos sobre ellos el procedimiento de compactificación empleado previamente,
y explicado en (3.3), lo que proporciona los resultados de abajo

LGB = ϵabcdeR
abRcdee = rcdϕ

{
ϵ̃mnpqR̃

mnR̃pq −
(
2e2f

r2c

)(
3f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq+(
e4f

r4c
f ′2
)(

5f ′2 + 4f ′′) ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq

}
(4.5.2)
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LEH = ϵabcdeR
abecedee = rcdϕ

{(
3e2f

)
ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq

−
(
e4f

r2c

)(
5f ′2 + 2f ′′) ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
}

(4.5.3)

LΛ = ϵabcdee
aebecedee = 5rcdϕe

4f ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq (4.5.4)

Luego, reemplazamos estos resultados en la acción (4.5.1), y después de algo
de trabajo algebraico, encontramos que una acción de la gravedad de cuatro
dimensiones dada a continuación

S̃ [ẽ] =
1

8κ5

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

(
ÃR̃mnẽpẽq + B̃ẽmẽnẽpẽq

)
(4.5.5)

donde los coeficientes Ã y B̃ están dados por,

Ã =
2l2π + 2πr2c

rc
=

2πl2

rc

(
1 +

r2c
l2

)
(4.5.6)

B̃ = − π

4rc

(
l2

r2c
− 2− 3

r2c
l2

)
(4.5.7)

De (4.5.5) es directo ver que se puede obtener la acción Einstein-Hilbert-Cartan
cuando los coeficientes Ã y B̃ están dados como sigue

Ã = 6π2rc (4.5.8)

B̃ = −π2Λ4Drc (4.5.9)

Luego de igualar (4.5.6) con (4.5.8) encontramos

r2c
l2

=
1

3π − 1
(4.5.10)
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Asimismo igualamos (4.5.7) con (4.5.9), lo que resulta en

Λ4D =
3

4r2c

(
3π − 4

3π − 1

)
(4.5.11)

A partir de la sustitución de (4.5.8) y (4.5.9) en (4.5.5), se consigue la misma
acción de (4.4.20), con la diferencia de que ahora Λ4D viene dado por (4.5.11).

Por consiguiente, la forma tensorial de la acción viene siendo

S̃ [g̃] =

∫
d4x̃
√

−g̃
(
R̃− 2Λ4D

)
(4.5.12)

cuyas ecuaciones de campo son

Gµν = −Λ4Dgµν (4.5.13)

Con la finalidad de formarnos una idea sobre rc, tenemos que de (4.5.11) obtenemos
rc ≈ Λ

−1/2
4D . Lo que antecede permite deducir que al utilizar Λ4D ∼ 10−52 [m−2] ∼

3 ∗ 10−122
[
l−2
Planck

]
, se llega a rc ∼ 1061 [lPlanck] ≈ 1026 [m]. Recordando que a0 ≈

1026 [m] (tamaño causal actual del universo).

De acuerdo a (4.5.8) y (4.5.9), conseguimos rc/l ≈ 0,34, es decir, l ≈ 3rc. Por lo
que, interpretar l como el tamaño del universo parece ser razonable.



60
Capítulo 5. Teoría tenso-escalar con término Einstein-Gauss-Bonnet a partir de

la gravedad de Einstein-Chern-Simons

Capítulo 5

Teoría tenso-escalar con término

Einstein-Gauss-Bonnet a partir de la

gravedad de Einstein-Chern-Simons

5.1. Introducción

Considerar alternativas a una teoría tan exitosa como la relatividad general puede
verse como un movimiento muy radical. Sin embargo, desde una perspectiva
diferente se puede considerar como un enfoque muy modesto frente a los desafíos
actuales de la gravedad (56).

La teoría de la relatividad general de Einstein ha alimentado muchas teorías
alternativas, entre ellas la teoría tenso-escalar, la cual está construida sobre los
sólidos cimientos de la relatividad general, y el campo escalar entra en juego
de una manera altamente no trivial, concretamente a través de un término de
acoplamiento no mínimo (27).

La teoría tenso-escalar fue concebida originalmente por Jordan, quien presentó
un Lagrangiano general para el campo escalar que vive en el espacio-tiempo de
cuatro dimensiones. En este Lagrangiano introdujo un término de acoplamento no
mínimo dado por

√
−gφγ

JR, el cual marcó el nacimiento de la teoría tenso-escalar.

Más adelante Brans y Dicke retomaron el trabajo de Jordan, y exigiendo que
el Lagrangiano de materia se desacoplara del campo escalar φ, propusieron el
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siguiente Lagrangiano:

LBD =
√
−g

(
φR− ω

1

φ
gµν∂µφ∂νφ+ Lmateria(Ψ)

)
(5.1.1)

donde ω es una constante adimensional. Llamamos a (5.1.1) el modelo prototipo
de Brans-Dicke. El término de acoplamiento no mínimo está dado por

√
−gφR, el

cual reemplaza el término de Einstein-Hilbert en la teoría estándar. El término
ω (1/φ) gµν∂µφ∂νφ corresponde a un término cinético del campo escalar φ, que se
puede convertir a la forma canónica estándar redefiniendo el campo escalar.

Por lo que podemos ver, la simplicidad del campo escalar permite acoplarlo a
la métrica de muchas maneras diferentes, lo que permite la introducción de un
abanico de posibles interacciones con los grados de libertad del tensor. Cabe
destacar, es fácil proponer modelos tenso-escalares con cosmologías interesantes
(24).

5.2. Gravedad Einstein-Chern-Simons 5D

La gravedad Einstein-Chern-Simons tiene la interesante propiedad que el
Lagrangiano Chern-Simons de cinco dimensiones para el álgebra B, está dado por
(37)

L
(5D)
ChS [e, ω, h, k] = α1l

2ϵabcdeR
abRcdee + α3ϵabcde

(
2

3
Rabecedee

+2l2kabRcdT e + l2RabRcdhe
)
+ dB̂

(4D)
EChS (5.2.1)

donde α1, α3 son parámetros de la teoría, Rab = dωab + ωa
cω

cb y T a = dea + ωa
be

b,
conduce a la relatividad general estándar de cinco dimensiones sin constante
cosmológica en el límite donde la constante de acoplamiento l tiende a cero
mientras se mantiene fija la constante de Newton. Cabe señalar que los términos
cinéticos para los campos ha y kab están presentes solo en el término de superficie
del Lagrangiano es decir B̂

(4D)
EChS.

A continuación, tomando en cuenta que T a = Dea, podemos reescribir el
Lagrangiano dado en (5.2.1) como sigue
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L
(5D)
ChS [e, ω, h, k] = α1l

2ϵabcdeR
abRcdee + α3ϵabcde

(
2

3
Rabecedee

+2l2
(
Dkab

)
Rcdee + l2RabRcdhe

)
(5.2.2)

5.3. Gravedad tenso-escalar con término Gauss-

Bonnet 4D

A partir de la ecuación (5.2.2) podemos ver que el Lagrangiano contiene cuatro
términos que denotaremos como L1, L2, L3, L4, donde L1 corresponde al término
de Gauss-Bonnet y L2 corresponde al término de Einstein-Hilbert. Siguiendo el
procedimiento de compactificación dado en (3.3), reemplazamos las componentes
de la 2-forma curvatura, es decir (3.3.11) en el Lagrangiano (5.2.2), así encontramos

L1 = α1l
2ϵabcdeR

abRcdee

= α1l
2rcdϕ

[
ϵ̃mnpqR̃

mnR̃pq − 2
e2f(ϕ)

r2c

(
2f ′′ + 3f ′2) ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq

+
e4f(ϕ)

r4c

(
4f ′′ + 5f ′2) f ′2ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
]

(5.3.1)

L2 =
2α3

3
ϵabcdeR

abecedee

=
2

3
α3rcdϕ

[
3e2f(ϕ)ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq

−e4f(ϕ)

r2c

(
2f ′′ + 5f ′2) ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq
]

(5.3.2)

L3 = 2α3l
2ϵabcde

(
Dkab

)
Rcdee

= −2α3l
2 e

2f(ϕ)

r2c

(
2f ′′ + 3f ′2) rcdϕϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

+2α3l
2rcdϕϵ̃mnpqR̃

mn
(
Dk̃pq

)
(5.3.3)
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L4 = α3l
2ϵabcdeR

abRcdhe

= −4α3l
2
(
f ′′ + f ′2) ef(ϕ)

r2c
eg(ϕ)rcdϕϵ̃mnpqR̃

mnẽph̃q

+4α3l
2
(
f ′′ + f ′2) e3f(ϕ)

r4c
f ′2eg(ϕ)rcdϕϵ̃mnpqẽ

mẽnẽph̃q (5.3.4)

donde hemos utilizado el hecho que

hm (ϕ, x̃) = eg(ϕ)h̃m(x̃), h4 = 0 (5.3.5)

Reemplazando (5.3.1 - 5.3.4) en el Lagrangiano (5.2.2) e integrando sobre la quinta
dimensión encontramos la siguiente acción

S̃(4D)
(
ẽ, k̃, h̃

)
=

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

{
αR̃mnẽpẽq + βẽmẽnẽpẽq + γ

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq

+ τR̃mn
(
Dk̃pq

)
+ χR̃mnẽph̃q + ξẽmẽnẽph̃q

}
(5.3.6)

donde,

α =
2α1l

2π

rc
+ 2πα3rc, β = −11α1l

2π

4r3c
+

α3l
2π

2rc

γ =
2α3l

2π

rc
, τ = 4πα3l

2rc, χ =
4α3l

2π

rc
, ξ = −α3l

2π

r3c
(5.3.7)

son coeficientes que fueron calculados al elegir f(ϕ) = g(ϕ) = ln (sinϕ). Notemos
que cuando l → 0 la acción resulta en la acción de Einstein-Hilbert en cuatro
dimensiones.
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5.4. Gravedad tenso-escalar con término Gauss-

Bonnet en lenguaje tensorial

La forma tensorial de la acción (5.3.6) puede ser obtenida recordando que los
primeros dos términos pueden ser escritos como

ϵ̃mnpqR̃
mnẽpẽq = 4

√
−g̃R̃d4x̃ (5.4.1)

ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽpẽq = 4!

√
−g̃d4x̃ (5.4.2)

donde g̃ es el determinante de la métrica g̃µν de cuatro dimensiones. Los términos
restantes son obtenidos después de algo de cálculo. Resultando así

ϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq = 4

√
−g̃Dµk̃

µν
νd

4x̃ (5.4.3)

ϵ̃mnpqR̃
mnDk̃pq = 4

√
−g̃
(
R̃µν

ρσDµk̃
ρσ
ν − 2R̃µ

νDρk̃
ρν
µ

−2R̃µ
νDµk̃

νρ
ρ + R̃Dµk̃

µν
ν

)
d4x̃ (5.4.4)

ϵ̃mnpqR̃
mnẽph̃q = 2

√
−g̃
(
R̃h̃− 2R̃µ

ν h̃
ν
µ

)
d4x̃ (5.4.5)

ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽph̃q = 6

√
−g̃h̃d4x̃ (5.4.6)

donde

h̃m = h̃m
µdx̃

µ, ẽm = ẽmµdx̃
µ, ω̃mn = ω̃mn

µdx̃
µ, k̃mn = k̃mn

µdx̃
µ (5.4.7)

Introduciendo (5.4.1 - 5.4.6) en la acción (5.3.6) , tenemos que la acción en lenguaje
tensorial toma la siguiente forma
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S̃ =

∫
Σ4

√
−g̃
[
4αR̃ + 24β + 4γDµk̃

µν
ν+

4τ
(
R̃µν

ρσDµk̃
ρσ
ν − 2R̃µ

νDρk̃
ρν
µ − 2R̃µ

νDµk̃
νρ
ρ + R̃Dµk̃

µν
ν

)
+2χ

(
R̃h̃− 2R̃µ

ν h̃
ν
µ

)
+ 6ξh̃

]
d4x̃ (5.4.8)

5.5. Acción para un espacio-tiempo máximamente

simétrico

Si consideramos un espacio-tiempo máximamente simétrico (por ejemplo el espacio
de de-Sitter), la ecuación (13.4.6) de (Weinberg) nos permite escribir

h̃q = F (ϕ)ẽq, k̃mn = G(ϕ)ω̃mn (5.5.1)

De tal manera que en la acción en (5.3.6) podemos reescribir los términos que
contienen los campos h̃q y k̃mn como sigue

ϵ̃mnpqR̃
mnẽph̃q = F (ϕ)ϵ̃mnpqR̃

mnẽpẽq (5.5.2)

ϵ̃mnpqẽ
mẽnẽph̃q = F (ϕ)ϵ̃mnpqẽ

mẽnẽpẽq (5.5.3)

ϵ̃mnpq

(
Dk̃mn

)
ẽpẽq =

DG(ϕ)

G(ϕ)
ϵ̃mnpqk̃

mnẽpẽq +G(ϕ)ϵ̃mnpqR̃
mnẽpẽq (5.5.4)

ϵ̃mnpqR̃
mn
(
Dk̃pq

)
=

DG(ϕ)

G(ϕ)
ϵ̃mnpqR̃

mnk̃pq +G(ϕ)ϵ̃mnpqR̃
mnR̃pq (5.5.5)

Utilizando (5.5.2 - 5.5.5) encontramos que la acción dada en (5.3.6) toma la
siguiente forma

S̃
[
ẽ, k̃, h̃

]
=

∫
Σ4

ϵ̃mnpq

{
V1(ϕ)R̃

mnẽpẽq + V2(ϕ)ẽ
mẽnẽpẽq

+V3(ϕ)k̃
mnẽpẽq + V4(ϕ)R̃

mnk̃pq + V5(ϕ)R̃
mnR̃pq

}
(5.5.6)
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donde

V1(ϕ) = α + γG(ϕ) + χF (ϕ), V2(ϕ) = β + ξF (ϕ), V3(ϕ) = γ
DG(ϕ)

G(ϕ)

V4(ϕ) = τ
DG(ϕ)

G(ϕ)
, V5(ϕ) = τG(ϕ) (5.5.7)

La forma tensorial de la acción (5.5.6) puede ser obtenida, teniendo en cuenta,
además de (5.4.1) y (5.4.2), que

V3(ϕ)ϵ̃mnpqk̃
mnẽpẽq = γ

DG(ϕ)

G(ϕ)
k̃mnẽpẽq

γ4
√

−g̃
DµG(ϕ)

G(ϕ)

{
k̃µν

ν

}
d4x̃ (5.5.8)

V4(ϕ)ϵ̃mnpqR̃
mnk̃pq = τ

DG(ϕ)

G
ϵ̃mnpqR̃

mnk̃pq

= 4τ
√
−g̃

(DµG(ϕ))

G(ϕ)

{
R̃k̃µσ

σ + 2R̃σ
ν k̃

νµ
σ

+ R̃µν
ρσk̃

ρσ
ν − 2R̃µ

ν k̃
νσ
σ

}
d4x̃

= −4τ
√
−g̃

(DµG)

G

{
2G̃µν k̃ σ

ν σ − 2R̃σ
ν k̃

νµ
σ

−R̃µσ
νρk̃

νρ
σ

}
d4x̃ (5.5.9)

V5(ϕ)ϵ̃mnpqR̃
mnR̃pq = τG(ϕ)

√
−g̃
{
R̃2 − 4R̃µνR̃

µν + R̃µνρσR̃
µνρσ

}
(5.5.10)

De hecho, al reemplazar (5.4.1), (5.4.2) y (5.5.8-5.5.10), obtenemos
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S̃
(
ẽ, k̃, h̃

)
=

∫
Σ4

d4x̃
√
−g̃
[
τG
(
R2 − 4RµνRµν +RµνρσR

µνρσ
)

+4

(
α + γG+ χF + τ

DµG

G
k̃µσ

σ

)
R̃

+
8τ

G

(
DσGk̃νσ

µ −DµGk̃νσ
σ

)
R̃µ

ν

+
4τ

G
DµGk̃ρσ

νR̃
µν
ρσ

+24

(
β + ξF + γ

DµG

6G
k̃µν

ν

)]
(5.5.11)

donde G = G(ϕ), F = F (ϕ) y α, β, γ, ξ, χ, τ son constantes arbitrarias.

Comparando (5.5.11) con el Lagrangiano (H0.4) del apéndice (H), nos damos
cuenta que es posible identificar los coeficientes de una ecuación con la otra. De
tal manera, que el coeficiente que acompaña el término de Gauss-Bonnet dado por
τG puede ser identificado con el coeficiente E6 en la ecuación (H0.4). Siguiendo
esta misma idea podemos identificar el coeficiente 4

(
α + γG+ χF + τ DµG

G
k̃µσ

σ

)
con el coeficiente 2E6,X

(
[Φ]2 − [Φ2]

)
los cuales corresponden al término

del escalar de Ricci. El coeficiente 8τ
G

(
DσGk̃νσ

µ −DµGk̃νσ
σ

)
con

−8E6,X

(
[Φ] Φ b

a − Φ2 b
a

)
del tensor de Ricci. El coeficiente 4τ

G
DµGk̃ρσ

ν

es identificado con 4E6,XΦ
c
a Φ

d
b en el término que corresponde al

tensor de Riemann. Finalmente, el término 24
(
β + ξF + γDµG

6G
k̃µν

ν

)
con

1
3
E6,XX

(
[Φ]4 − 6 [Φ]2 [Φ2] + 3 [Φ2]

2
+ 8 [Φ] [Φ3]− 6 [Φ4]

)
.

Esta correspondencia conduce en principio a una probable interpretación de los
campos k̃µσ

σ y k̃ρσ
ν como la primera y tercera derivada de un campo escalar,

respectivamente.
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Capítulo 6

Conclusiones

A partir del procedimiento de compactificación a la Randall-Sundrum se obtuvo
un Lagrangiano de gravedad de Einstein extendida en 4D con término cosmológico
(3.3.26), el cual incluye campos de gauge k̃mn

µ no Abelianos. Tomando en cuenta
los estudios realizados en (16) y (17), estos campos k̃mn

µ podrían ser interpretados
como campos presentes en modelos inflacionarios.

La compactificación del Lagrangiano Chern-Simons para el álgebra de Maxwell
en 5D usando una métrica tipo Randall-Sundrum resultó en la acción para una
gravedad en 4D dada en (3.4.11) que coincide con la ecuación (29) de la referencia
(16). La acción corresponde a la gravedad de Einstein con un particular término
cosmológico, que incluye campos k̃mn

µ Abelianos.

Debe ser notado que el Lagrangiano de Einstein extendido para el álgebra de
Maxwell, puede ser obtenido a partir de la contracción Inönü-Wigner en el sentido
de Weimar-Woods del Lagrangiano para la acción de la gravedad de Einstein
extendida de cuatro dimensiones con término cosmológico (3.3.26), obteniendo de
nuevo el Lagrangiano de la ecuación (29) de (16).

Ambas extensiones de la gravedad de Einstein con términos cosmológicos (que
incluyen campos de gauge no Abelianos y Abelianos respectivamente) no son
invariantes bajo las transformaciones locales respectivas sino solo bajo las
transformaciones locales de Lorentz. Demostrando que es posible obtener estas
acciones de Einstein-Hilbert generalizadas de 4D a partir de las gravedades de
Chern-Simons de 5D genuinamente invariantes. Lo que parece indicar que el
procedimiento de compactificación rompe las simetrías originales de las acciones
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de Chern-Simons (Maxwell y AdSL4) a la simetría de Lorentz.

Por otro lado, obtuvimos las ecuaciones del campo de la gravedad de EGB para
la métrica FLRW junto con algunas soluciones cosmológicas. Y concluimos que si
el parámetro de desaceleración es negativo, se cumple la llamada condición de la
métrica Lorentziana (3).

Se logró que tanto la acción de la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet en 5D

dada en (4.3.3), como la gravedad AdS-Chern-Simons en 5D dada en (4.5.1),
fueran ambas consistentes con la idea del espacio-tiempo en 4D, a través del
procedimiento de compactificación que implica la sustitución de una métrica
tipo Randall-Sundrum, a la cual nos hemos referido como compactificación “a la
Randall-Sundrum”.

A partir de las acciones de gravedad compactificadas, llegamos a una interpretación
de la constante cosmológica efectiva de 4-dimensiones Λ4D, en un primer caso
se obtuvo Λ4D en términos del par (rc,Λ5D) de lo cual especulamos que Λ4D

tiene su origen en el radio de compactificación rc y en la constante cosmológica
de la quinta dimensión, es decir Λ5D. En un segundo caso se encontró Λ4D en
términos únicamente de rc nos lleva a la interpretación aparentemente razonable
del parámetro l como el tamaño del universo.

Cabe destacar que el término cuadrático Aϵ̃mnpqR̃
mnR̃pq en la acción

compactifacada dada en (4.4.10), representa el término de Gauss-Bonnet en
4D. Este término es del tipo topológico, por lo que no contribuye a la dinámica
del sistema. De modo que, el procedimiento de compactificación aplicado evita los
problemas citados en la referencia (55), es decir no se rompe la condición de que
las ecuaciones de movimiento sean hiperbólicas.

Cabe destacar que las ecuaciones de movimiento obtenidas para el Lagrangiano
de Einstein-Gauss-Bonnet sin constante cosmológica (4.3.6) y para el Lagrangiano
de la acción compactificada en (4.4.10), son ambas de segundo orden, por lo que
no experimentan inestabilidad.

Para dar por termino a las conclusiones tenemos que tras la compactificación “a
la Randall-Sundrum”, en el Lagrangiano (28) de la referencia (37), se encontró
una acción para una gravedad tenso-escalar de 4D que incluye un término de
Gauss-Bonnet, el cual pertenece a una familia de acciones de la teoría de Horndeski.
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Esta acción de gravedad tenso-escalar corresponde al Lagrangiano de la ecuación
(48) de la referencia (24). Este Lagrangiano (48) introduce grados de libertad
escalares adicionales mediante el acoplamiento del campo escalar a la métrica,
lo cual es posible debido al adecuado comportamiento del campo escalar bajo
transformaciones de Lorentz. Este procedimiento dio lugar a teorías tenso-escalares
que corresponden a generalizaciones de las teorías de Jordan-Brans-Dicke y también
a teorías que conducen a ecuaciones de campo de segundo orden conocidas como
teorías de Horndeski.

La inclusión de nuevos grados de libertad gravitatorios puede realizarse mediante
la construcción de teorías gravitatorias invariantes bajo simetrías mayores que
las habituales de Poincaré o (A)dS, es decir, invariantes bajo las denominadas
álgebras de Poincaré generalizadas B5.

Cabe destacar que los resultados obtenidos mediante la compactificación “a la
Randall-Sundrum” han sido prometedores, mostrando que este procedimiento de
reducción dimensional puede resultar en una herramienta matemática no sólo
interesante sino útil para allanar el camino a una teoría de la gravedad que describa
la evolución del universo.
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Apéndice A

Álgebra de Lie

A1. Álgebra de Lie

Un álgebra de Lie consiste de un espacio vectorial real o complejo de dimensión
finita g junto con una multiplicación [, ] : g× g → g que satisface las siguientes
tres propiedades:

1. Antisimetría

a) [u, v] = − [v, u] ∀u, v ∈ g

2. Ley distributiva

a) [au+ bv, w] = a [u,w] + b [v, w] ∀u, v, w ∈ g y ∀a, b ∈ R

3. Identidad de Jacobi

a) [[u, v] , w] + [[v, w] , u] + [[w, u] , v] = 0

Por otra parte, se llama álgebra de Lie del grupo bajo consideración a los
generadores que cumplan con la siguiente condición (45)

[
T a, T b

]
= ifab

cT
c (A1.1)

Comentamos que incluso si la forma explicita de los generadores T a depende de
la representación utilizada, las constantes de estructura fab

c son independientes
de la representación.
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A2. Álgebra de Poincaré

A2.1. Transformación de Lorentz

Una transformación de Lorentz propia puede ser pensada como una rotación en el
espacio-tiempo de cuatro dimensiones de Minkowski, dicha transformación tiene
la siguiente forma infinitesimal (13)

δxµ = ωµ
νx

ν (A2.1)

donde el parámetro constante, infinitesimal de transformación satisface la condición
dada a continuación

ωµν = −ωνµ, µ, ν = 0, 1, 2, 3 (A2.2)

Vamos a tener que si definimos un operador vectorial infinitesimal como

R̂(ω) =
1

2
ωµνJµν =

1

2
ωµν (xµ∂ν − xν∂µ) (A2.3)

Podemos determinar las propiedades del grupo de las transformaciones de Lorentz
a partir del álgebra de los operadores vectoriales que generan las transformaciones.
De esta manera, encontramos que

[
R̂(ω), R̂(ω̄)

]
=

[
1

2
ωµνJµν ,

1

2
ω̄λρJλρ

]
= ωµνω̄λρ [xµ∂ν , xλ∂ρ] (A2.4)

= R̂(ω̃)

donde
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ω̃µν = −ω̃νµ

= ωµ
λω̄

λν − ω̄µ
λω

λν (A2.5)

= [ω, ω̄]µν

Esto muestra que el álgebra de los operadores vectoriales es cerrada y que las
transformaciones de Lorentz definen un grupo no Abeliano. Por último, el álgebra
de los generadores también puede ser calculado directamente y tiene la forma dada
en (A2.6), la cual no es más que el álgebra de Lie asociada a las transformaciones
de Lorentz.

[Jµν , Jλρ] = −ηµλJνρ − ηνρJµλ + ηµρJνλ + ηνλJµρ (A2.6)

A2.2. Transformación de Poincaré

Si adicionalmente a las transformaciones de Lorentz agregamos las translaciones
infinitesimales, la transformación general de coordenadas toma la forma (13)

δxµ = ϵµ + ωµ
νx

ν (A2.7)

donde ϵµ, ωµ
ν denotan respectivamente los parámetros de translación infinitesimal y

transformación de Lorentz. Las transformaciones en δxµ = ϵµ+ωµ
νx

ν son conocidas
como las transformaciones de Poincaré infinitesimales o las transformaciones de
Lorentz no homogéneas. Claramente, en este caso, si definimos un operador
vectorial infinitesimal obtenemos

R̂(ϵ, ω) = −ϵµPµ +
1

2
ωµνJµν

(A2.8)

= − (ϵµ∂µ + ωµνxν∂µ)

El álgebra de los operadores vectoriales para las transformaciones de Poincaré
también puede ser fácilmente calculada como
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[
R̂(ϵ, ω), R̂(ϵ̄, ω̄)

]
=

[
ϵµ∂µ + ωµνxν∂µ, ϵ̄

λ∂λ + ω̄λρxρ∂λ
]

= − (ωµ
ν ϵ̄

ν − ω̄µ
νϵ

ν) ∂µ +
(
ωµλω̄ ν

λ − ω̄µλω ν
λ

)
xµ∂ν(A2.9)

= − (ϵ̃µ∂µ + ω̃µνxν∂µ)

= R̂(ϵ̃, ω̃) (A2.10)

donde hemos identificado

ϵ̃µ = (ωµ
ν ϵ̄

ν − ω̄µ
νϵ

ν) (A2.11)

ω̃µν =
(
ωµλω̄ ν

λ − ω̄µλω ν
λ

)
= [ω, ω̄]µν (A2.12)

Asimismo, podemos calcular el álgebra de los generadores del grupo de Poincaré.
Para este momento, conocemos las relaciones de conmutación [Jµν , Jλρ], y [Pµ, Pν ].
Por tanto, la única relación que necesita ser calculada es el conmutador entre los
generadores de las transformaciones de Lorentz y traslaciones,

[Pµ, Jνλ] = [∂µ, xν∂λ − xλ∂ν ]

= ηµν∂λ − ηµλ∂ν (A2.13)

= ηµνPλ − ηµλPν

Este último resultado muestra que bajo una transformación de Lorentz, el
generador Pµ se comporta como un vector de cuatro dimensiones covariante.

De este modo, al combinar los resultados previos sobre el álgebra del grupo de
translación, así como el grupo de Lorentz homogéneo, concluimos que el álgebra
de Lie asociada a las transformaciones de Poincaré está dada por
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[Pµ, Pν ] = 0

[Pµ, Jνλ] = ηµνPλ − ηµλPν (A2.14)

[Jµν , Jλρ] = −ηµλJνρ − ηνρJµλ + ηµρJνλ + ηνλJµρ

A2.3. Álgebras de Poincaré generalizadas B2n+1

En esta sección se describirá brevemente los resultados obtenidos en (37), (10), y
(11). Siguiendo las definiciones dadas en (38), vamos a considerar la S-expansión
del álgebra de Lie Anti-de Sitter (AdS) empleando como semigrupo S(2n−1)

E =

{λ0, · · · , λ2n} dotada de la ley de multiplicación λαλβ = λα+β cuando α+ β ≤ 2n;
λαλβ = λ2n cuando α + β > 2n. Los generadores J̃ab y P̃a del álgebra de AdS

satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[
J̃ab, J̃cd

]
= ηbcJ̃ad − ηacJ̃bd − ηbdJ̃ac + ηadJ̃bc[

J̃ab, P̃c

]
= ηbcP̃a − ηacP̃b (A2.15)[

P̃a, P̃b

]
= J̃ab

donde a, b = 0, · · · , 2n y ηab corresponde a la métrica de Minkowski. A continuación
consideramos la siguiente descomposición en subconjuntos S(2n−1)

E = S0 ∪ S1, con

S0 = {λ2m, con m = 0, · · · , n− 1} ∪ {λ2n} (A2.16)

S1 = {λ2m+1, con m = 0, · · · , n− 1} ∪ {λ2n} (A2.17)

donde λ2n corresponde al elemento cero del semigrupo (0S = λ2n). Tras extraer
una subálgebra resonante y realizar su 0S(λ2n)-reducción, se encuentra el álgebra
de Poincaré generalizada B2n+1,
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[Pa, Pb] = Z
(1)
ab ,

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb,

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb,[
Jab, Z

(i)
c

]
= ηbcZ

(i)
a − ηacZ

(i)
b ,[

Z
(i)
ab , Pc

]
= ηbcZ

(i)
a − ηacZ

(i)
b , (A2.18)[

Z
(i)
ab , Z

(j)
c

]
= ηbcZ

(i+j)
a − ηacZ

(i+j)
b ,[

Jab, Z
(i)
cd

]
= ηcbZ

(i)
ad − ηcaZ

(i)
bd + ηdbZ

(i)
ca − ηdaZ

(i)
cb ,[

Z
(i)
ab , Z

(j)
cd

]
= ηcbZ

(i+j)
ad − ηcaZ

(i+j)
bd + ηdbZ

(i+j)
ca − ηdaZ

(i+j)
cb ,[

Pa, Z
(i)
b

]
= Z

(i+1)
ab ,[

Z(i)
a , Z

(j)
b

]
= Z

(i+j+1)
ab ,

donde i, j = 1, · · · , n− 1. Notemos que los generadores del álgebra B2n+1 están
relacionados a las originales a través de

Jab = J(ab,0) = λ0 ⊗ J̃ab,

Pa = P(a,1) = λ1 ⊗ P̃a,

Z
(i)
ab = J(ab,2i) = λ2i ⊗ J̃ab, (A2.19)

Z(i)
a = P(a,2i+1) = λ2i+1 ⊗ P̃a,

luego si i > n−1 tenemos que Z(i)
ab = Z

(i)
a = 0. El álgebra de Poincaré generalizada

B2n+1 también se conoce como el tipo de álgebra de Maxwell que fue introducida
en ((11)). Notemos que establecer Z(i+1)

ab y Z
(i)
a igual a cero, conduce al álgebra de

B4 que coincide con el álgebra de Maxwell M (54).

A3. Álgebra de Anti-de Sitter (AdS)

La teoría de la relatividad especial y general está formulada en el espacio-tiempo
de Minkowski, el cual es un espacio plano y es el caso más simple que uno puede
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considerar. Por otro lado están los espacios-tiempo de de-Sitter (dS) y Anti-de
Sitter (AdS), estos son los parientes más cercanos al espacio-tiempo de Minkowski,
debido a que son los espacios-tiempo no planos más simples, ya que tienen una
curvatura constante en todas partes.

Los generadores que componen el álgebra de de-Sitter (dS) y Anti-de Sitter (AdS)
conmutan como sigue

[Jab, Jcd] = ηbdJca − ηadJcb + ηbcJad − ηacJbd

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb (A3.1)

[Pa, Pb] = − 1

l2
σJab

donde tenemos que para σ = +1 aparece el álgebra de de-Sitter dS = so(4, 1),
mientras que para σ = −1 tenemos el álgebra de Anti-de Sitter AdS = so(3, 2). Por
otra parte, al tomar el límite l → ∞, el cual es conocido como contracción Inönü-
Wigner ver el apéndice (F), reaparece el álgebra de Poincaré en d dimensiones
iso(3, 1).

Los generadores Jab hacen referencia al subgrupo Lorentz SO(3, 1) y los generadores
Pa definen la transitividad de los correspondientes espacios homogéneos. La
importancia relativa de estas dos componentes está ponderada por el valor de
la constante cosmológica. En partícular, para una constante cosmológica nula,
los dos espacios dS y AdS transforman al espacio de Minkowski M con Poincaré
como grupo de simetría (49).

A3.1. Álgebra AdSL4 generalizada

La S-expansión del álgebra AdS de Lie utilizando como semigrupo S
(2)
M =

{λ0, λ1, λ2} dotado con la regla de multiplicación λαλβ = λα+β si α + β ≤ 2;
λαλβ = λα+β−2 si α + β > 2, nos conduce a la tan llamada álgebra-AdSL4, cuyos
generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutación ((20) y (4))
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[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac

[Zab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac (A3.2)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb

[Zab, Pc] = ηbcPa − ηacPb

[Pa, Pb] = Zab

Esta álgebra fue obtenida en (32) a partir del álgebra de Maxwell a través de un
procedimiento conocido como deformación.
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Apéndice B

Formalismo de Cartan

La definición de la conexión de Cartan nos conduce de forma natural a los conceptos
de las funciones curvatura y torsión, sin embargo, previo a establecer la descripción
de dichas funciones, requerimos precisar en qué consiste el formalismo de Cartan,
con el objetivo de exponer la curvatura y la torsión en términos de las ecuaciones
de estructura de Cartan.

B1. Vielbein

En el espacio tangente a un punto x de una variedad M , es decir Tx(M), las
bases coordenadas están dada por eµ = ∂µ, mientras que el espacio dual1 a dicho
espacio tangente es decir T ∗

x (M) las bases coordenadas son dxµ. Pero si además, a
la variedad M se la dota de una métrica g, entonces es posible escribir las bases
coordenadas como sigue (48),

êa(x) = e µ
a (x)∂µ (B1.1)

donde las entidades e µ
a (x) actúan como “matrices de cambio de base” entre ∂µ y

êa(x). Ahora, vamos a requerir que el objeto êa(x) sea ortonormal2 con respecto a
la métrica g como sigue,

1El espacio dual se define como el conjunto de las transformaciones lineales de un espacio
vectorial a un espacio de valores escalares.

2Ortonormal significa que los vectores son ortogonales entre ellos y todos ellos tienen norma
igual a la unidad.
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g (êa, êb) = e µ
a (x)e ν

b (x)gµν(x) = δab (B1.2)

Si la variedad es Lorentziana entonces δab debe ser reemplazado por la métrica de
Minkowski ηab, quedando como sigue

ηab = e µ
a (x)e ν

b (x)gµν(x) (B1.3)

de donde tenemos que los objetos e µ
a (x) son las componentes de las matrices que

diagonalizan gµν(x) (36). Por otro lado, podemos revertir (B1.3) obteniendo las
componentes de la métrica g (48),

gµν = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab (B1.4)

donde eaµ(x) es el inverso de e µ
a (x), de tal forma que eaµe

ν
a = δνµ, eaµe

µ
b = δab .

Vamos ahora a introducir una base ortonormal 1-formal ea definida como

ea = eaµdx
µ (B1.5)

la cual debe satisfacer que
〈
ea, eb

〉
= ηab. Notemos que la base ea es dual a la base

de vectores êa tal que ea (êb) = êb (e
a) = δab . Luego, la métrica en términos de la

base dual ea se escribe como sigue

g = gµνdx
µdxν

= ηabe
a
µe

b
νdx

µdxν (B1.6)

= ηabe
aeb

Las bases êa y ea son llamadas bases no coordenadas, mientras que los coeficientes
eaµ son las tan llamados vielbeins, nombre que reciben si el espacio tiene muchas
dimensiones. Para un espacio de cuatro dimensiones el nombre que se les acuña es
vierbeins. Los vielbeins son conocidos como marcos móviles, y constituyen marcos
ortonormales locales sobre la variedad M .
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Por otro lado, por la ecuación (B1.4) el vielbein eaµ determina la métrica, de lo
que se deduce que todas las propiedades métricas del espacio o del espacio-tiempo
están contenidas en el vielbein. Sin embargo, lo contrario no es cierto, es decir
dada una métrica gµν existen infinitas elecciones de vielbein que corresponden a
las diferentes elecciones de los marcos ortonormales locales (61), cada uno de los
cuales está relacionado a otros marcos ortonormales por rotación ortogonal local
(36),

eaµ(x) → ēaµ(x) = Λa
b(x)e

b
µ(x) (B1.7)

donde los objetos Λa
b son las matrices de rotación (que pueden ser rotaciones

espaciales o rotaciones espacio-temporales), estas matrices son conocidas como las
transformaciones de Lorentz, y conforman el llamado grupo de Lorentz. Después,
la nueva base no coordenada está dada por ēaµ(x). Al requerir que esta nueva
base sea ortonormal, se encuentra el resultado dado en (B1.9)

gµν = ηabē
a
µē

b
ν (B1.8)

ηabē
a
µē

b
ν = ηcde

c
µe

d
ν

ηabΛ
a
ce

c
µΛ

b
de

d
ν = ηcde

c
µe

d
ν

ηabΛ
a
cΛ

b
d = ηcd (B1.9)

Esta última relación se debe a la invariancia bajo rotaciones del tensor métrico,
además implica que estas bases no coordenadas están relacionadas entre sí en cada
punto del espacio por transformaciones locales del grupo ortogonal O (d− η−, η−).

B2. Derivada covariante exterior

Para definir un operador derivada sobre la variedad, se requiere un campo
de conexión tal que la estructura diferencial permanece invariante bajo
transformaciones de Lorentz locales, que actúan de forma independiente en cada
punto de la variedad. La introducción de la conexión se debe a la necesidad de



86 B2. Derivada covariante exterior

compensar la acción del grupo de gauge independiente de los puntos vecinos. En
este caso, el campo de gauge es la conexión de Lorentz ωab, también conocida como
la conexión de espín o conexión de Cartan, esta última se discutió anteriormente
en la sección de la geometría de Cartan.

Por tanto, dada una p-forma Aa vector-valuado en el espacio tangente, que
transforma como una representación del grupo de Lorentz, esto es Aa ∈ Λp,
definimos un operador derivada covariante exterior como sigue (29),

DAa = dAa + ωa
b ∧ Ab (B2.1)

donde dAa es la derivada exterior ordinaria. Notemos, que el operador D es una
1-forma y ya que Aa es una p-forma, nos damos cuenta que DAa es una (p+ 1)-
forma. La derivada covariante D mide el cambio producido por el transporte
paralelo entre puntos vecinos. De tal manera que las propiedades afines del espacio
están codificadas en las componentes ωab, que son arbitrarios e independientes de
la métrica.

Adicionalmente, la derivada covariante exterior debe de satisfacer

DAa → Λa
bDAb (B2.2)

es decir, debe de transformar correctamente como un vector bajo transformaciones
de Lorentz locales. En consecuencia, la conexión 1-forma ωab transforma como
sigue

ωa
b → Λa

cω
c
k

(
Λ−1

)k
b
− (dΛ)ac

(
Λ−1

)c
b

(B2.3)

Es importante resaltar que el símbolo diferencial D opera sobre la p-forma de
tal manera que es independiente de p. Por lo tanto, las reglas previas aplican sin
cambios a tensores-valuados 0-formas. Como un ejemplo típico podemos considerar
la métrica ηab del espacio-tiempo de Minkowski tangente, al calcular su derivada
covariante exterior encontramos
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Dηab = dηab + ωa
cη

cb + ωb
cη

ac

= ωab + ωba = 0 (B2.4)

(B2.5)

Este resultado es gracias a la propiedad de antisimetría de la conexión de Lorentz
ωab = ω[ab]. El requisito de que la conexión de Lorentz sea compatible con la
estructura métrica del espacio tangente hace que ωab se restrinja a ser antisimétrico.

Otro tensor 0-forma importante en el espacio tangente es el símbolo completamente
antisimétrico ϵa1···an . Los tensores ηab y ϵa1···an son definidos por la estructura
algebraica del grupo de Lorentz, y en consecuencia son constantes en toda la
variedad M , asimismo también deben de ser covariantemente constantes,

dηab = Dηab = 0 (B2.6)

dϵa1···an = Dϵa1···an = 0 (B2.7)

B3. Curvatura

Una de las propiedades fundamentales del cálculo exterior es que la segunda
derivada exterior de una forma diferencial se anula idénticamente d(dAa) =

d2Aa = 0 (61). No obstante, la segunda derivada covariante en general no se anula,
siendo controlada por la curvatura del espacio-tiempo. De hecho, al aplicar el
operador D sobre una (p+ 1)-forma DAa genérica obtenemos (29)

D2Aa = D (DAa)

= D
(
dAa + ωa

b ∧ Ab
)

= (dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b) ∧ Ab (B3.1)

De esta forma, surge la tan llamada 2-forma curvatura Ra
b, la cual está
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explícitamente definida como

Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b (B3.2)

Esta ecuación (B3.2) corresponde a la segunda ecuación de estructura de Cartan,
y está relacionada al tensor de curvatura de Riemann Rα

βµν como sigue (61)

Ra
b =

1

2
eaαe

β
bR

α
βµνdx

µ ∧ dxν (B3.3)

B4. Torsión

La curvatura y la torsión son objetos de características distintas. La curvatura
está definida para cualquier conexión infinitesimal, mientras que la torsión está
definida sólo para las conexiones no homogéneas.

Las 1-formas ωab y ea se destacan por tener distintas reglas de transformación,
puesto que ea transforma como un vector y no como una conexión como vimos en
(B2.3). En las teorías de gauge esto se ve reflejado en el hecho de que los campos
vectoriales corresponden a la materia, mientras que la conexión actúa como un
portador de las interacciones. Como consecuencia, el único tensor que se puede
obtener a partir de la diferenciación de ea es empleando la derivada covariante
Dee. De esta última se obtiene la 2-forma Torsión, que viene dada por (61)

T a = Dea = dea + ωa
b ∧ eb (B4.1)

Esta ecuación corresponde a la primera ecuación de estructura de Cartan, y junto
a la ecuación (B3.2) forman las ecuaciones de estructura, las cuales controlan la
estructura geométrica de la variedad dada (29).

B5. Identidades de Bianchi

Como se comentó anteriormente, es posible calcular la segunda derivada covariante
de una forma diferencial. De modo que podemos calcular la derivada covariante
de la torsión, obteniendo así el siguiente resultado
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DT a = Ra
b ∧ eb (B5.1)

donde Ra
b está dado por (B3.2). Por consiguiente, calcular la segunda derivada

covariante de un vector es equivalente a multiplicar por la 2-forma curvatura, lo
que nos conduce a la siguiente propiedad (61)

DRa
b = dRa

b + ωa
c ∧Rc

b − ωc
b ∧Ra

c

DRa
b ≡ 0 (B5.2)

Las ecuaciones (B5.1) y (B5.2) son las llamadas identidades de Bianchi, las cuales
resultan de calcular la derivada covariante exterior de las dos ecuaciones de
estructura. Las identidades de Bianchi se cumplen, en general, en una estructura
geométrica que satisface la condición ∇g = 0, incluso en el caso de torsión no nula
(29).

Es importante resaltar que la ecuación (B5.2) es una identidad y no un conjunto
de ecuaciones, esto es porque se cumple para cualquier conexión 1-forma bien
definida. Una consecuencia de esta identidad es que tomar sucesivas derivadas
covariantes no produce nuevos tensores independientes (61).
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Apéndice C

Lenguaje de formas diferenciales

Gracias al lenguaje de formas diferenciales podemos reescribir las ecuaciones en una
forma más compacta, donde los índices tensoriales del espacio-tiempo curvado se
encuentran ocultos dentro de las variables con grandes simplificaciones y beneficios
formales (especialmente en el contexto de los cálculos variacionales). Por otro
lado, en este apéndice seguiremos las siguientes convenciones: las letras latinas
a, b, c, . . . denotarán los índices de Lorentz en el espacio plano tangente, las letras
griegas µ, ν, α, . . . denotarán los índices tensoriales en la variedad curvada. Para
los campos de materia siempre usaremos unidades naturales ℏ = c = 1. Además, a
menos que se establezca lo contrario, supondremos que la variedad espacio-tiempo
tiene un número arbitrario D de dimensiones, con signatura (+,−,−,−, . . .) (29).

C1. Elementos del cálculo exterior

Vamos a iniciar señalando que el elemento de superficie infinitesimal dx1dx2 de
una variedad diferenciable es anti-simétrico con respecto al intercambio de las
coordenadas x1 → x′

1 = x2 y x2 → x′
2 = x1, puesto que el correspondiente

determinante jacobiano de la transformación es | ∂x′/∂x |= −1. Por lo tanto,

∫
dx1dx2 = −

∫
dx2dx1 (C1.1)

Con respecto a un elemento de volumen genérico dx1dx2 · · · dxD vamos a introducir
la composición de diferenciales llamado producto exterior, denotado por el símbolo
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cuña como dxµ ∧ dxν , además este producto es asociativo y anti-simétrico, dxµ ∧
dxν = −dxν ∧ dxµ. Vamos a definir, en este contexto, una forma diferencial
“exterior” de grado p o una p-forma como un elemento del espacio vectorial lineal
Λp abarcado por la composición externa de los p diferenciales.

Así cualquier p-forma puede ser representada como un polinomio homogéneo con
un grado p en el producto exterior de los diferenciales,

A ∈ Λp ⇒ A = A[µ1···µp]dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxmup (C1.2)

donde dxµi ∧ dxµj = −dxµj ∧ dxµi para cualquier par de índices, y donde A[µ1···µp]

corresponden a las componentes de un tensor totalmente anti-simétrico de rango
p. Un escalar ϕ, por ejemplo, se puede representar como una 0-forma, un vector
covariante Aµ como una 1-forma A, con A = Aµdx

µ, un tensor anti-simétrico Fµν

como una 2-forma F , con F = Fµνdx
µ ∧ dxν , y así sucesivamente.

En una variedad D-dimensional, la suma directa de espacios vectoriales Λp de 0 a
D define el álgebra de Cartan Λ,

Λ =
D⊕
p=0

Λp (C1.3)

En el espacio vectorial lineal Λ, el producto exterior es un mapeo Λ× Λ → Λ que
en la base de coordenadas diferenciales dxµ1 ∧ dxµ2 · · · , es representado por una
ley de composición que satisface las propiedades de

1. Bilinealidad:

(αdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp + βdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp) ∧ dxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµp+q

= (α + β) dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµp+q
(C1.4)

con α y β coeficientes numéricos arbitrarios.

2. Asociatividad:

(dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp) ∧ (dxµp+ ∧ · · · ∧ dxµp+q) = dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp+q (C1.5)

3. Asimetría:
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dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp = dx[µ1 ∧ · · · ∧ dxµ1] (C1.6)

Esta última propiedad implica que el producto exterior de un número de
diferenciales µp > D es idénticamente nulo.

Partiendo de las definiciones anteriores, podemos introducir algunas operaciones
importantes relativas a las formas exteriores.

C1.1. Producto exterior

El producto exterior entre una p-forma A ∈ Λp y una q-forma B ∈ Λq es un mapeo
bilineal y asociativo ∧ : Λp × Λq → Λp+q, que define la (p+ q)-forma C tal que

C = A ∧B = Aµ1···µpBµp+1···µp+qdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp+q (C1.7)

Las propiedades de conmutación de este producto dependen de los grados de las
formas que estamos considerando (es decir el número de las componentes que
tenemos que conmutar), en general tenemos la regla:

A ∧B = (−1)pqB ∧ A (C1.8)

C1.2. Derivada exterior

La derivada exterior de una p-forma A ∈ Λp puede ser interpretada como el
producto exterior entre el gradiente 1-forma dxµ∂µ y la p-forma A. Así, esto es
representado por el mapeo d : Λp → Λp+1, que define la (p+ 1)-forma dA tal que

dA = ∂[µ1Aµ2···µp+1]dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp+1 (C1.9)

Por ejemplo para un escalar ϕ, la derivada exterior es representada por la 1-forma

dϕ = ∂µϕdx
µ (C1.10)

La derivada exterior de la 1-forma A es representada por la 2-forma
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dA = ∂[µAν]dx
µ ∧ dxν (C1.11)

y así sucesivamente para grados superiores.

Una consecuencia inmediata de la definición (C1.9) es que la segunda derivada
exterior siempre se anula,

d2A = d ∧ dA ≡ 0 (C1.12)

independientemente del grado de la forma A. También podemos recordar que
una p-forma A es llamada cerrada si dA = 0, y exacta si satisface la propiedad
de A = dϕ, donde ϕ es una (p− 1)-forma. Si una forma es exacta entonces es
cerrada. Sin embargo, si una forma es cerrada entonces no necesariamente es
exacta, depende de la propiedades topológicas de la variedad donde la forma es
definida.

Otra consecuencia de la definición (C1.9) es que, en un espacio-tiempo con una
conexión simétrica

(
Γ α
µν = Γ α

νµ

)
, el gradiente ∂µ que aparece en el operador

derivada exterior siempre puede ser reemplazado por el gradiente covariante ∇µ.
De hecho,

∇µ1Aµ2µ3··· = ∂µ1Aµ2µ3··· − Γ α
µ1µ2

Aαµ3··· − Γ α
µ1µ3

Aµ2α··· − · · · (C1.13)

por lo que todos los términos con la conexión desaparecen después de la
antisimetrización, y

dA = ∇A ≡ ∇[µ1Aµ2···µp+1]dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp+1 (C1.14)

Finalmente, de nuevo de la definición (C1.9) y de la regla de conmutación (C1.8),
podemos obtener una regla de Leibnitz generalizada para la derivada exterior de
un producto. Considere, el producto exterior de una p-forma A y una q-forma B.
Recordando que d es un operador 1-forma tenemos
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d (A ∧B) = dA ∧B + (−1)pA ∧ dB

d (B ∧ A) = dB ∧ A+ (−1)qB ∧ dA

(C1.15)

y así sucesivamente para múltiples productos.

C1.3. Conjugación del dual y el operador co-diferencial

Otro ingrediente crucial para la aplicación de este formalismo a modelos físicos es
el llamado operador dual de Hodge, el cual asocia a cada p-forma su complemento
(D − p)-dimensional. El dual de una p-forma A ∈ Λp es un mapeo ⋆ : Λp → ΛD−p,
definiendo la (D − p)-forma ⋆A tal que

⋆A =
1

(D − p)!
Aµ1···µpηµ1···µpµp+1···µD

dxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµD (C1.16)

Debemos hacer notar que el tensor η completamente antisimétrico está relacionado
a la densidad antisimétrica de Levi-Civita ϵ a través de la relación

ηµ1···µD
=
√

| g |ϵµ1···µD
(C1.17)

También deberíamos notar que el uso de
√
| g | en lugar de

√
−g es debido al

hecho de que el signo de detgµν , en un número arbitrario de D dimensiones espacio-
temporales, depende del número (par o impar) de las D − 1 componentes tipo
espacio.

Además puede ser útil señalar que el cuadrado del operador dual no coincide con
la identidad, en general. Al aplicar la definición (C1.16), obtenemos

⋆ (⋆A) =
1

p! (D − p)!
Aµ1···µpη

µ1···µDηµp+1···µDν1···νpdx
ν1 ∧ · · · ∧ dxνp

= (−1)p(D−p)(−1)D−1 1

p!
δµ1···µp
ν1···νp Aµ1···µpdx

ν1 ∧ · · · ∧ dxνp

= (−1)p(D−p)+D−1A (C1.18)
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El factor (−1)D−1 viene de las reglas del producto de los tensores totalmente
anti-simétrico puesto que, en D − 1 dimensiones espaciales,

ϵ012...D−1 = (−1)D−1ϵ012...D−1 = (−1)D−1 (C1.19)

Las reglas del producto se convierten así, en general,

ην1···νpµp+1···µD
ηµ1···µD = (−1)D−1 (D − p)!δµ1···µp

ν1···νp (C1.20)

donde δ
µ1···µp
ν1···νp está definido como sigue

δµ1···µn
ν1···νn = det


δµ1
ν1

· · · δµ1
νn

δµ2
ν1

· · · δµ2
νn

· · · · · · · · ·
δµn
ν1

· · · δµn
νn

 (C1.21)

El factor (−1)p(D−p), en cambio, proviene de la conmutación de los p índices de A

con los D − p índices de su dual (tal cambio es necesario para ordenar los índices
de η de manera que coincidan con la secuencia de la regla del producto (C1.20)).

El dual del operador identidad está directamente relacionado con la medida de
integración escalar que representa el elemento de hipervolumen de la variedad
espacio-tiempo dada. A partir de la definición (C1.16) tenemos,

⋆1 =
1

D!
ηµ1···µD

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµD

=
√

| g |ϵ012...D−1dx
0 ∧ dx1 · · · dxD−1

= (−1)D−1
√

| g |dDx (C1.22)

Combinando este resultado con la regla del producto

ηµ1···µD
ηµ1···µD = (−1)D−1D! (C1.23)

Así, somos conducidos a la relación útil
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dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµD =
√

| g |dDxηµ1···µD = dDxϵµ1···µD (C1.24)

La operación dual es requerida para definir los productos escalares que aparecen
en todas las integrales de acción. Consideremos el producto exterior entre una
p-forma A y el dual de otra p-forma B. Al emplear la definición (C1.16) y la
relación (C1.24) obtenemos

∫
A ∧⋆ B =

1

(D − p)!

∫
Aµ1···µpB

ν1···νpην1···νpµp+1···µD
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµD

= (−1)D−1

∫
dDx

√
| g |Aµ1···µpB

ν1···νpδµ1···µp
ν1···νp

= (−1)D−1p!

∫
dDx

√
| g |Aµ1···µpB

µ1···µp (C1.25)

El resultado anterior se cumple para formas del mismo grado p (pero p es arbitrario)
y empleando la ecuación (C1.22) podemos reescribir (C1.25) como

A ∧⋆ B = B ∧⋆ A = p!⋆1Aµ1···µpB
µ1···µp (C1.26)

Finalmente, a través de la aplicación del operador dual podemos expresar la
divergencia de una p-forma A al calcular la derivada exterior de su dual, y
subsecuentemente dualizar el resultado obtenido. De esta forma obtenemos la
(p−1)-forma ⋆(d⋆A) cuyas componentes corresponden exactamente a la divergencia
del tensor anti-simétrico A[µ1···µp].

Consideremos la derivada exterior de la forma dual (C1.16):

d⋆A =
1

(D − p)!
∂α

(√
| g |Aµ1···µp

)
ϵµ1···µD

dxα ∧ dxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµD (C1.27)

Calculando el dual obtenemos
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⋆ (d⋆A) =
1

(p− 1)! (D − p)!
∂α

(√
| g |Aµ1···µp

)
ϵµ1···µp

µp+1···µD

× 1√
| g |

ϵ µp+1···µD
α ν1···νp−1

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνp−1

= p(−1)D−1+(p−1)(D−p)∇αAαν1···νp−1dx
ν1 ∧ · · · ∧ dxνp−1 (C1.28)

donde

∇αA
[αν1···νp−1] =

1√
| g |

∂α

(√
| g |A[αν1···νp−1]

)
(C1.29)

es la divergencia covariante de un tensor completamente anti-simétrico, cálculado
con una conexión simétrica.

Al explotar el resultado anterior, también podemos definir una operación diferencial
adicional que actúa sobre las formas exteriores, representada por el operador co-
diferencial (o co-derivada exterior). El co-diferencial de una p-forma es un mapeo
δ : Λp → Λp−1, definiendo la (p− 1)-forma δA tal que

δA = p∇αAαµ1···µp−1dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp−1 (C1.30)

Una comparación con la ecuación (C1.28) muestra que la derivada exterior d y la
co-derivada δ están relacionadas por

δ = (−1)D−1+(p−1)(D−p)⋆d⋆ (C1.31)
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Apéndice D

Término cosmológico generalizado a

partir de las simetrías de Maxwell

En la publicación realizada por de Azcárraga, Kamimura, y Lukierski (16), se
proponen por objetivo considerar una forma alternativa de introducir el término
cosmológico, que como se sabe sumar el término de la constante cosmológica a la
acción de Einstein-Hilber estándar describe la energía oscura.

Cuando se emplea el gauge en el álgebra del espacio-tiempo de Maxwell, el marco
geométrico estándar de la gravedad de Einstein con el término de la constante
cosmólogica es extendido al sumar seis campos cuadri-vectoriales Aab

µ(x) asociados
con las seis cargas tensoriales Abelianas en el álgebra de Maxwell. En la extensión
más simple de Maxwell de la gravedad de Einstein, esto conduce a un término
cosmológico generalizado que incluye una contribución de estos campos vectoriales.

Por otro lado, el álgebra de Maxwell para D = 4 está compuesta por los siguientes
conmutadores:
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[Pa, Pb] = ΛZab

[Zab, Zcd] = 0

[Pa, Zcd] = 0

[Jab, Pc] = − (ηcaPb − ηcbPa) (D0.1)

[Jab, Zcd] = − (ηcaZbd − ηcbZad − ηdaZbc + ηdbZac)

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb

El término de la constante cosmológica aparecerá de forma generalizada, con una
dependencia en los campos gauge adicionales asociados con los nuevos generadores
Zab. Por otro lado, veremos que además del vierbein eaµ y la conexión de espín ωab

µ,
el esquema incluye seis campos vectoriales Aab

µ que introducen un nuevo conjunto
de curvaturas. Tengamos presente que la 1-forma Aab = Aab

µdx
µ es antisimétrica

tal que Aab
µ = −Aba

µ.

D1. Gauging el álgebra de Maxwell

Vamos a introducir el conjunto de formas de Maurer-Cartan evaluadas en el
álgebra de Maxwell:

h = hAXA = eaPa +
1

2
ωabMab +

1

2
AabZab (D1.1)

donde a, b = 0, 1, 2, 3 son índices del espacio tangente que suben y bajan
con la métrica de Minkowski ηab. Los campos de gauge asociados hA

µ =(
eaµ(x), ω

ab
µ(x), A

ab
µ(x)

)
son definidos por los campos uno-forma del espacio-tiempo

D = 4.

ea = eaµdx
µ, ωab = ωab

µdx
µ, Aab = Aab

µdx
µ (D1.2)

donde eaµ es el vierbein, ωab
µ es la conexión de espín, y Aab

µ son los nuevos campos
de gauge Abelianos.
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hA =

(
ea,

1

2
ωab,

1

2
Aab

)
(D1.3)

Del producto exterior de dos derivadas covariantes exteriores obtenemos la dos-
forma curvatura genérica de los campos de gauge asociados,

R = dh+ h ∧ h = dh+
1

2
[h, h] ≡ RAXA (D1.4)

Desarrollando la curvatura tenemos

R = d

(
eaPa +

1

2
ωabJab +

1

2
AabZab

)
+

1

2

[
eaPa +

1

2
ωabJab +

1

2
AabZab, e

cPc

+
1

2
ωcdJcd +

1

2
AcdZcd

]
(D1.5)

R = (dea + ωa
ce

c)Pa +
1

2

(
dωab + ωa

cω
cb
)
Jab +

1

2

(
DAab + Λeaeb

)
Zab (D1.6)

Denotando las componentes de R por RA =
(
T a, Rab, F ab

)
tenemos,

Torsión

T a = dea + ωa
ce

c (D1.7)

Tensor de Curvatura

Rab = dωab + ωa
cω

cb = Dωab = −Rba (D1.8)

Curvatura de los campos gauge Abelianos Aab más la dos-forma vierbein Λeaeb

F ab = DAab + Λeaeb (D1.9)

A continuación cálculamos las identidades de Bianchi empleando la derivada
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exterior sobre la torsión y la curvatura como sigue

dT a = ddea + d
(
ωa

be
b
)
= (dωa

b) e
b − ωa

bde
b

dT a + ωa
bT

b = Ra
be

b

DT a = Ra
be

b (D1.10)

dRa
b = d (dωa

b + ωa
cω

c
b)

DRab = 0 (D1.11)

Luego, la última identidad la determinamos vía derivada covariante de la dos-forma
curvatura F ab como sigue

F ab = dAab + ω[a
cA

c|b] + Λeaeb = DAab + Λeaeb

DF ab = dF ab + ωa
cF

cb + ωb
cF

ac

DF ab = R[a|cA b]
c + ΛT [a e b] (D1.12)

Por otra parte, bajo una transformación local de gauge con el parámetro ζ(x)

valuado en el álgebra de Maxwell,

ζ(x) = ζA(x)XA = ξa(x)Pa +
1

2
λab(x)Jab +

1

2
ρab(x)Zab (D1.13)

donde ζA(x) =
{
ξa(x), 1

2
λab, 1

2
ρab
}
, además tenemos que h en la ecuación (D1.1)

transforma como sigue,

δζh
A = dζA + f A

BCh
BζC ≡ (Dζ)A (D1.14)

Similarmente, las curvaturas en la ecuación (D1.4) transforman como
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δζR
A = f A

BCR
BζC (D1.15)

Esto conduce a

δζe
a = Dξa + ecλ a

c

1

2
δζω

ab = Dλab (D1.16)

δζA
ab = Dρab + Λe[a ξ b] + A[a

cλ
c|b]

δζT
a = T cλ a

c +Ra
cξ

c

δζR
ab = R[a

cλ
c|b] (D1.17)

δζF
ab = ΛT aξb +R[a

cρ
c|b] + F [a

c λ
c|b]

Así, las dos-forma T a, Rab y F ab se comportan de manera tensorial bajo
transformaciones locales de Lorentz λab(x).

De lo anterior se deduce que los Lagrangianos cuatro-forma adimensionales
invariantes bajo difeomorfismo y transformaciones locales de Lorentz de la Teoría
de Einstein-Cartan pueden ser construidos como bilineales en Rab y F ab,

L1 =
1

2
ϵabcdR

ab ∧Rcd (D1.18)

L2 = ϵabcdR
ab ∧ F cd, L3 =

1

2
ϵabcdF

ab ∧ F cd (D1.19)

L4 =
1

2
Rab ∧Rab (D1.20)

L5 = Rab ∧ Fab, L6 =
1

2
F ab ∧ Fab (D1.21)

Los términos L1 y L4 son conocidos en un marco de la gravedad estándar.
La densidad topológica L1 produce un término de superficie que, de hecho, es
proporcional a la característica de Euler. El término L4 también es topológico y
corresponde a la clase Chern-Pontryagin. El modelo básico que proponemos será
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construido a partir de las formas Lagrangianas de L2 y L3.

D2. Acción de Einstein con término cosmológico

generalizado

Consideramos primero el Lagrangiano L2, desarrollando tenemos

L2 = ϵabcdR
abF cd

L2 = ϵabcdR
ab
(
DAcd + Λeced

)
− 1

2κΛ
L2 = − 1

2κΛ
ϵabcdR

abDAcd − 1

2κ
ϵabcdR

abeced (D2.1)

donde identificamos el término − 1
2κ
ϵabcdR

abeced como el Lagrangiano de Einstein-
Hilbert LE.

A continuación empleando la identidad de Bianchi DRab = 0, y además
considerando que Dϵabcd = 0, y que el término ϵabcdR

abAcd es un escalar, podemos
escribir

D
(
ϵabcdR

abAcd
)
= (Dϵabcd)R

abAcd + ϵabcd
(
DRab

)
Acd + ϵabcdR

abDAcd

d
(
ϵabcdR

abAcd
)
= ϵabcdR

abDAcd

− 1

2κΛ
L2 = − 1

2κΛ
d
(
ϵabcdR

abAcd
)
+ LE (D2.2)

Como resultado, − 1
2κΛ

L2 es el Lagrangiano de Einstein-Hilbert más un término
de superficie.

Seguido consideramos el Lagrangiano L3, el cual es la anunciada extensión de
Maxwell del término cosmológico.
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L3 =
1

2
ϵabcdF

ab ∧ F cd

=
1

2
ϵabcd

(
DAab + Λeaeb

) (
DAcd + Λeced

)
=

1

2
ϵabcdDAabDAcd + ΛϵabcdDAabeced +

Λ2

2
ϵabcde

aebeced

Ahora definimos un nuevo término cosmológico dado como sigue

L̃cosm =
λ

2κΛ2
L3 (D2.3)

de tal manera que nos queda

L̃cosm =
λ

4κΛ2
ϵabcdDAabDAcd +

λ

2κΛ
ϵabcdDAabeced +

λ

4κ
ϵabcde

aebeced (D2.4)

donde el término cosmológico estándar está dado por la cuatro-forma
λ
4κ
ϵabcde

aebeced.

En último término, se propone como Lagrangiano para la gravedad de Maxwell la
siguiente cuatro-forma

L = − 1

2κΛ
L2 +

λ

2κΛ2
L3

=
µ

2κλ
(−L2 + µL3)

= LE + Lcosm +
λ

4κΛ2
ϵabcdDAabDAcd +

λ

2κΛ
ϵabcdDAabeced (D2.5)

el cual corresponde a la ecuación (29) de la publicación (16).
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Apéndice E

Cosmología

E1. Principio cosmológico

Einstein adoptó la estrategía de comenzar el estudio de la cosmología con una
hipótesis llamada principio cosmológico, el cual establece quen en cada época, esto
es cada valor fijo del tiempo cosmológico t, el universo es homogéneo e isotrópico.
En otras palabras, el universo presenta el mismo aspecto desde cada punto (salvo
irregularidades locales) (9).

A esta afirmación de que no existe una ubicación privilegiada en el universo a
veces se le denomina principio cosmológico copernicano.

Que el universo es homogéneo e isotrópico en la escala más grande de cientos de
Mpc ha sido confirmado por observación directa muy recientemente. Otra prueba
se presentó en forma de radiación de fondo cósmico de microondas extremadamente
unifome. Esta es la radiación térmica que quedó de una época temprana cuando
el universo tenía solo 105 años.

E2. Ecuaciones de Friedmann

La ecuación de Einstein relaciona la geometría del espacio-tiempo por un lado y
la distribución masa-energía por el otro, Gµν = κTµν . Para una descripción del
universo como un sistema físico que satisface el principio cosmológico, tenemos
que el espacio-tiempo debe tener la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker en coordenadas comomóviles. Esto fija el tensor de Einstein Gµν en el
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lado geométrico de la ecuación; mientras que el lado de la fuente también debe
ser compatible con un espacio homogéneo e isotrópico. La opción plausible más
simple es hacer que el tensor de energía-momento Tµν tome la forma de un fluido
ideal, es decir, la conductividad térmica y la viscosidad no son importantes en
el fluido cósmico. Así los dos parámetros importantes son la densidad de masa ρ

y la presión p. Luego, la ecuación de campo de la relatividad general relaciona
los parámetros geométricos de la signatura de la curvatura k y el factor de escala
a(t) = R(t)/R0 con la densidad del fluido cósmico ρ(t) y la presión p(t) (9).

La ecuación de Einstein con la métrica de FLRW y la fuente de fluido ideal conduce
al conjunto básico de ecuaciones cósmicas. Se llaman ecuaciones de Friedmann,
en honor al matemático y meteorólogo ruso que fue el primero, en darse cuenta
de que la ecuación de Einstein admitía soluciones cosmológicas que conducían a
un universo en expansión.

Un componente de la ecuación de Einstein se convierte en “la primera ecuación de
Friedmann”,

ȧ2(t) + k

a2(t)
=

8πG

3
ρ (E2.1)

Otra componente se convierte en “la segunda ecuación de Friedmann”,

ä(t)

a(t)
= −4πG

(
p+

1

3
ρ

)
(E2.2)

Debido a que los factores de presión y densidad son positivos, tenemos una
segunda derivada negativa ä(t): la expansión debe desacelerar debido a la atracción
gravitatoria mutua entre los elementos fluidos cósmicos. Se puede demostrar que
una combinación lineal de estas dos ecuaciones de Friedmann (E2.1) y (E2.2)
conduce a

d

dt

(
ρa3
)
= −p

da3

dt
(E2.3)

que, teniendo la forma de la primera ley de la termodinámica dE = −pdV , es el
enunciado de la conservación de la energía.
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E3. Tres valores de k

Consideremos ahora el significado real de la constante k que aparece en la ecuación
de Friedmann (E2.1). La interpretación de k, aparente en el contexto de la
relatividad general, es que mide la curvatura del espacio. Hasta el momento se ha
exigido que nuestros universos modelo sean tanto homogéneos como isotrópicos.
El tipo de geometría más simple que puede tener esta propiedad es lo que se
denomina geometría plana, en la que se aplican las reglas normales de la geometría
euclidiana. Sin embargo, resulta que la suposición de isotropía no es suficiente
para exigirla como única opción. En cambio, hay tres geometrías posibles para el
universo, y corresponden a que para k igual a cero se tiene la geometría plana,
para k positivo se tiene la geometría esférica, mientras que para k negativo se
tiene la geometría hiperbólica. La siguiente tabla resume las caracteríticas de cada
una de estas geometrías (41),

Curvatura Geometría Ángulo del Circunferencia del Tipo de
triángulo círculo universo

k > 0 esférica > 180◦ c < 2πr cerrado
k = 0 plana 180◦ c = 2πr plano
k < 0 hiperbólica < 180◦ c > 2πr abierto

Cuadro E3.1: Un resumen de las posibles geometría.
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Apéndice F

Contracción Inönü-Wigner

Tomando en cuenta que la mecánica clásica es un caso límite de la mecánica
relativista, tiene sentido considerar que existe un proceso en el que el grupo de
Galileo es un caso límite del grupo de la mecánica relativista, y de la misma
forma para las correspondientes representaciones. De modo que, Inönü y Wigner
investigaron cómo los grupos pueden ser casos límites de otros grupos, y cómo
sus representaciones pueden ser obtenidas a partir de las representaciones de los
grupos de los cuales aparecen como límites (35).

Así, en su nota de 1953 exponen el siguiente teorema: Todo grupo de Lie puede
contraerse con respecto a cualquiera de sus subgrupos continuos y sólo con respecto
a éstos. El subgrupo con respecto al cual se realiza la contracción se llamará S. Los
elementos infinitesimales contraídos forman un subgrupo invariante Abeliano del
grupo contraído. El subgrupo S es isomorfo con el grupo factor de este subgrupo
invariante. A la inversa, la existencia de un subgrupo invariante Abeliano y la
posibilidad de elegir de cada uno de sus cosets un elemento para que éstos formen
un subgrupo S, es una condición necesaria para la posibilidad de obtener el grupo
a partir de otro grupo por contracción.

Entonces, sea g = V0

⊕
V1 un álgebra de Lie, donde V0 es una subálgebra de g

generada por {Xi0}
dim V0

i0=1 y V1 es un subespacio de g generado por {Xi1}
dim V1

i1=1 . El
álgebra es descrita por (52)

[XA, XB] = C D
AB XD (F0.1)
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la contracción Inönü-Wigner se logra siguiendo los pasos a continuación:

1. Reescalar los generadores por medio de un parámetro λ de la siguiente forma

Yi1 = λ−1Xi1 (F0.2)

2. Descomponer el álgebra como sigue

[Xi0 , Xj0 ] = Ck0
i0j0

Xk0 + Ck1
i0j0

Xk1

[Xi0 , Xj1 ] = Ck0
i0j1

Xk0 + Ck1
i0j1

Xk1 (F0.3)

[Xi1 , Xj1 ] = Ck0
i1j1

Xk0 + Ck1
i1j1

Xk1

3. Tener en cuenta que V0, generado por {Xi0} es una subálgebra, lo cual
significa que las constantes de estructura deben satisfacer la condición

Ck1
i0j0

= 0 (F0.4)

4. Reemplazando los generadores reescalados en el álgebra dada en (F0.3)
tenemos una nueva álgebra dada por

[Xi0 , Xj0 ] = Ck0
i0j0

Xk0

[Xi0 , Yj1 ] =
1

λ
Ck0

i0j1
Xk0 + Ck1

i0j1
Yk1 (F0.5)

[Yi1 , Yj1 ] =
1

λ2
Ck0

i1j1
Xk0 +

1

λ
Ck1

i1j1
Yk1

5. Finalmente, tomamos el límite cuando el parámetro λ → ∞, lo que nos
conduce al álgebra contraída

[Xi0 , Xj0 ] = Ck0
i0j0

Xk0

[Xi0 , Yj1 ] = Ck1
i0j1

Yk1 (F0.6)

[Yi1 , Yj1 ] = 0
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En general, las contracciones Inönü-Wigner cambian las constantes de estructura
y la métrica de Killing del álgebra sin cambiar el número de generadores, pero el
álgebra resultante sigue siendo un álgebra de Lie. Puesto que algunas constantes
de estructura pueden hacerse cero bajo la contracción, algunos generadores se
vuelven conmutables y acaban formando una sub-álgebra Abeliana. Por lo que, la
contracción de un álgebra semi-simple no es necesariamente semi-simple (61).

Por otro lado, las contracciones de Inönü-Wigner pueden dar lugar a
representaciones infieles. En otras palabras, la representación de tomar el límite
puede no ser una representación fiel irreducible del grupo contraído. Por lo tanto,
el procedimiento para obtener una acción para un grupo contraído no es el límite
directo de la acción original.
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Apéndice G

Gravedad de Lovelock en 5D

En las ecuaciones (2.1) y (2.2) de la referencia (3) los coeficientes λm en el
Lagrangiano (2.2) tienen dimensiones de longitud(2p−D) y δ

i1···i2p
j1···j2p es la delta de

Kronecker generalizada. Usualmente tal densidad Lagrangiana es normalizada a
las unidades de la longitud de Planck λ1 = (16πG)−1 = l2−D

P . En 5-dimensiones,
el Lagrangiano está dado por los primeros tres términos de la suma

L(5D) =
√
−g
[
λ0 + λ1R + λ2

(
R2 − 4RijR

ij +RijklR
ijkl
)]

(G0.1)

donde λ1 = (16πG)−1 = l−3
P .

En el lenguaje de las formas diferenciales, el Lagrangiano de Lovelock en 5-
dimensiones puede ser escrito como (12)

L(5) = ϵabcde
(
α0e

aebecedee + α1R
abecedee + α2R

abRcdee
)

(G0.2)

donde α0, α1 y α2 son constantes arbitrarias.

Tomando en cuenta que ϵabcdee
aebecedee = −120

√
−gd5x, ϵabcdeR

abecedee =

−6
√
−gRd5x, ϵabcdeRabRcdee = −

√
−g
(
R2 − 4RijR

ij +RijklR
ijkl
)
d5x, tenemos

que (G0.2) puede ser escrito de la siguiente forma
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L(5) = −
√
−g
(
120α0 + 6α1R + α2

[
R2 − 4RijR

ij +RijklR
ijkl
])

d5x (G0.3)

La comparación de (G0.1) con (G0.3) vemos que λ0 = 120α0, λ1 = 6α1, λ2 = α2.

Por otra parte, a partir de (4.3.3) es directo ver que

L(5D)
EGB = ϵabcde

(
αRabRcdee +

2

3
Rabecedee − Λ5D

15
eaebecedee

)
(G0.4)

donde α = 2α2/3α1, β = 2α0/3α1, que indica que los coeficientes α y λ2 son
proporcionales. En efecto,

α =
2α2

3α1

=
4λ2

λ1

= 64πGλ2 = 4l3Pλ2 (G0.5)
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Apéndice H

Las teorías tenso-escalares más

generales de la gravedad

En la referencia (24) se construyó la teoría tenso-escalar más general que satisface
las siguientes condiciones: (i) que se describa mediante un principio de acción en
el que la función de Lagrange es una D-forma invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz sobre una variedad pseudo-Riemanniana M , y (ii) La función
de Lagrange se construye a partir del producto exterior de la 1-forma vielbein
ea, la 2-forma curvatura Rab, las primeras derivadas del campo escalar Ψa, y las
segundas derivadas del campo escalar Φa, donde los campos Ψa y Φa son definidos
en términos de la 0-forma ϕ, como sigue Ψa ≡ ∇aϕ∇bϕe

b y Ψa ≡ ∇a∇bϕe
b.

Con estas condiciones es posible definir un Lagrangiano de base dado por:

Llmn =
l∧

i=1

Raibi ∧
m∧
j=1

Φcj ∧
n∧

k=1

Ψdk ∧ θ∗a1b1···alblc1···cmd1···dn (H0.1)

donde l,m, n ∈ N. Aquí, e∗a1···ak es la base dual de Hodge, y es definida como sigue

e∗a1···ak =
1

(D − 1)!
ϵa1···akak+1···aDe

ak+1 ∧ · · · ∧ eaD (H0.2)

Así tenemos que la acción para esta teoría tenso-escalar será la suma sobre todos
los posibles Lagrangianos con diferentes l, m, y n integrados sobre la variedad
espacio-tiempo



114

S =

p≤D∑
l,m,n

∫
M

αlmnL(lmn) (H0.3)

donde p = 2l+m+n y n ≤ 1. En este contexto, los coeficientes α(lmn) representan
0-formas, que en general pueden ser funciones del campo escalar y sus derivadas,
esto es αlmn = αlmn (ϕ,X, [Φ]), con X = (−1/2)ϕ,µϕ,µ, [Φ] = ϕ;a

;a.

Luego, para el caso de cuatro dimensiones con p = 4 y n = 0, se encontró que

LNH
6 =E6

(
RabcdR

abcd − 4RabR
ab +R2

)
η

+ 2E6,X

{(
[Φ]2 −

[
Φ2
])

R + 4
(
[Φ] Φab − Φ2

ab

)
Rab + 2ΦabΦcdR

abcd
}
η

+
1

3
E6,XX

(
[Φ]4 − 6 [Φ]2

[
Φ2
]
+ 3

[
Φ2
]2

+ 8 [Φ]
[
Φ3
]
− 6

[
Φ4
])

η

(H0.4)

donde [Φ] = ϕ;a
;a, Φab = ϕ;ab, Φn

ab = ϕ;ac1ϕ
;c1
;c2

· · ·ϕ;cn−1

;b , por lo que

[Φ]2 −
[
Φ2
]
= ϕ;a

;aϕ
;b
;b − ϕ;a

;bϕ
;b
;a

[Φ] Φab − Φ2
ab = ϕ;d

;dϕ;ab − ϕ;acϕ
;c
;b

ΦabΦcd = ϕ;abϕ;cd

[Φ]4 − 6 [Φ]2
[
Φ2
]
+ 3

[
Φ2
]2

+ 8 [Φ]
[
Φ3
]
− 6

[
Φ4
]
=ϕ;a

;aϕ
;b
;bϕ

;c
;cϕ

;d
;d − 6ϕ;a

;aϕ
;b
;bϕ

;c
;dϕ

;d
;c

+ 3ϕ;a
;bϕ

;b
;aϕ

;c
;dϕ

;d
;c + 8ϕ;a

;aϕ
;b
;cϕ

;c
;dϕ

;d
;b

− 6ϕ;a
;bϕ

;b
;cϕ

;c
;dϕ

;d
;a

Las correspondientes ecuaciones de movimiento no tienen derivadas de orden
superior. Esta teoría cuyo Lagrangiano es LNH

6 = LNH
6 [E6 (ϕ,X)], fue llamado

por sus autores “teoría cinética de Gauss-Bonnet”. Este resultado permitió a los
autores de (24) probar que dicha teoría está contenida en la teoría de Horndeski
(34), y que cuando existe una dependencia sólo del término cinético en el coeficiente
E6 = E6(X), se tiene que el Lagrangiano Gauss-Bonnet cinético es una forma
exacta.
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