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Resumen

Fue estudiado el procedimiento de compactificacion de Randall-Sundrum (RS) asi
como sus implicaciones en las soluciones cosmolégicas en el contexto de gravedades
Chern-Simons (ChS) y Einstein-Gauss-Bonnet (EGB). La primera parte de esta
tesis, consiste en usar el mencionado procedimiento de compactificacion sobre la
accion de la gravedad AdS L4-Chern-Simons en 5D, de la cual se obtuvo una acciéon
Einstein-Hilbert (EH) cuadridimensional extendida con término cosmologico,
que incluye campos de gauge l%mz no Abelianos. El mismo procedimiento de
compactificacion fue usado en la accion que describe gravedad ChS para el algebra
de Maxwell en 5D, de donde se obtuvo una gravedad de Einstein en 4D extendida
con término cosmoldgico y campos de gauge Abelianos que coincide con la ecuacion
(29) de (16). Empleando el procedimiento de contraccion Inonii-Wigner sobre
la accion compactificada obtenida a partir de gravedad AdSL4-ChS en 5D, se
encontro la ecuacion (29) de (10). Sefialamos que los campos de gauge l;:mz pueden
ser interpretado como posibles campos vectoriales geométricos del inflaton. En la
segunda parte de la tesis, se consider6 el Lagrangiano de la accion para gravedad
EGB en 5D, a partir del cual se obtuvieron las ecuaciones de campo para la
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker junto con algunas soluciones.
Fue usado el procedimiento de compactificaciéon RS sobre la gravedad EGB en 5D,
cuyo resultado fue la accién de gravedad de EH en 4D con constante cosmolégica.
Dicho resultado nos permitio escribir la constante cosmologica Asp en términos
del par (7., Asp), de lo cual especulamos que Ayp tiene su origen en el radio de
compactificacion 7. y en la constante cosmolégica de la quinta dimension Asp.
Aplicando la compactificacion de RS sobre la gravedad AdS-ChS fue encontrado
gravedad de EH en 4D con constante cosmologica, a partir de la cual fue obtenido
A4p en términos de 7., que nos lleva a la interpretacion del parametro [ como el
tamano del universo. Por tltimo empleamos la compactificacion RS sobre gravedad
de EChS en 5D, lo que nos condujo a una accién para una gravedad tenso-escalar
en 4D que incluye un término de GB, esta accién corresponde a un caso particular

de la teoria de Horndeski, en concreto al Lagrangiano (48) de (21).

Keywords — Gravedad Einstein-Gauss-Bonnet, gravedad Chern-Simons,

compactificacion, Randall-Sundrum, constante cosmolégica, teoria tenso-escalar
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Abstract

The Randall-Sundrum (RS) compactification procedure was studied as well as its
implications in the cosmological solutions in the context of Chern-Simons (ChS)
gravity and Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) gravity. The first part of this thesis
consists of using the mentioned compactification procedure on the 5D AdSL-
ChS gravity action, from which an extended four-dimensional Einstein-Hilbert
(EH) action with cosmological term, including non-Abelian /%mz gauge fields, was
obtained. The same compactification procedure was used in the action describing
ChS gravity for the Maxwell algebra in 5D, from which a 4D extended Einstein
gravity with cosmological term and Abelian gauge fields coinciding with equation
(29) of (10) was obtained. Employing the Inonti-Wigner contraction procedure
on the compactified action gotten from AdSL,-ChS gravity in 5D was found in
equation (29) of (16). We point out that the l;;mﬁ gauge fields can be interpreted
as possible geometric vector fields of the inflaton. In the second part of the thesis,
the Lagrangian of the action for EGB in 5D was considered, from which the field
equations for the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metric together with
some solutions were obtained. The RS compactification procedure was used on
the 5D EGB gravity, which resulted in the 4D Einstein-Hilbert (EH) gravity
action with cosmological constant. This result allowed us to write the cosmological
constant Ayp in terms of the pair (r., Asp), from which we speculate that Ayp
has its origin in the compactification radius 7. and in the cosmological constant of
the fifth dimension Asp. Applying the RS compactification on AdS-ChS gravity
was found EH gravity with cosmological constant in 4D, from which was obtained
A4p in terms of r., leading to the interpretation of the parameter [ as the size of
the universe. Finally, we employed the RS compactification on EChS gravity in
5D, which led us to an action for a scalar-tensor gravity in 4D that includes a GB
term, this action corresponds to a particular case of Horndeski theory, namely the
Lagrangian (48) of (21).

Keywords — Einstein-Gauss-Bonnet gravity, Chern-Simons gravity,
compactification, Randall-Sundrum, cosmological constant, scalar-tensor

theory
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Capitulo 1. Introduccién 1

Capitulo 1
Introduccion

Recuerda que la iltima palabra en las leyes de la fisica le pertence a la Naturaleza.

Baez y Muniain

La interaccion gravitacional es de capital importancia en el problema de encontrar
una descripciéon del origen del Universo y su destino, y en el de la construccion de

una teorfa unificada de las cuatro interacciones fundamentales.

Sin embargo a pesar del extraordinario éxito obtenido por la teoria de la relatividad
general, podria ocurrir que la teorfa de Einstein no sea la respuesta a problemas
tales como el descubrimiento de la actual era de expansiéon acelerada del universo,

por lo que es necesario investigar teorias alternativas a la teoria de Einstein.

La explicacién de la actual era de expansion césmica podria requerir de un
importante cambio en la actual descripcion de la interaccion gravitacional, ya sea
por la inclusién de nuevos grados de libertad gravitacionales o por la introducciéon
de una constante cosmologica pequena. La inclusion de nuevos grados de libertad
gravitacionales podrian venir de teorias de gravedad masiva o bien de teorias
cuyas simetrias sean méas generales que las usuales simetrias de Poincaré o (A)dS.

En esta tesis se considerara el Gltimo caso.

Los problemas tedricos y la informacion experimental han motivado la construccion
de las llamadas teorias tenso-escalares, las cuales proporcionan una extension
minima de la teoria general de la relatividad de Einstein, con un solo grado de

libertad adicional que corresponden a un campo escalar.

El problema es encontrar una clasificacién general y sistematizada del conjunto



de teorias gravitacionales actualmente existente, fue considerado en la Ref. (21),
donde los autores investigaron el espacio de las teorias tenso-escalares utilizando
el lenguaje de las formas diferenciales. Ellos encontraron una base finita y cerrada
de Lagrangianos y probaron que las estructuras antisimétricas utilizadas para
obtener, por ejemplo, la teoria de Horndeski o los Galileones generalizados, que a
primera vista podrian parecer ad hoc, surgen de forma natural de la exigencia de

que los bloques de construccion del Lagrangiano sean formas diferenciales.

En esta tesis estudiamos el procedimiento de compactificaciéon empleado en las
Refs. (21) y (31) “a la Randall-Sundrum”, en el cual se reemplaza una métrica
tipo Randall-Sundrum (50) y (51), en un Lagrangiano en cinco-dimensiones,
con la idea de hacer consistente dicho Lagrangiano con el espacio-tiempo de

cuatro-dimensiones.

Realizamos la compactificacion “a la Randall-Sundrum” del Lagrangiano Chern-
Simons en 5D invariante bajo el algebra AdSL, en (51). Paralelamente,
consideramos el Lagrangiano Chern-Simons en 5-dimensiones para el algebra
de Maxwell, al cual aplicamos el procedimiento de contracciéon de Inénii-Wigner en
el sentido Weimar-Woods, y seguido lo compactificamos mediante el procedimiento

mencionado, para asi estudiar los Lagrangianos resultantes.

Se trabajo el Lagrangiano de la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) en
5D sin constante cosmologica, y se resolvieron las correspondientes ecuaciones
de campo considerando la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

espacialmente plana.

También se estudio el Lagrangiano de EGB en 5D esta vez con la presencia
del término correspondiente a la constante cosmologica, y lo compactificamos
“a la Randall-Sundrum” a 4D. De esta forma, estudiamos los efectos de la
compactificacion de 5D a 4D en el ambito cosmoldgico. Asimismo realizamos este
mismo procedimiento sobre la accion de la gravedad Chern-Simons en 5D para el
algebra AdS.

El principal objetivo de esta tesis es mostrar que la compactificacion “a la Randall-
Sundrum” de gravedades Chern-Simons cinco-dimensionales conducen a acciones
para gravedades tenso-escalares cuadri-dimensionales, las cuales pertenecen a
casos particulares de las acciones propuestas en la Ref. (21). Cabe senalar que este

mismo procedimiento de compactificacién aplicado a la accién cinco-dimensional



AdS-Chern-Simons, conduce a la accién de Einstein-Hilbert-Cartan en cuatro-

dimensiones.

La estructura que presenta esta tesis es la descrita a continuacion: en el capitulo 2
se trata la célebre teoria de la relatividad general de Einstein, asi como su forma
en el contexto de Cartan. Se sigue con la teoria de Lovelock la cual generaliza la
gravedad de Einstein, donde se presenta la accién de Lanczos-Lovelock. Para luego
dar cierre al capitulo con dos de las teorias de compactificacion mas importantes
desde que se empezaron a considerar mas de cuatro dimensiones, estas son la

teoria de Kaluza-Klein y los modelos de branas de Randall y Sundrum.

El capitulo 3 se inicia con una breve descripcion de la teoria de Chern-Simons,
luego se muestra la accion Chern-Simons-AdS L, para la gravedad. La importancia
de este capitulo esta en la descripcion del procedimiento de compactificacion
“a la Randall-Sundrum”. Ademé&s se muestran los resultados de aplicar este
procedimiento de compactificacion sobre el Lagrangiano Chern-Simons en 5D
invariante bajo el dlgebra AdSL,, y sobre el Lagrangiano Chern-Simons en 5D

para el algebra de Maxwell.

En el capitulo 4 se proporciona una introduccién a la aplicaciéon de la relatividad
general en la cosmologia, asi como una breve descripcion de la teoria de Einstein-
Gauss-Bonnet. En este capitulo se muestran los resultados de aplicar procedimiento
de compactificacion “a la Randall-Sundrum” sobre la acciéon de la gravedad de

Einstein-Gauss-Bonnet en 5D.

En el capitulo 5 presentamos una introducciéon a la teoria tenso-escalar, asi
como el procedimiento de compactificacién “a la Randall-Sundrum” sobre el
Lagrangiano gravedad Einstein-Gauss-Bonnet en 5D y sus correspondientes

resultados relacionados con la teoria tenso-escalar.

Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones generales y un resumen

de los principales resultados de la investigacion actual.

Adicionalmente, se incluyen ocho apéndices. En el apéndice (A) se exponen las
algebras de Lie, en particular el algebra de Poincaré y el dlgebra de Anti-de Sitter.
El apéndice (B) proporciona las definiciones bésicas del formalismo de Cartan.
El apéndice (C) contiene una breve guia de las reglas del lenguaje de formas
diferenciales. En el apéndice (D) se desarrolla el célculo para llegar a una accion de

Einstein en 4D con término cosmologico generalizado. En el apéndice (E) se habla



de algunos conceptos importantes en cosmologia como el principio cosmologico.
En el apéndice (F) se explica rapidamente el método de contraccion Inénii-Wigner.
En el apéndice (G) se trata de manera concisa la accion de Lovelock en 5D.
Finalmente el apéndice (H) presenta de forma breve resultados interesantes en lo

que a teorias tenso-escalares se refiere.
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Capitulo 2

Gravedad y métodos de reduccion

dimensional

Los marcos de referencia son construcciones humanas por lo que las verdaderas
leyes de la fisica deben ser independientes de los marcos de coordenadas.
A. Finstein.

2.1. Teoria de la relatividad general

2.1.1. Introduccién

Como es conocido la teoria de Newton no es relativista, es decir es una teoria de
campo estatica en la que el campo no se propaga. Por consiguiente, el problema
que se tenia era como formular una teoria de campo de la gravitaciéon con una
influencia fisica que se propague a velocidad finita. En términos mas generales,
se buscaba disponer de una nueva teoria de la gravedad en la que el espacio y el

tiempo se trataran en pie de igualdad (9).

Einstein recordo el resultado experimental fundamental de que la masa gravitatoria
y la masa inercial son iguales. Esto significa que la gravedad y el movimiento
acelerado son indistinguibles. Una vez incluida la gravedad en este marco, todos
los marcos de referencia, ya sea en movimiento constante o acelerado, estan ahora

en pie de igualdad.

Al considerar los diversos vinculos entre la gravedad y el movimiento acelerado,
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FEinstein lleg6 a la idea de que la gravedad puede hacer que el tejido del espacio-
tiempo se deforme. En otras palabras, la forma del espacio responde a la materia

del entorno.

Por lo tanto, si uno conoce las leyes de la fisica en un marco de referencia inercial
que tiene un campo gravitatorio, y realiza una transformacién a un marco que
acelera respecto al primero, entonces el efecto de la aceleracion debe ser el mismo
que el debido a la gravedad en el primero. Esto es conocido como el principio de

equivalencia.

A partir del principio de equivalencia, Einstein infiri6 que la representacion
matematica adecuada del campo gravitatorio es un espacio-tiempo curvo. En
concreto, la relatividad general es una teoria de campo de la gravedad con el
espacio-tiempo curvado. Luego, dado que el movimiento de una particula de
prueba en un espacio curvo sigue “la trayectoria més corta y recta posible”, en
consecuencia se tiene que la ecuacion de movimiento de la relatividad general es

la ecuacién geodésica.

Para terminar esta seccion, es de mencionar que el Universo consiste de una gran
coleccion de materia y campo, lo que significa que se debe tratar con fuertes
efectos gravitatorios. De modo que el estudio de la estructura y evolucion del

universo se debe realizar bajo el marco de la relatividad general.

2.1.2. Accion Einstein-Hilbert

En esta secciéon vamos a derivar las ecuaciones de Einstein, a partir de un punto
de vista moderno. En otras palabras, partiremos de un principio de accién. La
accion debe ser la integral sobre el espacio-tiempo de una densidad Lagrangiana,

esto es (1)

p
La densidad Lagrangiana es una densidad tensorial que puede ser escrita como
\/—¢ veces un escalar. Por lo que nos preguntamos ;Qué escalares pueden ser
construidos empleando la métrica? El tinico escalar independiente construido a
partir de la métrica, que no tiene derivadas mayores que de segundo orden, es el

escalar de Ricci, por lo tanto la densidad Lagrangiana més simple posible es
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ﬁEH = \/—QR (212)
= Spy = /d4x\/—gR (2.1.3)
4

Las ecuaciones de movimiento emergen de variar la accién con respecto a la
métrica. De hecho considerando las variaciones con respecto a la métrica inversa
g, que es ligeramente mas féacil de trabajar pero da un conjunto de ecuaciones

equivalente, nos queda
0S = dix [\/—gg‘“’(SRW +V—9R,.,6g" + Ré«/—g} (2.1.4)
34

La variacion del tensor de Ricci d R, nos conduce al siguiente resultado

/ d'z/=gg" R, = /dnx\/—gvg [g“" (5F:\\u) — g (5FZV)] (2.1.5)
g

Este resultado implica que tenemos la integral con respecto al elemento de volumen
natural de la divergencia covariante de un vector, por el teorema de Stokes, sabemos
que esto es igual a una contribucién de frontera en el infinito, la cual podemos
fijar a cero haciendo que la variaciéon se anule en el infinito. Por lo tanto, este

término no contribuye en nada la variaciéon total.

Luego, la variacion de la raiz del determinante de la métrica, es decir 64/—g da lo

siguiente

1
0/—g = —5\/—ggMV5g“” (2.1.6)

Asi encontramos que la variacion de la accion respecto a la métrica es de la forma

1
0S = / d*z/—g [RW — ég/wR] ogh” (2.1.7)
P

Esta ultima ecuacién deberia anularse para variaciones arbitrarias, lo que nos

conduce a las ecuaciones de Einstein en el vacio
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1
R#V — §gMVR =0 (218)

Sin embargo, lo que realmente se quiere es obtener las ecuaciones de campo sin

vacio. Por lo que necesitamos considerar una accién de la forma

1
S = & Sun + S (2.1.9)

donde Sjs es la accién para la materia, v ademés se ha normalizado la accién
)
gravitatoria de forma prudente. Siguiendo el mismo procedimiento realizado con

anterioridad tenemos

1 S 1 1 1 oSy
_ _ = _— = 2.1.1
/_g 59”” 1@ (RMV 2g/WR> + /__g 5g“” 0 ( O)

y recuperamos las ecuaciones de Einstein al establecer

1 0Su
Tw=——"F— 2.1.11
I /__gdgwj ( )

este ultimo corresponde al tensor de energia-momento, el cual es simétrico.

Finalmente la ecuacion de Einstein en presencia de materia viene dada como sigue

G = k1), con k = 81G (2.1.12)

2.1.3. Accion Einstein-Hilbert en el formalismo de Cartan

La accion Einstein-Hilbert en 4-dimensiones puede ser escrita en forma tensorial
como en (2.1.3), pero también puede ser escrita en el formalismo de Cartan, es
decir en términos del vierbein e® y de la conexién de espin w®, los cuales se

describieron en (B), de modo que tenemos

Spr = / €apca RV (2.1.13)
3y

donde R® = dw™ +w® w®, la cual corresponde a la 2-forma curvatura de Riemann.
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A continuacién se muestra como calcular la forma tensorial de la accidén Einstein-

Hilbert a partir de (2.1.13),

EabcdRabeced

ab e c, d
= €gpeadll e f€ efece

= 4y/—gRd'x

donde se han empleado las siguientes identidades

Azt A -

(det(e)) e"1”

i1 edpip 1

JiJpip+1-

A dztr = et d" g

g o— 6“-1 . eun Eil"'in

1 in

Bq (n — p)' (silmip

g (n_ q)! J1-+dp

(Sil"'ip Birip — p!Bil"'ip

JiJp

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

(2.1.18)

A continuacion calculamos las ecuaciones de movimiento, para ello realizamos la

variacion de la accion dada en (2.1.13) respecto del vierbein, es decir de?, y de la

conexiéon de espin dw®, obteniendo

0eSEH :/ 2€ pae R €€ (5ed)
P

6wSEH =

De modo que

/ 6abcd5Rabeced
P

/ 2€abcd6wach€d
34

(2.1.19)

(2.1.20)
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0eSpH = €apea R =0 (2.1.21)

0,S8H = €abedl e’ = 0 (2.1.22)

La ecuacion eggR%®e® = 0 junto con (2.1.22) es equivalente a la ecuacion de

Einstein en el vacio, es decir G, = 0.

Por otro lado, la accion Einstein-Hilbert de 4-dimensiones dada en (2.1.13) es, por
construccion, invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo
transformaciones locales de Lorentz. Sin embargo, esta accién no es invariante

bajo traslaciones locales de Poincaré. En efecto

5tlpS = /d (eabcdéwabeced) -+ 2/€abcd5wach€d -+ 2/€abcdRab605€d (2123)

Puesto que bajo traslaciones locales de Poincaré

de* = Dp° (2.1.24)

Sw® = 0 (2.1.25)
y bajo rotaciones locales de Lorentz

de = K".e€° (2.1.26)

sw® = Dgr® (2.1.27)

De modo que la variacion de la accion bajo traslaciones locales de Poincaré conduce

a

08 = —2/d (eabcdRabecpd) + 2/eabcdR“chpd (2.1.28)
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es decir salvo términos de superficies tenemos que §S =2 [ €area RTCp # 0 para
p? arbitrario. Asf tenemos que la acciéon de Einstein-Hilbert es (cuasi)-invariante

si y solo si exigimos la anulacion de la torsion, es decir 7% = 0.

2.2. Teoria de Lovelock de la gravedad

2.2.1. Introducciéon

Previamente, se describi6 la teoria general de la relatividad de Einstein, en la cual
las interacciones gravitacionales son descritas sobre una variedad espacio-tiempo,
mediante un tensor métrico simétrico g dotado de una conexién métrica libre de
torsion (por definicion la conexion de Levi-Civita) que obedece a las ecuaciones
de campo de Einstein (%) dadas en (2.1.8) y en (2.1.12), en el vacio y en presencia

de materia, respectivamente.

La suposicion de que la geometria del espacio-tiempo es descrita por la accion
de Einstein-Hilbert (2.1.3), con o sin constante cosmologica, es la eleccion mas
razonable en tres y cuatro dimensiones, no obstante esto no es necesariamente asi

para dimensiones superiores, es decir D >4 (57) y (53).

En la actualidad, la relatividad general es una teoria exitosa que ha sido probada
en el sistema solar y por datos de pilsares binarios, en el régimen de gravedad
débil y fuerte, respectivamente. Sin embargo, experimentos cosmologicos recientes,
y datos astrofisicos, como las curvas de rotacion galéctica, entre otros, podrian
cuestionar la validez de la relatividad general incluso a escalas clésicas a distancias
suficientemente grandes (%). Se espera que la teoria de Einstein se quiebre a muy
altas energias cercanas a la escala de Planck, donde los términos de curvatura de

mayor orden ya no son despreciables.

Entonces, nos preguntamos jcémo modificamos la relatividad general de manera
consistente? Uno puede considerar tres tipos basicos de modificaciéon. En primer
lugar podemos incluir campos o grados de libertad adicionales, en segundo lugar
podemos ampliar el espacio de parametros en el que evoluciona la teoria, y en
tercer lugar podemos generalizar las ecuaciones de campo. Cabe destacar que en
todos los casos, es muy importante fijar requisitos bésicos de consistencia para

una teoria de la gravedad modificada (%).

Como se vera a continuacion, la teoria de Lovelock es una teorfa de la gravedad
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de orden superior, la cual generaliza la relatividad general de 4-dimensiones a
dimensiones mas altas, siendo esta una extension tinica, mateméticamente sensata

y fisicamente interesante de la relatividad general.

2.2.2. Acciéon de Lanczos-Lovelock

La idea de que una teoria més general podria ser empleada para describir la
geometria del espacio-tiempo en dimensiones mayores a cuatro, aiin en ausencia
de torsion, fue considerada en primera instancia por (/0) quien propuso un
Lagrangiano para D = 5, y mas tarde (13) generaliz6 el Lagrangiano para

dimensiones arbitrarias (53).

En cuatro dimensiones la tnica modificacién de la teoria de Einstein es agregar el
término de la constante cosmolégica. Cualquier invariante de curvatura de orden

superior da un término de divergencia pura, o agrega derivadas de orden superior.

El objetivo del teorema de Lovelock era demostrar que existen teorias que contienen
invariantes de curvatura de orden superior, que si modifican las ecuaciones de
campo de Einstein. Asi, la extension natural de la accién de Einstein-Hilbert esté

dada por el siguiente teorema

= Teorema La acciéon mas general para una teoria métrica de la gravedad en
D-dimensiones, que es generalmente covariante, libre de torsion y conduce a

ecuaciones de segundo orden para la métrica puede ser escrita en la forma

(43)

Sp = / S, L) (2.2.1)
M

donde los corchetes representan la parte entera de D/2, «, son constantes

arbitrarias, y L%’) estd dado como sigue

L(LZ))) = 6(114..aDRa1a2 et Ra2p_1a2p€a2p+1 t eaD (222)

La accion dada en (2.2.1) es conocida como la accion de Lovelock. Es interesante
resaltar, que una clara derivaciéon del teorema de Lovelock empleando formas

diferenciales fue realizada por (62).
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Entonces, de acuerdo con el teorema de Lovelock, dada una teoria métrica, las
densidades Lagrangianas L%) son las tnicas densidades formadas por (M, V, g),
que permiten la conservacion de la energia y ecuaciones de campo de segundo

orden.

En estas densidades Lagrangianas si la dimension es par para un p = D/2, tenemos
que la densidad de Lovelock se reduce a la densidad de Euler generalizada para
una variedad M compacta de dimension par. Esta es una cantidad geométrica

cuya integral sobre M es un invariante topologico,

1
X [M] = (107 (D)2 /MLD/Q (2.2.3)

Esta dltima ecuacion muestra una relacion entre una cantidad geométrica que
involucra curvatura con la topologia de la variedad M. Por ejemplo, para D = 2
la accion (2.2.1) se reduce a una combinacion lineal de la caracteristica de Euler

bidimensional, x», y el volumen del espacio-tiempo (area),

SQ = / €ab (OélRab -+ aoeaeb) (224)

M
= V=g (1 R+ 2ay)
M

= o1 X2+ 200 Vh

Mientras que, para D = 3 la accion se reduce a la accion de Einstein-Hilbert con
un término de volumen, cuyo coeficiente es la constante cosmolégica. Para D = 4

la accion tiene en adicion el invariante de Euler de cuatro dimensiones yy4,

S, = / €abed (aQR“bRCd + a; R%ece? + aoe“ebeced) (2.2.5)
M
= - / V=9 [as (R*" Ropys — 4R Rop + R?) + 204 R + 240 | d*x
M

= —Qg- X4 — 204 / \/—ng4£L‘ — 240 - Vy
M

Vemos que la caracteristica especial de la teoria de Lovelock es que sus densidades
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Lagrangianas son continuaciones dimensionales de la densidad de Euler. En
particular, para D par la potencia mas alta en la curvatura es el caracter de Euler
X p- En cuatro dimensiones, el término Ly = —as - x4 puede ser identificado como la
densidad de Gauss-Bonnet, cuya integral sobre una variedad de cuatro dimensiones
compacta My equivale a la caracteristica de Euler y(My). Este término proporciona
también la primera generalizacion no trivial de la gravedad de Einstein en cinco
dimensiones, donde el término cuadratico que puede ser sumado al Lagrangiano

es la 5-forma Gauss-Bonnet (01),

6abcdefgab-RCd ‘= vV —4g (RaﬁvéRaﬁy(S — 4RaﬁRaﬂ + R2> d5fL’ (226)

Por otro lado, el teorema de Lovelock asume que la torsion es idénticamente cero,
es decir T* = de® + w%e® = 0, si esta ecuaciéon se asume como una identidad,
significa que e® y w% no son campos independientes, contradiciendo la suposiciéon
de que estos campos corresponden a dos caracteristicas independientes de la

geometria en igualdad de condiciones.

2.3. Teoria de Kaluza-Klein

En los intentos de unificar relatividad general y electromagnetismo de Maxwell,
Kaluza y Klein propusieron en 1920 que el espacio-tiempo podria ser de
dimensiones mas altas. Y que mientras el espacio-tiempo parezca efectivamente de
4-dimensiones, a todas las escalas donde los experimentos de hoy en dia pueden
probarlo, las dimensiones extras no serian directamente observables. Este esquema
se suele denominar teoria de Kaluza-Klein. Ellos argumentaron que la invariancia
de coordenadas generales de cinco dimensiones daria lugar tanto a la invariancia
de coordenadas generales de 4-dimensiones como a una invariancia gauge U (1),

unificando asi el electromagnetismo y la gravedad (22).

Consideremos la accion Einstein-Hilbert de cinco dimensiones (15),

S[g) = — /Y 2/ —det ()R () (2.3.1)

2T K2

La accion es para una métrica g sobre un espacio de cinco dimensiones, y R (g) es

la curvatura escalar de g. Por tltimo, x es la constante de Newton. Las ecuaciones
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de movimiento clasicas para esta acciéon son las ecuaciones de Einstein,

Ryn (9) =0 (2.3.2)

la anulacion del tensor de curvatura de Ricci de g.

Una solucion g es la variedad Y = R?* x S* donde la métrica es (13)

gun (2) &M d2N = n,,datdz” + r*d9*;  donde z = (z,0) (2.3.3)

Aqui hemos introducido varias convenciones, primero los indices pu, v =0, ..., 3, los
cuales son indices para las coordenadas x* en el espacio-tiempo de Minkowski de
4-dimensiones. El tensor métrico 7, es de la forma diagonal estandar (—, +, +, +).
Los indices M, N = 0,...,4 los cuales identifican las coordenadas z* sobre Y.

Aqui, r es una constante que determina el radio del circulo interno.

Por otro lado, es conveniente escribir la métrica en una base ligeramente diferente:

Gun(2)dzMdzN = e P/3 (e (df + KA, dz")? + Guvdatdz) (2.3.4)

En esta descripcion la métrica sobre el espacio de 5-dimensiones se ha convertido
en tres campos: un tensor métrico de 4-dimensiones g, una 1-forma sobre el
cuadriespacio A,dz", y un campo escalar p. Por supuesto, a esta altura todos
estos campos no dependen sélo de los puntos en el cuadriespacio, sino también de

la variable auxiliar # parametrizando el circulo.

Ahora bien, vamos a considerar la expansion en serie de Fourier con respecto a la

variable 6 sobre el circulo:

Gu(2) = Z guvm(m)eme
Auz) = ) Au(x)e™ (2.3.5)

p(z) = 3 pala)e™

n=—oo
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En este punto lo que se ha hecho es reescribir la métrica de 5-dimensiones como
una coleccion infinita de campos cuadridimensionales. Cuando tomamos el limite
efectivo a bajas energias podemos ignorar todos los campos, excepto los finitos
(s6lo mantenemos los modos cero en las expansiones de Fourier arriba), puesto

que nuestro principal interés esta en los estados sin masa.

Hasta el momento el tamano del factor del circulo en Y ha sido un parametro
libre en la teorfa. Ahora, tomaremos r ~ 10733¢m, es decir la longitud de Planck.
A esta escala de longitud todas las excitaciones tienen alta energia, pero como
estamos interesados en la teoria efectiva a bajas energias, podemos ignorar con
seguridad todos los modos excepto los modos cero. Asi, a escalas por debajo de 1/r,
nuestra teoria efectiva es puramente cuadridimensional. Tiene tres campos sobre
el cuadriespacio los cuales son independientes de la variable interna 6. Los campos
son: una métrica go = gu.0(x)dz*dz” sobre R*, una 1-forma Ay = A,o(z)dz"

sobre el cuadriespacio y un campo escalar po(x) sobre el cuadriespacio.

A continuacion, introducimos estos campos en la accion de Kaluza-Klein y

escribimos la accion efectiva resultante, dada como sigue

1 1 y 1
—QR(QO) - —epOF,?uFéL ) (Vﬂo)2

Se ectiva 7A y - d4 —
fectiva [90> Ao, o] 7”/R4 T/ 90,i 1 62

N ((Vp1)2+712p?+--~)> (2.3.6)

donde F}),da#dz" es la curvatura de la conexion Ag. Todos los términos encerrados
en el ultimo par de paréntesis representan particulas masivas y pueden ser ignoradas

en nuestra accion efectiva a bajas energias. Asi, nos quedamos con

1 1

— (1 v
Sef@ctiva [907 A07 PO] = T/R‘l d4x —90 (?R<go) o ZlePOF;(L)VF(')u - @ (Vp0)2>

(2.3.7)

Empezamos con una teoria de la gravedad de 5-dimensiones, y para radios
suficientemente pequenos r hemos encontrado la acciéon efectiva a bajas energias de
4-dimensiones: una métrica, una conexion que esta relacionada al campo vectorial

de Killing sobre la variedad tangente de 5-dimensiones a las direcciones del circulo,
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y un campo escalar p que esta relacionado al pardmetro libre r en la teoria de

5-dimensiones.

2.4. Modelos de Randall-Sundrum

Randall y Sundrum propusieron en 1999 un nuevo mecanismo de altas dimensiones
con el objetivo de resolver el problema de jerarquia. Basicamente, construyen dos
modelos de universos estaticos en 5-dimensiones en los cuales se tienen branas

paralelas separadas por un bulk de Anti-de Sitter (AdS).

Al proponer un espacio-tiempo que no llena las cinco-dimensiones, se hace necesario
imponer condiciones de frontera, lo cual se logra al considerar la quinta coordenada
¢ como periddica. En el primer modelo se tiene una brana visible en ¢ = 0 y una
brana oculta' en ¢ = 7. Ademaés, la superficie (z#, ¢) se identifica con la superficie
(zH, —¢). A esto se le conoce como simetria Z,. El rango ¢ esta entre —7 y 7, atn

asi la métrica esta completamente determinada por los valores de 0 < ¢ < 7.

Adicionalmente se asume que las branas tienen tensiones iguales y opuestas
interpretadas como la energia del vacio por los habitantes de la brana. Ambas
branas se acoplan tnicamente a las componentes cuadridimensionales de la métrica

del bulk como sigue,

g;ijible(a:“) =G (2, ¢ =), gZiulta(x“) =G (2', ¢ =0) (2.4.1)

donde Gy es la métrica de cinco dimensiones con M, N = pu, ¢.

La accién clasica que describe la configuracion de arriba estéd dada por,

S = Sgravedad + Svisible + Soculta (242)
Sgravedad = /d4.§l}/ d¢\/ -G (—A + 2M3R) (243)

Svisible = / d*2v/=guisivle (Luisible — Viisible) (2.4.4)
Soculta - /d4l’v —Joculta (Eoculta - ‘/oculta) (245)

1La brana oculta no es visible para los observadores que viven en el mundo de 4-dimensiones.



18 2.4. Modelos de Randall-Sundrum

donde Sgravedad €s la accion en el bulk, es decir en el espacio de cinco dimensiones,
R es el escalar de Ricci en cinco dimensiones, A es la constante cosmolégica en
el bulk, M es la escala de Planck fundamental de cinco dimensiones (Masa de
Planck 5D), Syisible representa la accion sobre la brana visible, mientras que Soeuita
representa la accion sobre la brana oculta, Lyisiie V Locuita S0n los Lagrangianos
de cada 3-brana los cuales estan separados por una energia del vacio constante
dadas por Viisible V Voculta, las cuales actiian como una fuente gravitacional incluso

en la ausencia de particulas excitadas.

A partir de las condiciones establecidas, podemos resolver que la ecuacién de

campo de Einstein en cinco dimensiones para la acciéon dada arriba es

1 —
AM? [A ~GC

+Viisible V/ —gvisibleg;i,fiblefsf\}(sﬁ'& (¢ —m)
_'_‘/oculta V _gocultagzsiulta(sﬁ\}é;/\f5<¢)] (246)

1
V -G <RMN — EGMNR)

Luego, se asume que existe una solucién que respeta la invariancia de Poincaré de
cuatro dimensiones en un espacio-tiempo ordinario, es decir en las direcciones x*.

Una métrica de 5-dimensiones que satisface este ansatz toma la siguiente forma,

ds* = e’QU(qb)nHl,dx“d:c” +1r2d¢?, con p,v=0,...,3 (2.4.7)

El coeficiente r. es una constante de proporcionalidad independiente de ¢, mejor
conocida como el radio de compactificacion del circulo de la dimension extra.
Ademaés, r. es independiente de x debido a la invariancia de Poincaré de cuatro
dimensiones. Por otra parte, o(¢) es una funcién que solo depende de la coordenada

de la dimension extra.

A continuacion sustituyendo la solucién propuesta (2.4.7) en la ecuacion de campo

encontrada (2.4.6) se llega al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
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= 2.4.
72 AM3 (248)
30’” ‘/oculta V;fisible

— ) 6(o — 2.4.
T’g 4M3TC (¢) + 4M3TC (¢ ﬂ-) ( 9)

A partir de la ecuacion dada en (2.4.9) se tiene que la soluciéon consistente con la

simetria ¢ — —¢ es

—A

En esta ecuacion se ha omitido la constante de integraciéon puesto que equivale
a un reescalamiento de las coordenadas x*. Claramente, esta solucion solo tiene
sentido si A < 0. Se resalta el hecho que el espacio-tiempo entre las dos 3-branas
es una porcion de una geometria AdSs. Por otro lado, se puede encontrar una
solucién para la ecuacion (2.4.9) si Viisiple, Vocuita ¥ A estan en términos de una

Unica escala k, es decir

‘/oculta - _V;/isible:24M3k
(2.4.11)
AN = —24M3K?

Estas relaciones entre los términos cosmologicos de frontera y del bulk son
necesarias para obtener una solucién que respete la invariancia de Poincaré de
cuatro dimensiones. Por otro lado, asumimos que k£ < M de modo que la curvatura
del bulk es pequena comparada con la escala de Planck de altas dimensiones. Asi

la solucion final para la métrica del bulk es,

ds* = e 2reldly datda” + r2de? (2.4.12)

La cualidad méas importante del modelo RS-I es que este proporciona un enfoque

ingenioso al problema de jerarquia. En el escenario RS-I la escala de Planck
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fundamental es igual a la escala electrodébil fundamental. Sin embargo, las escalas

se separaran cuando consideramos las interacciones efectivas sobre la brana.

En estos modelos de brana, aunque a la gravedad se le permite propagarse en
el bulk, los campos del modelo estandar estan confinados a la brana. Por lo
tanto, el electromagnetismo, y las fuerzas fuerte y débil son campos que solo
viven en la brana. Las interacciones que involucran estos campos no pueden notar
directamente la dimension extra y por lo tanto permaneceran enteramente casi

sin modificacion. Solo la gravedad es modificada en estos escenarios.

También es necesario resaltar que el modelo RS-I es inestable. En este modelo
la materia en el bulk fuera de una brana con densidad de energia negativa caeré
hacia la brana y harad que su energia sea positiva. Por lo que, Randall y Sundrum
construyeron un segundo modelo (RS-II) de universo de brana que no sufre de tal
inestabilidad. Sin embargo, el segundo modelo no proporciona una resoluciéon al
problema de jerarquia, aunque da una explicacion para la debilidad de la gravedad

en nuestro mundo.

En el segundo modelo RS-IT hay solo una brana en un bulk de Anti-de Sitter
de extension infinita. La brana tiene densidad de energia del vacio positiva que
es nuevamente ajustada con la constante cosmologica del bulk para asegurar la
invariancia de Poincaré sobre la brana. El factor warp es similar al del modelo

RS-I, pero ahora hay simetria global alrededor de la posicién de la brana.

La compactificacion estandar de Kaluza-Klein asegura que la gravedad se vea
como de cuatro dimensiones al establecer que las dimensiones extras deberian
ser pequenas. En el modelo RS-IT la dimensién extra es infinita, y a la gravedad
se le permite propagarse en la dimension extra por lo que esperariamos que se
vea de cinco dimensiones incluso para un observador en la brana. Sin embargo, el
factor warp exponencial causa que la interacciéon gravitacional se amortigiie en la
direccion que se aleja de la brana. Lo que causa el efecto de que la gravedad se

vea como de cuatro dimensiones para un observador del mundo brana.

Esta seccion fue desarrollada extrayendo la informacion de (50), (51) y (33),

adicionalmente se recomienda leer (7).
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Capitulo 3

Gravedad de Einstein

AdS L -extendida

3.1. Teoria de Chern-Simons de la gravedad

3.1.1. Introduccién

Como bien se sabe la ecuacion de Yang-Mills depende de la métrica del espacio-
tiempo. Esta métrica es lo que los fisicos llaman una estructura de fondo fijo,
puesto que juega un rol crucial, pero en lugar de ser una solucién de algunas
ecuaciones, simplemente se postula que tiene una forma particular, tal como la

métrica de Minkowski en R* (2).

La teorfa de la relatividad general pone fin al pensamiento de la métrica como una
estructura fija, al decir que se permite cualquier métrica siempre que satisfaga la
ecuacion de Einstein. No obstante, nos interesa escribir una accion de la gravedad
que no involucre la métrica en absoluto. De esta idea surge la teoria de Chern-

Simons, la cual esta construida del tal manera que es independiente de las bases.

3.1.2. Forma Chern-Simons

En primer lugar, vamos a definir qué es un polinomio invariante. Sea o una matriz
nXxXny P(a) un polinomio en las componentes de «, tenemos que P(«) es llamado

un polinomio invariante si (23)
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Pla) =P (g 'ag), Vg€ GL(n) (3.1.1)

Ahora bien, la clase de Chern es obtenida al sustituir la 2-forma curvatura F' en
el polinomio invariante det (I + «). Por lo que, se define la clase de Chern total

como (%)

c(F):det(I—F%F):1+01(F)+02(F)+--- (3.1.2)

Por el teorema de Chern-Weil, sabemos que para un polinomio invariante en

términos de una 2-forma, esto es Po;(F'), la cual es una 2i-forma, se satisface
» Py;(F) es una forma cerrada, es decir dPy;(F') = 0.

» Sean F'y F’ 2-formas curvatura correspondientes a diferentes conexiones A
y A’. Entonces la diferencia P(F’) — P(F') es exacta.

Por el lema de Poincaré es posible escribir una forma cerrada Ps;(F'), como una
forma exacta tal que Py (F) = dCy;_1, donde Cy;_; es denominada la forma de

Chern-Simons.

Luego, la derivada exterior de la 3-forma Chern-Simons no es mas que la segunda
forma de Chern, es decir ¢g = Py(F) = tr (F A F) = dC;s. La 3-forma Chern-
Simons puede ser calculada de forma explicita, puesto que al cambiar la conexion
A se cambia la forma de Chern por una forma exacta. Asi tenemos que, sea
A, = sA ysea Fy = sdA + s?A A A la curvatura de A, obtenemos ()

Pu(F) =tr (FNF)=dtr (A/\dAJr%A/\A/\A) (3.1.3)

A partir de este resultado se define la acciéon de Chern-Simons para una teoria de

campos de tres dimensiones como sigue

Scns(A) = /

tr (A/\dA+§A/\A/\A) (3.1.4)
b))

Lo especial de la teoria de Chern-Simons es que la acciéon de Chern-Simons es

invariante bajo todos los difeomorfismos de ¥ que conservan la orientaciéon, y
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también es casi invariante de gauge, es decir es invariante bajo transformaciones

de gauge que estan conectadas a la identidad.

Por 1ltimo, la teoria de Chern-Simons puede ser extendida a todas las dimensiones
impares 2n — 1. Asi tenemos de (0) y (7) que la accion de Chern-Simons general

para todas las dimensiones impares es

o X l
Spny = k s X [RU% A -
2t /2%16 " 21+1(n—1) |

/\Ra2n—2l+3va2n—2l—2 A €a2n—2l—1 A--- A 6a2n71] (315)

3.2. Acciéon Chern-Simons-AdSL, para la gravedad

Para escribir un Lagrangiano Chern-Simons para el dlgebra AdSL,, es necesario
considerar los generadores que conforman dicha élgebra, estos vienen dados por
P, Jay, Zap, los cuales siguen el dlgebra de los conmutadores dados en el apéndice
(A3.2), el caso en los que Z,, conmuta consigo mismos y con los P, conduce al

algebra de Maxwell.

Al evaluar la 1-forma conexiéon de gauge A en el dlgebra AdS Ly, con los generadores
Ty = (Pa, Jap, Zap) v los campos A4 = (ea, %wab, %l{:ab), tenemos que la conexion

va como sigue

1 1 1
A=Ay = ZeP, + —wPJ, + 5/ﬂbza,, (3.2.1)

l 2

donde a,b = 0,1,2, 3,4 son indices del espacio tangente que suben y bajan con la

métrica de Minkowski 7., y donde

a __ _a o ab __  ab o ab __ j1.ab o

e =e dat, W =w® d2t, £k =k dr (3.2.2)
son e, el vierbein, w“Z la conexiéon de espin y k‘az los nuevos campos de gauge
no-Abelianos.

Es preciso senalar que a lo largo del calculo se empleara el formalismo de Cartan

dado en el apéndice (B) y las correspondientes reglas del lenguaje de formas
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diferenciales dadas en el apéndice (C).

Continuando con el célculo, sabemos que del producto de dos derivadas covariantes
exteriores se obtiene la 2-forma curvatura genérica de los campos asociados, es decir
F=dA+ANA=dA+1[A, A] = FAT,. Luego, denotando F* = (7, R®, F),
nos conduce a la correspondiente 2-forma curvatura asociada a la conexion A
(3.2.1)

1 1 1
F = 77@ P, + §RabJab + 5Fabza,, (3.2.3)

con

Ta — Ta+kacec

R = dw® + ww® (3.2.4)
1

F® = DE™ 4 BRI 4 ete?

En este punto, podria ser interesante recordar que:

1. claramente ¢ podria ser eliminado al absorberlo en la definiciéon del vielbein
pero luego la métrica espacio-tiempo g, ya no estaria relacionado con el e®

2 : 2 _ a, b.
a través de la relacion g, = Nave,'€,’;

2. la interpretacion del parametro ¢ como un parametro relacionado al radio
de la curvatura del espacio-tiempo AdS se hereda para el espacio-tiempo

cuyas simetrias son descritas por el algebra de Maxwell.

Por otra parte, también podria ser interesante observar que .J,; aiin son generadores
de Lorentz, pero P, ya no son boosts AdS (el algebra de AdS puede ser consultada
en el apéndice (A3)). De hecho, [P,, P,] = Zu. Sin embargo e* ain transforma
como un vector bajo transformaciones de Lorentz, como debe ser, para recobrar

la gravedad en este esquema.

En la teoria de Chern-Simons en (3.1) se mostré la accién de Chern-Simons para
3-dimensiones dada como (3.1.4), y mostramos la forma general para dimensiones
impares dada en (0), asi tenemos que un Lagrangiano de Chern-Simons en 5-

dimensiones se define como la siguiente funcién local de una conexién gauge A
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1-forma

1 1
£8P (A) = <AF2 — G AF + 1—0A5> (3.2.5)

donde (---) denota un tensor invariante para la correspondiente algebra de Lie,
y F'=dA + AA A es la correspondiente curvatura 2-forma, como ya se habia

mencionado.

Luego, tomando en cuenta los teoremas para obtener tensores invariantes para
algebras S-expandidas, los cuales pueden ser consultados en (33), es posible
mostrar que las inicas componentes no nulas de un tensor invariante para el

algebra de AdSL, estan dadas por

4

<JachdPe> - galg?)eabcde
4

<ZachdPe> = galgg‘sabcde (326)
4

<JachdPe> - §a1£3€abcde

donde a; es una constante arbitraria de dimensiones [longitud] .

Utilizando el procedimiento de S-expansion dual en (11) (15) , encontramos que el
Lagrangiano Chern-Simons de cinco dimensiones invariante bajo el dlgebra AdSL,

tiene la siguiente forma (1),

LEps ) = aveapede {PR™Re® + 12 (DE™) (DE) € + 1Pk kI ke feoe +
1 2
@eaebecedee + 2l2Rabkcfk,fd€e + g (Dk’ab) 6cedee + 2Z2Rab (Dk,cd) e +
2 2
2/ (Dk:“b) k‘cflffde6 + gR“becedee + gkafk:fbecedee} (3.2.7)

3.3. Reduccion dimensional a la Randall-Sundrum

En la seccion previa se consiguié que el Lagrangiano Chern-Simons de cinco

dimensiones invariante bajo el algebra AdSL, esta dado por la ecuacion (3.2.7).
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Nuestro proposito en esta seccion es presentar una metodologia a través de la cual
dicha accion de la gravedad, es decir (3.2.7), sea consistente con el espacio-tiempo
de cuatro dimensiones. Esto se pretende lograr realizando el reemplazo de una
métrica tipo Randall-Sundrum en todos los términos del Lagrangiano, como se

veréd abajo.

Anteriormente se describieron los trabajos de Randall y Sundrum (50) y (51),
en dichos trabajos como bien se explico en la seccion (2.4) se plantearon como

métrica del espacio-tiempo

ds? = e 2reldly L daida” + r2de? (3.3.1)

Béasicamente (3.3.1) es una métrica de cuatro dimensiones multiplicada por un
“factor warp” el cual es una funcién de una dimensiéon adicional que cambia
rapidamente, donde k es un factor de escala del orden de la escala de Planck,
" son las coordenadas para las conocidas cuatro dimensiones, mientras que
0 < ¢ < 27 es la coordenada de una dimension extra, el cual es un intervalo finito

cuyo tamano es establecido por 7., conocido como “radio de compactificacion”.

Para encontrar una accién y sus correspondientes ecuaciones de campo para
una brana de cuatro dimensiones ¥4, embebida en un espacio-tiempo de cinco
dimensiones Y5 para la gravedad de Einstein-Chern-Simons, consideraremos la

siguiente métrica tipo Randall-Sundrum,

ds? = 95, (3)ditdi” + r2de?
= A Dqemen 4 rldg? (3.3.2)

donde €2/(?) “el factor warp”, f(¢) es un funcién arbitraria y continuamente
diferenciable, y 7. es “el radio de compactificacion” de la dimension extra, que
esté asociada a la coordenada 0 < ¢ < 27. El simbolo ~ denota las cantidades de
cuatro dimensiones relacionadas al espacio-tiempo 4. La notaciéon a emplear sera

la siguiente
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¢ = (2",¢); «o,B=0,...,4; a,b=0,...,4;
wrv = 0,...,3; mn=0,...,3; (3.3.3)
Nab = dlag (_17171717]-)7 ﬁmn:dla‘g(_1717171)
Esto nos permite escribir
(g, &) = /e (z) =/ Wem (7)di"
() = redo (3.3.4)
y
KT e, E) = kT(E)

Em o= k=0 (3.3.5)

donde, siguiendo a Randall y Sundrum en (50) y (51) los campos de materia son

nulos en la quinta dimension.

De la condicién de torsiéon nula

T = de® +wab€b =0

obtenemos

we, = —€e, (Oae®s —T7, 5%

[0}

donde lﬂaﬂ es el stmbolo de Christoffel.

A partir de las ecuaciones en (3.3.4) y (3.3.6), encontramos

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)
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Asimismo, consideramos la condiciéon de torsiéon nula para las tipicas cuatro

dimensiones,

T =de™ +ome” =0 (3.3.9)

0
oTH "

donde W =Wy d = dzr

Luego, a partir de las ecuaciones (3.3.4), (3.3.8), (3.3.9) y la segunda ecuacion de

estructura de Cartan, es decir

R = dw® 4w w® (3.3.10)

obtenemos

. AN

Te
(3.3.11)
el
Rm4 - (f/2 +f//) d¢ém
TC
donde la 2-forma curvatura de cuatro dimensiones esta dada por
R™ = di™ + &™ma™ (3.3.12)

A partir de la ecuacion (3.2.7) podemos ver que el Lagrangiano contiene diez
términos que denotaremos como L1, Lo, ..., Lo, donde L; corresponde al término
Gauss-Bonnet, L, corresponde al término cosmologico, y Lg corresponde al término
Einstein-Hilbert, todos ellos en 5-dimensiones, evidentemente. A continuacién
reemplazamos las ecuaciones (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.11) en (3.2.7), y empleando

€mnpg = Emnpgd, Obtenemos

L1 = aylPegpege R R e (3.3.13)
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2 4 2 4 2 4
L1 = Oéll €4mnqu MR el + Ckll 6m4nqum R"™ef + Odll émn4qumnR peq_|_

2 4 2 4
Oéll 6mnp4quan el + Oéll €mnpq4Rmanq€

5 AION. 5 1ef(9)\ 2
Ll — 05112€mnpq R™M _ (fe ) gmen RPY (f€ > épéfI] 64_

Te

3 Fref@\? ] of(9)
4041l2gmnpq R™ ( ) gmen (f/l + f12) €4€p:| e4

C

o 2¢2f(9) -
Li = ailPrdo {gmnqum"qu — < GTQ ) (3 +2f") Emnpg R €7+

C

A (9)
( ; f’2) (557 +4f") émnpqémé"épéq} (3.3.14)
;

C

Empleando esta misma idea de desarrollo en el resto de los términos encontramos

Ly = ail®€mpede (Dok™) (Dok) €

N o e (le%m"> (DW%W) (3.3.15)
Ly = onlPeapeack®s k' k¢ k9%
= o l*redEmmpgk "}k K K9 (3.3.16)
L, = L — apegeelele’de’
TP

= —rcdgzﬁe D& mnpg € E"EP e (3.3.17)
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Ly = 201Peqpeac Rk ke
(3.3.18)
2 ~ pmn1.p 1.fq 62f(¢) 1" 12\ ~ 7.m 1.fn=p~q
= 20q7rcd § Emnpg R K K9 — = (2f +3f )emnqu; Ph"ele
2 ab\ _c, d_e
Ls = galeabcde (Dwk )6 ee
= 2017.dpe? DE e (le%m"> &Pt (3.3.19)
Ly = 21l€upeaeR™ (Duk) €
(3.3.20)
) 5 N 021 (®) 3
— 20 0%r,do {gmnqum" (Dwk:pq) = (21 4 3F") g (Dwkm") épéq}
Ls = 20lPeqpee (Dok™) k¢ k7 %e
= 200127 ddEmmpe (Dwicm”) L (3.3.21)
2
Ly = galeabcdeR“becedee
(3.3.22)

4f(9)

2 ~
= Zogredo {3e2f O ppg R"EP87 — & — (2" +5f7) €mnpqémé”épéq}
T

3

C

2
Ly = —ai€apeack® k! ecede
abede’™ f

3
= 2017.dpe* Ve gk kI EPE (3.3.23)
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Al reemplazar (3.3.14 - 3.3.23) en la ecuacion (3.2.7) e integrando sobre la quinta

dimension encontramos

St = / {Apgg | R7"600 + KR ee 4 (DE™) e +

X4

Bpnpg" €& + 2102 oErampe [(D/%m”> (DI%PQ) + R R
+2R™M 9 4 2R (D;;m) 49 (D/;mn) B R+ Rmnz:zm] } (3.3.24)
donde tenemos que los coeficientes A y B estan dados como sigue

2m 2
A = 27, / /(@) [1 — l—2 (3f’2+2f”)] do
0 r

C

(3.3.25)
2 l2 1 2
B = air, / et/ {—4 (B2 +4f") 2+ 5 — 5 (52 +2f")| do
0 Te

2 3r2

Notemos que en la ecuacion (3.3.24) aparece el término

2 l?r, / Emmpg X" P
P

el mencionado término es conocido como el término de Gauss-Bonnet de 4-
dimensiones, del cual por cierto se habla con més detalle en (4.2.2), este término
Gauss-Bonnet no contribuye a las ecuaciones de la dindmica y puede ser eliminado

de la ecuacion (3.3.24). Esto mismo aplica al siguiente término de superficie

47Ta1l27°c/ Emnpqlf{m" (D/;;pq)
P

De tal manera que la acciéon viene dada por

St = / { Aty | R &e8 4 Ry et + (DR ) @] +

4
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Bépnp€" "€ + 2w 12T Epnpa [( D;;mn) ( D /;pq) g o

F2RME R 42 (D/%m"> %pfl%fQ] } (3.3.26)

En lo relativo a los coeficientes A y B, nos interesa integrar ambos términos
en funciéon de la coordenada ¢, para lograrlo es necesario definir una funciéon
f(#) v ya que, como se mencion6 previamente, esta funcion f(¢) es arbitraria
y continuamente diferenciable, elegimos (siendo que esta no es la tnica opcion)
f(#) = In(sin¢), en consecuencia los coeficientes A y B toman las siguientes

formas

2may (12 + 1)
Te

A =
(3.3.27)

. Tag 4 2.2 4
B = 102 [37‘C+2l r. —1 ]

De la accién (3.3.26) podemos ver que esta incluye campos no Abelianos l;m”w
que podrian ser interpretados como campos gauge no Abelianos que conducen a

inflacion, se remite al lector a las ref. (20), (30), (1), (16) y (28).

3.4. Gravedad de Einstein 4D extendida a partir
de la accion de la gravedad Maxwell-Chern-

Simons

Manteniendo en mente que el algebra de Maxwell puede ser obtenida del algebra
AdSL4 por medio de una contraccion Inénii-Wigner generalizada (11) y (51),
resulta natural preguntarnos ;cémo obtener el correspondiente Lagrangiano del
algebra de Maxwell a partir del Lagrangiano del algebra AdSL4?, tenemos que
también es posible obtener el Lagrangiano para el algebra de Maxwell utilizando
el mismo procedimiento. Por lo que, mostraremos que al emplear la contraccion

In6nii-Wigner en el sentido Weimar-Woods (5%), que puede ser consultada en el
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apéndice (I), sobre el Lagrangiano (3.2.7), obtenemos el Lagrangiano del algebra
de Maxwell. Asi, empezamos por escribir el Lagrangiano (3.2.7) en términos de

los generadores como tenemos a continuacion

Lops ) = anPR™O R (T JeaPe) + anl? (DE™) (D) € (ZaZeale) +

1
Pk kK k9% (Zay Zea Pe) + alﬁeaebecedee (P,P,P.P,P,) +

2
a2 Rk ke (T ZeaPe) + g (DE™) e°e’e® (ZyP.PyP.) +
a12 R (DE) € (JapZeaPe) + 0120* (DE™) k€ ik? e (Zay ZeaPo) +

2 2
algR“becedee (JaP.PyP.) + algk“fkfbecedee (ZyP.P;P.)

Seguido reescalamos los generadores y campos como se muestra abajo

-1 _a

(3.4.1)
Zab — £QZab

kab N 6_2]{)(11)

LErs D = aiPR™ R €™ (€ JupJaPe) +on l? (DE™) (D) €€ " (€2 Zap ZeaPe) +
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1
e“e’ee’e’¢ T (¢ PP P.PyP.) +

ar Pk kIO ke €0 (0 Zap ZeoaPe) + 01— 3

a1 2P Rk ke (2 TwZea Py + alg (DK™ ee’e¢ ™ (£ Zay P.PyP. ) +

a2l R® (Dk) €€ (€ JapZeaPe) + a1 2l® (DE™) k¢ ik! e (€9 Zap ZeaPe) +

2 2
algRabecedeef_?’ (& JwP.PyP.) + algkafkfbecedee§_7 (€2 Z4P.PyP,)

Luego, hacemos £ — oo, y finalmente obtenemos el Lagrangiano de nuestro interés,

(AdSLy) 2 ab ped e 2 ab_c d e
Lins—s’ = ail®egpeac R R e +§oz1€abcdeR e‘e’e

512 eabcdee“ebecedee + §Oé1€abcde (Dk“b) ecede’
+a1 % pede (Dk“b) (Dde) e + 2011 €apede R? (Dde) e®(3.4.2)

el cual corresponde al Lagrangiano Chern-Simons para el dlgebra de Maxwell.

Con la finalidad de obtener una accién para una teoria de la gravedad de cuatro
dimensiones a partir de la accién Chern-Simons para el algebra de Maxwell
seguimos el mismo procedimiento descrito en (3.3). Por consiguiente, reemplazando

(3.3.4), (3.3.5) y (3.3.11) en (3.4.2), y empleando €,npg = Emnpga, €nCONtramos
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Li = ailPeapeac R R*%e"
= 2o { Eppnp IO R
21(®) ~
64f(¢) 2 " 12~ ~M =N =P 5q
+ i (5 +4f") [Pemnpme"eve (3.4.3)
2
Ly = %eabcdeR“becedee
2 ~
= ﬂr Ao {362f(¢ Emmpg T EPET
64f(<z>)
— (5% +2f") €mnpqémé”épéq} (3.4.4)
Ly = 5l26ab0dee“ebecedee
= —rcdgzﬁe emnpqémé”épéq (3.4.5)
2(1/1 ab c d_ e
Ly, = Teabcde (Dk )e ee
= 20,7.dge e, (Dl%m”) &rel (3.4.6)
Ly = oq1l€upede (Dk“b) (Dde) e
=l d$E g (D/%m") (DIEPQ) (3.4.7)
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L = 201l€upeacRY (DE) €
= 2012140 {Epnp 2 (D)
2f(¢)

€ , (317 +2f") Emnpq (Dl%m") épéq} (3.4.8)

C

Siguiendo el mismo procedimiento realizado con anterioridad, sustituimos las
ecuaciones (3.4.3 - 3.4.8) en la ecuacion (3.4.2), y después de realizar algo de

trabajo algebraico tenemos que la accién nos va quedando como sigue

s - / {Agmnpq [Rm"épéq + (Dl%m”> épéq] + Bl &P+
34

2 21 gy | R R+ (DE™) (DR) + 207 (D) | }3.4.9)

donde los coeficientes A y B estan dados por

2 2
A = 2, / e?1(9) {1— 7{—2 (3f’2+2f”)] do
0

[

(3.4.10)

1 i(5f/2+2f//>:| dé

2m 12
B = ar, / et/ (@) [—4 (5f%+4f") f?+
0 Te

2 3r2

De (3.4.10) notamos que estos coeficientes A y B son exactamente los mismos
obtenidos en (3.3.25). Por otro lado, observamos en la accién la presencia de los
términos 2man [%r, f24 Emnpg BT RPY y Aoy Pr, f24 Emmpg ™" (kaq), los cuales
previamente se identificaron como términos que no contribuyen a las ecuaciones

de la dindmica, de modo que la accién final viene dada por

S = /Z 4 { Ay | R eet 4 (D) vet] +

B g™ " + 2701 21 oEmnpg (Di%m”> (Dl%m)} (3.4.11)
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Esta accion coincide con la accion dada en la ecuacion (29) de la referencia
(16) (consultar el apéndice (D)), siempre y cuando se tenga que los coeficientes
sean A = —1/2k = \/2k\, B = N4k, y N/4kA? = 2ra,l?r.. Esto significa
que la accion dada en (3.4.11) y la accion (29) dada en (10) coinciden solo si
A =1/1?, es decir si A\ = —1/1%. Adicionalmente, es claro que para que la igualdad

A4kA? = 21 l?r, se cumpla es necesario que oy = —1/87r k.

Es interesante senalar que la accion (3.4.11) también puede ser obtenida a partir
de la accion dada en (3.3.26) utilizando la contraccion Inénii-Wigner en el sentido
Weimar-Woods (53).
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Capitulo 4

Cosmologia en gravedad

Einstein-Gauss-Bonnet en 5D y 4D

4.1. Modelo Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker

El principio cosmolégico (véase el apéndice 1) nos da una imagen del universo
como un sistema de “fluido coésmico” (9). El requisito de un Universo homogéneo
e isotropico significa que el espacio debe de tener curvatura constante, por lo que
la métrica para un espacio-tiempo de 4-dimensiones con curvatura constante esté

dada como sigue

2

ds? = —dt* + a®(t
S + a*(t) T

+ r?d6? + r? sin® Odg’? (4.1.1)

donde a(t) es el factor de escala dimensional, k es la constante de curvatura, y
r es la distancia radial adimensional. Esta ecuacion (4.1.1) es conocida como
la métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) (7). La mencionada
métrica es solucién de la ecuacién de Einstein para un universo homogéneo e
isotropico, dichas solucion es conocida como las ecuaciones de Friedmann (véase
el apéndice [£2), notemos que en (4.1.1) se ha considerado que la velocidad de la

luz es igual a la unidad (¢ = 1).

Es preciso senialar que en la ecuaciéon de Einstein G, = kT),, con kK = —87G
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para un universo homogéneo e isotropico, el lado izquierdo de la ecuacion esta
determinado por la métrica FLRW con sus dos parametros; la constante de
curvatura k y el factor de escala a(t). Sin embargo, necesitamos especificar el
tensor de energia-momentum del lado derecho de la ecuacion, el cual debe ser
compatible con el principio cosmologico. La opcién plausible mas simple es tomar

el fluido cosmico como un fluido ideal o fluido perfecto, es decir como sigue (9)

T = DY + (p+p) Uty (4.1.2)

donde p es la presion, p es la densidad de masa, y u* es el campo de la

cuadrivelocidad del fluido.

Luego, las ecuaciones de Friedmann son solo la ecuaciéon de Einstein con la métrica
FLRW y con el tensor de energia-momento para un fluido ideal. En consecuencia,

las ecuaciones de Friedmann toman la forma

1. Para Gop = —8nGp

a s;)(;)r b 87;0/) (4.1.3)

2. Para Gij = —8’/TGpg”

% _ _$ (3p+ p) (4.1.4)

Debido al principio cosmologico las ecuaciones (4.1.3) y (4.1.4) tienen una
interpretacion Newtoniana simple. No obstante, deben ser entendidas en el contexto
de la relatividad general, ya que todavia involucran conceptos geométricos como
curvatura, entre otros. El punto de vista apropiado son las ecuaciones de Einstein

aplicadas a la cosmologia (9).

El deseo de Einstein de un universo estatico lo llevé a modificar su ecuacion
de campo original para la relatividad general. Esto nos conduce a la pregunta
,como es posible modificar una ecuacién con argumentos teéricos soélidos y
que ademas sea exitosa en la descripcion de los fenémenos gravitatorios? La
posibilidad es agregando una caracteristica que sea demasiado pequena para
ser observada a escalas subcosmicas, pero suficientemente importante en las

dimensiones verdaderamente grandes.
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Atn asi lo que agreguemos a la ecuacion de Einstein, debe ser compatible con su
estructura tensorial. Un tensor que cumple con la estructura tensorial, es decir
que sea simétrico, de rango 2 y cuya derivada covariante sea nula, es el tensor
métrico g,,. Por lo tanto, es mateméticamente coherente incluir dicho término en

el lado izquierdo de la ecuaciéon de campo, asi tenemos

Guu - Agul/ == /{Tuu (415)

donde A es llamada la constante cosmologica. La interpretacion fisica de este
nuevo término se puede obtener, més facilmente, si lo trasladamos al lado derecho,

es decir (9)

Gy =k (T + £ 'Agp) = 6 (T + Ty (4.1.6)

donde T/ﬁ\y = Kk 'Ag,, puede ser llamado el “tensor de energia del vacio”. En
ausencia de distribucién ordinaria de masa/energia 7),, = 0 (por lo tanto, el vacio),

el término fuente Tlfy aun puede generar un campo gravitacional.

4.2. Gravedad Einstein-Gauss-Bonnet

4.2.1. Introduccion

Desde sus inicios han habido intentos de proporcionar alternativas a la teoria de
la relatividad general de Einstein. Estas alternativas a la teoria de la relatividad
general se presentan por una variedad de razones mateméticas, filosoficas y
observacionales, pero casi todas tienen el objetivo comiin de generalizar la teoria

que Einstein propuso inicialmente (25).

Dentro de este zoolégico de posibilidades gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet
posee un lugar especial, esta teoria fue inicialmente propuesta por Lanczos (39) y
(10), y posteriormente generalizada por Lovelock (12) y (13). Estas teorias son
tnicas en el sentido de que no requieren campos fundamentales adicionales més
alla de los que corresponden a relatividad general, al tiempo que mantienen la
propiedad de que las ecuaciones de campo de la teoria se pueden escribir con no

mas de segundas derivadas de la métrica. Por lo tanto, estan particularmente bien
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motivadas y ocupan una posicion privilegiada tnica entre las alternativas a la

relatividad general (25).

4.2.2. Término de Gauss-Bonnet

Recordemos de la seccion (2.2) que las ecuaciones de campo de Lovelock se pueden

derivar de la siguiente densidad lagrangiana:

L= \/—gZajRj (4.2.1)
J
donde

J

y 1 V... jl/j o B
R = 55“1 e T R (4.2.2)

a1f1...a5 35 Hivi
i=1
Continuando con dimensiones més altas, en el caso D = 5 6 6 la densidad
Lagrangiana puede contener tres términos, siendo el tltimo de orden proporcional

al cuadrado del tensor de Riemann, esto da

L= \/—_g [Oé() + CklR —+ Oégg] (423)

donde

G =R?>— 4R, R" + R0 R""° (4.2.4)

se conoce como el término de Gauss-Bonnet. La combinacion de los términos de
Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet en la accion gravitatoria da lugar a teorias que se
conocen como gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet. Estas teorias son interesantes
en parte porque la teoria de cuerdas predice que, en el nivel clasico, las ecuaciones
de Einstein estan sujetas a correcciones de orden superior que suelen describirse
mediante términos de curvatura de orden superior en la acciéon. Como acabamos
de ver, el término de Gauss-Bonnet es el inico término que es cuadratico en la

curvatura y que da lugar a ecuaciones de campo de segundo orden (25).

Los fundamentos matematicos de las teorias que contienen tanto términos de
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Einstein como de Gauss-Bonnet han sido ampliamente estudiados, particularmente
los modelos cosmologicos, inflacionarios, y en el contexto de la cosmologia de

“branas” (19).

4.3. Cosmologia en gravedad Einstein-Gauss-

Bonnet sin constante cosmologica

Considerando la teorfa de Lanczos-Lovelock dada en la seccion 2.2, y la densidad
Lagrangiana en forma tensorial dada en (4.2.3), tenemos que la accién en 5-

dimensiones en el lenguaje de formas diferenciales para dicha teorfa estd dada por

((43), (62), O7) y (12))

1 2
SSLD) = . / Eabede (OzRabRCdee + gRab@c@d@e + 5€aeb€ced€e) (4.3.1)

= “bdx“ es

donde vy 3 son constantes arbitrarias, e* = e?,dz" es el vierbein, w
la conexion de espin, R = dw® + w®w® es la 2-forma curvatura, y x5 = 127%Gs,

donde G5 es la constante de Newton en 5-dimensiones.

Al hacer @« = 0 en la accion (4.3.1), y luego comparandola con la accion de

Einstein-Hilbert-Cartan con constante cosmolégica en cinco dimensiones,

1 Asp
Sg]?é = %/Gabcde (Rabecedee — 150 e“ebecedee) (4.3.2)

podemos ver que la accion (4.3.1) coincide con la accion (4.3.2) sélosi f = —Asp/15.
Con esta eleccion de la constante [, la accion (4.3.1) toma la forma de la accion

de Einstein-Gauss-Bonnet (FGB) con constante cosmologica

1 2 A
SSC?B - 8_115 / €abede (aRabRCdee + gRabecedee B 155D eaebecedee> (433)

Por otro lado, en presencia de materia, la accién en cinco dimensiones esté dada

por

SOD) — gBD) 4 §EP) (4.3.4)
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Ahora bien, considerando la accion (4.3.4) sin constante cosmologica, tenemos que

el Lagrangiano tiene la forma

LGP =B | o +LEP (4.3.5)
con
2
ng;s (€,w) |as=0= §eabcdeR“becedee + egpede R R € (4.3.6)
siendo & =| a | sgn (o) una constante y LSSID) representa un Lagrangiano de

materia. Mas adelante se muestran dos escenarios cosmologicos asociados con
sgn ().

La variacion de la accion S®P) con respecto al vielbein e y la conexion del espin

w® conduce a las siguientes ecuaciones de campo

sLiP)
€abede (2R €%+ | a | sgn(a)R*R™) = —8k; 5M (4.3.7)
6(1
516D
€avede (T€%e+ | o | sgn(a) RT*) = —4555—Mb (4.3.8)
wCL
Por otra parte si la materia bajo consideracion no tiene espin, entonces
sLiP)
=0 4.3.9
S (4.3.9)
€abede (€°€¢"+ | a | sgn(@)R“) T =0, T°=0 (4.3.10)
Luego, puesto que
oL 1
5624 = ZTa“eubcdeebecedee (4.3.11)

donde T* es el tensor de energia-momento, tenemos que la ecuacion (4.3.7) toma

la forma
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€abede (2Rbcedee+ | o | sgn(oz)RbcRde) = —%Ta“e#bcdeebecedee (4.3.12)

4.3.1. Ecuaciones de campo y cosmologia

A continuaciéon consideramos una métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) plana, esto es tomar k& = 0 en la ecuacion (4.1.1), que en cinco dimensiones

se escribe como sigue

dS? = —dt* + a*(t)6;dx' da? (4.3.13)

Luego, calculando la curvatura correspondiente a la métrica FLRW tenemos

ab __ ab a , cb
RY = dw®™ + w" w

0 _ 7.0 0, c
R, =dw", +w" w9

o
-

. .2 o .
aa — a aa

= —2th61+——60/\€1
a aa

¢

) el + gde1
a

QI 2

= Zonel (4.3.14)
a

a a
R = p1 RO, = (1)=e%! = Zelet
a a

Realizando el mismo procedimiento para las componentes R, R R™,

encontramos que podemos escribir estas componentes como sigue

R = Le0er (4.3.15)

a



4.3. Cosmologia en gravedad Einstein-Gauss-Bonnet sin constante cosmologicdb

Vamos ahora a determinar la componente R'2,

1 _ g1 1, e
Ry =dw'y +w w%

R12 = WoWy
= Lol (4.3.16)

. N 2
R = 2R\, = (1)a_261€2 _ (9) ole?

a? a

Bajo el mismo procedimiento se encuentra que las componentes RP?, pueden ser

escritas como se ve a continuacién

a

LN\ 2
RM1 = (9) ePe! (4.3.17)

Pero, como tal, es de nuestro interés escribir las componentes de la curvatura en

términos del parametro de Hubble H = a/a,

. H
R = Le0ep — (H + H2) eeP = (ﬁ + 1) H?*e%e? = —qH?e%P  (4.3.18)
a

donde se ha definido
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q=- <% + 1) (4.3.19)

este ultimo es el parametro de desaceleracion.

-\ 2
RP1 = (2) ePel = H?ePel (4.3.20)

a
donde p,q =1,2,3,4.

A partir de aqui, se tiene que cuando ¢ < 0 entonces ¢ > 0 y cuando g > 0

entonces a < 0.

Enseguida, se considera un tensor de energia-momentum correspondiente a un

fluido perfecto,

T, = diag (—p,p,p, p,p) (4.3.21)

Después de reemplazar (4.3.18) y (4.3.20) en (4.3.12) obtenemos el constraint de

Friedmann y la ecuacién de conservacion

2H?*+ | a | sgn(a)H* = %p
6H? +3 | a|sgn(a)H* = ksp (4.3.22)

Para determinar la ecuaciéon de conservacion, es necesario considerar la métrica
dada arriba en (4.3.13), asi tenemos que las componentes de la métrica van como
sigue

goo = =1, g1 = ga2 = gs3 = g = @’ (1) (4.3.23)

A partir de las componentes de la métrica es posible calcular los simbolos de

Christoffel de segundo género,

girrabr = sz
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F(l)l = ng = Fg:s = F24 = a(t)a(t)
(4.3.24)

1 _ 172 _ 13 _ 14 —
FOI_FOQ_FO3_FO4 -

Teniendo en cuanta los simbolos de Christoffel en (4.3.24), es posible determinar

la ecuacion de la conservacion de la energia como sigue

™, =9,T" + T YT +T T =0 (4.3.25)
dp a
R =0
o T4 (ptp)
dpa
22—y
T (p+p)
dpdza
2T = 4
dzdia (p+p)

pero sabemos que z = % — 1 con ag = a(ty), de tal manera que después de algo

a

de célculo se encuentra que la ecuacién de conservacion es

(14 2) % =4(p+0p) (4.3.26)

donde z es el conocido pardmetro de corrimiento al rojo o en inglés redshift. A
continuacion elegimos k5 = 1, y ademas empleando la ecuacion de estado (00), es

decir

p=wp (4.3.27)

donde w es la densidad de energia oscura, tenemos que es posible reescribir la

ecuaciones (4.3.22) y (4.3.26) de la siguiente la forma

1
6H? (1 + 3 | o | sgn(a)HQ) =p (4.3.28)
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(1+92 = 4(p+p)
1+9% = 4(p+wp)
p(z) = p(0) (1 + z)*0) (4.3.29)

Tal que la solucion para (4.3.28), cuando sgn(a) = 1 es,

) ﬁ\/ym <—3+\/9+3|04\p(z)>

H
H*(z) = L (W + mp(,z) -1 (4.3.30)
o] 3 3.
Mientras que para sgn(a) = —1 es,
2 1 | o |

El dltimo caso muestra un limite superior para p, es decir

p(zs) = % (4.3.32)

—_

Hi(z) = 4/— (4.3.33)

Q

Siendo
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pz) = p(0) (1+2)""
\% = p(0) (1 + 2"

|
5 = —1+(%>4W) (4.3.34)

Vamos a buscar reemplazar (4.3.34) en (4.3.31), para ello necesitamos hacer

algunos despejes,

. ( 3 )4(13%) ‘ a | 1
ZS = — —|— _— = e
| a | p(0) 3 p(0) (14 z,)H)

tomamos en cuenta (4.3.29), y seguido reemplazamos en (4.3.31), asi nos queda

1 1 4(1+w)
H2(2) = — 11\/1—( ”) (4.3.35)

| o | 1+ 2

Por lo que tenemos una solucion para Hy(z) si z < z,. De acuerdo a (4.3.34) y

(4.3.35), y considerando w = 0 (materia oscura fria'), tenemos

(H_U)

Si—1 <z <0, entonces p(z— z5) = 3/ | a|= Hy(z — 2z5) > 1/ | a], es

decir se evoluciona a un espacio de de-Sitter, universo con curvatura constante y

0 (4.3.36)

AV

positiva. A diferencia de la materia oscura fria de 4-dimensiones que evoluciona a

un espacio de de-Sitter cuando z — —1.

Luego, si z; > 0, tenemos una situacién no real. Por tltimo, si z,, =0y w = 0

entonces

H2(z) = @ (1 +4/1—(1+ z)4) (4.3.37)

1Un neutrino pesado es un ejemplo de materia oscura fria, es decir, particulas que tienen
velocidades insignificantes a lo largo de la historia del Universo (41).
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De tal manera que

H3(0) = @ (4.3.38)

H? (2 — —1) = @ (1 + \/I) = 2@ (4.3.39)

Recordando que en la presente discusion no hay constante cosmoldgica (pensando

en una evolucion de de-Sitter).

Ahora bien, en ausencia de p, a partir de (4.3.31), obtenemos una solucién auto-

acelerada dada por,

2

H, =
TVl

(4.3.40)

A continuacion reemplazamos (4.3.29) en (4.3.30), de donde es directo mostrar

que

w>—-1=p(z—-1)—0 (4.3.41)

H(z—-1)=0 (4.3.42)

tienen el comportamiento tipico de las componentes césmicas no asociadas con la

energfa oscura.

De (4.3.31) se infiere la existencia de un limite superior para la densidad de energia

dada por p(zs) =3/ | a | siy solo si Hi(zs) = /1/ | a|. Mientras que en el
modelo de materia oscura fria en 4-dimensiones se tiene que p (z — —1) — 0 =

H(z— —1)— y/A/3.

Por otra parte, como sabemos el parametro de Hubble puede cambiar con el tiempo,

de tal modo que se hace necesario introducir otro parametro que proporcione su
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tasa de cambio, este es el parametro de desaceleracion” (9)

este parametro de desaceleracion ¢ puede ser escrito como

1 1 dH>
=—-14+-(1 —— 4.3.4
=145 (0+2) (43.43)

que después de trabajar la ecuacion (4.3.28) como sigue

1
6H> <1+—aH2) =

2
dH? o, 5 d I, dp
dH? dp
— (1+aH?) = — 4.3.44
6 dz (1+af?) dz (4.3.44)
y de trabajar la ecuacion (4.3.29)
p(z) = p(0)(1+2)"™
o _ p(0)4 (1 +w)(1+ z)4<1+w>—1i(1 + 2)
dz dz
% = p(0)4 (1 +w) (1 4 z)*0+w-1
dp (14 z)40+w)
— = p(0)4(1 _ 4.3.45
L= 0w (4.3

A continuacion simplemente igualamos los resultados en (4.3.44) y (4.3.45), de

donde se obtiene

1 dH?  4(1+w) 1,
1 — = 14+ -aH
( +2)H2 dz (1+aH2)( +2a )

2El parametro de desaceleracion es una medida de la desaceleracién de la expansiéon del universo.
El signo menos se incluye porque se pensaba que la expansion deberia estar desacelerandose
bajo la atraccién gravitatoria mutua de la materia a medida que el universo envejece.
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sustituyendo en (4.3.43), es directo obtener

g=—-14+2(1+w)f(2) (4.3.46)
donde hemos definido
f(z) = S + 1ahﬂ(z) (4.3.47)
(1 + aH?) 2 o

y f(z) < 1. El constraint de Friedmann nos dice que independientemente de

sgn(a), la siguiente desigualdad debe ser satisfecha,

1+ %am(z) >0 (4.3.48)
por lo que
() <0=2(1+w)< f(lz) (4.3.49)

Por otro lado, para w > 0 (los fluidos que por si mismos generan desaceleracion,
g =14 2w > 0), es evidente que 2 (1 + w) > 1, por lo que la desigualdad en
(4.3.49) es satisfecha.

En las buenas cuentas, es perfectamente posible satisfacer ¢(z) < 0 en (4.3.49),
por lo que consistencia con la tan llamada condiciéon de la métrica Lorentziana. De
hecho, de acuerdo a la referencia (3), “una condiciéon necesaria para las ecuaciones
de movimiento hiperboélica es que la métrica efectiva sea Lorentziana” y que las

condiciones para que dicha métrica sea Lorentziana es que

sgn (144X H?) = sgn (1 — 4\sqH?) (4.3.50)

donde ahora Ay = o/ 4l§ (ver apéndice G ), como se puede ver en las ecuaciones
(3.11) y (3.12) de la mencionada referencia (3). En esta misma referencia se
estableci6 que si esta igualdad no se cumple, entonces la mencionada métrica no

serd Lorentziana, sin embargo si ¢ < 0 la métrica es Lorentziana.
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4.4. Gravedad 4D a partir de gravedad Einstein-

Gauss-Bonnet

4.4.1. Reduccién dimensional de la gravedad Einstein-
Gauss-Bonnet 5D a 4D

A partir de la ecuacion (4.3.3) vemos que el Lagrangiano contiene el término de
Gauss-Bonnet, el término de Einstein-Hilbert y un término cosmolégico. Siguiendo
el procedimiento de compactificacion dado en (3.3), encontramos que los términos

del Lagrangiano en (4.3.3) quedan como sigue

- 2e2f
(':cll)ccleRabRalee = /rcdgb {gmanRmanq B ( i ) <3f/2 + QfH) gmnqumnepeq_|—
etf
(—4f’2) (5% +4f") €mnpqémé”épéq} (4.4.1)
rC
€apede R0 et = { emnp mneped
64 12 "\ ~ ~p ~q
gy (5" +2f") Emnpg " e"e (4.4.2)

€apeace”e’e“ele’ = r.d (5e* €ypp e E"EPEY) (4.4.3)

Luego, el Lagrangiano tiene la forma

- . 202f
L = arcdd€pppg R™" RP4-EppgTedd {—a ( ¢ ) (Sf’2 + 2f”) + 262f} R™ePed+
72

c

~ d 6_ 12 2 1" _2 et/ 2 1" _ALD 4f | smnzpxq
Emmpqcd® § Q¢ 7’4f (5f +4f) Tl (5f +2f) 3 e eeePe

C
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A continuacion definimos los coeficientes A, B y C' como sigue,

2
A=r, d 4.4.4
[ ao (4.4.4)
2T
B = rc/o 2¢%f {1 — % (37 + 2f”)} de (4.4.5)

372

o 4f f 2 2 " 2 2 " Asp
C=r, i e ar—§(5f +4f") __c(5f +2f") - d¢  (4.4.6)
Puesto que f(¢) es una funcion arbitraria y continuamente diferenciable, y ya que
estamos trabajando con una variedad cilindrica, se elige f(¢) = In (sin ¢) (aunque
estd no es la unica eleccion posible) encontramos que (4.4.4), (4.4.5) y (4.4.6)

quedan como sigue

A =27r, (4.4.7)

2772 + 2
=0T o, (1 + %) (4.4.8)

Te p

6mr? o) T [«
C = o473 (2 — ﬁ — A5D7"g> = _47’ (ﬁ -2+ A5D7“z) (449)

Luego, la acciéon compactificada a 4-dimensiones esta dada por

3l = - / Ernpa <AR’””RW + BR™&ret Cémé”épéq> (4.4.10)

8Ks5 Jx,
Notemos que en la acciéon (4.4.10) hay un término cuadratico en la curvatura dada
por Aémnpq]%m"]%pq, que representa el término de Gauss-Bonnet de 4-dimensiones.
Este término es topologico, por lo que no contribuye a la dinamica y puede ser
descartado. Esto significa que la compactificacion evita los problemas citados en la

referencia (55). La ecuacion (2.1) de esta referencia concuerda con el Lagrangiano

(4.4.10), excepto para el término cosmologico, cuando A\ = a, Ay/A\; = —4 y
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As/Ar = 1.

Tomando en cuenta que (4.4.10) deberia conducir a la accion Einstein-Hilbert-

Cartan de 4-dimensiones, es decir

&(4D) _ 1 ~ PMN 5P =q Aup ~m ~n =p 5q
Spae = — [ €mnpg | R7"€PeT — ——e™Me"ePe
4%4 S 6

donde k4 = 87 G, es directo ver que esto se da cuando

. 8/<L5 8-12- 7T2G5 G5

B—_2_- =" "> _ 3,79 4.4.11
I 481G "G (4.4.11)
y
A4D A4D 2 A4D G5
_ ——_ P g.19 =g 4.4.12
= 6 o = "1 6 s 12T G0 2 "G (44.12)

Por otro lado, sabemos que si Gp es la constante de Newton en D-dimensiones y

si G es la constante de Newton usual, entonces

Gp =1"*G (4.4.13)

donde [¢ es la longitud de la dimension extra compactificada (63). En nuestro
caso particular, D = 5 y por tanto lo = 27r.. Esto significa que G5 = 27r.G. Por

lo que (4.4.11) y (4.4.12) toman la siguiente forma

G
B= 37r55 = 3m2mr, = 67°r, (4.4.14)
C e A TN 2 — —Aupr? (4.4.15)
= 24DG— 24D7T7"c— 4DT Te =3

Ahora bien, igualando (4.4.8) con (4.4.14), y (4.4.9) con (4.4.15), es directo ver

que

1 [« 2
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«Q 3m—1

r_g = 72 (4.4.17)
reemplazando (4.4.17) en (4.4.16)

1 [3(r—1)

Ahora bien sustituyendo (4.4.14) y (4.4.15) en (4.4.10) (esto es recordando que el
término de Gauss-Bonnet de cuatro dimensiones ya no juega un rol en la acciéon

por las razones dadas con anterioridad), tenemos

~ 1 -
Slel=— / Emnpa (67r27"cRm”épéq - 772A4Drcémé"épéq> (4.4.19)
8H5 24

Enseguida se trabajan los coeficientes de (4.4.19), de tal manera que se busca sacar
factor comun 1/4k4, obteniendo asi la accion de la gravedad de 4-dimensiones

dada por

. 1 . A
Slel=— / Emmnpg (Rm”épéq — %émé”é”éq) (4.4.20)
PV

N 4/‘64

con constante cosmologica Ayp dada por (4.4.18).

En el lenguaje tensorial los dos términos en (4.4.20) pueden ser escritos como

sigue
Emmpg RTEPET = 2 / d*z\/—GR
Ermpg " E"EPEY = —24 / d'iv/—7 (4.4.21)

donde § es el determinante del tensor métrico de 4-dimensiones §**, v R es el

escalar de Ricci. Asi, la accion (4.4.20) se puede escribir como

S1g = / d'5\/—§ (1?2 + 2A4D> (4.4.22)
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cuyas ecuaciones de campo son

Guu = A4Dguy (4423)

y Aap = Ayp (Tc, AsD)-

De acuerdo a (4.4.18), podemos decir poco o nada sobre la presencia de r.. La tnica
cosa que podemos especular es que Ayp se origina del radio de compactificacion y

la constante cosmologica de 5-dimensiones, y nada mas.

4.5. Cosmologia en gravedad Chern-Simons-AdS
reducida a 4D

En esta seccién vamos a considerar nuevamente la accién Einstein-Gauss-Bonnet
dada en (4.3.3), y establecemos o = [> y A = —3/I? en la mencionada accién, de tal

manera que la acciéon Einstein-Gauss-Bonnet toma la forma dada a continuacion

12 2 1
seD) / wbede | RPRe® + —_ R%eele® + —e%PeCede® 45.1
BGB = gy | Cabed 312 514 (4.5.1)
es directo ver que esta eleccion particular para a y A nos conduce a la acciéon de la
gravedad Chern-Simons de 5-dimensiones para el algebra AdS, con [ interpretado

como el radio del universo.

4.5.1. Gravedad 4D a partir de la gravedad AdS-Chern-

Simons

Seguidamente se toman cada uno de los términos que conforman la accion (4.5.1), y
aplicamos sobre ellos el procedimiento de compactificacion empleado previamente,

y explicado en (3.3), lo que proporciona los resultados de abajo

- . 2e2f ~
Lo = €apede R°Re® = r.dg {gmnqum”qu — <%> (3 +2f") Emnpg R €71+

c

etf e~
(T—4f’2> (’L")f’2 + 4f”) Emnpg€ € epeq} (4.5.2)

[
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c d_ e

ab DMN ~p ~
Ler = €apeae Rt = emnqu ePel

4
2
re

36
) (57 +2f") €mnpqémé"épéq} (4.5.3)

Ly = egpeaee’e’e’ele’ = 5r.dpe’ emnpqeme”épéq (4.5.4)

Luego, reemplazamos estos resultados en la accion (4.5.1), y después de algo
de trabajo algebraico, encontramos que una accién de la gravedad de cuatro

dimensiones dada a continuaciéon

Sfe) = < / Enpa <21Rm"épéq + Bémé”épéq> (4.5.5)
ks Jy,

donde los coeficientes A y B estan dados por,

-~ 2w+ 212 27l? r?
A= ¢ = 1+ == 4.5.6
Te Te ( l2) ( )
- w [ r?
B=— ——2-3-= 4.5.
4r, <r§ 3 l2> (4.5.7)

De (4.5.5) es directo ver que se puede obtener la accion Einstein-Hilbert-Cartan

cuando los coeficientes A y B estan dados como sigue

A = 67°r, (4.5.8)

B = —n?A4pre (4.5.9)
Luego de igualar (4.5.6) con (4.5.8) encontramos

r? 1
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Asimismo igualamos (41.5.7) con (4.5.9), lo que resulta en

3 (3rm—4
Aypp = — 4.5.11
P g2 (3%—1) (4.5.11)

A partir de la sustitucion de (4.5.8) y (4.5.9) en (4.5.5), se consigue la misma

accion de (4.4.20), con la diferencia de que ahora Ayp viene dado por (4.5.11).

Por consiguiente, la forma tensorial de la accién viene siendo

S[g] = /d%\/—_g (R - 2A4D> (4.5.12)

cuyas ecuaciones de campo son

GMV = _A4Dgw/ (4513)

Con la finalidad de formarnos una idea sobre 7., tenemos que de (4.5.11) obtenemos
Te R AZE/ ?. Lo que antecede permite deducir que al utilizar Ayp ~ 10752 [m=2] ~
3% 107122 [l;imck}, se llega a 7. ~ 10° [[pianer] =~ 10%9 [m]. Recordando que ag ~

1026 [m] (tamarfio causal actual del universo).

De acuerdo a (4.5.8) y (4.5.9), conseguimos r./l ~ 0,34, es decir, [ ~ 3r.. Por lo

que, interpretar [ como el tamano del universo parece ser razonable.
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Capitulo 5

Teoria tenso-escalar con término
Einstein-Gauss-Bonnet a partir de la

gravedad de Einstein-Chern-Simons

5.1. Introduccién

Considerar alternativas a una teoria tan exitosa como la relatividad general puede
verse como un movimiento muy radical. Sin embargo, desde una perspectiva
diferente se puede considerar como un enfoque muy modesto frente a los desafios

actuales de la gravedad (50).

La teoria de la relatividad general de Einstein ha alimentado muchas teorias
alternativas, entre ellas la teoria tenso-escalar, la cual esta construida sobre los
solidos cimientos de la relatividad general, y el campo escalar entra en juego
de una manera altamente no trivial, concretamente a través de un término de

acoplamiento no minimo (27).

La teoria tenso-escalar fue concebida originalmente por Jordan, quien presento
un Lagrangiano general para el campo escalar que vive en el espacio-tiempo de
cuatro dimensiones. En este Lagrangiano introdujo un término de acoplamento no

minimo dado por /—g¢ R, el cual marcé el nacimiento de la teoria tenso-escalar.

Maés adelante Brans y Dicke retomaron el trabajo de Jordan, y exigiendo que

el Lagrangiano de materia se desacoplara del campo escalar ¢, propusieron el
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siguiente Lagrangiano:

1
»CBD =Vv—4g (90R - waglw u@al/(p + Lmateria(\l/)) (511>

donde w es una constante adimensional. Llamamos a (5.1.1) el modelo prototipo
de Brans-Dicke. El término de acoplamiento no minimo esta dado por /—g¢R, el
cual reemplaza el término de Einstein-Hilbert en la teoria estandar. El término
w (1/¢) g" 0,90, corresponde a un término cinético del campo escalar ¢, que se

puede convertir a la forma canénica estandar redefiniendo el campo escalar.

Por lo que podemos ver, la simplicidad del campo escalar permite acoplarlo a
la métrica de muchas maneras diferentes, lo que permite la introduccién de un
abanico de posibles interacciones con los grados de libertad del tensor. Cabe

destacar, es facil proponer modelos tenso-escalares con cosmologias interesantes

(24)-

5.2. Gravedad Einstein-Chern-Simons 5D

La gravedad FEinstein-Chern-Simons tiene la interesante propiedad que el

Lagrangiano Chern-Simons de cinco dimensiones para el algebra B, esta dado por

(37)

2
L(c?flb)g le,w, b, k] = a1l?eapeac R R“e® 4+ qz€qpede <§Rabecedee

F2L2KP RAT®  PRORRT) + dBYS)  (5.2.1)

donde ay, a3 son pardametros de la teorfa, R = dw® + ww® y T = de® + w?e?,
conduce a la relatividad general estdndar de cinco dimensiones sin constante
cosmologica en el limite donde la constante de acoplamiento [ tiende a cero
mientras se mantiene fija la constante de Newton. Cabe senalar que los términos
cinéticos para los campos h® y k% estan presentes solo en el término de superficie

del Lagrangiano es decir ng}i&

A continuaciéon, tomando en cuenta que T* = De® podemos reescribir el

Lagrangiano dado en (5.2.1) como sigue
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5.3. Gravedad tenso-escalar con término Gauss-Bonnet 4D

5.3.

(5D)
Lens

le,w, h, k|

2
2 b ped boed
= al%€peae R R e + a3€0b0de <§Ra efe’e’

—|—2l2 (Dk’ab) Rcdee + ZQRabRcdhe)

(5.2.2)

Gravedad tenso-escalar con término Gauss-

Bonnet 4D

A partir de la ecuacion (5.2.2) podemos ver que el Lagrangiano contiene cuatro

términos que denotaremos como Li, Ly, L3, Ly, donde L corresponde al término

de Gauss-Bonnet y Lo corresponde al término de Einstein-Hilbert. Siguiendo el

procedimiento de compactificacién dado en (3.3), reemplazamos las componentes

de la 2-forma curvatura, es decir (3.3.11) en el Lagrangiano (5.2.2), asi encontramos

Ly

allzeabcdeRabRCdee

112740 | Epppg R RPT — 25

AT (@)

+
4
Te

Ly

2f(¢)

2
re

(4](-// + 5f/2) f/2€mnpqéménépéq:|

2043
T€abcde Rabecedee

2 ~
2 agredep [3e2f<¢> Epmpq RV E

3

AF(®)

5 (2f// + 5f/2) gmnpqé’ménépéQ:|
TC

= 2a3%€apede (D/{:ab) Re®

21 (@)

= =200 (24 3") ruddmupy (DR ) e

c

20507 e AdEnp 10 (D)

(21" + 3f") Emnpg R P&

(5.3.1)

(5.3.2)

(5.3.3)
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Ly, = aslPepeqe R RCRE

_ 4 12 " 2 ef(¢) g9(9) ddé Rmn~pﬁq
= —a03 (f +.f )76 Tc gbemnpq €

C

31(6) )
Fhasl? (" + ) S 28O r e &R (5.3.4)
T

C

donde hemos utilizado el hecho que

R (9,7) = 9 Ph™(%), ht=0 (5.3.5)

Reemplazando (5.3.1 - 5.3.4) en el Lagrangiano (5.2.2) e integrando sobre la quinta

dimensiéon encontramos la siguiente accion

S’(4D) <é7 ]}7}2) — / gmnpq {aémnépéq 4 ﬁémé”épéq + v (D]%mn) ePel
3y

R (DR 4 xR gemenaiey  (53.6)
donde,
201 P UonlPr  asl’n
a = T + 277—0437“07 6 = 41,,3 27‘-C
20512 dasl? i
o ag 7T7 = dmaulPr,, y = A3 7T7 ¢ = _ @ 37T (5.3.7)
Te Te Te

son coeficientes que fueron calculados al elegir f(¢) = g(¢) = In (sin ¢). Notemos
que cuando [ — 0 la accién resulta en la accidén de Einstein-Hilbert en cuatro

dimensiones.
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5.4. Gravedad tenso-escalar con término Gauss-

Bonnet en lenguaje tensorial

La forma tensorial de la accion (5.3.6) puede ser obtenida recordando que los

primeros dos términos pueden ser escritos como
Emnpg R™"EPE1 = 4\/—GRd'% (5.4.1)
Emnpge " E"EPET = 4\ /—jd T (5.4.2)

donde g es el determinante de la métrica g,, de cuatro dimensiones. Los términos

restantes son obtenidos después de algo de calculo. Resultando asi

Ennpg (D) €781 = 4y/=G D, d'3 (5.4.3)

gmqu]:j”TmD];’ng = 4/-g <RMVPUD;¢/;WV - QEMVDp];‘qu

—2R" D,k + Z?Dufc“”,,) d'7 (5.4.4)
Ermpg RGP RT = 20/~ (RB - 21%#”%”“) &'z (5.4.5)
Emnpgf " E"EPhT = 61/ —Ghd*E (5.4.6)
donde
W= hmdit,  Em = emdit, o™ =@mdat, k™ =ETidit (5A7)

Introduciendo (5.4.1 - 5.4.6) en la accion (5.3.6) , tenemos que la accion en lenguaje

tensorial toma la siguiente forma
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S = [ V=5 [4@1% + 248 + 49D, k" +
34
s (R, D, — 2108, D, %, — 2128, D,%, + D,

12y (RE - 21%13””) + 653} &7 (5.4.8)

5.5. Accién para un espacio-tiempo maximamente
simétrico

Si consideramos un espacio-tiempo méaximamente simétrico (por ejemplo el espacio

de de-Sitter), la ecuacion (13.4.6) de ( ) nos permite escribir

ht = F(¢)e!, k™ = G(p)o™ (5.5.1)

De tal manera que en la acciéon en (5.3.6) podemos reescribir los términos que

contienen los campos h? y £™" como sigue

Emmpg BTG = F(¢)Emmpg R EPE7 (5.5.2)
Emmpg€ "R = F()€mmpqe ™ e" e e (5.5.3)
- DG - i
Emnpq (D kmn) el = G(x) Emnpgk™" €1 4 G () Emnpg R €V €1 (5.5.4)
- " DG - L
gmnqumn (kaQ) — G(q(b?) gmnqumnkpq + G(¢>gmnqumanq (555>

Utilizando (5.5.2 - 5.5.5) encontramos que la accién dada en (5.3.6) toma la

siguiente forma

(o)}
| —
™

L)
>
—_

- /Z gmnpq{vl(qs)ém"épéq+v2<¢)émé"épéq

V3 () EmmEPe + Vi) R + %(QS)RW"RW} (5.5.6)
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donde

i(6) = a-+1GI0) + XF(O). Tle) = 6+ EF(8), Vh(0) =1 s
Vi(9) = TDGi;q;)y Vs(9) = 7G(9) (5.5.7)

La forma tensorial de la accion (5.5.6) puede ser obtenida, teniendo en cuenta,

ademés de (5.4.1) y (5.4.2), que

%(¢)€mnpq]%mnépéq = VDG?;?) preres
D, G -
74\/—_95;755)) {f,} s (5.5.8)
{/4(¢) gmnpq Rmn]%pq — TM gmnpq Rmn i{}pq

G
D,G . S
= 4y e G(;f’ D { ik, 4 1t e,

0 TN AT
D o _ .
- —47\/—§(LGG) {20%;0 2R

—éwypl%”/;} d'7 (5.5.9)

Va()emmpg B B = 7G($)\/—5 {R2 — AR, R™ + RW,,URWP"} (5.5.10)

De hecho, al reemplazar (5.4.1), (5.4.2) y (5.5.8-5.5.10), obtenemos
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S (é, k 13) _ / d'in/=§ [rG (R? — AR" Ry, + Ryppe R™)
4

D,G - -
+4 <a+70+xF+T%k“‘;) R

87 Vo Vo D
+= (D, = DGR, ) R
+4T

G

+24 (6+§F+7%GGIE’“’V>} (5.5.11)

v

DGk, R,

donde G = G(¢), F = F(¢) y o, 5,7,&, X, T son constantes arbitrarias.

Comparando (5.5.11) con el Lagrangiano (H0.4) del apéndice (H), nos damos
cuenta que es posible identificar los coeficientes de una ecuacién con la otra. De
tal manera, que el coeficiente que acompana el término de Gauss-Bonnet dado por

7G puede ser identificado con el coeficiente Eg en la ecuacion (H0.4). Siguiendo

esta misma idea podemos identificar el coeficiente 4 (a +vG + xF + — éG ];;“‘L >
con el coeficiente 2FEg x ([@]2— [#?]) los cuales corresponden al término
del escalar de Ricci. El coeficiente %% <D0Gl;:”"“—DuG/~c”‘fg> con
—8E x ([0 @, — ®2%") del tensor de Ricci. El coeficiente 4D,Gk",
es identificado con 4Ex®,®? en el término que corresponde al

tensor de Riemann. Finalmente, el término 24 <B+§F—|—7%‘GGI~§WV> con
LB ([0 = 6 [0 [97] + 3[07° + 8 (0] [0%] - 6[0Y]).

Esta correspondencia conduce en principio a una probable interpretacion de los
campos k*? vy kP?, como la primera y tercera derivada de un campo escalar,

respectivamente.
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Capitulo 6
Conclusiones

A partir del procedimiento de compactificacion a la Randall-Sundrum se obtuvo
un Lagrangiano de gravedad de Einstein extendida en 4D con término cosmolégico
(3.3.26), el cual incluye campos de gauge l;;”;” no Abelianos. Tomando en cuenta
los estudios realizados en (10) y (17), estos campos k" podrian ser interpretados

como campos presentes en modelos inflacionarios.

La compactificaciéon del Lagrangiano Chern-Simons para el dlgebra de Maxwell
en 5D usando una métrica tipo Randall-Sundrum resulté en la acciéon para una
gravedad en 4D dada en (3.4.11) que coincide con la ecuacion (29) de la referencia
(16). La accién corresponde a la gravedad de Einstein con un particular término

cosmologico, que incluye campos k7" Abelianos.

Debe ser notado que el Lagrangiano de Einstein extendido para el algebra de
Maxwell, puede ser obtenido a partir de la contracciéon Inonii-Wigner en el sentido
de Weimar-Woods del Lagrangiano para la accion de la gravedad de Einstein
extendida de cuatro dimensiones con término cosmolégico (3.3.26), obteniendo de

nuevo el Lagrangiano de la ecuacion (29) de (10).

Ambas extensiones de la gravedad de Einstein con términos cosmologicos (que
incluyen campos de gauge no Abelianos y Abelianos respectivamente) no son
invariantes bajo las transformaciones locales respectivas sino solo bajo las
transformaciones locales de Lorentz. Demostrando que es posible obtener estas
acciones de Einstein-Hilbert generalizadas de 4D a partir de las gravedades de
Chern-Simons de 5D genuinamente invariantes. Lo que parece indicar que el

procedimiento de compactificacion rompe las simetrias originales de las acciones
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de Chern-Simons (Maxwell y AdSL,) a la simetria de Lorentz.

Por otro lado, obtuvimos las ecuaciones del campo de la gravedad de EGB para
la métrica FLRW junto con algunas soluciones cosmolégicas. Y concluimos que si
el parametro de desaceleracion es negativo, se cumple la llamada condicion de la

métrica Lorentziana (3).

Se logré que tanto la accion de la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet en 5D
dada en (4.3.3), como la gravedad AdS-Chern-Simons en 5D dada en (4.5.1),
fueran ambas consistentes con la idea del espacio-tiempo en 4D, a través del
procedimiento de compactificacion que implica la sustituciéon de una métrica
tipo Randall-Sundrum, a la cual nos hemos referido como compactificacion “a la

Randall-Sundrum”.

A partir de las acciones de gravedad compactificadas, llegamos a una interpretaciéon
de la constante cosmoldgica efectiva de 4-dimensiones A4p, en un primer caso
se obtuvo Ayp en términos del par (1., Asp) de lo cual especulamos que Ayp
tiene su origen en el radio de compactificacion r. y en la constante cosmologica
de la quinta dimensién, es decir Asp. En un segundo caso se encontré6 Asp en
términos tnicamente de r. nos lleva a la interpretacion aparentemente razonable

del parametro [ como el tamano del universo.

Cabe destacar que el término cuadratico Aé’mnpqém”qu en la accién
compactifacada dada en (4.4.10), representa el término de Gauss-Bonnet en
4D. Este término es del tipo topolodgico, por lo que no contribuye a la dinamica
del sistema. De modo que, el procedimiento de compactificacion aplicado evita los
problemas citados en la referencia (55), es decir no se rompe la condicién de que

las ecuaciones de movimiento sean hiperbodlicas.

Cabe destacar que las ecuaciones de movimiento obtenidas para el Lagrangiano
de Einstein-Gauss-Bonnet sin constante cosmologica (4.3.6) y para el Lagrangiano
de la accion compactificada en (4.4.10), son ambas de segundo orden, por lo que

no experimentan inestabilidad.

Para dar por termino a las conclusiones tenemos que tras la compactificacion “a
la Randall-Sundrum”, en el Lagrangiano (28) de la referencia (37), se encontré
una acciéon para una gravedad tenso-escalar de 4D que incluye un término de

Gauss-Bonnet, el cual pertenece a una familia de acciones de la teoria de Horndeski.
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Esta accion de gravedad tenso-escalar corresponde al Lagrangiano de la ecuacion
(48) de la referencia (21). Este Lagrangiano (48) introduce grados de libertad
escalares adicionales mediante el acoplamiento del campo escalar a la métrica,
lo cual es posible debido al adecuado comportamiento del campo escalar bajo
transformaciones de Lorentz. Este procedimiento dio lugar a teorias tenso-escalares
que corresponden a generalizaciones de las teorias de Jordan-Brans-Dicke y también
a teorias que conducen a ecuaciones de campo de segundo orden conocidas como

teorias de Horndeski.

La inclusion de nuevos grados de libertad gravitatorios puede realizarse mediante
la construccion de teorias gravitatorias invariantes bajo simetrias mayores que
las habituales de Poincaré o (A)dS, es decir, invariantes bajo las denominadas

algebras de Poincaré generalizadas Bs.

Cabe destacar que los resultados obtenidos mediante la compactificaciéon “a la
Randall-Sundrum” han sido prometedores, mostrando que este procedimiento de
reduccion dimensional puede resultar en una herramienta matematica no soélo
interesante sino 1til para allanar el camino a una teoria de la gravedad que describa

la evolucién del universo.
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Apéndice A

Algebra de Lie

Al. Algebra de Lie

Un algebra de Lie consiste de un espacio vectorial real o complejo de dimension
finita g junto con una multiplicaciéon [,] : g X g — g que satisface las siguientes

tres propiedades:
1. Antisimetria
a) [u,v] = —[v,u] Yu,v€eg
2. Ley distributiva
a) [au+bv,w] = alu,w] +bv,w] Vu,v,w e gyVa,beR
3. Identidad de Jacobi
a) [[u, v}, w] + [[v,w], u] + [[w,u] ,v] = 0

Por otra parte, se llama algebra de Lie del grupo bajo consideracién a los

generadores que cumplan con la siguiente condicion (15)

(1%, 7" =if* T (AL.1)

Comentamos que incluso si la forma explicita de los generadores T* depende de
la representacion utilizada, las constantes de estructura £, son independientes

de la representacion.
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A2. Algebra de Poincaré

A2.1. Transformacion de Lorentz

Una transformacion de Lorentz propia puede ser pensada como una rotaciéon en el
espacio-tiempo de cuatro dimensiones de Minkowski, dicha transformacion tiene

la siguiente forma infinitesimal (13)
dat = wh ¥ (A2.1)
donde el parametro constante, infinitesimal de transformacion satisface la condicion

dada a continuacién

wt = —w™  u,v=20,1,2,3 (A2.2)

Vamos a tener que si definimos un operador vectorial infinitesimal como

~ 1 1
R(w) = §WWJW = 5&1‘“’ (2,0, — x,0,) (A2.3)

Podemos determinar las propiedades del grupo de las transformaciones de Lorentz
a partir del algebra de los operadores vectoriales que generan las transformaciones.

De esta manera, encontramos que

. . 1
[R(w),R(@)] — {—w“l’JW,écDA”JAp

= W™ [2,0,, 120, (A2.4)

donde
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oM = vm
o n —Av —u A
= o™ —atw (A2.5)

= [w,d]

Esto muestra que el algebra de los operadores vectoriales es cerrada y que las
transformaciones de Lorentz definen un grupo no Abeliano. Por altimo, el algebra
de los generadores también puede ser calculado directamente y tiene la forma dada
en (A2.6), la cual no es mas que el dlgebra de Lie asociada a las transformaciones

de Lorentz.

[J;w’ ’]/\p] = =NuJvp = Nwpdux + Nppdux + Murdpp (A2.6)

A2.2. Transformacion de Poincaré

Si adicionalmente a las transformaciones de Lorentz agregamos las translaciones

infinitesimales, la transformacion general de coordenadas toma la forma (13)

oxt = et +wh ¥ (A2.7)

donde €, w* denotan respectivamente los pardmetros de translacion infinitesimal y
transformacion de Lorentz. Las transformaciones en dz# = e +w* x” son conocidas
como las transformaciones de Poincaré infinitesimales o las transformaciones de
Lorentz no homogéneas. Claramente, en este caso, si definimos un operador

vectorial infinitesimal obtenemos

1
R(e,w) = —€'P,+ §WWJW
(A2.8)
= — ("0, +w"x,0,)

El algebra de los operadores vectoriales para las transformaciones de Poincaré

también puede ser facilmente calculada como
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R@WLR@@ﬂ::[w@+ww%@¢%a+wwwm}
= — (e —o"e) d,+ (Wwo) — ww)) 2,0(A2.9)

14

= — (80, + @"x,0,)

~

= R(¢,d) (A2.10)

donde hemos identificado
&= (W& — " ) (A2.11)
O = (wo) — w)) = [w, @)™ (A2.12)

Asimismo, podemos calcular el dlgebra de los generadores del grupo de Poincaré.
Para este momento, conocemos las relaciones de conmutacion [J,,, Jy,], y [Py, B].
Por tanto, la tnica relaciéon que necesita ser calculada es el conmutador entre los

generadores de las transformaciones de Lorentz y traslaciones,

[P,ua Jl/)\] = [a,uv xl/a)\ - x)\alz]
= MO — N0y (A2.13)

T],LLI/P)\ - n,uAPu

Este ultimo resultado muestra que bajo una transformacion de Lorentz, el

generador P, se comporta como un vector de cuatro dimensiones covariante.

De este modo, al combinar los resultados previos sobre el algebra del grupo de
translacion, asi como el grupo de Lorentz homogéneo, concluimos que el algebra

de Lie asociada a las transformaciones de Poincaré esta dada por
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[P/m Pl/] =0
[P;m ‘]V)\] = anP/\ - nuAPV (A214>
[J;wa J)\p] = _n,u)ﬂ]zzp - Uupr)\ + nupJV)\ + nu)\Jup

A2.3. Algebras de Poincaré generalizadas B,

En esta seccion se describira brevemente los resultados obtenidos en (37), (10), y
(11). Siguiendo las definiciones dadas en (38), vamos a considerar la S-expansion
del algebra de Lie Anti-de Sitter (AdS) empleando como semigrupo 81(32"_1) =
{Xo, -+, Aan } dotada de la ley de multiplicacion A,Ag = Aoy cuando a+ 5 < 2n;
AaAg = Ag, cuando « + 8 > 2n. Los generadores Ju v P, del algebra de AdS

satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

|:jab; jcd - 77l)c<]~ad - nacjbd - nbdjac + nadjbc
[jaba pc - 7/)l)(:pa - nacpb (A215>
|:pa7 pb_ = jab
donde a,b =0, --- ,2n y 1y corresponde a la métrica de Minkowski. A continuacion

. - . . 2n—1
consideramos la siguiente descomposiciéon en subconjuntos SJ(E” ) = So U Sy, con

So = {Aom, conm=0,---,n—1}U{A\} (A2.16)

S ={Aams1, conm=0,--- ., n—1}U{ A} (A2.17)

donde Ay, corresponde al elemento cero del semigrupo (0s = Ag,,). Tras extraer
una subélgebra resonante y realizar su 0g(\g,)-reduccion, se encuentra el dlgebra

de Poincaré generalizada B, .1,
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Z(l)

[Paa Pb] ab
[ ab ] = nbcPa - 77@ch7
[ aba ] nchad - ncm]bd + ndeca - nda,Jcln

[Jab; ZC(Z)] = chZLSi) - nacZIEi)7

28R = el —nee, (A2.18)
28, 20 N = D = a2
e 28] = naZ) = na 2 + 1028 = naa 25,
28,25, ] = 92l — a2 28 = 25,
I2 Zéi): = Z0)
200 20] g
donde 7,7 = 1,--- ,n — 1. Notemos que los generadores del algebra B4, 1 estan

relacionados a las originales a través de

Jab = Jabo) = Ao ® Jab

Po = Pay=M®F,
Zé? = Jab2i) = Mi ® Jab, (A2.19)
Zc(f) = Pugit1) = A2ip1 ® P,

luego si ¢ > n— 1 tenemos que Z (SZ) =7 =0.El algebra de Poincaré generalizada

B5,,1 también se conoce como el tipo de algebra de Maxwell que fue introducida
en ((11)). Notemos que establecer Z L(;)H) y z igual a cero, conduce al algebra de

B, que coincide con el algebra de Maxwell M (51).

A3. Algebra de Anti-de Sitter (AdS)

La teoria de la relatividad especial y general esta formulada en el espacio-tiempo

de Minkowski, el cual es un espacio plano y es el caso més simple que uno puede
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considerar. Por otro lado estan los espacios-tiempo de de-Sitter (dS) y Anti-de
Sitter (AdS), estos son los parientes més cercanos al espacio-tiempo de Minkowski,
debido a que son los espacios-tiempo no planos més simples, ya que tienen una

curvatura constante en todas partes.

Los generadores que componen el dlgebra de de-Sitter (dS) y Anti-de Sitter (AdS)

conmutan como sigue

[Jaba ch] - nbdjca - nadjcb + nchad - nact]bd
[Jab; Pc] = 77bcPa - nach (A31)
1
[Pa, Pb] = ——Ujab

12

donde tenemos que para ¢ = +1 aparece el dlgebra de de-Sitter dS = so0(4, 1),
mientras que para 0 = —1 tenemos el algebra de Anti-de Sitter AdS = s0(3,2). Por
otra parte, al tomar el limite [ — o0, el cual es conocido como contraccién Inonii-
Wigner ver el apéndice (I), reaparece el algebra de Poincaré en d dimensiones
is0(3,1).

Los generadores J,;, hacen referencia al subgrupo Lorentz SO(3, 1) y los generadores
P, definen la transitividad de los correspondientes espacios homogéneos. La
importancia relativa de estas dos componentes estd ponderada por el valor de
la constante cosmologica. En particular, para una constante cosmologica nula,
los dos espacios dS y AdS transforman al espacio de Minkowski M con Poincaré

como grupo de simetria (19).

A3.1. Algebra AdSL, generalizada

La S-expansion del algebra AdS de Lie utilizando como semigrupo Sﬁ) =
{A0, A1, A2} dotado con la regla de multiplicacion A, Ag = Aoy si o+ 8 < 2;
AaAg = Aatp—2 st o+ B > 2, nos conduce a la tan llamada algebra-AdSLy, cuyos

generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion ((20) y (1))
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Esta élgebra fue obtenida en (

NoeJad + NadJoe — NacIod — MbdJac

NocZad + NadZbe — NacZbd — ModLac

NoeZad + NadZbe — NacZbd — ModLac (A3.2)
NoePa — Nac D

NoePa — Nac D

Zab

) a partir del algebra de Maxwell a través de un

procedimiento conocido como deformacion.
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Apéndice B
Formalismo de Cartan

La definicién de la conexiéon de Cartan nos conduce de forma natural a los conceptos
de las funciones curvatura y torsion, sin embargo, previo a establecer la descripcion
de dichas funciones, requerimos precisar en qué consiste el formalismo de Cartan,
con el objetivo de exponer la curvatura y la torsion en términos de las ecuaciones

de estructura de Cartan.

B1l. Vielbein

En el espacio tangente a un punto x de una variedad M, es decir T,(M), las
bases coordenadas estan dada por e, = d,, mientras que el espacio dual’ a dicho
espacio tangente es decir 7,7 (M) las bases coordenadas son dz*. Pero si ademaés, a
la variedad M se la dota de una métrica g, entonces es posible escribir las bases

coordenadas como sigue (18),

éq(x) = el (x)0, (B1.1)

donde las entidades e *(z) actiian como “matrices de cambio de base” entre 0, y
é.(x). Ahora, vamos a requerir que el objeto é,(x) sea ortonormal” con respecto a

la métrica g como sigue,

'El espacio dual se define como el conjunto de las transformaciones lineales de un espacio
vectorial a un espacio de valores escalares.

2Ortonormal significa que los vectores son ortogonales entre ellos y todos ellos tienen norma
igual a la unidad.
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g (Ea,é) = el (z)e," (2) g () = dap (B1.2)

Si la variedad es Lorentziana entonces d,, debe ser reemplazado por la métrica de

Minkowski 7,5, quedando como sigue

Nab = €4 (2)ey” () g () (BL.3)

de donde tenemos que los objetos e *(x) son las componentes de las matrices que
diagonalizan g,,(x) (30). Por otro lado, podemos revertir (B1.3) obteniendo las

componentes de la métrica g (18),

a

guw = €, (x)e’, () nap (B1.4)

a : 1% a v _ SV a n_ Sa
donde e? () es el inverso de e /(r), de tal forma que e?,e,” = 0y, e e," = J7.

Vamos ahora a introducir una base ortonormal 1-formal e® definida como

e = e, dr" (B1.5)

la cual debe satisfacer que <e“, eb> = 1% Notemos que la base e® es dual a la base
de vectores é, tal que e (é,) = €, (e*) = ;. Luego, la métrica en términos de la

base dual e se escribe como sigue

g = g,w/dl'“dfty

= nabe“uebydac“dx” (B1.6)

a b
= TNwt e

Las bases ¢, y e son llamadas bases no coordenadas, mientras que los coeficientes
e”, son las tan llamados vielbeins, nombre que reciben si el espacio tiene muchas
dimensiones. Para un espacio de cuatro dimensiones el nombre que se les acuna es
vierbeins. Los vielbeins son conocidos como marcos méviles, y constituyen marcos

ortonormales locales sobre la variedad M.
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Por otro lado, por la ecuacion (B1.4) el vielbein e”, determina la métrica, de lo
que se deduce que todas las propiedades métricas del espacio o del espacio-tiempo
estan contenidas en el vielbein. Sin embargo, lo contrario no es cierto, es decir
dada una métrica g,, existen infinitas elecciones de vielbein que corresponden a
las diferentes elecciones de los marcos ortonormales locales (61), cada uno de los

cuales esta relacionado a otros marcos ortonormales por rotaciéon ortogonal local

( )7

e“u(a:) — éaﬂ(x) = A“b(x)ebu(:v) (B1.7)

donde los objetos A% son las matrices de rotacion (que pueden ser rotaciones
espaciales o rotaciones espacio-temporales), estas matrices son conocidas como las
transformaciones de Lorentz, y conforman el llamado grupo de Lorentz. Después,
la nueva base no coordenada estd dada por éau(a;). Al requerir que esta nueva

base sea ortonormal, se encuentra el resultado dado en (B1.9)

Guv = nabéaﬂéby (B18)
/r]abéauéby - T]Cdec‘uedy

nabAacec,uAbdedu = nCdecuedu
NNy = e (B1.9)

Esta dltima relacion se debe a la invariancia bajo rotaciones del tensor métrico,
ademas implica que estas bases no coordenadas estén relacionadas entre si en cada

punto del espacio por transformaciones locales del grupo ortogonal O (d — n_,n_).

B2. Derivada covariante exterior

Para definir un operador derivada sobre la variedad, se requiere un campo
de conexiéon tal que la estructura diferencial permanece invariante bajo
transformaciones de Lorentz locales, que actian de forma independiente en cada

punto de la variedad. La introduccion de la conexién se debe a la necesidad de
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compensar la accion del grupo de gauge independiente de los puntos vecinos. En
este caso, el campo de gauge es la conexion de Lorentz w, también conocida como
la conexion de espin o conexion de Cartan, esta ultima se discutié anteriormente

en la seccién de la geometria de Cartan.

Por tanto, dada una p-forma A% vector-valuado en el espacio tangente, que
transforma como una representaciéon del grupo de Lorentz, esto es A* € A,

definimos un operador derivada covariante exterior como sigue (29),

DA = dA“ + w N A (B2.1)

donde dA® es la derivada exterior ordinaria. Notemos, que el operador D es una
1-forma y ya que A” es una p-forma, nos damos cuenta que DA® es una (p + 1)-
forma. La derivada covariante D mide el cambio producido por el transporte
paralelo entre puntos vecinos. De tal manera que las propiedades afines del espacio
estan codificadas en las componentes w®, que son arbitrarios e independientes de

la métrica.

Adicionalmente, la derivada covariante exterior debe de satisfacer

DA* — A% DA® (B2.2)

es decir, debe de transformar correctamente como un vector bajo transformaciones
de Lorentz locales. En consecuencia, la conexién 1-forma w? transforma como

sigue

W — A%l (ADE = (dA)", (AT (B2.3)

Es importante resaltar que el simbolo diferencial D opera sobre la p-forma de
tal manera que es independiente de p. Por lo tanto, las reglas previas aplican sin
cambios a tensores-valuados 0-formas. Como un ejemplo tipico podemos considerar
la métrica 7, del espacio-tiempo de Minkowski tangente, al calcular su derivada

covariante exterior encontramos
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D??ab — dnab_'_wacncb+wbcnac

= w4+ =0 (B2.4)
(B2.5)

Este resultado es gracias a la propiedad de antisimetria de la conexiéon de Lorentz

ab [ab]

w® = W'’ El requisito de que la conexién de Lorentz sea compatible con la

ab

estructura métrica del espacio tangente hace que w® se restrinja a ser antisimétrico.

Otro tensor O-forma importante en el espacio tangente es el simbolo completamente

aian

antisimétrico e . Los tensores 1,, y €% son definidos por la estructura

algebraica del grupo de Lorentz, y en consecuencia son constantes en toda la

variedad M, asimismo también deben de ser covariantemente constantes,

d’l]ab = Dnab =0 (B26>

dég,...a, = Dégyoa,, =0 (B2.7)

B3. Curvatura

Una de las propiedades fundamentales del calculo exterior es que la segunda
derivada exterior de una forma diferencial se anula idénticamente d(dA*) =
d*A® =0 (61). No obstante, la segunda derivada covariante en general no se anula,
siendo controlada por la curvatura del espacio-tiempo. De hecho, al aplicar el

operador D sobre una (p + 1)-forma DA® genérica obtenemos (29)

D?A* = D (DAY
— D(dA" +uy A A
= (dw® + w® Aw%) A Ab (B3.1)

De esta forma, surge la tan llamada 2-forma curvatura R%, la cual esta
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explicitamente definida como

Rab — dwab + wac /\ wcb (B32)

Esta ecuacion (B3.2) corresponde a la segunda ecuacion de estructura de Cartan,

[e7

5, COmMo sigue (01)

y esta relacionada al tensor de curvatura de Riemann R

a 1 a (6% v
Ry = e € R%,, da A d (B3.3)

B4. Torsion

La curvatura y la torsion son objetos de caracteristicas distintas. La curvatura
esta definida para cualquier conexion infinitesimal, mientras que la torsion esta

definida so6lo para las conexiones no homogéneas.

Las 1-formas w® y e se destacan por tener distintas reglas de transformacion,
puesto que e transforma como un vector y no como una conexioén como vimos en
(B2.3). En las teorias de gauge esto se ve reflejado en el hecho de que los campos
vectoriales corresponden a la materia, mientras que la conexién acttia como un
portador de las interacciones. Como consecuencia, el tnico tensor que se puede
obtener a partir de la diferenciaciéon de e* es empleando la derivada covariante

De€. De esta altima se obtiene la 2-forma Torsion, que viene dada por (61)

T = De® = de® + w A e’ (B4.1)

Esta ecuacion corresponde a la primera ecuaciéon de estructura de Cartan, y junto
a la ecuacion (B3.2) forman las ecuaciones de estructura, las cuales controlan la

estructura geométrica de la variedad dada (29).

B5. Identidades de Bianchi

Como se coment6 anteriormente, es posible calcular la segunda derivada covariante
de una forma diferencial. De modo que podemos calcular la derivada covariante

de la torsion, obteniendo asi el siguiente resultado
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DT* = R A e (B5.1)

donde R% esta dado por (B3.2). Por consiguiente, calcular la segunda derivada
covariante de un vector es equivalente a multiplicar por la 2-forma curvatura, lo

que nos conduce a la siguiente propiedad (61)

DRab — dRab + C(.)ac /\ Rcb — (Ucb /\ Rac
DR% = 0 (B5.2)

Las ecuaciones (B5.1) y (35.2) son las llamadas identidades de Bianchi, las cuales
resultan de calcular la derivada covariante exterior de las dos ecuaciones de
estructura. Las identidades de Bianchi se cumplen, en general, en una estructura

geométrica que satisface la condiciéon Vg = 0, incluso en el caso de torsién no nula

Es importante resaltar que la ecuacion (B5.2) es una identidad y no un conjunto
de ecuaciones, esto es porque se cumple para cualquier conexién 1-forma bien
definida. Una consecuencia de esta identidad es que tomar sucesivas derivadas

covariantes no produce nuevos tensores independientes ((1).
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Apéndice C
Lenguaje de formas diferenciales

Gracias al lenguaje de formas diferenciales podemos reescribir las ecuaciones en una
forma mas compacta, donde los indices tensoriales del espacio-tiempo curvado se
encuentran ocultos dentro de las variables con grandes simplificaciones y beneficios
formales (especialmente en el contexto de los calculos variacionales). Por otro
lado, en este apéndice seguiremos las siguientes convenciones: las letras latinas
a,b,c, ... denotaran los indices de Lorentz en el espacio plano tangente, las letras
griegas [, v, «, ... denotaran los indices tensoriales en la variedad curvada. Para
los campos de materia siempre usaremos unidades naturales 2z = ¢ = 1. Ademés, a
menos que se establezca lo contrario, supondremos que la variedad espacio-tiempo

tiene un numero arbitrario D de dimensiones, con signatura (+, —, —, —,...) (29).

C1. Elementos del calculo exterior

Vamos a iniciar senalando que el elemento de superficie infinitesimal dx dzs de
una variedad diferenciable es anti-simétrico con respecto al intercambio de las
coordenadas zy — 2| = x9 y 3 — x, = x1, puesto que el correspondiente

determinante jacobiano de la transformacion es | 0x'/0x |= —1. Por lo tanto,

/d.ﬁEldﬂﬁg = —/dl’gd$1 (Cll)

Con respecto a un elemento de volumen genérico dx dzxs - - - dxp vamos a introducir

la composicién de diferenciales llamado producto exterior, denotado por el simbolo
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cuna como dx* A dx¥, ademés este producto es asociativo y anti-simétrico, dz* A
dx¥ = —dz¥ A dxz*. Vamos a definir, en este contexto, una forma diferencial
“exterior” de grado p o una p-forma como un elemento del espacio vectorial lineal

A, abarcado por la composicion externa de los p diferenciales.

Asi cualquier p-forma puede ser representada como un polinomio homogéneo con

un grado p en el producto exterior de los diferenciales,

AN, = A=Ay pide™ Ao Adg™ (C1.2)

donde dx** A dati = —dxts N\ dx*' para cualquier par de indices, y donde Aj,,......]
corresponden a las componentes de un tensor totalmente anti-simétrico de rango
p. Un escalar ¢, por ejemplo, se puede representar como una 0-forma, un vector
covariante A, como una l-forma A, con A = A,dz", un tensor anti-simétrico F),,

como una 2-forma F, con F' = F,,dz" A\ dx”, y asi sucesivamente.

En una variedad D-dimensional, la suma directa de espacios vectoriales A, de 0 a
D define el algebra de Cartan A,

A= é A, (C1.3)

p=0

En el espacio vectorial lineal A, el producto exterior es un mapeo A x A — A que
en la base de coordenadas diferenciales dx#* A dx*?-- - es representado por una

ley de composicién que satisface las propiedades de

1. Bilinealidad:

(adxﬂl Ao Ndxtr 4+ BdzPt A A dx“P) A dxtett A - - - A dxteta

Cl4
= (a+ B)dxt A -+ Ndxte N\ dxteet A - A dateta ( )

con « y [ coeficientes numéricos arbitrarios.

2. Asociatividad:

(dz" A - Ndate) A (datrr Ao Adatrrr) = datt A - A datrre (C1.5)

3. Asimetria:
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dz" A - Ndate = delr A A dat] (C1.6)

Esta ultima propiedad implica que el producto exterior de un ntmero de

diferenciales p, > D es idénticamente nulo.

Partiendo de las definiciones anteriores, podemos introducir algunas operaciones

importantes relativas a las formas exteriores.

C1.1. Producto exterior

El producto exterior entre una p-forma A € A, y una ¢-forma B € A, es un mapeo

bilineal y asociativo A : A, x Ay, — A4, que define la (p + ¢)-forma C tal que

C=ANB=A B

11 pip 2 fhp 1+ Hiptg

dzh A - A datrre (C1.7)

Las propiedades de conmutacion de este producto dependen de los grados de las
formas que estamos considerando (es decir el namero de las componentes que

tenemos que conmutar), en general tenemos la regla:

ANB=(-1"BAA (C1.8)

C1.2. Derivada exterior

La derivada exterior de una p-forma A € A, puede ser interpretada como el
producto exterior entre el gradiente 1-forma dz*0, y la p-forma A. Asi, esto es

representado por el mapeo d : A, — A, 41, que define la (p + 1)-forma dA tal que

AA = Oy Ay A A -+ A dahv (CL.9)

Por ejemplo para un escalar ¢, la derivada exterior es representada por la 1-forma

dp = Oypdat (C1.10)

La derivada exterior de la 1-forma A es representada por la 2-forma
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dA = 0y, Ayda® A da” (C1.11)

y asi sucesivamente para grados superiores.

Una consecuencia inmediata de la definicion (C1.9) es que la segunda derivada

exterior siempre se anula,

dPA=dNdA=0 (C1.12)

independientemente del grado de la forma A. También podemos recordar que
una p-forma A es llamada cerrada si dA = 0, y exacta si satisface la propiedad
de A = d¢, donde ¢ es una (p — 1)-forma. Si una forma es exacta entonces es
cerrada. Sin embargo, si una forma es cerrada entonces no necesariamente es
exacta, depende de la propiedades topologicas de la variedad donde la forma es
definida.

Otra consecuencia de la definiciéon (C1.9) es que, en un espacio-tiempo con una

(0%
v

derivada exterior siempre puede ser reemplazado por el gradiente covariante V/,.
De hecho,

conexién simétrica (I’ ¢ =T el gradiente 9, que aparece en el operador
iz ) n

Vo A = O A — T A — T F A — oo (C1.13)

1 ph2 K143

por lo que todos los términos con la conexion desaparecen después de la

antisimetrizacion, y

dA = VA=V Ay gde™ Ao A dates (C1.14)

Finalmente, de nuevo de la definicion (C1.9) y de la regla de conmutacion (C1.8),
podemos obtener una regla de Leibnitz generalizada para la derivada exterior de
un producto. Considere, el producto exterior de una p-forma A y una ¢-forma B.

Recordando que d es un operador 1-forma tenemos
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d(ANB) = dAANB+(-1)’PANdB
d(BNA) = dBANA+(—-1)'BANdA
(C1.15)

y asi sucesivamente para multiples productos.

C1.3. Conjugacion del dual y el operador co-diferencial

Otro ingrediente crucial para la aplicacion de este formalismo a modelos fisicos es
el llamado operador dual de Hodge, el cual asocia a cada p-forma su complemento
(D — p)-dimensional. El dual de una p-forma A € A, es un mapeo * : A, = Ap_,,
definiendo la (D — p)-forma *A tal que

1
A= A ey 2 A A (CL.16)

Debemos hacer notar que el tensor 1 completamente antisimétrico esta relacionado

a la densidad antisimétrica de Levi-Civita € a través de la relacion

N = V| 9 € (C1.17)

También deberfamos notar que el uso de /| g | en lugar de /=g es debido al
hecho de que el signo de detg,,,, en un nimero arbitrario de D dimensiones espacio-
temporales, depende del nimero (par o impar) de las D — 1 componentes tipo

espacio.

Ademas puede ser ttil senalar que el cuadrado del operador dual no coincide con

la identidad, en general. Al aplicar la definicion (C1.16), obtenemos

* (% 1 ) V
( A> - mAﬂl”'#pnul anﬂpH"'MDmu-vde? 1 FANEIRIVA dCE D
1
e (_1>p(D_p)(_1)D—1_‘6511l/;;pAuldexyl /\ . /\ dxllp

= (—1)pPp)ED-1y (C1.18)
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El factor (—1)P~! viene de las reglas del producto de los tensores totalmente

anti-simétrico puesto que, en D — 1 dimensiones espaciales,

€o12..p—1 = (—1)P 712 P = (=P (C1.19)

Las reglas del producto se convierten asi, en general,

Mor-vppar-ppl 0= (_1)D_1 (D _p)!éﬂl"'};p (C1.20)

ViU,

donde ;... esta definido como sigue

5511 551
p2 L. Sp2

oplbm =det | o (CL.21)
o e o

El factor (—1)?P~P) en cambio, proviene de la conmutaciéon de los p indices de A
con los D — p indices de su dual (tal cambio es necesario para ordenar los indices

de 17 de manera que coincidan con la secuencia de la regla del producto (C1.20)).

El dual del operador identidad esta directamente relacionado con la medida de
integracion escalar que representa el elemento de hipervolumen de la variedad

espacio-tiempo dada. A partir de la definicion (C1.16) tenemos,

1
1 = ﬁnm...mdx“l A - A dxhP

= /| g leoz..p_1dx® A dat - - - dzP
= (-)7"/]gld%z (C1.22)

Combinando este resultado con la regla del producto

Do = (~1)P71 DI (C1.23)

Asi, somos conducidos a la relacion util
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dz't A -+ NdatP = /| g |dPangt = qPgettrp (C1.24)

La operacion dual es requerida para definir los productos escalares que aparecen
en todas las integrales de accion. Consideremos el producto exterior entre una
p-forma A y el dual de otra p-forma B. Al emplear la definicion (C1.16) y la

relacion (C1.24) obtenemos

1
/A N'B = m / Aul...MpByl“.Vpnl,l..‘l,pup+l...uDdﬂful A A dxhP

= (-pP / R VARV - e
= (—1)D1p!/de\/| g |Apyo, B (C1.25)

El resultado anterior se cumple para formas del mismo grado p (pero p es arbitrario)

y empleando la ecuacion (C1.22) podemos reescribir (C1.25) como

AN B=DBA A=pl*14,, ., B (C1.26)

Hi-pp

Finalmente, a través de la aplicacion del operador dual podemos expresar la
divergencia de una p-forma A al calcular la derivada exterior de su dual, y
subsecuentemente dualizar el resultado obtenido. De esta forma obtenemos la
(p—1)-forma *(d*A) cuyas componentes corresponden exactamente a la divergencia

del tensor anti-simétrico A,,......)-

Consideremos la derivada exterior de la forma dual (C1.16):

1
o [ M1 pp « Ipt1 . 135
d’A (D — p)!aa (V lg1A > €y ppdT® N dx A Ndx (C1.27)

Calculando el dual obtenemos
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* * ]' 10 fhp
@A) = Gmm =t (V9 ) € By

Hp+1-fD VIA ... Vp—1
€ D, daT N Ndx

1
X—
Vgl

= p(=1)P e NORIge L da A Adat (C1.28)

donde

Vol = —Lg, (y/Tgjale) (C1.29)

VIgl

es la divergencia covariante de un tensor completamente anti-simétrico, calculado

con una conexion simétrica.

Al explotar el resultado anterior, también podemos definir una operacién diferencial
adicional que actia sobre las formas exteriores, representada por el operador co-
diferencial (o co-derivada exterior). El co-diferencial de una p-forma es un mapeo

d: A, = A,_1, definiendo la (p — 1)-forma JA tal que

0A = pV* Aupyopy_ d" N - N dat=? (C1.30)

Una comparacion con la ecuacion (C1.28) muestra que la derivada exterior d y la

co-derivada ¢ estan relacionadas por

6 = (—1)P-1HE-DD=p) g (C1.31)
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Apéndice D

Término cosmologico generalizado a

partir de las simetrias de Maxwell

En la publicacion realizada por de Azcarraga, Kamimura, y Lukierski (10), se
proponen por objetivo considerar una forma alternativa de introducir el término
cosmologico, que como se sabe sumar el término de la constante cosmologica a la

accion de Einstein-Hilber estandar describe la energia oscura.

Cuando se emplea el gauge en el algebra del espacio-tiempo de Maxwell, el marco
geométrico estandar de la gravedad de Einstein con el término de la constante
cosmologica es extendido al sumar seis campos cuadri-vectoriales AaZ(x) asociados
con las seis cargas tensoriales Abelianas en el algebra de Maxwell. En la extension
mas simple de Maxwell de la gravedad de Einstein, esto conduce a un término

cosmologico generalizado que incluye una contribucion de estos campos vectoriales.

Por otro lado, el algebra de Maxwell para D = 4 esta compuesta por los siguientes

conmutadores:
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[Pa; B] = AZuy
(Zab, Zea) = 0
[Pas Zea) = 0
[Jabs Pe] = — (1ealy — nepPa) (D0.1)
[Jabs Zea) = — (NeaZba — NebZad — NdaZbe + NabZac)
[Jab, Jea] = NebJad — NeaTbd + NabTea — NdaJeb

El término de la constante cosmologica aparecera de forma generalizada, con una

dependencia en los campos gauge adicionales asociados con los nuevos generadores

ab
o

el esquema incluye seis campos vectoriales Aaz que introducen un nuevo conjunto

Zap- Por otro lado, veremos que ademas del vierbein e, y la conexion de espin w

de curvaturas. Tengamos presente que la 1-forma A% = A“de“ es antisimétrica

ab __ ba
tal que A", = —A".

D1. Gauging el algebra de Maxwell

Vamos a introducir el conjunto de formas de Maurer-Cartan evaluadas en el

algebra de Maxwell:

1 1
h=h*X,=e"P, + §w“bMab + §A“bZab (D1.1)
donde a,b = 0,1,2,3 son indices del espacio tangente que suben y bajan

con la métrica de Minkowski 7,. Los campos de gauge asociados hAM =
(e“u (x), w“ﬁ(a:), Aaz (x)) son definidos por los campos uno-forma del espacio-tiempo

D =4.

e = e, dr", w® = w“ﬁd:v“, A = A“de“ (D1.2)

donde e, es el vierbein, waz es la conexién de espin, y A“Z son los nuevos campos

de gauge Abelianos.
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1,1
B = (ea, §w“b, §A“b> (D1.3)

Del producto exterior de dos derivadas covariantes exteriores obtenemos la dos-

forma curvatura genérica de los campos de gauge asociados,

1
R:dh+hAh:dh+§[h,h]zRAXA (D1.4)

Desarrollando la curvatura tenemos

1 1 1 1 1
R = d|eP+ —w®Jpy + -A%Z0 | + = [P, + =w® Ty + =A% Z,,. e P.
2 2 2 2 2
1 cd 1 cd
—i—§w ch + 514 ch (D15)
1 1
R = (de® 4 w™e®) P, + 3 (dw™ + w®w®) Jap + 3 (DA™ + Ae®e”) Z,,  (D1.6)

Denotando las componentes de R por R4 = (T“, R, Fab) tenemos,

Torsién

T = de® + w".e° (D1.7)

Tensor de Curvatura

RY = dw™ + w" w?® = Dw® = —R™ (D1.8)

Curvatura de los campos gauge Abelianos A%’ mas la dos-forma vierbein Aece?

F® = DA 4 Ae”e (D1.9)

A continuacién calculamos las identidades de Bianchi empleando la derivada
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exterior sobre la torsiéon y la curvatura como sigue

dT* = dde” +d (w%e") = (dw) e” — w,de”
DT* = R%¢’ (D1.10)

dRab - d (dwab _|_ Wacwcb)
DR™ = 0 (D1.11)

Luego, la ultima identidad la determinamos via derivada covariante de la dos-forma

curvatura F como sigue

F® = dA® + ol A9 4 Aeteb = DA™ 4 Aee®

DF™ = dF® 4w F® 4 b Fo
DFab — R[achcb] + AT[aeb] (D1.12>

Por otra parte, bajo una transformacion local de gauge con el parametro ((z)

valuado en el algebra de Maxwell,

((z) = (M2)Xa = ()P + %)\ab(x)Jab + %pab(x)Zab (D1.13)

donde ¢4(z) = {€"(x), $A", 1p®}, ademas tenemos que h en la ecuacion (D1.1)

transforma como sigue,

dcht = dC* + f56hPCC = (Do) (D1.14)

Similarmente, las curvaturas en la ecuacion (D1.4) transforman como
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6 R = fraRBCC (D1.15)

Esto conduce a

dce” = DE" e NS
1
—w™ = DX (D1.16)
5CAab _ Dpab_’_Ae[agb} +A[¢zc/\c\b]

ST = TS+ ReE
6R® = Rla)l (D1.17)
5<Fab — ATafb—i-R[Ué,Oc‘b] +F[g)\c|b]

Asi, las dos-forma 7%, R® y F% se comportan de manera tensorial bajo

transformaciones locales de Lorentz \%(x).

De lo anterior se deduce que los Lagrangianos cuatro-forma adimensionales
invariantes bajo difeomorfismo y transformaciones locales de Lorentz de la Teoria

de Einstein-Cartan pueden ser construidos como bilineales en R® y F,

1
L, = 5eabcdR“b A R (D1.18)
1
LQ = EQdeRab A FCd, ,53 = §€adeFab A FCd (D119>
1
Ly = 5R“" A Rap (D1.20)
1
Ls =R A Fy, Ls= 5Fab A Fy, (D1.21)

Los términos £; y L4 son conocidos en un marco de la gravedad estandar.
La densidad topolégica £, produce un término de superficie que, de hecho, es
proporcional a la caracteristica de Euler. El término £, también es topoldgico y

corresponde a la clase Chern-Pontryagin. El modelo basico que proponemos seré



D2. Accion de Einstein con término cosmologico generalizado 103

construido a partir de las formas Lagrangianas de Lo v L3.

D2. Accién de Einstein con término cosmolégico

generalizado

Consideramos primero el Lagrangiano Lo, desarrollando tenemos

£2 - 6abcdfiab-FCd

Ly = €peaR™ (DACd + Aeced)

1 1 1
—— Ly = ———epeaRPDA? — —¢ g R%e%? D2.1
2k 2 2:%1\6 bed 2/@6 bed L€ € ( )

donde identificamos el término — == e R%ee? como el Lagrangiano de Einstein-

2K
Hilbert Lg.

A continuaciéon empleando la identidad de Bianchi DR® = 0, y ademas
considerando que Degpeg = 0, v que el término eg.q R A es un escalar, podemos

escribir

D (EabcdRabACd> = (Dfabcd) RabACd + €abed (DRab) ACd + EabcdRabDACd

d (EabcdRabACd) — EabcdRabDACd

1 1 ab Ac
—m£2 = —md (GabcdR b A d) +Lg (D2.2)

Como resultado, —ﬁEQ es el Lagrangiano de Einstein-Hilbert mas un término

de superficie.

Seguido consideramos el Lagrangiano L3, el cual es la anunciada extension de

Maxwell del término cosmologico.
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1
£3 = §EadeFab VAN FCd

= %eabcd (DAab + Ae“eb) (DACd + Aeced)

1 A?
= éeabcdDAabDACd + Aegpea DA% + TEGdeeaebeced

Ahora definimos un nuevo término cosmolégico dado como sigue

< A
Leosm = —=L D2.3
2kA2? ( )
de tal manera que nos queda
Leosm = Le DA®DA“ + Le DA% + ie eePefe  (D2.4)
cosm A2 abed 2K\ abed Ak abed .

donde el término cosmolégico estandar estda dado por la cuatro-forma

ﬁeabedeaebeced.

En dltimo término, se propone como Lagrangiano para la gravedad de Maxwell la

siguiente cuatro-forma

1 A

L= _2/<0A£2 + 2KkA2 Ls
- _H
2K (=L2 4 ills)
A A
= EE + Lcosm + mEabcd_DAabDACd -+ MﬁabcdDAabeced <D25>

el cual corresponde a la ecuacion (29) de la publicacion (10).
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Apéndice E

Cosmologia

E1l. Principio cosmolégico

Einstein adopt6 la estrategia de comenzar el estudio de la cosmologia con una
hipotesis llamada principio cosmolégico, el cual establece quen en cada época, esto
es cada valor fijo del tiempo cosmologico ¢, el universo es homogéneo e isotropico.
En otras palabras, el universo presenta el mismo aspecto desde cada punto (salvo

irregularidades locales) (9).

A esta afirmacion de que no existe una ubicacion privilegiada en el universo a

veces se le denomina principio cosmolégico copernicano.

Que el universo es homogéneo e isotropico en la escala mas grande de cientos de
Mpc ha sido confirmado por observacion directa muy recientemente. Otra prueba
se present6 en forma de radiacion de fondo césmico de microondas extremadamente
unifome. Esta es la radiaciéon térmica que quedé de una época temprana cuando

el universo tenia solo 10° afios.

E2. FEcuaciones de Friedmann

La ecuacion de Einstein relaciona la geometria del espacio-tiempo por un lado y
la distribucién masa-energia por el otro, G,, = kT},,. Para una descripcién del
universo como un sistema fisico que satisface el principio cosmolégico, tenemos
que el espacio-tiempo debe tener la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker en coordenadas comomoviles. Esto fija el tensor de Einstein G, en el
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lado geométrico de la ecuacion; mientras que el lado de la fuente también debe
ser compatible con un espacio homogéneo e isotrépico. La opcion plausible mas
simple es hacer que el tensor de energfa-momento 7}, tome la forma de un fluido
ideal, es decir, la conductividad térmica y la viscosidad no son importantes en
el fluido cosmico. Asi los dos parametros importantes son la densidad de masa p
y la presion p. Luego, la ecuacion de campo de la relatividad general relaciona
los pardametros geométricos de la signatura de la curvatura k y el factor de escala

a(t) = R(t)/Ry con la densidad del fluido cosmico p(t) y la presion p(t) (9).

La ecuacién de Einstein con la métrica de FLRW y la fuente de fluido ideal conduce
al conjunto basico de ecuaciones cosmicas. Se llaman ecuaciones de Friedmann,
en honor al matematico y meteorélogo ruso que fue el primero, en darse cuenta
de que la ecuacion de Einstein admitia soluciones cosmologicas que conducian a

un universo en expansion.

Un componente de la ecuacion de Einstein se convierte en “la primera ecuacion de

Friedmann”,

a*(t)+k  8nG
a2(t) 3

p (E2.1)

Otra componente se convierte en “la segunda ecuacion de Friedmann”,

"0~ arc v+ o) (E2.2)

Debido a que los factores de presion y densidad son positivos, tenemos una
segunda derivada negativa d(t): la expansion debe desacelerar debido a la atraccion
gravitatoria mutua entre los elementos fluidos césmicos. Se puede demostrar que

una combinacion lineal de estas dos ecuaciones de Friedmann (F2.1) y (F2.2)

conduce a

d , da®

7 (pa”) = — a (E2.3)
que, teniendo la forma de la primera ley de la termodinamica dE = —pdV, es el

enunciado de la conservacion de la energia.
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E3. Tres valores de k

Consideremos ahora el significado real de la constante k& que aparece en la ecuacion
de Friedmann (E2.1). La interpretacion de k, aparente en el contexto de la
relatividad general, es que mide la curvatura del espacio. Hasta el momento se ha
exigido que nuestros universos modelo sean tanto homogéneos como isotropicos.
El tipo de geometria mas simple que puede tener esta propiedad es lo que se
denomina geometria plana, en la que se aplican las reglas normales de la geometria
euclidiana. Sin embargo, resulta que la suposiciéon de isotropia no es suficiente
para exigirla como tnica opciéon. En cambio, hay tres geometrias posibles para el
universo, y corresponden a que para k igual a cero se tiene la geometria plana,
para k positivo se tiene la geometria esférica, mientras que para k negativo se
tiene la geometria hiperbodlica. La siguiente tabla resume las caracteriticas de cada

una de estas geometrias (1),

Curvatura | Geometria | Angulo del | Circunferencia del | Tipo de

triangulo circulo universo

k>0 esférica > 180° c < 2fmr cerrado
k=0 plana 180° c=2nr plano
k<0 hiperbolica < 180° c > 27r abierto

Cuadro E3.1: Un resumen de las posibles geometria.
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Apéndice F
Contraccion Inonu-Wigner

Tomando en cuenta que la mecanica clasica es un caso limite de la mecanica
relativista, tiene sentido considerar que existe un proceso en el que el grupo de
Galileo es un caso limite del grupo de la mecénica relativista, y de la misma
forma para las correspondientes representaciones. De modo que, Inénii y Wigner
investigaron como los grupos pueden ser casos limites de otros grupos, y como
sus representaciones pueden ser obtenidas a partir de las representaciones de los

grupos de los cuales aparecen como limites (35).

Asi, en su nota de 1953 exponen el siguiente teorema: Todo grupo de Lie puede
contraerse con respecto a cualquiera de sus subgrupos continuos y solo con respecto
a éstos. El subgrupo con respecto al cual se realiza la contraccion se llamara S. Los
elementos infinitesimales contraidos forman un subgrupo invariante Abeliano del
grupo contraido. El subgrupo S es isomorfo con el grupo factor de este subgrupo
invariante. A la inversa, la existencia de un subgrupo invariante Abeliano y la
posibilidad de elegir de cada uno de sus cosets un elemento para que éstos formen
un subgrupo S, es una condicién necesaria para la posibilidad de obtener el grupo
a partir de otro grupo por contraccion.

Entonces, sea g = Vo @ Vi un algebra de Lie, donde V; es una subalgebra de g

dim Vy

dim Vi
dim, _El

generada por { X, } y V1 es un subespacio de g generado por {Xj, }; =,

algebra es descrita por (52)

(X4, Xp] = C, 2 XD (FO.1)
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la contraccién Inonii-Wigner se logra siguiendo los pasos a continuacion:

1. Reescalar los generadores por medio de un parametro A de la siguiente forma

Yvil = )‘_1Xi1

2. Descomponer el algebra como sigue

[Xim Xj ] = CZ%oXko + CikoljoXkl
[Xiov le] - Ci]f)oji XkO + Cllf)ljl Xkl
[Xilej ] = Clkioh XkO + CikilJiXkl

(F0.2)

(FO.3)

3. Tener en cuenta que Vp, generado por {X;,} es una subéalgebra, lo cual

significa que las constantes de estructura deben satisfacer la condicion

cho=0

10Jo

(F0.4)

4. Reemplazando los generadores reescalados en el dlgebra dada en (F0.3)

tenemos una nueva algebra dada por

[Xim on] = CZ(}OX]CO
1
[Xim )/]1] = Xcz%olekO + Cllf)lhykl
1 ki 1 k1
[sz'1> Y]l] = ﬁcilt,)lekO + Xciljlykl

(FO.5)

5. Finalmente, tomamos el limite cuando el parametro A — oo, lo que nos

conduce al algebra contraida

[Xiij] = CZO]'DXko

[Xiovy}l] - Czlf)lglylﬂ
[Y; }/}1] =0

1)

(FO.6)
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En general, las contracciones Inénii-Wigner cambian las constantes de estructura
y la métrica de Killing del algebra sin cambiar el nimero de generadores, pero el
algebra resultante sigue siendo un algebra de Lie. Puesto que algunas constantes
de estructura pueden hacerse cero bajo la contracciéon, algunos generadores se
vuelven conmutables y acaban formando una sub-algebra Abeliana. Por lo que, la

contraccion de un algebra semi-simple no es necesariamente semi-simple (61).

Por otro lado, las contracciones de Inonii-Wigner pueden dar lugar a
representaciones infieles. En otras palabras, la representacion de tomar el limite
puede no ser una representacion fiel irreducible del grupo contraido. Por lo tanto,
el procedimiento para obtener una acciéon para un grupo contraido no es el limite

directo de la accién original.
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Apéndice G

Gravedad de Lovelock en 5D

En las ecuaciones (2.1) y (2.2) de la referencia (3) los coeficientes A, en el

Lagrangiano (2.2) tienen dimensiones de longitud(zp_D ) y 6;1;22’; es la delta de

Kronecker generalizada. Usualmente tal densidad Lagrangiana es normalizada a
las unidades de la longitud de Planck A\, = (167G) " = 1272, En 5-dimensiones,

el Lagrangiano esta dado por los primeros tres términos de la suma

LOP) = /=g [Ao + MR + Xg (R* — 4R;;RY + R;j R7)] (GO.1)

donde A\, = (167G) ™" = 15°.

En el lenguaje de las formas diferenciales, el Lagrangiano de Lovelock en 5-

dimensiones puede ser escrito como (12)

L) = € oo (aoe“ebecedee + a R%eede’ + ozgR“bRCdee) (G0.2)

donde ag, a1 y ao son constantes arbitrarias.

Tomando en cuenta que egpegee®e’e’ele® = —1201/—gd°x, €apeaeRPeede =

—6y/—gRd’x, €qpege RR“e® = —\/—g (R* — 4R;; R + R;j;y R9") d°x, tenemos

que (G0.2) puede ser escrito de la siguiente forma
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LO) = —/=g (120ap + 60, R + as [R* — 4R;; RV + Ry R™M]) dx  (G0.3)

La comparacion de (G0.1) con (G0.3) vemos que \g = 120ap, Ay = 61, A2 = .
Por otra parte, a partir de (4.3.3) es directo ver que

2 A
ﬁg’gﬁ = €qbede (OéR“bRCdee + gR“becede6 — %;e“ebecedee) (G0.4)

donde a = 2ay/3a1, B = 2ap/3aq, que indica que los coeficientes o y Ay son

proporcionales. En efecto,

2a0 4\
o= 37? = Tf = 647Gy = 413X, (G0.5)
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Apéndice H

Las teorias tenso-escalares mas

generales de la gravedad

En la referencia (21) se construyo la teoria tenso-escalar més general que satisface
las siguientes condiciones: (i) que se describa mediante un principio de accién en
el que la funcién de Lagrange es una D-forma invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz sobre una variedad pseudo-Riemanniana M, y (ii) La funcion
de Lagrange se construye a partir del producto exterior de la 1-forma vielbein
e?, la 2-forma curvatura R, las primeras derivadas del campo escalar U?, y las
segundas derivadas del campo escalar ®*, donde los campos U* y & son definidos
en términos de la O-forma ¢, como sigue U = VpV,pe’ vy U¢ = VoV, 0e.

Con estas condiciones es posible definir un Lagrangiano de base dado por:

l m n
Elmn - /\ Raibi A /\ %A /\ \dek A ezlbl“'alblcl"'Cmdl"‘dn (H()l)
1=1 7=1 k=1

donde I, m,n € N. Aqui, €} ., esla base dual de Hodge, y es definida como sigue

Qg

1
* a a
eal._,ak = meal”‘akakJrl"'aDe LA oo A e™P (H02)
Asi tenemos que la accién para esta teoria tenso-escalar sera la suma sobre todos
los posibles Lagrangianos con diferentes [, m, y n integrados sobre la variedad

espacio-tiempo
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p<D

I,m,n

donde p = 2l +m+n y n < 1. En este contexto, los coeficientes oy representan

0-formas, que en general pueden ser funciones del campo escalar y sus derivadas,
esto es Aqimn = Uimn (¢> Xa [Cb])’ con X = (_1/2>¢,”¢,,ua [(b] = ¢jg

Luego, para el caso de cuatro dimensiones con p =4 y n = 0, se encontrdé que

LI =Eg (RapeaR™ — 4R, R™ + R?)

+2E5 x {([8) = [8%]) R+ 4 ([®] By, — D2,) B™ + 200, Peg R} 1

SR (12)" ~ 6 (@ [8°] + 3 [#2]° + 8 (@] [8°] 6 [21]) 5

3
(HO.4)

donde [®] = 6%, up = b, By = e, - 65~ por lo que

bl
a?

(@ — [2°] = ¢%,0", — 6%,0%,
(@] Dy, — (I)?zb = Cb;(;ldgb;ab - Qb;ac(b;fb
(I)abq)cd = ¢;ab¢;cd

2 sa b e o sa sb e
[@]" — 6[@]" [92] + 3 [@°]” +8[®] [®7] — 6 [D*] =", 0", .0" — 607,04
+ 36,070,070 + 807,070
— 600" " 10",

Las correspondientes ecuaciones de movimiento no tienen derivadas de orden
superior. Esta teorfa cuyo Lagrangiano es LYH = LN [Eg (¢, X)], fue llamado
por sus autores “teoria cinética de Gauss-Bonnet”. Este resultado permitié a los
autores de (21) probar que dicha teoria esta contenida en la teoria de Horndeski
(31), y que cuando existe una dependencia solo del término cinético en el coeficiente
Es = FEg(X), se tiene que el Lagrangiano Gauss-Bonnet cinético es una forma

exacta.
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