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Resumen

En esta tesis se estudia la propagación de las ondas gravitacionales en una teoría
de Einstein-Cartan-Sciamma-Kibble (ECSK) asumiendo un espacio tiempo con
torsión inducido por un tensor de espín de materia oscura a escalas cosmológicas.
El análisis se centra en un “régimen de torsión débil” tal que la emisión de ondas
gravitacionales, a orden principal y secundario en el límite eikonal, no se desvíe de
la relatividad general estándar. Para este propósito, revisamos de manera breve
una técnica de parametrización de perturbaciones lineales y segundo orden en el
vielbein y la conexión de espín en el formalismo de Cartan para luego aplicarla a
ondas gravitacionales en la teoría de Einstein-Cartan. Adicionalmente, utilizamos
una serie de herramientas matemáticas que corresponden a generalizaciones de
operadores de onda en geometrías de Riemann para ser utilizadas en geometrías de
Riemann-Cartan. Estas herramientas, aunque no imprescindibles para el estudio
de las ondas gravitacionales, permiten un análisis mucho más profundo de estas, ya
que posibilita explorar cada orden del parámetro eikonal y mostrar de manera más
transparente los efectos de la torsión en la propagación de las ondas gravitacionales.
Se demuestra que, en principio, la torsión background inducida por la componente
de espín de materia oscura podría dar lugar a una amortiguación o amplificación
anómala de la amplitud de una onda gravitacional después de una larga distancia
cosmológica. Al evaluar la importancia de esta torsión inducida en la propagación
anómala de la amplitud para fusiones de agujeros negros binarios, se concluye que
para escenarios astrofísicos realistas del universo tardío, los efectos son pequeños
y caen por debajo de los umbrales de detección, incluso para los interferómetros
del futuro cercano como LISA. Detectar tal efecto podría no ser imposible, pero
aún está más allá de nuestras capacidades tecnológicas. Este resultado permite
seguir utilizando la fusión de agujeros negros como sirenas estándar para medir la
expansión del universo.

Keywords – Ondas gravitacionales, torsión débil, espín, límite eikonal
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Abstract

This thesis studies the amplitude propagation of gravitational waves in an Einstein-
Cartan-Sciamma- Kibble (ECSK) theory by assuming a dark matter spin tensor
sourcing for spacetime torsion at cosmological scales. The analysis focuses on
a "weak-torsion regime", such that gravitational wave emission, at leading and
subleading order, does not deviate from standard General Relativity. For this
purpose, we briefly review a linear and second-order pertubation parameterization
technique on the vielbein and spin connection in the context of Cartan’s formalism
and applying it to gravitational waves in the Einstein-Cartan theory. Additionally,
we use a series of mathematical tools corresponding to a generalization of the
wave operators on Riemann geometries to be used in Riemann-Cartan geometries.
These tools, although not essential for studying gravitational waves, allow a deeper
analysis of them, since it makes possible to explore every order in the eikonal
parameter and showing in a transparent way the torsion effects in the propagation
of gravitational waves. It is demostrated that, in principle, the background torsion
induced by an eventual dark matter spin component could lead to an anomalous
dampening or amplification of the gravitational wave amplitude, after going across
a long cosmological distance. We assess the importance of this torsion-induced
anomalous propagation of amplitude for binary black hole mergers. For realistic
late-universe astrophysical scenarios, the effect is tiny and falls below detection
thresholds, even for the near future interferometers such as LISA. To detect such
an effect may not be impossible, but it is still beyond our technological capabilities.
This result enables to continue using mergers as standard sirens to measure the
expansion of the universe.

Keywords – Gravitational waves, weak torsion, spin, eikonal limit



Índice general iii

Índice general

Resumen i

Abstract ii

1. Introducción 1

2. Relatividad general 4
2.1. Principio de equivalencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.1.1. Principio de equivalencia débil . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.2. Principio de equivalencia de Einstein . . . . . . . . . . . . 5

2.2. Principio de la relatividad general . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3. Relatividad general en el formalismo de Einstein . . . . . . . . . . 7

2.3.1. Propiedad métrica y afín . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3.2. Acción de Einstein-Hilbert y ecuaciones de campo. . . . . . 10

2.4. Relatividad general en el formalismo de Cartán . . . . . . . . . . 11
2.4.1. Geometría diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.4.2. Acción de Einstein-Hilbert en el formalismo de Cartan . . 25

3. Ondas gravitacionales 29
3.1. Teoría Linealizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1.1. Relatividad general estándar linealizada . . . . . . . . . . 30
3.1.2. Gauge transversal sin traza . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1.3. Solución de onda plana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2. Separación de ondas gravitacionales del background . . . . . . . . 35
3.3. Ondas en una geometría de Riemann-Cartan . . . . . . . . . . . . 37

3.3.1. Parametrización de las perturbaciones . . . . . . . . . . . 38
3.4. Operadores de onda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4.1. Operadores de onda en geometría Rieminianna . . . . . . . 43
3.4.2. Operadores de onda en geometría de Riemann Cartan . . . 46

3.5. El límite eikonal en el operador generalizado de Lichnewowicz de
Rham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4. Estudio de las ondas gravitacionales en la teoría ECSK 57
4.1. Estudio de las ondas gravitacionales en la teoría ECSK . . . . . . 57

4.1.1. Propagación de las ondas gravitacionales en la teoría ECSK 58



iv Índice general

4.1.2. Análisis eikonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.1.3. Propagación de la amplitud en un escenario de torsión débil 62

4.2. Torsión y simetrías cosmológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2.1. Evaluación de Θ+ a diferentes modelos cosmológicos ECSK 68
4.2.2. Estimación para fusiones a z < 1 . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.3. Repaso de la cosmología ECSK . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.2.4. Ansatz ν+ ∝ Hρneff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2.5. Ansatz ν+ ∝ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5. Conclusión 75

Apéndices 78
A1. Operadores D y Da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

A2. Propagación anómala de la amplitud en una geometría con torsión 81
A3. Propagación anómala de la polarización en una geometría con torsión 87
A4. Ecuación de la onda en la teoría ECSK . . . . . . . . . . . . . . . 90
A5. Propagación anómala de la amplitud y polarización en la teoría

ECSK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96



Capítulo 1. Introducción 1

Capítulo 1

Introducción

Aquí evaluaremos el problema de si los efectos de torsión no contabilizados podrían
introducir errores sistemáticos cuando utilizamos agujeros negros como sirenas
estándar. Este problema es crucial para el entendimiento de la evolución del
universo y explorar la naturaleza de la materia oscura y la energía oscura. Tanto
la materia oscura como la energía oscura dan lugar a efectos físicos significativos,
como la expansión acelerada del universo [41]-[44], lentes gravitacionales alrededor
de un cúmulo de galaxias [45], el perfil de velocidad anómalo de las estrellas que
orbitan galaxias espirales [46], entre otros efectos.

La mejor evidencia observacional para la materia oscura es la llamada relación
distancia-redshift, que viene de la observación de una supernova de tipo Ia(SNe).
Estas parecen candelas estándar robustas y es posible calibrar su brillo observado
y la distancia de luminosidad. Sin embargo, la ausencia de una descripción teórica
deja abierta la posibilidad de tener, por ejemplo, procesos evolutivos en el brillo de
las supernovas que conducen a errores sistemáticos y, en consecuencia, amenazan
la precisión en la estimación de los parámetros cosmológicos [47].

En contraste, las ondas gravitacionales y la astronomía multi-mensajero [48]
prometen una era de cosmología de alta precisión. En particular, la dinámica en
espiral impulsada por las ondas gravitacionales de los agujeros negros binarios
puede proporcionar una forma de medir las distancias de luminosidad con alta
presición, δDL

DL
∼ 1− 10%. Además, en un evento multi-mensajero, la medición del

redshift de la contraparte electromagnética [49] podría permitirnos reducir este
error a 0,5−1%. Por esta razón, la fusión de agujeros negros binarios como sirenas
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estándar son escenciales para el desarrollo de una cosmología de alta presición
[50].

Todo esto es particularmente cierto para redshift grandes. Los eventos de fusión
de agujeros negros binarios deberían seguir a las fusiones de galaxias y estructuras
pregalácticas con un alto corrimiento al rojo [51]. Aunque la tasa de fusión no
es muy conocida, LISA debería medir al menos varios eventos a lo largo de su
misión, especialmente considerando su sensibilidad [52]. Por esta razón, es crucial
examinar cualquier fuente de error sistemático que pueda surgir cuando usemos
ondas gravitacionales de agujeros negros binarios como sirenas estandar.

En esta tesis evaluaremos si una posible fuente de error sistemático puede surgir
al no considerar la torsión cuando estudiamos la propagación de las ondas
gravitacionales. La torsión no es una posibilidad descabellada; por ejemplo, la
materia oscura podría ser una fuente de torsión y, por otra parte, la torsión podría
ser una componente de la materia oscura [32]-[37].

Por supuesto, hay múltiples candidatos a materia oscura, tales como las
interacciones débiles entre partículas masivas, neutrinos estériles, axiones, objetos
de halo masivos fríos, agujeros negros primordiales [38]-[40], entre otros. Además,
debido a los problemas de la cosmología estándar para describir satisfactoriamente
la materia oscura (ver, por ejemplo, [41]), existe una tendencia activa a estudiar
teorías de gravedad modificadas [42]-[54].

En general, muchos de estos candidatos a materia oscura pueden dar lugar a torsión.
Por ejemplo, cuando consideramos teorías de gravedad modificadas, acoplamientos
no minimales y segundas derivadas en el lagrangiano son fuentes reales de torsión
[55]. Más aún, cuando consideramos la materia oscura como partículas nuevas,
es importante recalcar que los fermiones dan lugar a la torsión. En particular,
esta tesis se enfocará en las partículas de materia oscura que generan torsión y
las consecuencias de esto en la propagación de las ondas gravitacionales (y los
agujeros negros binarios como sirenas estándar).

Para analizar las partículas de materia oscura como una fuente de torsión, usamos
la gravedad de Einstein-Cartan-Sciama- Kibble (ECSK) [56]. En esta teoría, el
espín de la mecánica cuántica actúa como fuente de torsión1 del mismo modo que
1Es importante recalcar que, cuando hablamos de espín, nos referimos solo al spín de mecánica
cuántica intrínseco y, en ningun caso, a la densidad de momentum angular. Esta confusión ha
permitido algunos errores en la literatura, ver [57]
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la energía es una fuente de curvartura (ver [58], [59]). Consecuentemente, la torsión
pudo haber sido relevante en el universo primitivo debido a su extremadamente
alta densidad de fermiones [60]-[67]. Además, en la teoría ECSK estándar, la
torsión no se propaga en el vacío e interacúa muy debilmente con los fermiones del
modelo estándar (ver capítulo 8.4 de [68] y las referencias [69]-[71]). Por tanto, la
torsión podría ser potencialmente una componente de la materia oscura [32]-[37].

Otra observación interesante es que en una teoría basada en la geometría de
Riemann-Cartan, el término de Einstein-Hilbert no cambia la relación de dispersión,
es decir, la velocidad de las ondas gravitacionales no cambia. Sin embargo, la
torsión puede influenciar la propagación de la amplitud y polarización de las ondas
gravitacionales [55]. En principio, estos efectos pueden tener un impacto en la
fiabilidad de las fusiones como sirenas estándar.

La presente tesis sostiene que en un escenario de background torsional, la
propagación anómala de la amplitud (debido a la torsión) es muy debil para
afectar el uso de las fusiones como sirenas estándar. Como consecuencia, podemos
esperar que los resultados de la relatividad general sin torsión seguirán siendo
válidos en lo que respecta a la propagación de la amplitud.

Mostraremos un cálculo explícito para el caso de la teoría ECSK, suponiendo que la
materia oscura tiene una densidad de espín no nula que da lugar a torsión a escalas
cosmológicas. Asumiremos una torsión background débil, en la cual se espera
una emisión de ondas gravitacionales como en la relatividad general y efectos
torsionales más pequeños que el orden secundario en el límite eikonal al momento
de la emisión. En este escenario, los efectos torsionales pueden acumularse cuando
las ondas gravitacionales se propagan a escalas cosmológicas, amortiguando o
reforzando la amplitud. En principio, podríamos esperar que si no tomamos en
cuenta los efectos de la torsión, esto podría afectar nuestra capacidad para usar
las fusiones como sirenas estándar.
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Capítulo 2

Relatividad general

En este capítulo introduciremos algunas nociones básicas de relatividad general
tanto en el formalismo de Einstein como en el de Cartán. Adicionalmente,
revisaremos de manera breve algunos conceptos de geometría diferencial que
utilizaremos durante toda la tesis 1. Finalmente, realizaremos una discusión acerca
del porqué no debemos descartar la torsión en nuestros análisis de esta teoría en
el contexto de la cosmología que desarrollaremos en el capítulo 4.

2.1. Principio de equivalencia

2.1.1. Principio de equivalencia débil

Este principio establece que el movimiento de cualquier partícula de prueba en
caída libre es independiente de sus propiedades. Para visualizar esto, se puede
pensar en el famoso (aunque mítico) experimento de Galileo dejando caer dos
objetos de diferentes masas desde la torre de pisa, cuyo resultado fue que ambas
masas caían simultáneamente si se desprecian los efectos de roce. Para Newton,
lo que ocurría es que la masa inercial mI , la cual mide la resistencia del cuerpo
a cambiar su estado de movimiento, era equivalente a la masa gravitacional mG,
que corresponde a la constante de proporcionalidad que mide la intensidad del
campo gravitacional Φ = −GM

r
producido por una masa M. De este modo, si

consideramos un cuerpo con las masas nombradas anteriormente, la segunda ley

1Un análisis más completo de estos tópicos puede ser encontrado en [1]-[6]
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de Newton y la ley de gravitación nos permiten escribir, respectivamente

F = mI a⃗,

FG = −mG∇⃗Φ.

Por lo tanto, la aceleración de una partícula debido a la influencia de un campo
gravitacional es

a⃗ = −∇⃗Φ.

La última ecuación nos propone que todos los cuerpos que caen bajo la acción de
un campo gravitacional lo hacen a la misma aceleración, es decir, establece una
equivalencia entre la aceleración y la gravedad.

Cabe destacar que la equivalencia nombrada anteriormente solo es posible si
consideramos regiones del espacio lo suficientemente pequeñas de manera tal que
las inhomogeneidades del campo gravitacional sean despreciables.

2.1.2. Principio de equivalencia de Einstein

Einstein propuso que la impercepción entre la aceleración y la gravedad en
regiones pequeñas no solo ocurre bajo experimentos mecánicos, sino que bajo todo
experimento. Además, en estas regiones las leyes de la física que tendrán validez
serán las de la relatividad especial.

Esto significa que todo sistema de referencia es un sistema de referencia inercial
local (no percibiendo efectos de marea) cuando está en caida libre. Un cuerpo que
se mueva de manera inercial será aquel donde las fuerzas de origen no gravitacional
se anulen. Así, un observador en caída libre percibirá de manera local que las
trayectorias de las partículas que caen en caída libre junto con él son líneas rectas
y, en este sentido, las diferencias con la geometría euclidiana son despreciables.
A su vez, todas las interacciones entre partículas estarán mediadas por las leyes
de la relatividad especial. Por otra parte, si consideramos una región del espacio
lo suficientemente grande de manera tal que su geometría sea lo suficientemente
curva, entonces dichas leyes ya no tendrán más validez y todas las partículas
acelerarán una con respecto a la otra.

Todo esto supone que el espacio tiempo es una variedad suave que, en una vecindad
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lo suficientemente pequeña, se asimila al espacio de Minkowski.

2.2. Principio de la relatividad general

Puesto que un observador es incapaz de distinguir localmente entre una caída
libre de un campo gravitatorio, es posible hacer un cambio de coordenadas en una
vecindad lo suficientemente pequeña de la variedad de tal forma que, localmente,
esta se asimile a Minkowski. Cabe destacar que este cambio de coordenadas se
puede realizar en cada punto de la variedad, el cual será diferente en cada uno de
ellos debido a las inhomogeneidadades del campo gravitatorio. Esto quiere decir
que la variedad tendrá una curvatura no nula (el espacio no será plano como en el
caso euclidiano).

En un punto p de una variedad d-dimensional (M (d)), se define el espacio
tangente TpM

(d) como el espacio vectorial V definido en ese mismo punto.
Sobre dicho espacio tangente, es posible definir un conjunto de coordenadas
llamadas “coordenadas localmente inerciales”, de modo que en una vecindad
lo suficientemente pequeña de p se forme una métrica plana. De acuerdo con el
principio de equivalencia, aquel observador en el punto p que utiliza las coordenadas
localmente inerciales, percibe que las leyes de la física que se satisfacen en una
pequeña región de la variedad se reducen a las de la relatividad especial. Sin
embargo, la transformación de coordenadas entre las coordenadas localmente
inerciales y generalizadas corresponde a una transformación de coordenadas
generalizadas. Esto quiere decir que las leyes de la física que percibe el observador
en p deben transformar bajo un grupo más grande que el de Lorentz, por lo que
las leyes de la física para un observador no inercial en un punto completamente
diferente de la variedad deben ser exactamente las mismas. Esto nos lleva al
principio de la relatividad general, el cual establece que las leyes de la física deben
ser las mismas para todos los observadores, sean o no inerciales, lo que significa que
las leyes deben transformar de manera covariante bajo transformaciones generales
de coordenadas.

En lo único en que los observadores pueden discrepar es en la forma en la que
pueden interpretar la física. Podría ocurrir (según el principio de equivalencia
débil) que lo que un observador perciba como aceleración el otro lo perciba como
gravedad, mas los efectos físicos deben ser exactamente los mismos para ambos.
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2.3. Relatividad general en el formalismo de

Einstein

Acorde a la relatividad especial, la estructura del espacio tiempo es perfectamente
descrita desde el punto de vista de los observadores inerciales, y las leyes de la física
se relacionan en un sistema de referencia a otro mediante las transformaciones de
Lorentz. Sin embargo, en la relatividad general, sólo podemos considerar sistemas
de referencia localmente inerciales debido a la acción de la gravedad. Así, la teoría
de Newton de la gravitación no es compatible con la relatividad especial, pues si
insistimos en considerar, por ejemplo, dos cuerpos en caída libre lo suficientemente
lejanos entre sí, se encuentra de que estos están acelerando uno con respecto al
otro. Por lo que Einstein se aventuró a buscar una nueva teoría de la gravedad
basada en las ideas antes descritas en el principio de equivalencia.

2.3.1. Propiedad métrica y afín

En una variedad M (d), el concepto de tamaño o distancia entre dos puntos es
codificado por la métrica gµν (x) a través de la ecuación

ds2 = gµνdx
µ ⊗ dxν , (2.3.1)

donde gµν (x) no es necesariamente constante como ocurre en la relatividad especial
con la métrica de Minkowski ηµν . Las componentes de la métrica son dadas por
el producto punto entre los vectores ∂µ que forman una base coordenada en el
espacio tangente en el punto p de M (d), es decir,

gµν = ∂µ · ∂ν . (2.3.2)

Es importante mencionar que una variedad esta dotada de propiedades métrica y
afines: la primera hace referencia a la noción de distancia, ángulo, áreas, volumen
y objetos localmente definidos en el espacio tiempo; la segunda define la noción
de paralelismo.

El concepto de paralelismo tiene su origen al intentar definir la derivada de un
vector en una variedad no plana, pues, al intentar definir la derivada parcial
que mida la tasa de cambio de una función, esta no será covariante bajo una
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transformación general de coordenadas. De hecho, definiendo el vector ζ⃗ = ζµ∂µ

∈ TpM
(d), tenemos que

(∂µζν)
′ =

∂xρ

∂xµ′

∂xσ

∂xν′
∂ρζσ +

∂

∂xµ′

(
∂xσ

∂xν′

)
ζσ, (2.3.3)

donde se observa que el término problemático es el segundo.

La razón por la cual esta entidad no es covariante bajo transformación general de
coordendas radica en el hecho de que, al calcular una derivada de una función en
una dirección de una variedad M (d)

ζµ∂µV
ν = ĺım

ε−→0

V ν (xρ + εζρ)− V ν (xρ)

ε
, (2.3.4)

estamos restando vectores que pertenecen a espacios tangentes diferentes: por un
lado, V ν (xρ + εζρ) ∈ Tx+εζM

(d); por otro lado, V ν (xρ) ∈ TxM
(d).

Por lo tanto, la solución es trasladar el vector V ν (xρ + εζρ) paralelamente desde
un punto xρ + εζρ a otro xρ de modo que pertenezcan al mismo espacio tangente.
Matemáticamente, esto se expresa a través del ansatz

V ν
|| (x

ρ + εζρ) = V ν (xρ + εζρ) + εΓρ
µνζ

µV ν (xρ) , (2.3.5)

donde Γρ
µν corresponde a la conexión afín y es el encargado de codificar el concepto

de paralelismo. Estando conscientes de todo esto, una operación derivada bien
definida sobre la variedad debería ser

ζµ∂µV
ν = ĺım

ε−→0

V ν
|| (x

ρ + εζρ)− V ν (xρ)

ε
.

Reemplazando 2.3.5 en 2.3.4, encontramos la definición de derivada covariante

∇µV
ν = ∂µV

ν + Γν
µρV

ρ, (2.3.6)

la cual si es covariante bajo transformación general de coordenadas. Cabe destacar
que la conexión afín no se comporta como un tensor bajo transformaciones de
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coordenadas, pues esta cambia como sigue

Γν′

µ′ρ′ =
∂xν′

∂xλ

∂xα

∂xµ′

∂xβ

∂xρ′
Γλ
αβ −

∂xα

∂xµ′

∂xβ

∂xρ′

∂2xν′

∂xα∂xβ
. (2.3.7)

Einstein asume que la métrica es el único campo dinámico, lo cual se traduce en
imponer una restricción sobre el tensor torsión

T λ
µν = Γλ

µν − Γλ
νµ = 0. (2.3.8)

Dicha conexión afín que satisface este constraint es el famoso símbolo de Christoffel

Γ̊λ
µν =

1

2
gλρ (∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν) . (2.3.9)

Considerando 2.3.6, es posible calcular el conmutador de derivadas covariantes, el
cual esta dado por:

[∇µ,∇ν ]V
λ = Rλ

αµνV
α − Tα

µν∇αV
λ, (2.3.10)

donde
Rλ

αµν = ∂µΓ
λ
να − ∂νΓ

λ
µα + Γλ

µβΓ
β
να − Γλ

νβΓ
β
µα (2.3.11)

corresponde al tensor de curvatura. Note que 2.3.10 mide el cambio del vector
cuando escoge caminos diferentes al transportarse paralelamente.

Si consideramos variedades con torsión nula, entonces el tensor de curvatura
pasará a llamarse el tensor de curvatura de Riemann definido como

R̊λ
αµν = ∂µΓ̊

λ
να − ∂νΓ̊

λ
µα + Γ̊λ

µβΓ̊
β
να − Γ̊λ

νβΓ̊
β
µα (2.3.12)

A partir de 2.3.12 es posible definir, contrayendo algunos índices, los siguientes
objetos:

R̊αν = R̊λ
αλν ,

R̊ = gανR̊αν ,
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los cuales son llamados tensor de Ricci y curvatura escalar de Ricci,
respectivamente.

2.3.2. Acción de Einstein-Hilbert y ecuaciones de campo.

Dado que todas las interacciones fundamentales son descritas por un principio de
acción, es lógico considerar que esta teoría no es la excepción. Este principio de
acción debe ser de la forma:

S =

∫
Ld4x =

∫ √
−gLd4x, (2.3.13)

con L la densidad lagrangiana del sistema, L el lagrangiano y g < 0 el determinante
del tensor métrico. En general,

Sg =

∫
Lgd

4x+

∫
LMd4x, (2.3.14)

donde el primer término corresponde al principio de acción que se contruye a
partir de la geometría del espacio, mientras que el segundo a cualquier otro campo.
Observe que hemos considerado la dimensionalidad d = 4, pues la relatividad
general es una generalización de la relatividad especial.

Conforme con el principio de equivalencia, la geometría y la gravitación pueden
entenderse como conceptos equivalentes, por lo tanto, es innecesario agregar un
término de interacción, puesto que estos deben estar contenidos dentro del primer
término.

Dado que las ecuaciones del movimiento deben ser de segundo orden en las
derivadas, entonces la densidad lagrangiana admite términos de hasta primer
orden, tales como la métrica y el símbolo de Christoffel. Sin embargo, es imposible
construir un escalar invariante solo utilizando estas herramientas, ya que siempre
es posible escoger un sistema coordenado en donde los símbolos de Christoffel se
anulen en un punto.

En 1915, Hilbert solucionó este problema suponiendo que la densidad lagrangiana
buscada debería contener términos de hasta segundo orden. Esto, sumado a la
condición de que los términos de segundo orden sean lineales, permitiría separar
la acción en una integral de volumen, que contendría los lineales en la métrica, y
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en una integral de superficie que contenga los términos de segundo orden.

Considerando todos los escalares que se pueden formar en cuatro dimensiones que
involucren algún término de curvatura, el único consistente con las condiciones
impuestas anteriormente corresponde al escalar de Ricci. De este modo, la acción
de Einstein-Hilbert es dada por:

SEH =

∫ √
−gR̊d4x+ 2k

∫ √
−gLMd4x, (2.3.15)

con LM el lagrangiano de materia y k la constante de gravitación de Einstein . La
variación de esta acción nos proporciona las ecuaciones de Einstein

R̊µν −
1

2
gµνR̊ = kTµν , (2.3.16)

con Tµν el tensor de energía momentum definido como

Tµν = − 2√
−g

δSM

δgµν
(2.3.17)

y SM la acción no gravitacional. Al analizar el límite Newtoniano, es decir,
considerando campos débiles en el que las partículas se mueven lentamente,
encontramos que la constante de gravitación de Einstein k es dada por

k =
8πG

c4
,

donde G es la constante de gravitación universal y c la velocidad de la luz.

2.4. Relatividad general en el formalismo de

Cartán

2.4.1. Geometría diferencial

Para comprender el formalismo de Cartán, es necesario hacer una breve
introducción acerca de las formas diferenciales. Para ello, pensemos nuevamente
en una vecindad de un punto p ∈ M (d) en el que definimos un sistema coordenado
xµ. Además de poder definir un espacio tangente Tp

(
M (d)

)
, también es posible
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definir el espacio co-tangente T ∗
p

(
Md
)
, que corresponde al espacio dual de los

covectores V∗ definido en cada punto p de la variedad. Los objetos que habitan en
este espacio son llamados formas diferenciales, cuyas bases son denotadas como
dxµ. En particular, una 1-forma diferencial α corresponde a un tensor tipo (0,1)
que en términos de la base se escribe como

α = αµdx
µ. (2.4.1)

Al conjunto de todas las 1-formas que habitan sobre M (d) se les denota como
Ω1
(
M (d)

)
.

Anteriormente, hemos mencionado que objetos tales como ∂µAν no se comportan
como tensores (ver 2.3.3). Esto quiere decir que una derivada de α ∈ Ω1

(
M (d)

)
del tipo

dα = ∂µανdx
µ ⊗ dxν (2.4.2)

tampoco lo hace. Sin embargo, de 2.3.3 notamos que si µ y ν fuesen índices
antisimétricos, entonces 2.4.2 sí estaría bien definida.

Definición 1. Producto exterior

Sean ϕ, φ ∈ V∗, se define el producto exterior como el tensor antisimétrico definido
como

ϕ ∧ φ = ϕ⊗ φ− φ⊗ ϕ.

En particular, si ϕ, φ ∈ Ω1
(
Md
)
, entonces ϕ ∧ φ pertenece al espacio de 2-formas

Ω2
(
Md
)
, cuya definición explícita es dada a continuación

ϕ ∧ φ = ϕµφνdx
µ ∧ dxν = ϕµφν

[
1

2
(dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ)

]
.

Esta idea se puede generalizar y definir el espacio de las p-formas Ωp
(
Md
)

a
través de un objeto completamente antisimetrizado de la forma

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµi ∧ ... ∧ dxµp =
1

p!
dx[µ1 ⊗ ...⊗ dxµp], (2.4.3)

donde los corchetes denotan antisimetrización de peso 1.
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En general, para construir objetos completamente antisimétricos es útil definir la
delta de Kronecker generalizada

δµ1...µp
ν1...νp

= p!δµ1

[ν1
....δ

µp

νp]
(2.4.4)

Una de las propiedades más interesantes que se utiliza muy a menudo es la
contracción de sus índices 2.4.5

δµ1...µrµr+1...µp
ν1...νrµr+1...µp

=
(d− r)!

(d− p)!
δµ1...µr
ν1...νr

. (2.4.5)

Esta delta de Kronecher permite definir otro objeto llamado el símbolo de Levi-
Civita

ϵµ1...µp = δ1 ... p
µ1...µp

, (2.4.6)

el cual es antisimétrico en sus índices. Este símbolo es útil para definir el
determinante de una matriz.

Sea un tensor T (11) ∈ Tp

(
M (d)

)
, con p un punto de una variedad d-dimensional

M . El determinante de dicho tensor se relaciona con el símbolo como

ϵµ1...µpT
µ1

ν1
...T µp

νp = det (T ) ϵν1...νp , (2.4.7)

similarmente,
ϵµ1...µpT ν1

µ1
...T νp

µp
= det (T ) ϵν1...νp , (2.4.8)

Bajo una transformación de coordenadas, el símbolo no transforma como tensor,
pues

ϵµ′
1...µ

′
p

=
∂xν1

∂xµ′
1
...
∂xνp

∂xµ′
p
ϵν1...νp ,

=

∣∣∣∣ ∂x∂x′

∣∣∣∣ ϵµ1...µp ,

donde
∣∣ ∂x
∂x′

∣∣ es el jacobiano de la transformación. De manera análoga

ϵµ
′
1...µ

′
p =

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ ϵµ1...µp .

Puesto que el símbolo de Levi-Civita no es un tensor, entonces no es posible subir
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y bajar índices de la manera usual como lo hacemos con tensores. Al intentarlo,
obtenemos

gµ1ν1 ...gµpνpϵµ1...µp = det
(
g−1
)
ϵν1...νp , (2.4.9)

gµ1ν1 ...gµpνpϵ
µ1...µp = det (g) ϵν1...νp . (2.4.10)

A través de la delta de Kronecher generalizada, es sencillo definir una base de
Ωp
(
M (d)

)
del siguiente modo:

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµi ∧ ... ∧ dxµp =
1

p!
δµ1...µp
ν1...νp

dxν1 ⊗ ...⊗ dxνp . (2.4.11)

El producto exterior de formas puede ser usado para construir una p+ q forma a
través de una p-forma y q-forma. Sean α ∈ Ωp

(
M (d)

)
y β ∈ Ωq

(
M (d)

)
,

α =
1

p!
αµ1...µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp ,

β =
1

p!
βν1...νqdx

ν1 ∧ ... ∧ dxνq .

Se define el producto exterior entre formas diferenciales como la aplicación

∧ : Ωp
(
M (d)

)
× Ωp

(
M (d)

)
−→ Ωp+q

(
M (d)

)
, (2.4.12)

definido por

α ∧ β =
1

p!q!
αµ1...µpβν1...νqdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp ∧ dxν1 ∧ ... ∧ dxνq . (2.4.13)

Cabe destacar que este producto no satisface la regla de conmutación. En efecto,

α ∧ β = (−1)pq β ∧ α. (2.4.14)

Definición 2. Derivada exterior

La derivada exterior de B ∈ Ωp
(
M (d)

)
es un mapeo

d : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp+1

(
M (d)

)
,
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definido por
dB =

1

p!
∂λBµ1...µpdx

λ ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp . (2.4.15)

Observe que la derivada exterior de una d-forma en una variedad d-dimensional
es nula, pues esto correspondería a una forma diferencial C ∈ Ωd+1

(
M (d)

)
, y

en estas circunstancias no existen suficientes índices para construir un tensor
completamente antisimétrico sin repetir índices.

A través de la propiedad 2.4.14, es posible demostrar que la derivada exterior del
producto exterior entre 2 formas diferenciales satisfacen la regla de Leibniz con
correción de signo:

d (α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)p α ∧ dβ, (2.4.16)

donde α ∈ Ωp
(
M (d)

)
. Por otro lado, el lema de poincaré establece que

d ∧ dα = 0. (2.4.17)

Hasta el momento, todo el análisis se ha hecho considerando una base coordenada
∂µ sobre el espacio tangente. Dicha base, dado que es una base coordenada,
en general no será ortonormal, por lo que 2.3.2 no necesariamente satisfacerá
∂µ · ∂ν = δµν . No obstante, existe un isomorfismo e que establece una relación
entre una base coordenada y ortonormal, el cual viene dado por

ea = e µ
a ∂µ, (2.4.18)

donde e µ
a corresponde a la matriz de cambio de base y definen una base ortonormal.

Es posible hacer el mismo cambio de base considerando la base dual de los vectores

ea = eaµdx
µ, (2.4.19)

objeto que forma una base ortonormal de las 1-formas.

La ventaja que supone trabajar con este tipos de objetos llamados vielbein es que,
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al ser ea una base ortonormal en TpM
(d), el producto punto satisface

ea · eb = e µ
a ∂µe

ν
b ∂ν , (2.4.20)

= e µ
a e ν

b gµν ,

= ηab,

donde ηab corresponde a la métrica de Minkowski. Con el objetivo de ser más
transparente con los cálculos, siempre utilizaremos los índices griegos para
referirnos a la base coordenada, mientras que los índices con alfabeto latino
serán considerados para referirse a la base ortonormal.

A partir del cambio de base inverso

∂µ = e a
µ ea, (2.4.21)

dxµ = e µ
a ea,

y considerando
∂µdx

ν = δνµ, (2.4.22)

se encuentra facilmente que las matrices cambio de base satisfacen

eaµe
ν
a = δνµ. (2.4.23)

Reemplazando 2.4.23 en 2.4.20, encontramos que

gµν = ηabe
a
µe

b
ν . (2.4.24)

De forma análoga, es posible encontrar la relación inversa

gµν = ηabe µ
a e ν

b . (2.4.25)

Esto quiere decir que es posible expresar los campos vectoriales y formas
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diferenciales en esta base ortonormal como

A⃗ = Aµ∂µ = Aaea,

α = αµdx
µ = αae

a,

lo cual implica que la matriz de cambio de base e convierte las componentes de
vectores y formas del siguiente modo

Aµ = e µ
a Aa,

Aa = eaµA
µ,

αµ = eaµαa,

αa = e µ
a αµ.

Por supuesto, todo esto puede ser generalizado para P ∈ Ωp
(
M (d)

)
P =

1

p!
Pµ1...µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp =
1

p!
Pa1...ape

a1 ∧ ... ∧ eap ,

con Pa1...ap = e µ1
a1

...e
µp
ap Pµ1...µp .

Observe de 2.4.24 que los vielbein codifidican toda la información de la métrica.
Por lo tanto, podemos utilizar los vielbein para construir la teoría de la relatividad
general de una manera alternativa.

Cabe destacar que, si conocemos la métrica de la variedad, no es posible obtener
información alguna sobre los vielbein, pues existen infinitas elecciones de vielbein
para construir la métrica. En efecto, siempre es posible definir una nueva base
ortonormal en términos de otra base en cada punto de la variedad de manera que

ēa = Λa
b(x)e

b,

la cual sigue siendo ortonormal. De este modo, de la condición 2.4.24

gµν = ηabē
a
µē

b
ν ,

= ηabΛ
a
ce

c
µΛ

b
de

d
ν .
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Por otro lado
gµν = ηcde

c
µe

d
ν . (2.4.26)

De aquí observamos que la métrica de Minkowski y las matrices Λa
b satisfacen

ηabΛ
a
cΛ

b
d = ηcd,

lo cual significa que las matrices Λa
b son rotaciones locales de Lorentz y, por lo

tanto, la métrica gµν no cambia bajo esta transformación.

Una consecuencia de la transformación de la base ortonormal bajo transformaciónes
de Lorentz es que la derivada exterior de un vector de Lorentz no es invariante
bajo transformaciones del grupo SO (d− η−, η−)

2.En efecto, dada la componente
de un vector V̄ a = Λa

bV
b ∈ TpM

(d), su derivada exterior vendrá dada por

dV̄ a = Λa
bdV

b + dΛa
b ∧ V b.3

Para solucionar este problema, definiremos una 1-forma ωab = ωab
µdx

µ llamada
conexión de espín (análogo a la conexión afín para la base coordenada). Realizando
un procedimiento totalmente análogo para el caso de la derivada covariante ∇,
definiremos la derivada covariante invariante de Lorentz como

DV a = dV a + ωa
bV

b. (2.4.27)

Como consecuencia de esta covariancia, la conexión de espín bajo transformaciones
de Lorentz no cambia como un tensor, pues

ω̄a
b = Λa

cΛ
d
b ωc

d − Λ c
b dΛ

a
c.

Una característica importante de la conexión de espín es la antisimetría de sus
índices, consecuencia directa de la condición de compatibilidad métrica, la cual

2η− representa la cantidad de signos negativos que posee la métrica ηab.
3A partir de ahora, cada vez que encontremos un producto exterior entre alguna forma diferencial
arbitraria con una 0-forma o un vector, omitiremos el operador ∧.
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establece que

∇µgαβ = 0, (2.4.28)

Dηab = 0. (2.4.29)

Esta condición existe para no dejar espacio a ambiguedades al momento de subir
o bajar índices de tensores cuando trabajamos con cualquiera de las derivadas
covariantes. En general, tenemos que

∇µAν = ∇µ (gνγA
γ) = ∇µgνγA

γ + gνγ∇µA
γ,

DAa = D
(
ηabA

b
)
= DηabA

b + ηabDAb,

al aplicar la condición de compatibilidad métrica, se cumple que

∇µAν = ∇µ (gνγA
γ) = gνγ∇µA

γ,

DAa = D
(
ηabA

b
)
= ηabDAb,

por lo que no interesa de que manera subamos o bajemos índices.

Dado que dηab = 0, 2.4.29 se traduce en la antisimetría de la conexión de espín

ωab = −ωba. (2.4.30)

Al igual que la conexión afín Γρ
µν , la conexión ωab también codifica la noción

de transporte de vectores sobre una variedad, la cual, en principio, debiese ser
independiente de la elección de nuestra base. Teniendo en cuenta esto, exigiremos
la equivalencia entre ambas derivadas sobre el mismo vector, esto es

∇V⃗ = DV⃗ ,(
∂µV

ρ + Γρ
µνV

ν
)
dxµ ⊗ ∂ρ =

(
∂µV

a + ωa
bV

b
)
dxµ ⊗ ea,

donde ∇ = dxµ⊗∇µ y D = dxµ∧Dµ. Esto nos lleva directamente a una ecuación
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conocida como postulado de vielbein

∂µe
a
ν + ωa

bµe
b
ν − Γρ

µνe
a
ρ = 0, (2.4.31)

que nos muestra la relación entre ambas conexiones cuando codifican la misma
noción de transporte para vectores (0-formas). Sin embargo, lo anterior no es
cierto si consideramos p formas con p ̸= 0. Para comprender esto, es necesario
estudiar como actúan ambas derivadas sobre formas diferenciales.

Dada una p-forma P en la base cartesiana

P =
1

p!
Pα1...αm

β1...βnµ1...µp
∂α1⊗ ...⊗∂αm⊗dxβ1 ...⊗dxβn⊗dxµ1∧ ...∧dxµp , (2.4.32)

la derivada covariante ∇ sobre 2.4.32 tiene la forma

∇P =
1

p!

(
∂γP

α1...αm

β1...βnµ1...µp
+ Γα1

γλP
λα2...αm

β1...βnµ1...µp
+ ...+ Γαm

γλ P
α1...αn−1λ

β1...βnµ1...µp

−Γλ
γβ1

Pα1...αm

λβ2...βnµ1...µp
− Γλ

γβn
Pα1...αm

β1...βn−1λµ1...µp

−Γλ
γµ1

Pα1...αm

β1...βnλµ2...µp
− Γλ

γµρ
Pα1...αm

β1...βnµ1...µp−1λ

)
dxγ ⊗ ∂α1 ⊗ ...⊗ ∂αm ⊗ dxβ1 ...⊗ dxβn ⊗ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp . (2.4.33)

Por otra parte, si escribimos la p-forma utilizando el lenguaje ortonormal

P a1...am
b1...bn

=
1

p!
P a1...am

b1...bnµ1...µp
dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp , (2.4.34)

su derivada covariante de Lorentz será

DP a1...am
b1...bn

= dP a1...am
b1...bn

+ ωa1
c1
∧ P c1a2...am

b1...bn
...+ ωam

cm ∧ P a1a2...cm
b1...bn

−ωc1
b1
∧ P a1...am

c1...bn
...− ωcn

bn
∧ P a1...am

b1...cn
. (2.4.35)

Es importante resaltar que esta derivada, al igual que la derivada exterior usual d,
también satisface la regla de Leibniz con la corrección de signo

D
(
P a1...am

b1...bn
∧Qc1...cl

d1...dk

)
= DP a1...am

b1...bn
∧Qc1...cl

d1...dk
+(−1)p P a1...am

b1...bn
∧DQc1...cl

d1...dk
,

(2.4.36)
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con Q ∈ Ωq
(
M (d)

)
.

Observe que, a diferencia de la derivada ∇ 2.4.33, la derivada D 2.4.35 actúa de
manera antisimétrica sobre los índices, siendo un mapeo tipo

D : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp+1

(
M (d)

)
,

mientras que en la derivada ∇ tenemos un mapeo de estilo

∇ : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
.

Una segunda diferencia es que la derivada covariante de Lorentz solo se contrae
con los índices de SO (d− η−, η−), mientras que la derivada covariante ∇ se aplica
sobre todos los índices, incluyendo los índices de forma.

Las similitudes sólo se dan cuando estos operadores actúan sobre 0-formas, ya que
en este caso, codifican la misma noción de transporte paralelo

∇ϕ = Dϕ, (2.4.37)

con ϕ ∈ Ω0
(
M (d)

)
.

La derivada covariante de SO (d− η−, η−) también coincide con la derivada exterior
usual d siempre y cuando lo apliquemos sobre una p-forma escalar, ya que la
conexión de espín actúa solo sobre los índices libres de Lorentz. Así,

Dλ = dλ, (2.4.38)

con λ = 1
p!
λµ1....µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp . Sin embargo, esta similitud se acaba cuando
consideramos formas diferenciales de Lorentz. De hecho, una diferencia remarcable
entre estos operadores, es que la derivada D no satisface el lema de poincaré 2.4.17.
En efecto, considerando la componente de un vector V a, es fácil ver que

D2V a = Ra
bV

b, (2.4.39)
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donde Ra
b es la llamada 2-forma curvatura dada por:

Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b. (2.4.40)

Utilizando el postulado del vielbein, es posible escribir este objeto en términos del
tensor curvatura como sigue

Ra
b =

1

2
eaαe

β
b Rα

βµνdx
µ ∧ dxν . (2.4.41)

Por otra parte, se define la 2-forma torsión como la derivada covariante actuando
sobre el vielbein

T a = Dea = dea + ωa
b ∧ eb, (2.4.42)

la cual, análogamente al caso de la curvatura, está relacionado con el tensor de
torsión mediante la siguiente ecuación

T a =
1

2
eaλT

λ
µνdx

µ ∧ dxν . (2.4.43)

En este punto, es importante señalar que la conexión de espín puede separarse en
dos términos

ωab = ω̊ab + κab,

donde ω̊ab corresponde a la pieza sin torsión de la conexión de espín, la cual
satisface

D̊ea = dea + ω̊a
b ∧ eb = 04, (2.4.44)

mientras que κab es la llamada 1−forma contorsión, que esta relacionada con la
2-forma torsión mediante

T a = κa
b ∧ eb. (2.4.45)

Utilizando estos objetos, es posible definir la 2-forma curvatura de Riemann como

R̊ab = dω̊ab + ω̊a
c ∧ ω̊c

b
5, (2.4.46)

4Tanto la derivada ∇̊ como D̊ se definen de la manera usual mostrada en 2.3.6 y 2.4.27
respectivamente, salvo que las conexiones utilizadas serán Γ̊λ

µν y ω̊ab

5Cabe destacar que el símbolo "◦"también se usa sobre formas diferenciales.
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cuya relación con la 2-forma curvatura 2.4.40 se manifiesta en siguiente ecuación

Rab = R̊ab + D̊κab + κa
c ∧ κc

b. (2.4.47)

Tanto la ecuación 2.4.40 como 2.4.42 son importantes debido a que describen
la estructura geométrica de la variedad y reciben el nombre de ecuaciones de
estructura. En particular, la ecuación de estructura 2.4.40 nos permite distinguir
de mejor manera la diferencia entre las derivadas ∇ y D. Para ello, haremos
un procedimiento análogo al realizado cuando se obtuvo 2.4.40, solo que en esta
oportunidad consideraremos la derivada ∇. Puesto que D2 = 1

2
dxµ ∧ dxν [Dµ, Dν ],

debemos calcular en primer lugar el conmutador entre derivadas covariantes ∇µ

sobre V α, el cual es dado por

[∇µ,∇ν ]V
α =

(
Rα

βµνV
β − T ρ

µν∇ρV
α
)
dxµ ∧ dxν ,

lo cual es equivalente a

∇∧∇V⃗ =
1

2

(
Rα

βµνV
β − T ρ

µν∇ρV
α
)
dxµ ∧ dxν ⊗ ∂α. (2.4.48)

Comparando 2.4.48 con 2.4.40, observamos que la diferencia entre las derivadas
∇ y D viene dada por la aparición de un término torsional en 2.4.48, el cual es
consecuencia directa del sobretransporte paralelo de ∇ sobre los índices de forma.
De este modo, la única manera de que ambas derivadas codifiquen la misma idea
de paralelismo es cuando T ρ

µν = 0.

Para finalizar, es importante conocer cómo calcular la dimensionalidad de una
p-forma en una variedad d-dimensional. Recordemos que el producto exterior ∧
define un tensor antisimétrico, entonces una base ea1 ∧ ... ∧ eai ∧ ... ∧ eaj ∧ ...eap

de una forma diferencial α ∈ Ωp
(
M (d)

)
no es independientemente lineal de

ea1 ∧ ...∧ eaj ∧ ...∧ eai ∧ ...eap , pero sí de ea1 ∧ ...∧ eai ∧ ...∧ eaj ∧ ...eap−1 ∧ eap+16.
En este sentido, para calcular la dimensionalidad de las p-formas en una variedad
d-dimensional, debemos tener cuidado de no contabilizar todas las permutaciones

6p+ 1 ≤ d, de lo contrario la base se anularía
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posibles de una base, lo que nos lleva a la siguiente combinatoria

dim
[
Ωp
(
M (d)

)]
=

(
d

p

)
=

d!

p! (d− p)!
. (2.4.49)

De la última expresión, es directo ver que dim
[
Ωp
(
M (d)

)]
= dim

[
Ωd−p

(
M (d)

)]
y,

puesto que tanto Ωp
(
M (d)

)
como Ωd−p

(
M (d)

)
tienen la estructura de un espacio

vectorial, es posible definir una serie de operadores que utilizaremos muy a menudo
a lo largo de esta tesis.

Definición 3. Dual de Hodge

Sea P ∈ Ωp
(
M (d)

)
,

P =
1

p!
Pa1...ape

a ∧ ... ∧ eap .

Se define el operador de Hodge como un mapeo lineal

∗ : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωd−p

(
M (d)

)
,

definido por

∗P =
1

(d− p)!p!
P a1...apϵa1...apb1...bd−p

eb1 ∧ ... ∧ ebd−p . (2.4.50)

con ∗P ∈ Ωd−p
(
M (d)

)
el dual de P.

Este operador en términos de sus componentes adopta la forma

∗P =
1

(d− p)!
(∗P )b1...bd−p

eb1 ∧ ... ∧ ebd−p , (2.4.51)

donde
(∗P )b1...bd−p

=
1

p!
P a1...apϵa1...apb1...bd−p

.

Definición 4. El operador I

Sea γ una q-forma en la variedad M (d). En términos del operador de Hodge 2.4.50,
el operador Iα en el espacio tiempo d-dimensional es un mapeo del tipo
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Iγ : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp−q

(
M (d)

)
,

definido de manera explicita como

Iγ = (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗ (γ ∧ ∗. (2.4.52)

Si γ coindide con la base ea1 ∧ ... ∧ eaq , entonces la notación de este operador
queda reducida a

Ia1...aq = (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗ (ea1 ∧ ... ∧ eaq ∧ ∗. (2.4.53)

Algunas propiedades interesantes de este operador son las siguientes:

Si γ ∈ Ω1
(
M (d)

)
, el operador satisface la regla de Leibnitz con una correción

de signo
Iγ (P ∧ L) = IγP ∧ L+ (−1)p P ∧ IγL, (2.4.54)

donde P y L son p y l formas, respectivamente

Se satisface el álgebra Ia1...aqIb1...br = Ib1...bra1...aq , cuya consecuencia directa
es que IaI

a = 0

Definición 5. Coderivada exterior

La coderivada exterior es un mapeo lineal

d† : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp−1

(
M (d)

)
,

cuya definición es dada por

d† = − (−1)d(p+1)+η− ∗ (d ∗ . (2.4.55)

2.4.2. Acción de Einstein-Hilbert en el formalismo de

Cartan

Puesto que la geometría está basada en los conceptos independientes de metricidad
y paralalelismo, la descripción dinámica del espacio tiempo deben ser representados
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por los grados de libertad independientes vielbein ea y conexión de espín ωab.
Luego, para la construcción de un principio de acción, debemos utilizar estas
formas diferenciales y objetos que sean construidos a partir de ellos, tales como la
2-forma curvatura y la 2-forma torsión. Otros objetos que son posibles de utilizar
son los tensores invariantes de lorentz ηab y ϵabcd

7, de manera que se construya
una 4-forma invariante de Lorentz.

El único principio de acción razonable que se puede construir con los ingredientes
antes mencionado es

S =
1

ck4

∫
M(4)

1

4
ϵabcdR

ab ∧ ec ∧ ed − 1

4!
Λϵabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +

∫
M(4)

L(4)
M , (2.4.56)

con L(4)
M el lagrangiano de materia que podría depender de los vielbein, conexión

de espín o algún campo de materia y k4 una constante de acoplamiento cuyas
dimensiones son

[k4] =
T 2

M · L
, (2.4.57)

donde M , L y T son unidades de masa, longitud y tiempo, respectivamente.
Definiendo las variaciones del lagrangiano de materia con respecto al vielbein y la
conexión de spín como

δeL(4)
M = − ∗ Td ∧ δed,

δωL(4)
M = −1

2
δωab ∧ ∗σab,

con Td una 1-forma energía momentum y σab a una 1-forma de espín:

T a = T a
µ dxµ, (2.4.58)

σab = σ ab
µ dxµ. (2.4.59)

Variando el principio de acción, las ecuaciones de campo proporcionadas por el

7La invariabilidad bajo transformaciones locales de Lorentz de ϵabcd puede verse directamente
de la ecuación 2.4.7.



2.4. Relatividad general en el formalismo de Cartán 27

vielbein y la conexión de espín son, respectivamente:

1

2
ϵabcdR

ab ∧ ec − Λ

3!
ϵabcde

a ∧ eb ∧ ec = k4 ∗ Td, (2.4.60)

ϵabcd ∧ T c ∧ ed = k4 ∗ σab. (2.4.61)

Escribiendo estas ecuaciones en el lenguaje coordenado, encontramos

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = k4Tµν , (2.4.62)

T β
γε − δβγT

κ
κε + δβε T

κ
κγ = k4σ

β
γε. (2.4.63)

Ambas ecuaciones pueden reescribirse como

Rµν = k4

(
Tµν −

1

2
gµνT α

α

)
+ Λgµν , (2.4.64)

T ρ
µν = k4

(
σρ

µν +
1

2

{
σα

αµδ
ρ
ν − σα

ανδ
ρ
µ

})
. (2.4.65)

Al considerar el límite de campos débiles, debemos recuperar la teoría de
gravitación de Newton, lo que nos lleva a que la constante k4 tome el valor

k4 =
8πG

c4
. (2.4.66)

Note que 2.4.62 es similar a la ecuación de Einstein-Hilbert 2.3.16, solo que esta
última considera todos los términos sin torsión debido a la restricción de torsión
nula impuesto.

La ecuación 2.4.64 nos dice que el tensor de Ricci podría ser no nulo en el vacío,
posibilitando que la materia pueda curvar el espacio tiempo fuera de la región en
la que se encuentra.

Por otro lado, de 2.4.65 observamos que las componentes de la torsión están
algebraicamente relacionadas al tensor de espín 2.4.59. Por consiguiente, la torsión
en el vacío se anula idénticamente y no se puede propagar. Cuando además de
esto, consideramos el modelo estándar como lagrangiano de la materia, la torsión
parecería estar condenada a la irrelavancia en el contexto de ECSK. En el modelo
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estándar, solo los fermiones son una fuente de torsión (tienen un tensor de espín
que no desaparece) a la vez que son afectados por esto (ver [58], [68]). Sin embargo,
no existen experimentos realistas de física de partículas que permitan detectar
torsión en un futuro previsible, ya que el efecto esperado es muy débil. De hecho,
algunas referencias incluso desaconsejan en broma apostar por una detección de
este tipo (ver el final del capítulo 8 de [68]). Más aún, los fermiones del modelo
estándar interactúan formando estructuras localizadas. Dado que cualquier efecto
torsional que los fermiones crean no pueden propagarse en el vacío, podría parecer
que la torsión no juega un rol en la evolución tardía del universo8.

Sin embargo, es necesario tomar en cuenta la materia oscura antes de descartar la
torsión, ya que no es claro aún si la materia oscura posee espín o si su densidad de
espín desaparece o no. Los modelos cosmológicos estándar generalmente asumen
una densidad de spín nula por simplicidad, pero no hay razones físicas más allá
de esta hipótesis: Las restricciones de observación sobre la torsión son pobres. Por
el contrario, asumir una densidad de spin no nula proporciona una explicación
simple para fenómenos como la torsión en el parámetro de Hubble, ver [37].

Esto abre una interesante posibilidad, puesto que, como veremos, la torsión
background afecta a la propagación de la amplitud y la polarización de las ondas
gravitacionales. Esto significa que, en principio, incluso una torsión background
débil podría afectar la propagación de las ondas a escalas cosmológicas. Incluso
peor, podría ser que una propagación anómala no contabilizada de la amplitud
de las ondas gravitacionales podría obstaculizar nuestros efectos para utilizar las
fusiones de agujeros negros como sirenas estándar, haciendolas parecer más lejanas
o cercanas de lo que verdaderamente están. Sin embargo, como veremos más
adelante, no es el caso, dado que sería necesario una torsión background fuerte
poco realista para afectar la propagación de las ondas de un modo observable.

8La situación es contraria cuando se considera un plasma de fermiones extremadamente denso,
como en el universo muy primitivo o durante el colapso de un agujero negro. En este caso, la
torsión puede evitar la singularidad, proporcionar una alternativa a los modelos de inflación y
dar origen a los modelos Big Bounce (ver referencias [60] y [67]). Con respecto a la evolución
del universo tardío, es interesante observar que la inclusión de los efectos de torsión en las
fluctuaciones del vacío, reduce el problema de la constante cosmológica desde 122 órdenes de
magnitud a solo 8 (ver referencia [77]).
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Capítulo 3

Ondas gravitacionales

Luego de la formulación de la teoría de la relatividad general, Einstein predijo
la existencia de las ondas gravitacionales al encontrar soluciones tipo onda que
se propagaban a la velocidad de la luz en la version linealizada de la teoría en
la métrica. Sin embargo, no fue hasta el año 2015 que Ligo detectó por primera
vez en la historia, a través de una colisión de agujeros negros, la señal de onda
gravitacional GW170817 [7]. Paralelamente, la detección de la explosión de rayos
gamma GRB170817A por parte del observatorio Fermi [82] permitió comparar
las velocidades de las ondas gravitacionales y electromagnéticas, encontrando una
diferencia de solo una parte entre 1015 (ver [83]). Este hecho no coincidía con
las predicciones hechas por algunas teorías de la gravedad (tales como un sector
de las teorías de la familia de Hordenski), las cuales predecían una velocidad de
propagación anómala de las ondas gravitacionales. Más tarde, se demostró que
esta discordancia se produce por asumir que la torsión del espacio tiempo es nula
[74]. En este sentido, es conveniente introducir nuevas herramientas matemáticas
que faciliten y permitan un análisis más profundo del estudio de la propagación
de las ondas gravitacionales en geometrías de Riemann-Cartan.

En este capítulo revisaremos en primer lugar cómo las ondas gravitacionales surgen
al estudiar la teoría linealizada. Luego, estudiaremos brevemente los aspectos
básicos de las perturbaciones lineales y de segundo orden de los campos y sus
potenciales contribuciones a orden principal y secundario en el límite eikonal. En
la tercera parte veremos como implementar operadores de onda sobre geometrías
de Riemann Cartan. Finalmente, discutiremos las consecuencias de considerar
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la torsión en la propagación de las ondas gravitacionales en una geometría de
Riemann Cartan en la aproximación eikonal.

Un análisis más profundo de los tópicos discutidos en este capítulo pueden
encontrarse en [8] y [34].

3.1. Teoría Linealizada

3.1.1. Relatividad general estándar linealizada

Las ondas gravitacionales surgen en la teoría de la relatividad general estándar al
linealizar sus ecuaciones de campo (con constante cosmológica nula), las cuales
como sabemos, son no lineales en la métrica. En particular, al considerar campos
gravitacionales débiles, es posible escribir el tensor métrico como sigue

gµν = ηµν + hµν , (3.1.1)

donde |hµν | ≪ 1. Es decir, consideramos el espacio plano con una pequeña
perturbación, de modo que los términos que puedan aparecer en alguna ecuación
que sean de segundo orden serán totalmente despreciados. Dado que el valor
numérico de los tensores depende del sistema de referencia, escogeremos un marco
de referencia en donde 3.1.1 se satisface para una porción del espacio tiempo muy
grande.

Consideremos la siguiente transformación de coordenadas

x −→ x′µ = xµ + ζµ (x) . (3.1.2)

Exigiendo que las derivadas de ζµ (x) sean del mismo orden que |hµν |, encontramos
que la métrica transforma como

g′µν (x
′) = ηµν (x) + hµν (x)− (∂µζν + ∂νζµ) , (3.1.3)

por lo tanto, la perturbación métrica de hµν es como sigue:

h′
µν (x

′) = hµν (x)− (∂µζν + ∂νζµ) . (3.1.4)
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De 3.1.4 se observa que el difeomorfismo 3.1.2 es una simetría de la teoría
linearizada, pues |hµν | es aún muy pequeño.

Por otro lado, para transformaciones de Lorentz globales

xµ −→ x′µ = Λµ
νx

ν ,

la métrica cambia como se muestra a continuación:

g′µν (x
′) = ηµν + Λρ

µΛ
σ
νhρσ (x) , (3.1.5)

de donde se concluye que hµν es un tensor de Lorentz, pues

h′
µν (x) = Λρ

µΛ
σ
νhρσ (x) . (3.1.6)

Note que, bajo un difeomorfismo arbitrario,

g′µν (x
′) =

∂xα

∂xµ

∂xβ

∂xν
gαβ,

de donde se observa que la perturbación métrica es invariante bajo traslaciones
x′µ = xµ + aµ, con aµ no necesariamente infinitesimal. Esto sumado al hecho que
hµν también es covariante bajo rotaciones 3.1.6, significa que la teoría linealizada
es invariante bajo transformaciones de Poincaré.

A partir de todo lo mencionado anteriormente, debemos estudiar como se ven las
ecuaciones de Einstein Hilbert 2.3.16 en la teoría linealizada. Para ello, debemos
calcular todo lo necesario, no olvidando que solo debemos considerar términos a
primer orden en hµν .

A primer orden en hµν , el tensor de Riemann transforma como

R̊µνρσ =
1

2
(∂ν∂ρhµσ + ∂µ∂σhνρ − ∂µ∂ρhνσ − ∂ν∂σhµρ) , (3.1.7)

el cual es invariante bajo transformaciones de gauge 3.1.4. Calculando el resto de
los ingredientes obtenemos:
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R̊µν =
1

2

(
∂µ∂

ρhρν + ∂λ∂νhµλ −□hµν − ∂µ∂νh
)
, (3.1.8)

R̊ =
1

2
gφκ

(
∂φ∂

ρhρκ + ∂λ∂κhφλ −□hφκ − ∂φ∂κh
)
. (3.1.9)

Así, las ecuaciones de Einstein toman la forma

□h̄µν + ηµν∂
ρ∂σh̄ρσ − ∂λ∂ν h̄µλ − ∂µ∂

ρh̄ρν = −16πG

c4
Tµν ,

con h̄µν = hµν − 1
2
ηµνh.

Por otra parte, a través de 3.1.4, es posible demostrar que

∂ν h̄µν −→
(
∂ν h̄µν

)′
= ∂ν h̄µν (x)−□ζµ. (3.1.10)

Dada la libertad de elección de coordenadas, siempre es posible elegir un sistema
conveniente en que ∂ν h̄µν (x) = □ζµ. Es decir, es posible elegir un h̄µν tal que

∂ν h̄µν = 0, (3.1.11)

que es conocido como el gauge de Lorenz. Esto nos lleva a la ecuación de onda
inhomogenea

□h̄µν = −16πG

c4
Tµν . (3.1.12)

Considerando el caso del vacío, (Tµν = 0)

□h̄µν = 0, (3.1.13)

se observa que la onda se propaga a la velocidad de de la luz.

Originalmente, hµν tiene 10 componentes independientes, pero dado el gauge de
Lorenz, hµν reduce el número de sus componentes independientes a 6.
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3.1.2. Gauge transversal sin traza

En el vacío, es posible elegir coordenadas específicas para simplificar aún más la
solución de hµν en 3.1.13, ya que 3.1.11 no fija completamente el gauge de Lorenz.
En efecto, dado que □ζµ = 0 deja invariante el gauge 3.1.11, entonces

□ζµν = 0,

con
ζµν = ∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂

ρζρ,

también deja invariante 3.1.11. Puesto que ζµν depende de ζµ, podemos exigir
cuatro condiciones extra sobre hµν . Escogiendo ζ0 y ζ i de manera tal que h̄ =

h̄µ
µ = 0 y h0i (x) = 0, obtenemos el gauge totalmente fijado

h0µ = 0, (3.1.14)

hi
i = 0, (3.1.15)

∂jhij = 0. (3.1.16)

Además, h̄µν = hµν , lo cual es consecuencia directa de h̄ = 0. Este gauge es
conocido como el gauge transversal sin traza(TT ) y reduce los grados de libertad
de 6 a 2.

3.1.3. Solución de onda plana

La ecuación 3.1.13 admite soluciones de onda plana

hTT
µν = AµνRe

(
exp

(
ikλx

λ
))

, (3.1.17)

con Aµν es el tensor de polarización

Aµν =


A00 A01 A02 A03

A01 A11 A12 A13

A02 A12 A22 A23

A03 A13 A23 A33

 (3.1.18)
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y kλ el vector de onda. Imponiendo la condición del gauge de Lorenz 3.1.16, es
claro que las componentes espaciales de 3.1.17 que no se anulan están en el plano
transversal a la dirección de propagación de la onda, esto es

nihTT
ij = 0,

donde ni = ki

|k| . Esto significa que, si elegimos que la onda se propague a lo largo
de un eje z, entonces

A13 = A23 = A33 = 0.

Por otra parte, de 3.1.14 encontramos que

A00 = A01 = A02 = A03 = 0,

por lo que el tensor de polarización 3.1.18 tendría la forma

Aµν =


0 0 0 0

0 A11 A12 0

0 A12 A22 0

0 0 0 0

 . (3.1.19)

Por último, de la condición de traza nula 3.1.15, encontramos que 3.1.19 se
transforma en

Aµν =


0 0 0 0

0 A11 A12 0

0 A12 −A11 0

0 0 0 0

 . (3.1.20)

Tal como fue mencionado en la sección anterior, el tensor polarización tiene
dos componentes independientes, lo cual coincide con lo expresado en 3.1.20.
Explicitamente, el tensor de polarización estará dado por
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A′
µν = h+


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

+ h×


0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 , (3.1.21)

donde h+ = A′
11 y h× = A′

12 corresponden a las amplitudes de la polarización + y
×. El tensor polarización que acompaña a h× corresponde a una rotación en π

4
de

la polarización + en el plano ortogonal a la dirección de propagación de la onda.

Finalmente, la solución de la onda plana en términos del gauge TT es

hTT
µν =


0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× −h+ 0

0 0 0 0

 cos
(
ω
[
t− z

c

])
, (3.1.22)

que da lugar a un elemento de línea del estilo:

ds2 = −c2dt2 + dz2 +
(
1 + h+ cos

(
ω
(
t− z

c

)))
dx2 +

(
1− h+ cos

(
ω
(
t− z

c

)))
dy2

+2hx cos
(
ω
(
t− z

c

))
dxdy. (3.1.23)

3.2. Separación de ondas gravitacionales del

background

Hasta ahora, todo nuestro análisis se ha basado en la linealización de las ecuaciones
de Einstein mediante la separación de la métrica en una background plana más
pequeñas perturbaciones. Sin embargo, la métrica background no necesariamente
debe ser plana.

Es posible demostrar que, desde el punto de vista del detector, las ondas
gravitacionales son capaces de desplazarse mediante el paso de una onda
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gravitacional, cuyo efecto es descrito mediante una fuerza newtoniana1

ζ̈ i =
1

2
ḧijTT ζj. (3.2.1)

Esto trae como consecuencia que dichas ondas sean portadores de energía y
momentum, por lo tanto, conforme a la relatividad general, estas deben ser
capaces de curvar el el espacio tiempo.

Así pues, debemos considerar métricas background dinámicas que entiendan las
ondas gravitacionales como perturbaciones de una métrica background curva.

gµν (x) = ḡµν (x) + hµν (x) . (3.2.2)

Por supuesto, la pregunta natural es cuál de los objetos en 3.2.2 corresponde a
la métrica background y cual a la perturbación. Por lo general, la respuesta a
esta pregunta no es sencilla, puesto que la métrica podría recibir contribuciones
que podrían variar tanto en el tiempo como en el espacio. Sin embargo, existe un
caso útil cuando hablamos de métrica background y ondas gravitacionales, la cual
se da cuando existe una separación de escalas, en este caso, entre LB, que es la
escala de variación típica de la métrica background ḡµν , y λ = λ

2π
, que corresponde

a la longitud de onda reducida. La separación natural se da cuando se satisface la
condición

λ ≪ LB. (3.2.3)

El significado de hµν en 3.2.2 es el de pequeñas ondas en un background suave.
Este método de separación entre un background suave más perturbaciones es
conocida como el método de expansión de onda corta.

Dicha distinción también puede darse en el espacio de las frecuencias

fB ≪ f, (3.2.4)

donde fB y f es el valor máximo de la frecuencia que puede alcanzar ḡµν y hµν ,

1Para ver detalles del cálculo de la ecuación 3.2.1, consultar el capítulo 1.3 de [8]
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respectivamente. En este caso, hµν es una perturbación de alta frecuencia de un
background estático. La situación es representada en la figura 3.2.1

Figura 3.2.1: El background es definido como la parte de frecuencias bajas
mientras que para las ondas gravitacionales para las más altas. Fuente: [8]

Cabe destacar que 3.2.3 y 3.2.4 no están relacionadas entre sí. Sin embargo, si
solo una de ellas se satisface, entonces es posible realizar la separación 3.2.2.

3.3. Ondas en una geometría de Riemann-Cartan

Por lo general, las ondas gravitacionales se estudian en el contexto de la geometría
de Riemann, calculando todo lo necesario considerando como base la separación
de la métrica background y una perturbación, tal como lo mencionamos en la
sección anterior.

Para realizar dichos cálculos en una geometría de Riemann Cartan (RC) es
necesario considerar la conexión Γλ

µν como un nuevo grado de libertad, lo que
adiciona 24 grados de libertad nuevos a través de la ecuación para la torsión 2.3.8.

La mayoría de las teorías formuladas en este marco, tales como [10] y [11], se dan
utilizando un lenguaje tensorial y no en el formalismo de cartan. Sin embargo, si
existen herramientas matemáticas para hacerlo, donde se consideran la conexión
de espín y el vielbein como grados de libertad independientes y la parametrización
de las perturbaciones de estas tanto a primer (ver [12]) como a segundo orden
(ver [13]). Note que considerar términos de orden cuadrático en el término hµν

cobra relevancia, pues según lo mencionado en la sección anterior, el primer paso
que debemos realizar es separar la métrica en un background de baja frecuencia
y un término de alta frecuencia que corresponde a la onda en si misma hµν . El
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punto es que los términos hµν a orden cuadrático podrían tener efectos a baja
frecuencia, lo cual es simple de ver si pensamos en dos ondas cuyos vectores de
ondas k1 y k2 sean tales que k1 ≈ −k2.

3.3.1. Parametrización de las perturbaciones

En esta sección revisaremos brevemente una técnica para estudiar las
perturbaciones en un espacio tiempo con torsión para aplicarlos a las ondas
gravitacionales en la geometría de Riemann-Cartan2.

Consideremos una variedad d-dimensional M (d) dotada de una métrica gµν en
cada punto p. Dado que los vielbein ea codifican la misma información que la
métrica, también es posible definirlas en cada punto de la variedad.

Puesto que estamos trabajando con una geometría de RC, el vielbein ea y la
conexión de espín ωab son grados de libertad independientes, por lo que son
ambos los que describen la geometría background, situación que no ocurría cuando
trabajamos en una teoría de relatividad general estandar, donde la torsión es nula
y la geometría queda descrita solo por el vielbein.

Sean Ha, uab ∈ Ω(1) las perturbaciones del vielbein ea y la conexión de espín ωab,
respectivamente. La geometría perturbada queda descrita por las perturbaciones
del vielbein ēa y conexión de espín ω̄ab dadas por

ēa = ea +
1

2
Ha, (3.3.1)

ω̄ab = ωab + uab. (3.3.2)

La 1-forma Ha = Ha
be

b mapea los mismos grados de libertad que la perturbación
métrica hµν a través de 2.4.26. Además, sin importar la teoría que consideremos,
siempre es posible usar la invariancia local de Lorentz y la derivada de Lie para
demostrar que las componentes Hab deben ser simétricas, Hab = Hba (ver [74]).

A través de 2.4.26, es posible establecer una relación entre las perturbaciones del
vielbein y la métrica

hµν = Hµν +
1

4
Ha

µHαν . (3.3.3)

Asumiendo que Hµν es una función analítica, entonces podemos escribir Hµν como

2Para un análisis más detallado, ver [74]
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una serie de potencias en hµν

Hµν = a0δµν + a1hµν + a2hµρh
ρ
ν + a3hµρh

ρ
λh

λ
ν + ..., (3.3.4)

lo cual nos permite obtener la relación inversa

Ha
µ = ha

µ −
1

4
ha

ρh
ρ
µ +

1

8
ha

λh
λ
ρh

ρ
µ + ... (3.3.5)

Comparando 3.3.3 con 3.3.5, se observa una diferencia a orden cuadrático, lo que
significa que estas son solo formas diferentes de parametrizar los mismos grados
de libertad.

Así como definimos la conexión de espín en términos de las 1-forma contorsión y
ω̊ab, también es posible hacerlo para la conexión de espín perturbada uab como

uab = ůab + qab, (3.3.6)

donde ůab representa la parte sin torsión de la conexión de spin perturbada

ůab = ˚̄ωab − ω̊ab, (3.3.7)

mientras que qab es la perturbación de la contorsión

qab = κ̄ab − κab. (3.3.8)

Imponiendo la condición sin torsión 2.4.44 sobre la perturbación de la conexión
de espín, obtenemos

1

2
D̊Ha + ůa

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
= 0, (3.3.9)

cuya solución en serie de potencias de H es

ůab = ů
(1)
ab + ů

(2)
ab +O

(
H3
)
,

con ů
(1)
ab y ů

(2)
ab los términos lineales y cuadráticos de la solución de 3.3.9.
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Reemplazando este ansatz en 3.3.9 obtenemos dos ecuaciones a resolver

1

2
D̊Ha + ů

(1)
ab ∧ eb = 0,

ů
(2)
ab ∧ eb +

1

2
ů
(1)
ab ∧Hb +

1

2
ů
(2)
ab ∧Hb = 0,

en las cuales hemos separado la ecuación entre aquellas que van a orden 1 en H y
orden 2, respectivamente. Sus respectivas soluciones son dadas por

ů
(1)
ab =

1

2

(
IaD̊Hb − IbD̊Ha

)
, (3.3.10)

ů
(2)
ab =

1

8
Iab

(
D̊Hc ∧Hc

)
+

1

2

[
Ib

(
ů
(1)
ab ∧Hc

)
− Ia

(
ů
(1)
bc ∧Hc

)]
. (3.3.11)

Lo que sigue ahora es intentar obtener una parametrización completa de la
perturbación y no solo la pieza sin torsión. Para ello, debemos introducir nuevas
1-formas diferenciales

Uab = ůab −∆ab, (3.3.12)

V ab = qab +∆ab, (3.3.13)

con ∆ab una 1-forma antisimétrica de Lorentz, de manera tal que

uab = Uab + V ab. (3.3.14)

Utilizando estas variables, 3.3.9, toma la forma

1

2
DHa + Ua

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
+∆a

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
− 1

2
κa

b ∧Hb = 0. (3.3.15)

Cabe destacar que las derivadas sin torsión también fueron eliminadas de la
ecuación, esto debido a que, generalmente, las ecuaciones de campo de una teoría
surgen derivadas con torsión, y combinar ambas derivadas puede resultar engorroso
en los cálculos.
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Una larga mirada a las ecuaciones para u(1) y u(2) sugiere que ∆ab debe satisfacer

∆ab∧
(
eb +

1

2
Hb

)
− 1

2
κab∧Hb =

1

2
Ia

[
Hb ∧ Tb −

1

2
Hb ∧ Ib (H

c ∧ Tc)

]
+O

(
H3
)
.

(3.3.16)

Análogamente a 3.3.9, encontramos la solución de ∆ab separandolas en series de
potencias en H

∆ab = ∆
(1)
ab +∆

(2)
ab +O

(
H3
)
,

con

∆
(1)
ab =

1

2
[Ia (κbc ∧Hc)− Ib (κab ∧Hc)] , (3.3.17)

∆
(2)
ab = −1

8
Iab
(
Hcκcd ∧Hd

)
− 1

2

[
Ia

(
∆

(1)
bc ∧Hc

)
− Ib

(
∆(1)

ac ∧Hc
)]

. (3.3.18)

Reemplazando estas soluciones en 3.3.12, encontramos soluciones para Uab tanto
a primer como a segundo orden en H dadas por

U
(1)
ab = −1

2
(IaDHb − IbDHa) , (3.3.19)

U
(2)
ab =

1

8
Iab (DHc ∧Hc)− 1

2

[
Ia

(
U

(1)
bc ∧Hc

)
− Ib

(
U (1)
ac ∧Hc

)]
. (3.3.20)

Para una teoría con torsión propagante, el término de perturbación contorsional
V ab = V ab

ce
c es un grado de libertad independiente (ver [71],[74],[75]). Sin embargo,

para teorías con torsión no propagantes (como la teoría de Einstein-Cartan), es
posible encontrar una solución para V ab en términos de Ha y T a, de tal forma
que en una región donde la torsión background desaparece, la perturbación V ab

también lo hace.

La torsión y la curvatura perturbada pueden ser escritas en términos de las nuevas
variables Uab y Vab . Para el caso de la torsión, aplicamos la definición 2.4.45
considerando el espacio tiempo perturbado

T̄ a = κ̄a
b ∧ ēb.
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Introduciendo las ecuaciones 3.3.8, 3.3.13 y 3.3.1 en la ecuación anterior, obtenemos
una expresión apropiada para la torsión perturbada

Ta −→ T̄a = Ta + Vab ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
− 1

2
Ia

[
Hb ∧ Tb −

1

2
Hb ∧ Ib (H

c ∧ Tc)

]
.

(3.3.21)

Escribiendo 3.3.21 en términos de potencias de H, obtenemos

T a −→ T̄ a = T a + T a
(1) + T a

(2) + ...,

con

T (1)
a = Vab ∧ eb − 1

2
Ia
(
Hb ∧ Tb

)
, (3.3.22)

T (2)
a =

1

2
Vab ∧Hb +

1

4
Ia
(
Hb ∧ Ib (H

c ∧ Tc)
)
. (3.3.23)

Por otra parte, para la 2-forma curvatura bastará utilizar la definición usual 2.4.40
junto con la definición para la conexión de spin perturbada 3.3.6. De este modo,

Rab −→ R̄ab = Rab +Rab
(1) +Rab

(2) +O
(
H3
)
, (3.3.24)

donde los términos lineales y cuadráticos se definen como

Rab
(1) = DUab

(1) +DV ab, (3.3.25)

Rab
(2) = DUab

(2) +
(
Ua
(1)c + V a

c

)
∧
(
U cb
(1) + V cb

)
. (3.3.26)

De 3.3.25 y 3.3.25 se observan términos de segunda derivada en H, como es
de esperarse cuando se calculan las ecuaciones del movimiento para las ondas
gravitacionales. Por otra parte, los términos V ab pueden contener derivadas hasta
de primer orden si no consideramos derivadas en la curvatura, tal como ocurre en
la teoría de Lovelock [14], por lo que no encontraremos ecuaciones tipo onda para
V . Esto significa que H y V se propagan de manera diferente.
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3.4. Operadores de onda

Cuando se estudia la propagación de la onda en un espacio de Riemann, usualmente
se utilizan operadores tales como el operador de Beltrami y de Rham. Sin embargo,
cuando las estudiamos en un espacio de Riemann Cartan, el análisis de las ondas
queda muy limitado, por lo que requerimos de una generalización de los operadores
antes mencionados [72], los cuales serán los mismos a los que surgen de la teoría
de Einstein- Cartan (ver [18]).

Estas herramientas matemáticas nos permiten una mejor comprensión de las
consecuencias al considerar un campo propagandose en un espacio tiempo con
torsión a cualquier orden en el parámetro eikonal ϵ y no solo al orden principal
como se muestra en [16] y [17].

Cabe destacar que, aunque es posible continuar sin introducir este conjunto de
herramientas matemáticas, estos simplifican enormemente los cálculos y hace que
los resultados sean mucho más transparentes.

En [72] se estudia una definición matemática formal de la generalización de los
operadores de Beltrami y Rham en una geometría de Riemann-Cartan, y en
las referencias [55] y [73] encontramos ejemplos de su uso en teorías con torsión
no nulas. Nos referimos a estos artículos anteriores en caso de que el lector
requiera un tratamiento más profundo del tema, sin embargo, esta sección resume
brevemente las definiciones y las propiedades en términos del lenguaje de las
formas diferenciales.

3.4.1. Operadores de onda en geometría Rieminianna

Antes de estudiar los operadores de onda en una geometría RC, conviene recordar
los dos principales operadores de onda en un espacio sin torsión y como se
relacionan entre sí. Para ello, necesitaremos de un fibrado principal3 con un
grupo de gauge G, que para el caso de esta tesis, será el grupo especial ortogonal
SO (d− η−, η−).

Definición 6. Operador de Rham

3Un fibrado principal consiste en elegir en cada punto de un abierto Uα ⊂ M (d) un representante
del grupo de simetría que esta definido en cada punto de la variedad. La unión de todas estas
fibras compone el fibrado principal.
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Se define el operador de Rham como el mapeo lineal

□dR : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
,

dado por
□dR = d†d+ dd†, (3.4.1)

donde d† corresponde a la coderivada exterior 2.4.55. Este operador fue definido
por Georges De Rham con el sentido de generalizar el operador de onda ∇2

utilizado en el espacio plano.

En particular, si aplicamos este operador sobre ϕ ∈ Ω0
(
M (d)

)
□dRϕ = d†dϕ, (3.4.2)

pues la coderivada sobre una 0 forma es nula. Tras un poco de álgebra, es sencillo
demostrar que 3.4.2 puede escribirse del siguiente modo

□dRϕ = − 1√
|g|

∂λ

(√
|g|∂λϕ

)
.

Definición 7. Operador de Beltrami

El operador lineal de Beltrami es un mapeo lineal del tipo

□B : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
,

definido como
□B = ∇̊µ∇̊µ. (3.4.3)

Es necesario subrayar que los operadores de Rham 3.4.1 y de Beltrami 3.4.3 son
operadores distintos, y solo coinciden cuando actúan sobre 0-formas. Sin embargo,
ambos operadores se relacionan mediante las identidades de Weitzemböck [19].

Definición 8. Identidad de Weitzemböck

La identidad de Weitzemböck relaciona los operadores definidos anteriormente
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como sigue
□dRα = □Bα + Ia

(
R̊a

b ∧ Ibα
)
, (3.4.4)

con α ∈ Ωp.

En general, el segundo término de 3.4.4 nos proporcionará elementos que son
proporcionales a la curvatura de Riemann, cuya cantidad de términos dependerá
del grado de la forma diferencial.

El lector debe advertir que la presencia de torsión en la variedad es irrelevante a
la hora de considerar la ecuación de onda para una p-forma escalar. Observe que
el lado izquierdo de 3.4.4 nos puede proveer información sobre la métrica de la
variedad, hecho que esta en corcondancia con lo que ocurre en el lado derecho,
pues tanto la conexión de Christoffel como la curvatura de Riemann dependen de
la métrica, por lo que no es ninguna sorpresa la ausencia de torsión.

A pesar de haber definido operadores de onda más generales que el D’Alambertiano
que se utiliza en el espacio plano, ninguno de estos operadores es covariante de
SO(η+, η−) cuando utilizamos este operador sobre formas diferenciales con índices
libres de Lorentz, por lo que necesitamos una generalización de este operador, de
modo tal que objetos tales como □dRα

ab estén bien definidos. Para ello, debemos
en primer lugar definir una nueva derivada que actúa en espacios curvos.

Definición 9. Coderivada exterior covariante

La coderivada exterior covariante corresponde a un mapeo lineal

D† = Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp−1

(
M (d)

)
,

cuya definición explícita es dada por

D† = − (−1)d(p+1)+η− ∗ (D∗, (3.4.5)

donde ∗ corresponde al dual de hodge. Por supuesto, también es posible definir la
misma coderivada sin torsión

D̊† = − (−1)d(p+1)+η− ∗ (D̊ ∗ . (3.4.6)
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Esta derivada tiene la particularidad de ser covariante bajo el grupo SO(η+, η−)

al actuar sobre objetos que contengan índices libres de Lorentz.

Definición 10. Operador de Lichnerowicz de Rham

El operador lineal de Lichnerowicz de Rham

□LdR : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
,

corresponde a una generalización del operador de Rham en un espacio curvo dado
por

□LdR = D̊†D̊ + D̊D̊†, (3.4.7)

el cual, como es de suponerse, actúa covariantemente sobre formas diferenciales
que pertenecen a alguna representación del álgebra del grupo SO (d− η−, η−) .

Este operador también se relaciona con el operador de Beltrami de una manera
muy similar a como lo hace la identidad de Weitzenböck 3.4.4.

□LdRα
ab = □Bα

ab + Ia

(
R̊a

b ∧ Ibαab
)
. (3.4.8)

donde αab es una p-forma con índices libres de SO(η+, η−).

3.4.2. Operadores de onda en geometría de Riemann Cartan

Antes de definir los operadores de onda generalizados mencionados anteriormente,
es menester introducir otros operadores para luego estudiar el comportamiento de
la onda en un espacio tiempo con torsión, todos ellos covariantes de SO (d− η−, η−)

al aplicarse sobre campos con índices libres de Lorentz.

Definición 11. Derivada generalizada de Lie

Sea α ∈ Ωq
(
M (d)

)
. Se define la derivada generalizada de Lie como una aplicación

lineal del tipo
Dα : Ωp

(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
,

cuya definición explícita es
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Dα = IαD +DIα. (3.4.9)

Si α corresponde al elemento base de una q-forma ea1 ∧ ... ∧ eaq , entonces la
notación se escribe como se señala a continuación:

Da1...aq = Ia1...aqD +DIa1...aq . (3.4.10)

Si α ∈ Ω1
(
M (d)

)
, entonces la derivada de Lie generalizada satisfacerá la regla de

Leibniz

Dα (P ∧Q) = DαP ∧Q+ P ∧ DαQ, (3.4.11)

con P y Q una p y q forma respectivamente.

Otra propiedad adicional de este operador es que si α corresponde al vielbein ea,
entonces

Da = e µ
a ∇µ + IaT

c ∧ Ic. (3.4.12)

La ecuación 3.4.12 nos informa que, al considerar un espacio tiempo sin torsión,
la derivada generalizada de lie Da coincide con la derivada covariante sin torsión
∇̊a = e µ

a ∇̊µ.

Por último, la derivada covariante de Lorentz D también se relaciona con la
derivada Da mediante 3.4.13 (ver apéndice A2)

D = ea ∧ Da − T a ∧ Ia. (3.4.13)

Una característica práctica de los operadores Ia, D y Da es que estos abarcan una
super algebra abierta satisfaciendo la super identidad de Jacobi (ver apéndice B
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de referencia [72])

{Ia, D} = Da, (3.4.14)

{Ia, Ib} = 0, (3.4.15)

{D,D} = 2D2, (3.4.16)

[Ia,Db] = −T c
abIc, (3.4.17)

[D,Da] = D2Ia − IaD
2, (3.4.18)

[Da,Db] = IabD
2 +D2Iab + IaD

2Ib − IbD
2Ia − (DT c

ab ∧ Ic + T c
abDc) . (3.4.19)

Estas propiedades simplifican enormemente los cálculos algebraicos.

Definición 12. Coderivada covariante generalizada

La coderivada covariante generalizada es un mapeo lineal

D‡ : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp−1

(
M (d)

)
,

definido como

D‡ = −IaDIa. (3.4.20)

Es posible demostrar que la relación entre este operador y la coderivada exterior
covariante 3.4.6 es (ver: [15])

D‡γd = D†γd − 1

2

[
IbcT aIbc

(
ea ∧ γd

)
+
(
IaT b − IbT a

)
∧ Iabγ

d
]
. (3.4.21)

Definición 13. Operador de Beltrami generalizado

El operador de Beltrami es un mapeo lineal

■B : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
,

definido como
■B = −DaDa. (3.4.22)

Definición 14. Operador generalizado de Lichnewowicz de Rham
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El Operador generalizado de Lichnewowicz de Rham corresponde a un mapeo
lineal

■LdR : Ωp
(
M (d)

)
−→ Ωp

(
M (d)

)
,

dado por

■LdR = D‡D +DD‡. (3.4.23)

Ambos operadores 3.4.22 y 3.4.23 se relacionan entre sí en una relación análoga a
3.4.4, la cual es llamada la identidad de Weitzenböck generalizada

■LdR = ■B + IaD
2Ia, (3.4.24)

donde el segundo término da lugar a la curvatura de Lorentz vía las identidades
de Bianchi.

Por supuesto, a partir de 3.4.24, es posible recuperar la identidad de Weitzenböck
3.4.4 actuando sobre una p-forma escalar α en una variedad sin torsión, esto es

■LdRα = ■Bα + IaD
2Iaα,(

D̊‡D̊ + D̊D̊‡
)
α =

(
−D̊aD̊a

)
α + IaD̊

2Iaα. (3.4.25)

De 3.4.21 se observa que la co-derivada exterior actuando sobre campos escalares
en un espacio tiempo sin torsión se puede escribir como

d†α = D̊‡α. (3.4.26)

Además, si consideramos la equivalencia D̊a = ∇̊a en un espacio tiempo sin torsión
y que d = D cuando actuamos sobre formas escalares de SO (d− η−, η−). , la
ecuación 3.4.25 se transforma en

(
d†d+ dd†

)
α = −∇̊a∇̊aα + IaD̊

2Iaα, (3.4.27)
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lo que nos lleva a la identidad de Weitzenböck usual 3.4.4.

□dRα = □Bα + IaD̊
2Iaα.

En resumen, cuando trabajamos con una p-forma escalar en un espacio tiempo
sin torsión, los operadores generalizados de Lichnewowicz- de Rham y Beltrami se
reducen a los operadores de Rham y Beltrami usuales, respectivamente.

Si consideramos el mismo espacio tiempo sin torsión, pero en esta oportunidad
con una p-forma βab que contenga índices libres de Lorentz, los términos del
lado derecho de 3.4.27 no cambian. Sin embargo, el operador generalizado de
Lichnewowicz- de Rham se transforma en el operador de Lichnerowicz de Rham
usual, pues en estas situaciones, es posible demostrar a través de 3.4.21 que
D̊‡ = D̊†, así, 3.4.24 se transforma en

□LdRβ
cd = □Bβ

cd + Ia

(
R̊a

b ∧ Ibβcd
)
. (3.4.28)

Desde un punto de vista físico y fenomenológico, la ecuación 3.4.24 es también
una definición apropiada del operador de onda. Esto es debido a que D‡D +DD‡

(o equivalentemente, el operador de Beltrami generalizado −DaDa) es el operador
de onda que surge de las perturbaciones del término de Einstein-Hilbert en el
caso de torsión no nula. Para dejar claro este punto, en las siguientes secciones
revisaremos brevemente las perturbaciones en la geometría de Riemann-Cartan y
las perturbaciones de alta frecuencia del término de Einstein-Hilbert.

3.5. El límite eikonal en el operador generalizado

de Lichnewowicz de Rham

El límite eikonal consiste en la búsqueda de soluciones a la ecuación de onda
generalizada de la onda gravitacional propagante

■LdRH
a = 0, (3.5.1)

cuya fase varíe rapidamente en la escala de λ, mientras que la amplitud de la onda
no variaría demasiado, ya que esta solo lo hace en la escala característica LB.
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Adicionalmente a la condición eikonal, la onda gravitacional debe satisfacer el
gauge de Lorenz 3.1.11, que en una geometría de Riemann-Cartan luce como4

DaH
a − 1

2
dIaH

a = 0. (3.5.2)

Escribiremos en primer lugar la parametrización de la onda en términos de las
variables mencionadas anteriormente.

Ha = exp (iθ)Ha, (3.5.3)

donde Ha es la 1-forma amplitud de la onda compleja y θ representa la fase real.
Similarmente, para el término de perturbación contorsional tenemos que

V a
b = exp (iθ)Va

b,

donde Va
b también actúa como 1-forma amplitud.

Utilizando la identidad de Weitzenböck generalizada 3.4.24, es posible mostrar
que 3.5.1 se puede escribir del siguiente modo

■LdRH
b = exp (iθ)

[
k2Hb − 2i

(
kaDaHb − 1

2
HbD‡k

)
+■LdRH

b

]
, (3.5.4)

con k = dθ la 1-forma de onda.

Se define el parámetro eikonal ϵ como

ϵ =
λ

L
. (3.5.5)

Dada la condición λ ≪ LB, es claro que ϵ ≪ 1, lo que nos permite hacer una

4ver [55] para más detalles



52 3.5. El límite eikonal en el operador generalizado de Lichnewowicz de Rham

expansión del tipo

Ha =
∞∑
p=0

Ha
(p) (3.5.6)

Va
b =

∞∑
p=0

Va
b(p) (3.5.7)

donde Ha
(p) y Va

b(p) corresponden a 1-formas amplitud de orden p en ϵ. Así pues,
al reemplazar 3.5.6 en 3.5.4, esta se dividirá en términos de diferentes órdenes en
ϵ, los cuales serán independientes entre sí. En particular, las dos ecuaciones de
interés son las siguientes:

k2Hb
(0) = 0, (3.5.8)

k2Hb
(1) − 2i

(
kaDaHb

(0) −
1

2
Hb

(0)D
‡k

)
= 0, (3.5.9)

que corresponden a las ecuaciones que se satisfacen a orden ϵ−2 y ϵ−1,
respectivamente.

Note que k = dθ = O (ϵ−1), ya que θ cambia rápidamente en el parámetro eikonal.
Por otra parte, Hb

(0) corresponde a un término independiente de λ, por lo que es
no nulo. De esto y de 3.5.8, se desprende la relación de dispersión

k2 = 0. (3.5.10)

Diferenciando esta ecuación con respecto a la derivada de Lie generalizada Da,
obtenemos que

kaD̊ak
b = 0.

Utilizando la relación 3.4.12 se puede escribir como sigue

kµ∇̊µkν = 0. (3.5.11)

De 3.5.11 observamos que la 1-forma de onda k satisface la ecuación de la geodésica,
independientemente si existe o no torsión en la geometría background.
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Por otro lado, introduciendo la relación de dispersión 3.5.10 en 3.5.9, obtenemos
una ecuación que nos provee información sobre la propagación de la amplitud de
la onda a orden principal

kaDaHb
(0) −

1

2
Hb

(0)D
‡k = 0. (3.5.12)

En este punto, conviene introducir una amplitud escalar real ϕ =
√
ϕaϕa y una

1-forma polarización compleja P a = P a
be

b, de modo tal que

Hb
(0) = ϕP b. (3.5.13)

Siempre es posible elegir la normalización de la polarización como

(−1)η− ηab ∗
(
P a ∧ ∗P b

)
= 1, (3.5.14)

que, para el caso particular de esta forma diferencial, la normalización 3.5.14 se
traduce en

P̄abP
ab = 1. (3.5.15)

Multiplicando la ecuación anterior por ϕ2, obtenemos

H̄ab(0)Hab
(0) = ϕ2. (3.5.16)

Antes de continuar, notemos que, en el contexto de una teoría con torsión no
nula, podrían existir 6 modos de polarización presentes en las componentes de Hab

en lugar de 2 como ocurre en una geometría Riemanniana. Esto se debe a que,
para este tipo de teorías, es imposible realizar una mayor fijación del gauge. Por
ejemplo, es posible escribir la polarización de la onda gravitacional propagante en
la tercera dirección del sistema de referencia ortonormal como

Pab = p(+)P(+)
ab + p(×)P(×)

ab + p(b)P(b)
ab + p(l)P(l)

ab + p(x)P(x)
ab + p(y)P(y)

ab , (3.5.17)
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con la base de polarización ortonormal

P(+)
ab = 1√

2


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

 , P(×)
ab = 1√

2


0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 ,

P(b)
ab = 1√

2


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 , P(l)
ab = 1√

2


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

 ,

P(x)
ab = 1√

2


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0

 , P(y)
ab = 1√

2


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 ,

(3.5.18)

y donde

p̄(+)p(+) + p̄(×)p(×) + p̄(b)p(b) + p̄(l)p(l) + p̄(x)p(x) + p̄(y)p(y) = 1. (3.5.19)

Es esencial recordar que, incluso en el caso estándar de relatividad general sin
torsión, la fijación adicional del gauge (como el gauge transversal sin traza) es
solo aproximada en una geometría background genérica, y solo es válida a órdenes
principales y secundarios en la expansión eikonal. Para una geometría background
genérica, esto significa que en el caso de la relatividad general sin torsión, algunas
componentes de la polarización dominan sobre otros, lo que matemáticamente
quiere decir que

p̄(+)p(+) + p̄(×)p(×) ≈ 1, (3.5.20)

p̄(b)p(b) + p̄(l)p(l) + p̄(x)p(x) + p̄(y)p(y) ≤ ϵ2. (3.5.21)

Esta jerarquía de modos de polarización puede romperse en un background
torsional genérico, volviendo a los demás modos significativos.

Continuando con el análisis eikonal, es posible utilizar las ecuaciones 3.5.13-3.5.16
en 3.5.12 para deducir el comportamiento de la polarización 3.5.22 y la amplitud
de una onda gravitacional 3.5.23 (Ver apéndices A2 y A3)
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kλ∇̊λPµν = −1

2
kγ
[
PµνΠ

αβTαβγ + (−Tλγµ + Tµγλ − Tγλµ)P
λ
ν + (Tλγν + Tνγλ − Tγλν)P

λ
µ

]
, (3.5.22)

∇̊λJ
λ = Tµνλ (Π

µν − gµν) Jλ. (3.5.23)

donde

Παβ = P̄α
γP

γβ + P̄ β
γP

γα, (3.5.24)

Jλ = ϕ2kλ. (3.5.25)

Jλ juega el rol de una densidad de corriente conservada cuando no estamos en
presencia de torsión5.

La ecuación 3.5.22 nos informa que la polarización interactúa con la torsión
background al propagarse sobre geodésicas nulas, generando un comportamiento
anómalo con respecto a lo que ocurre en un espacio de Riemann, pues en el caso
de torsión nula, 3.5.22 se transforma en

kλ∇̊λPµν = 0, (3.5.26)

donde se observa que la polarización se transporta paralelamente mientras la onda
se propaga en una geodésica nula.

Un análisis similar se puede realizar a partir de la ecuación 3.5.23, la cual muestra
un comportamiento anómalo de la propagación de la amplitud ante la presencia
de torsión background, la que consiste en el incremento o el decrecimiento de la
amplitud. Esta situación no ocurre en un espacio tiempo sin torsión, donde Jλ

actúa como una densidad de corriente conservada, provocando que la amplitud se
conserve.

Es importante notar que el aumento o disminución de la amplitud es proporcional
al número de onda kλ, cuyo valor no se verá afectado por la torsión debido a que
la relación de dispersión no cambia.

Como consecuencia de todo lo analizado en este capítulo, la medición de la

5Cuando trabajamos en electromagnetismo, este tensor es llamado el tensor de número de
fotones.



56 3.5. El límite eikonal en el operador generalizado de Lichnewowicz de Rham

amplitud y la polarización de una onda gravitacional podría usarse para detectar
la presencia de torsión en la geometría background.
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Capítulo 4

Estudio de las ondas gravitacionales

en la teoría ECSK

Dadas las consecuencias en la propagación de las ondas gravitacionales mostradas
en el capítulo anterior, es perfectamente lógico pensar que las ondas emitidas
producto de la fusión de dos agujeros negros puedan ser afectadas ante una
eventual fuente de torsión, peligrando así el uso de estos como sirenas estándar
para medir la expansión del universo.

En este capítulo estudiaremos la propagación de las ondas gravitacionales en la
teoría ECSK, donde se mostrará explicitamente la propagación anómala de la
amplitud y la polarización de ondas gravitacionales en la aproximación eikonal,
situación que es generada por los efectos de la torsión inducida por un eventual
espín de la materia oscura. Adicionalmente, se discutirá la posibilidad de usar las
ondas gravitacionales para estudiar sus implicaciones a escalas cosmológicas.

4.1. Estudio de las ondas gravitacionales en la

teoría ECSK

La teoría ECSK es un buen punto de partida para estudiar la fenomenología
de la propagación de las ondas gravitacionales antes de pasar a considerar
lagrangianos más complejos por las siguientes razones: en primer lugar, el gran
éxito observacional de la teoría de la relatividad general estándar lo hace atractivo
para analizar teorías cercanas a su dinámica; en segundo lugar, la teoría ECSK es
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la teoría más sencilla con torsión no nula que, a pesar de tener una torsión que no
se propaga, puede afectar a la propagación de una manera no trivial.

Las siguientes secciones analizan las ondas gravitacionales en la teoría ECSK con
torsión background no nula.

4.1.1. Propagación de las ondas gravitacionales en la teoría

ECSK

Cuando estudiamos ondas gravitacionales (en cualquier teoría), debemos separar
los términos de alta y baja frecuencia (hasta segundo orden en perturbaciones).
El trozo de alta frecuencia describe cómo la onda se propaga en la geometría
background, creando un tensor de energía-momentum efectivo y un tensor de
espín. Los capítulos 1 y 4 de [27] proporcionan un excelente ejemplo de como
llevar a cabo esta separación en el contexto de la relatividad general.

Dado que nosotros estamos interesados en el estudio de la propagación de la
onda, nos enfocaremos en los efectos de los términos de alta frecuencia. En esta
pieza de alta frecuencia, no todos los términos son igualmente importantes. Por lo
tanto, consideraremos solo los términos que contribuyan a los órdenes principal y
secundarios en la aproximación eikonal. De esta manera, empezamos por estudiar la
perturbación de todos los términos de la ecuación 2.4.60. Sin embargo, procediendo
como en el caso estándar de la relatividad general (ver [55]), es directo demostrar
de 2.4.60 que los únicos términos que contribuyen a la propagación de las ondas
gravitacionales en esta aproximación están dentro de la expresión

1

2
ϵabcdR

ab
(1) ∧ ec = 0, (4.1.1)

siendo Rab
(1) la perturbación lineal de la curvatura de Lorentz.

Es posible demostrar (ver apéndice A1 de [55]) que

1

2
ϵabcdR

ab
(1) ∧ ec =

(
Wmd −

1

2
ηmdW

p
p

)
∗ em, (4.1.2)

con
Wmd = (IdDa − IaDd + T p

daIp)
(
Ua

m(1) + V a
m

)
(4.1.3)



4.1. Estudio de las ondas gravitacionales en la teoría ECSK 59

utilizando el gauge de Lorenz 3.5.2, es posible reescribir 4.1.3 como se muestra en
4.1.4

Wmn = −1

2
(InDaDaHm − In [Da,Dm]H

a) + (InDa −DnIa)V
a
m. (4.1.4)

Por consiguiente, la ecuación 4.1.2 es equivalente a exigir Wmn = 0. Observe que
el operador de onda corresponde al operador de Beltrami generalizado 3.4.22.

4.1.2. Análisis eikonal

Hasta este punto, hemos preferido la concisión de las formas diferenciales sobre la
base ortonormal para estudiar las propiedades generales del operador de onda y
la teoría ECSK. Sin embargo, en las próximas secciones, analizaremos las ondas
gravitacionales en el límite eikonal y su propagación en un background cosmológico.
Es mucho mas amigable para la mayoría de los lectores llevar a cabo este trabajo
en términos de tensores en una base coordenada, por lo que pasaremos a esta
descripción en lo que sigue.

En primer lugar, es conveniente remplazar el álgebra abierto 3.4.14-3.4.19 en
4.1.4, preservando solo los términos a órdenes principales (O (ϵ−2)) y secundario
(O (ϵ−1)) en 4.1.4. Luego, debemos pasar a la base coordenada usando 3.4.12. El
resultado de esto es (ver apéndice A4)

Wµν |lead.+sublead.= −
[
1

2
∇λ∇λHµν + Tσρν∇ρHσ

µ +
1

2
Tρσµ∇ρHσ

ν

]
+∇λVλµν+∇νV

λ
µλ.

(4.1.5)

Esta ecuación tiene una parte simétrica y antisimétrica que se anulan
independientemente, las cuales son dadas por

W+
µν | lead.+sublead. = 0,

W−
µν | lead.+sublead. = 0.
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La anulación de W−
µν nos permite resolver Vαβγ en términos de Hµν y Tλµν como

Vαβγ =
1

4

([
T σ

σρH
ρ
α − TρσαH

ρσ
]
gβγ −

[
T σ

σρH
ρ
β − TρσβH

ρσ
]
gαγ
)

−
(
Tραβ +

1

4
[Tαβρ − Tβαρ]

)
Hρ

γ +
1

4

[
(Tβργ + Tγρβ)H

ρ
α − (Tαργ + Tγρα)H

ρ
β

]
.

Aquí podemos ver que en el vacío Tλµν = 0 también implica Vαβγ = 0, como
debería ser esperado para una torsión no propagante.

Reemplazando esto de nuevo en W+
µν |lead.+sublead., obtenemos

W+
µν |lead.+sublead. =

1

2

[
−∇λ∇λHµν −

(
2Tσρν +

1

2
[Tρσν + Tνσρ]

)
∇ρHσ

µ

−
(
2Tσρµ +

1

2
[Tρσµ + Tµσρ]

)
∇ρHσ

ν − 1

2
gµνTρσλ∇λHρσ

+
1

4
[gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ)] ∂

λH

]
.

De esta expresión, es claro que la torsión afecta a la propagación de la onda
a órdenes secundarios. Además, observe que cuando la torsión desaparece,
recuperamos la ecuación de onda de la relatividad general estándar en términos
del operador de Beltrami estándar.

Llevando a cabo el análisis eikonal usando las ecuaciones 3.5.6-3.5.7, encontramos
que al orden principal O (ϵ−2), la relación de dispersión se mantiene sin cambios,
esto es

kµkµ = 0, (4.1.6)

implicando que las ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz. Más
aún, teniendo en cuenta que k = dθ y tomando la derivada de Lie generalizada en
relación de dispersión, volvemos a obtener la ecuación 3.5.11

kµ∇̊µk
λ = 0, (4.1.7)

por lo tanto, la conclusión es la misma que se mencionó en la sección anterior: a
pesar de la torsión background no nula, las ondas gravitacionales se mueven a lo
largo de geodésicas nulas. Esto podría parecer contraintuitivo porque, además de
las geodésicas estándar sin torsión, una geometría de Riemann-Cartan permite
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definir auto paralelas
d2Xλ

dτ 2
+ Γλ

µν

dXµ

dτ

dXν

dτ
= 0

usando la conexión completa Γλ
µν y no solo el símbolo de Christoffel Γ̊λ

µν . Este
hecho sencillo es crucial desde un punto de vista observacional. La observación
multi-mensajera GW170817/GRB170817 implica que las ondas gravitacionales y
electromagnéticas viajan a la misma velocidad y en el mismo tipo de trayectorias.
Si las ondas electromagnéticas se mueven en geodésicas nulas sin torsión y las
ondas gravitacionales en autoparalelas, esto aún podría haber causado un retraso
incluso si ambas ondas viajan a la misma velocidad.

Por otra parte, el orden secundario O (ϵ−1) nos proporciona la relación

1

2
∇λk

λHµν + kλ

(
∇λHµν +

1

2
M+

λµν

)
= 0, (4.1.8)

con

M+
λµν =

(
2Tσλν +

1

2
[Tλσν + Tνσλ]

)
Hσ

µ +

(
2Tσλµ +

1

2
[Tλσµ + Tµσλ]

)
Hσ

ν

+
1

2
gµνTρσλHρσ − 1

4
[gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ)]H. (4.1.9)

Note que la ecuación 4.1.8 codifica la amplitud ϕ y la propagación de la polarización
Pµν . La forma tradicional de obtener esta información es a través de la densidad
de corriente Jµ = ϕ2kµ, el cual se conserva en el caso Riemanniano, aunque no en
el caso con torsión.

En nuestro caso, después de reemplazar 3.5.13 y 3.5.15 en 4.1.8, obtenemos (ver
apéndice A5)

∇̊λJ
λ = (Πµν − gµν)TµνλJ

λ, (4.1.10)

con Πµν dado por

Πµν =
1

2

[
3
(
P̄ µσP ν

σ + P µσP̄ ν
σ

)
−
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
+

1

2
P̄Pgµν

]
(4.1.11)

y P = P λ
λ denotando la traza de la polarización.

La polarización también se propaga anómalamente en un background torsional.
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Reemplazando la ecuación 4.1.10 en 4.1.8, encontramos después de un poco de
álgebra (ver apéndice A5) la relación

kλ∇̊λPµν = −1

2
kλ

[
ΠρσTρσλPµν +

(
Tσλν −

1

2
[Tλσν + Tνσλ]

)
P σ

µ

]
+

(
Tσλµ −

1

2
[Tλσµ + Tµσλ]

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
[gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ)P ] . (4.1.12)

Las ecuaciones 4.1.10 y 4.1.12 muestran que la torsión, incluso si esta no se propaga,
puede afectar a la propagación de la amplitud de las ondas gravitacionales y su
polarización.

Con respecto a las ecuaciones 4.1.10- 4.1.12, la forma explícita del lado derecho de
ambas ecuaciones dependen de la estructura del lagrangiano de la teoría ECSK,
pero es una característica genérica de las teorías con torsión no nula para crear
una propagación anómala de la amplitud y la polarización. Este comportamiento
anómalo es una característica intrínseca del operador de onda en geometrías de
Riemann-Cartan. El cambio de teoría solo cambiaría los pesos de los coeficientes
en las ecuaciones 4.1.10- 4.1.12. Por ejemplo, incluso si comenzamos solo con el
operador

DaDaHm = 0,

la ecuación 4.1.4 no desaparecerá y, por lo tanto, la torsión seguirá dando lugar a
una propagación anómala (ver [72]).

4.1.3. Propagación de la amplitud en un escenario de torsión

débil

El enorme éxito observacional de la relatividad general deja en claro que los
efectos torsionales, si están presentes, deberían ser débiles. Por ejemplo, el perfil
de las ondas gravitacionales emitidos por las fusiones se ajusta muy bien en las
predicciones de la relatividad general.

La torsión, si es que está presente (por ejemplo, siendo creado por una posible
densidad de espín de materia oscura), pareciera no tener efectos observables en el
proceso de emisión. Hay algunos trabajos que apoyan este argumento. De hecho,
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[78] estudió los procesos de emisión de ondas gravitacionales de las fusiones en
la teoría ECSK. Esta mostró que solo las densidades de espín extremadamente
grandes (como las del universo muy temprano) podrían dar lugar a desviaciones
importantes de la relatividad general en el proceso de emisión.

Esto hace interesante considerar un “escenario torsional débil”, donde un
background torsional podría estar presente, pero es muy débil para afectar el
proceso de emisión de ondas gravitacionales. En particular, solo los modos de
polarización (+) y (×) son relevantes y los otros cuatro modos son al menos ϵ veces
más débiles (ver ecuación 3.5.20). Sin embargo, estas ondas gravitacionales deben
viajar largas distancias cosmológicas antes de alcanzar nuestros detectores. En tal
caso, no es claro si los efectos acumulativos del background torsiónal podrían ser
observados al momento de la detección.

La codificación de los modos de polarización a lo largo de la ecuación geodésica
4.1.12 podría hacer crecer los otros modos de polarización mientras la onda
gravitacional se propaga. Además, una propagación anómala de la amplitud de la
onda gravitacional 4.1.10 no contabilizada podría entorpecer nuestros esfuerzos de
usar fusiones como sirenas estándar, haciéndolas parecer mas cercanas o lejanas
de lo que realmente están. Por esta razón, nos concentraremos en el problema
de la amplitud; los detalles de la propagación de la polarización se dejarán para
trabajos futuros.

Consideremos ondas gravitacionales propagándose a lo largo de geodésicas nulas
sin torsión 4.1.7, con un vector tangente dXµ

dη
∝ kµ,un parámetro afín η y η0

el parámetro afín al momento de la emisión. Sea ϕ (η) la amplitud de la onda
gravitacional a η y ϕ̊ (η) la amplitud a η predicha por la relatividad general
estándar. Luego, podemos definir

A (η) = ln
ϕ

ϕ̊
(4.1.13)

como un parámetro definiendo la propagación anómala de la amplitud. Un escenario
torsional débil implica que ϕ (η0) = ϕ̊ (η0) y, por lo tanto, A (η0) = 0. En este
contexto, supongamos una teoría genérica con una torsión que no desaparece, lo
que nos lleva a la ruptura de la conservación de Jµ en alguna forma generalizada
de la ecuación 4.1.10,
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∇̊µJ
µ = NµJ

µ.

Puesto que ϕ = exp (A) ϕ̊, es posible escribir esta última ecuación como

∂µ exp (2A) ϕ̊
2kµ + exp (2A) ∇̊µJ̊

µ = Nµ exp (2A) ϕ̊
2kµ,

donde J̊µ = ϕ̊2kµ. Además, usando el hecho que ∇̊µJ̊
µ = 0, después de un poco

de álgebra, encontramos
dA

dη
=

1

2
Nµ

dXµ

dη
.

De este modo, tenemos que A = 1
2

∫ η

η0
dη̃Nµ (η̃)

dXµ

dη̃
y

ϕ (η) = exp

(
1

2

∫ η

η0

dη̃Nλ (η̃)
dXλ

dη̃
ϕ̊ (η)

)
, (4.1.14)

particularmente, en el caso de la teoría ECSK,

Nλ = (Πµν − gµν)Tµνλ.

Consecuentemente, en el caso de las fusiones, la discordancia entre ϕ (η) y ϕ̊ (η)

podría conducir en principio a una evaluación errónea de la relación de distancia
de luminosidad.

Para ser más preciso, observemos que la amplitud predicha por las fusiones de
agujeros negros en la relatividad general estándar tiene la forma

ϕ̊ =
1

DL

FGW ,

donde DL es la distancia de luminosidad y FGW es una función complicada y
dependiente del tiempo de las masas y el momento angular de la fusión (ver
capítulo 4 de [8]).

Un background torsional introduce un factor extra de correción exp (A) a
la amplitud. Por lo tanto, un observador que modele el perfil de las ondas
gravitacionales por la relatividad general estándar, asignaría la distancia lumínica
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incorrecta a la fuente

ϕ =
1

D̊L

FGW = exp (A)
1

DL

FGW ,

es decir,
DL

D̊L

= exp (A) . (4.1.15)

En un escenario torsional débil consideramos que el efecto sería perceptible solo
cuando |A| > 0, es decir, cuando la onda se propaga a distancias cosmológicas
grandes. Por esta razón, con el fin de restringir cualquier posible efecto observable,
en la siguiente sección integraremos estas relaciones considerando diferentes
escenarios cosmológicos con torsión no nula.

4.2. Torsión y simetrías cosmológicas

Una geometría de Riemann-Cartan que satisface las simetrías copernicanas de
homogeneidad e isotropía en una sección espacial plana tiene la métrica y el tensor
de torsión de la forma

ds2 = −c2dt2 + a2 (t)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
, (4.2.1)

Tµνλ = − 1

c2

[
ν+ (t) (gµλgνρ − gµνgλρ) + 2

√
|g|ν− (t) ϵλµνρ

]
Uρ. (4.2.2)

De este modo, para describir esta geometría, necesitamos dos funciones ν+ (t) y
ν− (t) además del factor de escala común a (t). Los símbolos ± se refieren a la
paridad de la componente de torsión asociada.

Usando el ansatz 4.2.2, uno encuentra

Nλ = (Πµν − gµν)Tµνλ,

= −1

c
ν+ (t) (Πλ0 − gλ0 − (Πσ

σ − 4) gλ0) .

De 4.2.2, tenemos que Πσ
σ = 3, y por lo tanto

Nλ = − 1

4c
ν+ (t) P̄Pgλ0.
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De esta expresión para Nλ, tenemos que

A (t) =
1

4

∫ t

t0

dt̃ν+
(
t̃
) 1
2
|P |2. (4.2.3)

De esta forma, para resolver A (t) necesitamos P (t). Trazando la ecuación 4.1.12
obtenemos

kλ∇λP =
1

2c
ν+ (t) kλ

(
1

4
P̄P − 1

2

)
Pgλ0, (4.2.4)

y dado que, a lo largo de la geodésica se satisfacedXµ

dη
∝ kµ, entonces

dP

dt
= −1

2
ν+ (t)

(
1

2
P̄P − 1

)
1

2
P. (4.2.5)

De aquí, tenemos que

d

dt

(
1

2
|P |2

)
= −1

2
ν+ (t)

(
1

2
|P |2 − 1

)
1

2
|P |2.

Es simple integrar esta equación como

1

2
|P |2 (t) = 1(

1
1
2
|P |2(t0)

− 1
)
exp

(
−1

2
Θ+
)
+ 1

,

con
Θ+ =

∫ t

t0

dt̃ν+
(
t̃
)
. (4.2.6)

Con esta expresión, integramos 4.2.3:

exp (A (t)) =

√
1− 1

2
|P |2 (t0)

1− 1
2
|P |2 (t)

, (4.2.7)

=

√
1 +

1

2
|P |2 (t0)

[
exp

(
1

2
Θ+

)
− 1

]
. (4.2.8)

Caben algunas observaciones al respecto. Primero, la anomalía en la propagación
de la amplitud solo depende de la componente ν+ y no de ν−. Esto no es extraño
cuando consideramos el rol de la torsión en la evolución cósmica. En el caso de
torsión débil, 1

2
|P |2 (t0) ∼ ϵ2 es un número positivo pequeño (ver 3.5.21), ya que en
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situaciones astrofísicas, ϵ ≤ 10−20. Por lo tanto, la única posibilidad de tener una
desviación observable de la relatividad general es si Θ+ ≫ 0 y lo suficientemente
grande para compensar la pequeñez de 1

2
|P |2 (t0). Por otro lado, Θ+ ≤ 0 no tiene

ninguna posibilidad de producir un efecto observable en exp (A (t)). Esto significa
que, en principio, la gravedad ECSK podría hacer parecer a las fusiones más
cercanas de lo que realmente están (exp (A (t)) > 1 en la ecuación 4.1.15), pero
no más lejanas de lo que están.

Sin embargo, cuando usamos las fusiones como una candela estándar, siempre
existirá algo de incertidumbre δD̊L en determinar la distancia lumínica D̊L,
(ver [29]). Por lo tanto, para tener una anómalia torsional observable en la
determinación de las distancias lumínicas, es necesario que DL > D̊L + δD̊L,
es decir, que

exp (A) > 1 +
δD̊L

D̊L

. (4.2.9)

Considerando 4.2.8, tenemos que√
1 +

1

2
|P |2 (t0)

[
exp

(
1

2
Θ+ − 1

)]
> 1 +

δD̊L

D̊L

(4.2.10)

y por lo tanto

Θ+ > 2 ln


(
1 + δD̊L

D̊L

)2
− 1

1
2
|P |2 (t0)

+ 1

 . (4.2.11)

Como a lo sumo 1
2
|P |2 (t0) ∼ ϵ2, el valor mínimo que podría tomar Θ+ para

producir una anomalía torsional por encima del umbral de detección corresponde
a

Θ+
mı́n ≈ 2 ln

[( ϵ
2

)−2 δD̊L

D̊L

]
. (4.2.12)

Usando las estimaciones de rendimiento para LISA (ver [29]), en el mejor de los
casos se satisface

δD̊L

D̊L

∼ 10−3, (4.2.13)

(lo cual sería una hazaña asombrosa). Considerando que ϵ < 10−20, tenemos que

Θ+
mı́n ∼ 170. (4.2.14)
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Como veremos en las siguientes secciones, cumplir estas condiciones parece
físicamente inviable para los modelos realistas de ECSK: alcanzar el valor
mínimo detectable de Θ+

mı́n requeriría, hasta donde sabemos, condiciones que
las observaciones cosmológicas descartan. Por esta razón, podemos concluir que
las fusiones son sirenas estándar confiables incluso si hay efectos torsionales no
contabilizados. Las anomalías de las amplitudes de las ondas gravitacionales
generadas por fusiones que la torsión ECSK podría crear caen por debajo del
umbral de detección de LISA.

4.2.1. Evaluación de Θ+ a diferentes modelos cosmológicos

ECSK

Es posible expresar Θ+ en términos del redshift z = a0
a
− 1 considerando que

dt = − dz

(z + 1)H
,

donde H = ȧ
a

corresponde al parámetro de Hubble. Para una fusión a redshift z,
la ecuación 4.2.6 se transforma en

Θ+ (z) = −
∫ 0

z

dz̃
ν+ (z̃)

(z̃ + 1)H (z̃)
. (4.2.15)

Para z < 1 es posible intentar una estimación de esta integral a través de datos
observacionales; para z > 1 podemos utilizar modelos cosmológicos ECSK que
concuerden con las observaciones.

4.2.2. Estimación para fusiones a z < 1

Para z < 1, tenemos

1

H (z)
=

1

H0

[1− z (1 + q0)] + ...,

donde q0 corresponde al parámetro de desaceleración. En términos de esta
expresión, obtenemos

Θ+ (z) ≈ − 1

H0

∫ 0

z

dz̃
ν+ (z̃)

z̃ + 1
[1− z̃ (1 + q0)] .
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Para integrar esta última ecuación, en rigor necesitamos un modelo cosmológico
de torsión particular para ν+ (z̃). Sin embargo, para una estimación, solo
necesitaremos introducir un "valor representativo"⟨ν+⟩,

Θ+ (z) ≈ −⟨ν+⟩
H0

∫ 0

z

dz̃
1− (1 + q0) z̃

1 + z̃
,

≈ −⟨ν+⟩
H0

[(1 + q0) z − (2 + q0) ln (1 + z)] .

Usando las estimaciones observacionales de q0 ∼ −0,6, concluimos que cuando
z < 1, entonces

Θ+ (z) <
⟨ν+⟩
H0

0,6,

por lo tanto, para alcanzar el valor mínimo de la ecuación 4.2.14, es necesario algo
como 〈

ν+
〉
∼ 100H0. (4.2.16)

Las estimaciones para ν+ en la literatura son dependientes del modelo, pero
ν+ = 100H0 está varios órdenes de magnitud encima incluso de las estimaciones
más optimistas de la cosmología ECSK, ver referencias [62],[79],[80]. En las
siguientes secciones revisaremos brevemente los modelos cosmológicos ECSK para
hacer estimaciones de Θ+ (z) para z > 1.

4.2.3. Repaso de la cosmología ECSK

Consideremos el ansatz copernicano 4.2.1-4.2.2 y reemplacemos este en las
ecuaciones de campo 2.4.62-2.4.63 para un universo con constante cosmológica,
materia oscura y materia del modelo estándar. El resultado es

3H2 = κ4c
2ρ, (4.2.17)

2Ḣ − 3H2 + 2ν+H = −κ4c
2p, (4.2.18)

con
H =H − ν+,

donde H = ȧ
a

es el parámetro de Hubble. La densidad y presión total son,



70 4.2. Torsión y simetrías cosmológicas

respectivamente:

ρ =
Λ

κ4

+ ρSM + ρDM +
3

c2κ4

ν2
−,

p = − Λ

κ4

+ pSM + pDM − 1

c2κ4

ν2
−.

Asumiendo la materia oscura como una fuente de espín y, en consecuencia, de
torsión, implica que ν+ y ν− deben ser funciones de ρDM . Sin embargo, ambas
funciones juegan un rol completamente diferente en las ecuaciones 4.2.17-4.2.18.
Es claro que ν− solo juega un rol de materia oscura y presión extra, mientras
que ν+ juega un rol completamente diferente en la dinámica. Por esta razón, es
natural asumir un ansatz barotrópico para ν− tal que

ν2
− = α2

−
c2k4
3

ρDM , (4.2.19)

en el cual α− juega el rol de un parámetro barotrópico, proporcionandonos una
densidad de materia oscura y presión efectiva dada por

ρeff =
(
1 + α2

−
)
ρDM ,

peff = ωeffρeff ,

con
ωeff =

1

1 + α2
−
ωDM − 1

3
(
1 + 1

α2
−

) ,
donde hemos asumido una relación barotrópica pDM = ωDMρDM . Podemos ver
que el efecto neto ν− fue solo fue cambiar la constante barotrópica. En el caso
de la materia oscura fria, ωDM = 0, se satisface −1

3
< ωeff ≤ 0, lo que de hecho

podría explicar que el parámetro de tensión de Hubble tenga valores tan pequeños
como ωeff ∼ −10−2 (ver [37]).

Las ecuaciones 4.2.17 y 4.2.18 pueden ser reescritas como

3 (H − ν+)
2 = κ4c

2ρ, (4.2.20)

ρ̇+ 3H (ρ+ p)− ν+ (ρ+ 3p) = 0, (4.2.21)
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con

ρ =
Λ

κ4

+ ρSM + ρeff ,

p = − Λ

κ4

+ pSM + peff.

En términos del redshift,
d

dt
= − (1 + z)H

d

dz
, (4.2.22)

la ecuación 4.2.21 se transforma en

− (1 + z)
dρ

dz
+ 3 (ρ+ p)− ν+

H
(ρ+ 3p) = 0. (4.2.23)

Para resolver estas ecuaciones, necesitamos conocer ν+ como función de la densidad
de materia oscura. Esto es precisamente la información que la ecuación de campo
2.4.65 debería proveer. Sin embargo, dado que no tenemos un lagrangiano de
materia oscura, no tenemos información a priori de su posible tensor de espín,
aunque si existen modelos de fluidos con espin tal como el fluido de Weyssenhoff,
para detalles ver [84].

Por esta razón, cuando consideramos cosmologías ECSK, debemos proponer un
ansatz razonable para modelar la dependencia de ν+ en la densidad de materia
oscura. En las siguientes secciones revisaremos brevemente un par de ansatz que
concuerdan con las observaciones. Además, veremos cómo la amplitud de las ondas
gravitacionales se propagan en ellas para fusiones a z > 1.

4.2.4. Ansatz ν+ ∝ Hρneff

Consideremos un ansatz de la forma

ν+ = CH

(
ρeff
ρc

)n

, (4.2.24)

donde H es el parámetro de Hubble, ρc corresponde a la densidad crítica

ρc =
3H2

0

c2κ4

(4.2.25)
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y C es solo una constante de proporcionalidad. En general, los efectos torsionales
aceleran la expansión del universo y pueden jugar un rol de materia oscura. Por
lo tanto, asumamos un modelo de prueba con Λ = 0 y donde ρSM es despreciable
comparado con ρeff . Considerando, en este caso, el ansatz 4.2.24, la ecuación
4.2.23 se transforma en

− (1 + z)
dρeff
dz

− C

ρnc
(1 + 3ωeff ) ρ

n+1
eff + 3 (1 + ωeff ) ρeff = 0. (4.2.26)

La solución de esta ecuación diferencial de Bernulli es (ver [79],[81])

ρeff (z) = ρc

 3
C

1+ωeff

1+3ωeff(
3
C

1+ωeff

1+3ωeff

1
Ωn

0
− 1
)
(1 + z)−3n(1+ωeff) + 1

 1
n

,

con
Ω0 =

ρeff0
ρc

.

Usando las ecuaciones 4.2.17 y 4.2.24, es sencillo encontrar

H

H0

=

√
ρeff
ρc

1

1− C
(

ρeff
ρc

)n . (4.2.27)

y para ν+

H
tenemos

ν+

H
= C

(
ρeff
ρc

)n

, (4.2.28)

=
3

1+ωeff

1+3ωeff(
3
c

1+ωeff

1+3ωeff

1
Ωn

0
− 1
)
(1 + z)−3n(1+ωeff) + 1

. (4.2.29)

La referencia [79] muestra que las observaciones permiten los siguientes rangos de
parámetros para este modelo:

Ω0 C n H0

(
km
s
Mpc

)
0,31+0,11

−0,12 0,28+0,28
−0,24 −0,47+0,26

−0,36 68,8−3,0
−3,1

Insertando 4.2.29 en 4.2.15 con la aproximación ωeff ≈ 0 (materia oscura fría),
encontramos
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Θ+ = −
∫ 0

z

3[
3
C

1
Ωn

0
− 1
]
(1 + z̃)−3n + 1

dz̃

(z̃ + 1)
. (4.2.30)

De los parámetros de observación permitidos, podemos hacer una estimación para
Θ+ (z). De hecho, esta función crece muy lentamente para compensar la pequeñez
de 1

2
|P0|2 en 4.2.8. Para ver esto, es suficiente hacer un gráfico y compararlo con

las estimaciones de 4.2.14 (ver figura 4.2.1).

Figura 4.2.1: Θ+ (z) como función del redshift z. Las líneas azules delinean la
desviación superior e inferior de los valores medios que se muestran en rojo.

4.2.5. Ansatz ν+ ∝ H

El ansatz de torsión en estado estacionario

ν+ = −αH, (4.2.31)

con α una constante muy popular entre los modelos cosmológicos ECSK [80]. La
principal razón de esta elección es que la ecuación 4.2.23 se vuelve facilmente
integrable. Sin embargo, esto tiene un grave inconveniente físico: de la ecuación de
campo 2.4.63, esperamos que ν+ dependa de alguna característica de la materia
oscura, por ejemplo, su densidad, y no de una característica geométrica como
H. Independientemente si consideramos ν+ = −αH como un modelo astrofísico
realista o no, evaluemos su capacidad para dar lugar a algún efecto observable en
la propagación de la amplitud de ondas gravitacionales. En este caso, tenemos
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que la ecuación 4.2.15 se convierte en

Θ+ (z) = α

∫ 0

z

dz̃
1

1 + z̃
, (4.2.32)

= −α ln (1 + z) . (4.2.33)

Según [80], las observaciones restrigen este modelo permitiendo un valor positivo
pequeño para α,

α = 0,086+0,094
−0,095. (4.2.34)

Figura 4.2.2: Θ+ (z) como una función del redshift z

Esta función Θ+ (z) negativa (y de evolución lenta) no tiene ninguna posibilidad
de compensar la pequeñez de 1

2
|P0|2 en la ecuación 4.2.8. Este Θ+ (z) está muy

por debajo del valor mínimo 4.2.14.
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Capítulo 5

Conclusión

Después de realizar un análisis general de las ondas gravitacionales en una
geometría de Riemann-Cartan y sus características asociadas (revisadas en el
capítulo 2 y en las referencias [55],[72],[73]), queda claro que un background
torsional produciría genéricamente una propagación anómala de la amplitud y la
polarización de una onda gravitacional, dado por las ecuaciones 4.1.10-4.1.12. En
particular, en la presente tesis hemos enfocado nuesta atención en la propagación
de la amplitud de las ondas gravitacionales producidas por la fusión de agujeros
negros en el contexto de una teoría ECSK, donde un tensor de espín de materia
oscura no nulo podría comportarse como una posible fuente de torsión a escalas
cosmológicas.

Dado el sólido exito observacional de la relatividad general estándar, consideramos
un “escenario de torsión débil”. Esto significa que la torsión background está
configurada para ser lo suficientemente débil para hacer que las emisiones de ondas
gravitacionales de las fusiones sean indistinguibles (a menos a orden principal y
secundario) de las predichas por la relatividad general.

Esto conduce, en particular, a una jerarquía de los modos de polarización, donde al
momento de la emisión, los modos de polarización (b), (l), (x) e (y) son al menos
ϵ veces más débiles que los modos de polarización (+) y (×) (ver 3.5.20-3.5.21).

Sin embargo, la propagación anómala de la polarización 4.1.12 implica (a menos en
principio) que la torsión podría amplificar lentamente esos modos de polarización
débiles a lo largo de la geodésica. Del mismo modo (y también en principio), la
torsión background podría conducir a una amortiguación o amplificación de la
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amplitud 4.1.10-4.1.14 después de recorrer una larga distancia cosmológica.

Ya que la masa y el momento angular de las fusiones se relacionan con la evolución
de la frecuencia de las ondas gravitacionales, una propagación anómala de la
amplitud podría conducir a una evaluación incorrecta distancia lumínica D̊L

(ver 4.1.15), deshabilitando potencialmente el uso de las fusiones como candelas
estándar.

A raíz de nuestro análisis de que estas preocupaciones son infundadas, es que los
mergers siguen siendo candelas estándar fiables, tanto con como sin torsión (al
menos para teorías ECSK). En las últimas secciones se calculó la fuerza de las
anomalías en la propagación de la amplitud. La conclusión es que el efecto de la
torsión bajo estas condiciones es tan pequeña que se mantiene bajo el umbral
de detección, incluso pensando en interferómetros de futuro cercano como LISA.
En particular, para los modelos ECSK considerados en la última sección, para
detectar una posible anomalía en la propagación de la amplitud debido a la torsión,
necesitaríamos medir las distancias lúminicas de los mergers a z = 1 con una
presición de

δD̊L

D̊L

≤ 10−41. (5.0.1)

Detectar este efecto podría ser posible, pero por ahora esto está más allá de
nuestras capacidades tecnológicas.

Profundizando más en este punto, la ecuación 4.2.8 muestra el porqué de esto.
Incluso si el efecto de la amplitud anómala se acumula a lo largo de una larga
distancia cosmológica en la integral Θ+, la pequeñez de los modos de traza de
la onda gravitacional (b) y (l) en el momento de la emisión hace que el efecto
integrado completo siga siendo insignificante. A su vez, la pequeñez de 1

2
|P0|2 es

una consecuencia directa del escenario de torsión débil, donde la torsión debería
mantenerse lo suficientemente débil para que el proceso de la emisión de la onda
gravitacional siga sucediendo, como ocurre en el caso de la relatividad general
estándar.

Este punto abre un asunto crítico para futuras investigaciones. Primero, es crucial
notar que la hipótesis de torsión débil es razonable, pero solo para el universo
tardío. En contraste, si consideramos una densidad de espín alta en el universo
primitivo, la torsión podría haber sido relevante (ver [60],[67]), y el proceso de
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emisión de ondas gravitacionales podría haberse apartado significativamente en
esa época de la predicha por la relatividad general [78]. En este caso, no es claro
aún si 1

2
|P0|2 en la ecuación 4.2.8 debería seguir siendo considerada insignificante.

Por lo tanto, una propagación anómala de la amplitud y polarización, descritas
en las ecuaciones 4.1.10-4.1.12, producidas por la torsión podrían, en principio,
dejar una huella detectable en el fondo de la onda gravitacional cósmica. Este
prometedor tema se tratará en otra parte.
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A1. Operadores D y Da

En este apéndice deducimos los diferentes lemas provenientes de las definiciones,
que son mostradas en las ecuaciones 3.4.11-3.4.13.

Comencemos por 3.4.11. Sean P y Q una p y q-forma respectivamente. La derivada
exterior del producto exterior entre ellos es

Dα (P ∧Q) = (IαD +DIα) (P ∧Q) ,

= IαDP ∧Q− (−1)p DP ∧ IαQ+ (−1)p IαP ∧DQ+ P ∧ IαDQ,

+DIαP ∧Q− (−1)p IαP ∧DQ+ (−1)pDP ∧ IαQ+ P ∧DIαQ,

= IαDP ∧Q+DIαP ∧Q+ P ∧DIαQ+ P ∧ IαDQ,

= DαP ∧Q+ P ∧ DαQ.

Por otra parte, para la ecuación 3.4.12

DaΦ = (IaD +DIa) Φ,

= Ia (DΦc e
c + Φc Dec) +DΦa ,

= Ia (DΦc e
c + Φc T

c) +DΦa ,

= IaDΦc e
c −DΦc Iae

c + Φc IaT
c +DΦa ,

= IaDΦc e
c + Φc IaT

c,

= Ia
(
dΦc − ωb

cΦb

)
ec + IcΦIaT

c,

= Ia
(
∂µΦce

µ
d ed − ωb

cµΦbe
µ
d ed

)
ec + Φc IaT

c,

= e µ
a

(
∂µΦc − ωb

cµΦb

)
ec + Φc IaT

c,

= e µ
a DµΦ + IcΦIaT

c,

= e µ
a ∇µΦ + IaT

c ∧ IcΦ,

donde Φ ∈ Ω1
(
M (d)

)
por simplicidad. Sin embargo, esta relación funciona para

cualquier tipo de forma diferencial.

Finalmente, a partir de la definición de la derivada generalizada de lie 3.4.9, es
posible demostrar 3.4.13. Tomando el producto exterior ea por la izquierda en
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3.4.9,

Da = IaD +DIa,

ea ∧ Da = ea ∧ IaD + ea ∧DIa,

ea ∧ Da = ea ∧ IaD +Dea ∧ Ia −D (ea ∧ Ia) ,

ea ∧ Da = ea ∧ IaD + T a ∧ Ia −D (ea ∧ Ia) ,

ea ∧ Da − T a ∧ Ia = ea ∧ IaD −D (ea ∧ Ia) . (A1.1)

Trabajemos el primer termino de el lado derecho de A1.1. Sea ϕ% ∈ Ωp
(
M (d)

)
dada por

ϕ% =
1

p!
ϕ%
g1...gp

eg1 ∧ ... ∧ egp ,

donde % representa los diferentes índices de Lorentz libres que ϕ podría tener. De
este modo

ea ∧ IaDϕ% = ea ∧ Ia

{
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

dxµ ∧ dxν1 ∧ ... ∧ dxνp

}
,

= ea ∧ Ia

{
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

}
,

=
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ea ∧ Ia

{
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

}
.

Consideremos lo siguiente,

Ia
(
eb1 ∧ ... ∧ ebp+1

)
= Iae

b1 ∧ ... ∧ ebp+1 + ...+ (−1)p eb1 ∧ ... ∧ Iae
bp+1 ,
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Por lo tanto,

ea ∧ IaDϕ% =
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ea ∧ Ia

{
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

}
,

=
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ea ∧

{
Iae

b1 ∧ ... ∧ ebp+1

+...+ (−1)p eb1 ∧ ... ∧ Iae
bp+1
}
,

=
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ea ∧

{
δb1a eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

+...+ (−1)p eb1 ∧ ... ∧ ebpδbp+1
a

}
,

=
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ea ∧ δb1a eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

+...+
1

p!
(−1)pDµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ea ∧ eb1 ∧ ... ∧ ebpδbp+1

a ,

=
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

+...+
1

p!
(−1)pDµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
ebp+1 ∧ eb1 ∧ ... ∧ ebp ,

=
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1

+...+
1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
eb1 ∧ ... ∧ ebp ∧ ebp+1 ,

=
1

p!

{
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
+ ...+Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1

}
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1 ,

=
p+ 1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

e µ
b1

e ν1
b2

...e
νp

bp+1
eb1 ∧ eb2 ∧ ... ∧ ebp+1 ,

=
p+ 1

p!
Dµϕ

%
ν1...νp

dxµ ∧ dxν1 ∧ ... ∧ dxνp ,

=
p+ 1

p!
D
(
ϕ%
ν1...νp

dxν1 ∧ ... ∧ dxνp
)
,

= (p+ 1)Dϕ%, (A1.2)

Por otra parte,teniendo en cuenta que

Iaϕ
% =

1

(p− 1)!
ϕ%
ag1...gp−1

eg1 ∧ ... ∧ egp−1 ,
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el segúndo término se escribiría como

ea ∧ Iaϕ
% =

1

(p− 1)!
ϕ%
ag1...gp−1

ea ∧ eg1 ∧ ... ∧ egp−1 ,

=
1

(p− 1)!
ϕ%
g1...gp

eg1 ∧ ... ∧ egp ,

= pϕ%. (A1.3)

Finalmente, reemplazando A1.2 y A1.3 en A1.1, obtenemos

ea ∧ Da − T a ∧ Ia = D.

A2. Propagación anómala de la amplitud en una

geometría con torsión

En sección se deducirá la ecuación 3.5.23. Sabemos que

kaDaϕ
2 = kaDa

(
H̄cd

(0)H̄cd(0)

)
,

= kaDaH̄cd
(0)Hcd(0) + kaH̄cd

(0)DaHcd(0). (A2.1)

De 3.5.14

∗
(
H̄b

(0) ∧ ∗Hc
(0)

)
= (−1)η− H̄b

d(0)Hcd
(0), (A2.2)

es directo observar que

(−1)−η− ∗
(
kaDaH̄b

d(0)e
d ∧ ∗Hc

(0)

)
= kaDaH̄b

d(0)Hcd
(0), (A2.3)

(−1)η− ∗
(
H̄b

(0) ∧
1

(d− 1)!
kaDa

(
Hcb1

(0)

)
ϵb1c1...cd−1

ec1 ∧ ... ∧ ecd−1

)
= H̄b

d(0)k
aDaHcd

(0). (A2.4)

Reemplazando A2.3 y A2.4 en A2.1
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kaDaϕ
2 = (−1)−η− ∗

(
kaDaH̄cd(0)e

d ∧ ∗Hc
(0)

+ H̄c(0) ∧
1

(d− 1)!
kaDa

(
Hcb1

(0)

)
ϵb1c1...cd−1

ec1 ∧ ... ∧ ecd−1

)
. (A2.5)

Por otra parte, la expresión 3.5.12 puede ser reescrita como sigue

kaDaHcd(0)e
d = −kaIaT

f ∧ IfHc(0) −
1

2
Hc(0)Dak

a. (A2.6)

Aplicando el dual de Hodge:

ka ∗
(
DaHb

d(0)e
d
)
= −ka ∗

(
IaT

c ∧ IcHb
(0)

)
− 1

2
∗Hb

(0)Dak
a, (A2.7)

donde se utilizó el hecho que

DaΦ
b1...bq =

1

p!
DaΦ

b1...bqec1 ∧ ... ∧ ecp + IaT
d ∧ IdΦ

b1...bq . (A2.8)

Reemplazando A2.6 y A2.7 en A2.5

kaDaϕ
2 = (−1)−η− ∗

(
−kaIaT

f ∧ IfH̄c(0) ∧ ∗Hc
(0) −

1

2
H̄c(0)Dak

a ∧ ∗Hc
(0)

+ H̄c(0) ∧
1

(d− 1)!
kaDa

(
Hcb1

(0)

)
ϵb1c1...cd−1

ec1 ∧ ... ∧ ecd−1

)
,

considerando

∗
(
DaHc

d(0)e
d
)
=

1

(d− 1)!
DaHcb1

(0)ϵb1c1...cd−1
ec1 ∧ ... ∧ ecd−1 ,

entonces

kaDaϕ
2 = − (−1)−η− ∗

{
kaIaT

f ∧ IfH̄c(0) ∧ ∗Hc
(0) + kaH̄c(0) ∧ ∗

(
IaT

f ∧ IfHc
(0)

)}
− (−1)−η− ∗

{
H̄c(0) ∧ ∗Hc

(0)

}
Dak

a. (A2.9)
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De la condición de normalización A2.2 en A2.9:

kaDaϕ
2 = − (−1)−η− ∗

{
kaIaT

f ∧ IfH̄c(0) ∧ ∗Hc
(0) + kaH̄c(0) ∧ ∗

(
IaT

f ∧ IfHc
(0)

)}
− (−1)−η− (−1)η− H̄ca1(0)H

ca1
(0)Dak

a,

= − (−1)−η− ∗
{
kaIaT

f ∧ IfH̄c(0) ∧ ∗Hc
(0) + kaH̄c(0) ∧ ∗

(
IaT

f ∧ IfHc
(0)

)}
−ϕ2Dak

a,

por tanto

Da

(
kaϕ2

)
= − (−1)−η−∗

{
kaIaT

f ∧ IfH̄c(0) ∧ ∗Hc
(0) + kaH̄c(0) ∧ ∗

(
IaT

f ∧ IfHc
(0)

)}
.

Definamos el tensor Ja = kaϕ2

DaJ
a = − (−1)−η− ∗

{
kaIaT

f ∧ IfH̄c(0) ∧ ∗Hc
(0) + kaH̄c(0) ∧ ∗

(
IaT

f ∧ IfHc
(0)

)}
.

(A2.10)

Consideremos lo siguiente

H̄c(0) ∧ ∗
(
IaT

f ∧ IfHc
(0)

)
= φP̄c ∧ ∗

(
T f

ade
d ∧ If (φP

c)
)
,

= φ2P̄c ∧ ∗
(
T f

ade
d ∧ IfP

c
)
.

Así A2.10 adquiere la siguiente forma

DaJ
a = − (−1)−η− ∗

{
kaT f

ade
d ∧ φ2If P̄c ∧ ∗P c + kaφ2P̄c ∧ ∗

(
T f

ade
d ∧ IfP

c
)}

,

= − (−1)−η− ∗
{
JaTfade

d ∧ If P̄c ∧ ∗P c + JaP̄c ∧ ∗
(
Tfade

d ∧ IfP c
)}

,

= −Tfad (−1)−η− ∗
{
ed ∧ If P̄c ∧ ∗P c + P̄c ∧ ∗

(
ed ∧ IfP c

)}
Ja,

= Tfda (−1)−η− ∗
{
If P̄c ∧ ed ∧ ∗P c + P̄c ∧ ∗

(
ed ∧ IfP c

)}
Ja. (A2.11)
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Desarrollemos cada término de A2.11, para el primero se tiene que

If P̄c ∧ ed ∧ ∗P c =
1

(d− 1)!
P̄ f
c P ca1ϵa1b1...bd−1

ed ∧ eb1 ∧ ... ∧ ebd−1 . (A2.12)

Aplicando el dual de Hodge a A2.12

∗
(
If P̄c ∧ ed ∧ ∗P c

)
=

1

(d− 1)!
P̄ f
c P ca1ϵa1b1...bd−1

ηdeηb1d1 ...ηbd−1dd−1ϵed1...dd−1,

=
1

(d− 1)!
P̄ f
c P ca1ϵa1b1...bd−1

(−1)η− ϵdb1...bd−1 ,

=
(−1)η−

(d− 1)!
P̄ f
c P ca1δ

db1...bd−1

a1b1...bd−1
,

=
(−1)η−

(d− 1)!
P̄ f
c P ca1

(d− 1)!

(d− d)!
δda1 ,

= (−1)η− P̄ f
c P cd. (A2.13)

Mientras que para el segundo término de A2.11:

P̄c ∧ ∗
(
ed ∧ IfP c

)
= P̄c ∧ ∗

(
P cfed

)
,

=
1

(d− 1)!
P̄ceP

cfηda1ϵa1b1...bd−1
ee ∧ eb1 ∧ ... ∧ ebd−1 . (A2.14)

Aplicando el dual de hodge a A2.14

∗
(
P̄c ∧ ∗

(
ed ∧ IfP c

))
=

1

(d− 1)!
P̄ceP

cfηda1ϵa1b1...bd−1
ηegηb1h1 ...ηbd−1hd−1ϵgh1...hd−1

,

=
(−1)η−

(d− 1)!
P̄ceP

cfηda1ϵa1b1...bd−1
ϵeb1...bd−1 ,

=
(−1)η−

(d− 1)!
P̄ceP

cfηda1δ
eb1...bd−1

a1b1...bd−1
,

= (−1)η− P̄ceP
cfηda1δea1 ,

= (−1)η− P̄ d
c P cf . (A2.15)

Reemplazando A2.13 y A2.15 en A2.11:
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DaJ
a = Tfda (−1)−η−

{
(−1)η− P̄ f

c P cd + (−1)η− P̄ d
c P cf

}
Ja,

= Tabc

{
P̄ a
c P cb + P̄ b

c P ca
}
J c.

Definiendo

Πab = P̄ a
f P fb + P̄ b

f P fa, (A2.16)

obtenemos la ecuación correspondiente para la corriente Ja:

DaJ
a = TabcΠ

abJ c. (A2.17)

Separando la derivada generalizada de Lie de A2.17 en términos con y sin torsión,
obtenemos

DaJ
a = IaDJa,

= Ia

(
D̊Ja − ka

bJ
b
)
,

= IaD̊
(
J bIaeb

)
− ka

baJ
b,

= IaD̊IaJ − T a
baJ

b,

= −D̊‡J + T a
abJ

b,

= −d†J + T a
abJ

b. (A2.18)

Donde hemos utilizado la relación 3.4.26. Reemplazando A2.18 en A2.17

d†J = −TabcΠ
abJ c + T a

abJ
b

= −TabcΠ
abJ c + ηabTabcJ

c

= Tabc

(
ηab − Πab

)
J c (A2.19)

Escribamos esta ecuación en índices coordenados. Comencemos por reescribir la
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parte izquierda de A2.19.

d†J = −IaD̊IaJ,

= −IaD̊Ja,

= −Ia
((
∂µJ

a + ω̊a
cµJ

c
)
e µ
d ed

)
,

= −
(
∂µJ

a + ω̊a
cµJ

c
)
e µ
a ,

= −
(
∂µ (e

µ
a Ja)− ∂µe

µ
a Ja + e µ

a ω̊a
cµJ

c
)
,

= −
(
∂µJ

µ −
{
∂µe

µ
c − e µ

a ω̊a
cµ

}
J c
)
.

Considerando el postulado de vielbein 2.4.31, es directo demostrar:

ω̊a
cµ = Γ̊λ

µνe
a
λe

ν
c − e ν

c ∂µe
a
ν ,

de modo que

d†J = −
(
∂µJ

µ − ∂µe
µ
c J c + e µ

a

(
Γ̊λ
µνe

a
λe

ν
c − e ν

c ∂µe
a
ν

)
J c
)
,

= −
(
∂µJ

µ − ∂µe
µ
c J c + Γ̊λ

µνδ
µ
λe

ν
c J c − e µ

a e ν
c ∂µe

a
νJ

c
)
,

= −
(
∂λJ

λ + Γ̊λ
λνJ

ν − ∂µe
µ
c J c − e µ

a e ν
c ∂µe

a
νJ

c
)
,

= −
(
∇̊λJ

λ − ∂µe
µ
c J c − e µ

a ∂µe
a
νJ

ν
)
,

= −
(
∇̊λJ

λ − ∂µe
µ
c J c + ∂µe

µ
a eaνJ

ν
)
,

= −
(
∇̊λJ

λ − ∂µe
µ
a Ja + ∂µe

µ
a Ja

)
,

= −∇̊λJ
λ. (A2.20)

Similarmente para el lado derecho de A2.19:

Tabc

(
ηab − Πab

)
J c = e µ

a e ν
b e λ

c eaα ebβe
c
γTµνλ

(
gαβ − Παβ

)
Jγ,

= δµαδ
ν
βγ

λ
γTµνλ

(
gαβ − Παβ

)
Jγ,

= Tµνλ (g
µν − Πµν) Jλ. (A2.21)
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Reemplazando A2.20 y A2.21 en A2.19

∇̊λJ
λ = Tµνλ (Π

µν − gµν) Jλ,

donde
Παβ = e α

a e β
b

(
P̄ faP b

f + P̄ fbP a
f

)
. (A2.22)

Dado que Hab es simétrico, entonces la polarización también lo es, luego

Παβ = e α
a e β

b

(
P̄ a

fP
fb + P̄ b

fP
fa
)
,

= e α
a e β

b

(
P̄ a

γP
γb + P̄ b

γP
γa
)
,

= P̄α
γP

γβ + P̄ β
γP

γα. (A2.23)

A3. Propagación anómala de la polarización en

una geometría con torsión

En este apéndice se deducirá la ecuación 3.5.22. Para ello, comenzaremos
reemplazando 3.5.13 en 3.5.12.

kaDa

(
ϕP b

)
− 1

2
ϕP bD‡k = 0,

1

ϕ
kaDaϕP

b + kaDaP
b +

1

2
P bDak

a = 0,

kaDaP
b +

(
1

ϕ
kaDaϕ+

1

2
Dak

a

)
P b = 0. (A3.1)

Por lo tanto,

kaDaP
b = −

(
1

ϕ
kaDaϕ+

1

2
Dak

a

)
P b. (A3.2)
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Por otro lado, de la definición de la corriente Ja = kaϕ :

1

2ϕ2
Da

(
ϕ2ka

)
=

1

φ
Daϕk

a +
1

2
Dak

a,

1

2ϕ2
Da (J

a) =
1

ϕ
Daϕk

a +
1

2
Dak

a,

1

2ϕ2
TabcΠ

abJ c =
1

ϕ
Daϕk

a +
1

2
Dak

a,

1

2ϕ2
TabcΠ

abϕ2kc =
1

ϕ
Daφk

a +
1

2
Dak

a,

1

2
TabcΠ

abkc =
1

ϕ
Daφk

a +
1

2
Dak

a. (A3.3)

Reemplazando A3.3 en A3.2

kaDaP
b = −1

2
TadcΠ

adkcP b. (A3.4)

Lo siguiente será separar la derivada generalizada de lie de la polarización A3.4
en una sin torsión más términos proporcionales a la contorsión.

DaP
b = IaDP b +DIaP

b,

= Ia
(
dP b + ω̊b

c ∧ P c + kb
c ∧ P c

)
+ dP b

a + ωb
cP

c
a − ωc

aP
b
c,

= Ia
(
dP b + ω̊b

c ∧ P c
)
+ Ia

(
kb

c ∧ P c
)
+ dP b

a + ω̊b
cP

c
a + κb

cP
c
a

−ω̊c
aP

b
c − κc

aP
b
c,

= Ia

(
D̊P b

)
+ Ia

(
kb

c ∧ P c
)
+ dP b

a + ω̊b
cP

c
a + κb

cP
c
a − ω̊c

aP
b
c − κc

aP
b
c,

= Ia

(
D̊P b

)
+ Ia

(
kb

c ∧ P c
)
+
(
d
(
IaP

b
)
− ω̊c

aIcP
b + ω̊b

cIaP
c
)

−κc
aIcP

b + κb
cIaP

c,

= Ia

(
D̊P b

)
+
(
d
(
IaP

b
)
− ω̊c

aIcP
b + ω̊b

cIaP
c
)
+ Ia

(
κb

c ∧ P c
)

−κc
aIcP

b + κb
cIaP

c,

= Ia

(
D̊P b

)
+
(
d
(
IaP

b
)
− ω̊c

aIcP
b + ω̊b

cIaP
c
)
+ Iaκ

b
cP

c − κb
c ∧ IaP

c

−κc
aIcP

b + κb
cIaP

c,

= Ia

(
D̊P b

)
+ D̊

(
IaP

b
)
+ Iaκ

b
cP

c − κc
aIcP

b,

= D̊aP
b + Iaκ

b
cP

c − κc
aIcP

b. (A3.5)
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La 1-forma contorsión en términos de la torsión es dada por

κc
a =

1

2
ηcd (Tade − Tdae + Teda) e

e. (A3.6)

Aplicando el operador Ia sobre la contorsión, obtenemos

Iaκ
b
c =

1

2
ηbh (Tcha − Thca + Tahc) . (A3.7)

Reemplazando A3.6 y A3.7 en A3.5, obtenemos una expresión para la polarización
en términos de la torsión, dada explicitamente por

DaP
b = D̊aP

b +
1

2
ηbh (Tcha − Thca + Tahc)P

c

−1

2
ηcd (Tade − Tdae + Teda) IcP

bee. (A3.8)

De A3.8 en A3.4, obtenemos

kaD̊aPb = −ka

(
1

2
δhb (Tcha − Thca + Tahc)P

c − 1

2
ηcd (Tade − Tdae + Teda)Pbce

e

)
− 1

2
TadcΠ

adkcPb,

= −ka

(
1

2
(Tcba − Tbca + Tabc)P

c − 1

2
ηcd (Tade − Tdae + Teda)Pbce

e

)
− 1

2
TadcΠ

adkcPb,

= −km

(
1

2
(Tcbm − Tbcm + Tmbc)P

c − 1

2
ηcd (Tmde − Tdme + Tedm)Pbce

e

)
− 1

2
TadmΠ

adkmPb,

= −1

2
km
{
(Tcbm − Tbcm + Tmbc)P

c − ηcd (Tmde − Tdme + Tedm)Pbce
e + TadmΠ

adPb

}
,

= −1

2
km
{
(Tcbm − Tbcm + Tmbc)P

c
e − (Tmde − Tdme + Tedm)P

d
b + TadmΠ

adPbe

}
ee.
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Escribiendo esta expresión en lenguaje coordenado:

e α
b eβek

λ∇̊λ (Pαβ) = −1

2
km
{
(Tcbm − Tbcm + Tmbc)P

c
e − (Tmde − Tdme + Tedm)P

d
b

+TadmΠ
adPbe

}
,

= −1

2
km
{
(−Tcmb + Tbmc − Tmcb)P

c
e + (Tdme − Tedm − Tmde)P

d
b

+TadmΠ
adPbe

}
,

= −1

2
km
{
(−Tcmb + Tbmc − Tmcb)P

c
e + (Tdme + Temd − Tmde)P

d
b

+TadmΠ
adPbe

}
,

= −1

2
e α
b eβek

γ
{
(−Tλγα + Tαγλ − Tγλα)P

λ
β + (Tλγβ + Tβγλ − Tγλβ)P

λ
α

+TµνγΠ
µνPαβ} .

De aquí, es directo observar que la propagación de la torsión tiene la forma

kλ∇̊λPµν = −1

2
kγ
[
PµνΠ

αβTαβγ + (−Tλγµ + Tµγλ − Tγλµ)P
λ
ν + (Tλγν + Tνγλ − Tγλν)P

λ
µ

]
.

A4. Ecuación de la onda en la teoría ECSK

En esta sección deduciremos la ecuación 4.1.5, la cual es equivalente a 4.1.4 escrita
en lenguaje coordenado. Para ello utilizaremos la relación 3.4.12 y la super álgebra
abierta 3.4.14-3.4.19.

Comencemos con escribir el término ligado a la perturbación contorsional V a
m.

(InDa −DnIa)V
a
m = InDaV

a
m −DnV

a
ma,

= In
(
e µ
a ∇µ + IaT

b ∧ Ib
)
V a

m −
(
e µ
n ∇µ + InT

b ∧ Ib
)
V a

ma,

= e µ
a ∇µV

a
mn +

1

2
T b

cdV
a
mbIan

(
ec ∧ ed

)
− e µ

n ∇µV
a
ma,

= e µ
a ∇µV

a
mn − e µ

n ∇µV
a
ma + T b

anV
a
mb,

= ∇λVλmn −∇nV
λ
mλ + T b

anV
a
mb,

= ∇λVλmn −∇nV
λ

λm + T b
anV

a
mb,

= ∇λVλmn +∇nV
λ

mλ + T b
anV

a
mb. (A4.1)
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Una mirada a las ecuaciónes 3.3.22 y 3.3.23 sugieren que V a
b es del orden de

magnitud
|V a

b| ∼
H

L
,

la cual cambia rápidamente en la escala de λ, por lo que

|∂V a
b| ∼ H

L

1

λ
,

∼ H

L2
ϵ−1.

Por otra parte, dado que la torsión es dada por T a = dea + ωa
be

b, inferimos que la
torsión debe ser del orden de magnitud

|T a| ∼ 1

L
,

y por lo tanto, ∣∣T b
anV

a
mb

∣∣ ∼ H

L2
.

Teniendo en cuenta solo los términos del orden ϵ−2 y ϵ−1 , A4.1 se transforma en

(InDa −DnIa)V
a
m = ∇λVλmn +∇nV

λ
mλ . (A4.2)
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Continuemos desarrollando el primer término de 4.1.4.

InDaDaHm = In
((
e µ
a ∇µ + IaT

b ∧ Ib
)
(eaν∇νHm + IaT cHmc)

)
,

= In
(
e µ
a ∇µ (e

a
ν∇νHm + IaT cHmc) + IaT

b ∧ Ib (e
a
ν∇νHm + IaT cHmc)

)
,

= In
(
e µ
a ∇µ (e

a
ν∇νHm) + e µ

a ∇µ (I
aT cHmc) + IaT

b ∧ Ib (e
a
ν∇νHm)

+IaT
b ∧ Ib (I

aT cHmc)
)
,

= In
(
e µ
a eaν∇µ∇νHm + e µ

a ∇µ (I
aT cHmc) + IaT

beaν∇νHmb

+IaT
b ∧ Ib (I

aT cHmc)
)
,

= ∇µ∇µHmn + e µ
a In∇µ (I

aT cHmc) + InIaT
beaν∇νHmb

+InIaT
b ∧ IbI

aT cHmc,

= ∇µ∇µHmn + eaµ∇µ (IanT
cHmc) + IanT

beaν∇νHmb + IanT
b ∧ IbI

aT cHmc,

= ∇µ∇µHmn + eaµ∇µ (T
c
anHmc) + T b

ane
a
ν∇νHmb + T b

an ∧ IbI
aT cHmc,

= ∇µ∇µHmn + eaµ∇µ (T
c
anHmc) + T b

ane
a
ν∇νHmb + T ba

nIabT
cHmc,

= ∇µ∇µHmn + eaµ∇µ

(
T b

anHmb

)
+ T b

ane
a
ν∇νHmb + T ba

nT
c
abHmc,

= ∇µ∇µHmn + T b
ane

a
ν∇νHbm + eaµ∇µ (T

c
anHmc) + T ba

nT
c
abHmc,

= ∇µ∇µHmn + Tbνn∇νHb
m + e µ

a ∇µ (T
ρa
nHmρ) + T ρσ

nT
µ
σρHmµ,

= ∇µ∇µHmn + Tbνn∇νHb
m + e µ

a ∇µT
ρa
nHmρ + e µ

a T ρa
n∇µHmρ + T ρσ

nT
µ
σρHmµ,

= ∇µ∇µHmn + Tbνn∇νHb
m +∇µT

ρµ
nHρm + T ρµ

n∇µHρm + T ρσ
nT

µ
σρHmµ,

= ∇µ∇µHmn + Tbνn∇νHb
m + Tρµn∇µHρ

m +∇µTρµnH
ρ
m + T ρσ

nT
µ
σρHmµ. (A4.3)

Analicemos el orden en ϵ de cada término de A4.3: Para el primer término tenemos
que

∇µ∇µHmn ∼ H

λ2

∼ 1

L2

H(
λ
L

)2
∼ 1

L2

H

ϵ2
.

Para el segundo término
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Tbνn∇νHb
m ∼ 1

L

H

λ

∼ 1

L2

H
λ
L

∼ 1

L2

H

ϵ
.

Para el tercer término
Tρµn∇µHρ

m ∼ 1

L2

H

ϵ
.

Para el cuarto término
∇νTρνnH

ρ
m ∼ H

L2
ϵ0.

Para el quinto término

T ρσ
nT

µ
σρHmµ ∼ H

L2
.

De esto se observa que el único término descartable es el tercero, por lo que A4.3
se convierte en

InDaDaHm = ∇µ∇µHmn+Tbνn∇νHb
m+Tρµn∇µHρ

m+ e µ
a ∇µe

a
ν∇νHmn. (A4.4)

Por último,veamos que sucede con el segundo término de 4.1.4.

In [Da,Dm]H
a = In

(
IamD

2Ha +D2IamH
a + IaD

2ImH
a − ImD

2IaH
a
)

−In (DT c
am ∧ IcH

a + T c
amDcH

a) ,

= In
(
IamD

2Ha + IaD
2Ha

m − ImD
2H
)
− In (DT c

am ∧Ha
c + T c

amDcH
a) ,

= In
(
Iam

(
Ra

bH
b
)
+ IaD

2Ha
m − Imd

2H
)
− In (DT c

am ∧Ha
c + T c

amDcH
a) ,

= In
(
Iam

(
Ra

bH
b
)
+ IaD

2Ha
m

)
− In (DT c

am ∧Ha
c + T c

amDcH
a) . (A4.5)

Note que el tercer término es del orden de ϵ0, por lo tanto, no lo consideraremos en
los cálculos. Por otro lado, los únicos términos de la curvatura que contribuyen al
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límite eikonal es el de primer orden en H. Sin embargo, dado que va multiplicado
por un término proporcional a H, entonces R(1)H ∼ 1

L2
H2

ϵ2
y puesto que H ≪

ϵ ≪ 1, entonces este término también es despreciable. De este modo, los términos
relevantes de A4.5 son

In [Da,Dm]H
a = In

(
IaD

2Ha
m − T c

amDcH
a
)
. (A4.6)

Del último término,

T c
amDcH

a = T c
am

(
e µ
c ∇µ + IcT

b ∧ Ib
)
Ha,

= T c
ame

µ
c ∇µH

a + T c
amIcT

b ∧ IbH
a.

Dado que el último término es de orden ϵ0,

T c
amDcH

a = T c
ame

µ
c ∇µH

a,

= T µ
am∇µH

a,

= T µ
am∇µ (e

a
νH

ν) ,

= T µ
νm∇µH

ν . (A4.7)

Veamos que ocurre con el primer término de A4.6:

D2Ha
m = D (dHa

m + ωa
c ∧Hc

m − ωc
m ∧Ha

c) ,

= DdHa
m +D (ωa

c ∧Hc
m)−D (ωc

m ∧Ha
c) ,

= ddHa
m + ωa

c ∧ dHc
m − ωc

m ∧ dHa
c +Dωa

c ∧Hc
m − ωa

c ∧DHc
m

−Dωc
m ∧Ha

c + ωc
m ∧DHa

c,

= ωa
c ∧ dHc

m − ωc
m ∧ dHa

c +Dωa
c ∧Hc

m − ωa
c ∧DHc

m −Dωc
m ∧Ha

c

+ωc
m ∧DHa

c,
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considerando el límite eikonal,

D2Ha
m = ωa

c ∧ dHc
m − ωc

m ∧ dHa
c − ωa

c ∧DHc
m + ωc

m ∧DHa
c,

= ωa
c ∧ dHc

m − ωc
m ∧ dHa

c − ωa
c ∧
(
dHc

m + ωc
dH

d
m − ωd

m ∧Hc
d

)
+ωc

m ∧
(
dHa

c + ωa
d ∧Hd

c − ωd
c ∧Ha

d

)
,

= −ωa
c ∧
(
ωc

dH
d
m − ωd

m ∧Hc
d

)
+ ωc

m ∧
(
ωa

d ∧Hd
c − ωd

c ∧Ha
d

)
. (A4.8)

de aquí vemos que los todos los términos enrealidad son despreciables, por lo que
de este término no se obtiene nada importante. Por lo tanto, de A4.7 y A4.8 en
A4.6, obtenemos

In [Da,Dm]H
a = In (−T µ

νm∇µH
ν) ,

= −T µ
νm∇µH

ν
n. (A4.9)

Finalmente, reemplazando A4.2, A4.4 y A4.9 en 4.1.5:

Wmn = −1

2

(
∇µ∇µHmn + Tbνn∇νHb

m + Tρµn∇µHρ
m + T µ

νm∇µH
ν
n

)
+∇λVλmn +∇nV

λ
mλ ,

= −1

2
(∇µ∇µHmn + Tµνn∇νHµ

m + Tµνn∇νHµ
m + T µ

νm∇µH
ν
n) +∇λVλmn +∇nV

λ
mλ ,

= −1

2
(∇µ∇µHmn + 2Tµνn∇νHµ

m + Tµνm∇µHν
n) +∇λVλmn +∇nV

λ
mλ ,

= −
(
1

2
∇µ∇µHmn + Tµνn∇νHµ

m +
1

2
Tµνm∇µHν

n

)
+∇λVλmn +∇nV

λ
mλ .

de este modo

e µ
m e ν

n Wµν = −
(
1

2
∇λ∇λ (e µ

m e ν
n Hµν) + e ν

n Tσρν∇ρ
(
e µ
mHσ

µ

)
+

1

2
e µ
mTρσµ∇ρ (e ν

n Hσ
ν)

)
+∇λ (e µ

m e ν
n Vλµν) + e ν

n ∇ν

(
e µ
mV λ

µλ

)
,

= e µ
m e ν

n

{
−
(
1

2
∇λ∇λHµν + Tσρν∇ρ

(
Hσ

µ

)
+

1

2
Tρσµ∇ρHσ

ν

)
+∇λVλµν +∇νV

λ
µλ

}
.

por lo tanto,

Wµν = −
(
1

2
∇λ∇λHµν + Tσρν∇ρHσ

µ +
1

2
Tρσµ∇ρHσ

ν

)
+∇λVλµν +∇νV

λ
µλ .
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A5. Propagación anómala de la amplitud y

polarización en la teoría ECSK

Para encontrar una expresión para la propagación de la amplitud y polarización
de la onda, haremos un procedimiento totalmente análogo al hecho en el apéndice
A3. Para empezar, desarrollemos la ecuación 4.1.8 utilizando 3.5.13 y 3.5.15 del
siguiente modo:

0 =
1

2
∇λk

λHµν + kλ

(
∇λHµν +

1

2
M+

λµν

)
,

=
1

2
∇λk

λϕPµν + kλ

[
∇λϕPµν + ϕ∇λPµν +

1

2
ϕ

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ − 1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
.

=
1

2
ϕ2∇λk

λPµν + kλ

[
1

2
∇λϕ

2Pµν + φ2∇λPµν +
1

2
ϕ2

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
φP σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
,

=
1

2

(
∇λ

(
ϕ2kλ

)
− kλ∇λφ

2
)
Pµν + kλ

[
1

2
∇λϕ

2Pµν + ϕ2∇λPµν

+
1

2
ϕ2

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ +

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν

+
1

2
gµνTρσλP

ρσ − 1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
,

=
1

2
∇λJ

λPµν + kλ

[
ϕ2∇λPµν +

1

2
ϕ2

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
, (A5.1)

=
1

2
∇λJ

λPµν + Jλ

[
∇λPµν +

1

2

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ −1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
.

de este modo,
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1

2
∇λJ

λPµν = −Jλ

[
∇λPµν +

1

2

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ −1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
.

Recordando que PµνP̄
µν = 1, es posible escribir la ecuación anterior como sigue:

1

2
∇λJ

λ = −Jλ

[
P̄ µν∇λPµν +

1

2

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P̄ µνP σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P̄ µνP σ

ν +
1

2
gµνTρσλP̄

µνP ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))PP̄ µν

}]
,

= −Jλ

[
P̄ µν∇λPµν +

1

2

{(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P̄ νµP σ

ν

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P̄ µνP σ

ν +
1

2
gµνTρσλP̄

µνP ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))PP̄ µν

}]
,

= −Jλ

[
P̄ µν∇λPµν +

1

2

{
2

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P̄ νµP σ

ν

+
1

2
gµνTρσλP̄

µνP ρσ −1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))PP̄ µν

}]}]
,

= −
[
JλP̄ µν∇λPµν +

1

2

{
4JλTσλµP̄

νµP σ
ν + JλTλσµP̄

νµP σ
ν + JλTµσλP̄

νµP σ
ν

+
1

2
gµνTρσλJ

λP̄ µνP ρσ − 1

4
T σ

σλPP̄Jλ +
1

4
JλTµνλPP̄ µν +

1

4
TνµλPP̄ µνJλ

}]
.

Haciendo un cambio de índices conveniente1, encontramos que

1El cambio de índices se realiza de manera tal que todos los términos de torsión tengan los
mismos índices
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1

2
∇λJ

λ = −
[
JλP̄ µν∇λPµν +

1

2

{
4JνTµνλP̄

σλP µ
σ + JµTµνλP̄

σλP ν
σ + JλTµνλP̄

σµP ν
σ

+
1

2
gρσTµνλJ

λP̄ ρσP µν − 1

4
gµνTµνλPP̄Jλ +

1

4
JλTµνλPP̄ µν +

1

4
TµνλPP̄ µνJλ

}]
,

= −
[
JλP̄ µν∇λPµν +

1

2

{
−4JνTµλνP̄

σλP µ
σ + JµTµνλP̄

σλP ν
σ + JλTµνλP̄

σµP ν
σ

+
1

2
gρσTµνλJ

λP̄ ρσP µν − 1

4
gµνTµνλPP̄Jλ +

1

4
JλTµνλPP̄ µν +

1

4
TµνλPP̄ µνJλ

}]
,

= −JλP̄ µν∇λPµν −
1

2

{
−4JλTµνλP̄

σνP µ
σ + JµTµνλP̄

σλP ν
σ + JλTµνλP̄

σµP ν
σ

+
1

2
TµνλJ

λP̄P µν − 1

4
gµνTµνλPP̄Jλ +

1

2
TµνλPP̄ µνJλ

}
. (A5.2)

Considerando el conjugado de la misma ecuación:

1

2
∇λJ

λ = −JλP µν∇λP̄µν −
1

2

{
−4JλTµνλP

σνP̄ µ
σ + JµTµνλP

σλP̄ ν
σ + JλTµνλP

σµP̄ ν
σ

+
1

2
TµνλJ

λPP̄ µν − 1

4
gµνTµνλP̄PJλ +

1

2
TµνλP̄P µνJλ

}
. (A5.3)

Sumando A5.2 con A5.3, obtenemos
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∇λJ
λ = −1

2

{
−4JλTµνλP̄

σνP µ
σ + JµTµνλP̄

σλP ν
σ + JλTµνλP̄

σµP ν
σ

+
1

2
TµνλJ

λP̄P µν − 1

4
gµνTµνλPP̄Jλ +

1

2
TµνλPP̄ µνJλ

}
−1

2

{
−4JλTµνλP

σνP̄ µ
σ + JµTµνλP

σλP̄ ν
σ + JλTµνλP

σµP̄ ν
σ

+
1

2
TµνλJ

λPP̄ µν − 1

4
gµνTµνλP̄PJλ +

1

2
TµνλP̄P µνJλ

}
,

= −1

2

{
−4JλTµνλP̄

σνP µ
σ + JλTµνλP̄

σµP ν
σ

+
1

2
TµνλJ

λP̄P µν − 1

4
gµνTµνλPP̄Jλ +

1

2
TµνλPP̄ µνJλ

}
−1

2

{
−4JλTµνλP

σνP̄ µ
σ + JλTµνλP

σµP̄ ν
σ

+
1

2
TµνλJ

λPP̄ µν − 1

4
gµνTµνλP̄PJλ +

1

2
TµνλP̄P µνJλ

}
−
(
1

2
JµTµνλP̄

σλP ν
σ +

1

2
JµTµνλP

σλP̄ ν
σ

)
. (A5.4)

Considerando solo la suma de los dos últimos términos de la ecuación anterior, se
tiene que

1

2
JµTµνλP

σλP̄ ν
σ +

1

2
JµTµνλP̄

σλP ν
σ =

1

2
JµTµνλP

λ
σ P̄ νσ +

1

2
JµTµνλP̄

σλP ν
σ,

=
1

2
JµTµνλP

λ
σ P̄ σν +

1

2
JµTµνλP̄

σλP ν
σ,

=
1

2
JµTµλνP

ν
σ P̄ σλ +

1

2
JµTµνλP̄

σλP ν
σ,

= −1

2
JµTµνλP

ν
σ P̄ σλ +

1

2
JµTµνλP̄

σλP ν
σ,

= 0.
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Reemplazando lo anterior en A5.4:

∇λJ
λ = −1

2
Tµνλ

{
−4P̄ σνP µ

σ + P̄ σµP ν
σ +

1

2
P̄P µν − 1

4
gµνPP̄ +

1

2
PP̄ µν

}
Jλ,

−1

2
Tµνλ

{
−4P σνP̄ µ

σ + P σµP̄ ν
σ +

1

2
PP̄ µν − 1

4
gµνP̄P +

1

2
P̄P µν

}
Jλ,

= −1

2
Tµνλ

{
−4P̄ σνP µ

σ + P̄ σµP ν
σ + P̄P µν + PP̄ µν

−4P σνP̄ µ
σ + P σµP̄ ν

σ −
1

2
gµνP̄P

}
Jλ,

= −1

2
Tµνλ

{
−4P̄ σνP µ

σ + P σµP̄ ν
σ − 4P σνP̄ µ

σ + P̄ σµP ν
σ

+
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
− 1

2
gµνP̄P

}
Jλ,

= −1

2
Tµνλ

{
−4P̄ ν

σ P µσ + P µ
σP̄

σν − 4P̄ µσP ν
σ + P̄ µ

σP
σν

+
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
− 1

2
gµνP̄P

}
Jλ,

= −1

2
Tµνλ

{
−4P µσP̄ ν

σ + P µσP̄ ν
σ − 4P̄ µσP ν

σ + P̄ µσP ν
σ

+
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
− 1

2
gµνP̄P

}
Jλ,

= −1

2
Tµνλ

[
−3P µσP̄ ν

σ − 3P̄ µσP ν
σ +

(
P̄P µν + P̄ µνP

)
− 1

2
gµνP̄P

]
Jλ,

=
1

2
Tµνλ

[
3
(
P µσP̄ ν

σ + P̄ µσP ν
σ

)
−
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
+

1

2
gµνP̄P

]
Jλ. (A5.5)

Definiendo

Πµν =
1

2

[
3
(
P µσP̄ ν

σ + P̄ µσP ν
σ

)
−
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
+

1

2
gµνP̄P

]
,

A5.5 se transforma en
∇λJ

λ = TµνλΠ
µνJλ.

Ya que

∇̊λJ
λ = ∇λJ

λ − T µ
µλJ

λ,
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la conservación de la corriente Jλ se rompe de acuerdo con

∇̊λJ
λ = (Πµν − gµν)TµνλJ

λ.

La propagación de la polarización también es anómala en presencia de torsión. De
A5.1

0 =
1

2
∇λJ

λPµν + kλϕ2∇λPµν +
1

2
ϕ2kλ

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
.

De aquí,

kλϕ2∇λPµν = −1

2
∇λJ

λPµν −
1

2
ϕ2kλ

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]

dividiendo por ϕ2:
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kλ∇λPµν = − 1

2ϕ2
∇λJ

λPµν −
1

2
kλ

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
,

= − 1

2ϕ2
ΠρσTρσλJ

λPµν −
1

2
kλ

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
,

= −1

2
ΠρσTρσλk

λPµν −
1

2
kλ

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
,

= −1

2
kλ

[
ΠρσTρσλPµν +

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
. (A5.6)

Del postulado del vielbein, es posible demostrar que

Γα
µν = e α

a ∂µe
a
ν + e α

a ω̊a
νµ + κα

νµ, (A5.7)

con κ la 1-forma contorsión A3.6. En términos de la torsión, A5.7 es expresada
como

Γα
µν = e α

a ∂µe
a
ν + e α

a ω̊a
νµ +

1

2
gαλ (Tνλµ − Tλνµ + Tµλν) ,

= Γ̊α
µν +

1

2

(
gαλTνλµ − gαλTλνµ + gαλTµλν

)
,

= Γ̊α
µν +

1

2

(
T α
ν µ + T α

µ ν

)
+

1

2
Tα

µν .
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Note que los dos primeros términos de la conexión son simétricas y la tercera es
antisimétrica en µν. Así, resulta conveniente definir

Γα(+)
µν = Γ̊α

µν +
1

2

(
T α
ν µ + T α

µ ν

)
, (A5.8)

Γα(−)
µν =

1

2
Tα

µν , (A5.9)

donde A5.8 y A5.9 corresponden a la parte simétrica y antisimétrica de la conexión,
respectivamente.

Volviendo a la derivada covariante de la polarización, observamos lo siguiente.

∇λPµν = ∂λPµν −
(
Γ
α(+)
λµ + Γ

α(−)
λµ

)
Pαν −

(
Γ
α(+)
λν + Γ

α(−)
λν

)
Pµα,

= ∂λPµν −
(
Γ̊α
λµ +

1

2

(
T α
λ µ + T α

µ λ

)
+

1

2
Tα

λµ

)
Pαν

−
(
Γ̊α
λν +

1

2
(T α

λ ν + T α
ν λ) +

1

2
Tα

λν

)
Pµα,

= ∂λPµν − Γ̊α
λµPαν −

1

2

(
T α
λ µ + T α

µ λ

)
Pαν −

1

2
Tα

λµPαν

−Γ̊α
λνPµα − 1

2
(T α

λ ν + T α
ν λ)Pµα − 1

2
Tα

λνPµα,

= ∂λPµν − Γ̊α
λµPαν − Γ̊α

λνPµα − 1

2
(Tλαµ + Tµαλ)P

α
ν −

1

2
TαλµP

α
ν

−1

2
(Tλαν + Tναλ)P

α
µ −

1

2
TαλνP

α
µ,

= ∇̊λPµν −
1

2
(Tλαν + Tναλ + Tαλν)P

α
µ −

1

2
(Tλαµ + Tµαλ + Tαλµ)P

α
ν ,

= ∇̊λPµν −
1

2
(Tλσν + Tνσλ + Tσλν)P

σ
µ −

1

2
(Tλσµ + Tµσλ + Tσλµ)P

σ
ν .

Reemplazando la última ecuación en A5.6
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kλ∇̊λPµν = −1

2
kλ

[
ΠρσTρσλPµν +

{(
2Tσλν +

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
2Tσλµ +

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

}]
+
1

2
kλ (Tλσν + Tνσλ + Tσλν)P

σ
µ

+
1

2
kλ (Tλσµ + Tµσλ + Tσλµ)P

σ
ν ,

= −1

2
kλ

[
ΠρσTρσλPµν +

(
Tσλν −

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
Tσλµ −

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

]
.

Por lo tanto

kλ∇̊λPµν = −1

2
kλ

[
ΠρσTρσλPµν +

(
Tσλν −

1

2
(Tλσν + Tνσλ)

)
P σ

µ

+

(
Tσλµ −

1

2
(Tλσµ + Tµσλ)

)
P σ

ν +
1

2
gµνTρσλP

ρσ

−1

4
(gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ))P

]
.
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