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Resumen

En esta tesis se estudia la propagacion de las ondas gravitacionales en una teoria
de Einstein-Cartan-Sciamma-Kibble (ECSK) asumiendo un espacio tiempo con
torsion inducido por un tensor de espin de materia oscura a escalas cosmologicas.
El analisis se centra en un “régimen de torsion débil” tal que la emision de ondas
gravitacionales, a orden principal y secundario en el limite eikonal, no se desvie de
la relatividad general estandar. Para este proposito, revisamos de manera breve
una técnica de parametrizacion de perturbaciones lineales y segundo orden en el
vielbein y la conexion de espin en el formalismo de Cartan para luego aplicarla a
ondas gravitacionales en la teoria de Einstein-Cartan. Adicionalmente, utilizamos
una serie de herramientas matematicas que corresponden a generalizaciones de
operadores de onda en geometrias de Riemann para ser utilizadas en geometrias de
Riemann-Cartan. Estas herramientas, aunque no imprescindibles para el estudio
de las ondas gravitacionales, permiten un analisis mucho més profundo de estas, ya
que posibilita explorar cada orden del parametro eikonal y mostrar de manera mas
transparente los efectos de la torsion en la propagacion de las ondas gravitacionales.
Se demuestra que, en principio, la torsiéon background inducida por la componente
de espin de materia oscura podria dar lugar a una amortiguacion o amplificacion
anémala de la amplitud de una onda gravitacional después de una larga distancia
cosmologica. Al evaluar la importancia de esta torsion inducida en la propagacion
anomala de la amplitud para fusiones de agujeros negros binarios, se concluye que
para escenarios astrofisicos realistas del universo tardio, los efectos son pequenos
y caen por debajo de los umbrales de deteccién, incluso para los interferometros
del futuro cercano como LISA. Detectar tal efecto podria no ser imposible, pero
aun esta més alla de nuestras capacidades tecnologicas. Este resultado permite
seguir utilizando la fusion de agujeros negros como sirenas estandar para medir la

expansion del universo.

Keywords — Ondas gravitacionales, torsion débil, espin, limite eikonal
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Abstract

This thesis studies the amplitude propagation of gravitational waves in an Einstein-
Cartan-Sciamma- Kibble (ECSK) theory by assuming a dark matter spin tensor
sourcing for spacetime torsion at cosmological scales. The analysis focuses on
a "weak-torsion regime", such that gravitational wave emission, at leading and
subleading order, does not deviate from standard General Relativity. For this
purpose, we briefly review a linear and second-order pertubation parameterization
technique on the vielbein and spin connection in the context of Cartan’s formalism
and applying it to gravitational waves in the Einstein-Cartan theory. Additionally,
we use a series of mathematical tools corresponding to a generalization of the
wave operators on Riemann geometries to be used in Riemann-Cartan geometries.
These tools, although not essential for studying gravitational waves, allow a deeper
analysis of them, since it makes possible to explore every order in the eikonal
parameter and showing in a transparent way the torsion effects in the propagation
of gravitational waves. It is demostrated that, in principle, the background torsion
induced by an eventual dark matter spin component could lead to an anomalous
dampening or amplification of the gravitational wave amplitude, after going across
a long cosmological distance. We assess the importance of this torsion-induced
anomalous propagation of amplitude for binary black hole mergers. For realistic
late-universe astrophysical scenarios, the effect is tiny and falls below detection
thresholds, even for the near future interferometers such as LISA. To detect such
an effect may not be impossible, but it is still beyond our technological capabilities.
This result enables to continue using mergers as standard sirens to measure the

expansion of the universe.

Keywords — Gravitational waves, weak torsion, spin, eikonal limit
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Capitulo 1. Introduccién 1

Capitulo 1

Introduccion

Aqui evaluaremos el problema de si los efectos de torsion no contabilizados podrian
introducir errores sistematicos cuando utilizamos agujeros negros como sirenas
estdndar. Este problema es crucial para el entendimiento de la evoluciéon del
universo y explorar la naturaleza de la materia oscura y la energia oscura. Tanto
la materia oscura como la energia oscura dan lugar a efectos fisicos significativos,
como la expansion acelerada del universo [41]-[44], lentes gravitacionales alrededor
de un camulo de galaxias [45], el perfil de velocidad anémalo de las estrellas que

orbitan galaxias espirales [46], entre otros efectos.

La mejor evidencia observacional para la materia oscura es la llamada relaciéon
distancia-redshift, que viene de la observacion de una supernova de tipo Ia(SNe).
Estas parecen candelas estandar robustas y es posible calibrar su brillo observado
y la distancia de luminosidad. Sin embargo, la ausencia de una descripcion teodrica
deja abierta la posibilidad de tener, por ejemplo, procesos evolutivos en el brillo de
las supernovas que conducen a errores sistematicos y, en consecuencia, amenazan

la precision en la estimacion de los parametros cosmologicos [47].

En contraste, las ondas gravitacionales y la astronomia multi-mensajero [18]
prometen una era de cosmologia de alta precision. En particular, la dinamica en
espiral impulsada por las ondas gravitacionales de los agujeros negros binarios
puede proporcionar una forma de medir las distancias de luminosidad con alta
presicion, % ~ 1—10%. Ademas, en un evento multi-mensajero, la medicion del
redshift de la contraparte electromagnética [19] podria permitirnos reducir este

error a 0,5 — 1 %. Por esta razon, la fusion de agujeros negros binarios como sirenas



estandar son escenciales para el desarrollo de una cosmologia de alta presicion
[50].

Todo esto es particularmente cierto para redshift grandes. Los eventos de fusion
de agujeros negros binarios deberian seguir a las fusiones de galaxias y estructuras
pregalécticas con un alto corrimiento al rojo [51]. Aunque la tasa de fusién no
es muy conocida, LISA deberfa medir al menos varios eventos a lo largo de su
mision, especialmente considerando su sensibilidad [52]. Por esta razon, es crucial
examinar cualquier fuente de error sisteméatico que pueda surgir cuando usemos

ondas gravitacionales de agujeros negros binarios como sirenas estandar.

En esta tesis evaluaremos si una posible fuente de error sistematico puede surgir
al no considerar la torsion cuando estudiamos la propagaciéon de las ondas
gravitacionales. La torsion no es una posibilidad descabellada; por ejemplo, la
materia oscura podria ser una fuente de torsion y, por otra parte, la torsiéon podria

ser una componente de la materia oscura [32|-[37].

Por supuesto, hay miltiples candidatos a materia oscura, tales como las
interacciones débiles entre particulas masivas, neutrinos estériles, axiones, objetos
de halo masivos frios, agujeros negros primordiales [38]-[10], entre otros. Ademas,
debido a los problemas de la cosmologia estandar para describir satisfactoriamente
la materia oscura (ver, por ejemplo, [11]), existe una tendencia activa a estudiar

teorias de gravedad modificadas [12]-[54].

En general, muchos de estos candidatos a materia oscura pueden dar lugar a torsion.
Por ejemplo, cuando consideramos teorias de gravedad modificadas, acoplamientos
no minimales y segundas derivadas en el lagrangiano son fuentes reales de torsion
H5|. Més an d id 1 i icul

[55]. Méas atn, cuando consideramos la materia oscura como particulas nuevas,
es importante recalcar que los fermiones dan lugar a la torsiéon. En particular,
esta tesis se enfocaréd en las particulas de materia oscura que generan torsion y
las consecuencias de esto en la propagacion de las ondas gravitacionales (y los

agujeros negros binarios como sirenas estandar).

Para analizar las particulas de materia oscura como una fuente de torsién, usamos
la gravedad de Einstein-Cartan-Sciama- Kibble (ECSK) [56]. En esta teoria, el

espin de la mecénica cuantica acttia como fuente de torsiéon' del mismo modo que

IEs importante recalcar que, cuando hablamos de espin, nos referimos solo al spin de mecanica
cuéntica intrinseco y, en ningun caso, a la densidad de momentum angular. Esta confusiéon ha
permitido algunos errores en la literatura, ver [57]



la energia es una fuente de curvartura (ver [58], [59]). Consecuentemente, la torsion
pudo haber sido relevante en el universo primitivo debido a su extremadamente
alta densidad de fermiones [60]-[67]. Ademas, en la teoria ECSK estandar, la
torsion no se propaga en el vacio e interactia muy debilmente con los fermiones del
modelo estandar (ver capitulo 8.4 de [68] y las referencias [69]-[71]). Por tanto, la

torsion podria ser potencialmente una componente de la materia oscura [32]-[37].

Otra observacion interesante es que en una teoria basada en la geometria de
Riemann-Cartan, el término de Einstein-Hilbert no cambia la relacion de dispersion,
es decir, la velocidad de las ondas gravitacionales no cambia. Sin embargo, la
torsion puede influenciar la propagacion de la amplitud y polarizacion de las ondas
gravitacionales [55]. En principio, estos efectos pueden tener un impacto en la

fiabilidad de las fusiones como sirenas estandar.

La presente tesis sostiene que en un escenario de background torsional, la
propagacion anémala de la amplitud (debido a la torsion) es muy debil para
afectar el uso de las fusiones como sirenas estandar. Como consecuencia, podemos
esperar que los resultados de la relatividad general sin torsion seguiran siendo

validos en lo que respecta a la propagacion de la amplitud.

Mostraremos un célculo explicito para el caso de la teoria ECSK, suponiendo que la
materia oscura tiene una densidad de espin no nula que da lugar a torsion a escalas
cosmoldgicas. Asumiremos una torsion background débil, en la cual se espera
una emisiéon de ondas gravitacionales como en la relatividad general y efectos
torsionales més pequenos que el orden secundario en el limite eikonal al momento
de la emision. En este escenario, los efectos torsionales pueden acumularse cuando
las ondas gravitacionales se propagan a escalas cosmolégicas, amortiguando o
reforzando la amplitud. En principio, podriamos esperar que si no tomamos en
cuenta los efectos de la torsion, esto podria afectar nuestra capacidad para usar

las fusiones como sirenas estandar.
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Capitulo 2
Relatividad general

En este capitulo introduciremos algunas nociones bésicas de relatividad general
tanto en el formalismo de Einstein como en el de Cartan. Adicionalmente,
revisaremos de manera breve algunos conceptos de geometria diferencial que
utilizaremos durante toda la tesis . Finalmente, realizaremos una discusién acerca
del porqué no debemos descartar la torsion en nuestros anélisis de esta teoria en

el contexto de la cosmologia que desarrollaremos en el capitulo 4.

2.1. Principio de equivalencia

2.1.1. Principio de equivalencia débil

Este principio establece que el movimiento de cualquier particula de prueba en
caida libre es independiente de sus propiedades. Para visualizar esto, se puede
pensar en el famoso (aunque mitico) experimento de Galileo dejando caer dos
objetos de diferentes masas desde la torre de pisa, cuyo resultado fue que ambas
masas cafan simultdneamente si se desprecian los efectos de roce. Para Newton,
lo que ocurria es que la masa inercial my, la cual mide la resistencia del cuerpo
a cambiar su estado de movimiento, era equivalente a la masa gravitacional m,

que corresponde a la constante de proporcionalidad que mide la intensidad del

_GM

= producido por una masa M. De este modo, si

campo gravitacional ¢ =

consideramos un cuerpo con las masas nombradas anteriormente, la segunda ley

1Un analisis mas completo de estos topicos puede ser encontrado en [1]-[6]



2.1. Principio de equivalencia )

de Newton y la ley de gravitaciéon nos permiten escribir, respectivamente

F = m[d,

Fg = —mgVo.

Por lo tanto, la aceleracion de una particula debido a la influencia de un campo

gravitacional es
a=-Vo.

La ultima ecuacion nos propone que todos los cuerpos que caen bajo la accion de
un campo gravitacional lo hacen a la misma aceleracion, es decir, establece una

equivalencia entre la aceleracion y la gravedad.

Cabe destacar que la equivalencia nombrada anteriormente solo es posible si
consideramos regiones del espacio lo suficientemente pequenas de manera tal que

las inhomogeneidades del campo gravitacional sean despreciables.

2.1.2. Principio de equivalencia de Einstein

FEinstein propuso que la impercepcion entre la aceleracion y la gravedad en
regiones pequenas no solo ocurre bajo experimentos mecénicos, sino que bajo todo
experimento. Ademas, en estas regiones las leyes de la fisica que tendran validez

seran las de la relatividad especial.

Esto significa que todo sistema de referencia es un sistema de referencia inercial
local (no percibiendo efectos de marea) cuando esté en caida libre. Un cuerpo que
se mueva de manera inercial sera aquel donde las fuerzas de origen no gravitacional
se anulen. Asi, un observador en caida libre percibird de manera local que las
trayectorias de las particulas que caen en caida libre junto con ¢l son lineas rectas
y, en este sentido, las diferencias con la geometria euclidiana son despreciables.
A su vez, todas las interacciones entre particulas estaran mediadas por las leyes
de la relatividad especial. Por otra parte, si consideramos una regiéon del espacio
lo suficientemente grande de manera tal que su geometria sea lo suficientemente
curva, entonces dichas leyes ya no tendran mas validez y todas las particulas

aceleraran una con respecto a la otra.

Todo esto supone que el espacio tiempo es una variedad suave que, en una vecindad
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lo suficientemente pequena, se asimila al espacio de Minkowski.

2.2. Principio de la relatividad general

Puesto que un observador es incapaz de distinguir localmente entre una caida
libre de un campo gravitatorio, es posible hacer un cambio de coordenadas en una
vecindad lo suficientemente pequena de la variedad de tal forma que, localmente,
esta se asimile a Minkowski. Cabe destacar que este cambio de coordenadas se
puede realizar en cada punto de la variedad, el cual sera diferente en cada uno de
ellos debido a las inhomogeneidadades del campo gravitatorio. Esto quiere decir
que la variedad tendra una curvatura no nula (el espacio no sera plano como en el

caso euclidiano).

En un punto p de una variedad d-dimensional (M@), se define el espacio
tangente T,M @ como el espacio vectorial V definido en ese mismo punto.
Sobre dicho espacio tangente, es posible definir un conjunto de coordenadas
llamadas “coordenadas localmente inerciales”, de modo que en una vecindad
lo suficientemente pequena de p se forme una métrica plana. De acuerdo con el
principio de equivalencia, aquel observador en el punto p que utiliza las coordenadas
localmente inerciales, percibe que las leyes de la fisica que se satisfacen en una
pequena region de la variedad se reducen a las de la relatividad especial. Sin
embargo, la transformacion de coordenadas entre las coordenadas localmente
inerciales y generalizadas corresponde a una transformacion de coordenadas
generalizadas. Esto quiere decir que las leyes de la fisica que percibe el observador
en p deben transformar bajo un grupo mas grande que el de Lorentz, por lo que
las leyes de la fisica para un observador no inercial en un punto completamente
diferente de la variedad deben ser exactamente las mismas. Esto nos lleva al
principio de la relatividad general, el cual establece que las leyes de la fisica deben
ser las mismas para todos los observadores, sean o no inerciales, lo que significa que
las leyes deben transformar de manera covariante bajo transformaciones generales

de coordenadas.

En lo tnico en que los observadores pueden discrepar es en la forma en la que
pueden interpretar la fisica. Podria ocurrir (segtn el principio de equivalencia
débil) que lo que un observador perciba como aceleracion el otro lo perciba como

gravedad, mas los efectos fisicos deben ser exactamente los mismos para ambos.
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2.3. Relatividad general en el formalismo de

Einstein

Acorde a la relatividad especial, la estructura del espacio tiempo es perfectamente
descrita desde el punto de vista de los observadores inerciales, y las leyes de la fisica
se relacionan en un sistema de referencia a otro mediante las transformaciones de
Lorentz. Sin embargo, en la relatividad general, sélo podemos considerar sistemas
de referencia localmente inerciales debido a la accién de la gravedad. Asi, la teoria
de Newton de la gravitacion no es compatible con la relatividad especial, pues si
insistimos en considerar, por ejemplo, dos cuerpos en caida libre lo suficientemente
lejanos entre si, se encuentra de que estos estan acelerando uno con respecto al
otro. Por lo que Einstein se aventurd a buscar una nueva teoria de la gravedad

basada en las ideas antes descritas en el principio de equivalencia.

2.3.1. Propiedad métrica y afin

En una variedad M@ el concepto de tamafio o distancia entre dos puntos es

codificado por la métrica g, (x) a través de la ecuacion

ds* = g, da" @ da”, (2.3.1)

donde g, (x) no es necesariamente constante como ocurre en la relatividad especial
con la métrica de Minkowski 7),,,. Las componentes de la métrica son dadas por
el producto punto entre los vectores 0, que forman una base coordenada en el

espacio tangente en el punto p de M@ es decir,

Juv = au : ay- (232)

Es importante mencionar que una variedad esta dotada de propiedades métrica y
afines: la primera hace referencia a la nocién de distancia, angulo, areas, volumen
y objetos localmente definidos en el espacio tiempo; la segunda define la nocién

de paralelismo.

El concepto de paralelismo tiene su origen al intentar definir la derivada de un
vector en una variedad no plana, pues, al intentar definir la derivada parcial

que mida la tasa de cambio de una funcién, esta no sera covariante bajo una
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transformacion general de coordenadas. De hecho, definiendo el vector 5 = ("0,

e T,M (@) tenemos que

,  Oxf Ox° 0 Iokind
(OuCe) = 5 g Ol + 5 ( ) Cos (2.3.3)

v\ Oxv

donde se observa que el término problematico es el segundo.

La razon por la cual esta entidad no es covariante bajo transformacion general de
coordendas radica en el hecho de que, al calcular una derivada de una funcién en
una direccion de una variedad M@

V(P P — V(P
o i V) V@)

e—0 g

, (2.3.4)

estamos restando vectores que pertenecen a espacios tangentes diferentes: por un
lado, V¥ (27 + £¢?) € Tyyee M@; por otro lado, V¥ (2°) € T, M,

Por lo tanto, la solucion es trasladar el vector V¥ (xf 4 e(”) paralelamente desde
un punto x” 4+ £(” a otro x” de modo que pertenezcan al mismo espacio tangente.

Matematicamente, esto se expresa a través del ansatz

Y (2f 4 £CP) = V7 (2 + CP) + eT2, VY (a) (2.3.5)

donde I'f,, corresponde a la conexion afin y es el encargado de codificar el concepto
de paralelismo. Estando conscientes de todo esto, una operaciéon derivada bien

definida sobre la variedad deberia ser

ViV (xf +eC?) — V¥ (x”
¢*9, VY = lim i <) @)

e—0 g

Reemplazando 2.3.5 en 2.3.4, encontramos la definiciéon de derivada covariante

V.V =8,V T VP, (2.3.6)

la cual si es covariante bajo transformacion general de coordenadas. Cabe destacar

que la conexion afin no se comporta como un tensor bajo transformaciones de
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coordenadas, pues esta cambia como sigue

oo ox” 9z 9P Oz 927 v
KON 9gh Ok 9z P 9k Oxr OxedxB

(2.3.7)

FEinstein asume que la métrica es el inico campo dinamico, lo cual se traduce en

imponer una restricciéon sobre el tensor torsion

T, =TI, —T, =0. (2.3.8)

Dicha conexién afin que satisface este constraint es el famoso simbolo de Christoffel

o 1
qu - §g>\p (a,ugup + az/g,up - 3,39;“/) . (239)

Considerando 2.3.6, es posible calcular el conmutador de derivadas covariantes, el

cual esta dado por:

Vi, Vo VA =R,V = To NV VA, (2.3.10)

donde
R = 00 — 0,00, +Thglh, — Toulh (2.3.11)

corresponde al tensor de curvatura. Note que 2.3.10 mide el cambio del vector
cuando escoge caminos diferentes al transportarse paralelamente.

Si consideramos variedades con torsiéon nula, entonces el tensor de curvatura
pasaré a llamarse el tensor de curvatura de Riemann definido como

RA 0 = 0uL0, — 0,10, + T8, — 0,10, (2.3.12)

A partir de 2.3.12 es posible definir, contrayendo algunos indices, los siguientes

objetos:

aiv?

7%' - gmj?éazu
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los cuales son llamados tensor de Ricci y curvatura escalar de Ricci,

respectivamente.

2.3.2. Accién de Einstein-Hilbert y ecuaciones de campo.

Dado que todas las interacciones fundamentales son descritas por un principio de
accion, es logico considerar que esta teoria no es la excepcion. Este principio de

acciéon debe ser de la formas

S = /Ld“m = /\/—ng4x, (2.3.13)

con L la densidad lagrangiana del sistema, L el lagrangiano y g < 0 el determinante

del tensor métrico. En general,

S, = /Egd4:v—|—/£Md4a7, (2.3.14)

donde el primer término corresponde al principio de acciéon que se contruye a
partir de la geometria del espacio, mientras que el segundo a cualquier otro campo.
Observe que hemos considerado la dimensionalidad d = 4, pues la relatividad

general es una generalizacion de la relatividad especial.

Conforme con el principio de equivalencia, la geometria y la gravitacion pueden
entenderse como conceptos equivalentes, por lo tanto, es innecesario agregar un
término de interaccion, puesto que estos deben estar contenidos dentro del primer

término.

Dado que las ecuaciones del movimiento deben ser de segundo orden en las
derivadas, entonces la densidad lagrangiana admite términos de hasta primer
orden, tales como la métrica y el simbolo de Christoffel. Sin embargo, es imposible
construir un escalar invariante solo utilizando estas herramientas, ya que siempre
es posible escoger un sistema coordenado en donde los simbolos de Christoffel se

anulen en un punto.

En 1915, Hilbert solucioné este problema suponiendo que la densidad lagrangiana
buscada deberia contener términos de hasta segundo orden. Esto, sumado a la
condicion de que los términos de segundo orden sean lineales, permitiria separar

la accion en una integral de volumen, que contendria los lineales en la métrica, y
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en una integral de superficie que contenga los términos de segundo orden.

Considerando todos los escalares que se pueden formar en cuatro dimensiones que
involucren algtn término de curvatura, el Gnico consistente con las condiciones
impuestas anteriormente corresponde al escalar de Ricci. De este modo, la accion

de Einstein-Hilbert es dada por:
Sk = /\/—g702d4x + Qk/\/—gLMd‘lx, (2.3.15)

con L) el lagrangiano de materia y k& la constante de gravitacion de Einstein . La

variacion de esta acciéon nos proporciona las ecuaciones de Einstein

o 1 o
R;Ll/ - §g,u,uR - knl” (2316)

con 7, el tensor de energia momentum definido como

2 08
T = —\/—_—gdg—ﬁ (2.3.17)

y Sy la accidén no gravitacional. Al analizar el limite Newtoniano, es decir,

considerando campos débiles en el que las particulas se mueven lentamente,

encontramos que la constante de gravitacion de Einstein k es dada por

donde G es la constante de gravitacion universal y ¢ la velocidad de la luz.

2.4. Relatividad general en el formalismo de

Cartan

2.4.1. Geometria diferencial

Para comprender el formalismo de Cartan, es necesario hacer una breve
introducciéon acerca de las formas diferenciales. Para ello, pensemos nuevamente
en una vecindad de un punto p € M@ en el que definimos un sistema coordenado

x*. Ademas de poder definir un espacio tangente T}, (M (d)), también es posible
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definir el espacio co-tangente T (M d), que corresponde al espacio dual de los
covectores V* definido en cada punto p de la variedad. Los objetos que habitan en
este espacio son llamados formas diferenciales, cuyas bases son denotadas como
dz*. En particular, una 1-forma diferencial a corresponde a un tensor tipo (0,1)

que en términos de la base se escribe como

a = a,dst. (2.4.1)

Al conjunto de todas las 1-formas que habitan sobre M(? se les denota como
Q! (M@) .

Anteriormente, hemos mencionado que objetos tales como 9,4, no se comportan
como tensores (ver 2.3.3). Esto quiere decir que una derivada de o € Q! (M (d))
del tipo

do = Oy, dz” @ da” (2.4.2)

tampoco lo hace. Sin embargo, de 2.3.3 notamos que si p y v fuesen indices

antisimétricos, entonces 2.4.2 si estaria bien definida.
Definiciéon 1. Producto exterior

Sean ¢, p € V*, se define el producto exterior como el tensor antisimétrico definido

co1mo

PNP=0Rp—pR 9.

En particular, si ¢, o € Q! (M d), entonces ¢ A ¢ pertenece al espacio de 2-formas

02 (M d), cuya definicién explicita es dada a continuacion

1
ON Q= Qupdat Ndz" = ¢,p, 3 (da" @ dz¥ — dx” ® dzt)

Esta idea se puede generalizar y definir el espacio de las p-formas (M d) a
través de un objeto completamente antisimetrizado de la forma
1

'dx[‘“ ® ... ® dzhl, (2.4.3)
P!

dz N oNdz? AN LN datr =

donde los corchetes denotan antisimetrizacién de peso 1.
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En general, para construir objetos completamente antisimétricos es ttil definir la
delta de Kronecker generalizada

S — pl i

"
V1.0 [Vl....éyzﬁ (2.4.4)
Una de las propiedades maés interesantes que se utiliza muy a menudo es la

contraccion de sus indices 2.4.5

5”1---Mrﬂr+1---up — M(s“l"'“r (245)

Vi..Vplpr41...[4p (d _ p)' Vi..Up °

Esta delta de Kronecher permite definir otro objeto llamado el simbolo de Levi-
Civita
=4l P (2.4.6)

€t pip M1 fhp)

el cual es antisimétrico en sus indices. Este simbolo es util para definir el

determinante de una matriz.

Sea un tensor T' (4) € T, (M (d)), con p un punto de una variedad d-dimensional

M . El determinante de dicho tensor se relaciona con el simbolo como

T, T, = det (T) €., (2.4.7)

Eﬂlmﬂp 2 Vp

similarmente,

6’“’1“"“1)T,u1y1 -..Tupyp = det (T> 61/1...1/1,7 (248>

Bajo una transformacion de coordenadas, el simbolo no transforma como tensor,

pues

ox¥t  Oz'r

ox
- ax/ Eﬂlmﬂp’

donde }%| es el jacobiano de la transformacién. De manera analoga

ox'

ox

ety — ehieHp

Puesto que el simbolo de Levi-Civita no es un tensor, entonces no es posible subir
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y bajar indices de la manera usual como lo hacemos con tensores. Al intentarlo,

obtenemos

GGt ey, = det (g7h) €1, (2.4.9)

Gurvs -G, €717 = det (g) €4y, (2.4.10)

A través de la delta de Kronecher generalizada, es sencillo definir una base de
Qp (M (d)) del siguiente modo:

1
— oMt dpt @ L @ dx'P. (2.4.11)

| “v1Up

p:

de" N oNdx N LN datr =

El producto exterior de formas puede ser usado para construir una p + ¢ forma a

través de una p-forma y g-forma. Sean v € QO (M9 y g € Q1 (M),

1
a = =y dr" AL AN datr,

p!

1 5 y
ﬁ == _'/Byl.,,yqu 1 VANUURIVAN d.fl: 1,

p:

Se define el producto exterior entre formas diferenciales como la aplicacién

A QP (MDY x QF (M) — Qrt (M@ (2.4.12)

definido por

1
AN B = == 0, By da™ N N 2N dz"* N\ ... AN dx"a. (2.4.13)
pq:

Cabe destacar que este producto no satisface la regla de conmutacion. En efecto,

aANB=(-1D""BAa. (2.4.14)

Definiciéon 2. Derivada exterior

La derivada exterior de B € QP (M (d)) es un mapeo

d: QP (MD) — et (M@D)
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definido por .
dB:Hm&mwm%AMMAmAmw. (2.4.15)

Observe que la derivada exterior de una d-forma en una variedad d-dimensional
es nula, pues esto corresponderia a una forma diferencial C' € Qd¢+! (M (d)), y
en estas circunstancias no existen suficientes indices para construir un tensor

completamente antisimétrico sin repetir indices.

A través de la propiedad 2.4.14, es posible demostrar que la derivada exterior del
producto exterior entre 2 formas diferenciales satisfacen la regla de Leibniz con

correcion de signo:

daNp)=daNp+(—1)aAdp, (2.4.16)

donde o € O (M (d)). Por otro lado, el lema de poincaré establece que

dAda = 0. (2.4.17)

Hasta el momento, todo el analisis se ha hecho considerando una base coordenada
0, sobre el espacio tangente. Dicha base, dado que es una base coordenada,
en general no serd ortonormal, por lo que 2.3.2 no necesariamente satisfacera
Oy - 0, = 0,,. No obstante, existe un isomorfismo e que establece una relacién

entre una base coordenada y ortonormal, el cual viene dado por

eq = €' 0y,

(2.4.18)

donde e} corresponde a la matriz de cambio de base y definen una base ortonormal.

Es posible hacer el mismo cambio de base considerando la base dual de los vectores

e’ = e, dat, (2.4.19)

objeto que forma una base ortonormal de las 1-formas.

La ventaja que supone trabajar con este tipos de objetos llamados vielbein es que,
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al ser e, una base ortonormal en 7, M (@) el producto punto satisface

14
eq-ey = el'0,e, 0y,
_ W, v
= €4 € v,

= Tab,

(2.4.20)

donde 7, corresponde a la métrica de Minkowski. Con el objetivo de ser mas

transparente con los calculos, siempre utilizaremos los indices griegos para

referirnos a la base coordenada, mientras que los indices con alfabeto latino

seran considerados para referirse a la base ortonormal.

A partir del cambio de base inverso

_ a
o, = e, Ca,
ool
dz" = e/te",
y considerando
v _ SV
dudx” =47,

se encuentra facilmente que las matrices cambio de base satisfacen
e e, =0,
Reemplazando 2.4.23 en 2.4.20, encontramos que
I = nabeaﬂeby .
De forma anéloga, es posible encontrar la relaciéon inversa

wy __ ab, p v
g =1 €4 ¢ -

Esto quiere decir que es posible expresar los campos vectoriales

(2.4.21)

(2.4.22)

(2.4.23)

(2.4.24)

(2.4.25)

y formas
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diferenciales en esta base ortonormal como

A = A", = A%,

_ no_ a
a = oudrt = a.e”,

lo cual implica que la matriz de cambio de base e convierte las componentes de

vectores y formas del siguiente modo

Ar = e A,
At = e AN,
a, = eaﬂaa,
a, = el'ay,.

Por supuesto, todo esto puede ser generalizado para P € )P (M (d))

1 1
P= Hpﬂl“‘#pdxﬂl A A d(L’I“Lp - H-Pay.‘ap@al VANPTRVAN €ap7

_ Hn1 Hp
con Py, a0, =€ .Ca," Puy. -

Observe de 2.4.24 que los vielbein codifidican toda la informaciéon de la métrica.
Por lo tanto, podemos utilizar los vielbein para construir la teoria de la relatividad

general de una manera alternativa.

Cabe destacar que, si conocemos la métrica de la variedad, no es posible obtener
informacion alguna sobre los vielbein, pues existen infinitas elecciones de vielbein
para construir la métrica. En efecto, siempre es posible definir una nueva base

ortonormal en términos de otra base en cada punto de la variedad de manera que

e® = A% (z)eb,

la cual sigue siendo ortonormal. De este modo, de la condicion 2.4.24

o —a =b
Guv = Tar€ ,ue v

a ¢ b d
= nal\’e uA 2€7,-
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Por otro lado

Guv = ncdecuedlf (2426)
De aqui observamos que la métrica de Minkowski y las matrices A% satisfacen

nabAacAbd = TNed,

lo cual significa que las matrices A% son rotaciones locales de Lorentz y, por lo

tanto, la métrica g,, no cambia bajo esta transformacion.

Una consecuencia de la transformacion de la base ortonormal bajo transformaciones
de Lorentz es que la derivada exterior de un vector de Lorentz no es invariante
bajo transformaciones del grupo SO (d — n_,n_)*.En efecto, dada la componente

de un vector V¢ = A4V € T,M (@) su derivada exterior vendra dada por
dV® = A%dV° + dA AVES

Para solucionar este problema, definiremos una 1-forma w®

= w“bud:c“ llamada
conexion de espin (anélogo a la conexion afin para la base coordenada). Realizando
un procedimiento totalmente andlogo para el caso de la derivada covariante V,

definiremos la derivada covariante invariante de Lorentz como

DV = dV® 4+ w4 VP (2.4.27)

Como consecuencia de esta covariancia, la conexiéon de espin bajo transformaciones

de Lorentz no cambia como un tensor, pues

o = A AW, — AN

Una caracteristica importante de la conexion de espin es la antisimetria de sus

indices, consecuencia directa de la condiciéon de compatibilidad métrica, la cual

2n_ representa la cantidad de signos negativos que posee la métrica 1.

3A partir de ahora, cada vez que encontremos un producto exterior entre alguna forma diferencial
arbitraria con una O-forma o un vector, omitiremos el operador A.
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establece que

V,das = 0, (2.4.28)
Dnw = 0. (2.4.29)

Esta condicién existe para no dejar espacio a ambiguedades al momento de subir
o bajar indices de tensores cuando trabajamos con cualquiera de las derivadas

covariantes. En general, tenemos que

VA, = V,(9,,A") =V 49,4 + ¢,,V, A,
DAa = D (nabAb) = DnabAb + nabDAba

al aplicar la condiciéon de compatibilidad métrica, se cumple que

V,A, = V,(0,,A") = 9,,V,A7,
DA, = D (nabAb) - nabDAb7

por lo que no interesa de que manera subamos o bajemos indices.

Dado que dng, = 0, 2.4.29 se traduce en la antisimetria de la conexiéon de espin

Wep — —Whg- (2430)

Al igual que la conexién afin I, la conexion w,, también codifica la nocién

de transporte de vectores sobre una variedad, la cual, en principio, debiese ser
independiente de la eleccién de nuestra base. Teniendo en cuenta esto, exigiremos

la equivalencia entre ambas derivadas sobre el mismo vector, esto es

VV — DV:
BV + Ty V") det @0, = (9V*+w,V') dat ® e,

donde V =dz* @V, y D = dz* N\ D,,. Esto nos lleva directamente a una ecuacion
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conocida como postulado de vielbein

e’ + w,e’, — 7 e =0, (2.4.31)

que nos muestra la relacién entre ambas conexiones cuando codifican la misma
nocion de transporte para vectores (0-formas). Sin embargo, lo anterior no es
cierto si consideramos p formas con p # 0. Para comprender esto, es necesario

estudiar como acttian ambas derivadas sobre formas diferenciales.
Dada una p-forma P en la base cartesiana

1

pP— Hpal~~-am61__ﬂnm__“paal ®...00,, @dr' ... @dxP @dz" A... Ndxt? | (2.4.32)

la derivada covariante V sobre 2.4.32 tiene la forma

1 al...0m a1 PAQ2...0m Qm DO O — 1A
VP = pl <8 P B1---Bnpt...pp + F P 1---Bnp1...pp ot FW\ P Br---Bnpr...pip
a1...0m al...0m
F’Yﬂlp ' AB2...Bnp1. . pip F’YﬁnP " Bre-Brn—1Ap1...pip
A a1...00m A Q7 ...00m
_F’YMP ' Bi.-Badpa..pp F'pr " 51---Bnu1---up71>\)
A2 @ O, ® ... ® On,, ® dz’'... @ dzP @ dax'* A ... A dat. (2.4.33)

Por otra parte, si escribimos la p-forma utilizando el lenguaje ortonormal

1

ai...am _ ~ Ppa1...am n1 Ip
P by by = p'P by bty Q8 AN A AP (2.4.34)
su derivada covariante de Lorentz sera
aq...am o aij...Gm al C1a2...Qm am a1a2...Cm
Dp by = AP bty TWe AP by byt AP br...bn
c1 ai...am Cn ai...am
—wG, A P by — WA P by (2.4.35)

Es importante resaltar que esta derivada, al igual que la derivada exterior usual d,

también satisface la regla de Leibniz con la correcciéon de signo

D (P&t ANQTY 4) = DPUm o AQU F(=1)P PO, ADQT
(2.4.36)
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con Q € Q1 (M@D).
Observe que, a diferencia de la derivada V 2.4.33, la derivada D 2.4.35 actua de

manera antisimétrica sobre los indices, siendo un mapeo tipo

D: QP (M) — Qe (M)

mientras que en la derivada V tenemos un mapeo de estilo

VP (MY — QP (M9D).

Una segunda diferencia es que la derivada covariante de Lorentz solo se contrae
con los indices de SO (d — n_,n_), mientras que la derivada covariante V se aplica

sobre todos los indices, incluyendo los indices de forma.

Las similitudes solo se dan cuando estos operadores actiian sobre 0-formas, ya que

en este caso, codifican la misma nocién de transporte paralelo

V¢ = D¢, (2.4.37)

con ¢ € Q0 (M@).

La derivada covariante de SO (d — 1—,n-) también coincide con la derivada exterior
usual d siempre y cuando lo apliquemos sobre una p-forma escalar, ya que la

conexion de espin actta solo sobre los indices libres de Lorentz. Asi,

DX = d), (2.4.38)

con A = L+ )\

] 1y TP A A dzHP . Sin embargo, esta similitud se acaba cuando

consideramos formas diferenciales de Lorentz. De hecho, una diferencia remarcable
entre estos operadores, es que la derivada D no satisface el lema de poincaré 2.4.17.

En efecto, considerando la componente de un vector V¢, es facil ver que

D*V® = R V*, (2.4.39)
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donde R% es la llamada 2-forma curvatura dada por:

R = dw + w" A w. (2.4.40)

Utilizando el postulado del vielbein, es posible escribir este objeto en términos del

tensor curvatura como sigue

1
B
R% = Ee“aeb Y dr A dx”. (2.4.41)
Por otra parte, se define la 2-forma torsién como la derivada covariante actuando

sobre el vielbein

T® = De® = de® + w® A e, (2.4.42)

la cual, andlogamente al caso de la curvatura, esta relacionado con el tensor de
torsion mediante la siguiente ecuacion
70 = Lo TN qon p dg (2.4.43)

= 5T dz x”. 4.
En este punto, es importante senalar que la conexién de espin puede separarse en
dos términos

<,L)ab — (i)ab + :‘iab,
donde W™ corresponde a la pieza sin torsién de la conexién de espin, la cual

satisface
De® = de® + &% A e? = 0", (2.4.44)

mientras que k% es la llamada 1—forma contorsion, que esta relacionada con la
2-forma torsion mediante
T = k% A €. (2.4.45)

Utilizando estos objetos, es posible definir la 2-forma curvatura de Riemann como

R® = di™ + &% A0S, (2.4.46)

4Tanto la derivada V como D se definen de la manera usual mostrada en 2.3.6 y 2.4.27
respectivamente, salvo que las conexiones utilizadas seran Ff;u y w
5Cabe destacar que el simbolo "°"también se usa sobre formas diferenciales.
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cuya relacion con la 2-forma curvatura 2.4.40 se manifiesta en siguiente ecuacion

R® = R™ 4+ Dk + &% A K5, (2.4.47)

Tanto la ecuacion 2.4.40 como 2.4.42 son importantes debido a que describen
la estructura geométrica de la variedad y reciben el nombre de ecuaciones de
estructura. En particular, la ecuacion de estructura 2.4.40 nos permite distinguir
de mejor manera la diferencia entre las derivadas V y D. Para ello, haremos
un procedimiento analogo al realizado cuando se obtuvo 2.4.40, solo que en esta
oportunidad consideraremos la derivada V. Puesto que D? = %dx“ Ndx" [D,, D,],
debemos calcular en primer lugar el conmutador entre derivadas covariantes V,
sobre V¢, el cual es dado por

[V, VU VE = (R%,, VP =T, V,V*) da* A da”,

Buv

lo cual es equivalente a

VAVV =2 (R%,, V= T7,V,V) da" A da” @ 0. (2.4.48)

1
92 Buv

Comparando 2.4.48 con 2.4.40, observamos que la diferencia entre las derivadas
V y D viene dada por la apariciéon de un término torsional en 2.4.48, el cual es
consecuencia directa del sobretransporte paralelo de V sobre los indices de forma.
De este modo, la tinica manera de que ambas derivadas codifiquen la misma idea

de paralelismo es cuando 7%, = 0.

Para finalizar, es importante conocer como calcular la dimensionalidad de una
p-forma en una variedad d-dimensional. Recordemos que el producto exterior A
define un tensor antisimétrico, entonces una base e A ... Ae% A ... ANe% A ...e%
de una forma diferencial o € QP (M (d)) no es independientemente lineal de
e AN A Ne%A..e peroside e A Ae% A...Ne% A...eTI A el
En este sentido, para calcular la dimensionalidad de las p-formas en una variedad

d-dimensional, debemos tener cuidado de no contabilizar todas las permutaciones

6p 4+ 1 < d, de lo contrario la base se anularia
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posibles de una base, lo que nos lleva a la siguiente combinatoria

dim [ (M@)] = ( I ) ___ @ (2.4.49)

[ _p!(d_p)!'

De la tltima expresion, es directo ver que dim [Qp (M (d))] = dim [Qd*p (M (d))} y,
puesto que tanto (2P (M (d)) como Q4P (M (d)) tienen la estructura de un espacio
vectorial, es posible definir una serie de operadores que utilizaremos muy a menudo

a lo largo de esta tesis.
Definicion 3. Dual de Hodge
Sea P € QF (M),
1
P=—PF, " N...Ne™.

pl

Se define el operador de Hodge como un mapeo lineal

o QP (MW) — QPP (M),

definido por

1
*P = mPal“'ap€al...apbl...bd7p€b1 AL A ebd*P. (2450)

con xP € Qd-p (M(d)) el dual de P.

Este operador en términos de sus componentes adopta la forma

*P = @) (xP)y, 4y, €A Al (2.4.51)
J— p ! ceeYd—p
donde
1 a a,
(*P)bl..‘bd,p = ZT!P VP €q) apbr.bg_p-

Definicion 4. El operador I

Sea v una ¢-forma en la variedad M (Y. En términos del operador de Hodge 2.4.50,

el operador I, en el espacio tiempo d-dimensional es un mapeo del tipo
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L (MD) — Qrt (M@D)
definido de manera explicita como

I, = (=14 P01 () A 4 (2.4.52)

Y

Si v coindide con la base e A ... A e, entonces la notacion de este operador

queda reducida a

Iay..aq == (_1)(d—p)(p—q)+17, * <€a1 VANRTAN €aq N *. (2453)

Algunas propiedades interesantes de este operador son las siguientes:

= Siye! (M (d)), el operador satisface la regla de Leibnitz con una correciéon

de signo
IL,(PNLy=I,PNL+ (-1)’PANL,L, (2.4.54)
donde Py L son p y [ formas, respectivamente

» Se satisface el algebra I, ., 1b,..5, = Ib,..b,a,...ay, CUya consecuencia directa

es que [,1* =0
Definicién 5. Coderivada exterior

La coderivada exterior es un mapeo lineal

dt QP (M@W) — or~t (M)

cuya definicion es dada por

dt = — (=1) @ 4 (d % . (2.4.55)

2.4.2. Accion de Einstein-Hilbert en el formalismo de

Cartan

Puesto que la geometria esta basada en los conceptos independientes de metricidad

y paralalelismo, la descripcion dindmica del espacio tiempo deben ser representados
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por los grados de libertad independientes vielbein e® y conexién de espin w®.

Luego, para la construccion de un principio de accién, debemos utilizar estas
formas diferenciales y objetos que sean construidos a partir de ellos, tales como la
2-forma curvatura y la 2-forma torsiéon. Otros objetos que son posibles de utilizar
son los tensores invariantes de lorentz 1g, v €aped’, de manera que se construya

una 4-forma invariante de Lorentz.

El tinico principio de accién razonable que se puede construir con los ingredientes

antes mencionado es

1 1 1
= — —eabed B N e A e — = Aegpeae® N e® A e N e + / EE\A}), (2.4.56)
cky Jara 4 4! M@

S

con Eg\? el lagrangiano de materia que podria depender de los vielbein, conexion
de espin o algiin campo de materia y k; una constante de acoplamiento cuyas

dimensiones son
T2

[ka] = oL (2.4.57)

donde M, L y T son unidades de masa, longitud y tiempo, respectivamente.
Definiendo las variaciones del lagrangiano de materia con respecto al vielbein y la

conexion de spin como

5L = —xTyndel,
1
6Ly = —50w™ Axow,

con Ty una 1-forma energia momentum y o, a una 1-forma de espin:

T = T, (2.4.58)
o = o Pda (2.4.59)

Variando el principio de accion, las ecuaciones de campo proporcionadas por el

"La invariabilidad bajo transformaciones locales de Lorentz de eqp.q puede verse directamente
de la ecuacion 2.4.7.
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vielbein y la conexion de espin son, respectivamente:

1 A
—€abcd R N €€ — —€apea€® NP N e€ = kyx Ty, (2.4.60)

2 3!
€abed N\ T°A Gd = k’4 * Ogp- (2461)

Escribiendo estas ecuaciones en el lenguaje coordenado, encontramos

1
Ry = 50w R+ Mgy = Fa Ty, (2.4.62)
TP, — 05T+ 0PT". = kyo' . (2.4.63)

Ambas ecuaciones pueden reescribirse como

1

RHV = k4 <7:Ll/ - Eg/.tl/TZ> + Ag‘uy, (2464)
1

0, = ki <JPW + 5 {000 — a%éﬁ}) : (2.4.65)

Al considerar el limite de campos débiles, debemos recuperar la teoria de

gravitacion de Newton, lo que nos lleva a que la constante k; tome el valor

&1

ko= (2.4.66)

C

Note que 2.4.62 es similar a la ecuacion de Einstein-Hilbert 2.3.16, solo que esta
altima considera todos los términos sin torsiéon debido a la restricciéon de torsion

nula impuesto.

La ecuaciéon 2.4.64 nos dice que el tensor de Ricci podria ser no nulo en el vacio,
posibilitando que la materia pueda curvar el espacio tiempo fuera de la regién en

la que se encuentra.

Por otro lado, de 2.4.65 observamos que las componentes de la torsion estéan
algebraicamente relacionadas al tensor de espin 2.4.59. Por consiguiente, la torsion
en el vacio se anula idénticamente y no se puede propagar. Cuando ademas de
esto, consideramos el modelo estandar como lagrangiano de la materia, la torsion

pareceria estar condenada a la irrelavancia en el contexto de ECSK. En el modelo
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estandar, solo los fermiones son una fuente de torsion (tienen un tensor de espin
que no desaparece) a la vez que son afectados por esto (ver [58], [68]). Sin embargo,
no existen experimentos realistas de fisica de particulas que permitan detectar
torsion en un futuro previsible, ya que el efecto esperado es muy débil. De hecho,
algunas referencias incluso desaconsejan en broma apostar por una deteccion de
este tipo (ver el final del capitulo 8 de [68]). Mas aun, los fermiones del modelo
estandar interactian formando estructuras localizadas. Dado que cualquier efecto
torsional que los fermiones crean no pueden propagarse en el vacio, podria parecer

que la torsién no juega un rol en la evolucion tardia del universo®.

Sin embargo, es necesario tomar en cuenta la materia oscura antes de descartar la
torsion, ya que no es claro aiin si la materia oscura posee espin o si su densidad de
espin desaparece o no. Los modelos cosmologicos estandar generalmente asumen
una densidad de spin nula por simplicidad, pero no hay razones fisicas mas alla
de esta hipoétesis: Las restricciones de observacion sobre la torsiéon son pobres. Por
el contrario, asumir una densidad de spin no nula proporciona una explicacion

simple para fenomenos como la torsion en el pardmetro de Hubble, ver [37].

Esto abre una interesante posibilidad, puesto que, como veremos, la torsion
background afecta a la propagacion de la amplitud y la polarizacion de las ondas
gravitacionales. Esto significa que, en principio, incluso una torsiéon background
débil podria afectar la propagacion de las ondas a escalas cosmologicas. Incluso
peor, podria ser que una propagacién anémala no contabilizada de la amplitud
de las ondas gravitacionales podria obstaculizar nuestros efectos para utilizar las
fusiones de agujeros negros como sirenas estandar, haciendolas parecer mas lejanas
o cercanas de lo que verdaderamente estdn. Sin embargo, como veremos mas
adelante, no es el caso, dado que seria necesario una torsiéon background fuerte

poco realista para afectar la propagacion de las ondas de un modo observable.

8La situacién es contraria cuando se considera un plasma de fermiones extremadamente denso,
como en el universo muy primitivo o durante el colapso de un agujero negro. En este caso, la
torsion puede evitar la singularidad, proporcionar una alternativa a los modelos de inflacion y
dar origen a los modelos Big Bounce (ver referencias [60] y [67]). Con respecto a la evolucion
del universo tardio, es interesante observar que la inclusiéon de los efectos de torsiéon en las
fluctuaciones del vacio, reduce el problema de la constante cosmologica desde 122 érdenes de
magnitud a solo 8 (ver referencia [77]).
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Capitulo 3
Ondas gravitacionales

Luego de la formulacion de la teoria de la relatividad general, Einstein predijo
la existencia de las ondas gravitacionales al encontrar soluciones tipo onda que
se propagaban a la velocidad de la luz en la version linealizada de la teoria en
la métrica. Sin embargo, no fue hasta el ano 2015 que Ligo detectd por primera
vez en la historia, a través de una colision de agujeros negros, la senal de onda
gravitacional GW170817 |7]. Paralelamente, la deteccion de la explosion de rayos
gamma GRB170817A por parte del observatorio Fermi [32| permiti6 comparar
las velocidades de las ondas gravitacionales y electromagnéticas, encontrando una
diferencia de solo una parte entre 10 (ver |33]). Este hecho no coincidia con
las predicciones hechas por algunas teorias de la gravedad (tales como un sector
de las teorias de la familia de Hordenski), las cuales predecian una velocidad de
propagacion anémala de las ondas gravitacionales. Més tarde, se demostroé que
esta discordancia se produce por asumir que la torsion del espacio tiempo es nula
[74]. En este sentido, es conveniente introducir nuevas herramientas mateméaticas
que faciliten y permitan un anélisis mas profundo del estudio de la propagacion

de las ondas gravitacionales en geometrias de Riemann-Cartan.

En este capitulo revisaremos en primer lugar como las ondas gravitacionales surgen
al estudiar la teoria linealizada. Luego, estudiaremos brevemente los aspectos
bésicos de las perturbaciones lineales y de segundo orden de los campos y sus
potenciales contribuciones a orden principal y secundario en el limite eikonal. En
la tercera parte veremos como implementar operadores de onda sobre geometrias

de Riemann Cartan. Finalmente, discutiremos las consecuencias de considerar
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la torsion en la propagacion de las ondas gravitacionales en una geometria de

Riemann Cartan en la aproximaciéon eikonal.

Un analisis mas profundo de los toépicos discutidos en este capitulo pueden

encontrarse en [3] y [34].

3.1. Teoria Linealizada

3.1.1. Relatividad general estandar linealizada

Las ondas gravitacionales surgen en la teoria de la relatividad general estandar al
linealizar sus ecuaciones de campo (con constante cosmologica nula), las cuales
como sabemos, son no lineales en la métrica. En particular, al considerar campos

gravitacionales débiles, es posible escribir el tensor métrico como sigue

Guv = N + h/w ) (311)

donde |h,,| < 1. Es decir, consideramos el espacio plano con una pequena
perturbaciéon, de modo que los términos que puedan aparecer en alguna ecuaciéon
que sean de segundo orden seran totalmente despreciados. Dado que el valor
numeérico de los tensores depende del sistema de referencia, escogeremos un marco
de referencia en donde 3.1.1 se satisface para una porciéon del espacio tiempo muy

grande.

Consideremos la siguiente transformacion de coordenadas

r— " =2+ (). (3.1.2)

Exigiendo que las derivadas de (* (z) sean del mismo orden que |k, |, encontramos

que la métrica transforma como

G (@) = Ny (&) + Py () = (0 + ) » (3.1.3)

por lo tanto, la perturbaciéon métrica de h,, es como sigue:

W (27) = hy (2) = (0G0 + 00Cy) - (3.1.4)
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De 3.1.4 se observa que el difeomorfismo 3.1.2 es una simetria de la teoria

linearizada, pues |h,,| es atn muy pequeno.

Por otro lado, para transformaciones de Lorentz globales

at — " = A Y,
la métrica cambia como se muestra a continuacion:

g;w (.T/) = T]/.LV + ApMAUyhp(J’ (x) 9 (315)
de donde se concluye que h,, es un tensor de Lorentz, pues

W, () = A A% By (2). (3.1.6)

Note que, bajo un difeomorfismo arbitrario,

. Ox 028
v (z') = %@gaﬂv

de donde se observa que la perturbaciéon métrica es invariante bajo traslaciones
2" = " + at, con a* no necesariamente infinitesimal. Esto sumado al hecho que
h,., también es covariante bajo rotaciones 3.1.6, significa que la teoria linealizada

es invariante bajo transformaciones de Poincaré.

A partir de todo lo mencionado anteriormente, debemos estudiar como se ven las
ecuaciones de Einstein Hilbert 2.3.16 en la teoria linealizada. Para ello, debemos
calcular todo lo necesario, no olvidando que solo debemos considerar términos a

primer orden en h,,.

A primer orden en h,,, el tensor de Riemann transforma como

= 1
Ruvpe = 3 (0,0,hye + 0,050y — 0,0,he — 0,05hy,) (3.1.7)

el cual es invariante bajo transformaciones de gauge 3.1.4. Calculando el resto de

los ingredientes obtenemos:
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(0,0 Ry, + 00,1y — Ohyy — 0,0,h) (3.1.8)

N — DN —

97" (0,0 hp + 0*0shpr — Dby — 0,0,h) - (3.1.9)

Asi, las ecuaciones de Einstein toman la forma

_ _ _ _ 167G
Oy + 00 Ty — P Oyhyn — 0,0%hp, = — ——— T,

A
7 1
con hyy, = hyw — 5nuh.

Por otra parte, a través de 3.1.4, es posible demostrar que

0" by — (0" hy) = 0Dy () — . (3.1.10)

Dada la libertad de elecciéon de coordenadas, siempre es posible elegir un sistema

conveniente en que 0”h,,, (z) = 0(,. Es decir, es posible elegir un h,, tal que

8" Ry =0, (3.1.11)

que es conocido como el gauge de Lorenz. Esto nos lleva a la ecuacion de onda

inhomogenea

T (3.1.12)

Ok, = 0, (3.1.13)

se observa que la onda se propaga a la velocidad de de la luz.

Originalmente, h,, tiene 10 componentes independientes, pero dado el gauge de

Lorenz, h,, reduce el nimero de sus componentes independientes a 6.
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3.1.2. Gauge transversal sin traza

En el vacio, es posible elegir coordenadas especificas para simplificar atin mas la
solucion de hy,, en 3.1.13, ya que 3.1.11 no fija completamente el gauge de Lorenz.

En efecto, dado que ¢, = 0 deja invariante el gauge 3.1.11, entonces

U = 0,

con

C;w = @MCV + aVC;L - nuuapCpa

también deja invariante 3.1.11. Puesto que (,, depende de (,, podemos exigir
cuatro condiciones extra sobre hy,. Escogiendo ¢° y ¢’ de manera tal que h =

l_z“# =0y h%(x) = 0, obtenemos el gauge totalmente fijado

Ro" = 0, (3.1.14)
R, = 0, (3.1.15)
dhi; = 0. (3.1.16)

Ademés, BW = hu, lo cual es consecuencia directa de h = 0. Este gauge es
conocido como el gauge transversal sin traza(TT') y reduce los grados de libertad
de 6 a 2.

3.1.3. Solucién de onda plana

La ecuacién 3.1.13 admite soluciones de onda plana

hfg = A, Re (exp (ikra?)) (3.1.17)
con A, es el tensor de polarizacion

Ao Aor Aoz Aoz
Agg Al Ap A

A, = 01 A Az Aig (3.1.18)
A Az Az Ags

f403 1413 1423 1433
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y ky el vector de onda. Imponiendo la condicién del gauge de Lorenz 3.1.16, es
claro que las componentes espaciales de 3.1.17 que no se anulan estan en el plano

transversal a la direccion de propagacion de la onda, esto es
i TT _
n hz-j =0,

k.
k[ *

de un eje z, entonces

donde n! = Esto significa que, si elegimos que la onda se propague a lo largo

A13 = A23 = A33 =0.

Por otra parte, de 3.1.14 encontramos que

AOO = AOI = AOQ = A03 = 07

por lo que el tensor de polarizaciéon 3.1.18 tendria la forma

0 0 0 0
0 Ay Ay 0
A, = e (3.1.19)
0 A Ay 0
0 0 0 0

Por ultimo, de la condicién de traza nula 3.1.15, encontramos que 3.1.19 se

transforma en

00 0 0
0 An Ap 0

A = e (3.1.20)
00 0 0

Tal como fue mencionado en la seccién anterior, el tensor polarizacién tiene
dos componentes independientes, lo cual coincide con lo expresado en 3.1.20.

Explicitamente, el tensor de polarizacion estara dado por
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A/ — h+

v + h (3.1.21)

o O O O
o O O O
o O O O
o = O O
o O = O
o O O O

donde hy = A), y hx = Al, corresponden a las amplitudes de la polarizacion + y
X. El tensor polarizacion que acompana a hy corresponde a una rotacion en 7 de

la polarizacién + en el plano ortogonal a la direcciéon de propagacion de la onda.

Finalmente, la soluciéon de la onda plana en términos del gauge T'T es

0 0 0 0
0 h he 0
hiy = M. cos (w [t - zD , (3.1.22)

0 hy —hy O ¢
0 0 0 0

que da lugar a un elemento de linea del estilo:

ds®* = —cdt* +d* + (1 + hy cos (w (t — f))) dz* + (1 — hy cos (w (t — E))) dy?

c c
+2h,, cos (w (t - E)) dxdy. (3.1.23)

c

3.2. Separacién de ondas gravitacionales del

background

Hasta ahora, todo nuestro analisis se ha basado en la linealizaciéon de las ecuaciones
de Einstein mediante la separacion de la métrica en una background plana mas
pequenas perturbaciones. Sin embargo, la métrica background no necesariamente

debe ser plana.

Es posible demostrar que, desde el punto de vista del detector, las ondas

gravitacionales son capaces de desplazarse mediante el paso de una onda
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gravitacional, cuyo efecto es descrito mediante una fuerza newtoniana'

czéwmg. (3.2.1)
Esto trae como consecuencia que dichas ondas sean portadores de energia y

momentum, por lo tanto, conforme a la relatividad general, estas deben ser

capaces de curvar el el espacio tiempo.

Asi pues, debemos considerar métricas background dinamicas que entiendan las

ondas gravitacionales como perturbaciones de una métrica background curva.
ng (QZ) = g,LW (SC) + h,uu (LE) . (322)

Por supuesto, la pregunta natural es cuél de los objetos en 3.2.2 corresponde a
la métrica background y cual a la perturbacion. Por lo general, la respuesta a
esta pregunta no es sencilla, puesto que la métrica podria recibir contribuciones
que podrian variar tanto en el tiempo como en el espacio. Sin embargo, existe un
caso ttil cuando hablamos de métrica background y ondas gravitacionales, la cual
se da cuando existe una separacion de escalas, en este caso, entre Lg, que es la
escala de variacion tipica de la métrica background g,,, y A = %, que corresponde
a la longitud de onda reducida. La separaciéon natural se da cuando se satisface la

condicién

A< Lg. (3.2.3)

El significado de h,, en 3.2.2 es el de pequenas ondas en un background suave.
Este método de separacion entre un background suave mas perturbaciones es

conocida como el método de expansion de onda corta.

Dicha distincién también puede darse en el espacio de las frecuencias

fe< [, (3.2.4)

donde fp y f es el valor maximo de la frecuencia que puede alcanzar g, y h.,

!Para ver detalles del calculo de la ecuacion 3.2.1, consultar el capitulo 1.3 de [§]
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respectivamente. En este caso, h,, es una perturbacion de alta frecuencia de un

background estatico. La situaciéon es representada en la figura 3.2.1

Amplitude

FB 1 F

Figura 3.2.1: El background es definido como la parte de frecuencias bajas
mientras que para las ondas gravitacionales para las mas altas. Fuente: [8]

Cabe destacar que 3.2.3 y 3.2.4 no estan relacionadas entre si. Sin embargo, si

solo una de ellas se satisface, entonces es posible realizar la separacion 3.2.2.

3.3. Ondas en una geometria de Riemann-Cartan

Por lo general, las ondas gravitacionales se estudian en el contexto de la geometria
de Riemann, calculando todo lo necesario considerando como base la separacion
de la métrica background y una perturbacion, tal como lo mencionamos en la

seccion anterior.

Para realizar dichos calculos en una geometria de Riemann Cartan (RC) es
necesario considerar la conexion Fﬁu como un nuevo grado de libertad, lo que

adiciona 24 grados de libertad nuevos a través de la ecuaciéon para la torsion 2.3.8.

La mayoria de las teorias formuladas en este marco, tales como [10] y [11], se dan
utilizando un lenguaje tensorial y no en el formalismo de cartan. Sin embargo, si
existen herramientas matematicas para hacerlo, donde se consideran la conexion
de espin y el vielbein como grados de libertad independientes y la parametrizacion
de las perturbaciones de estas tanto a primer (ver [12]) como a segundo orden
(ver [13]). Note que considerar términos de orden cuadratico en el término h,,
cobra relevancia, pues segin lo mencionado en la secciéon anterior, el primer paso
que debemos realizar es separar la métrica en un background de baja frecuencia

y un término de alta frecuencia que corresponde a la onda en si misma h,,. El
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punto es que los términos h,, a orden cuadratico podrian tener efectos a baja
frecuencia, lo cual es simple de ver si pensamos en dos ondas cuyos vectores de
)

ondas ki v ko sean tales que ki ~ —ks.

3.3.1. Parametrizacion de las perturbaciones

En esta seccion revisaremos brevemente una técnica para estudiar las
perturbaciones en un espacio tiempo con torsién para aplicarlos a las ondas

gravitacionales en la geometria de Riemann-Cartan”.

Consideremos una variedad d-dimensional M@ dotada de una métrica G €n
cada punto p. Dado que los vielbein e* codifican la misma informaciéon que la

métrica, también es posible definirlas en cada punto de la variedad.

Puesto que estamos trabajando con una geometria de RC, el vielbein e® y la

b son grados de libertad independientes, por lo que son

conexion de espin w®
ambos los que describen la geometria background, situaciéon que no ocurria cuando
trabajamos en una teoria de relatividad general estandar, donde la torsion es nula

y la geometria queda descrita solo por el vielbein.

Sean H¢, u® € QW las perturbaciones del vielbein e® y la conexion de espin w®,

respectivamente. La geometria perturbada queda descrita por las perturbaciones

del vielbein é* y conexién de espin @® dadas por

1
et = e+ H", (3.3.1)
o = w4y, (3.3.2)

La 1-forma H® = H%¢e® mapea los mismos grados de libertad que la perturbacion
métrica hy, a través de 2.4.26. Ademaés, sin importar la teoria que consideremos,
siempre es posible usar la invariancia local de Lorentz y la derivada de Lie para

demostrar que las componentes H,, deben ser simétricas, Hy, = Hp, (ver [74]).

A través de 2.4.26, es posible establecer una relacion entre las perturbaciones del
vielbein y la métrica

1 a
P = Hyoy T H Y Ho (3.3.3)

Asumiendo que H,, es una funcion analitica, entonces podemos escribir H,,, como

2Para un andlisis mas detallado, ver [74]
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una serie de potencias en hy,,

H,, = agd., + arhy, + ash,,h?, + azh,,hP b, + ... (3.3.4)

lo cual nos permite obtener la relaciéon inversa

a a 1 a 1 a 1A
H =h", — Zh L, + gh OO (3.3.5)

Comparando 3.3.3 con 3.3.5, se observa una diferencia a orden cuadratico, lo que
significa que estas son solo formas diferentes de parametrizar los mismos grados
de libertad.

Asi como definimos la conexion de espin en términos de las 1-forma contorsion y

W% también es posible hacerlo para la conexién de espin perturbada u® como

u™ = 4" + ¢, (3.3.6)

donde 1% representa la parte sin torsiéon de la conexiéon de spin perturbada

ﬁab

= % — P, (3.3.7)

mientras que ¢* es la perturbacién de la contorsion

qab — Rab o Iiab. (338)

Imponiendo la condiciéon sin torsion 2.4.44 sobre la perturbacion de la conexion

de espin, obtenemos

1. 1
g DH + % N (d’ + 5Hb> =0, (3.3.9)

cuya solucion en serie de potencias de H es

lhay = 05 + 0 + 0 (H?)

- (1 o (2 P . " . o -
con ugb) y ugb) los términos lineales y cuadraticos de la solucion de 3.3.9.
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Reemplazando este ansatz en 3.3.9 obtenemos dos ecuaciones a resolver

1o
5 DHa + i) Aet = 0,

1 1
iy A€ Sy NH & S NHY =0,

en las cuales hemos separado la ecuaciéon entre aquellas que van a orden 1 en H y

orden 2, respectivamente. Sus respectivas soluciones son dadas por

1 o o
il = 5 (1DH, - 1,DH,). (3.3.10)
1 o 1
il = Sl (DH. A 1) + 5 1o (i) A H) = 1 (i) A m) | (3.3.10)
Lo que sigue ahora es intentar obtener una parametrizacion completa de la

perturbacion y no solo la pieza sin torsion. Para ello, debemos introducir nuevas

1-formas diferenciales

U = 4% - A®, (3.3.12)
Ve = g% A% (3.3.13)

con A® una 1-forma antisimétrica de Lorentz, de manera tal que

u = U 4 v, (3.3.14)

Utilizando estas variables, 3.3.9, toma la forma

1 1 1 1

S DH + U5 A (e" - 5Hb> + A% A (eb + 5H’?) = A% A H*=0. (3.3.15)
Cabe destacar que las derivadas sin torsiéon también fueron eliminadas de la
ecuacion, esto debido a que, generalmente, las ecuaciones de campo de una teoria
surgen derivadas con torsion, y combinar ambas derivadas puede resultar engorroso

en los calculos.



3.3. Ondas en una geometria de Riemann-Cartan 41

Una larga mirada a las ecuaciones para uV) y u® sugiere que A, debe satisfacer

1 1 1 1
Ay A\ (eb + —H”) — kg ANH = I, |H' AT}, — 5Hb AT, (HE N Tc)] +0 (H?).

2 2 2
(3.3.16)

Analogamente a 3.3.9, encontramos la soluciéon de A, separandolas en series de
) ab

potencias en H
Au = Ay + A5 +0 (1),

con
NG = 3 [ (sae A H) — I (s A HY), (3.3.17)
A = —é w (Hkog A HY) — % L (AR A E) =1 (A A H)| L (3318)

Reemplazando estas soluciones en 3.3.12, encontramos soluciones para Uy, tanto

a primer como a segundo orden en H dadas por

1
vl = ~5 I.DHy — 1,DH,). (3.3.19)

1
US = Sl (DH A HT) - 1o (U A HE) = 1 (U A )| (33.20)

N | =

Para una teoria con torsion propagante, el término de perturbacion contorsional
Vab = Ve ¢€ esun grado de libertad independiente (ver [71],[74],[75]). Sin embargo,
para teorias con torsion no propagantes (como la teoria de Einstein-Cartan), es
posible encontrar una solucién para V® en términos de H® y T, de tal forma
que en una regién donde la torsién background desaparece, la perturbacion V'

también lo hace.

La torsion y la curvatura perturbada pueden ser escritas en términos de las nuevas
variables Uy, v Vi, . Para el caso de la torsion, aplicamos la definiciéon 2.4.45

considerando el espacio tiempo perturbado

T =R A .
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Introduciendo las ecuaciones 3.3.8, 3.3.13 y 3.3.1 en la ecuacién anterior, obtenemos

una expresion apropiada para la torsion perturbada

} 1 1 1
T, — Ty =T, + Vg A (eb—l——Hb) - =1, [Hb/\Tb——Hb/\]b(HC/\TC) :

2 2 2
(3.3.21)
Escribiendo 3.3.21 en términos de potencias de H, obtenemos
T —T*=T"+ T + Ty + -\
con
1
Tél) = Vab A eb - Ela (Hb A Tb) P (3322)
1 1
T® = 5 Vab 1 H + 7o (H NI, (H°AT)). (3.3.23)

Por otra parte, para la 2-forma curvatura bastaré utilizar la definicién usual 2.4.40

junto con la definicién para la conexioén de spin perturbada 3.3.6. De este modo,

R™ — R* = R + R} + R{3 + O (H®) (3.3.24)

donde los términos lineales y cuadraticos se definen como

Rfy = DUR)+DV™, (3.3.25)
ab ab a a cb cb
Ry = DUy + (Uhy + Vo) A (UG + V). (3.3.26)

De 3.3.25 y 3.3.25 se observan términos de segunda derivada en H, como es
de esperarse cuando se calculan las ecuaciones del movimiento para las ondas
gravitacionales. Por otra parte, los términos V' pueden contener derivadas hasta
de primer orden si no consideramos derivadas en la curvatura, tal como ocurre en
la teoria de Lovelock [14], por lo que no encontraremos ecuaciones tipo onda para

V. Esto significa que H y V se propagan de manera diferente.
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3.4. Operadores de onda

Cuando se estudia la propagacion de la onda en un espacio de Riemann, usualmente
se utilizan operadores tales como el operador de Beltrami y de Rham. Sin embargo,
cuando las estudiamos en un espacio de Riemann Cartan, el analisis de las ondas
queda muy limitado, por lo que requerimos de una generalizacion de los operadores
antes mencionados [72], los cuales seran los mismos a los que surgen de la teoria

de Einstein- Cartan (ver [18]).

Estas herramientas matematicas nos permiten una mejor comprension de las
consecuencias al considerar un campo propagandose en un espacio tiempo con
torsion a cualquier orden en el parametro eikonal € y no solo al orden principal

como se muestra en [16] y [17].

Cabe destacar que, aunque es posible continuar sin introducir este conjunto de
herramientas matematicas, estos simplifican enormemente los célculos y hace que

los resultados sean mucho mas transparentes.

En [72] se estudia una definicién matematica formal de la generalizacion de los
operadores de Beltrami y Rham en una geometria de Riemann-Cartan, y en
las referencias [55] y [73] encontramos ejemplos de su uso en teorias con torsion
no nulas. Nos referimos a estos articulos anteriores en caso de que el lector
requiera un tratamiento més profundo del tema, sin embargo, esta secciéon resume
brevemente las definiciones y las propiedades en términos del lenguaje de las

formas diferenciales.

3.4.1. Operadores de onda en geometria Rieminianna

Antes de estudiar los operadores de onda en una geometria RC, conviene recordar
los dos principales operadores de onda en un espacio sin torsiéon y como se
relacionan entre si. Para ello, necesitaremos de un fibrado principal® con un

grupo de gauge GG, que para el caso de esta tesis, sera el grupo especial ortogonal
SO (d—mn-,n-).

Definicion 6. Operador de Rham

3Un fibrado principal consiste en elegir en cada punto de un abierto U, C M(® un representante
del grupo de simetria que esta definido en cada punto de la variedad. La unién de todas estas
fibras compone el fibrado principal.
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Se define el operador de Rham como el mapeo lineal

Oar : Q7 (MD) — F (M@)

dado por
Our = d'd + dd', (3.4.1)

donde d' corresponde a la coderivada exterior 2.4.55. Este operador fue definido
por Georges De Rham con el sentido de generalizar el operador de onda V2

utilizado en el espacio plano.

En particular, si aplicamos este operador sobre ¢ € Q° (M (d))

Oaro = d'do, (3.4.2)

pues la coderivada sobre una 0 forma es nula. Tras un poco de algebra, es sencillo

demostrar que 3.4.2 puede escribirse del siguiente modo

Uir¢ = —ﬁ@ (\/@3%) :

Definicion 7. Operador de Beltrami

El operador lineal de Beltrami es un mapeo lineal del tipo

Op: QF (M@) — Q7 (MD)

definido como
Op = VAV, (3.4.3)

Es necesario subrayar que los operadores de Rham 3.4.1 y de Beltrami 3.4.3 son
operadores distintos, y solo coinciden cuando actian sobre O-formas. Sin embargo,

ambos operadores se relacionan mediante las identidades de Weitzembock [19].
Definicién 8. Identidad de Weitzembock

La identidad de Weitzembock relaciona los operadores definidos anteriormente
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como sigue
Oure = Opa + 1, ( 20\ Iba) , (3.4.4)

con a € P,

En general, el segundo término de 3.4.4 nos proporcionara elementos que son
proporcionales a la curvatura de Riemann, cuya cantidad de términos dependera

del grado de la forma diferencial.

El lector debe advertir que la presencia de torsion en la variedad es irrelevante a
la hora de considerar la ecuacién de onda para una p-forma escalar. Observe que
el lado izquierdo de 3.4.4 nos puede proveer informacién sobre la métrica de la
variedad, hecho que esta en corcondancia con lo que ocurre en el lado derecho,
pues tanto la conexién de Christoffel como la curvatura de Riemann dependen de

la métrica, por lo que no es ninguna sorpresa la ausencia de torsion.

A pesar de haber definido operadores de onda més generales que el D’Alambertiano
que se utiliza en el espacio plano, ninguno de estos operadores es covariante de
SO(n4,n-) cuando utilizamos este operador sobre formas diferenciales con indices
libres de Lorentz, por lo que necesitamos una generalizacion de este operador, de
modo tal que objetos tales como [yra®® estén bien definidos. Para ello, debemos

en primer lugar definir una nueva derivada que actia en espacios curvos.
Definicion 9. Coderivada exterior covariante

La coderivada exterior covariante corresponde a un mapeo lineal

D= qQp (M(d)) — sy Qp1 (M(d)) 7

cuya definicion explicita es dada por
Df = — (=) PT+-  (Dx, (3.4.5)

donde * corresponde al dual de hodge. Por supuesto, también es posible definir la

misma coderivada sin torsion

Df = — (=)™ % 4 (D« (3.4.6)
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Esta derivada tiene la particularidad de ser covariante bajo el grupo SO(ny,n-)

al actuar sobre objetos que contengan indices libres de Lorentz.
Definicion 10. Operador de Lichnerowicz de Rham

El operador lineal de Lichnerowicz de Rham

DLdR QP (M(d)) — QP (M(d)) ,

corresponde a una generalizacion del operador de Rham en un espacio curvo dado
por
Orar = D'D + DDF, (3.4.7)

el cual, como es de suponerse, actiia covariantemente sobre formas diferenciales
que pertenecen a alguna representacion del algebra del grupo SO (d —n_,n_).
Este operador también se relaciona con el operador de Beltrami de una manera

muy similar a como lo hace la identidad de Weitzenbock 3.4.4.

Opana® = Oga® + I, ( 25 A [ba“b> . (3.4.8)
donde a® es una p-forma con indices libres de SO(n,,n_).

3.4.2. Operadores de onda en geometria de Riemann Cartan

Antes de definir los operadores de onda generalizados mencionados anteriormente,
es menester introducir otros operadores para luego estudiar el comportamiento de
la onda en un espacio tiempo con torsion, todos ellos covariantes de SO (d — n—,n_)

al aplicarse sobre campos con indices libres de Lorentz.
Definiciéon 11. Derivada generalizada de Lie

Sea o € (4 (M (d)). Se define la derivada generalizada de Lie como una aplicacion
lineal del tipo
D, : O (MP) — Qr (MWD) |

cuya definicion explicita es
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D, = I,D + DI,. (3.4.9)

Si a corresponde al elemento base de una g-forma e® A ... A e, entonces la

notacion se escribe como se senala a continuacion:

Dal...aq = Ial...an + D[al...aq' (3410)

Siac! (M (d)), entonces la derivada de Lie generalizada satisfacera la regla de

Leibniz

Do (PAQ)=D,PAQ+ P ADQ, (3.4.11)

con Py @ una p y g forma respectivamente.

Otra propiedad adicional de este operador es que si a corresponde al vielbein e®,

entonces

D, = eV, + I,T° N L. (3.4.12)

La ecuaciéon 3.4.12 nos informa que, al considerar un espacio tiempo sin torsion,
la derivada generalizada de lie D, coincide con la derivada covariante sin torsiéon
e

Ve=1¢e}tV,.

Por dltimo, la derivada covariante de Lorentz D también se relaciona con la

derivada D, mediante 3.4.13 (ver apéndice A2)

D=¢"AD, — TN L, (3.4.13)

Una caracteristica préactica de los operadores I,, D y D, es que estos abarcan una

super algebra abierta satisfaciendo la super identidad de Jacobi (ver apéndice B
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de referencia [72])

{l., D} = D, (3.4.14)
{l,,,} = 0, (3.4.15)
{D,D} = 2D? (3.4.16)
Lo, Do] = =Tl (3.4.17)
[D,D,] = D*I,—1,D?* (3.4.18)
[Do,Dy] = 14D*+ D*1 + 1,D*I, — I,D*1, — (DT, A I, +T°,D.). (3.4.19)
Estas propiedades simplifican enormemente los célculos algebraicos.
Definicion 12. Coderivada covariante generalizada
La coderivada covariante generalizada es un mapeo lineal
Dt F (M) — Qe (M),
definido como
D= —1,DI" (3.4.20)

Es posible demostrar que la relacion entre este operador y la coderivada exterior

covariante 3.4.6 es (ver: [15])
1
Diyd = Dy — 3 [T L (ea AYY) + (I°T° — I"T*) AN Lpy'] . (3.4.21)

Definicion 13. Operador de Beltrami generalizado

El operador de Beltrami es un mapeo lineal

W QP (M) — Qv (M9D),

definido como
W; = -DD,. (3.4.22)

Definicion 14. Operador generalizado de Lichnewowicz de Rham
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El Operador generalizado de Lichnewowicz de Rham corresponde a un mapeo
lineal

.LdR - QP (M(d)) — QP (M(d)) ,

dado por

W,.; = D'D+ DD*. (3.4.23)

Ambos operadores 3.4.22 y 3.4.23 se relacionan entre si en una relacién analoga a

3.4.4, la cual es llamada la identidad de Weitzenbock generalizada

W; =M+ [,D*] (3.4.24)

donde el segundo término da lugar a la curvatura de Lorentz via las identidades
de Bianchi.

Por supuesto, a partir de 3.4.24, es posible recuperar la identidad de Weitzenbock

3.4.4 actuando sobre una p-forma escalar o en una variedad sin torsion, esto es

.LdRC( = .BOé + [aDQIGOé,
(bii’) + i’)i)i) a = (-f)aba> a+ I,D . (3.4.25)

De 3.4.21 se observa que la co-derivada exterior actuando sobre campos escalares

en un espacio tiempo sin torsion se puede escribir como

dta = Dtar. (3.4.26)

Ademés, si consideramos la equivalencia D, = V, en un espacio tiempo sin torsién
y que d = D cuando actuamos sobre formas escalares de SO (d —n_,n_). , la

ecuacion 3.4.25 se transforma en

(d'd+dd") a = —V°V,a + [,D* I, (3.4.27)
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lo que nos lleva a la identidad de Weitzenbock usual 3.4.4.

Oypa = Oga + I,D%*I"a.

En resumen, cuando trabajamos con una p-forma escalar en un espacio tiempo
sin torsion, los operadores generalizados de Lichnewowicz- de Rham y Beltrami se

reducen a los operadores de Rham y Beltrami usuales, respectivamente.

Si consideramos el mismo espacio tiempo sin torsién, pero en esta oportunidad
con una p-forma % que contenga indices libres de Lorentz, los términos del
lado derecho de 3.4.27 no cambian. Sin embargo, el operador generalizado de
Lichnewowicz- de Rham se transforma en el operador de Lichnerowicz de Rham
usual, pues en estas situaciones, es posible demostrar a través de 3.4.21 que

o

D¥ = ZO)T, asi, 3.4.24 se transforma en

OrarB = 0B + 1, ( ; “ A Ibﬁcd> : (3.4.28)

Desde un punto de vista fisico y fenomenoléogico, la ecuacion 3.4.24 es también
una definicién apropiada del operador de onda. Esto es debido a que D*D + DD?
(o equivalentemente, el operador de Beltrami generalizado —D*D,,) es el operador
de onda que surge de las perturbaciones del término de Einstein-Hilbert en el
caso de torsion no nula. Para dejar claro este punto, en las siguientes secciones
revisaremos brevemente las perturbaciones en la geometria de Riemann-Cartan y

las perturbaciones de alta frecuencia del término de Einstein-Hilbert.

3.5. El limite eikonal en el operador generalizado

de Lichnewowicz de Rham

El limite eikonal consiste en la biisqueda de soluciones a la ecuaciéon de onda

generalizada de la onda gravitacional propagante

W, H =0, (3.5.1)

cuya fase varie rapidamente en la escala de A, mientras que la amplitud de la onda

no variaria demasiado, ya que esta solo lo hace en la escala caracteristica Lg.
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Adicionalmente a la condicién eikonal, la onda gravitacional debe satisfacer el

gauge de Lorenz 3.1.11, que en una geometria de Riemann-Cartan luce como®

1
D H* — dI,H" = 0. (3.5.2)

Escribiremos en primer lugar la parametrizacion de la onda en términos de las

variables mencionadas anteriormente.

H® = exp (i0) H?, (3.5.3)

donde H® es la 1-forma amplitud de la onda compleja y 6 representa la fase real.

Similarmente, para el término de perturbacién contorsional tenemos que
Vab - eXp (29) Vab,

donde V¢ también acttia como 1-forma amplitud.

Utilizando la identidad de Weitzenbock generalizada 3.4.24, es posible mostrar

que 3.5.1 se puede escribir del siguiente modo

1
W, H° = exp (i6) {k:sz —2i (k:aD“Hb - 5H"Dik> + ILdRHb] . (3.5.4)
con k = df la 1-forma de onda.
Se define el parametro eikonal € como

€ =

A
Z. (3.5.5)

Dada la condicion A < Lp, es claro que ¢ < 1, lo que nos permite hacer una

4ver [55] para més detalles
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expansion del tipo

H* = ) H, (3.5.6)
p=0

Ve, o= ) Ve, (3.5.7)
p=0

donde H?p) y V“b(p) corresponden a 1-formas amplitud de orden p en e. Asi pues,
al reemplazar 3.5.60 en 3.5.4, esta se dividira en términos de diferentes 6rdenes en
€, los cuales seran independientes entre si. En particular, las dos ecuaciones de

interés son las siguientes:

k*Hiy, = 0, (3.5.8)

1
277b . afb b i _
K2H,, — 2i <kaD Hiy) — 5Hip) D k> — 0, (3.5.9)

que corresponden a las ecuaciones que se satisfacen a orden €2 y !

)

respectivamente.

Note que k = df = O (e7!), ya que 6 cambia rapidamente en el parametro eikonal.
Por otra parte, H’(’O) corresponde a un término independiente de X, por lo que es

no nulo. De esto y de 3.5.8, se desprende la relacion de dispersion

k* = 0. (3.5.10)

Diferenciando esta ecuaciéon con respecto a la derivada de Lie generalizada D,,
obtenemos que

KD,k = 0.
Utilizando la relacion 3.4.12 se puede escribir como sigue

k"N K, = 0. (3.5.11)

De 3.5.11 observamos que la 1-forma de onda k satisface la ecuacion de la geodésica,

independientemente si existe o no torsion en la geometria background.
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Por otro lado, introduciendo la relaciéon de dispersion 3.5.10 en 3.5.9, obtenemos
una ecuacién que nos provee informaciéon sobre la propagacion de la amplitud de

la onda a orden principal

1
afb b T
kD" Ml — 5Hip) D'k = 0. (3.5.12)

En este punto, conviene introducir una amplitud escalar real ¢ = \/¢%¢, y una

1-forma polarizacion compleja P* = P%e’, de modo tal que
H{y) = ¢P". (3.5.13)
Siempre es posible elegir la normalizacion de la polarizaciéon como

(=1)" nap x (P* A%P") =1, (3.5.14)

que, para el caso particular de esta forma diferencial, la normalizacion 3.5.14 se
traduce en
PyP® =1. (3.5.15)

Multiplicando la ecuacién anterior por ¢?, obtenemos

Hap(o)HG) = ¢°. (3.5.16)

Antes de continuar, notemos que, en el contexto de una teoria con torsiéon no
nula, podrian existir 6 modos de polarizacién presentes en las componentes de H,
en lugar de 2 como ocurre en una geometria Riemanniana. Esto se debe a que,
para este tipo de teorias, es imposible realizar una mayor fijacion del gauge. Por
ejemplo, es posible escribir la polarizaciéon de la onda gravitacional propagante en
la tercera direccion del sistema de referencia ortonormal como

b l x
Puy = p) Pl + 0o PS + pwPl + poyPl + 0w PG + ppyPY,  (3.5.17)



54 3.5. El limite eikonal en el operador generalizado de Lichnewowicz de Rham

con la base de polarizacién ortonormal

00 0 0000
p_ 1 |01 0 peo_ 1 [00 10
@ V2l 0 1 0] % Y2lo 10 0]
00 0 0 0000
0000 0000
0100 0000
P® = L . P =1 , 3.5.18
@Vl 010 @V2ZLg 00 0 ( )
0000 0001
0000 0000
0001 0000
= - |
0000 000 1
0100 0010
y donde
P(+)P(+) T P)P(x) + Dw)Pe) T PP + P)Pe) + Dy)Pe) = 1- (3.5.19)

Es esencial recordar que, incluso en el caso estandar de relatividad general sin
torsion, la fijacion adicional del gauge (como el gauge transversal sin traza) es
solo aproximada en una geometria background genérica, y solo es valida a 6rdenes
principales y secundarios en la expansion eikonal. Para una geometria background
genérica, esto significa que en el caso de la relatividad general sin torsion, algunas
componentes de la polarizacion dominan sobre otros, lo que matematicamente

quiere decir que

Q
\'H

D)P+) + Px)P(x) (3.5.20)

PPy + PoPw + PP + Puybey < € (3.5.21)

Esta jerarquia de modos de polarizacion puede romperse en un background

torsional genérico, volviendo a los deméas modos significativos.

Continuando con el analisis eikonal, es posible utilizar las ecuaciones 3.5.13-3.5.16
en 3.5.12 para deducir el comportamiento de la polarizacion 3.5.22 y la amplitud

de una onda gravitacional 3.5.23 (Ver apéndices A2 y A3)
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° 1 o
k)‘VAPW = _5167 [PWH ﬂTaﬁv + (_TMM + TMA - Tw\u) P)L + (TMV + Tw)\ - TVAV) Pﬂ ) (3
Vadd = Ty (I — g™) J*, (3
donde
n* = p2p¥+4 PP pe, (3.5.24)
JY = RN (3.5.25)

J* juega el rol de una densidad de corriente conservada cuando no estamos en

. .-, 5
presencia de torsion”.

La ecuacion 3.5.22 nos informa que la polarizaciéon interactia con la torsion
background al propagarse sobre geodésicas nulas, generando un comportamiento
an6malo con respecto a lo que ocurre en un espacio de Riemann, pues en el caso

de torsion nula, 3.5.22 se transforma en

VAP, =0, (3.5.26)

donde se observa que la polarizacion se transporta paralelamente mientras la onda

se propaga en una geodésica nula.

Un analisis similar se puede realizar a partir de la ecuaciéon 3.5.23, la cual muestra
un comportamiento anémalo de la propagacion de la amplitud ante la presencia
de torsion background, la que consiste en el incremento o el decrecimiento de la
amplitud. Esta situacién no ocurre en un espacio tiempo sin torsién, donde J*
acttia como una densidad de corriente conservada, provocando que la amplitud se

conserve.

Es importante notar que el aumento o disminucion de la amplitud es proporcional
al nimero de onda k*, cuyo valor no se vera afectado por la torsiéon debido a que

la relacion de dispersion no cambia.

Como consecuencia de todo lo analizado en este capitulo, la medicién de la

[ . . .
°Cuando trabajamos en electromagnetismo, este tensor es llamado el tensor de ntmero de
fotones.
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amplitud y la polarizaciéon de una onda gravitacional podria usarse para detectar

la presencia de torsion en la geometria background.



Capitulo 4. Estudio de las ondas gravitacionales en la teoria ECSK 57

Capitulo 4

Estudio de las ondas gravitacionales
en la teoria ECSK

Dadas las consecuencias en la propagacion de las ondas gravitacionales mostradas
en el capitulo anterior, es perfectamente l6gico pensar que las ondas emitidas
producto de la fusiéon de dos agujeros negros puedan ser afectadas ante una
eventual fuente de torsion, peligrando asi el uso de estos como sirenas estandar

para medir la expansion del universo.

En este capitulo estudiaremos la propagacion de las ondas gravitacionales en la
teoria ECSK, donde se mostrard explicitamente la propagacion anémala de la
amplitud y la polarizaciéon de ondas gravitacionales en la aproximacion eikonal,
situacion que es generada por los efectos de la torsion inducida por un eventual
espin de la materia oscura. Adicionalmente, se discutira la posibilidad de usar las

ondas gravitacionales para estudiar sus implicaciones a escalas cosmologicas.

4.1. Estudio de las ondas gravitacionales en la

teoria ECSK

La teoria ECSK es un buen punto de partida para estudiar la fenomenologia
de la propagacion de las ondas gravitacionales antes de pasar a considerar
lagrangianos mas complejos por las siguientes razones: en primer lugar, el gran
éxito observacional de la teoria de la relatividad general estdndar lo hace atractivo

para analizar teorias cercanas a su dinamica; en segundo lugar, la teoria ECSK es
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la teoria mas sencilla con torsiéon no nula que, a pesar de tener una torsiéon que no

se propaga, puede afectar a la propagacion de una manera no trivial.

Las siguientes secciones analizan las ondas gravitacionales en la teoria ECSK con

torsion background no nula.

4.1.1. Propagacion de las ondas gravitacionales en la teoria
ECSK

Cuando estudiamos ondas gravitacionales (en cualquier teoria), debemos separar
los términos de alta y baja frecuencia (hasta segundo orden en perturbaciones).
El trozo de alta frecuencia describe como la onda se propaga en la geometria
background, creando un tensor de energia-momentum efectivo y un tensor de
espin. Los capitulos 1 y 4 de [27]| proporcionan un excelente ejemplo de como

llevar a cabo esta separacion en el contexto de la relatividad general.

Dado que nosotros estamos interesados en el estudio de la propagacion de la
onda, nos enfocaremos en los efectos de los términos de alta frecuencia. En esta
pieza de alta frecuencia, no todos los términos son igualmente importantes. Por lo
tanto, consideraremos solo los términos que contribuyan a los érdenes principal y
secundarios en la aproximacion eikonal. De esta manera, empezamos por estudiar la
perturbacion de todos los términos de la ecuacion 2.4.60. Sin embargo, procediendo
como en el caso estandar de la relatividad general (ver [55]), es directo demostrar
de 2.4.60 que los tinicos términos que contribuyen a la propagacion de las ondas

gravitacionales en esta aproximacion estan dentro de la expresion

1
EeabcdR((z{)) Aef = 0, (4.1.1)

siendo R‘(’f’) la perturbacion lineal de la curvatura de Lorentz.

Es posible demostrar (ver apéndice Al de [55]) que

1 1
éeabcdR?f) N e = (Wmd - 577de1;> * em’ (412)

con
Wmd = (IdDa - IaDd + Tpda[p) (Uam(l) + VO?LTL) <413>
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utilizando el gauge de Lorenz 3.5.2, es posible reescribir 4.1.3 como se muestra en
4.1.4

1
Wom = -3 (I,D.DH,, — I,, [Dg, D) H*) + (I, Dy — DyI,) V.. (4.1.4)

Por consiguiente, la ecuacion 4.1.2 es equivalente a exigir W,,,, = 0. Observe que

el operador de onda corresponde al operador de Beltrami generalizado 3.4.22.

4.1.2. Analisis eikonal

Hasta este punto, hemos preferido la concision de las formas diferenciales sobre la
base ortonormal para estudiar las propiedades generales del operador de onda y
la teoria ECSK. Sin embargo, en las proximas secciones, analizaremos las ondas
gravitacionales en el limite eikonal y su propagacion en un background cosmolégico.
Es mucho mas amigable para la mayoria de los lectores llevar a cabo este trabajo
en términos de tensores en una base coordenada, por lo que pasaremos a esta

descripcion en lo que sigue.

En primer lugar, es conveniente remplazar el algebra abierto 3.4.14-3.4.19 en
4.1.4, preservando solo los términos a 6rdenes principales (O (¢72?)) y secundario
(O (¢71)) en 4.1.4. Luego, debemos pasar a la base coordenada usando 3.4.12. El

resultado de esto es (ver apéndice A4)

1 1
Ww/ ‘lead.Jrsublead.: - §V)\V)\Huu + TapuvaUM + §TpayvaaV +v)\v)\uu+vuvu)\,>\

(4.1.5)

Esta ecuacion tiene una parte simétrica y antisimétrica que se anulan

independientemente, las cuales son dadas por

+ _
W#y ’ lead.+sublead. _07

W/;, ’ lead.+sublead. =0.
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La anulacion de Wu_v nos permite resolver Vg, en términos de H,, y T}, como

Vapy = ([Tiprpa - TPWHPU} 9y — [TirpHp,B - TPUBHW} gcw)

1

4
1 1

- (Tpaﬂ + Z [Taﬂp - Tﬂap]) Hpv + Z [(Tﬂm + Twﬁ) Hpa - (Tam + T’YPOC) Hp/j} .

Aqui podemos ver que en el vacio T\, = 0 también implica V,5, = 0, como

deberia ser esperado para una torsiéon no propagante.

Reemplazando esto de nuevo en WJV |lead.+sublead., Obtenemos

1 1
le;’ |l6ad.+sublead. = 5 |:_v/\v>\HMV - <2Tapy + 5 [TpUV + Tyo'p]) vaUM
1 o 1 A o
o QTU/’“ + 5 [TPUH + T,UUP] VPH v EgMI/TpUAv H?
1
+4—1 [gul/ 0;)\ - (TMV)\ + Tyu)\)] 8AH1 .

De esta expresion, es claro que la torsion afecta a la propagacion de la onda
a oOrdenes secundarios. Ademas, observe que cuando la torsion desaparece,
recuperamos la ecuacion de onda de la relatividad general estdndar en términos

del operador de Beltrami estandar.

Llevando a cabo el analisis eikonal usando las ecuaciones 3.5.6-3.5.7, encontramos
que al orden principal O (¢72), la relacién de dispersion se mantiene sin cambios,

esto es
k:”k“ =0, (4.1.6)

implicando que las ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz. Mas
ain, teniendo en cuenta que k = df y tomando la derivada de Lie generalizada en

relacion de dispersion, volvemos a obtener la ecuacion 3.5.11

'V N = 0, (4.1.7)

por lo tanto, la conclusion es la misma que se mencioné en la seccidén anterior: a
pesar de la torsion background no nula, las ondas gravitacionales se mueven a lo
largo de geodésicas nulas. Esto podria parecer contraintuitivo porque, ademés de

las geodésicas estandar sin torsion, una geometria de Riemann-Cartan permite
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definir auto paralelas
NEDE N dXPdXY
dr? Wodr odr

0

usando la conexién completa Ff\w y no solo el simbolo de Christoffel Ff;l, Este
hecho sencillo es crucial desde un punto de vista observacional. La observacion
multi-mensajera GW170817/GRB170817 implica que las ondas gravitacionales y
electromagnéticas viajan a la misma velocidad y en el mismo tipo de trayectorias.
Si las ondas electromagnéticas se mueven en geodésicas nulas sin torsion y las
ondas gravitacionales en autoparalelas, esto aiin podria haber causado un retraso

incluso si ambas ondas viajan a la misma velocidad.

Por otra parte, el orden secundario O (¢7!) nos proporciona la relacién
1 A A Lo+
5%1@ H,, + k| VaH,, + EMW =0, (4.1.8)

con

1 1
M;_HV = (QTO'/\V + 5 [T/\O'V + Tuo)\]) HUM + (2Ta)\u + 5 [T)\au + T;w')\]) HJI/
1

1
+§gul/Tp0')\Hpo— - Z [guy OC—,-)\ - (TMV)\ + TVI'I/A):I H (419)

Note que la ecuacion 4.1.8 codifica la amplitud ¢ y la propagacion de la polarizacion
P,,. La forma tradicional de obtener esta informacion es a través de la densidad
de corriente J, = ¢?k,, el cual se conserva en el caso Riemanniano, aunque no en

el caso con torsiom.

En nuestro caso, después de reemplazar 3.5.13 y 3.5.15 en 4.1.8, obtenemos (ver
apéndice Ab)
VaJA = (I — g"™) Ty, (4.1.10)

con II*” dado por

1 = |3 (PRP, 4 PRPY) — (PP* + PP) + LPPg|  (4111)

y P = P denotando la traza de la polarizacion.

La polarizaciéon también se propaga anémalamente en un background torsional.
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Reemplazando la ecuacion 4.1.10 en 4.1.8, encontramos después de un poco de

algebra (ver apéndice A5) la relacion

. 1 1
BV, = =5k {H’” por P + (Tm — 5 [Don + TM) P Z]

1 1
+ (TO')\,u - 5 [T)\O'/L + T;m')\]) P(Z/ + §guqua’)\PpU
1

_Z [ngTUUA - (T;w/\ + Tl/;,[)\) P] . (4112)

Las ecuaciones 4.1.10 y 4.1.12 muestran que la torsion, incluso si esta no se propaga,
puede afectar a la propagacion de la amplitud de las ondas gravitacionales y su

polarizacion.

Con respecto a las ecuaciones 4.1.10- 4.1.12; la forma explicita del lado derecho de
ambas ecuaciones dependen de la estructura del lagrangiano de la teoria ECSK,
pero es una caracteristica genérica de las teorias con torsiéon no nula para crear
una propagacion anémala de la amplitud y la polarizacion. Este comportamiento
anémalo es una caracteristica intrinseca del operador de onda en geometrias de
Riemann-Cartan. El cambio de teoria solo cambiaria los pesos de los coeficientes
en las ecuaciones 4.1.10- 4.1.12. Por ejemplo, incluso si comenzamos solo con el
operador
D,D*H,, =0,

la ecuacion 4.1.4 no desaparecerd y, por lo tanto, la torsion seguira dando lugar a

una propagacion anoémala (ver [72]).

4.1.3. Propagacion de la amplitud en un escenario de torsion
débil

El enorme éxito observacional de la relatividad general deja en claro que los

efectos torsionales, si estdn presentes, deberfan ser débiles. Por ejemplo, el perfil

de las ondas gravitacionales emitidos por las fusiones se ajusta muy bien en las

predicciones de la relatividad general.

La torsion, si es que esta presente (por ejemplo, siendo creado por una posible
densidad de espin de materia oscura), pareciera no tener efectos observables en el

proceso de emision. Hay algunos trabajos que apoyan este argumento. De hecho,
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[78] estudio los procesos de emision de ondas gravitacionales de las fusiones en
la teoria ECSK. Esta mostré que solo las densidades de espin extremadamente
grandes (como las del universo muy temprano) podrian dar lugar a desviaciones

importantes de la relatividad general en el proceso de emision.

Esto hace interesante considerar un “escenario torsional débil”, donde un
background torsional podria estar presente, pero es muy débil para afectar el
proceso de emision de ondas gravitacionales. En particular, solo los modos de
polarizacion (4) y (x) son relevantes y los otros cuatro modos son al menos e veces
mas débiles (ver ecuacion 3.5.20). Sin embargo, estas ondas gravitacionales deben
viajar largas distancias cosmoldgicas antes de alcanzar nuestros detectores. En tal
caso, no es claro si los efectos acumulativos del background torsiénal podrian ser

observados al momento de la deteccién.

La codificacion de los modos de polarizacion a lo largo de la ecuacion geodésica
4.1.12 podria hacer crecer los otros modos de polarizacién mientras la onda
gravitacional se propaga. Ademas, una propagacién andémala de la amplitud de la
onda gravitacional 4.1.10 no contabilizada podria entorpecer nuestros esfuerzos de
usar fusiones como sirenas estandar, haciéndolas parecer mas cercanas o lejanas
de lo que realmente estan. Por esta razoén, nos concentraremos en el problema
de la amplitud; los detalles de la propagacion de la polarizacion se dejaran para

trabajos futuros.

Consideremos ondas gravitacionales propagandose a lo largo de geodésicas nulas

sin torsion 4.1.7, con un vector tangente df—n” o k*,un parametro afin n y ng
el parametro afin al momento de la emision. Sea ¢ () la amplitud de la onda
gravitacional a 7 y (b(n) la amplitud a n predicha por la relatividad general

estdandar. Luego, podemos definir

¢
A = 11’1—0 1.
(n) 5 (4.1.13)

como un pardmetro definiendo la propagacion anémala de la amplitud. Un escenario
torsional débil implica que ¢ (110) = ¢ (o) ¥, por lo tanto, A (1) = 0. En este
contexto, supongamos una teoria genérica con una torsion que no desaparece, lo
que nos lleva a la ruptura de la conservacion de J, en alguna forma generalizada

de la ecuacion 4.1.10,
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o

V,J' = N,J".
Puesto que ¢ = exp (A) g%, es posible escribir esta ultima ecuaciéon como

0, exp (2A) QOSQk:“ + exp (24) @MJD“ = N, exp (2A) gzOSQk:“,

donde J# = gpk“. Ademaés, usando el hecho que ﬁu Jr = 0, después de un poco

de algebra, encontramos
dA 1 dX*

dn T2 dn
De este modo, tenemos que A = %fnz AN, (1) % Y

s = (5 [[amn@ G-im) (4114

particularmente, en el caso de la teoria ECSK,
N)\ = (H;w — guu) T#V)\.

Consecuentemente, en el caso de las fusiones, la discordancia entre ¢ () y ¢ (n)
podria conducir en principio a una evaluacién errénea de la relacion de distancia

de luminosidad.

Para ser més preciso, observemos que la amplitud predicha por las fusiones de

agujeros negros en la relatividad general estandar tiene la forma

1

° _ L p
¢ DL GW,

donde Dy, es la distancia de luminosidad y Fgw es una funcion complicada y
dependiente del tiempo de las masas y el momento angular de la fusion (ver

capitulo 4 de [8]).

Un background torsional introduce un factor extra de correcién exp(A) a
la amplitud. Por lo tanto, un observador que modele el perfil de las ondas

gravitacionales por la relatividad general estdndar, asignaria la distancia luminica
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incorrecta a la fuente

1 1
¢ = lo)_LFGW = exp (A) D_LFGWa
es decir, 5
L —exp(A). (4.1.15)
Dy,

En un escenario torsional débil consideramos que el efecto seria perceptible solo
cuando |A| > 0, es decir, cuando la onda se propaga a distancias cosmolégicas
grandes. Por esta razon, con el fin de restringir cualquier posible efecto observable,
en la siguiente seccidon integraremos estas relaciones considerando diferentes

escenarios cosmologicos con torsion no nula.

4.2. Torsién y simetrias cosmolégicas

Una geometria de Riemann-Cartan que satisface las simetrias copernicanas de
homogeneidad e isotropia en una seccién espacial plana tiene la métrica y el tensor

de torsion de la forma

ds*> = —c%dt’ + a*(t) (da® + dy® + d=2?), (4.2.1)
1
T,uuA = _g |:U+ <t> (g/v\gup - guugAp) +2 ’g’yi (t) GAMVP] u’. (4'2‘2)

De este modo, para describir esta geometria, necesitamos dos funciones v, (t) y
v_ (t) ademas del factor de escala comun a (t). Los simbolos + se refieren a la

paridad de la componente de torsién asociada.

Usando el ansatz 4.2.2, uno encuentra

Ny = (II™ —g"™) Ty,

1
= _EV+ (t) (o — gro — (I1% — 4) gr0) -

De 4.2.2, tenemos que I1° = 3, y por lo tanto

1 _
Ny = —Elﬁ (t) PPgxo.
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De esta expresion para Ny, tenemos que

All) = i / div* (0) %|p|2. (4.2.3)

to

De esta forma, para resolver A (t) necesitamos P (t). Trazando la ecuacion 4.1.12

obtenemos

1 1= 1
k)\V)\P = %l/Jr (t) k)\ (ZPP — §> Pg)\o, (424>
y dado que, a lo largo de la geodésica se satisface% o k*, entonces
dP I 1= 1
—=—v"(t)| zPP—-1)=P. 4.2.
- v W (2 > 2 (42:5)

De aqui, tenemos que
d (1 1 1 1
— (=P ) =—=vT ()| =|P* = 1) =|P]*.
7 (3Pr) =3 @ (51Pe-1) 1P
Es simple integrar esta equacién como

1

1 1
(—%|P|2(t0) — 1) exp (—5@+) +1

SIPP (1) =

)

con

ot = /t divt (1) . (4.2.6)

to

Con esta expresion, integramos 4.2.3:

exp (A (1) = %, (4.2.7)

_ \/1 + %|P|2 (to) {exp (%@+) - 1} . (4.2.8)

Caben algunas observaciones al respecto. Primero, la anomalia en la propagacion

de la amplitud solo depende de la componente v, y no de v_. Esto no es extrano
cuando consideramos el rol de la torsién en la evolucién cosmica. En el caso de

torsion débil, 3| P|? (to) ~ €? es un nimero positivo pequerio (ver 3.5.21), ya que en
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situaciones astrofisicas, e < 1072°. Por lo tanto, la tinica posibilidad de tener una
desviacion observable de la relatividad general es si ©7 > 0 y lo suficientemente
grande para compensar la pequenez de %|P % (t9). Por otro lado, ©F < 0 no tiene
ninguna posibilidad de producir un efecto observable en exp (A (t)). Esto significa
que, en principio, la gravedad ECSK podria hacer parecer a las fusiones mas
cercanas de lo que realmente estan (exp (A (¢)) > 1 en la ecuacion 4.1.15), pero

no mas lejanas de lo que estan.

Sin embargo, cuando usamos las fusiones como una candela estandar, siempre
existira algo de incertidumbre 6Dy en determinar la distancia luminica lO)L,
(ver [29]). Por lo tanto, para tener una andmalia torsional observable en la
determinacion de las distancias luminicas, es necesario que D > lD)L + 519),;,

es decir, que

5D
exp (4) > 1+ —=. (4.2.9)
Dy,
Considerando 4.2.8, tenemos que
1 1 §D;
1+ =|P|? (¢ -0t —-1)|>1 - 4.2.10
\/+2| 2t [exp (300 1) > 14 2 (1:2.10)
y por lo tanto
<1 + &f 1
6t >2In oL +1]. 4211
PP () R

Como a lo sumo 3|P[*(ty) ~ €2, el valor minimo que podria tomar ©F para

producir una anomalia torsional por encima del umbral de deteccién corresponde

O+ ~2ln [(%)_2 @] . (4.2.12)

a
Dy

Usando las estimaciones de rendimiento para LISA (ver [29]), en el mejor de los

casos se satisface

o

D
50 ~ 1077, (4.2.13)

Dy

(lo cual serfa una hazaiia asombrosa). Considerando que € < 1072°, tenemos que

Of  ~ 170. (4.2.14)

min



68 4.2. Torsion y simetrias cosmologicas

Como veremos en las siguientes secciones, cumplir estas condiciones parece
fisicamente inviable para los modelos realistas de ECSK: alcanzar el valor
minimo detectable de ©F. requeriria, hasta donde sabemos, condiciones que
las observaciones cosmologicas descartan. Por esta razén, podemos concluir que
las fusiones son sirenas estdndar confiables incluso si hay efectos torsionales no
contabilizados. Las anomalias de las amplitudes de las ondas gravitacionales
generadas por fusiones que la torsion ECSK podria crear caen por debajo del
umbral de deteccion de LISA.

4.2.1. Evaluaciéon de ©" a diferentes modelos cosmologicos
ECSK

Es posible expresar ©% en términos del redshift z = % — 1 considerando que

dz

dit = ——4
(z+1)H’

donde H = 3 corresponde al parametro de Hubble. Para una fusion a redshift z,

la ecuacion 4.2.6 se transforma en

+ _ 0 = Vi (§>
0" (2) = —/Z dzm. (4.2.15)

Para z < 1 es posible intentar una estimacion de esta integral a través de datos
observacionales; para z > 1 podemos utilizar modelos cosmolégicos ECSK que

concuerden con las observaciones.

4.2.2. Estimacion para fusiones a z < 1

Para z < 1, tenemos

) :Hio[l—z(l-l-%)]-i-...,

donde ¢y corresponde al parametro de desaceleracion. En términos de esta

expresion, obtenemos

@+(z)~—Hi0/Z dz’;T@u_z(qu)].
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Para integrar esta ultima ecuacion, en rigor necesitamos un modelo cosmologico
de torsion particular para v* (Z). Sin embargo, para una estimacion, solo

necesitaremos introducir un "valor representativo" (v "),

N N <1/+> 0 ~1—(1+QO)’2
07 (2) ~ _To/z S
_%[(hwo)z—(2+CI0)1ﬂ(1+2)]-

Y

Q

Usando las estimaciones observacionales de gy ~ —0,6, concluimos que cuando

z < 1, entonces

T (V")
07 (2) < T 0,6,

por lo tanto, para alcanzar el valor minimo de la ecuacién 4.2.14, es necesario algo
como

(v*) ~ 100H,. (4.2.16)

Las estimaciones para vt en la literatura son dependientes del modelo, pero
vt = 100H, esta varios 6rdenes de magnitud encima incluso de las estimaciones
méas optimistas de la cosmologia ECSK, ver referencias [62],[79],[80]. En las
siguientes secciones revisaremos brevemente los modelos cosmologicos ECSK para

hacer estimaciones de ©% (z) para z > 1.

4.2.3. Repaso de la cosmologia ECSK

Consideremos el ansatz copernicano 4.2.1-4.2.2 y reemplacemos este en las
ecuaciones de campo 2.4.62-2.4.63 para un universo con constante cosmologica,

materia oscura y materia del modelo estandar. El resultado es

3H? = Kuc’p, (4.2.17)
O —3H + 20, H = —ruc®p, (4.2.18)
con
H :H — V4,

donde H = % es el parametro de Hubble. La densidad y presion total son,
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respectivamente:
p = —+psm+ppm+ 5V,
R4 C Ry
A 1
p = —— +tPsm+Ppm— 5 V.
K4 C Ry

Asumiendo la materia oscura como una fuente de espin y, en consecuencia, de
torsion, implica que vy y v_ deben ser funciones de ppys. Sin embargo, ambas
funciones juegan un rol completamente diferente en las ecuaciones 4.2.17-4.2.18.
Es claro que v_ solo juega un rol de materia oscura y presion extra, mientras
que v, juega un rol completamente diferente en la dinamica. Por esta razon, es
natural asumir un ansatz barotropico para v_ tal que

2 02164

V: = X —=pou; (4.2.19)

en el cual a_ juega el rol de un parametro barotrépico, proporcionandonos una

densidad de materia oscura y presion efectiva dada por

perr = (1+02) ppum,

Deff = WeffPeffs

con
1 1

Weff = =5 WDM — —F——,
1+ a2 3(1_’_%)

donde hemos asumido una relacion barotropica ppy = wparppy- Podemos ver
que el efecto neto v_ fue solo fue cambiar la constante barotrépica. En el caso
de la materia oscura fria, wpy; = 0, se satisface —% < wepr < 0, lo que de hecho
podria explicar que el pardmetro de tension de Hubble tenga valores tan pequenos

como wesp ~ —107% (ver [37]).
Las ecuaciones 4.2.17 y 4.2.18 pueden ser reescritas como

3(H —vy)® = kc?p, (4.2.20)
p+3H (p+p)—v'(p+3p) = 0, (4.2.21)
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con

A
p = — T PSM T Peffs
R4

A
P = —— +Dsm + Defy.
Rq

En términos del redshift,

d d
— =1 H— 4.2.22
g =~ (A HE (4.2.22)
la ecuacion 4.2.21 se transforma en
(1+ )dp+3( tp) =L (p+3p) =0 (4.2.23)
1z pTDp H P+ op

Para resolver estas ecuaciones, necesitamos conocer v, como funciéon de la densidad
de materia oscura. Esto es precisamente la informacién que la ecuacién de campo
2.4.65 deberia proveer. Sin embargo, dado que no tenemos un lagrangiano de
materia oscura, no tenemos informacién a priori de su posible tensor de espin,
aunque si existen modelos de fluidos con espin tal como el fluido de Weyssenhoff,

para detalles ver [84].

Por esta razon, cuando consideramos cosmologias ECSK, debemos proponer un
ansatz razonable para modelar la dependencia de v, en la densidad de materia
oscura. En las siguientes secciones revisaremos brevemente un par de ansatz que
concuerdan con las observaciones. Ademas, veremos como la amplitud de las ondas

gravitacionales se propagan en ellas para fusiones a z > 1.

4.2.4. Ansatz vy < Hpjy,

Counsideremos un ansatz de la forma

vt =CH <M) , (4.2.24)
Pe

donde H es el parametro de Hubble, p. corresponde a la densidad critica

_ 3H§

pe = (4.2.25)

2Ky
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y C es solo una constante de proporcionalidad. En general, los efectos torsionales
aceleran la expansion del universo y pueden jugar un rol de materia oscura. Por
lo tanto, asumamos un modelo de prueba con A = 0 y donde pg)s es despreciable
comparado con p.s¢. Considerando, en este caso, el ansatz 4.2.24, la ecuacién

4.2.23 se transforma en

dpe C n
— (1 + Z) Wff — E (1 + 3weff) IOe;Lfl +3 (1 + weff) Peff = 0. (4.2.26)

La solucion de esta ecuacion diferencial de Bernulli es (ver [79],[81])

i l+weff n
C 1+3weff

3 14w, 1 —3n( 14w,
P 1) O 1

Y

Pers (2) = pe (

con
Qo = 210,
Pe

Usando las ecuaciones 4.2.17 y 4.2.24, es sencillo encontrar

H [pess 1

= 4.2.27
Hy Pe 1 —-C (Peff> ( )
Pc
y para % tenemos

vt pesr\"
— = (C|— 4.2.28
H ( pe )’ ( )

1+weff

_ IH3wess . (4.2.29)

3 14w, 1 —3n(1+we
(E T f 1) (1+2) (eess) 41

La referencia [79] muestra que las observaciones permiten los siguientes rangos de

parametros para este modelo:

Qo C n Ho (52 Mpc)

+0,11 +0,28 +0,26 —3,0
0731—0,12 0>28—0,24 _0’47—0,36 6878—3,1

Insertando 4.2.29 en 4.2.15 con la aproximacion w.ss ~ 0 (materia oscura fria),

encontramos
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oF = — / i | 5 dz (4.2.30)

~\—3n > ’
%%8—1} (142 41GE+D

De los parametros de observacion permitidos, podemos hacer una estimaciéon para
O (2). De hecho, esta funcion crece muy lentamente para compensar la pequenez
de %|Po|2 en 4.2.8. Para ver esto, es suficiente hacer un grafico y compararlo con

las estimaciones de 4.2.14 (ver figura 4.2.1).

24

0.51

—

0 20 40 60 80 100
V4

0

Figura 4.2.1: ©7 (z) como funcion del redshift z. Las lineas azules delinean la
desviacion superior e inferior de los valores medios que se muestran en rojo.

4.2.5. Ansatz v, x H

El ansatz de torsion en estado estacionario

vy = —aH, (4.2.31)

con « una constante muy popular entre los modelos cosmologicos ECSK [80]. La
principal razén de esta eleccion es que la ecuacion 4.2.23 se vuelve facilmente
integrable. Sin embargo, esto tiene un grave inconveniente fisico: de la ecuacion de
campo 2.4.63, esperamos que v, dependa de alguna caracteristica de la materia
oscura, por ejemplo, su densidad, y no de una caracteristica geométrica como
H. Independientemente si consideramos v, = —aH como un modelo astrofisico
realista o no, evaluemos su capacidad para dar lugar a algtn efecto observable en

la propagacion de la amplitud de ondas gravitacionales. En este caso, tenemos
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que la ecuaciéon 4.2.15 se convierte en

+ ° 1

S) = dz

(z) oz/z i
= —aln(l+=z2).

(4.2.32)
(4.2.33)

Segun [80], las observaciones restrigen este modelo permitiendo un valor positivo

pequeno para «,

0,094
a = 0,086 05

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

o' (2)

-0.34

~0.44

-0.54

-0.6-

Figura 4.2.2: ©" (2) como una funcion del redshift z

20

(4.2.34)

Esta funcion ©7 (2) negativa (y de evolucion lenta) no tiene ninguna posibilidad

de compensar la pequeniez de 3|FPy|? en la ecuacion 4.2.8. Este ©F (z) estd muy

por debajo del valor minimo 4.2.14.
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Capitulo 5
Conclusion

Después de realizar un analisis general de las ondas gravitacionales en una
geometria de Riemann-Cartan y sus caracteristicas asociadas (revisadas en el
capitulo 2 y en las referencias [55],[72],[73]), queda claro que un background
torsional produciria genéricamente una propagacion anémala de la amplitud y la
polarizacion de una onda gravitacional, dado por las ecuaciones 4.1.10-4.1.12. En
particular, en la presente tesis hemos enfocado nuesta atencion en la propagacion
de la amplitud de las ondas gravitacionales producidas por la fusion de agujeros
negros en el contexto de una teorfa ECSK, donde un tensor de espin de materia
oscura no nulo podria comportarse como una posible fuente de torsion a escalas

cosmologicas.

Dado el solido exito observacional de la relatividad general estandar, consideramos
un ‘“escenario de torsion débil”. Esto significa que la torsion background esté
configurada para ser lo suficientemente débil para hacer que las emisiones de ondas
gravitacionales de las fusiones sean indistinguibles (a menos a orden principal y

secundario) de las predichas por la relatividad general.

Esto conduce, en particular, a una jerarquia de los modos de polarizaciéon, donde al
momento de la emision, los modos de polarizacion (b), (1), (x) e (y) son al menos

€ veces mas débiles que los modos de polarizacion (4) y (x) (ver 3.5.20-3.5.21).

Sin embargo, la propagacion anomala de la polarizacion 4.1.12 implica (a menos en
principio) que la torsién podria amplificar lentamente esos modos de polarizacion
débiles a lo largo de la geodésica. Del mismo modo (y también en principio), la

torsion background podria conducir a una amortiguaciéon o amplificacion de la
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amplitud 4.1.10-4.1.14 después de recorrer una larga distancia cosmologica.

Ya que la masa y el momento angular de las fusiones se relacionan con la evolucién
de la frecuencia de las ondas gravitacionales, una propagaciéon anémala de la
amplitud podria conducir a una evaluaciéon incorrecta distancia luminica Dy
(ver 4.1.15), deshabilitando potencialmente el uso de las fusiones como candelas

estandar.

A raiz de nuestro analisis de que estas preocupaciones son infundadas, es que los
mergers siguen siendo candelas estandar fiables, tanto con como sin torsion (al
menos para teorias ECSK). En las ultimas secciones se calculo la fuerza de las
anomalias en la propagacion de la amplitud. La conclusion es que el efecto de la
torsion bajo estas condiciones es tan pequena que se mantiene bajo el umbral
de deteccion, incluso pensando en interferometros de futuro cercano como LISA.
En particular, para los modelos ECSK considerados en la tltima seccién, para
detectar una posible anomalia en la propagacion de la amplitud debido a la torsion,
necesitariamos medir las distancias ltiminicas de los mergers a z = 1 con una
presicion de )

0D g (5.0.1)

Dy,
Detectar este efecto podria ser posible, pero por ahora esto esta méas alla de

nuestras capacidades tecnologicas.

Profundizando més en este punto, la ecuacion 4.2.8 muestra el porqué de esto.
Incluso si el efecto de la amplitud anémala se acumula a lo largo de una larga
distancia cosmolégica en la integral ©F, la pequeniez de los modos de traza de
la onda gravitacional (b) y (/) en el momento de la emision hace que el efecto
integrado completo siga siendo insignificante. A su vez, la pequenez de %]POIQ es
una consecuencia directa del escenario de torsiéon débil, donde la torsién deberia
mantenerse lo suficientemente débil para que el proceso de la emisiéon de la onda
gravitacional siga sucediendo, como ocurre en el caso de la relatividad general

estandar.

Este punto abre un asunto critico para futuras investigaciones. Primero, es crucial
notar que la hipotesis de torsion débil es razonable, pero solo para el universo
tardio. En contraste, si consideramos una densidad de espin alta en el universo

primitivo, la torsion podria haber sido relevante (ver [60],[67]), y el proceso de
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emision de ondas gravitacionales podria haberse apartado significativamente en
esa época de la predicha por la relatividad general [78]. En este caso, no es claro
atn si 3| Py|? en la ecuacion 4.2.8 deberfa seguir siendo considerada insignificante.
Por lo tanto, una propagaciéon anémala de la amplitud y polarizacion, descritas
en las ecuaciones 4.1.10-4.1.12, producidas por la torsién podrian, en principio,
dejar una huella detectable en el fondo de la onda gravitacional césmica. Este

prometedor tema se tratard en otra parte.



Al. Operadores Dy D,
78

Al. Operadores Dy D,

En este apéndice deducimos los diferentes lemas provenientes de las definiciones,

que son mostradas en las ecuaciones 3.4.11-3.4.13.

Comencemos por 3.4.11. Sean P y () una p y g-forma respectivamente. La derivada

exterior del producto exterior entre ellos es

D.(PNQ) = (I.D+DI,)(PANQ),
= I,.DPANQ—(-1)"DPAIQ+ (1)’ I,PANDQ+ PN I,DQ,
+DI,PANQ — (1)’ I,PANDQ+ (1) DPANI,Q+ P A DI,Q,
= I,.DPNQ+DI,PNQ+ PADI,Q+PAI,DQ,
= D,PANQ+ PAD,.Q.

Por otra parte, para la ecuacion 3.4.12

D,® = (I,D+ DI,)®,
= I, (D, e + o, De) + DO,
= [,(D®. e+ P, T°) + D, ,
= 1,D®, ¢ — DO, Ie + &, [,T° + Dd, ,
= I,D®, e + @, 1,T°,
= I, (d®, —w’ @) e+ I.OLT",
= I, (0,Pccf'e’ — ', Pref'e?) e + D, 1T,
= e/ (0,Pc — '’ P) e + D, LT,
= e/D,®+ [.DI,T,
= e/'V, @+ [,T°N I,

donde ® € O! (M ) por simplicidad. Sin embargo, esta relacién funciona para

cualquier tipo de forma diferencial.

Finalmente, a partir de la definicién de la derivada generalizada de lie 3.4.9, es

posible demostrar 3.4.13. Tomando el producto exterior e* por la izquierda en
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3.4.9,
D, = I,D+ DI,
e"ND, = e*NI,D+e*NDI,,
e"ND, = e NI, D+ De* NI, — D (e*N1,),
e*ND, = e N[, D+T*NI,—D(e*N1,),
e ND,—T*NI, = e*NI[,D—D(e*NI,). (A1.1)

Trabajemos el primer termino de el lado derecho de A1.1. Sea ¢% € QF (M (d))
dada por

1
P = Hqﬁz’._.gpegl ARANCL

donde % representa los diferentes indices de Lorentz libres que ¢ podria tener. De

este modo

1
e NI,D” = e*N, {—'Dugbz’mypdx“ Adz” A ... A dx”p} :
p!
1
= e* N, {_,Du¢% ebl"eln”l...eb:iebl Ae” A LA eb”“} ,
p!

V1..Vp

1
= _,Du¢% ebluebgyl...ebp:’;e“ A, {ebl A2 AN ebP“} :
p!

Vi..Up

Consideremos lo siguiente,

Lo (€™ AN ePrt) = Te A Ae L (1) A LA el
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Al. Operadores D y D,

Por lo tanto,

e A I,D¢p”

% iz Up La b1 bp+1
Duoy, e e, 6 €N {Iae AAY

+ (D)7 A LA L )
1 v b b b
_| ¢1/1 yp b ebz €y Jr]’;(fa/\ {5(1162 A ... N\ePtt
+ (=D)AL N

(blll by eb2 € :/: e’ A 521 €2 A LA el

% © Vp a by bo bp+1
Do), €y ey, ! SHO /\Ia{e ANe?N...Ne” },

1
+...+ ; ( ) #gzﬁyl vy eszl',,ebpiplea Ae A LA ebp(SgPﬂ’

Vp b1 bo bpr1
gbyl p€hy e, ey hETNETN L Ne

1

Vp bl ba bp+1
Mbul €0y ey, ey neTNETN L Ne

1
b by A b
+.. —|—ngbl,1 RN ebﬁel/\.../\el’/\e?’“,

1
p { ¢V1 Z/p 1 ebg eb p+1 + +D ¢V1 I/ ebg

P AeP A LA el

1 v
b= + Do Vpebl“eb;’l...ebp:ebl Ae ANt
p % dz* Vi Vp
qu ppdxt Ndx™ A N da

+ l
pr > <¢,,1 L,z A A dx”p) ,

p!
(p+1) Do™,

Por otra parte,teniendo en cuenta que

% _
1% = ol B g €A LA

(p

b b b.
+.. +p!( 1)’ D gb,,l,, eb2 ebp et ANe AL N e,
1
!

Vp
Copia

(AL2)
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el segiindo término se escribiria como

1
et A [a¢% — (p — 1)'@21,,,91,_16@ ANedV A A egp—l’
1 %
- m¢g1...gpeg1 /\ /\ egp’
- (A1.3)

Finalmente, reemplazando A1.2 y A1.3 en Al.1, obtenemos

e"ND,—T“NI, =D.

A2. Propagaciéon anémala de la amplitud en una

geometria con torsién

En seccion se deduciré la ecuacion 3.5.23. Sabemos que
kapa¢2 = kfaDa (Hfg)Hcd(O)) )
= kD H) Hea(o) + k“H{G) DaHeao)- (A2.1)
De 3.5.14
es directo observar que

(=17 % (F"DHygpe? A ¥HGy)) = k*DJH 0 HG), (A2.3)

7 1 a cby c ¢ 7 a ¢
(1) * (Hfgo) SrEyiEL (H(g)) €brer.cn €A A e > — Py k" DH.  (A24)

Reemplazando A2.3 y A2.4 en A2.1
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ED,¢* = (=1)7" x (kYD H,g0e? A «H
(0) (0)

1
T Heo A Ty P (B3 ) €mer i€ Ao A ) - (A2.5)

Por otra parte, la expresion 3.5.12 puede ser reescrita como sigue

1
kD Hogove? = —k*I,TT A T H, o) — —Ho oDk A2.6
(0) Fie(0) — (o)

Aplicando el dual de Hodge:

1
a b d a c b b a
k® (DQH 4(0)€ ) = —k%x% (IaT A ICH(O)) ~3 * Hipy Dok, (A2.7)
donde se utilizo el hecho que

1
D" = =D @1 A A e+ LT N L@, (A2.8)
P!
Reemplazando A2.6 y A2.7 en A2.5

= 1
kapa¢2 = (_1)_777 * (—k'aIan VAN Ich(O) VAN *H((:O) — iHc(O)’Daka A *H?O)

+ Hc(o) A ﬁkai)a (Hfg;) €byercg 1€ N o A ecdl) ,
considerando
* (Dchd(o)ed) = ﬁDaH%eblclmcd_le” A A€t
entonces
kDo = —(=1)7" * {k* LT A I o) A ¥HSy) + k*Ho) A x (1,1 A IHS)) )

— (=1)7" % {He) A #Hg) } Dok (A2.9)



A2. Propagacion anémala de la amplitud en una geometria con torsiéon 83

De la condicién de normalizacion A2.2 en A2.9:

K'Da® = —(=1)7" * {k" LT A I;Heo) A *Hfy) + E*Heo) A * (LT A IHG,)) }
— (=17 (=1)" Hea, 0 Hg} Dak",
= — (=)™« {K*LTT A IiH o) A %Hy) + k“He) A % (1T A THGy) }
_¢2Dakaa
por tanto

Do (k0%) = = (=1)" #{A"LT" A I Hoo) A +Elg) + K Heo) A x (IT7 A IfHGg)) } -

Definamos el tensor J¢ = k%¢}?

D,J* = — (1) % {k* LT A IH o) A *HG + kBl A (1T A THG)) L

(A2.10)
Consideremos lo siguiente
Hoo) A+ (LT ALHG) = 9P A (The AL (0P)).
= PP (The A IgPF).
Asi A2.10 adquiere la siguiente forma
D,J* = —(=1)"" % {k“T{lded A cpZIch A *P° + k%P, A % <T’;ded A ]ch> } ,

= — (1)« {J Tpeae” NP AP+ J*Po A5 (Traae® NIV PY) },
= —Traa (1)« {e* AP AxP°+ P. Ax (e* A ITP?)} J°,
= Tpaa (1) 5 {I/B. A" AxP + Pops (AP LT (A2.10)
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Desarrollemos cada término de A2.11, para el primero se tiene que

_ 1 _
prc A ed A *xP°¢ = Wpcfpcalealbl...bd,led A €b1 VANPTVAN ebdfl. (A212)

Aplicando el dual de Hodge a A2.12

_ 1 _
# (TP n e AxP?) =y Pl P e 10
1
— P cha1€a1b1 by 1( 1)77— Edb1...bd_1’

(d—1)!
o ( 1) P cha15d51 a1

- (d ) a1by..bg_1’

_ (=" car (d—1)!

- (d_l)'PcfP (d d)' 31,

= (- PP (A2.13)

Mientras que para el segundo término de A2.11:

]_DCA*(ed/\IfPC) = ]50/\*<Pcfed),

1 _
— mPcepcfnd‘“ealbl___bd_lee APt A LA e (A2.14)

Aplicando el dual de hodge a A2.14

D C 1 D C a e
* (PC A * (ed ANITP )) = —(d — 1)!PC€P Iy Yarby. by I pbamtare
—1)"-
— ( ) P Pcf dalEalbl...bd,leeblmbd717

(d)

_ cf, day s€bi...ba—1
- d ) PC@P 5a1b1...bd,17

(
— ( 1) Pcf dalée
(=

/\
)—l
\_/

al’

1) PApet, (A2.15)

Reemplazando A2.13 y A2.15 en A2.11:
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D,J* = Tjaq (_1)—77* {(_1)777 PcfPCd+ (_1)177 pcdpcf} Ja
= Tue{PPY 4 BOPY

Definiendo

Hab — _Pfa‘be_i_‘be_Pfa7

(A2.16)

obtenemos la ecuacion correspondiente para la corriente J*:

D,J* = Top I JC.

(A2.17)

Separando la derivada generalizada de Lie de A2.17 en términos con y sin torsion,

obtenemos

D,J*

1,DJ°,

I, (f)Ja _ k“be> ,
1D (JT%) — k%, J°,
1,DI*J — T4 J°,
—DYJ 4T, J°,

—d'J+T%,J°. (A2.18)

Donde hemos utilizado la relacion 3.4.26. Reemplazando A2.18 en A2.17

dtJg

_ abcHach + Taab‘]b
_TabcHabJC + nabTachC

Tope (n® —TI%) J° (A2.19)

Escribamos esta ecuacion en indices coordenados. Comencemos por reescribir la
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parte izquierda de A2.19.

dtJ = —I,DIJ,
= —I1,DJ%
= —I, ((9.J" + &, J) e %),
= - (a JO+ a0, J) et
= — (O (e J*) = Ouet "+ et ),
= (GJ—{ae“—e“ }JC)

Considerando el postulado de vielbein 2.4.31, es directo demostrar:

a _7TXN,ga v __ vV a
W cpu F;we P €c aﬁbe IZ

de modo que

d'J = —(0,J" —duet J°+el (f”,,e%ec” - ec”aue‘l) JC) ,

Ea T D T T 0 T e e Dt )

_ (a T TN JY = et T — et ec”aue“VJC) ,

(v TN — e T — et a#e“yJ”> :

(VAJ — Ouet JC+ Oue )t e J”)

— (VP = e T e )

_ o (A2.20)

Similarmente para el lado derecho de A2.19:

Tobe (n“b - Hab) JO = elee. ’\e“a ebﬁechwM (gaﬁ - HQB) J7,
— 5#557 Lo ( aB _ Haﬂ) J7,
T (g" — 1) J*. (A2.21)
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Reemplazando A2.20 y A2.21 en A2.19

Vad® = Tpn (I — g") J*,

donde
¥ = e ¢,” (PP, + P™*P,) . (A2.22)

Dado que H% es simétrico, entonces la polarizacion también lo es, luego

a o a_ B (Da b b a
n = el (PP + P P*),
= el (PP + PL P
_  pa pyB pB pya
= p2p¥ 4 pdpre (A2.23)

A3. Propagacion anémala de la polarizacién en

una geometria con torsion

En este apéndice se deducird la ecuacion 3.5.22. Para ello, comenzaremos

reemplazando 3.5.13 en 3.5.12.

k“D, (¢Pb)—%¢PbDik: = 0,

1 1
gk“Da¢Pb+k:“Dan+§PbDak:“ = 0,

1 1
k“D, P’ + (5/@“2)@ + §Dak“> P* = 0. (A3.1)

Por lo tanto,

1

mmﬁ:—(
¢

1
kDo + 52)#) P’ (A3.2)
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Por otro lado, de la definicién de la corriente J* = k% :

1 1 1
D 210 -D a ZD ko
2¢2 a(¢k) © a¢k +2 aka

1 1 1
—D, (J* ~D,ok* + =D k*,

1 1 1
— T I1% ¢ D,k + =Dk
2¢2 abe J ¢ a¢ + 2 a y
L7 6%k = 19,000 + 1Dk
2¢2 abe - ¢ aPp 2 a 3

1 1 1
—Tp Ik = =D,k + =D, k"

o Lab p PR" + 5

Reemplazando A3.3 en A3.2

1
kD, P’ = —§TadCH“dkCPb.

(A3.3)

(A3.4)

Lo siguiente sera separar la derivada generalizada de lie de la polarizacion A3.4

en una sin torsién mas términos proporcionales a la contorsion.

D,P* = I,DP"+ DI,P’
= I, (dP"+ & AP + k', A P°) +dP’, + u° P, — w", P,
= I, (dP"+ " A P°) + 1, (K, A P¢) 4+ dP° + &° P, + k°. P,

°oc b c b
_waPc_Han

_ g, (i’)P”) + 1, (K, A PO) + dPh, + &b Pe, + kY Pe, — ¢, Ph — ke, P

= L (DP) + Iy (Ko A PY) 4+ (d (1PY) = G5 L P! + & 1, P)
—k€, I.P" + K’ I,P°,

= Lo (DP*) + (d (IP") = &, LP" + & L P) + I, (K, A )
—K, I.P" + K’ 1,P",

— 1, (DP") + (d (IP") = & LP" + & o P°) + Lk P = K A I P°

—K¢,I.P° 4 k" 1,P°,
= 1o (DP) + D (LP") + LK P* = i, LP",
= D,P’+ I’ P¢ — k°,I.P".

(A3.5)
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La 1-forma contorsién en términos de la torsién es dada por

1
lica = §n0d (Tade — Tdae —I— Teda) 66. (A36>

Aplicando el operador I, sobre la contorsién, obtenemos

1
Ia’ibc = §nbh (Tcha - Thca + Tahc) . (A37>

Reemplazando A3.6 y A3.7 en A3.5, obtenemos una expresion para la polarizacion

en términos de la torsion, dada explicitamente por

o 1
Dan - Dan + §nbh (Tcha - Thca + Tahc) Pe

1
_and (Tade - Tdae + Teda) Icpbee- (A38)

De A3.8 en A3.4, obtenemos

1 1
5(? (Tcha - Thca + Tahc) pPe— _nCd (Tade - Tdae + Teda) Pbc€€> - §TachadkCJ

1
- 5 adead}

1
2 2
1 c 1 cd e 1 ady.c
== _ka 5 (cha - Tbca + Tabc) Pe— 577 (Tade - Tdae + Teda) Pbc6 - §Tach k Pba
m 1 c 1 cd e
= —k 5 (chm - Tbcm + Tmbc) Pe— 577 (dee - Tdme + Tedm) ]Dbce
1

= ——k" {(chm - Tbcm + Tmbc) Pe— UCd (dee - Tdme + Tedm) Pbcee + Tadeade} )

2
1

= __km {(chm - Tbcm + Tmbc) Pce — (dee - Tdme + Tedm) de + Tadeadee} ee‘

2
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Escribiendo esta expresion en lenguaje coordenado:

o 1
€ba€§k/\V)\ (Pa,B> = _§km {(chm - Tbcm + Tmbc) Pce - (dee - Tdme + Tedm) Pcé
+Tadeadee} )

1
- _§km {(_Tcmb + Tbmc - Tmcb) Pce + (Tdme - Tedm - dee) de
+Tadeadee} )

1
- _ikm {(_Tcmb + Tbmc - Tmcb) PC@ + (Tdme + Temd — dee) PC%;

+Tadeadee} )

1
= —5%(1651&” {(=Tra + Torn — Tyna) Py + (Toys + Tayn — Tong) P2,

+TuwHW af } :

De aqui, es directo observar que la propagacion de la torsion tiene la forma

o 1
k/\V/\P/w = _§k7 [PWHQBTaﬁV + (_Tx\w + ka - T“Mu) P)z\/ + (T/\w + Tw/\ - T“/AV) P/\p] :

A4. Ecuacidon de la onda en la teoria ECSK

En esta seccion deduciremos la ecuacion 4.1.5, la cual es equivalente a 4.1.4 escrita
en lenguaje coordenado. Para ello utilizaremos la relacion 3.4.12 y la super algebra
abierta 3.4.14-3.4.19.

Comencemos con escribir el término ligado a la perturbaciéon contorsional V¢ .

(I,Dy — DuI)V® = I,D,V% —D,V*

ma’

= L (eV,+LT"NL) V%, — (e!'V, + LI N1,) V¢

ma?

1
= eV Vi + =TV L (e° Ne?) — e}V, V4

97 ¢ ma?
= eauvlivc’:nn - en’uvllvina + Tbcm ?’nb’
- v)\‘/Amn - anink + Tb[m a

mb»

== V)\‘//\mn - VnV)\m)\ + Tbanva

mb»

= VYV + V.V, N+ T8,V (A4.1)

mb*
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Una mirada a las ecuaciénes 3.3.22 y 3.3.23 sugieren que V¢ es del orden de

magnitud
H

Ve~ =
| bl L7

la cual cambia rdpidamente en la escala de A, por lo que

) H1
‘avb‘ ~ 357
.,

~oree

Por otra parte, dado que la torsion es dada por T = de® + w%e?, inferimos que la

torsion debe ser del orden de magnitud

1

T ~ =
| | L’

y por lo tanto, o 7
T ~—
an?’ mb L2 :

Teniendo en cuenta solo los términos del orden e 2 y e=! | A4.1 se transforma en

(I,Dy — D)V, =V Vn + ViV, . (A4.2)
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Continuemos desarrollando el primer término de 4.1.4.

I,D,DH,, = I, ((€'V, + I,T* A 1) (€%, V" Hyy, + I°T°H,,.))
= I, (e'V, (€% V" Hyy + I°THppe) + L,TY A Iy (€%, VY Hyy + I°TH,ye))
= I, (e/'V, (e, V"Hpy) + €'V, (I°THye) + 1,T° N 1y (6%, V" Hy,)
+I,T° N1, (I*TH,,.))
= I, (e ¢, V,V'H,, + e}V, (I°THy.) + 1,T°* V" Hppy,
+I,T" N1, (1T H,p.))
= V,V'Hpp + eIV, (I°THye) + 11T e, N Hop
+1,1,T° A I,I°T°H,,k.,
= V,V"Hpp + €V, (I, T Hppe) + L T N Hypp + Lo TP A L,1°TH, ..,
= V. VFHypp + eV, (T Hue) + T0,,° V" Hyy + T8, A LI“TH,,e.,
= V,VFHpn + eV, (T Hue) + T%,% V" Hypy + TP 1T H e,
= V,V"Hpy + eV, (T Hop) + 1%, NV Hypy + T T, Hpe,
= V,VFHpp +T°, "NV Hyp + €N, (T, Hine) + T T¢ ) Hpne
= VuV'Hp + Ty VU H' €V (T Hyny) + T T Hyy,
= V. V*Hyp + Ty VVH' 4 €N T Hyy + € TNy Hiy + TP T o,
= V. V"Hpu + Ty VY HY + VT Hypy + TN Hpy + TP, T Hy,
= V.V"Hpn + Ty V' H,, + Ty VFH, + NPT H, 4+ TP T, Hyy,. (A4.3)

n

Analicemos el orden en € de cada término de A4.3: Para el primer término tenemos

que

H
vV,.V¥H,,, ~ —

22
1 H

~ T3 2
L2 (3)
1 H

Tz

Para el segundo término
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1H
T VVH?  ~ ——
b m L\
1 H
~ T2
L2 2
1 H
L? e
Para el tercer término
e 1 H
Tp,mV H m ﬁ?
Para el cuarto término I
VYT 1Y ~ ﬁeo

Para el quinto término

H

TpiLT'Lg.pHm‘u ~ ﬁ .

De esto se observa que el tnico término descartable es el tercero, por lo que A4.3

se convierte en

I,D,D"H,, =V, N"H,pp + Ty, VVHY + Tppn VP H? 4 €'V 6" VY Hypp. (Ad4)

Por 1ltimo,veamos que sucede con el segundo término de 4.1.4.

I, [Da, D) H* = Iy (IejmD*H® + D* I H* 4+ I,D* I, H* — I, D*I,H®)
~I1,(DT®,, ANT.H* +T¢, DH),
= I, (I,nD*H"+I,D°H*, — I,D°H) — I, (DT",,, ANH" + T, D.H"),
= I, (Ism (R%H") + I,D*H", — I,,d*H) — I, (DT",,, N H" + T¢,, , D.H"),
= I, (lom (R%H") + I,D*H") — I, (DT%,,, NH*, + T, D.H").  (A4.5)

Note que el tercer término es del orden de €%, por lo tanto, no lo consideraremos en

los célculos. Por otro lado, los tinicos términos de la curvatura que contribuyen al
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limite eikonal es el de primer orden en H. Sin embargo, dado que va multiplicado

por un término proporcional a H, entonces RWH ~ %f—; y puesto que H <

€ < 1, entonces este término también es despreciable. De este modo, los términos

relevantes de A4.5 son

I, [D., D, H* = I, (I,D*°H", — T, D.H"). (A4.6)

Del tltimo término,

T, DH* = T (e}V,+I.T"N1I,) H,
= T¢,.e/V H+T¢ I.T° N I,H"

Dado que el altimo término es de orden €,

T¢, DH* = T etV H
= T V,H"
= T, V(e HY),
— T" V,H". (A4.7)

Veamos que ocurre con el primer término de A4.6:

D*H®, = D(dH", +w" A H", —w’, ANH%),
= DdH®, + D (w" AH®,)— D (w, AH"),
= ddH", +w" NdH®, — W, ANdH" + Dw®, A HS, —w". AN DH,,
—Dw®,, A H% +w’,, A DH",
= W ANdH®, —w°, ANdH® + Dw" AN H, —w® ADH® — Duw® A H"
+w, N DH® ,



A4. Ecuacion de la onda en la teoria ECSK 95

considerando el limite eikonal,

D?*H® = wac/\clltl'cm—wC NdH®, —w*. NDH", +w, NDH,
= W AdH®, —w", NdH", —w’ A (dH®, + v H —w' A H)
+wcmA(dH“Cerd/\Hdc—wc/\H“d),
= —w" A (wH?, —wh ANHS) + 0, A (W AHS —w® AHY) . (A4.8)

de aqui vemos que los todos los términos enrealidad son despreciables, por lo que
de este término no se obtiene nada importante. Por lo tanto, de A4.7 y A4.8 en

A4.6, obtenemos
L, D,, D, H* = I,(-1",V,H"),

= -1, .V, H",. (A4.9)
Finalmente, reemplazando A4.2, A4 4y A4.9 en 4.1.5:
— = (Vu V" Hyp + Ty VY H ) + Ty VRH, + T4, NV HY) + V Voo + ViV, 0

(VuV*Hpp + T VVHY 4 Ty VY HE 4+ TH N HY) + V Vo + Vo V0,

(VuV*Hpp + 2T,V HY 4 T VA HY,) + Y Vs + ViV, 0,

AMI»—kN)Ir—*[\DI»—t

1 1
v VHopn + Tu VY HY + =T VA HY, ) + V™ Vain + V.V, 0

2

de este modo

1 1
ete W, = — (§vw* (ete, Huw) + € Top V° (e H,) + S0, TV (c ,:Hf;))
+V (e e V) + eV, (e,4V0Y)

1
= e Me v { ( V,\V uv + To’pyv ( ) + ETPO'MVIDHUIJ> + v)\V)‘NV + VVVUA)\}

mn

por lo tanto,

1 1
W,LLI/ = - <§V)\V)\Hﬂy + TcrpuvaU,LL + §TPU#VPHUV) + VAV)\#V + VVVN/\A'
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A5. Propagacion anémala de la amplitud y

polarizaciéon en la teoria ECSK

Para encontrar una expresion para la propagacion de la amplitud y polarizacion
de la onda, haremos un procedimiento totalmente anélogo al hecho en el apéndice
A3. Para empezar, desarrollemos la ecuacion 4.1.8 utilizando 3.5.13 y 3.5.15 del

siguiente modo:

1 1
0 = évAkAHWijA (VAHHZ,+§M;W>,

1

1 1
= §VAI€)\¢P;W + A [V,\QﬁRLW + QZ5V)\P/W + §¢ { (ZT(;)\V + 5 (T)\UV + Tyg)\)) Pgu

1 1 1
+ <2T0/\u + 5 (T/\cw + THU)\)) Pi/ + §guvaw\PW - é_l (g,UVT[;)\ - (Tuw\ + va)) P}} .

1 1 1 1
— §¢2VAI&PW iy |:§V>\¢2P/W + ?VAP,, + §¢2 { (QTO,,\V +5 (Thow + Tm)) P,

1 1
+ (QTU/\M + § (T)\Uu + Tua)\)) QOP(Z + ng/TpU)\Ppa

1 g
1 (ng ox T (Tuw\ + Tl/M)) P}} )

DN —

1
(Vi (k) — k*Va@?) P + K [§VA¢2PW + ¢*ViP,
1 2 1 o 1 o
+§¢ 2T 5z + 3 (Toow +Toon) | P, + | 2Toa, + 3 (Trop + Tuor) | P5,

1 1
+§g,uqua)\PpU - Z (g,uVT[;)\ - (T#VA + TVH)\>> P}:| )

1 1 1
= §V)\J/\PHV + k‘/\ |:¢2v>\P’uV —I— §¢2 { <2T0')\V + 5 (TXUV + TVO')\)) POI:L

1 1
+ (2Taz\u + 5 (T)\Uu + Tua)\)) PUV + §gul/TpU)\Ppa

1
_Z (g,uVTUg)\ - (Tuw\ + Tuuz\)) P}:| ; (A51)
1 1 1
— QVAJAPW + {VAPW + 3 { (2TM,, + 3 (Thow + T,,UA)) P,

1 1 1
+ (2Tm\u + 5 (TAOH + THU)\)) P, + §guva0>\PPU _Z (QWT%A - (TWA + va)) P}} .

de este modo,
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1 1 1
§V>“])\PALV - - [V)\Pw, + 5 { <2TJ)\Z, + 5 (TAU,, + TVO')\)) P(L

1 1 1 \
+ <2Ta>\u + ) (Thop + T/w/\)) P, + §ngTPU/\PpU T (9T %5 = (Tyn + Topn

Recordando que P, P* =1, es posible escribir la ecuacion anterior como sigue:

1 Sy 1 1 DLV DO
§V)\J)\ - —J)\ |:PM V)\Pp,y + 5 { (QTU)\I/ + 5 (T)\O'V + TVO'/\)) P//' Pu

1 1 _
+ (2T0')\p + 5 (T)\U/,L + T/,mA)) P“VPOZ-, + §g;prcr)\P'LWPpg

1 DV
_Z (gMVTC;/\ - (T,uzz)\ + Ty,u)\)) PP }:| ,
5 1 1 _
= =7 [P“VVAP“V + 92 { (QTO’AH + B ( Xop T+ Tuak)) prEpe

1 _ 1 _
+ (2T0'>\u + 5 (T)\Ju + Tuak)) PMVPUV + §guqua)\PuVPpU

1 _
4 (QWTOUA - (TIW)\ + Tvu/\)) PPW}} 7
_ 1 1 _
= - [PWVAPW +5 {2 (QTW +3 (Thop + Tw)) P pe

1 _ 1 _
+§guvaU/\PWPPG Y (9T %5 = (T + 1)) PPWH H ’
_ 1 _ _ _
= - {JAP“”VAPW +3 {47 T\ P P5, + J 5oy PP, + J T 00 PV P,

1 _ 1 _ 1 _ 1 _
+§guyTp0AJAP“”Pp" — ZT%APPJA - ZJATWAPP‘“’ - ZTI,MPP“”JAH :

Haciendo un cambio de indices conveniente', encontramos que

IE] cambio de indices se realiza de manera tal que todos los términos de torsién tengan los
mismos indices
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1 _ 1 _ _ _
VA = - [J*P“”VAPW + 5 {4 Tun PP + M Tun PP + I T PP,
1 A Dpo v 1 v D TA 1 A DUV 1 DUV TA
+§gpgTu,,>\J propry — Zg” Ty \PPJ" + ZJ Ty PP" + ZTW)\PP“ J ,
_ 1 _ _ _
= — [JAPWVAP#V + 5 {_4JVTu>\VPU)‘P’f7 + JuTHV)\PaAPVU + J)\TW)\PUALPVO
1 A Dpo v 1 v D TA 1 A DY 1 DUV TA
+§gpng,)\J Propre — ng' THV)\PPJ + ZJ T“VAPP'U‘ + ZTMV)\PPM J s
A Duv 1 A DoV DO DV A DO v
= —IPVABy = S {—APTun PPy + T PP, + P T PP,

1 _ 1 . 1 _
+§TWJAPPW - g T PP + §TMPPWJA} : (A5.2)

Considerando el conjugado de la misma ecuacion:

1 _ _ _ _
VAT = = PUNO B = S { AT L PP 4 TP T\ PTPY 4 T T PP

1 _ 1 _ 1.
+§TWAJAPPW —1 g T \PPJ + 5TWPPWJA} : (A5.3)

Sumando A5.2 con Ab5.3, obtenemos
)
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\SVARES —% {—4J T\ PV PY, 4 JFT,zP7*P", 4+ J T, P7"P",
+%TWAJAPP’“’ - }lg’“’TMMPPJA + %TMMPP’“’JA}
—% {4 TsP7 P + JFT PP P, + J T, \P7F P,
+%TWJAPPW - }lgWTW}‘HWA + %TWAPP“”JA} :
= —% { 4T Tua PV Py + T T, n PP,
+%TWAJ*PP‘“’ - }lg‘”’TWAPPJA + %TWPPWJA}
—% {—4T s PV Py 4 T Tun PP,
+%TWJAPP”” - ;lgij;w)\PPJ)‘ + %TMPPWJA}
— GJ“TWP“PVU + %J“TWP“PVU) . (A5.4)

Considerando solo la suma de los dos ultimos términos de la ecuacién anterior, se

tiene que

1 . - 1 e 1 _
5/ Tun PP 4 S I Tun PP = S ' Tun PP 4 S Tun P7APY,
1 o 1 _
= /TP P 4 S Tun PP,
1 or 1 _
= ST B P74 S I Tun PP,

1 o, ] .
= =5/ Tua P P+ ST T PP,
= 0.
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Reemplazando lo anterior en A5.4:

1 _ _ 1 U B
Vsl = 5T {—4PWP5; + PP, 5 PP — 2 g" PP+ 5PPW} I,

1 D 5 15 | 1._
S g {‘413 Py + PP 4 S PP — 29" PP + 5PPW} J,

1 D D — _
= —5Tun { AP Pl + P7MP" + PP" + PP

_ _ 1 _
—4P7 Pt 4+ POtPY — 5gWPP} J,

1 D ) — —
= —5Tun{—4P7 Pl PP, —4P7'Pl, + PP,

+ (PP"™ + P"P) — %g‘“’PP} J,

1 _ _ _ _
= —3Tun {—AP," P! + PI, P —4P'P," + P/, P

_ _ 1 _
+ (PP + PP P) — 5gWPP} J2,
1 _ _ _ _
= —5Tun {—4P""P," + P'"P," —AP'P," + P*F,"
_ _ 1 _
+ (PP" 4 P"P) — 5gWPP} I,

1 _ _ _ _ 1
= 5T {—313#0130“ — 3PP + (PP"™ + P"P) — 59" Pp] I,

1 L _ _ 1, -
= 5T {3 (P* P + P P,) — (PP" + P"P) + 5gWPP} J. (A5.5)
Definiendo

I = {3 (PP 4 PR PY) — (PP™ 4 PRP) 1 %guvpp} ,

1
2

A5.5 se transforma en

VaJ* = T J>.

Ya que

VaJd = VaJd = T I,
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la conservacion de la corriente J» se rompe de acuerdo con

VoA = (I1% — g") TynJ™

La propagacion de la polarizacion también es anémala en presencia de torsion. De
A5.1

1 1 1
0 = §V)\J)‘Pm, + k)\(;ﬁQV)\P;w + §¢2k>\ { (QTU/\V + 5 (T)\m, + Tyg)\)> Pgu

1 1
+ (QTUA;J, + 5 (Tkau + TMO’)\)) Pi/ + §guqua>\PpJ

1 a
1 (9T %\ = (T + Topn)) P}} :

De aqui,

1 1 1
kxd)szPW = —évAJAPW _ §¢2kA { <2Ta)\u + 5 (Thov + TWA)) P‘L
1 1
+ <2Tg)\‘u + 5 (T)\Uﬂ + Tﬂ"'>\)> P(j/ + §gNVTpU)\Pp0
1

_Z_l (g,uuTiy)\ - (T,uz/)\ + Tu,u)\)) P}:|

dividiendo por ¢?:
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1 1 1 i
kAvAPNV == —T&VAJ/\P#V - §k>‘ { <2T0')\l/ + 5 (T/\O'I/ + TVO'/\)) P/"
1 1
+ <2T<7/\/i + 5 (T)\a,u + T,ucr)\)) PUV + §g,ul/Tpo)\PpU

1 o
1 (QWT oA (T;w)\ + va)) P}} )
202 2

1 1
+ (QTO')\M + § (T>\O'M + Tua)\)) PUV + Eg,ul/TpUAPpJ

1 1 1
= TP Ty\J Py — 5/& { (QTU,\V + = (Thow + Tm)) P,

1 o

1 (9T %\ = (T + Topn)) P}} 5
1 po A 1 A 1 o

= _§H Tpa)\k P/j,l/ - §k 2T0')\1/ + 5 (T)\m/ + TI/U}\) P

I

1 1
+ (2Ta/\# + 5 (T)\a,u + TNU)\)) PUV + égyqug,\PPU

1 [ea
_Z (g/wT oA (pr)\ + va)) P}} )

1 ” 1 -
= —513 [HP ToorPruw + { <2TW +5 (Do + Tm)) P,

1 1
+ (QTUA/L + 5 (Tkau + TMO’)\)) Pi/ + Eg,ul/TpaAPpa

1

1 (9T %\ = (T + Topn)) P}} . (A5.6)

Del postulado del vielbein, es posible demostrar que

I, = e 0ue’, +e, 0, + K%, (A5.7)

con k la 1-forma contorsion A3.6. En términos de la torsion, A5.7 es expresada

CcOomo

°a 1 (0%
[, = e 0., +e, v, + §g A (Toxp — Dowp + Tynw)

o 1 a fel fe!
= F;u/ +35 (g )\Tz//\u —4g )\T)\u,u +g AT,u)\zz) )

2

OOC 1 (e} o 1 (07
- Fuv+§( VM+TMV)+§TW‘
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Note que los dos primeros términos de la conexion son simétricas y la tercera es

antisimétrica en pv. Asi, resulta conveniente definir

. 1

rggﬂ = rgy+§(Tyaﬂ+Tﬂay), (A5.8)
1

r;;§-> = §T°;W, (A5.9)

donde A5.8 y A5.9 corresponden a la parte simétrica y antisimétrica de la conexion,

respectivamente.

Volviendo a la derivada covariante de la polarizaciéon, observamos lo siguiente.

VP = O\P, — <Ff\‘(+) + I‘“(_)> P,, — (Fi(ﬂ +Ff\‘(_)> p

H Ap v Has

Oa 1 « (e} 1 o
== 8)\P/W_(FAM+§(TAM+TMA)+§T>\M)pO‘V
Oa 1 (e} « 1 (67
- FAV+§<AV+TV)\>+§T/\V P,

: 1 1
= 0P —I$,Pu — 5 (00 +T,%) Pay — 219, Pow

2 27 M
o 1 @ e 1 e
_F)\VP#C! - 5 (T)\ v + Tl/ A) PNCY - §T )\VPMO”
o o 1 feY 1 o
= 8>\P/W - F)\MPOZV - F)\VPMQ - 5 (T)\a# + T#OI)\) P v 5 a/\HPV
1 ey 1 o
_5 (T)\ow + TVOc)\) PM - §Ta)\VP“a

. 1 1
= v/\P,uu - 5 (T/\cw + Tua)\ + Ta)\y) PO:L - 5 (T)\a,u + T,ua)\ + Ta)\,u) PO;;

. 1 1
- v/\PMV - 5 (T/\UV + TVU)\ + TJ)\V) P(L - 5 (T)\Uu + TMO’)\ + Ta)\u) PUV

Reemplazando la tltima ecuacion en A5.6
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. 1 1
k)\V)\PM, = —§k/\ [Hpano)\P,ul/ —+ { (QTO./\V —+ 5 (T)\sz -+ T,,U)\)) P(L

1 1
+ (QTU)\M + 5 (T)\U# + T#G/\)) P(L + §gijp0>\PPU

1 (o
_Z (g;wT oA (T,uu)\ + Tyu)\)) P}:|

1
+§k>\ (T/\a'u + Tua)\ + TU)\Z/) PZ

1
+§k>\ (T)\Uu + TMO’)\ + TO’)\M) PUya

1

1 -
= —§k‘>\ |:Hp0Tpg)\PMV + (TO')\V - 5 (T)\O'V + TVO')\)) PM

1 1
+ (Ta/\u - 5 ( Ao + TuaA)) Pi + ig/u/TpU/\PpU
1

_Z (gij%/\ — (Tuu)\ + TVH)\)) P‘| .

Por lo tanto

o 1 1
]CAVAPMV = —§k;>\ |:Hpana)\P/w + (TUAV — 5 (T)\UV + T,/J)\)) P{L

1 1
+ (Taz\u - 5 (T/\Uu + TuaA)) Pi + §guqu0/\PpU

1

_Z (QWT%,\ — (Tw/)\ + TVH)\)) P:| .
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