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Resumen

El proyecto se enmarca en el estudio de un problema contemporaneo en combinatoria extre-

mal. Particularmente, este se enfoca en encontrar una propiedad en hipergrafos 3-uniformes.

En una vaga explicacion, un hipergrafo 3-uniforme es una coleccién de vértices y aristas,
donde las aristas son conjuntos de 3 vértices. Dentro de este caso particular de hipergrafos existen
muchas estructuras formadas por las aristas. En nuestro trabajo, encontramos una condicién que

nos asegura la abundancia de una estructura en particular, la cual son los ciclos hamiltonianos.

Para lograr esto, nos apoyamos en la investigacién previa realizada en el ambito de los grafos
desarrollada por Balogh, Pluhar, Jing y Csaba [Bal+20a], donde demostraron que se requiere

un grado minimo especifico para asegurar la abundancia de ciclos hamiltonianos en grafos.
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1. Introduccién

1.1. Discrepancia

El estudio de la discrepancia comenzé con el matematico aleman Hermann Weyl en su
articulo [Wey16] sobre la distribucién equitativa de nimeros. Rédpidamente el estudio de esta
comenzo a ser de mucho interés en teoria de nimeros, combinatoria, teoria ergddica, geometria
discreta, estadistica y muchas otras areas. Algunos de esos topicos pueden leerse en los articulos

de Beck y Chen [BC86] e igualmente en un capitulo del libro de Alexander, Beck y Chen [Bec17].

Un hipergrafo es un conjunto de vértices y aristas, donde las aristas son un subconjunto

del conjunto potencia de los vértices.

Nuestro objeto principal a usar en esta tesis es la discrepancia combinatorial de hiper-
grafos la cual es una medida que en nuestro contexto nos permite decidir si un hipergrafo es
complejo o dicho de otra forma, nos permite decidir si un hipergrafo es abundante en ciertas
estructura. Por ejemplo, diremos que un hipergrafo es complejo en el sentido hamiltoniano, si

existen abundantes ciclos hamiltonianos dentro del hipergrafo.

Sea K = (X, F) un hipergrafo, donde X es el conjunto no vacio de vértices y F es el conjunto
de aristas. Definimos una funcién f : X — {—1, +1}. Esta funcién etiqueta las aristas con signos
positivos o negativos. Para una arista A € F, sea f(A) := > ,c4 f(x), donde f(A) nos cuantifica
que tanta diferencia de etiquetado hay entre todos los vértices de la arista A. Dicho de otra
forma, si tenemos una discrepancia alta, quiere decir que hay mucho més etiquetado de un tipo
que del otro. Por otro lado la discrepancia es baja, entonces hay un balanceo de los dos tipos

de etiquetado en los vértices de A.
La discrepancia de f se define como:
D(X, E, f) = méx| f(4)]

Es decir D(X, E, f) representa el mayor valor de discrepancia entre todas las aristas. Por otro

lado, la discrepancia del hipergrafo H se define como:

D(X,E) = min D(X, E, |).



Lo cual es el menor valor de la discrepancia entre todos los etiquetados del hipergrafo.

Cabe destacar que en nuestro caso X = E(H) y E = 2P es decir, para medir la discre-
pancia del hipergrafo H usaremos la discrepancia combinatorial de un hipergrafo K, donde los

vértices K seran las aristas de H.

1.2. Discrepancia en familias de hipergrafos

Nuestro trabajo lo enfocamos en una relativamente nueva linea de investigacion la cual se
enfoca en el estudio de la discrepancia combinatorial de hipergrafos de familias de grafos e

hipergrafos.

Una familia de grafos es una coleccion de diferentes tipos de grafos. Por ejemplo, existe la
familia de grafos completos, donde todo grafo cumple que todos los vértices son vecinos de todos

los demaés.

Dado un hipergrafo H, queremos medir cuan complejo es este hipergrafo con respecto a una
familia en especifico de hipergrafos. En otras palabras queremos encontrar una cota que nos

asegure muchos elementos de una misma familia en H.

En el sentido de la discrepancia, se puede entender de la siguiente manera. Para cualquier
funcion etiquetadora f : X — {—1,+1}, existe una de estas familias de hipergrafos con discre-
pancia alta. Otra forma de ser entendido es también, por mucho que se restrinjan las aristas que
estan involucradas, siempre habran suficientes para formar este tipo de familias. Para nuestro
caso particular, nosotros estudiamos la abundancia de ciclos hamiltonianos en hipergrafos

3-uniforme.

El concepto de discrepancia en grafos e hipergrafos fue impulsada en gran medida por el
mitico matematico Paul Erdos. Este, en conjunto con otros matematicos abrieron esta rama que
nos permite visualizar desde el punto de vista de la discrepancia el comportamiento de ciertas

estructuras dentro de grafos e hipergrafos.

Daremos una serie de resultados notables donde se muestran diferentes usos de la discrepan-

cia.

Spencer y Alon nos muestran en uno de sus articulos [Spe85] y en su libro [AS16] el siguiente

resultado. Dado el hipergrafo H = (V, E), donde el conjunto de vértices esta formado por la
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union de n conjuntos de vértices de tamano a lo mas n, es decir, V = VUV, U---UV, vy
|Vi| < n, para todo i = 1,...,n. Entonces existe una funcién f : E — {—1,+1} que etiqueta

cada elemento de cada conjunto, tal que la discrepancia de cada conjunto es a lo més 6/n.

Erdés, Loebl y Fiiredi muestran que dado un grafo completo en n vértices y para cualquier

etiquetado binario, existe una copia de cualquier arbol en n vértices con discrepancia alta.

Un interesante resultado, es el descrito por Bradaé [Bra2l]. Este, apoyado fuertemente en
el trabajo hecho por Balogh, Jing, Pluhar y Csaba [Bal+20a], se enfoca en el estudio de la
discrepancia de potencias de ciclos hamiltonianos, en especifico la segunda potencia. Un ciclo
hamiltoniano es una coleccién de aristas que forman un ciclo que ocupa todos los vértices del
grafo. La segunda potencia de un ciclo hamiltoniano se puede entender como un ciclo hamil-
toniano, con mas aristas. Especificamente, cada vértice en el ciclo también tendra una arista
con los vértices a distancia 2 de él dentro del mismo ciclo. El resultado muestra que para todo
v > 0, existe ng natural, tal que dado G un grafo en n > ng vértices con grado minimo al menos

d(G) > (3/4 + v)n, existe la segunda potencia de ciclo hamiltoniano con discrepancia alta.

Si bien nuestro resultado principal se enfoca en el estudio de ciclos hamiltonianos, el trabajo
previo hecho por Balogh, Pluhar, Jing y Csaba [Bal+20a], también estudia la discrepancia de

arboles en diferentes grafos, tales como grafos aleatorios 3-regulares y grafos planares.

Un grafo d-regular es un grafo donde todos los vértices tienen exactamente d vecinos. Ellos
muestran que dado un grafo aleatorio 3-regular en n vértices, existe una constante ¢ > 0 tal que

todo arbol en n vértices en el grafo tiene discrepancia al menos cn.

Un grafo planar es un grafo que puede ser dibujado en un plano tal que ninguna arista se
cruce con otra. Un ejemplo facil de ver de grafos planares son los ciclos. También muestran que
dado un grafo planar en n vértices, existe una constante ¢ > 0 tal que la discrepancia en arboles

en n vértices es a lo mas cy/n.

La discrepancia también nos sirve para visualizar de diferentes formas otras propiedades.
Un resultado que nos evidencia esto, es la interesante publicacién descrita por Balogh, Csaba,
Pluhar y Treglown [Bal4-20b] en la cual muestran el Teorema de Hajnal y Szemerédi [Haj70] a
través de la discrepancia. Hajnal y Szemerédi muestran que para todo grafo en n vértices, donde
n es divisible por 7 y el grado minimo de G es §(G) > (1 — 1/r)n puede ser descompuestos en
copias del clique K. Por su parte, Balogh, Csaba, Pluhar y Treglown [Bal+20b] muestran que
para todo grafo G en n vértices con n suficientemente grande, n > 0, grado minimo §(G) >

(1 + i + 77) n y con un etiquetado binario f : F — {41, —1}, existe una descomposicién en



K, con discrepancia al menos yn, donde v > 0.

También existen resultado en el cual la discrepancia ayuda a mostrar existencia de elementos
dentro de un grafo. Bessy, Pardey, Picasarri-Arrieta y Sos [Bes+21], muestran que, dado un grafo
completo K, un etiquetado f: £ — {+1,—1}y d(’;),d € (0,1) aristas etiquetadas positivas y
dado un subgrafo inducido G de K con grado maximo a lo mas A, existe una copia isomorfa G’
de G tal que el nimero de aristas con etiquetado +1 es al menos (d +Q (i) -0 (%)) m(G),

donde m(G) es la cantidad de aristas etiquetadas de G y €2, O son notaciones asintéticas.

También la discrepancia tiene aplicaciones para estructuras en grafos dirigidos. Freschi y Lo

[F1.22] proponen una extensién del Teorema de Dirac para grafos dirigidos. Ellos muestran que

n
2

ciclo hamiltoniano con al menos 6(G) aristas orientadas en la misma direccion.

dado un grafo G en n > 3 vértices con grado minimo al menos §(G) > %, entonces existe un

Nuestro trabajo y los mencionados mayoritariamente en esta tesis se trabajan como un
etiquetado binario de aristas, pero también existen investigaciones donde se usan etiquetados
no binarios. En especifico, se puede ver el trabajo hecho por Srivastav y Doeer [DS03] en el
cual generalizan teoremas de discrepancia hacia un etiquetado no binarios, tales como el antes
mencionado de Spencer [Spe85] y otros. Para estos casos de etiquetado multiple se suele ver el
etiquetado como un coloreo de aristas, es decir, una funcién f : X — {cy, cs,...c,} donde cada

¢; es un color diferente del resto lo cual se denota como un n-coloreo.

Por otra parte, estd la reciente investigacion realizada por Krishna, Michaeli, Sarantis, F.
Wang y Y. Wang [Kri+23]. En ese trabajo estudian, aparte de otros tépicos, la discrepancia no
binaria de todos los subarboles en arboles. En particular demuestran que, para todo arbol T

con / hojas, la discrepancia de subarboles es exactamente [Q

Cabe recalcar que nosotros solamente trabajaremos con etiquetados binarios, es decir, 2-

coloreos.

Dentro de cualquier elemento a estudiar, siempre tendremos casos extremos. Un ciclo hamil-
toniano sucesion de aristas adyacentes que recorre todos los vértices del grafo una sola vez, cuyo
primer y ultimo vértice de la sucesion coinciden. En nuestro trabajo, tenemos los casos donde
la discrepancia de ciclos hamiltonianos es naturalmente muy alta y tenemos los casos donde la

discrepancia es naturalmente muy baja.

El primer ejemplo es de un hipergrafo 3-uniforme con discrepancia de ciclos hamiltonianos

alta. Definamos H como el hipergrafo 3-uniforme completo en n vértices, es decir, existen todas
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las aristas posibles. En primer lugar si el etiquetado es muy desbalanceado, es decir, casi todas
las aristas son positivas o casi todas son negativas, entonces es claro que la discrepancia es
alta. Por otro lado, para un etiquetado balanceado podemos notar lo siguiente. Como cada
vértice esta en mitad de aristas positivas y mitad de negativas, entonces partimos de un vértice
cualquiera y podemos recorrer los vértices eligiendo todos los vecinos de estos como positivos (o
negativos) lo cual nos entregard un camino que siempre aumenta la discrepancia. Esto nos deja
que la discrepancia serd siempre alta, es decir, si tenemos un grafo muy complejo, entonces la

discrepancia sube.

Fig. 1.1: Ejemplo de camino positivo en un hipergrafo 3-uniforme completo

Un ejemplo con discrepancia baja lo podemos formar tomando un hipergrafo 3-uniforme
dividido en dos conjuntos de vértices de igual tamano, V; y V5, donde cada conjunto contiene
todas las aristas posibles y no hay aristas entre los conjuntos V; y V5. Notamos que podemos
etiquetarlo de forma tal que la discrepancia siempre es 0. Esto, ya que podemos etiquetar todas

las aristas de Vi como positivas y todas las aristas de V5 como negativas.



2. Preliminares

Dado un conjunto de elementos V, denotamos V*) al conjunto de subconjuntos de V' no

necesariamente ordenados de tamano k. Denotaremos el conjunto [n] := {1,...,n}.

Un grafo es un par G = (V, F) de conjuntos donde V es el conjunto de vértices de Gy
E C V®. Los elementos en V los nombramos vértices y los elementos en F, aristas. Este tipo
de estructuras la podemos representar como dibujos de puntos y rayas, donde cada punto sera

un vértices y cada raya sera la conexién entre dos vértices.

U1
o

V2 Us

V3 V4

Fig. 2.1: Ejemplo de grafo

Diremos que dos vértices u, v son vecinos si uv € E, junto con ello, se define la vecindad
de un vértice u, como el conjunto de todos los vértices que son vecinos de u. Este conjunto lo

denotaremos como N¢(u) o simplemente N(u) si el contexto estd claro.

El grado d(v) de un vértice v es el nimero de vecinos que tiene. El nimero 6(G) :=
min{d(v) : v € V} es el grado minimo de G, a su vez, A(G) := max{d(v) : v € V} es

el grado maximo de G.

Dentro de esta tesis necesitamos estudiar ciclos y ciclos hamiltonianos, los cuales los defini-
remos luego de definir lo que es un camino. Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) en {
vértices tal que V' = {vy,...,v} y E = {0109, vov3, ..., v._10¢}. Denotaremos al camino P como

V1V2 . .. Vy.

Sea P = (V, E), tal que P = v;...v, un camino en ¢ vértices. Si £ > 3, entonces el grafo
C := (V, EUvu;) es un ciclo. A su vez, un ciclo hamiltoniano C}, en un grafo G en n vértices,

es un ciclo C' = vy ... vy, donde £ = n, es decir, C}, es un ciclo que pasa por todos los vértices de

G.
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Ahora procederemos con las definiciones necesarias para entender lo que se hizo en este

trabajo.
Primero definiremos lo que es un hipergrafo (Ver Fig. 2.2 )

Definicién 1. Un hipergrafo H es un par (X, E), donde X es un conjunto de elementos
llamados vértices y £ C 2% es el conjunto de aristas de H. Acd, 2% es el conjunto potencia

de X. La cantidad de aristas en un hipergrafo H se denotardn como e(H).

Fig. 2.2: Ejemplo de un hipergrafo

Dado un hipergrafo H, diremos que K es un subhipergrafo ( o simplemente subgrafo si
el contexto estd claro) de H, si V(H) =V(K) y E(K) C E(H).

Nuestro objeto principal de estudio son los hipergrafos 3-uniformes (Ver Fig. 2.3)

Definiciéon 2. Un hipergrafo 3-uniforme H = (V, E), o un 3-grafo es un hipergrafo donde

toda arista en E tiene tamarno 3.

Un concepto importante que debemos definir es el de vecindad. Para grafos, podemos recor-
dar que la vecindad de un vértice son todos los otros vértices con los cuales comparte arista.
Por su parte, para 3-grafos debemos definir el concepto de vecindad de un par de vértices y el

de vecindad de un solo vértice.

Dado un 3-grafo, la vecindad de un par de vértices u,v € V consiste en todos los
vértices w que comparten una arista con el par uv. A este conjunto lo denotamos N(uv). En
otras palabras, w esta en N (uv) si existe la arista uvw € E. A su vez, dado un vértice v € V' la

vecindad de v son todos los pares de vértices que comparten arista con v, esta la denotaremos
como N(v).



Fig. 2.3: Ejemplo de un 3-grafo

Cabe notar que diferenciaremos ambas vecindades por la cantidad de elementos que contenga,

es decir N(uv) es la vecindad del par uv y N(v) es la vecindad del vértice v.

Otro concepto importante y asociado a la vecindad, es el de grado minimo. Para el caso de
3-grafos veremos dos tipos, el primero que denota el grado minimo de todo vértice y el otro para

denotar el grado minimo de todo par de vértices. A este tltimo lo llamamos cogrado minimo.

Dado un 3-grafo H = (V, E) y un un par de vértices uv € (‘2/), denotamos el cogrado minimo

de H como:
d2(H) = min |N(uv)

uve(g
A su vez, se define el grado minimo de un 3-grafo como la minima cantidad de aristas en
las que estd contenido todo vértice en H. Se denota como d;(H). Por su parte, definimos el

cogrado de un par de vértices xy como d(zy) y el grado de un vértice x como d(z).

Nuestro trabajo consiste en estudiar ciclos hamiltonianos, pero esta vez en 3-grafos. Para

definirlos de buena manera, primero debemos definir cémo son los caminos y ciclos en un 3-grafo.

Decimos que un 3-grafo P = (V, E) en £ vértices es un camino 3-uniforme si P admite un
orden de sus vértices V' = {vy, ..., v} tal que E = {{v;, v11,vi12} 1 1 < i < —2}. Los extremos
de P son las dos 2-tuplas ordenadas (vi,vs) v (vy_1,v¢). Por simplicidad, representaremos un
camino P como los vértices que recorre, es decir, P = v;...v,. Como solo trabajaremos con
caminos 3-uniformes, entonces solo los llamaremos caminos. Definimos el tamano del camino

P como |P| := |V (P)|.
A su vez, definimos los ciclos como la completacién de un camino.

Sea P = (V, E) un camino 3-uniforme en ¢ vértices tal que P = v; ...y, entonces el grafo
C = (V, EU{v,_qvpv1 } U{vpv1v2}) es un ciclo 3-uniforme. Como solo trabajaremos con ciclos
3-uniformes, entonces simplemente los llamaremos ciclos. El tamano de un ciclo en un 3-
grafo lo definimos como |C| := |V(C)| o bien como |C| := |E(C)|, es decir, el tamafnio de un

ciclo es la cantidad de vértices de este, o bien la cantidad de aristas.
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Fig. 2.5: Ciclo formado a partir de un camino v ... vg, agregando las aristas v;vgvy y vg¥1V9

Un ciclo hamiltoniano en un 3-grafo es un ciclo en H que usa todos sus vértices. Un
3-grafo H se dice hamiltoniano si tiene al menos un ciclo hamiltoniano. A su vez, podemos
definir un camino hamiltoniano, el cual es un 3-grafo en H que contiene todos los vértices de

este.

Fig. 2.6: Ciclo hamiltoniano de un 3-grafo en 8 vértices.

Una definiciéon importante sera la de un hipergrafo inducido. Un hipergrafo inducido es
un hipergrafo generado a partir de un conjunto de vértices, donde las aristas se conservan.
Denotaremos este operador como H' = H[V'], es decir, H' = (V' E’) es el hipergrafo inducido
por los vértices V! CV(H) y E' C E(H).
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2.1. Teoremas previos

Para trabajar en 3-grafos, necesitamos nuevas herramientas que nos permitan comenzar
nuestro trabajo de buena manera. Para grafos, conocemos teorema sobre ciclos hamiltonianos

demostrado por Gabriel Andrew Dirac:

Teorema 1 (Dirac). Sea G un grafo en n > 3 vértices y grado minimo §(G) > %, entonces G

contiene un ciclo hamiltoniano.

El resultado analogo del Teorema de Dirac para 3-grafos fue demostrado por Rodl, Rucinski
y Szemerédi [RRS11].

Teorema 2 (Teorema 1.2, [RRS11]). Sea H un 3-grafo en n vértices, donde n es suficientemente

grande. Si 63(H) > n/2, entonces H tiene un ciclo hamiltoniano.

Donde muestran que el cogrado minimo necesario para asegurar la existencia de ciclos ha-
miltonianos en 3-grafos es de al menos n/2. Aparte de este teorema, sabemos que existe un

3-grafo H en n vértices con cogrado minimo do(H) = n/2 — 1 sin ciclos hamiltonianos.

Por otro lado, tenemos el siguiente teorema mostrado por Reiher, Rodl, Rucinski, Schacht y
Szemerédi [Rei+19], el cual es similar al anterior en el sentido de que es una cota que asegura la
existencia de ciclos hamiltonianos en 3-grafos, no obstante, este resultado nos entrega una cota

para el grado minimo en un 3-grafo.

Teorema 3 (Theorem 1, [Rei+19]). Para todo oo > 0, existe un entero ng tal que todo 3-grafo

en n > ng vértices y grado minimo 01(H) > (5/9 + oz)(g) contiene un ciclo hamiltoniano.

2.2. Teorema de Balogh, Jing, Pluhar y Csaba

El resultado que méas nos interesa es el siguiente Teorema, donde cabe recalcar que haremos

un abuso de notacion, denotaremos la discrepancia de la familia de grafos F en el grafo G' como

D(G, F):

Teorema 4 ([Bal+20a]). Sea ¢ > 0 una constante pequeria arbitraria y n suficientemente
grande. Sea G un grafo de orden n con 6(G) > (3/4 + ¢)n. Entonces D(G,H) > cn/32.
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Donde nos dicen que, si el grado minimo del grafo es al menos (3/4 + ¢)n, entonces la
discrepancia es de al menos ¢n/32. Mas ain, si n es divisible por 4, existe un grafo G en n
vértices con grado 0(G) = 3n/4 con un etiquetado f : E(G) — {+1,—1} tal que todo ciclo

hamiltoniano tiene discrepancia 0.

Este resultado es bastante interesante ya que caracteriza a través del grado minimo la exis-

tencia de ciclos hamiltonianos en abundancia en un grafo, siendo asi una extension del teorema

de Dirac.

Por otro lado, poco tiempo después de la publicaciéon de Balogh et al. Freschi, Hyde, Lada
y Treglown [Fre+21] demostraron una extensién de este resultado en el sentido de la canti-
dad de coloreos. Especificamente mostraron que todo grafo G en n vértices con grado minimo
5(G) > (1/2 +1/2r)n + 2dr?, donde r es la cantidad de colores usados, tiene al menos d ciclos

hamiltonianos desbalanceados. Podemos notar que el caso r = 2 es exactamente el Teorema 4.

2.3. Resultado principal

Nuestro objetivo fue demostrar que existe una cota no trivial para el cogrado minimo en un
hipergrafo 3-uniforme, que nos asegure la existencia de ciclos hamiltonianos en abundancia. El
cogrado minimo es una version de grado para hipergrafos, en este caso, el cogrado es el niimero
de vecinos que tiene un par de vértices. El resultado principal es el siguiente teorema, el cual es

un resultado andlogo al mostrado por Balogh et al. [Bal+20al:

Teorema 5. Sea H = (V,E) un hipergrafo 3-uniforme en n vértices con cogrado minimo
d2(H) > (5/6 + MN)n, con A > 0. Entonces tenemos que D(H,H) > %".

Donde H es la familia de ciclos hamiltonianos 3-uniformes.

2.4. Organizacion de la tesis

= En el Capitulo 3 se estudian dos ejemplos, los cuales nos dieron una nociéon de lo cual

debe ser el cogrado minimo en un 3-grafo para que se cumpla lo requerido.

» En el Capitulo 4 se muestra que con cogrado minimo al menos d2(H) > (1/24~)n podemos

asegurar existe un ciclo hamiltoniano que contiene todo conjunto pequeno arbitrario de
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caminos vértice disjuntos.

= En el Capitulo 5 probamos que dado un ciclo lo suficientemente grande, podemos formar

un ciclo hamiltoniano a partir del ciclo.
= En el Capitulo 6 mostramos un breve resultado que nos serd 1til en la demostracién final.

= En el Capitulo 7 introducimos la nociéon de gadgets la cual sera fundamental para nuestra

demostracion.

= Finalmente, en el Capitulo 8 mostramos nuestro resultado principal.

2.5. Esbozo de la demostracion

Nosotros resolvimos nuestra problemética con las mismas ideas de Balogh, Pluhar, Jing y
Csaba [Bal+20a], aunque todos los lemas usados por ellos los rehicimos y demostramos para
hipergrafos 3-uniformes. Tuvimos que usar diferentes técnicas ya desarrolladas como las pro-
puestas por Katona y Kierstead [KK99], ademés de la adaptacién del Teorema de Dirac hecho
por Rodl, Ruciniski y Szemerédi [RSRO8]. En el caso de estudio de ejemplos no se llegd a un
resultado concreto, aunque uno nos dio una nociéon del cogrado que debiamos usar para nuestro
trabajo, la cual coincidia con el cogrado necesario para que las técnicas desarrolladas por Katona

y Kierstead puedan ser aplicadas.
Nuestra demostracion se resume de la siguiente forma.

En un primer caso mostramos que si existe un vértice con ciertas caracteristicas, entonces
podemos encontrar un ciclo grande con discrepancia muy alta sobre el cual se puede formar un
ciclo hamiltoniano con una discrepancia también muy alta. Luego, suponemos que no existe tal

vértice.

En un segundo caso, suponemos que cada vértice estd en una minima cantidad de aristas
de ambos etiquetados, lo cual nos da paso para encontrar un camino negativo (o positivo) y el
hecho de que no exista el vértice del primer caso nos permite encontrar gadgets, los cuales son
minicaminos absorbentes que nos permitiran en conjunto con el camino negativo manipular la

discrepancia.

En el tercer y tultimo caso, suponemos que hay muchos vértices desbalanceados, pero nueva-

mente la suposicion de que no existe el vértice con ciertas caracteristicas nos permite encontrar
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dos gadgets para todo vértice en un conjunto especifico, los cuales nos permiten manipular

nuevamente la discrepancia a conveniencia.
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3. Estudio de ejemplos

3.1. Motivacion

La idea de un estudio de ejemplos es buscar algtin caso de hipergrafo que, dado un etiquetado,

todo ciclo hamiltoniano tenga discrepancia cero.

Esto nos aseguraria que el cogrado de ese hipergrafo sea una cota inferior para asegurar la

discrepancia hamiltoniano mayor a 0.

Para un 3-grafo H en n vértices y los conjuntos de vértices X,Y,Z es V(H), definimos el

conjunto H[X,Y, Z] de aristas zyz en E(H) tal que x € X,y €Y,z € Z.

3.2. Primer ejemplo

El primer ejemplo que fue estudiado, es un caso particular de una familia de hipergrafos,

construidos originalmente por Piga y Sanhueza-Matamala [PS23].

Una idea vaga de la construccién de este ejemplo es que tomamos 3 conjuntos de vértices y

solamente permitimos cierto tipo de aristas.

Sea H un 3-grafo con una particion de vértices {Up, Uy, Up}, donde E(H) = | ) H[U;, U;, Uj).
i,je{0,1,2}
i#]
En este hipergrafo existen todas las aristas posibles permitidas, es decir, todo par de vértices
en U; es vecino de todos los vértices en U; y Uy, con 4, j, k € {0,1,2}. y j # i,k # i. Las aristas

las escribiremos como iij, iji, jii € H[U;, U, Uj].

En cuanto al etiquetado, las aristas en H[Uy, Uy, Us|, H[Us, Us, Uy, H[Uy, Uy, U] las etique-

tamos como positivas y el resto como negativas.

Cabe recalcar que este es un posible etiquetado, existe una cantidad enorme de posibles
etiquetados para cada conjunto de vértices y aristas. En nuestro caso nos acotamos solo al

estudio de esta en particular. Podrian existir otros etiquetados que nos brinden mas informacion
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al respecto, lo cual no es el eje principal de esta tesis por lo que se deja como una posible pregunta

abierta para las personas lecturas.

Para denotar ciclos y caminos, lo haremos como una secuencia de niimeros representativos
de la particién donde estan. El camino 1101 contiene 2 aristas, 110 y 101. En cuanto a los
ciclos, se hara de la misma forma. Por ejemplo, podemos escribir el ciclo 00112200, el cual tiene
las aristas 001,011, 112,122,220, 200. Cabe destacar que este tltimo ejemplo se puede entender

como un camino, por lo que se dira explicitamente cuando estemos en presencia de un ciclo.

Ya tenemos el etiquetado, ahora veremos un par de ciclos hamiltonianos que se pueden

formar.

Primero, escogemos el ciclo 11220011 ... Este ciclo (Fig. 3.1) tiene la mitad de aristas po-
sitivas (112,220,001) y la mitad negativas (221, 110,002) por lo que este etiquetado nos sirve

para al menos un ciclo hamiltoniano.

No obstante, podemos encontrar otro tipo de ciclo el cual nos entrega una discrepancia alta.
Podemos formar un ciclo hamiltoniano con casi todas sus aristas positivas (o negativas) el cual
puede ser escrito como (112)*11, (220)*22, (001)¥00 (Fig. 3.2).

Esto ultimo nos dice que este ejemplo en particular no es concluyente.
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Fig. 3.2: Ejemplo de ciclo hamiltoniano con discrepancia alta.

3.3. Segundo ejemplo

Para el segundo ejemplo, modificamos el hecho por Balogh et al. [Bal+20a] usdndolo en

3-grafos.

\.

Vi Vs

£y

Fig. 3.3: Hipergrafo con §,(H) =0y 65 (H) = %”

Definimos un 3-grafo H = (V, E), donde V = V; U V; tales que |Vi| = n/6 y |Va| = 5n/6.
Ademas, solamente permitimos las aristas del tipo 222 y 122. Para este caso, existen todas las

aristas permitidas.

La particularidad de este ejemplo es que do(H) = 0, ya que los pares de vértices en V] no

estan dentro de ninguna arista.
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Si usamos una nocién de co-grado mas débil que la usada en esta instancia, podemos llegar

a un resultado interesante.

En especifico, usando la definicién descrita por Halfpap, Lemons y Palmer [HLP22] la cual
explicada vagamente, consiste en contar solamente el cogrado positivo e ignorar los pares de

vértices que no estén dentro de ninguna arista.

Més formalmente, dado un 3-grafo H se define 65 (H) como el cogrado positivo de H, el cual
consiste en la maxima cantidad de aristas en las que esta contenida un par xy de vértices tales

que zy pertenece a al menos una arista.

Vemos que la Figura 3.3 cumple que 65 (H) = %”. Podemos formar un ciclo de la forma
22122.... Si asignamos —1 a las aristas que contengan elementos en V;, podemos notar que
habran 3 vértices para cada arista y esto ocurrird n/6 veces, por lo cual tendremos n /2 vertices.

Luego, el resto tiene etiquetado +1 por lo cual la discrepancia es 0.

Aunque esta cota haya sido encontrada con una nociéon més débil de cogrado, nos dio una

idea de lo que debiamos usar para mas adelante.
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4. Lema del Bosque Lineal

Luego de estudiar los ejemplos, uno de ellos nos dejé como idea que el cogrado minimo
que nos servird es da(H) > (5/6 + A\)n, la cual es que la usamos a lo largo de este trabajo.
No obstante, para la demostracion del Lema del Bosque Lineal, es mas que suficiente con un
cogrado d62(H) > (1/2 4 v)n, v > 0.

Queremos mostrar que dado un 3-grafo H y dada una familia B de caminos vértice disjuntos
entre si, tales que cada camino en B estd en H, existe un ciclo hamiltoniano que contiene a

todos estos caminos. Para ello, necesitamos las siguientes definiciones y lemas.

4.1. Definiciones previas

Un bosque lineal B es una familia de caminos en un 3-grafo, vértice-disjuntos, donde
B={B1,Bs,....B,}, con B; € H, j € [m], donde m := |B] es la cantidad de caminos dentro de
la familia. Los vértices del bosque lineal se definen como V(B) := UjL, V(B;) y la cantidad de

vértices en un bosque lineal como |V/(B)| := Y7L, [V (B;)].

Fig. 4.1: Bosque lineal con 3 caminos vértice-disjuntos.

El lema mostrado es el siguiente

Lema 1 (Lema del Bosque lineal). Existe ¢ > 0 con la siguiente propiedad. Sea v > 0, y sea ng
suficientemente grande. Para todo n > ng, todo 3-grafo H enn vértice tal que 6o(H) > (1/2+0)n
, Yy para todo B C H bosque lineal con |V (B)| < eyn, existe C, C H ciclo hamiltoniano tal que
B CCy.

Para ello ocuparemos dos lemas importantes, para lo cual definiremos algunos conceptos
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extra.

Decimos que H es («,f)-conectado si para todo par zy, zw en H existen al menos an’—2

caminos desde zy hasta zw en H de largo .

Sea H un k-grafo y sea P un camino en H. Decimos que H es hamiltoniano-conectado,
si para dos pares xy, zw de vértices cualesquiera en H, existe un ciclo hamiltoniano en H que

los conecta.

4.2. Lemas previos

Para la demostracion del Lema del Bosque Lineal, los siguientes lemas fueron de mucha
utilidad.

El primero es una idea de Reiher, aunque la demostracién estd en un articulo de Joos y
Kithn, Lemma 2.6 [JK21]. El caso particular que usaremos, fue demostrado por Piga y Sanhueza-
Matamala [PS23], el cual nos habla de que si tenemos un co-grado lo suficientemente grande
en un 3-grafo, entonces para cualquier par de tuplas de tamafno dos, vértice disjuntas, existen

muchos caminos que las unen.

El segundo, demostrado por Glock, Gould, Joos, Kithn y Osthus [Glo+20], nos dice, de
manera similar, que para un co-grado grande, podemos encontrar un camino hamiltoniano entre

dos pares cualesquiera en el 3-grafo.

Lema 2 (Lema 7.6 [PS23]). Para todo d > 1/2, todo 3-grafo H en n vértices con cogrado
minimo dy(H) > dn, es ((d?(2d — 1)*), 8)-conectado.

Lema 3 (Lema 3.6 [Glo+20]). Para todo v > 0, existe ng tal que para todo n > ng un 3-grafo

H en n vértices con cogrado minimo 62(H) > (1/2 + v)n es hamiltoniano-conectado.

No esta demas acotar que el Lema 3 originalmente esta generalizado para k-grafos con k > 3.

4.3. Demostracion lema del Bosque Lineal

Demostramos el Lema del Bosque Lineal.
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Demostracion. Sea B C E(H) tal que B induce un bosque lineal en H, con |V (B)| < cyn. Sea
m:=|B|y B={Bjy,..., Bn}. Luego, como |V (B)| < ¢yn, entonces m < ¢yn. Queremos mostrar
que existe un ciclo hamiltoniano C' C H tal que B C C, es decir, todos los caminos del bosque B
estan en el ciclo hamiltoniano. Con este proposito, dividiremos el trabajo en dos pasos. Primero
encontraremos un camino P que abarque todos los elementos del bosque y en un segundo paso,

conectaremos los extremos de P para formar un ciclo hamiltoniano.

Paso 1 : Buscamos un camino P que contenga a todos los caminos By € B, 1 < k < m,
donde m < cyn. Para ello, nuestra idea es conectar cada camino del bosque a través de sus
extremos. Para realizar cada conexion entre elementos de B, eliminaremos todo lo de B que no

nos interese y juntaremos los caminos apoyandonos en el Lema 2.

Sean xy,y, tuplas ordenadas de tamafno 2, las cuales son el inicio y el fin de B, € B. Si
queremos unir B; y Bji1, lo hacemos por y; y #,41, tomando H; := (H\ (V(B)UL;))Uy,; Uz,41,
donde L; :=1l; Uly U---Ul; y luego aplicamos el Lema 2.

Conectemos By,—1 con B,,. Tomamos H,, 1 := (H \ (V(B)U L;;,—2)) U Ym—1 Ux,,. Notemos que
|l;] = 8, para todo j € [m], por lo que |L,,_2| = 8(m — 2). Luego calculamos el co-grado, donde

debemos tener en cuenta que m < c¢yn, por lo que —m > —cyn. Nos queda como sigue:

Oo(Hpm-1) > (1/2 +9)n — (cyn — 4 + 8(m — 2))
(1/24 ~v)n — (eyn + 8m — 20)

v

(1/2 4+ v)n — 9¢yn + 20

v

n

Donde % := 1/2 + (1 — 9¢)7. En consecuencia del Lema 2, H,, 5 es (¥2(2% — 1)*, 8)-conectado,
¢ < 1/9. De tal modo, existe un camino l,,_; que conecta y,,_; con z,,. Finalmente, P :=
m N (B;Ul) U B, es un camino tal que V(B) C V(P). Posterior a ello, podemos reparar en la

siguiente propiedad:
V(P)| < eyn + | L]
=cyn+8(m —1)
< 9cyn — 8

Por su lado, |V(B)| < ¢yn, lo cual nos deja como consecuencia que |V (P)| < 9|V (B)|.
Ver ejemplo en Figura 4.2.

Paso 2 : La segunda parte de nuestro trabajo serd unir los extremos de este camino para que

se forme un ciclo hamiltoniano.
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Sea P el camino encontrado anteriormente. Sean P,, P, € V@ los extremos de P. Sea H' :=
(H\V(P))U P, U P,. Notemos lo siguiente:

6o(H') = 62(H) — (9cyn — 8) + 4
> (1/24+v)n — 9cyn

— 'Ylln

Donde 4" := 1/2+(1—9¢)~, con ¢ < 1/9. En consecuencia, H' tiene cogrado minimo al menos ~”
y por el Lema 3 H' es hamiltoniano-conectado, por lo cual para pares cualesquiera en H' existe
un camino hamiltoniano de H' que los conecta. En particular, podemos elegir P, y P,. Por ello,
aseguramos la existencia de un camino hamiltoniano W que conecta P, con P,. Finalmente, si
tomamos C' = P U W formamos un ciclo hamiltoniano C' que contiene todos los elementos del

bosque lineal B. O

Fig. 4.2: Camino formado por un bosque lineal conectado por 4 aris
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5. Formando un ciclo hamiltoniano a par-

tir de un ciclo

Dado un 3-grafo H en n vértices, sea C' un ciclo de tamano |C| tal que V(C) C V(H).
Queremos construir un ciclo hamiltoniano a partir del ciclo C'. La construccién en grafos se
hace encontrando un ciclo grande en G y luego agregando vértices que estan afuera de este
conjunto uno a uno. Esto ultimo, agregar vértices, no es dificil en grafos, pero en 3-grafos
hacerlo aumenta su dificultad. Para realizar lo anterior, usamos las herramientas mostradas por
Katona y Kierstead [KIK99] .

Definicién 3. Sea H un 3-grafo. Sea (v;_2,v;_1,Vit1,Viso) una 4-tupla en V(H)®. Definimos

R(v;_9,0i_1, 011, Viya) = {w € V(H) : v;_20;_1w0; 11012 €S un camino.}

Es decir, R(v;_2,v;_1,v;11, Vi12) son todos los vértices que pertenecen, a la vez, a las vecin-
dades
N(v;—2v;—1), N(v;_10i11), N (v;110;42). En otras palabras, son los vértices que podemos poner al
medio de v;_o,v;_1,v;41, Vir2 Y €sta nueva secuencia sera un camino. Para referirnos a este tipo

de conjuntos en un contexto general, diremos que son conjuntos del tipo R.

Para denotar la diferencia entre la discrepancia de un conjunto luego de cambiarlo, es til
recordar la siguiente definicién. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Se define la diferencia

simétrica de conjuntos como

A A B:={x:z estd en la unién de A con B y x no esta en la interseccion de A con B}

En el siguiente lema, Katona y Kierstead nos dicen, en particular para lo que necesitamos, que
dado un 3-grafo H en n vértices con cogrado minimo al menos dy(H) > (5/6 + A\)n, podemos
asegurar que cada 4-tupla de vértices consecutivos (v;_o,v;_1, Vi1, Vis2) en V(H)?* tiene un

conjunto R de tamano mayor a n/2 tal que, para todo w € R, v;_2v;_1Wv;41V;12 €S UN camino.

Lema 4 ([KK99], Lemma 1). Sea H un 3-grafo en n vértices con cogrado minimo 6o(H) >
(5/6 + X\)n. Para cualquier 4-tupla (v;_o,v;_1,vi11,Vis2) en V(H)*, donde vi_o,v;_1,vi1, Vito
son diferentes entre si,

| R(vi-g, Vi-1, Vit1, Vig2)| > n/2+ An
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La idea de lo que sigue es, dado un ciclo C' en un 3-grafo H en n vértices con cogrado minimo
do(H) > (5/6 + A\)n formar a partir de C' un ciclo hamiltoniano Cj,.

Para ello, tomaremos un ciclo C' y encontraremos un vértice v que no esté en V(C') tal que
existe un par de vértices consecutivos en C' que sean vecinos de v para asi formar un camino.
Luego, dado el camino que nos quede del paso anterior la idea es conectarlo, agregando un
nuevo vértice. Repetiremos esos pasos hasta formar un camino hamiltoniano y luego concluir

mostrando que se puede formar el ciclo hamiltoniano.

5.1. Formaciéon de un camino a partir de un ciclo

Proposiciéon 1 (Formacion de un camino a partir de un ciclo). Sea H un 3-grafo en n vértices
con cogrado minimo 62(H) > (5/6 + A\)n, con X > 0. Sea C C H un ciclo con (5/6 + A\)n <
[V(C)| < n, entonces existe un camino P C H con V(P) =V (C)U{u}, ue V(H) y |V (P)| =
[V(C)| + 1 y ademds |E(P) A E(C)| < 14.

Demostracion. Primero queremos, a partir del ciclo C', formar un camino P tal que V(P) =
V(C)U{u}. Supondremos sin pérdida de generalidad que todos los pares consecutivos de vértices
en (' solo tienen vecinos dentro de €', ya que si algin par zy tuviera al menos un vecino v fuera
del ciclo, entonces basta reemplazar la arista zyu con xyv formando un camino, donde u es
alguno de los dos vecinos dentro del ciclo del par zy. Sea u ¢ V(C') (Fig. 5.1), y sean los vértices

del ciclo V(C) = {v1,...,v}. Definimos, para todo j € [I] los siguientes conjuntos.

= Nj = {vi v € V(C) N N(u,v))}
= Ry = {01 0j-90j 100410542 €5 camino. }

u R]_ = {Ui—l U € R]}

Notemos que |N;| > 2n/3, ya que |V (C) NN (u,v;)| > 2n/3. Por otro lado, como supusimos que
todo par de vértices solo tiene vecinos dentro de C', entonces cada par de vértices consecutivos
en una 4-tupla de vértices consecutivos tiene vecinos solamente dentro de V' (C'), por lo que para
cualquier 4-tupla de vértices consecutivos v;_o, v;_1, Vs, Vir1, R(vi—2, Vi1, v, vi41) € V(C). A su

vez, por el Lema 4, |R;| > n/2 + An.
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Definimos para todo j € [l], S; := N; N R; . Podemos observar que:
1S;| = IN; N Ry | = [N;| + |Rj| = [N;URS [ >2n/3+n/2—n=n/6

Por lo cual para cada j € [l], |S;| > n/6 y por el principio del palomar, existe un indice
i € [l], tal que v; estd en al menos n/6 conjuntos S;. Por otro lado, al suponer que todos los
vecinos de cualquier par de vértices consecutivos en C' estan dentro de C, entonces se cumple
que |N(vi—1,v;) N V(C)| > 5n/6, por lo cual, nuevamente ocupando el principio del palomar,
podemos notar que existe un indice j, tal que v; estd en N(v;_1,v;) y v; estd en S;, es decir,
existen las aristas v;v;,_1v; y v;v;u (fig. 5.2). Por lo que tomando este indice j, podemos formar
el camino P = v; {2043 - Vj_2Vj_1Vi110j41Vj42 * - - Vi—20;—10;05u, el cual cumple lo pedido. Por
ultimo, podemos notar que modificamos el lugar de dos vértices los cuales cada uno tienen 3
aristas asociadas y los intercambiamos, luego cada uno aporta 3 aristas nuevas y al agregar dos

aristas v;v;u y v;_10;v;, nos quedaria |E(P) A E(C)| = 14. O

u

Vi /\ vj+2

Vi—1 ’ ‘i Uj+1
Ui

( e Uj

Vi41 ‘ ! Vj—1
\ v

Vi+2 \_/ Vj—2

Fig. 5.1: Ciclo inicial con un vértice u

vecino de una tupla en el ciclo.

u
L)
L)
Vi—1 y ‘i Vj+1
Vi o )® Vit1
Uj )

' Vj—1
. V

Vit2 v ,Uj*2

Fig. 5.2: Camino formado a partir del ciclo.

Nuestra segunda misiéon es tomar el camino P encontrado anteriormente y conectarlo para

formar un nuevo ciclo C’. Para ello seguiremos la construccion de Katona y Kierstead .
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5.2. Formacién de un ciclo a partir de un camino

Proposicién 2 (Formacién de un ciclo a partir de un camino). Sea H un 3-grafo en n vértices
con cogrado minimo al menos d2(H) > (5/6 + A\)n, con A > 0. Sea P C H un camino con
|[V(P)| < n, entonces existe un ciclo C' C H con V(C') = V(P)U{u},u € V(H) y |V(C")| =
\V(P)| y ademds |[E(P) & E(C")| < 24.

Demostracion. Tenemos un camino P y queremos conectarlo para formar un ciclo C’, tal que
|C'| = |P|. Sea ¢ := |P|. Sean (vy_1,v) v (v1,v2) la tupla final e inicial respectivamente de P.
Definimos para todo i € {3, —2} R; = R(v;_2,v;_1,Vi11,Vir2) y definimos también el siguiente

numero, el cual nos dird en cuantos conjuntos del tipo R esta el vértice v, D(v) = [{i : v € R;}|.

Notemos que si existe algtin vértice z fuera del ciclo tal que = esté en el conjunto R de alguna
4-tupla consecutiva en C', entonces podemos formar el ciclo requerido a partir del camino P. Sea
(Vk—2, Vk_1, Vkt1, Vkt2) una 4-tupla de vértices consecutivos en C'y Ry, = R(vg_2, Uk_1, Vkt1, Vkt2)-
Seau € V(H)\ V(P) tal que u € Ry. En primer lugar, si vg_o, Vx_1 Y Ugt1, Vg2 Son los vértices

extremos del camino P, entonces podemos formar C'; luego suponemos que no lo son.

Sean wvy_1, vy, v1, Ve los vértices extremos del camino Py R = R(v,_1,vs,v1,02). Luego
podemos notar que, |R'| + |Rx] —n > n+ 2An —n = 2\n, lo cual nos dice que existen al
menos 2An vértices v, € Ry y v' € R’ tales que v’ € Ry y v, € R'. Podemos ver que hay muchos
vértices que pueden formar un camino con los vértices vy,_1, vy, v1,vo, cerrando asi el camino
para formar un ciclo. Luego, podemos tomar un vértice vy, € Ry, tal que v, € Ry asi cerrar el

ciclo y en particular tomamos u para formar un camino vi_ovk_1uVE11Vk12, formando el ciclo

/ /
VpU1V2 . . . Vp—2Vk—1UVE41 V42 - - - Vp—1V¢V.

Luego, supondremos que todos los vértices que puedan pertenecer a conjuntos Ry, con
v € V(C)NV(H), estan dentro de P. Por lo anterior y por el Lema 4, |R;| > n/2 + An y
podemos notar que, por el principio del palomar y nuestra suposicién, existe un indice ¢ tal que
D(v;) > n/2 + An.

Supongamos primero que i € {¢ — 1,¢,1,2}. Podemos notar que |R;| + D(v;) — ¢ > 0, en
consecuencia, existe un indice r tal que v, € R; y v; € R,.. Si i = r, entonces vy_1v,01v5 €s un
camino y podemos formar el ciclo C’. Si r # i y suponiendo sin pérdida de generalidad que

i = 1, entonces podemos formar el ciclo C" = v, 0903« * + Uy _1U1Vp41 * * * Vp_1VgUy.
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Ahora, supongamos que i ¢ {{—1,¢,1,2}. Sea @ = R(vy_1, vy, v1,v2). Dado que |R;|+|Q|—¢ > 2,
existe un indice j ¢ {i,7 — 1}, tal que v; € R; y vj41 € Q. Sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que ¢ < j. Definimos B = v; 9+ 00j4101 - - - 0;-10;Vi41 - - - vj_1. Notar que B es un camino
de largo ¢ — 1 (v; no estd). Sea M = R(vj_2,vj_1,Vj+2,Vj43) ¥ X = {vm € M : v; € R, }.
Notemos que |X| > 2o — ¢ > An. Supongamos que v, € X. Dado que v; € R,,, entonces
mé& {i—2,...,i+2}\ {i}. Dado que v,, € M,m ¢ {j —2,...,5+3}\ {j,7 + 1}. Més atn,
m ¢ {i,7} dado que si fuera alguno de ellos, vjio - VeV 101 -+ Vim1VVig1 -+ Vj—10;Vj42 €S UL
ciclo 0 vj49 -+ - vevj 410105 es un ciclo. Entonces existe v, € X tal que m ¢ {i —2,...,i+2} U
(j—2,...,j+3yu{L,2)u{r—3,... 0}

Finalmente, podemos tomar el ciclo
l
C' = Vj42 .« - VpUj41U102V3 . . . Up—1ViUpy1 - - - Vi—1VjViq1 - - - Vj—1UpUj42

Por ultimo notemos que modificamos 4 aristas de lugar. Al sacarlas, eliminamos 3 aristas por

cada vértices y al agregarlos en otro lado, anadimos 3 aristas nuevas por cada vértices, lo que
implica que |[E(P) A E(C")| > 24 O

5.3. Formacion de un ciclo hamiltoniano a partir de un

ciclo

Lo que hicimos en los dos lemas anteriores, es ver que podemos pasar de un ciclo en £ vértices

a un camino en £+ 1 vértices y también pasar de un camino en ¢ vértices a un ciclo en ¢ vértices.

Haciendo estos cambios iterativamente, podemos lograr formar un ciclo que contenga todos
los vértices del 3-grafo, es decir, formar un ciclo hamiltoniano, lo cual es justamente lo que nos

dice el siguiente Lema.

Lema 5 (Formaciéon de un ciclo hamiltoniano a partir de un ciclo). Sea H un 3-grafo en n
vértices con cogrado minimo da(H) > (5/6+ A\)n. Sea C C H un ciclo con |C| > 5n/6, entonces
podemos formar un ciclo hamiltoniano Cy, a partir de C y se tiene que |E(C) A E(Ch)| <
38(n — |C).

Demostracion. Sea C' con las propiedades del enunciado. Por la Proposicién 1, podemos formar

un camino P a partir de C, tal que |P| = |C| + 1 anadiendo un vértice del exterior. Por la
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Proposicién 2, podemos formar un ciclo C” a partir de P, tal que |C'| = |P|. Podemos iterar lo
anterior hasta formar un camino Py, tal que |P,| = n, es decir, P, es un camino hamiltoniano.
Por dltimo, notemos que el camino P, cumple todo lo necesario para aplicar la Proposicion 2,
por lo cual a partir de P, podemos formar el camino hamiltoniano C},. Por otro lado, notemos
que cada vez que queramos pasar de un ciclo C; a un ciclo C5 tales que Cy = C1+1, cambiamos a
lo més 38 aristas (14 para pasar de ciclo a camino y 24 para pasar de camino a ciclo), por lo que

al poder agregar como maximo (n — |C|) vértices, entonces |E(C) A E(Ch)| < 38(n—|C]). O
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6. Existencia de caminos entre conjun-

tos en un 3-grafo

Necesitamos enunciar un teorema que nos facilitard algunos pasos para alcanzar nuestro
objetivo. En este teorema, demostrado por Allen, Bottcher, Cooley y Mycroft [All+17], nos
dicen que teniendo una cantidad suficiente de aristas, entonces se asegura la existencia de un

camino de cierto tamano.

Se recuerda la notaciéon combinatorial como (’;) = ﬁlk),, donde z! = z(x—1)(x—2)...3-2-1.

El siguiente teorema es fundamental para mostrar el resultado de esta seccién.

Teorema 6 ([All+17], Teorema 1). Para todo positivo v, existe un entero N tal que lo que sigue
se cumple para todo o € [0,1]. Si H es un 3-grafo en n > N vértices con e(H) > (a + ’y)(g),

entonces H contiene un camino de tamano £, para todo ¢ < an.

Lema 6 (Existencia de camino). Sea H un 3-grafo en n > N wértices, con N un natural
cualquiera y U C V(H), tal que |[U| > vn y para todo v € U, dy(v) > ’y(g), entonces existe un

camino P de largo al menos £ > 75 y cada arista de P tiene al menos un vértice en U.

Demostracion. Queremos usar el Teorema 6 para demostrar la existencia de este camino. Para
ello, verifiquemos cual es la minima cantidad de aristas de H haciendo un conteo para cada
vértice. Sea N € Ny n > N. Notemos que cada vértice en U estd en al menos 7(3) aristas,
luego la cantidad de aristas se puede contar como la suma del grado de cada vértice en U, pero
al haber 3 vértices en cada arista estaremos contando el triple de veces, por lo cual la cantidad

de aristas es al menos e(H) > 3 3,y di(v). Desarrollemos lo anterior:
1 v({n n yv o v\ (n
0> =Y du(o) > 2" )ju] = _ ( )
25 o) 2 ()12 0(5) = (53 )

Por lo que invocando el Teorema 6, encontramos un camino P de tamatio £ > *5*. Es claro que

toda arista tiene al menos un vértice en U. O
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7. (Gadgets y resultados previos al Teo-

reimna

Para lo que sigue necesitamos los gadgets, los cuales serdn una pieza clave en el primer
resultado. Estos consisten en vértices que cumplen con estar en ciertas aristas que los hacen una

estructura fundamental para demostrar nuestro resultado principal.

Definiciéon 4. Sea H un 3-grafo. Un gadget es una coleccion de 5 vértices uy, us, us, uy, us tales
que existe el camino ujususus Yy ademds existe el camino ujususugus. Las aristas del camino

U gy las llamaremos aristas inferiores y las demds, aristas superiores.

Fig. 7.1: Ejemplo de Gadget.

Necesitamos definir lo que es un vecindario positivo o negativo, dado que al estar en presencia
de un hipergrafo con signos en las aristas, todo vértice estarda en cierta cantidad de aristas

etiquetadas como positivas y otras como negativas.

Definicién 5. Sea H un 3-grafo con una funcion f : E(H) — {41, —1}. Definimos el vecin-
dario positivo de v € V(H) como NT(v), el cual consta de pares de vértices con los cudles
v forma aristas positivas. Andlogamente se define el vecindario negativo de v como N~ (v), el

cual consta de pares de vértices con los cuales v forma aristas negativas.

Un concepto importante que debemos tener en cuenta es el balanceo de vértices en un 3-grafo.
La idea de esta definicion es poder tener presente que, cuando ocurra, cada vértice balanceado

se asegura de estar en una cantidad minima de aristas positivas y negativas.

Definicién 6. Sea H 3-grafo con una funcion f : E(H) — {41, —1}. Diremos que un vértice

n
2

aristas negativas. En otro caso, diremos el vértice es T-desbalanceado.

v € V(H) es T-balanceado, si v pertenece a al menos 7'( ) aristas positivas y al menos T(Z)



31

El siguiente lema lo usaremos para mostrar algunas propiedades ttiles dentro de la demos-

tracion.

Lema 7. Sea G un grafo en n vértices y A > 0 tal que E(G) < A(g), entonces el conjunto
W ={v e V(G) : da(v) = N'n} es de tamario |W| < $n.

Demostracion.
n 1
A(5) z1E@l =5 ¥ ot

Desglosamos la sumatoria, diferenciando los vértices que tienen grado mayor o igual a A'n y los

que tienen grado menor al mismo.

1
> 3 > delw)+ D dg(v)
veV (H) veEV (H)
d(v)>Nn d(v)<X'n

Luego mayoramos la suma de los vértices con grado menor a A'n por 0
> ~Nn|[{v e V(H) :dg(v) > Nn}

Nn|W|

NSRS NN

Luego, como )\(g) > 1 Xn|W| se concluye que |W| < $n. O
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8. Demostracion del Teorema

Para finalmente demostrar el Teorema 5, necesitamos los ultimos resultados previos, los

cuales son los siguientes.

Primero, veamos la siguiente proposicion que es bastante simple, pero muy util.

Proposicion 3. Sea H un 3-grafo en n vértices y 62(H) > (5/6 + \)n, entonces §,(H) >

(5/6+N)(3)-

Demostracion. Haremos el conteo fijando un vértice arbitrario x de H.

Z d(zy) 5/6+)\) (5/6+>\)<Z>

er(H

Luego, como se cumple para cualquier = en H, entonces 6;(H) > (5/6 + ) (g) O

Recordamos el conocido Lema del saludo de manos, el cual nos entrega una relacion directa
entre la cantidad de aristas de un grafo y la suma de los grados de todo vértices del mismo

grafo.

Lema 8 (del saludo de mano). Sea G = (V, E) un grafo. Entonces se cumple que:

> d(v) =2|E|
veV(G)
El siguiente Teorema, nos habla de que si la cantidad de aristas en un grafo es alta, entonces

se asegura la existencia de todos los arboles doble-estrella en k vértices como subgrafos en G.

Este Teorema es fundamental para encontrar un tipo de gadgets.

Teorema 7 ([McL05], Teorema 1). Sea G = (V, E) un grafo. Si |E| > (k— 2)%, entonces para

todo k > 2 todo arbol doble-estrella en k vértices, estd contenido en G como subgrafo.

La demostracion se dividira en 3 partes. Primero, supondremos que existe un tipo de vértice
el cual cumple ciertas caracteristicas y junto con ello demostraremos que si en efecto existe este
vértice, entonces podemos formar un ciclo hamiltoniano con discrepancia alta. Luego analiza-
remos qué ocurre cuando hay cierta cantidad de vértices balanceados y luego cuando eso no

ocurre.



33

Fig. 8.1: Ejemplo de arbol doble-estrella

8.1. Demostracion

Demostracion del Teorema 5. Dado v € V(H), definimos los siguientes grafos.

El primer grafo consiste en el link graph de v, es decir, dado v, la arista xy esta en el grafo si

existe la arista zyv en el hipergrafo.

V(L(v)) C V(H)
E(L(v)) = {zy e VO(H) : zyv € E(H)}

El siguiente grafo consiste en todas las aristas en L(v) que tienen una vecindad positiva grande

V(B*(v)) C V(H)
E(B*(v)) = {zy € B(L(v)) : [Ng| > n/6}

El siguiente grafo consiste en todas las aristas en L(v) que tienen una vecindad negativa grande

V(B~(v)) C V(H)
E(B™(v)) = {zy € E(L(v)) : [Ny| = n/6}

Caso 1: Supongamos que existe un vértice v € V(H) tal que |B*(v)| < ’\72@) o|B (v)] <
X (n , es decir, existen pocos pares de vértices que tienen mucho grado positivo o bien pocos
2 \2 g
pares de vértices que tienen mucho grado negativo. Supondremos lo segundo, es decir, existen

pocos pares de vértices que tienen mucho grado negativo.

Definamos el conjunto W = {v € V(H) : dg-(v) > An} el cual es un subconjunto de los

vértices de B~ (v). Por el Lema 7, podemos asegurar que |W| < 22,
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Definamos el hipergrafo H' = H[V(H) \ W] y notemos que 6; (H') > ( + Oz) ( ) donde

donde o = % — 2=, Es decir, todo vértice x en H’' tiene grado minimo positivo d*(z) >

(5+0)(5):

1
=3 di(zy)
yeV(H")
1

25 di (zy)
yeNL\Bf(JJ)
1

=2 Y (duley) W)
yENL\B_(CE)
1 2 A
>IN A
> 3Vna- (@) (3+5)
1

L (dufe) o (@) = W) @ ; ;) .

—;<(2+)\>n—)\n—)\2n> <§+;>n
=(5+9) )

Esto nos dice que 0, (H') > (g + a) (g) y por el Teorema 3, existe un ciclo hamiltoniano Cj,
donde todas sus aristas son positivas. Notemos que Cj, es hamiltoniano en H’ pero no lo es en
H ya que faltan los vértices de W, es decir, faltan 2% vértices. Luego, |Cy,| > n — 22, Invocando

el Lema 5, podemos formar un ciclo C}, hamlltonlano en H, donde su dlscrepan01a es al menos

An _ 38\n

5 S > 5 Aln + - Donde esta ultima cota se cumple con mucha holgura.

n —

El resultado anterior es andlogo si suponemos al principio que existen pocos pares de vértices
. oy . . + )\2 n
que tienen mucho grado positivo, es decir, suponer que B*(v) < % (2) , por lo que de ahora en

adelante supondremos que para todo v en los vértices de H,

BroLE o= 5 () 8.1)

Caso 2: Al menos n/2 vértices son A\*-balanceados.

Sea S el conjunto de vértices balanceados con mas pares de vecinos positivos. Podemos
suponer que |S| > n/4, ya que en caso contrario podemos hacer un cambio de etiquetado,

donde cada arista positiva pasa a ser negativa y viceversa, teniendo asi la propiedad requerida.
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Dado que todo vértice en S es A*-balanceado, entonces cada vértice tiene al menos \* (g)

pares de vecinos negativos.

Invocando el Lema 6 con el conjunto de vértices S, donde todo vértice v en S tiene grado en
H al menos d(u) > \! (Z), existe un camino P negativo tal que [P| > 22 v ademds cada arista
en P tiene al menos un vértice en S. Tomaremos un subcamino P’ C P tal que |P'| = L%J

Definimos el conjunto P* := V(P') NS y el conjunto P~ := V(P') \ S. Notemos que todo

5

vértice en P tiene grado positivo al menos 5

( ) ya que estos vértices estan en S.

Nuestro primer objetivo es mostrar que todo vértice en Pt puede formar un gadget en
el cual las aristas superiores sean positivas. Dicho de otra forma, buscamos un camino que
forme un gadget con los vértices en P, tal que todo par consecutivo de este camino esté en el
vecindario positivo de dicho vértice. Ademas, queremos que cada camino que forme el gadget

con los vértices en PT sea disjunto de todos los demds y del camino P’.

Supongamos que todo vértice en P’ forma un gadget, menos un vértice v que estd en PT.
Definimos el conjunto D como el conjunto de todos los vértices en los gadgets, donde podemos

notar que D abarca los vértices de gadgets que estan en P’ y los que no. Ademés, es claro que
| D| 5>\4

Queremos evitar los vértices en D. Para ello definimos el hipergrafo H* = H[V(H) \ D],

5/\ n 5)\

4 2 (2> aristas positivas.

donde quitamos vértices y ademds en un peor caso quitamos

Sea L*(v) = {zy € VA (H*) : zyv € BE(H*) y ademés xyv tiene etiquetado positivo} el link
graph positivo de v.

Notemos que §(L(v)) > (5/64+A*)n, donde \* = )\—% y ademds notemos que |E(L*(v))| >
%(g) — %(Z) > %(") Luego por el Teorema 7, existe todo arbol doble-estrella, es decir el

arbol con la arista xy, % vecinos positivos para x y % vecinos positivos para y.

Luego, podemos notar que |Np+ () () N Ng(zy)| > (1/48 + A\)n — 5’\ " > 4y asu vez, para
poder usar el Teorema 7, debemos tener al menos %(g) aristas en LT (v) 10 cual lo tenemos dado
que % (") — 5l (g) >3 (;L) Asi, cada vértice tiene un gadget disjunto de los demaés y del camino

2 2 8
P.

Nuestro segundo objetivo es mostrar que todo vértice en P~ forma un gadget, donde las
aristas inferiores del gadget son negativas. Cabe destacar que los vértices en P~ no son nece-

sariamente balanceados. Sea v € P~y L(v) = {zy € V@ (H) : ayv € E(H)}. Para que ello
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ocurra debe existir un par xy € V@ (L(v)) tal que |Ng(zy) N Ny (z)| > 0, lo mismo para

el vértice y. Dado que |B~| > ’\;(g), es decir, hay al menos %2@) pares zy en L(v) tales que
|Ng (zy)| > n/6, entonces podemos encontrar los gadgets ya que |[Ng(xy) N Npw)(x)| > An, lo

mismo para y.

Supongamos que debemos encontrar el iltimo gadget. Debemos evitar al menos % vértices,
lo cual se traduce en que el grado de todo vértice en L(v) se reduce en dicha cantidad. Luego,
d(L(v)) > (5/6 + A)n — % > (5/6 + A?)n. Por otro lado, perdemos al menos %(g) aristas
en L(v), lo cual se traduce en que |B~| > ’\;(2‘) — %(g) > \3 (g’), es decir, para encontrar
el dltimo gadget tenemos disponibles en L(v) al menos A3 (;) pares con grado negativo en
H de al menos n/6. Asi, para el tltimo vértice se cumple que |Ny(zy) N Ny (z)] > Moy

|Ng(zy) N Ny (y)| > An, por lo que tenemos todos los gadgets requeridos.

Es importante destacar que los gadgets en PT en el peor caso van a sumar cada uno +1 a
la discrepancia y, por otro lado, los gadgets en P~ en el peor caso van a sumar cada uno —1 a

la discrepancia.

Elegimos un camino A en 4 vértices u, us, us, uy, donde ujusus, UsUsly, UiUsVy, UIV1V3,
uguyvy, ugveve—1 € E(H). Es decir, el camino A puede conectarse al camino P’. Este camino
existe ya que podemos elegir los vértices como u; € Ny (v1v9) \ V(P) y ug € Ny (ve—1ve) \ V(P).
Luego como |Ng (u1ve—1) N Ny (ugug)| > %

| N (ugva) N Ny (ugug)| > 22, en efecto existen las aristas en H. Ver Fig. 8.2.

+1 —1

Fig. 8.2: Esquema caso 2

Definamos el hipergrafo H' = H[V(H) \ V(P’)]. Por el Lema 1 sabemos que existe un ciclo
hamiltoniano C' que pasa por el camino A y por los caminos que forman gadgets con cada vértice
en P’ (Ver Fig. 8.3). Notemos que C' es hamiltoniano en H’, mas no en H. Para ello debemos

agregar los vértices faltantes.
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Fig. 8.3: Lema del Bosque Lineal caso 2

Si la discrepancia de C es f(C) < %”, entonces quitamos las aristas de A y usamos las

aristas ujugvy, U1V1Vg, UsUaVp, UsVeVe—1 para agregar el camino P’, formando asi el ciclo C4
hamiltoniano en H (Ver Fig. 8.4), con discrepancia
3\in

8

£(C) < £(C) = |P| +6= -

\ /

Fig. 8.4: Discrepancia inicial baja caso 2

Por otro lado, si f(C) > ’\%”, formamos el ciclo hamiltoniano C5 agregando los vértices de
P’ a través de sus gadgets (Ver Fig. 8.5), lo cual nos dejaria la discrepancia como

1 2 \n
> LIp 2P =
F(C) = £(C)+ 2P = P = 2

Es importante recalcar que |P~| = 2|P’|/3 y por su parte |PT| = |P’|/3 en el peor caso, por lo

cual eso explica lo que se suma y resta en la operacién.

. . . . . . 4
Entonces, H contiene un ciclo hamiltoniano con discrepancia al menos ’\2—4".

Caso 3: Al menos n/2 vértices son A\*-desbalanceados.

Sea S el conjunto de vértices desbalanceados que estdn en a lo mds \* (’;) aristas negativas.

Mn

Podemos suponer que |S| > n/2. Sea S’ C S tal que |S'| = LTJ Queremos formar dos gadgets
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e

A, A

Fig. 8.5: Discrepancia inicial alta caso 2

con cada vértice en S’, los cuales queremos que tengan la siguiente estructura. Un gadget donde

toda arista sea positiva y otro gadget donde las aristas inferiores sean negativas.

Supongamos que formamos los dos gadgets con cada vértice en S’, salvo un vértice u €
S’ Sea L(u) = {zy € VA (H) : ayu € E(H)}. Como todo vértice en S’ estd en a lo més

A (g) aristas negativas, definimos como G al grafo inducido por aquellas aristas y notemos que

|E(G)] < /\4(;‘). Sea W = {v e V(H) : [Ng(v)| > Mn/2}. Por el Lema 7, |[IW| < 2X\3n.

Definimos el hipergrafo H' = H[V (H) \ W]. Queremos que todo gadget sea disjunto con los

demas y que los caminos que forman los gadgets con los vértices en S’, no estén en S’.

. . 4 4 3 sy
Ello nos deja que debemos evitar % + 8’\7” +2X3n < 1?\% vértices, a su vez perdemos en el

173 (n . An (n 17)3n
peor caso 7(2) aristas. Luego, como 7(2) >

tal que esta estd en al menos n/6 aristas positivas, por lo cual existen los gadgets requeridos. A

su vez, todo vértice en L(u) tiene a lo mas A—Q” vecinos negativos, por lo que

> 0, entonces existe una arista zy en L(u)

n

[N O Ny ()] = 5

Lo cual nos dice que existe el gadget completamente positivo. Este gadget en el peor caso,
sumard 1, ya que al agregar el vértice a través de su camino superior, eliminamos dos aristas

positivas y agregamos tres positivas. Por otro lado, y de forma analoga, podemos notar que

_ _ An
[N 0 NL(u)(m)‘ 2 b

Este gadget en el peor caso, sumara 5, ya que eliminamos dos aristas negativas y agregamos

tres positivas.
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Fig. 8.6: Esquema caso 3. En esta figura, los colores representan simbolos. Las aristas negras

son aristas negativas y las azules son positivas

Es importante notar que los gadgets si bien los formamos en H', estos existen en H. Definimos
el hipergrafo H” = H[V(H) \ 5] e invocando el Lema 1, existe un ciclo hamiltoniano C' en H”
que contiene todos los caminos que forman gadgets con los vértices de S’. Ahora, nos falta

agregar los vértices en S’ para formar el ciclo hamiltoniano en H. Ver Fig. 8.7.

Fig. 8.7: Lema del Bosque Lineal caso 3

Por un lado, si la discrepancia del ciclo es f(C) < —%, entonces agregamos los vértices de
S" a través de los gadgets con aristas positivos (Ver Fig. 8.8) formando asi el ciclo hamiltoniano

Cs con discrepancia

Mno \n Mn
N — - _— =

_Xn
2

a través de los gadgets con aristas negativas. Notemos que los gadgets negativos, si los elegimos,

A su vez, si la discrepancia del ciclo es f(C') > , entonces agregamos los vértices de S’

se eliminan 2 aristas etiquetadas como negativas y se agregan 3 positivas, lo cual nos deja +5

de discrepancia. (Ver Fig. 8.9). Luego, se forma el ciclo hamiltoniano Cy con discrepancia:
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Fig. 8.8: Discrepancia inicial baja caso 3

Fig. 8.9: Discrepancia inicial alta caso 3

Mn > Mn

Por lo cual existe un ciclo hamiltoniano en H con discrepancia al menos ylaiy e
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8.2. Conclusiones y trabajo a futuro

Nuestro trabajo logré mostrar que existe una cota inferior del cogrado minimo en un 3-grafo
H para asegurar que este tenga ciclos hamiltonianos en abundancia. La pregunta obvia después
de ello es si podemos encontrar una cota inferior. Nuestro segundo ejemplo, basado en el ejemplo
hecho por Balogh et al. [Bal+20a], nos mostré una idea del cogrado. Nos gustaria responder si
en efecto existe un 3-grafo con un etiquetado f : E — {+1, —1} tal que su cogrado minimo sea

bn/6 y este tenga discrepancia hamiltoniana 0 para asi asegurar que la cota es la mejor posible.

Por otro lado, igualmente como hicieron generalizaciones del resultado de Balogh et al. con
respecto a los etiquetados no binarios una investigacion interesante seria saber si existe una
cota superior para el cogrado minimo que nos asegure una discrepancia hamiltoniana alta para

etiquetados no binarios, es decir responder la siguiente pregunta:

Pregunta 1. Sea A\ > 0. Sea H un 3-grafo en n vértices con cogrado minimo al menos
do(H) > (g + 2 —i-/\)n y un etiquetado de aristas f : E(H) — {ci,ca,...,¢.}. sEziste un

ciclo hamiltoniano con un desbalanceo de colores?

En este caso, el desbalanceo se entiende como que haya mucho més de algunos colores que

de otros. Lo cual se puede traducir como una generalizacion de la discrepancia.

Otra generalizacion interesante seria ver qué ocurre para hipergrafos k-uniformes, con k& > 3.
La mayoria de resultados mostrados en esta tesis estan escritos convenientemente en sus casos

particulares para 3-grafos, pero en realidad las demostraciones estan hechas para k-grafos.

Pregunta 2. Sea A > 0. Sea H un k-grafo en n vértices con cogrado minimo al menos
k—1(H) > ((1 — i) + )\) n y un etiquetado de aristas f : E(H) — {41, —1}. sExiste un ciclo

hamiltoniano con discrepancia alta?
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