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Resumen

En esta tesis presentamos nuevas soluciones analíticas que describen cuerdas ne-
gras homogéneas en las teorías de Einstein-Gauss-Bonnet y Lovelock. Estas soluciones
existen debido a la introducción de campos escalares con densidad de energía �nita,
los cuales tienen una dependencia lineal en las direcciones extendidas. Además, para
asegurar la existencia de dichas soluciones los términos cinéticos de los campos es-
calares son construidos a partir de los tensores de Lovelock, es decir, consideramos
acoplamientos no-minimales. Luego, debido a que los tensores de Lovelock tienen di-
vergencia nula se tiene que la teoría completa es de segundo orden.

Una vez preparado el escenario para asegurar la existencia de soluciones de cuerda
negra homogénea, construimos tales soluciones en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet,
las cuales son obtenidas a partir de un polinomio de Wheeler. En seguida, estudiamos
las propiedades térmicas de estas soluciones, es decir, la temperatura, la densidad de
masa y la densidad de entropía.

Posteriormente, generalizamos los resultados obtenidos anteriormente a un esce-
nario que considere teorías de Lovelock con potencias arbitrarias en la curvatura.
Así, obtenemos un polinomio de Wheeler con constantes de acoplamiento efectivas,
en donde las soluciones de este polinomio caracterizan las soluciones de cuerda negra
homogénea, y además obtenemos las propiedades térmicas de estas soluciones, es de-
cir, la temperatura, la densidad de masa y la densidad de entropía.

Finalmente, para valores especiales de las constantes de acoplamiento de la teoría
de Einstein-Gauss-Bonnet, construimos dos soluciones extras, las cuales corresponden
a extensiones cilíndricas de una solución de agujero de gusano y una solución de
agujero negro rotante.
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Abstract

In this thesis we present new analytical solutions that describe homogenous black
strings in Einstein-Gauss-Bonnet and Lovelock theories. These solutions exist due
to the introduction of scalar �elds with �nite energy density, which have a linear
dependence on the extended directions. In addition, to ensure the existence of such
solutions the kinetic terms of the scalar �elds are constructed from the Lovelock ten-
sors i.e. we consider non-minimal couplings. Then, because the Lovelock tensors have
zero divergence, the whole theory is second order.

Once the scenario is prepared to ensure the existence of homogeneous black strings
solutions, we construct such solutions in the Einstein-Gauss-Bonnet theory, which are
obtained from a Wheeler polynomial. Later, we study thermal properties of these so-
lutions i.e. temperature, mass density and entropy density.

Later, we generalize the results obtained previously to a scenario that considers
Lovelock theories with arbitrary powers in the curvature. Thus, we obtain a Wheeler
polynomial with e�ective coupling constants, where the solutions of this polynomial
characterize homogeneous black strings solutions, and we also obtain the thermal
properties of these solutions i.e. temperature, mass density and entropy density.

Finally, for special values of the coupling constants of the Einstein-Gauss-Bonnet
theory, we construct two extra solutions, which correspond to a cilindrical extensions
of wormhole solution and rotating black hole solution.
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Capítulo 1

Introducción

Las teorías gravitacionales en altas dimensiones poseen una amplia gama de so-
luciones de agujeros negros en comparación con la relatividad general estándar en 4
dimensiones (RG) [1,2]. De hecho, las soluciones de agujeros negros en RG están res-
tringidas por teoremas de unicidad [3�5], los cuales aseguran que cualquier solución de
este tipo está contenida en la familia de agujeros negros de Kerr-Newman [6,7]. Ade-
más, debido a restricciones topológicas se tiene que los agujeros negros pertenecientes
a dicha familia solo pueden tener horizontes de eventos con topología esférica [8]. De
esta forma, las soluciones de agujero negro en RG están restringidas no solo cuantita-
tivamente sino también cualitativamente, lo cual establece que si tenemos una estrella
que colapsa a un agujero negro, entonces éste solo puede estar caracterizado por un
pequeño conjunto de parámetros [9]. Por otra parte, se sabe que las teorías gravi-
tacionales en altas dimensiones admiten soluciones con horizontes que pueden tener
una topología más general que la (d− 2)-esfera [1, 2]. Dentro de esta amplia gama
de soluciones se encuentra la cuerda negra, la cual es una solución con un horizonte
de eventos extendido. Esta solución constituye el contraejemplo más simple de una
solución con topología no esférica [3�5] debido a su coexistencia con el agujero negro
de Schwarzschild-Tangherlini [10]. De esta forma, el estudio de la solución de cuerda
negra ha permitido la construcción de otras soluciones con horizontes con topología
no esférica más so�sticadas, dentro de las cuales se encuentra la solución de anillo
negro [11] y otras soluciones de objetos negros [2], demostrando así la debilidad de
las restricciones topológicas en altas dimensiones [8]. Al mismo tiempo, se ha mos-
trado que las cuerdas negras son afectadas por la inestabilidad de Gregory-La�amme
(GL) [12,13], la cual es una inestabilidad perturbativa de longitud de onda larga que
se genera por un modo de oscilación que viaja a lo largo de la dirección extendi-
da del horizonte. En particular, se ha mostrado a través de simulaciones numéricas
que la inestabilidad de una cuerda negra 5-dimensional da origen a singularidades
desnudas [14, 15], lo cual muestra que la censura cósmica es violada en altas dimen-
siones [16].

Si consideramos RG en el vacío en d dimensiones, entonces es simple construir
una solución de cuerda negra, en particular una solución de cuerda negra homogénea.
En efecto, esta solución es obtenida simplemente `oxidando' la solución de agujero
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negro de Schwarzschild, es decir, agregando una coordenada plana a dicha solución.
Esto es posible debido a que las ecuaciones de campo a lo largo de la brana son com-
patibles con las ecuaciones de campo a lo largo de las direcciones extendidas, ya que
las cantidades que involucran la curvatura se anulan a lo largo de dichas direcciones.
No obstante, es simple encontrar escenarios en donde no es posible la construcción
de la solución de cuerda negra homogénea. De hecho, si consideramos RG en el vacío
con constante cosmológica en d dimensiones, entonces se arruina la construcción de
tal solución, debido a que las ecuaciones de campo a lo largo de la brana ya no son
compatibles con las ecuaciones de campo a lo largo de las direcciones extendidas.
Esto nos muestra que no es simple la oxidación de la solución de agujero negro de
Schwarzschild-AdS.

Sin embargo, en [17] se mostró que si consideramos RG con una constante cosmo-
lógica negativa acoplada minimalmente a campos escalares sin masa, los cuales tienen
una dependencia lineal en las direcciones extendidas, entonces sí es posible construir
una solución de cuerda negra homogénea1. Esto es debido a que las ecuaciones de
campo a lo largo de la brana sí son compatibles con las ecuaciones de campo a lo
largo de las direcciones extendidas cuando se incluyen tales campos escalares. De esta
manera, se puede concluir que sí es posible oxidar la solución de agujero negro de
Schwarzschild-AdS sin que existan incompatibilidades entre las ecuaciones de campo.

De esta manera surge una pregunta natural: ¾Es posible construir una solución
de cuerda negra homogénea en teorías gravitacionales que sean más generales que
RG, es decir, teorías con potencias altas en la curvatura? En esta tesis veremos que
la respuesta a esta pregunta es a�rmativa. De hecho, veremos que esta construcción
es posible tanto en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet como en teorías de Lovelock
generales [18] con valores arbitrarios de las constantes de acoplamiento.

Para poder construir una solución de cuerda negra homogénea en escenarios que
consideren teorías con potencias altas en la curvatura, tenemos que aplicar un pro-
cedimiento análogo al descrito en el caso de RG con constante cosmológica negativa
acoplada minimalmente a campos escalares sin masa. De hecho, tenemos que usar
los mismos campos escalares sin masa con una dependencia lineal en las direcciones
extendidas. No obstante, para que las ecuaciones de campo a lo largo de la brana
sean compatibles con las ecuaciones de campo a lo largo de las direcciones extendidas
se tienen que considerar acoplamientos no-minimales de los campos escalares con los
términos dependientes de potencias altas en la curvatura. Estos acoplamientos no-
minimales surgen de manera natural en la teoría de Horndeski [19], es decir, la teoría
tenso-escalar más general en 4 dimensiones con ecuaciones de campo de segundo or-
den. Esta teoría fue formulada en 1974 y actualmente a sido retomada debido a la
reciente formulación de las teorías de Galileones [20�22]. El lagrangiano de Horndeski
contiene términos que consideran acoplamientos no-minimales, los cuales son de la
forma

1De hecho fue posible construir una solución de p-brana homogénea, la cual es una solución más
general que la cuerda negra homogénea.
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L ∼ Gµν∇µφ∇νφ, (1.1)

donde Gµν es el tensor de Einstein. Además, el término dado en (1.1) ha sido am-
pliamente usado en cosmología [23�27], y además en el estudio de objetos compactos,
tales como agujeros negros y estrellas de neutrones [28�35].

El objetivo principal de esta tesis es encontrar y analizar distintas propiedades
de una solución de cuerda negra homogénea en escenarios que consideren teorías de
Lovelock generales con acoplamientos no-minimales con campos escalares, los cuales
tienen una dependencia lineal en las direcciones extendidas. Para lograr este objetivo
se estudiarán generalizaciones a dimensiones mayores del término (1.1), lo cual ase-
gurará la compatibilidad de las ecuaciones de campo a lo largo de la brana con las
ecuaciones de campo a lo largo de las direcciones extendidas.

A lo largo de los capítulos 2, 3, 4 y 5 se desarrollará el marco teórico de esta
tesis. En el capítulo 2 se estudiarán los conceptos más importantes de la geometría
diferencial y posteriormente se estudiará la construcción de la RG. En el capítulo 3
se estudiará la teoría de Lanczos-Lovelock y luego veremos cómo esta teoría se puede
reducir a la RG. En el capítulo 4 se estudiarán las teorías tenso-escalares hacien-
do énfasis en la teoría de Horndeski. Después, veremos cómo esta teoría puede ser
generalizada a una dimensión arbitraria, de forma tal que contenga a la teoría de
Lanczos-Lovelock. Para �nalizar el marco teórico, en el capítulo 5 se revisarán las
principales propiedades de la solución de agujero negro de Schwarzschild. Luego, se
estudiarán agujeros negros en altas dimensiones y objetos negros extendidos, en donde
estudiaremos las soluciones de cuerda negra homogénea y p-brana homogénea en RG.
Seguidamente, se realizará una breve revisión de la termodinámica de agujeros negros.

En el capítulo 6 se mostrarán los resultados originales de esta tesis. En primer
lugar, se construirán soluciones de cuerda negra homogénea en la teoría de Einstein-
Gauss-Bonnet acoplada a dos campos escalares, en donde el primer campo escalar
está acoplado minimalmente debido a la presencia de la constante cosmológica y el
segundo campo escalar está acoplado no-minimalmente debido a la presencia del tér-
mino de Gauss-Bonnet. Luego, una vez encontradas estas soluciones se estudiarán las
propiedades térmicas de éstas. A continuación, se extenderán las soluciones de cuer-
das negras homogéneas encontradas previamente a un escenario que considere teorías
de Lovelock acopladas no-minimalmente a campos escalares. Sorprendentemente, se
mostrará que hay un patrón que permite construir cuerdas negras homogéneas en ta-
les teorías, lo que conduce a un polinomio de Wheeler con constantes de acoplamiento
efectivas. Luego, se extenderán las propiedades térmicas encontradas en el caso de
la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet acoplada a dos campos escalares a un escenario
que considere teorías de Lovelock acopladas no-minimalmente a campos escalares.
Posteriormente, utilizando el mismo método para la construcción de cuerdas negras
homogéneas en teorías de Lovelock acopladas no-minimalmente a campos escalares,
se construirán dos soluciones extras en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet, las cuales
corresponden a extensiones cilíndricas de una solución de agujero de gusano y una
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solución de agujero negro rotante.

Para �nalizar, en el capítulo 7 se mostrarán las conclusiones, comentarios y tra-
bajos futuros.

A lo largo de los capítulos 2, 3 y 4 se utilizará el sistema internacional de unidades.
Sin embargo, a lo largo de los capítulos 5 y 6 se utilizarán las unidades de Planck, es
decir, unidades en donde la rapidez de la luz c, la constante reducida de Planck ~, la
constante de gravitación universal G y la constante de Boltzmann kB son iguales a la
unidad (c = ~ = G = kB = 1). Además, a lo largo del capítulo 6 se utilizará unidades
en donde κ = c4/16πG = 1. Finalmente, a lo largo de toda la tesis se utilizará la
signatura (−,+, . . . ,+).



Capítulo 2

Geometría diferencial y teoría
general de la relatividad

En este capítulo vamos a estudiar la teoría general de la relatividad. Antes de
abordar esta teoría vamos a realizar una revisión de los conceptos más importantes
de la geometría diferencial. Habiendo ya discutido estos conceptos, vamos a revisar
los principios sobre los que se sustenta la teoría general de la relatividad. Finalmente,
una vez revisados los principios de la teoría general de la relatividad, vamos a discutir
sobre la construcción de esta teoría. Para una discusión más detallada de estos temas
se recomienda revisar las referencias [36�41].

2.1. Geometría diferencial

2.1.1. Métrica

Sean xµ y xµ + δxµ las coordenadas de dos puntos in�nitesimalmente cercanos
respecto a un SC x, los cuales pertenecen a una variedadM. Llamemos a estos puntos
P y Q, respectivamente. La distancia ds entre P y Q es dada por

ds2 = gµν (x) dxµdxν , (2.1)

donde (2.1) es un escalar denominado elemento de línea.

Los coe�cientes gµν de (2.1) son por de�nición las componentes de un tensor cova-
riante tipo (0, 2) simétrico y es denominado tensor métrico o, simplemente, métrica.
Con las consideraciones anteriores podemos asegurar que (2.1) es un escalar. También
vamos a considerar que la métrica es no degenerada, es decir, g := det (gµν) 6= 0. Así,
en virtud de (2.1) podemos de�nir la métrica como objeto geométrico que permite
introducir el concepto de distancia en una variedad.

Por otra parte, debido a que estamos considerando una métrica no degenerada,
tenemos que existe la inversa de la métrica gµν . Esta corresponde a un tensor con-

5
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travariante tipo (2, 0) cuyas componentes son gµν , y además este tensor cumple la
propiedad:

gµα (x) gαν (x) = δµν . (2.2)

Cabe mencionar que la métrica permite establecer un isomor�smo entre el espacio
tangente Tn (P ) en un punto P de una variedadM y el espacio cotangente T ∗n (P ) en
el mismo punto P 1. Dicho de otra manera, esto corresponde a la operación de `subir'
y `bajar' índices en un vector o en un tensor2.

2.1.2. Conexión y derivada covariante

Sean xµ las coordenadas de un punto P y xµ+δxµ las coordenadas de un punto Q,
ambos pertenecientes a una variedad diferenciableM e in�nitesimalmente próximos.
Además, consideremos un vector covariante Vν de�nido en ambos puntos.

Se sabe que la derivada parcial ∂µVν no trasforma como un tensor tipo (0, 2) bajo
TGC's3. En general, la derivada parcial de un tensor arbitrario tipo (r, s) 4 no trans-
forma como un tensor tipo (r, s+ 1) bajo TGC's.

Esta noción de derivación sobre la variedad implica una resta de vectores o ten-
sores, los cuales están de�nidos en puntos diferentes de la variedad (aún estando
próximos entre si). Por ejemplo, si consideramos la derivada parcial de Vν en la di-
rección xµ se obtiene

∂µVν (x) = ĺım
δxµ→0

Vν (Q)− Vν (P )

δxµ
, (2.3)

donde en (2.3) vemos claramente que estamos restando el vector Vν en puntos dis-
tintos de la variedad. Para solucionar este problema tenemos que hacer uso de un
objeto matemático, la conexión5. Este objeto nos permitirá trasportar vectores pa-
ralelamente en la variedad desde un punto hasta otro punto de la misma.

Consideremos entonces el vector Vν de�nido en los puntos P y Q. Para poder
derivar el vector Vν , el cual está evaluado en estos dos puntos, tenemos que de�nir el
vector

1El espacio tangente Tn (P ) es un espacio vectorial de dimensión n formado por el conjunto
vectores contravariantes de�nidos en el punto P de la variedad. Por otro lado, el espacio cotangente
T ∗n (P ) es un espacio vectorial de dimensión n formado por el conjunto vectores covariantes de�nidos
en el punto P de la variedad.

2Los tensores pertenecen a un espacio mucho más complejo, el cual es formado por el producto
tensorial ⊗ de los espacios tangente y cotangentes.

3Transformaciones generales de coordenadas.
4∂µT

µ1µ2...µr
ν1ν2...νs .

5En la literatura también conocida como conexión afín.
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V T
ν (Q) := Vν (P ) + Γλνµδx

µVλ (P ) , (2.4)

donde (2.4) es el vector resultante de transportar paralelamente el vector Vν en el
punto P hasta el punto Q y Γλνµ son las componentes de la conexión.

Habiendo de�nido el vector transportado (2.4) podemos introducir una derivada
∇µ, la cual resta vectores que están de�nidos en un mismo punto y está de�nida en
términos de un vector transportado paralelamente. En particular, la derivada ∇µVν
es de�nida en términos del vector (2.4), es decir,

∇µAν := ĺım
δxµ→0

Vν (Q)− V T
ν (Q)

δxµ
, (2.5)

donde de (2.5) vemos que se están restando dos vectores pertenecientes al mismo
punto de la variedad.

Así, de (2.3), (2.4) y (2.5) vemos que

∇µVν = ∂µVν − ΓλνµVλ, (2.6)

donde ∇µVν es la derivada covariante de Vν y esta transforma como un tensor tipo
(0, 2) bajo TGC's.

Siguiendo un procedimiento análogo para obtener (2.6), tenemos que la derivada
covariante de un vector contravariante V ν es dada por

∇µV ν = ∂µV
ν + ΓνλµV

λ, (2.7)

donde para obtener (2.7) hemos de�nido el vector trasportado

V ν
T (Q) := V ν (P )− Γνλµδx

λV µ (P ) . (2.8)

Los resultados obtenidos en (2.6) y (2.7) pueden ser generalizados fácilmente a
un tensor tipo (r, s), obteniéndose

∇µTµ1µ2...µrν1ν2...νs =∂µT
µ1µ2...µr

ν1ν2...νs

+ Γµ1λµT
λµ2...µr

ν1ν2...νs + · · ·+ ΓµrλµT
µ1µ2...λ

ν1ν2...νs

− Γλν1µT
µ1µ2...µr

λν2...νs − · · · − ΓλνsµT
µ1µ2...µr

ν1ν2...λ. (2.9)
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Debido a que (2.9) transforma como un tensor tipo (r, s+ 1) bajo TGC's, pode-
mos concluir fácilmente que la conexión no es un tensor, ya que está no transforma
como tal bajo TGC's. Esto motiva a de�nir la conexión Γλµν como un arreglo de n3

cantidades de�nidas en cada punto de la variedad y que sus componentes cambian
bajo TGC's de acuerdo a la siguiente ley de transformación:

Γ̄λµν =
∂x̄λ

∂xρ
∂xα

∂x̄µ
∂xβ

∂x̄ν
Γραβ +

∂x̄λ

∂xρ
∂2xρ

∂x̄µ∂x̄ν
. (2.10)

Cabe mencionar que la derivada covariante de un vector Aµ no solo se puede
cálcular en la direción de las coordenadas xµ, también se puede calcular en la dirección
de un campo vectorial V = V ν∂ν . Así, la derivada covariante de Aµ a lo largo de
V = V ν∂ν es dada por

∇VAµ = V ν∇νAµ. (2.11)

2.1.3. Curvatura y torsión

Sean xµ las coordenadas de un punto P y xµ+δxµ las coordenadas de un punto R,
ambos pertenecientes a una variedad diferenciableM e in�nitesimalmente próximos.

Por otro lado, supongamos que tenemos una curva de parámetro λ1 parametriza-
da de la forma xµ = xµ (λ1) y una curva de parámetro λ2 parametrizada de la forma
xµ = xµ (λ2). Ambas curvas comienzan en el punto P y terminan en el punto R.

Si �jamos una conexión Γλµν , entonces al transportar paralelamente un tensor
arbitrario de tipo (r, s) a lo largo de las dos curvas mencionadas anteriormente, se
tiene que dicho transporte puede o no depender de la curva por la cual se efectué.
Matemáticamente esto se traduce en que el conmutador de dos derivadas covariantes
es distinto de cero, o dicho de otra manera, las segundas derivadas covariantes de un
tensor arbitrario no conmutan.

Así, si aplicamos el conmutador de dos derivadas covariantes a un tensor arbitrario
de tipo (r, s) se obtiene

[∇µ,∇ν ]Tµ1µ2...µrν1ν2...νs =Rµ1µνλT
λµ2...µr

ν1ν2...νs + · · ·+RµrµνλT
µ1µ2...λ

ν1ν2...νs

−Rλµνν1Tµ1µ2...µrλν2...νs − · · · −RλµννsTµ1µ2...µrν1ν2...λ
− T λµν∇λTµ1µ2...µrν1ν2...νs . (2.12)

En (2.12) hemos introducido el tensor de curvatura de Riemann, el cual es un
tensor tipo (1, 3) de�nido como

Rρµνλ := ∂νΓρµλ − ∂λΓρµν + ΓρανΓαµλ − ΓραλΓαµν , (2.13)
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donde el tensor6 (2.13) contiene toda la información sobre la curvatura de la variedad.

Por otro lado, tenemos que (2.13) mide de forma local, es decir, en una región
in�nitesimal, la magnitud de la dependencia del transporte paralelo (inducido por
una cierta conexión) de tensores con la trayectoria.

Por ejemplo, consideremos un paralelogramo in�nitesimal PQRS, donde las coor-
denadas de sus vértices son xµ, xµ+δxµ1 , x

µ+δxµ1 +δxµ2 y xµ+δxµ2 , respectivamente.
Además, consideremos un vector contravariante V µ de�nido en el punto P . Adicio-
nalmente, supongamos que la curva de parámetro λ1 corresponde a PSR y la curva
de parámetro λ2 corresponde a PQR. Lo anteriormente mencionado puede ser visto
en la �gura (2.1).

Figura 2.1: Transporte paralelo del vector V µ por la trayectoria PSR y por la tra-
yectoria PQR. Fuente: Adaptada a partir de la �gura original disponible en [36].

Si transportamos paralelamente el vector V µ a lo largo de la curva λ1 se obtiene
un vector V µ

λ1
, el cual es proporcional a la conexión. Además, si transportamos el

mismo vector, pero a lo largo de la curva λ2 se obtiene el vector V µ
λ2
, el cual también

proporcional a la conexión. En efecto, estos vectores son dados por

V µ
λ1

(R) =V µ − ΓµνλV
νδxλ2 − ΓµνλV

νδxλ1 + ΓµνλΓναβV
αδxβ2δx

λ
1

− (∂αΓµνλ)V νδxα2 δx
λ
1 , (2.14)

V µ
λ2

(R) =V µ − ΓµνλV
νδxλ1 − ΓµνλV

νδxλ2 + ΓµνλΓναβV
αδxβ1δx

λ
2

− (∂αΓµνλ)V νδxα1 δx
λ
2 . (2.15)

6Cabe mencionar que por construcción este tensor posee la anti-simetría Rρµνλ = −Rρµλν .
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Si restamos (2.14) con (2.15) se obtiene

(
V µ
λ1
− V µ

λ2

)
(R) = Rµνλρ (x)V ν (x) δxλ1δx

ρ
2. (2.16)

Así, de (2.16) vemos claramente que el transporte paralelo en una región in�nite-
simenal de una variedad con curvatura no nula, depende de la trayectoria por la cual
se realice dicho transporte.

Por otro lado, si Rρµνλ = 0, entonces se dice que la variedad es plana o sin curva-
tura. Esto implica que en un espacio plano, el transporte paralelo de cualquier vector
o tensor es independiente de la trayectoria.

Volviendo al resultado obtenido en (2.12), vemos que también hemos introducido
el tensor de torsión, el cual es un tensor tipo (1, 2) de�nido como

T λµν := Γλµν − Γλνµ, (2.17)

donde el tensor7 (2.17) representa la parte antisimétrica de la conexión en los índices
inferiores.

Ahora, consideremos un punto P en la variedad cuyas coordenadas son xµ. Ade-
más, consideremos dos puntos Q y S de la variedad cuyas coordenadas son tales que
la diferencia entre las coordenadas P y Q es δxµ1 y la diferencia entre las coordenadas
de P y S es δxµ2 . Además, tenemos que δxµ1 y δxµ2 son dos vectores de�nidos en P .
Todo esto se puede ver en la �gura (2.2).

Figura 2.2: Diferencia δxµ1 entre los puntos P y Q y diferencia δxµ2 entre los puntos
P y S. Fuente: Adaptada a partir de la �gura original disponible en [36].

7Cabe mencionar que por construcción este tensor posee la anti-simétria Tλµν = −Tλνµ.
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Si transportamos paralelamente los vectores δxµ1 y δxµ2 hasta los puntos Q y S,
respectivamente, entonces se obtienen los vectores δxµ2 (Q) y δxµ1 (S), los cuales son
dados por

δxµ2 (Q) = δxµ2 − Γµνλδx
ν
2δx

λ
1 , (2.18)

δxµ1 (S) = δxµ1 − Γµνλδx
ν
1δx

λ
2 . (2.19)

Los resultados obtenidos en (2.18) y (2.19) se pueden ver en la �gura (2.3).

Figura 2.3: Trasporte paralelo de los vectores δxµ1 y δxµ2 hasta los puntos Q y S,
respectivamente. Fuente: Adaptada a partir de la �gura original disponible en [36].

A partir de los vectores (2.18) y (2.19) podemos de�nir nuevos puntos R1 y R2,
cuyas coordenadas son

xµ (R1) := xµ (Q) + δxµ2 (Q) , (2.20)

xµ (R2) := xµ (S) + δxµ1 (S) . (2.21)

Ahora, restando (2.21) con (2.20) se obtiene

xµ (R2)− xµ (R1) = −Tµνλδxν1δxλ2 . (2.22)

Así, de (2.22) vemos que si la torsión es no nula, entonces los puntos R1 y R2 no
coinciden, es decir, el `paralelogramo' in�nitesimal formado por los puntos P , Q, R1,
R2 y S no se cierra. Debido a esto se dice que la torsión describe la falla en el cierre
de `paralelogramos' in�nitesimales.

Volviendo a la de�nición (2.17) vemos que si la torsión se anula, entonces la cone-
xión es simétrica con respecto a sus índices inferiores, es decir, Γλµν = Γλνµ. En este
caso decimos que tenemos una conexión con torsión nula, la cual es denotada como
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Γ̊λµν .

Por otro lado, a partir del tensor de curvatura de Riemann (2.13) puede de�nirse
el tensor de Ricci Rµν , el cual es dado por

Rµν := Rρµρν = ∂ρΓ
ρ
µν − ∂νΓρµρ + ΓραρΓ

α
µν − ΓρανΓαµρ. (2.23)

Finalmente, a partir del tensor de Ricci (2.23) y la métrica inversa gµν podemos
de�nir el escalar de curvatura R, el cual es dado por

R := gµνRµν = gµν (∂ρΓ
ρ
µν − ∂νΓρµρ + ΓραρΓ

α
µν − ΓρανΓαµρ) . (2.24)

2.1.4. Geodésicas a�nes y pre-geodésicas a�nes

Sea uµ (λ) = dxµ/dλ un vector tangente a la curva parametrizada de la forma
xµ = xµ (λ). Si al transportar paralelamente el vector tangente uµ (λ) a lo largo de la
curva xµ (λ) este se mantiene para todo punto de la curva paralelo a esta, entonces
la derivada covariante de uµ (λ) a lo largo de la dirección uµ (λ) se anula. En otras
palabras, de (2.11) obtenemos que

uν∇νuµ = 0. (2.25)

Si se cumple (2.25), entonces la curva xµ = xµ (λ) es una geodésica afín, es decir,
la geodésica afín es una propiedad que depende de la parametrización elegida para la
curva y no de la trayectoria por la cual se realiza el transporte paralelo.

Desarrollando (2.25) obtenemos la ecuación de la geodésica afín, la cual es dada
por

d2xµ

dλ2
+ Γµνλ

dxν

dλ

dxλ

dλ
= 0. (2.26)

Consideramos ahora el vector uµ (λ) = dxµ/dλ y la curva xµ = xµ (λ). Si al
trasportar paralelamente el vector uµ (λ) a lo largo de la curva xµ = xµ (λ) se obtiene

uν∇νuµ = f (λ)uµ, (2.27)

entonces la curva xµ = xµ (λ) es una pre-geodésica afín.

Desarrolando (2.27) obtenemos la ecuación de la pre-geodésica afín, la cual es
dada por
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d2xµ

dλ2
+ Γµνλ

dxν

dλ

dxλ

dλ
= f (λ)

dxµ

dλ
. (2.28)

Por lo tanto, si escogemos un parámetro8 de forma tal que f (λ) = 0, entonces la
ecuación (2.28) se reduce a la ecuación (2.26).

2.1.5. Geometría riemanniana

Hasta el momento hemos introducido la métrica gµν y la conexión Γλµν como
dos objetos independientes, es decir, la propiedades métricas (compás) son indepen-
dientes de las propiedades a�nes (regla). Sin embargo, si consideramos una geometría
riemanniana9 o, en otras palabras, una variedad pseudoriemanniana dotada de una
métrica, entonces las propiedades a�nes son dependientes de las propiedades métri-
cas, es decir, la conexión depende de la métrica.

Debido a que tenemos una variedad pseudoriemanniana dotada de una métrica
gµν se tiene que existe una única conexión, la cual es compatible con la métrica. Esta
conexión es denominada conexión de Levi-Civita y esta coincide con los símbolos de
Christo�el. Así, tenemos que la conexión es dada por

Γ̊λµν ≡
{
λ
µν

}
=

1

2
gλρ (∂µgρν + ∂νgµρ − ∂ρgµν) . (2.29)

Por otro lado, debido a que estamos considerando una conexión compatible con
la métrica, es decir, una conexión dada por los símbolos de Christo�el se tiene que
se cumple hipótesis de compatibilidad métrica:

∇̊λgµν ≡ 0. (2.30)

Volviendo a la conexión (2.29), vemos que esta es simétrica en sus dos índices
inferiores. Esta simetría implica que la torsión (2.17) se anula, es decir, la conexión
dada en (2.29) es libre de torsión10. Además, debido la simetría de la conexión (2.29)
se tiene que el tensor de Riemann (2.13) libre de torsión posee las siguientes (anti-
)simetrías:

R̊µνλρ = −R̊νµλρ, R̊µνλρ = −R̊µνρλ, R̊µνλρ = R̊λρµν . (2.31)

Además, el tensor de Riemann (2.13) libre de torsión satisface las identidades:

8Este parámetro es denominado parámetro afín.
9La geometría riemanniana es una generalización de la geometría gaussiana a espacios de dimen-

siones arbitrarias.
10Por esa razón, la conexión y todas las cantidades libres de torsión son denotadas con el símbolo
◦.
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R̊µ[νλρ] ≡ 0⇐⇒ R̊µνλρ + R̊µλρν + R̊µρνλ ≡ 0, (2.32)

∇̊[µ R̊νλ]ρσ ≡ 0⇐⇒ ∇̊µR̊νλρσ + ∇̊νR̊λµρσ + ∇̊λR̊µνρσ ≡ 0. (2.33)

Por otro lado, el tensor de Ricci (2.23) libre de torsión posee la simetría:

R̊µν = R̊νµ. (2.34)

A partir del tensor de Ricci R̊µν , de la métrica gµν y el escalar de curvatura R̊,
de�nimos el tensor de Einstein, el cual es dado por

Gµν := R̊µν −
1

2
gµνR̊, (2.35)

donde (2.35) por construcción es simétrico en sus dos índices covariantes. Además,
las formas explícitas del tensor de curvatura de Riemann R̊ρµλν , del tensor de Ricci
R̊µν y del escalar de curvatura R̊ en términos de los símbolos de Christo�el son dadas
por

R̊ρµλν := ∂λΓ̊ρµν − ∂νΓ̊ρµλ + Γ̊ραλΓ̊αµν − Γ̊ρανΓ̊αµλ, (2.36)

R̊µν := ∂ρΓ̊
ρ
µν − ∂νΓ̊ρµρ + Γ̊ραρΓ̊

α
µν − Γ̊ρανΓ̊αµρ, (2.37)

R̊ := gµν
(
∂ρΓ̊

ρ
µν − ∂νΓ̊ρµρ + Γ̊ραρΓ̊

α
µν − Γ̊ρανΓ̊αµρ

)
, (2.38)

respectivamente.

A partir de las identidades (2.30) y (2.33) es directo demostrar que el tensor (2.35)
es covariantemente constante, es decir,

∇̊µGµν ≡ 0. (2.39)

Finalmente, si consideramos un geometría riemanniana, entonces la ecuación de
la geodésica afín (2.26) coincide con la usual ecuación de la geodésica, la cual es dada
por

d2xµ

dl2
+ Γ̊µνλ

dxν

dl

dxλ

dl
= 0, (2.40)

donde para obtener la ecuación (2.40) hemos elegido el parámetro afín λ = αl + β.
Si no se eligiese este parámetro, entonces la ecuación de la geodésica es dada por

d2xµ

dλ2
+ Γ̊µνλ

dxν

dλ

dxλ

dλ
= f (λ)

dxµ

dλ
. (2.41)
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2.2. Teoría general de la relatividad

2.2.1. Masa inercial y masa gravitacional

En el contexto newtoniano la masa de un cuerpo es una cantidad fundamental pa-
ra describir su dinámica. Dependiendo de la situación en la que se esté analizando esta
dinámica, se puede hacer una distinción entre dos tipos de masas (las cuales carac-
terizan la dinámica de dicho cuerpo): la masa inercial mi y la masa gravitacional mg.

Se de�ne la masa inercialmi del cuerpo como una cantidad que mide la resistencia
de éste a cambiar su estado de movimiento, es decir, esta masa regula la respuesta del
cuerpo a una fuerza aplicada sobre éste. Esta masa está determinada por la Segunda
Ley de Newton, es decir,

∑
~F = mi

d2~x

dt2
. (2.42)

En este sentido la masa inercial caracteriza la dinámica del cuerpo en la situa-
ción en la que la interacción gravitacional no juega un rol en la descripción de dicha
dinámica. En otras palabras, la masa inercial puede ser determinada a partir de ex-
perimentos no-gravitacionales.

Por otro lado, se de�ne la masa gravitacional mg del cuerpo como una cantidad
que mide la magnitud de la fuerza gravitacional que éste experimenta al estar en
una región con campo gravitacional ~g, es decir, esta masa regula la respuesta del
cuerpo cuando éste está sometido a un campo gravitacional. Esta masa está deter-
minada a partir de (2.42), pero en el caso en que sobre el cuerpo actúa solo la fuerza
gravitacional ~Fg, así

~Fg = mg~g. (2.43)

En este sentido la masa gravitacional caracteriza la dinámica del cuerpo en la
situación en la que solo la interacción gravitacional juega un rol en la descripción de
dicha dinámica. En otras palabras, la masa gravitacional puede ser determinada a
partir de experimentos gravitacionales.

Concentrándonos en este último caso, de la ecuación (2.42) y (2.43) se puede ver
que

d2~x

dt2
=

(
mg

mi

)
~g, (2.44)

donde (2.44) determina la aceleración del cuerpo, el cual está sometido a un campo
gravitacional ~g.
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2.2.2. Principio de equivalencia débil

A partir de la ecuación (2.44) se podría concluir que si tenemos un campo gravita-
cional ~g, entonces distintos cuerpos (pequeños y macroscópicos) en presencia de este
campo podrían adquirir diferentes aceleraciones, es decir, que estos cuerpos posean
distintos valores de la relación mg/mi, una para cada cuerpo. Sin embargo, como
veremos a continuación, esto parece no ser así.

De acuerdo a todas las observaciones realizadas hasta hoy [40], si tenemos distin-
tos cuerpos sometidos a un campo gravitacional ~g, entonces estos adquieren la misma
aceleración en este campo gravitacional, es decir, aceleran en la misma dirección y
con la misma magnitud. De acuerdo a la ecuación (2.44) esto se traduce en que todos
los cuerpos poseen el mismo valor de la relación mg/mi.

Debido a que todos los cuerpos parecen poseer la misma relación mg/mi, es útil
elegir unidades de mg en donde se cumpla la igualdad

mi = mg. (2.45)

Luego, de (2.44) y (2.45) obtenemos que

d2~x

dt2
= ~g. (2.46)

Tenemos que la igualdad (2.45) se asume como un postulado y este es denomina-
do: universalidad de la interacción gravitacional. Si asumimos que este postulado es
siempre válido, entonces las trayectorias de los cuerpos sometidos únicamente a un
campo gravitacional ~g solo dependen de este campo. Dicho de otra forma, las tra-
yectorias de los cuerpos solo dependen de sus posiciones iniciales, de sus velocidades
iniciales y no dependen de los cuerpos en sí, tal como se puede ver en la ecuación
(2.46). En otras palabras, las trayectorias de los cuerpos sometidos únicamente a un
campo gravitacional no dependen de su masa, carga, temperatura, color, etc.

Que las trayectorias de los cuerpos sometidos a un campo gravitacional sean in-
dependientes de sus propiedades es una consecuencia del postulado (2.45) y este
postulado es denominado Principio de Equivalencia Débil (PED).

El PED fue considerado por Isaac Newton como un ingrediente crucial en la cons-
trucción de la teoría de la mecánica y de la gravitación de Newton. Mucho tiempo
después, en 1907, Albert Einstein utilizó una generalización del PED como un ele-
mento crucial en la construcción de la teoría general de la relatividad, el principio
de equivalencia fuerte (PEF). Debido a esto, hay un continuo interés en veri�car el
PED experimentalmente u observacionalmente, y mejorar la precisión con la que se
veri�ca.
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2.2.3. Principio de equivalencia fuerte

En 2.2.2 vimos que si asumimos que el PED es siempre válido, entonces las trayec-
torias de los cuerpos (pequeños y macroscópicos) sometidos únicamente a un campo
gravitacional ~g solo dependen de este campo y no de los cuerpos en sí. En otras pa-
labras, la ecuación de movimiento de un cuerpo sometido únicamente a un campo
gravitacional respecto a un SRI K es dada por (2.46), es decir,

d2~x

dt2
= ~g, (2.47)

donde (2.47) determina la aceleración del cuerpo con respecto al SRI K.

La ecuación de movimiento (2.47) solo es válida si consideramos una pequeña
región del espacio y un pequeño intervalo de tiempo, de forma que el campo gravita-
cional ~g se pueda aproximar como homogéneo e independiente del tiempo en tal región
y en tal intervalo de tiempo, respectivamente11. Luego, si resolvemos la ecuación de
movimiento (2.47) obtenemos la solución

~x (t) = ~x0 + ~v0t+
1

2
~gt2, (2.48)

donde la solución (2.48) describe una trayectoria parabólica del cuerpo con respecto
al SRI K.

Por otro lado, si consideremos un SR K ′ que acelera con respecto al SRI K con
aceleración constante ~a, en donde la transformación de coordenadas de K a K ′ es
dada por12

t′ = t, ~x′ = ~x− 1

2
~at2, (2.49)

entonces usando (2.47) y (2.49) obtenemos que la aceleración del cuerpo con respecto
a K ′ es dada por

d2~x′

dt2
= ~g − ~a. (2.50)

Además, usando (2.48) y (2.49) obtenemos que la trayectoria del cuerpo con res-
pecto a K ′ es dada por

~x′ (t) = ~x0 + ~v0t+
1

2
(~g − ~a) t2. (2.51)

11Esto es equivalente a decir que las fuerzas de marea, es decir, el efecto debido a la inhomogeneidad
de un campo gravitacional es despreciable.

12Esta transformación también es válida de K′ a K, es decir, la trasformación es invertible.
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Ahora, si consideramos que el SRK ′ acelera con respecto al SRIK con aceleración
constante ~a = ~g, es decir, si consideramos que el SRK ′ está en caída libre con respecto
al SRI K, entonces de (2.51) vemos que la trayectoria del cuerpo con respecto a K ′

es dada por

~x′ (t) = ~x0 + ~v0t. (2.52)

Luego, la ecuación (2.52) nos dice que la trayectoria del cuerpo con respecto al
SR en caída libre K ′ es una trayectoria rectilínea con velocidad constante ~v0.

Por otra parte, si consideramos que el SRI K está en una región sin campo gravi-
tacional, es decir, si consideramos ~g = 0, entonces de (2.48) vemos que la trayectoria
del cuerpo con respecto a K es dada por

~x (t) = ~x0 + ~v0t. (2.53)

Así, de (2.52) y (2.53) se puede concluir que las trayectorias de los cuerpos con
respecto a un SR en caída libre son exactamente iguales a la trayectorias de los cuer-
pos con respecto a un SRI en donde no hay campo gravitacional, tal como se puede
ver en la �gura (2.4).

Figura 2.4: Equivalencia entre un SR en caída libre y un SRI en ausencia de gravedad.
Fuente: Adaptada a partir de la �gura original disponible en [36]. Suelo disponible aquí
y cielo nocturno disponible aquí.

En otras palabras, bajo las consideraciones de localidad asumidas al principio de
esta subsección13, un SR en caída libre es equivalente a un SRI en donde no hay
campo gravitacional.

13Es decir, considerando una pequeña región del espacio y un pequeño intervalo de tiempo.

https://openclipart.org/detail/209961/ilmenskie-ground-2
https://openclipart.org/detail/138121/night-sky
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Por otro lado, si consideramos que el SR K ′ está en reposo con respecto al SRI
K, es decir, si consideramos ~a = 0, entonces de (2.51) vemos que la trayectoria del
cuerpo con respecto a K ′ es dada por

~x′ (t) = ~x0 + ~v0t+
1

2
~gt2. (2.54)

Luego, la ecuación (2.54) nos dice que la trayectoria del cuerpo con respecto al
SR en reposo K ′ es una trayectoria parabólica.

Por otra parte, si consideramos que el SRI K está en una región con ~g = 0, pero
éste acelera con respecto al SR K ′ con aceleración constante ~a = −~g, entonces usando
la transformación (2.49) obtenemos que la trayectoria del cuerpo con respecto a K
es dada por

~x (t) = ~x0 + ~v0t+
1

2
~gt2. (2.55)

Así, de (2.54) y (2.55) se puede concluir que las trayectorias de los cuerpos con
respecto a un SR en reposo, pero sometido a un campo gravitacional ~g, son exac-
tamente iguales a las trayectorias de los cuerpos con respecto a un SR que no está
sometido a un campo gravitacional, pero que acelera con una aceleración ~a = −~g, tal
como se puede ver en la �gura (2.5).

Figura 2.5: Equivalencia entre gravedad y aceleración. Fuente: Adaptada a partir de
la �gura original disponible en [36]. Suelo disponible aquí y cielo nocturno disponible
aquí.

En otras palabras, bajo las consideraciones de localidad asumidas al principio de
esta subsección, un SR sometido a un campo gravitacional es equivalente a un SR
acelerado.

De la discusión hecha anteriormente, se tiene que si suponemos la validez del PED,
entonces en una pequeña región del espacio y en un pequeño intervalo de tiempo, los

https://openclipart.org/detail/209961/ilmenskie-ground-2
https://openclipart.org/detail/138121/night-sky
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SR's en caída libre son equivalentes a los usuales SRI's, es decir, SR's en ausencia de
gravedad. En otras palabras, las trayectorias de todo cuerpo (pequeño y macroscópi-
co) con respecto a SR's en caída libre son iguales a las trayectorias de dichos cuerpos
con respecto a SRI's. De esta forma, podemos concluir que los fenómenos mecánicos
descritos con respecto a SR's en caída libre son equivalentes si se describen estos
mismos con respecto a SRI's, es decir, los SR's en caída libre juegan el mismo rol
físico que los SRI's.

No obstante, cuando Albert Einstein desarrolló la teoría general de la relatividad,
él supuso que para todo tipo de fenómeno físico (no solo mecánico) los SR's en caída
libre son equivalentes a los SRI's. Además, debido a la extensión �nita de los SR's en
caída libre que hemos considerado, éstos reciben el nombre de sistemas de referencia
localmente inerciales (SRLI's). El supuesto de Albert Einstein fue denominado como
principio de equivalencia fuerte (PEF) o principio de equivalencia de Einstein (PEE),
nombre que fue acuñado por Robert Dicke en 1964 [42].

Por otro lado, sabemos que los SRI's juegan un rol fundamental en la mecánica
de Newton, la teoría especial de la relatividad y en modelo estandar de la física de
partículas, y además estos SRI's poseen extensión in�nita. Esto se debe a que estas
teorías no involucran la interacción gravitacional. Así, podemos concluir que los SRI's
con extensión in�nita sí poseen realidad física en asusencia de gravitación.

Ahora, en presencia de la interacción gravitacional los SRI's con extensión in�ni-
ta no poseen realidad física. Por un lado, esto se debe al PED, porque debido a este
principio, todos los cuerpos son afectados por la interacción gravitacional. Además, en
presencia de un campo gravitacional (el cual puede ser homógeno o no homógeneo),
es imposible encontrar un SR de extensión in�nita con respecto al cual los cuerpos
se muevan en línea recta y con velocidad constante, es decir, un SRI. Sin embargo,
tal como hemos estado discutiendo a lo largo de esta subsección, en presencia de un
campo gravitacional los SRLI's si poseen realidad física.

En resumen, en presencia de un campo gravitacional es imposible encontrar SRI's
con extensión in�nita. No obstante, de acuerdo al PEF o PEE sí es posible encontrar
SRLI's (SR's en pequeñas regiones del espacio, pequeños intervalos de tiempo y en
caída libre) con respecto a los cuales sean válidas las teorías que no involucran la
interacción gravitacional. Por ejemplo, en el caso particular de la mecánica de New-
ton, en presencia de un campo gravitacional podemos considerar SRLI's o SR's en
caída libre de forma tal que los cuerpos (pequeños y macroscópicos) se muevan en
líneas recta y a velocidad constante con respectos a estos, tal como se puede ver en
las ecuaciones (2.52) y (2.53).

De toda la discusión hecha hasta el momento se tiene que PEE establece que:

El PED es válido.

El resultado de cualquier experimento local que no involucra la interacción
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gravitacional es independiente de la velocidad del SR en caída libre en el que
se realiza.

El resultado de cualquier experimento local que no involucra la interacción
gravitacional es independiente de dónde y cuándo se realiza.

El segundo punto hace referencia a la invariancia local de Lorentz y el tercer punto
hace referencia a la invariancia local de posición.

El PEE es el corazón y el alma de la teoría general de la relatividad de Einstein. En
este sentido si el PEE es válido, entonces la interacción gravitacional es un fenómeno
que se debe a la curvatura del espaciotiempo. De esta forma, si consideramos una
pequeña región de este espaciotiempo y un SR en caída libre o un SRLI, entonces
los efectos de la interacción gravitacional desaparecen y es en esa pequeña región en
donde son válidas las teorías que no incluyen la interacción gravitacional14. Como
consecuencia del argumento de que la interacción gravitacional es equivalente a la
curvatura del espaciotiempo se tiene que las únicas teorías que satisfacen el PEE son
las teorías métricas de la gravedad, en donde los postulados de estas teorías son:

El espaciotiempo está dotado de una métrica simétrica.

Las trayectorias de los cuerpos libre de fuerzas no gravitacionales son geodésicas
de este espaciotiempo.

Es en los SRLI's o SR's en caída libre en donde es válida la relatividad especial.

De esta forma la teoría general de la relatividad de Einstein es una teoría métrica
de la gravedad la cual satisface el PEE. Sin embargo, cabe mencionar que después
de que Einstein formulara su teoría, se desarrollaron varias teorías alternativas a la
teoría general de la relatividad, en donde estas igualmente satisfacen el PEE. Una
de ellas son las teorías tenso-escalares, en particular la teoría de Brans-Dicke y sus
generalizaciones. Ver la subsección 1.3.1 de [43] para mayores detalles.

Finalmente, se tiene que el PEE permite determinar el comportamiento de cual-
quier sistema físico sometido a un campo gravitacional, ya que de acuerdo a este
principio este comportamiento es exactamente igual o indistinguible si se describe
con respecto a un SR que acelera con respecto a un SRLI. De esta forma la interac-
ción gravitacional en la teoría de Einstein se puede entender como la aceleración de
SR's con respecto a SRLI's. No obstante, hay que recalcar que esta es una conside-
ración puramente cinemática. La dinámica de estos SR's que aceleran con respecto
a los SRLI's está determinada por las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales
veremos a continuación.

14En particular, si consideramos coordenadas adaptadas a estos SR's, entonces recobramos la
teoría especial de la relatividad con su métrica de Minkowski ηµν = diag (−1, 1, 1, 1).
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2.2.4. Ecuaciones de campo de Einstein

El 25 de Noviembre de 1915, Albert Einstein presentó a la Academia Prusiana
de las Ciencias las ecuaciones de campo de Einstein sin constante cosmológica15, las
cuales son dadas por

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (2.56)

donde Gµν es el tensor de Einstein (2.35), gµν es la métrica del espaciotiempo, Tµν
es el tensor energía-momentum de la materia, c es la rapidez de la luz y G es la
constante de Newton.

La ecuación (2.56) es de segundo orden en la métrica gµν , es decir, depende de
las segundas derivadas de esta. Por otro lado, debido a que Gµν y Tµν son tensores
simétricos se tiene que la ecuación (2.56) se puede separar en 10 ecuaciones diferen-
ciales parciales (linealmente independientes).

Las ecuaciones de campo de Einstein son un modelo para la interacción gravita-
cional, el cual determina cómo el espaciotiempo se curva debido a una distribución
de materia. La validez de este modelo se asume como un postulado de la Teoría de
Relatividad General. Debido a esto, las predicciones que se puedan deducir de este
modelo deben ser testeadas experimentalmente para así concluir si este modelo es el
correcto o no para describir la interacción gravitacional.

Por otro lado, las ecuaciones de campo Einstein son un modelo razonable para la
interacción gravitacional. Esto se debe a que estas ecuaciones son tensoriales, son de
segundo orden en la métrica gµν y reproducen la gravedad newtoniana en límite de
campo gravitacional débil.

Que las ecuaciones de campo de Einstein sean tensoriales signi�ca que éstas tienen
la misma forma para todo sistema coordenado. En otras palabras, estas ecuaciones son
covariantes bajo TGC's. Esto se debe a que estas ecuaciones describen la interacción
gravitacional como la propia curvatura del espaciotiempo, es decir, el concepto de
fuerza de gravedad es reemplazado por el de campo gravitacional, el cual es una
entidad geométrica. Debido a esto, no existen sistemas coordenados privilegiados,
o en términos físicos, sistemas de referencia privilegiados para describir el campo
gravitacional. Por lo tanto, bajo un cambio de coordenadas xµ → x̄µ = x̄µ (xν) las
ecuaciones de campo (2.56) transforman como

Ḡµν =
8πG

c4
T̄µν , (2.57)

15Las ecuaciones con constante cosmológica fueron presentadas en 1917 y son dadas por

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
Tµν .
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donde

Ḡµν =
∂xλ

∂x̄µ
∂xρ

∂x̄ν
Gλρ, T̄µν =

∂xλ

∂x̄µ
∂xρ

∂x̄ν
Tλρ. (2.58)

Por otro lado, debido a que las ecuaciones de Einstein son se segundo orden en la
métrica gµν se tiene que para poder integrar estas ecuaciones se necesita conocer la
métrica y sus primeras derivadas en un instante dado. Esta dependecia de las ecua-
ciones de Einstein con las segundas derivadas de la métrica puede ser vista fácilmente
del lado izquierdo de la ecuación (2.56). En efecto, de (2.29), (2.37) y (2.38) vemos
que el tensor de Einstein Gµν , el cual es dado en (2.35), depende de la métrica gµν y
de las primeras, y segundas derivadas de ésta.

Finalmente, que las ecuaciones de Einstein (2.56) reproduzcan la teoría newtonia-
na de la gravitación en límite de campo gravitacional débil hace referencia al principio
de correspondencia. Este principio nos dice que la teoría de Newton de la gravitación
es el límite no relativista de la teoría de relatividad general.

Según la Teoría de la Relatividad General, la ecuación que rige la dinámica de
los cuerpos libres de fuerzas no-gravitacionales es la ecuación de la geodésica. De la
ecuación (2.40) tenemos que la ecuación de la geodésica para un cuerpo masivo es
dada por

d2xµ

dτ2
+ Γ̊µνλ

dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0, (2.59)

donde dτ se interpreta como el tiempo que un reloj comóvil con el cuerpo registra
entre los eventos con coordenadas xµ y xµ + dxµ.

Sabemos que la teoría de Newton de la gravitación describe la dinámica de cuer-
pos que se mueven a velocidades no-relativistas en un campo gravitacional débil y
estático.

Por otro lado, en el contexto de relatividad general, un campo gravitacional débil
se describe como un espaciotiempo ligeramente curvado. Matemáticamente, la métrica
gµν de un espaciotiempo ligeramente curvado se puede dividir de la forma

gµν = ηµν + hµν , (2.60)

donde |hµν | � 1 y ηµν = diag (−1, 1, 1, 1).

Debido a que tenemos cuerpos que se mueven a velocidades no relativistas, es decir∣∣dxi/dt
∣∣� c, entonces podemos realizar la aproximación dτ ≈ dt, luego dx0

/
dτ ≈ c

y dxi
/

dτ ≈ dxi
/

dt . Con estas aproximaciones la ecuación de la geodésica (2.59) se
reduce a
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d2xµ

dt2
+ Γ̊µ00c

2 ≈ 0. (2.61)

Por otro lado, usando (2.29) y (2.60) obtenemos que Γ̊µ00 es dado por

Γ̊µ00 ≈ −
1

2
ηµν∂νh00. (2.62)

Luego, reemplazando (2.62) en (2.61) se obtiene

d2xµ

dt2
≈ c2

2
ηµν∂νh00. (2.63)

La componente temporal y espacial de la ecuación (2.63) son dada por

d2x0

dt2
≈ − c

2
∂th00,

d2xi

dt2
≈ c2

2
∂ih00, (2.64)

respectivamente16.

Para obtener el límite newtoniano de la ecuación de la geodésica (2.59), la ecuación
espacial de (2.64) debe coincidir con la ecuación newtoniana

d2~x

dt2
= −~∇φ, (2.65)

donde (2.65) determina el movimiento de un cuerpo de prueba en un campo gravita-
cional ~g = −~∇φ.

Así, si queremos que se cumpla lo anterior, tenemos que la componente 00 de la
perturbación hµν tiene que ser identi�cada como

h00
!

= −2φ

c2
, (2.66)

de modo que

g00 = −
(

1 +
2φ

c2

)
. (2.67)

En efecto, reemplazando (2.66) en la ecuación espacial de (2.64) se obtiene

16La ecuación temporal se satisface idénticamente, ya que el campo gravitacional es estático.
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d2~x

dt2
≈ −~∇φ. (2.68)

Por otro lado, tenemos que las ecuaciones de campo de Einstein (2.56) en el límite
newtoniano tienen que coincidir con la ecuación de Poisson

∇2φ = 4πGρ, (2.69)

donde (2.69) determina el potencial gravitacional φ a partir de una distribución de
materia ρ.

En efecto, supongamos que la materia es modelada como un �uido perfecto sin
presión (polvo). Luego, tenemos que el tensor de energía-momentum en este caso es
dado por

Tµν = ρuµuν . (2.70)

Debido a que estamos considerando velocidades no relativistas, tenemos que las
partículas que componen al �uido se mueven a velocidades no relativistas. Por lo
tanto, en el límite considerado la componente 00 de (2.70) es dada aproximadamente
por

T00 ≈ ρc2. (2.71)

Por otra parte, de (2.60) obtenemos que la aproximación de campo gravitacional
débil de la ecuación (2.56) es dada por

∇2h00 ≈ −
8πG

c4
T00. (2.72)

Así, reemplazando (2.66) y (2.71) en (2.72) se obtiene17

∇2φ ≈ 4πGρ. (2.73)

Alternativamente, las ecuaciones de Einstein (2.56) con constante cosmológica se
pueden obtener a partir de una acción. En efecto, se de�ne la acción de Einstein-
Hilbert con constante cosmológica en 4 dimensiones como

17Para obtener la aproximación (2.72) hemos hecho uso de las ecuaciones de campo de Einstein
(2.56) escrita de la forma

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
.



26

I [gµν ] =

∫
d4x
√
−g
(
α0 + α1R̊

)
+ IM , (2.74)

donde

G =
c4

16πα1
, Λ = − α0

2α1
, κ =

c4

16πG
, (2.75)

y

IM =

∫
d4x
√
−gLM (2.76)

es la acción que describe campos de materia.

Luego, la variación de la acción (2.74) con respecto a la métrica gµν da como
resultado las ecuaciones de Einstein con constante cosmológica

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
Tµν . (2.77)

La acción (2.74) es invariante bajo TGC's y proporciona ecuaciones de segundo
orden en la métrica gµν . Además esta acción es única, ya que no es posible construir
una acción invariante bajo TGC's y que dé como resultado ecuaciones de segundo
orden usando la métrica gµν y los símbolos de Christo�el Γ̊λµν . Por lo que la única
acción que cumple los requerimientos anteriores es la acción (2.74), la cual es cons-
truida a partir del escalar de curvatura (2.24), el cual es una función de la métrica
gµν , su inversa gµν y las segundas derivadas de gµν .



Capítulo 3

Teoría de Lanczos-Lovelock

En este capítulo vamos a estudiar la teoría de Lanczos-Lovelock. En primer lu-
gar, presentaremos la acción de Lanczos-Lovelock y revisaremos sus propiedades más
importantes. Luego, estudiaremos las ecuaciones de campo que se deducen de esta
acción y analizaremos la importancia de los invariantes topológicos, los cuales jue-
gan un rol importante en la descripción de la teoría. Finalmente, veremos cómo se
puede recobrar la teoría general de la relatividad a partir de la teoría de Lanczos-
Lovelock. Para una discusión más detallada de estos temas se recomienda revisar las
referencias [18,38,44,45].

3.1. Teoría de Lanczos-Lovelock

En capítulo 2 determinamos que las ecuaciones de campo de Einstein (2.77) son
un modelo razonable para describir la interacción gravitacional, o la dinámica de la
geometría del espaciotiempo en D = 4. Además, Estas ecuaciones son obtenidas a
partir de la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica (2.74).

La importancia de la acción (2.74) es que esta es invariante bajo TGC's, propor-
ciona ecuaciones de segundo orden en la métrica gµν , y además esta acción es única.
Así, la descripción de la interacción gravitacional debida a la acción (2.74) es consis-
tente.

Considerando lo mencionado anteriormente, nos podemos preguntar si es posible
extender la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica a una dimensión
arbitraria D, es decir, formular una teoría más general que la teoría general de la
relatividad, la cual me dé una descripción de la interacción gravitacional en una di-
mensión D ≥ 4.

Para lograr obtener una teoría que describa la interacción gravitacional en D ≥ 4,
esta tiene que cumplir con los mismos principios con los que se sustenta la teoría
general de la relatividad, es decir, la acción debe ser invariante bajo TGC's, debe
conducir a ecuaciones de segundo orden en la métrica gµν y esta teoría debe cumplir

27
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el principio de correspondencia.

En efecto, la teoría más general para la interacción gravitacional enD dimensiones
que no involucra torsión1, la cual es invariante bajo TGC's y proporciona ecuaciones
de campo de segundo orden en la métrica es denominada teoría de Lanczos-Lovelock2,
y esta es dada por la acción

I [gµν ] =

∫
dDx

N∑
k=0

αkL(k), (3.1)

donde

L(k) =

√
−g
2k

δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
. (3.2)

De (3.2) se tiene que el símbolo δα1···α2k
β1···β2k es un tensor tipo (2k, 2k) y es denominado

delta de Kronecker generalizada. Por otro lado, de la sumatoria presente en (3.1) se
tiene que N = [D/2], donde [D/2] representa la parte entera de D/2. Luego, vemos
que la acción (3.1) es un polinomio de grado [D/2] en la curvatura.

Tenemos que la acción (3.1) es denominada acción de Lanczos-Lovelock, el lagran-
giano (3.2) es denominado densidad lagrangiana de Lanczos-Lovelock y las constantes
αk son las constantes de acoplamiento.

Las constantes de acoplamiento αk no son �jadas desde primeros principios. Ade-
más, las unidades de medida de estas constantes son [αk] = [L]2k−2. Adicionalmente,
en el capítulo 2 introdujimos las constantes α0 y α1, las cuales están relacionadas con
la constante de Newton G y la constante cosmológica Λ de la forma

G =
c4

16πα1
, Λ = − α0

2α1
. (3.3)

Finalmente, volviendo a la acción de Lanczos-Lovelock se tiene que la densidad
langrangiana de Lanczos-Lovelock (3.2) se puede escribir como

L(k) =
√
−gL(k), (3.4)

con

L(k) =
1

2k
δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
, (3.5)

donde (3.5) es el lagrangiano de Lanczos-Lovelock.
1Desde ahora en adelante vamos a omitir el símbolo ◦.
2La teoría de Lanczos-Lovelock primero fue formulada por Cornelius Lanczos para D = 5 en

1938 [44] y tiempo después fue generalizada por David Lovelock para una dimensión arbitraria D
en 1971 [18].
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3.1.1. Ecuaciones de campo de Lanczos-Lovelock

Ahora vamos a estudiar las ecuaciones de campo de la teoría de Lanczos-Lovelock,
las cuales son obtenidas a partir de la acción de Lanczos-Lovelock (3.1). En efecto,
variando (3.1) con respecto a la métrica gµν obtenemos las ecuaciones de campo
Lanczos-Lovelock, las cuales son dadas por

Eµν =
N∑
k=0

αkE
(k)
µν = 0, (3.6)

donde

E(k)
µν = − 1

2k+1
g(µ|αδ

αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

(3.7)

es el tensor de Lovelock de orden k en la curvatura.

Es simple veri�car que el tensor de Lovelock (3.7) es un tensor de simétrico tipo
(0, 2), y además éste es covariantemente constante, es decir,

∇µE(k)µν ≡ 0. (3.8)

Por otro lado, en el capítulo 2 discutimos que el tensor de Einstein (2.35) es un
tensor simétrico tipo (0, 2), y además en (2.39) vimos que este tensor es covarian-
temente constante. En este sentido, se puede ver que (3.7) es una generalización de
(2.35). Esto es consistente, ya que como vimos anteriormente la teoría de Lanczos-
Lovelock es una generalización de la teoría general de la relatividad, en donde la
teoría de Lanczos-Lovelock cumple los mismos principios que la teoría general de la
relatividad.

En la sección 3.1 vimos que la acción (3.1) es un polinomio de grado [D/2] en la
curvatura. En otras palabras, si consideramos una dimensión arbitraria D entonces
la acción (3.1) es un polinomio de grado k ≤ D/2. Ahora, si consideramos una
dimensión par D = 2p, entonces el último término de la sumatoria en la acción
(3.1), o la potencia más alta del polinomio dado en (3.1) es un invariante topológico
denominado característica de Euler 2p-dimensional χ2p. En efecto, este invariante
topológico es dado por

χ2p =
1

2p

∫
d2px
√
−gδα1···α2p

β1···β2p R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2p−1β2p
α2p−1α2p . (3.9)

De (3.9) vemos que

χ2p =

∫
d2pxL(p), (3.10)
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con

L(p) =
1

2p
√
−gδα1···α2p

β1···β2p R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2p−1β2p
α2p−1α2p , (3.11)

donde la densidad lagrangiana (3.11) es denominada densidad de Euler.

Tenemos que (3.9) es un invariante topológico debido a que éste es un número
entero que no cambia bajo deformaciones continuas. Estas deformaciones continuas
son dadas por la variación de la acción (3.1). Por esta razón, el término (3.9) no apor-
ta a las ecuaciones de campo, debido a que el integrando de (3.9) se puede escribir
como una derivada total. Luego, si integramos esta derivada total sobre la variedad,
entonces este término se anula idénticamente, por lo que no aporta a las ecuaciones
de campo3.

Cabe mencionar que si consideramos una dimensión arbitraria D, entonces la
densidad lagrangiana de Lanczos-Lovelock (3.2) de dimensión D + 1 se anula idénti-
camente, es decir,

L(k) ≡ 0. (3.12)

Además, si consideramos una dimensión arbitraria D, entonces los tensores de
Lovelock (3.7) de orden k ≥ [(D + 1) /2] en la curvatura se anulan idénticamente, es
decir,

E(k)
µν ≡ 0, k ≥

[
D + 1

2

]
. (3.13)

Por otro lado, existe una identidad entre la traza de los tensor de Lovelock de
orden k (3.7) y el lagrangiano de Lanczos-Lovelock de orden k (3.5), la cual es dada
por

E(k)µ
µ ≡

2k − d
2

L(k). (3.14)

A continuación vamos a mostrar explícitamente las cuatro primeras densida-
des lagrangianas de Lanczos-Lovelock, los cuatro primeros lagrangianos de Lanczos-
Lovelock y los cuatro primeros tensores de Lovelock. En efecto, de (3.2) se tiene
que

3Para un análisis más detallado de este tema se recomienda ver [38].
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L(0) =
√
−g, (3.15)

L(1) =
√
−gR, (3.16)

L(2) =
√
−g
(
R2 − 4RµνR

µν +RµνλρR
µνλρ

)
, (3.17)

L(3) =
√
−g
(
R3 − 12RRµνR

µν + 16RµνR
µ
ρR

νρ + 24RµνRρσR
µρνσ + 3RRµνρσR

µνρσ

−24RµνR
µ
ρσκR

νρσκ + 4RµνρσR
µνηξRρσηξ − 8RµρνσR

µ
η
ν
ξR

ρησξ
)
, (3.18)

donde (3.15)-(3.18) son las densidades lagrangianas de Lanczos-Lovelock de orden 0,
1, 2 y 3 en la curvatura, respectivamente.

Por otro lado, de (3.5) se tiene que

L(0) =1, (3.19)

L(1) =R, (3.20)

L(2) =R2 − 4RµνR
µν +RµνλρR

µνλρ, (3.21)

L(3) =R3 − 12RRµνR
µν + 16RµνR

µ
ρR

νρ + 24RµνRρσR
µρνσ + 3RRµνρσR

µνρσ

− 24RµνR
µ
ρσκR

νρσκ + 4RµνρσR
µνηξRρσηξ − 8RµρνσR

µ
η
ν
ξR

ρησξ, (3.22)

donde (3.19)-(3.22) son los lagrangianos de Lanczos-Lovelock de orden 0, 1, 2 y 3 en
la curvatura, respectivamente.

Finalmente, de (3.7) se tiene que

E(0)
µν =− 1

2
gµν , (3.23)

E(1)
µν =Gµν , (3.24)

E(2)
µν =2RRµν − 4RµγR

γ
ν − 4RγδRµγνδ + 2RµγδλRν

γδλ − 1

2
gµνL

(2), (3.25)

E(3)
µν =3R2Rµν − 12RRρµR

ρ
ν − 12RρσRρσRµν + 24RρσRρµRσν

− 12RRρσRρµσν + 24RρκRσκRρµσν − 48RρσRκ(µ|Rκσρ|ν) + 6RRρσκµRρσκν

+ 3RµνR
ρσκηRρσκη − 24Rρ(µ|R

σκη
ρRσκη|ν) − 12RρσRκηρµRκησν

+ 24RρσR
ρκσηRκµην − 24RρσR

ρκη
µR

σ
κην + 12RρσκηRρσξµRκη

ξ
ν

− 24RρκσηRξρσµRξκην − 12RρσκηRρσκξR
η
µ
ξ
ν −

1

2
gµνL

(3), (3.26)

donde (3.23)-(3.26) son los tensores de Lovelock de orden 0, 1, 2 y 3 en la curvatura,
respectivamente.
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3.1.2. Recobrando la teoría general de la relatividad

En la sección 3.1 vimos que la teoría de Lanczos-Lovelock es una generalización
de la teoría general de la relatividad a una dimensión arbitraria D. Además, vimos
que la teoría de Lanczos-Lovelock cumple los mismos principios con los que se sus-
tenta la teoría general de la relatividad, es decir, la acción o las ecuaciones de campo
deben ser invariantes bajo TGC's, las ecuaciones de campo deben ser de segundo or-
den en la métrica gµν y dicha teoría debe cumplir con el principio de correspondencia.

Concentrándonos en este último punto, que la teoría de Lanczos-lovelock cumpla
con el principio de correspondencia quiere decir que esta teoría contiene a la teoría
general de la relatividad como caso particular. De la misma forma como la teoría
general de la relatividad contiene a la teoría de Newton de la gravitación como caso
particular, tal como vimos en el capítulo 2.

Si la dimensión esD = 4, entoncesN = 2. Luego, de la acción de Lanczos-Lovelock
(3.1) se obtiene

I [gµν ] =

∫
d4x

(
α0L(0) + α1L(1)

)
+

∫
d4x

(
α2L(2)

)
. (3.27)

Luego, reemplazando (3.15)-(3.17) en (3.27) se obtiene

I [gµν ] =

∫
d4x
√
−g (α0 + α1R) + α2

∫
d4x
√
−g
(
R2 − 4RµνR

µν +RµνλρR
µνλρ

)
.

(3.28)

Ahora, usando (3.2) se tiene que (3.28) se puede reescribir como

I [gµν ] =

∫
d4x
√
−g (α0 + α1R) +

α2

22

∫
d4x
√
−gδα1···α4

β1···β4 R
β1β2

α1α2R
β3β4

α3α4 .

(3.29)

Luego, usando (3.9) vemos que (3.29) toma la forma

I [gµν ] =

∫
d4x
√
−g (α0 + α1R) + α2χ4. (3.30)

El segundo término del lado derecho de (3.30) corresponde a la característica de
Euler 4-dimensional χ4. Así, variando la acción (3.30) con respecto a la métrica gµν
obtenemos las ecuaciones de Einstein con constante cosmológica en el vacío, es decir,

Gµν + Λgµν = 0, (3.31)
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donde para obtener (3.31) usamos el hecho que la variación de la característica de
Euler χ4 no aporta a las ecuaciones de campo, ya que este término es un invariante
topológico, tal como vimos en la subsección 3.1.1.

Otra forma de obtener las ecuaciones (3.31) es a partir de las ecuaciones de
Lanczos-Lovelock (3.6). En efecto, si D = 4, entonces N = 2. Luego de (3.6) se
obtiene

α0E
(0)
µν + α1E

(1)
µν + α2E

(2)
µν = 0. (3.32)

Por otro lado, usando (3.13) obtenemos que

E(2)
µν ≡ 0. (3.33)

Luego, de (3.32) y (3.33) se obtiene

α0E
(0)
µν + α1E

(1)
µν = 0. (3.34)

Finalmente, reemplazando (3.23)-(3.24) en (3.34), y además usando (3.3) se ob-
tiene

Gµν + Λgµν = 0. (3.35)

De esta forma, en (3.31) y (3.35) hemos recobrado las ecuaciones de Einstein
con constante cosmológica en el vacío a partir de las ecuaciones de Lanczos-Lovelock
(3.6), veri�cando así el principio de correspondencia.



Capítulo 4

Teoría de Lovelock-Horndeski

En este capítulo vamos a estudiar la teoría Lovelock-Horndeski. Antes de abordar
esta teoría, vamos a hacer una breve revisión sobre las teorías tenso-escalares. En
particular, vamos a estudiar la teoría de Brans-Dicke y la importancia de esta teoría
en el contexto de teorías tenso-escalares. Una vez estudiada esta teoría, vamos a
discutir sobre la teoría tenso-escalar de Horndeski y luego vamos a generalizar esta
teoría a una dimensión arbitraria D. Habiendo obtenido esta generalización, vamos a
obtener una subclase o teoría efectiva de la teoría de Horndeski generalizada, la cual
vamos a denominar teoría de Lovelock-Horndeski y discutiremos sobre la importancia
de esta teoría. Para una discusión más detallada de estos temas se recomienda revisar
las referencias [19,30,41,43,46�51].

4.1. Teorías tenso-escalares

La teoría general de la relatividad de Albert Einstein es una teoría para la inter-
acción gravitacional. Esta teoría explica esta interacción mediante la curvatura de un
espaciotiempo 4-dimensional, la cual es producida por una distribución de materia o
energía. Debido a esto, el espaciotiempo se entiende como una entidad geométrica,
en donde el bloque fundamental o campo fundamental es el tensor métrico gµν . Así,
el formalismo matemático con el que se construye esta teoría es el lenguaje tensorial
de la geometría diferencial. Por esta razón la teoría general de la relatividad recibe el
nombre de teoría tensorial. Además, cabe mencionar que la teoría general de la rela-
tividad es la teoría tensorial más general en 4 dimensiones que conduce a ecuaciones
de campo de segundo orden.

La teoría de Einstein recibió un reconocimiento muy grande a lo largo del siglo
XX (y sigue recibiendo este reconocimiento hasta hoy), ya que varias predicciones de
esta teoría han sido respaldadas por diferentes observaciones y experimentos [40], los
cuales con�rman estas predicciones con precisiones muy altas.

Sin embargo, pese al éxito de la teoría de Einstein, varios físicos han desarrolla-
do teorías alternativas a la teoría general de la relatividad. Unas de las principales
motivaciones que llevó al desarrollo de estas teorías, fue desarrollar teorías que per-

34
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mitiesen explicar fenómenos como la materia oscura, la energía oscura o el proceso de
in�ación sufrido por el Universo temprano. Pese a que estos fenómenos no han sido
observados o detectados directamente, diversas observaciones astronómicas sugieren
su existencia, dando así una fuerte motivación para el desarrollo de estas teoría al-
ternativas. Dentro de la amplia gama de teorías alternativas desarrolladas hasta hoy,
nos vamos a centrar en las teorías tenso-escalares, las cuales son unas de la teorías
alternativas mejor estudiadas hasta hoy.

En términos generales, una teoría tenso-escalar es una teoría que describe la inter-
acción gravitacional mediante dos campos fundamentales: la métrica gµν y un campo
escalar φ. En otras palabras, esta teoría incorpora un campo escalar φ de manera no
trivial mediante un acoplamiento no-minimal con la gravedad, la cual es descrita por
la métrica gµν . De esta forma una teoría tenso-escalar posee más grados de libertad
que la teoría de Einstein. Además, usualmente una teoría tenso-escalar se construye
de manera tal que conduzca a ecuaciones de campo de segundo orden1.

Los campos escalares juegan un rol muy importante en Física. Por ejemplo, en
la teoría tenso-escalar de Brans-Dicke [47] se incluye un campo escalar como un in-
tento de incorporar el principio de Mach2 en el contexto de una teoría gravitacional.
También, los campos escalares se incluyen en teorías in�acionarias, en donde estos
campos son posibles candidatos a materia oscura. Por otro lado, en el contexto de la
física de partículas, la detección del bosón de Higgs en el año 2012 da un respaldo
sólido de la existencia de los campos escalares en la naturaleza.

El primer desarrollo formal de una teoría tenso-escalar en 4 dimensiones y con
ecuaciones de campo de segundo orden fue realizado por Pascual Jordan en 1955 [46].
En su teoría Jordan introduce un campo escalar en un espaciotiempo 4-dimensional
curvo, en donde este campo escalar describe una contante gravitacional dependiente
del tiempo y del espacio. Así, en base a las consideraciones anteriores, Jordan presentó
el lagrangiano

LJ = κ
√
−g
[
φγJ

(
R− ωJ

φ2
J

∇µφJ∇µφJ
)]

+
√
−gLM (φJ , gµν ,Ψ) , (4.1)

donde φJ = φJ (xµ) se denomina campo escalar de Jordan, γ es una constante, ωJ
es una constante, Ψ es un campo de materia y LM (φJ ,Ψ) es el lagrangiano de materia.

El primer término del lado derecho de (4.1) representa el acoplamiento no-minimal
entre el campo escalar φJ y la geometría, la cual está codi�cada en el escalar de Ricci
R. Este acoplamiento no-minimal marcó el inicio de las teorías tenso-escalares.

Poco tiempo después de la formulación de la teoría tenso-escalar de Pascual Jor-
dan, en 1961 Carl Brans y Robert Dicke retoman la teoría desarrollada por él, desa-

1Además, por construcción una teoría tenso-escalar es covariante bajo TGC's
2En este link se puede encontrar más información sobre el principio de Mach.

https://en.wikipedia.org/wiki/Mach%27s_principle
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rrollando así la teoría tenso-escalar de Brans-Dicke. En esta teoría, Brans y Dicke
de�nieron un campo escalar de la forma φ = φγJ . De esta forma, Brans y Dicke
presentaron el lagrangiano

LBD = κ
√
−g
(
φR− ω0

φ
∇µφ∇µφ− V (φ)

)
+
√
−gLM (gµν ,Ψ) , (4.2)

donde φ = φ (xµ) es un campo escalar y ω0 es una constante denominada paráme-
tro de Brans-Dicke. Además, de (4.2) vemos que el lagrangiano de materia LM no
depende del campo escalar φ, a diferencia del lagrangiano de materia presente en
el lagrangiano de Jordan (4.1). Esto se debe a que Brans y Dicke exigieron que la
materia descrita por el campo escalar φ se desacople del lagrangiano LM , ya que de es-
ta forma la teoría respesta el PED, en contraste con la teoría desarrollada por Jordan.

Finalmente, la teoría desarrollada por Brans y Dicke puede ser generalizada pro-
moviendo el parámetro de Brans-Dicke a una función del campo escalar φ. Esto tiene
importantes implicaciones en la fenomenología de la teoría en el régimen de gravedad
fuerte [41]. De esta forma, el lagrangiano más general para una teoría tenso-escalar en
4 dimensiones, el cual considera un acoplamiento no-minimal entre un campo escalar
φ y gravedad, es cuadrático en las derivadas del campo φ y conduce a ecuaciones de
campo de segundo orden, es dado por

LTS = κ
√
−g
(
φR− ω (φ)

φ
∇µφ∇µφ− V (φ)

)
+
√
−gLM (gµν ,Ψ) , (4.3)

donde el lagrangiano (4.3) es denominado lagrangiano tenso-escalar. Además, se tiene
que (4.3) se puede considerar como un lagrangiano efectivo de una teoría tenso-escalar
más fundamental.

4.1.1. Teoría de Horndeski

Sabemos que la teoría general de la relatividad de Albert Einstein es la teoría mé-
trica más general en 4 dimensiones que conduce a ecuaciones de campo de segundo
orden. Además, el único campo fundamental de esta teoría es la métrica gµν .

Por otro lado, tal como vimos anteriormente, una de las teorías alternativas más
conocidas (en 4 dimensiones y con ecuaciones de campo de segundo orden) son las
teorías tenso-escalares (ver el lagrangiano (4.3)), las cuales describen la interacción
gravitacional mediante la introducción de dos campos fundamentales: la métrica gµν
y un campo escalar φ, aumentando de esta forma los grados de libertad con respecto a
la teoría de Einstein. De esta manera, cualquier modi�cación de la teoría de Einstein
debe incluir campos fundamentales no-triviales.

A partir de lo dicho anteriormente nos podemos preguntar:
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¾Cuál es la teoría tenso-escalar más general en 4 dimensiones, con un lagrangiano
no necesariamente cuadrático en las derivadas del campo escalar y que dicho

lagrangiano conduzca a ecuaciones de campo de segundo orden?

Esta pregunta fue respondida por Gregory Horndeski en 1974 [19]. En efecto,
Horndeski desarrolló la teoría tenso-escalar más general en 4-dimensiones que conduce
a ecuaciones de campo de segundo orden, la teoría de Horndeski. Horndeski presentó
un lagrangiano que conduce a ecuaciones de campo de segundo orden, y además dicho
lagrangiano depende de potencias más altas que 2 en las derivadas del campo escalar.
En efecto, el lagrangiano de esta teoría es dado por

L =
5∑
i=2

Li, (4.4)

donde

L2 =
√
−gG2 (φ,X) , (4.5)

L3 =
√
−gG3 (φ,X)�X, (4.6)

L4 =
√
−gG4 (φ,X)R− 2

√
−g∂G4 (φ,X)

∂X

[
(�φ)2 −∇µ∇νφ∇µ∇νφ

]
, (4.7)

L5 =
√
−gG5 (φ,X)Gµν∇µ∇νφ+

√
−g
3

∂G5 (φ,X)

∂X

[
(�φ)3 − 3�φ∇µ∇νφ∇µ∇νφ

+2∇µ∇νφ∇µ∇σφ∇σ∇νφ] . (4.8)

De (4.5)-(4.8) vemos que Gi son funciones arbitrarias del campo escalar φ y X es
la energía cinética del campo escalar φ, la cual es dada por

X ≡ 1

2
∇µφ∇µφ. (4.9)

4.1.2. Teoría de Horndeski extendida

En el capítulo 3 vimos que la teoría de Lanczos-Lovelock es una generalización de
la teoría general de la relatividad a una dimensión arbitraria D, en donde esta teoría
cumple con los mismos principios con los que se sustenta la teoría de Einstein, por lo
que esta teoría es consistente para describir la interacción gravitacional.

Por otro lado, en la sección 4.1 mencionamos que la teoría de Einstein es la teo-
ría tensorial más general en 4 dimensiones y que conduce a ecuaciones de campo de
segundo orden. En este sentido, la teoría de Lanczos-Lovelock es la teoría tensorial
más general en una dimensión arbitraria D y que igualmente conduce a ecuaciones
de campo de segundo orden.
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Así, nos podemos preguntar si es posible extender la teoría de Horndeski (la cual
es la teoría tenso-escalar más general en 4 dimensiones y que entrega ecuaciones de
campo de segundo orden) a una dimensión arbitraria D y que entregue ecuaciones de
campo de segundo orden.

En efecto, para extender la teoría de horndeski a una dimensión arbitraria D
debemos considerar el siguiente lagrangiano [49]:

L =
7∑
i=2

Li, (4.10)

donde

L2 =
√
−gG2 (φ,X) , (4.11)

L3 =
√
−gG3 (φ,X)�X, (4.12)

L4 =
√
−gG4 (φ,X)R− 2

√
−g∂G4 (φ,X)

∂X

[
(�φ)2 −∇µ∇νφ∇µ∇νφ

]
, (4.13)

L5 =
√
−gG5 (φ,X)Gµν∇µ∇νφ+

√
−g
3

∂G5 (φ,X)

∂X

[
(�φ)3 − 3�φ∇µ∇νφ∇µ∇νφ

+2∇µ∇νφ∇µ∇σφ∇σ∇νφ] , (4.14)

L6 =G6 (φ)
N∑
k=0

αkL
(k)
LL, (4.15)

L7 =G7 (φ)

N∑
k=0

βkL
(k)
LH . (4.16)

Tenemos que los lagrangianos dados en (4.11)-(4.14) coinciden con los lagrangia-
nos dados en (4.5)-(4.8). Sin embargo, ahora hemos agregado los lagrangianos (4.15)
y (4.16), de los cuales se tiene que

L(k)
LL =

√
−g
2k

δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
, (4.17)

L(k)
LH =

√
−g
2k

E(k)
µν ∇µφ∇νφ, (4.18)

donde (4.17) es la densidad lagrangiana de Lanczos-Lovelock y (4.18) es el lagran-
giano de Lovelock-Horndeski3. Además, el lagrangiano (4.15) juega un rol importante
en la cosmología en altas dimensiones [50] y el lagragiano (4.16) a demostrado ser
importante en la descripción de agujeros negros en teorías tenso-escalares en dimen-
siones arbitrarias [51].

3Vemos que en este lagrangiano está presente el tensor de Lovelock (3.7).
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Por lo tanto, el lagrangiano (4.10), el cual vamos a denominar lagrangiano de
Horndeski extendido, es el lagrangiano más general para una teoría tenso-escalar en
D dimensiones y que conduce a ecuaciones de campo de segundo orden. De esta
forma, el lagrangiano (4.10) en una generalización del lagrangiano de Horndeski (4.4)
a una dimensión arbitraria D.

4.1.3. Teoría de Lovelock-Horndeski

En la subsección 4.1.1 vimos que las funciones Gi presentes en lagrangiano de
Horndeski (4.4) (y por consiguiente las que están presentes en el lagrangiano de
Horndeski extendido (4.10)), son funciones arbitrarias del campo escalar φ y de la
energía cinética (4.9) de este campo. De esta forma, debido a la arbitrariedad de
estas funciones, éstas se pueden �jar. Así, de esta forma se obtienen diferentes teorías
efectivas o subclases de la teoría de Horndeski extendida.

En efecto, nos vamos a centrar en una subclase particular de la teoría de Horndeski
extendida, la cual vamos a denominar teoría de Lovelock-Horndeski. Para obtener esta
teoría vamos a �jar las funciones Gi presentes en (4.11)-(4.16) de la forma

G2
!

= 0, G3
!

= 0, G4
!

= 0, G5
!

= 0, G6
!

= 1, G7
!

= 1. (4.19)

Luego, introduciendo (4.19) en el lagrangiano de Horndeski extendido (4.10) se
obtiene el lagrangiano de Lovelock-Horndeki, el cual es dado por

L =
N∑
k=0

αkL
(k)
LL +

N∑
k=0

βkL
(k)
LH . (4.20)

Luego, de (4.20) obtenemos la acción de Lovelock-Horndeski, la cual es dada por

I [gµν , φ] =

∫
dDx

(
N∑
k=0

αkL
(k)
LL +

N∑
k=0

βkL
(k)
LH

)
. (4.21)

Ahora, variando la acción (4.21) con respecto a la métrica gµν obtenemos las
ecuaciones de campo

N∑
k=0

αkE
(k)
µν =

N∑
k=0

βk
22k+1

T (k)
µν , (4.22)

donde E(k)
µν es el tensor de Lovelock de orden k en la curvatura (3.7) y T

(k)
µν es el

tensor energía-momentum generalizado para el campo φ de orden k en la curvatura.
Este tensor es dado por
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T (k)
µν =− 1

2
gµν∇αφ∇βφδαα1···α2k

ββ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+∇αφ∇(µ|φδ
αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+ k∇αφ∇βφδαα1···α2k

ββ1···(µ| R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

Rβ2k−1 |ν)α2k−1α2k

+ 2k∇β2k−1∇αφ∇α2k−1
∇βφδαα1···α2k

ββ1···(ν| R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

g|µ)α2k

+ k∇αφ∇γφδαα1···α2k

ββ1···(ν| R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

Rα2k−1γ
β2k−1βg|µ)α2k

.

(4.23)

Por otro lado, variando la acción (4.21) con respecto al campo escalar φ obtenemos
la ecuación de campo

N∑
k=0

βk
2k
E(k)
µν ∇µ∇νφ = 0. (4.24)

Así, las ecuaciones de campo (4.22) y (4.24) son denominadas ecuaciones de
Lovelock-Horndeski.

Si hacemos N = 1 en la acción de Lovelock-Horndeski (4.21) entonces, luego de
algunos cálculos, obtenemos la acción

I[gµν , φ] =

∫
dDx
√
−g
[
κ (R− 2Λ)− 1

2
(αgµν − βGµν)∇µφ∇νφ

]
. (4.25)

Luego, variando la acción (4.25) con respecto a la métrica gµν obtenemos las
ecuaciones de campo

Gµν + Λgµν =
α

2κ
T (0)
µν +

β

8κ
T (1)
µν , (4.26)

donde T (0)
µν y T (1)

µν corresponden a los tensores energía-momentum para el campo de
materia φ de orden 0 y 1 en la curvatura, respectivamente. Luego, estos tensores son
dados por

T (0)
µν =∇µφ∇νφ−

1

2
gµν∇λφ∇λφ, (4.27)

T (1)
µν =2∇µφ∇νφR− 8∇λφ∇(µφR

λ
ν) − 4∇λφ∇ρφRµλνρ

− 4∇µ∇λφ∇ν∇λφ+ 4∇µ∇νφ�φ+ 2Gµν (∇φ)2

− gµν
[
−2∇λ∇ρφ∇λ∇ρφ+ 2 (�φ)2 − 4∇λφ∇ρφRλρ

]
, (4.28)
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respectivamente.

Por otro lado, la ecuación para el campo escalar φ de orden 1 en la curvatura es
dada por

α�φ− βGµν∇µ∇νφ = 0. (4.29)

Otra forma de obtener las ecuaciones (4.26) y (4.29) es haciendo N = 1 en las
ecuaciones (4.22)4 y (4.24), respectivamente.

Finalmente, cabe mencionar que la acción (4.25) ha demostrado ser importante
para la construcción de agujeros negros asintóticamente AdS en la teoría de Lovelock-
Horndeski con N = 1 [30].

4Si hacemos k = 0, 1 en (4.23), entonces recobramos los tensores energía-momentum (4.27) y
(4.28).



Capítulo 5

Agujeros negros y objetos negros
extendidos

En este capítulo estudiaremos soluciones de agujeros negros y objetos negros
extendidos. En primer lugar, veremos las características generales de los agujeros ne-
gros 4-dimensionales. Luego, revisaremos las propiedades más importantes del agujero
negro de Schwarzschild 4-dimensional. Posteriormente, se introducirán las propieda-
des generales de los agujeros negros en dimensión arbitraria. Consiguientemente, se
presentará la solución de Schwarzschild-Tangherlini y cómo esta solución se puede
reducir a la solución de Schwarzschild 4-dimensional. Una vez estudiada la solución
de Schwarzschild-Tangherlini, se estudiarán objetos negros extendidos, en particular
revisaremos las propiedades más importantes de las cuerdas negras y p-branas negras
en el contexto de la teoría general de la relatividad. Finalmente, se realizará una breve
revisión de la termodinámica de agujeros negros. Para una discusión más detallada
de estos temas se recomienda revisar las referencias [2, 17,36,37,45,52�57].

5.1. Agujeros negros en 4 dimensiones

Las estrellas se pueden modelar como una distribución esférica y estática de un
�uido ideal, donde la presión de éste es producida usualmente por reacciones de fu-
sión nuclear o por la presión de degeneración de Fermi. La presión del �uido, la cual
tiende a expandir la estrella está en equilibrio hidrostático con la presión debida a
la interacción gravitacional, la cual tiende compactarla hacia su centro. En la �gura
(5.1) se ilustra el equilibrio hidrostático entre las dos presiones involucradas.

Cuando una estrella que se sustenta debido a la fusión nuclear agota su combus-
tible, ésta comienza a contraerse debido a que no produce la su�ciente presión para
contrarrestar la presión debida a la interacción gravitacional, y además ésta comienza
a enfriarse a medida que la fusión va cesando. Como consecuencia, la composición
del interior de dicha estrella cambiará, dando lugar a una estrella compuesta por
un plasma de núcleos atómicos y electrones, donde predomina la interacción electro-
magnética entre éstos. Debido a que la estrella se está contrayendo, la densidad del
plasma comienza a aumentar y esto tiene como consecuencia que la interacción elec-
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Figura 5.1: Equilibrio hidrostático entre la presión del �uido (�echas rojas) y la
presión debida a la interacción gravitacional (�echas azules). Fuente: Elaboración
propia.

tromagnética entre los núcleos atómicos y los electrones comienza a ser despreciable,
dando lugar a una estrella compuesta por un gas ideal de núcleos atómicos y electro-
nes. Por otro lado, debido a que la estrella se está enfriando, comienza a predominar
la presión de degeneración de los electrones por sobre la interacción electromagnética.

Por lo tanto, cuando la estrella es su�cientemente compacta y cuando la tempera-
tura es su�cientemente baja1, la contracción se detiene y el gas ideal que compone a la
estrella es completamente dominado por la presión de degeneración de los electrones,
dando lugar a una nueva estrella modelada como un gas ideal de Fermi completa-
mente degenerado de electrones, una enana blanca.

Ahora, si agregamos masa a una enana blanca, entonces ésta comienza a contraer-
se, es decir, disminuye su radio. En otras palabras, la masa y el radio son cantidades
inversamente proporcionales. Sin embargo, esto no ocurre inde�nidamente, ya que el
modelo estelar de estas estrellas predice una masa límite para ellas. Esta masa corres-
ponde a la masa de Chandrasekhar, la cual es del orden de 1,45M�. Así, a medida
que una enana blanca se acerca a su masa de Chandrasekhar, la densidad del núcleo
se hace tan grande que se produce una reacción nuclear conocida como decaimiento
beta inverso, la cual es dada por

p+ e− −→ n+ νe.

Este decaimiento cambia la composición de la enana blanca a una estrella com-
puesta principalmente por neutrones. Luego, debido a que estas partículas son fer-
miones, y además como están con�nadas en un espacio muy pequeño, entonces se
produce una presión de degeneración muy grande, la cual contrarresta la contracción.

1Es decir, cuando T → 0 [K].
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Así, nace una nueva estrella compuesta por una gas ideal de neutrones completamen-
te degenerado, la cual se denomina estrella de neutrones. Además, cabe mencionar
que la masa de Chandrasekhar de esta estrella es del orden de 5,72M�, la cual es
cuatro veces mayor que la masa de Chandrasekhar correspondiente a la enana blanca.

Acabamos de ver que tanto las enanas blancas como las estrellas de neutrones
poseen una masa límite conocida como masa de Chandrasekhar. Ahora, nos podemos
hacer la siguiente pregunta: ¾qué ocurre si agregamos masa a una estrella de neu-
trones de forma tal que se supere su masa límite? La respuesta a esta pregunta de
acuerdo a la teoría general de la relatividad es que una vez que se supera la masa de
Chandrasekhar de una estrella de neutrones ésta comienza a colapsar y nada puede
detener este proceso. A medida que la estrella colapsa ésta se va haciendo más com-
pacta, y esto tiene como consecuencia que el campo gravitacional cerca de la estrella
se va haciendo más intenso. Luego, cuando la estrella sea su�cientemente compacta
se va a formar un objeto compacto que produce un campo gravitacional tan intenso
que nada puede escapar de él2. Este objeto compacto recibe el nombre de agujero
negro, debido a la característica que acabamos de mencionar.

A partir de lo anterior podemos de�nir un agujero negro como aquella región del
espaciotiempo delimitada por una super�cie llamada horizonte de eventos, donde la
propiedad fundamental de esta región es que ésta no se puede comunicar con la re-
gión exterior al horizonte. En este sentido, toda la materia que cruza el horizonte no
puede volver a salir al exterior y toda ésta se dirige inevitablemente hacia una región
ubicada en el centro del agujero negro3, la cual se denomina singularidad.

Según la teoría general de la relatividad la singularidad es una región en donde
la curvatura del espaciotiempo diverge, es decir, las ecuaciones de campo de Einstein
(2.77) no sirven para describir la interacción gravitacional en esa región. En otras
palabras, el comportamiento físico de la singularidad es desconocido, por lo que ésta
está desconectada causalmente de la región exterior al agujero negro. De esta forma,
si tenemos una singularidad desnuda, es decir, una singularidad que no está dentro
de un horizonte de eventos, entonces el principio de causalidad puede fallar. Sin em-
bargo, esto no ocurre en la naturaleza, ya que el colapso gravitacional de una estrella
nunca va a formar un agujero negro sin un horizonte de eventos4. Así, la singularidad
siempre va estar oculta dentro del horizonte de eventos y esta no va a in�uir en la
causalidad de la región exterior al agujero negro.

Finalmente, cabe mencionar que los agujeros negros en 4 dimensiones se des-
criben matemáticamente como soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein
(2.77), es decir, mediante una métrica. En principio, existen tres cantidades que des-
criben completamente a una solución de agujero negro en 4 dimensiones: su masa

2Incluso la luz.
3La singularidad es una región ubicada en el centro del agujero negro en el caso de que éste

no sea rotante. Por otro lado, si el agujero negro es rotante, entonces la singularidad ya no va a
corresponder a una región ubicada en el centro.

4Esto se conoce como la Conjetura de Censura Cósmica de Penrose [58].
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M , su momentum angular J y su carga Q, las cuales son cantidades observables5.
En otras palabras, si se tiene una estrella que posee momentos multipolares de masa
no nulos, distribuciones de momentum angular variables y momentos multipolares
electromagnéticos no nulos, entonces cuando ésta colapsa a un agujero negro todas
estas cantidades se irradian en forma de ondas gravitacionales y electromagnéticas.
Así, cuando se forma el agujero negro las únicas cantidades observables son su masa,
su momentum angular y su carga, las cuales son constantes.

A continuación estudiaremos un agujero negro estático y esférico en 4 dimensiones
que se describe únicamente por su masa M . Éste recibe el nombre de agujero negro
de Schwarzschild. Esta solución de las ecuaciones de campo de Einstein es útil para
describir un agujero negro que se forma a partir del colapso gravitacional de una
estrella que se modela como una distribución esférica y estática de un �uido ideal.

5.1.1. Solución de Schwarzschild

En el capítulo 2 vimos que las ecuaciones de campo de Einstein son un modelo
para la interacción gravitacional, el cual determina cómo el espaciotiempo se curva
debido a una distribución de materia y energía. En este sentido, dada una cierta
distribución de materia y energía descrita por un tensor energía-momentum Tµν se
tiene que las ecuaciones de campo de Einstein entregan una cierta con�guración del
espaciotiempo para dicha distribución, donde esta con�guración es descrita por una
métrica gµν . En otras palabras, las ecuaciones de campo de Einstein son ecuaciones
cuya incógnita es la métrica.

Por otro lado, se tiene que las ecuaciones de campo de Einstein son altamente
no-lineales en la métrica, por lo que resolver analíticamente estas ecuaciones es una
tarea muy difícil. La razón física de esta no-linealidad se debe a que no solo la ma-
teria y la energía curva el espaciotiempo, sino que además la propia curvatura del
espaciotiempo es fuente de curvatura, es decir, la gravedad no solo se acopla a la
materia y la energía, sino que además se acopla sí misma. Sin embargo, en 1916,
unos meses después de que Albert Einstein terminara de formular su teoría general
de la relatividad, Karl Schwarzchild encontró una solución exacta de las ecuaciones
de campo de Einstein en el vacío y sin constante cosmológica.

La solución de Schwarzschild es una solución no-trivial de las ecuaciones de cam-
po de Einstein en el vacío y sin constante cosmológica. Esta solución es estática,
esféricamente simétrica y asintóticamente plana, por lo que ésta es apropiada para
describir la geometría o el campo gravitacional fuera de una distribución de materia
y energía estática, y esféricamente simétrica6.

Así, por ejemplo, el campo gravitacional producido por un planeta o una estrella
que rota muy lentamente puede ser modelado de manera aproximada usando la so-

5Esto se denomina teorema de no-pelo.
6Ver apéndice D.
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lución de Schwarzschild.7

De las ecuaciones de campo de Einstein sin constante cosmológica (2.56) vemos
que si Tµν = 0, es decir, si consideramos el vacío o una región sin materia y energía,
entonces es fácil demostrar que las ecuaciones (2.56) se reducen a

Rµν = 0. (5.1)

Ahora, consideremos el ansatz estático y con simetría esférica

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

2, (5.2)

donde la función f (r) se denomina función métrica y dΩ2
2 es el elemento de línea de

la 2-esfera, el cual es dado por

dΩ2
2 = dθ2 + sin2 (θ) dφ2. (5.3)

Luego, comparando el elemento de línea (2.1) con el ansatz (5.2) se obtiene la
métrica

gµν =


−f(r) 0 0 0

0 f−1(r) 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 (θ)

. (5.4)

Ahora, tenemos que introducir la métrica (5.4) en la ecuación de Einstein en el
vacío (5.1) y posteriormente determinar la función métrica f (r). En otras palabras,
lo que tenemos que hacer es determinar todas las componentes no nulas del tensor
de Ricci Rµν a partir de la métrica (5.4), y después plantear las ecuaciones que de-
terminan la función métrica f (r).

En efecto, de la métrica (5.4) vemos que la métrica inversa gµν es dada por

gµν =


−f−1(r) 0 0 0

0 f(r) 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 cosec2 (θ)

. (5.5)

7La solución de Schwarzschild da una descripción muy precisa del campo gravitacional en estos
casos. Sin embargo, si queremos dar una descripción más completa hay que considerar también el
campo gravitacional producido por la rotación del planeta o la estrella. Por otro lado, si consideramos
cuerpos que rotan muy rápido, entonces la solución de Schwarzschild ya no va a ser apropiada para
describir el campo gravitacional fuera de estos cuerpos.
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Luego, introduciendo la métrica (5.4) y la métrica inversa (5.5) en los símbolos de
Christo�el (2.29), se obtienen las siguientes componentes no-nulas para los símbolos
de Christo�el:

Γrtt =
1

2
f(r)f ′(r), Γttr =

1

2

f ′(r)

f(r)
, Γrrr = −1

2

f ′(r)

f(r)
, (5.6)

Γθrθ =
1

r
, Γφrφ =

1

r
, Γrθθ = −f(r)r, (5.7)

Γφθφ = cot (θ) , Γrφφ = −f(r)r sin2 (θ) , Γθφφ = − sin (θ) cos (θ) . (5.8)

Ahora, introduciendo las componentes de los símbolos de Christo�el dados en
(5.6)-(5.8) en el tensor de Ricci (2.37), se obtienen las siguientes componentes no-
nulas para el tensor de Ricci:

Rtt =
f(r)

2r

[
rf ′′ (r) + 2f ′ (r)

]
, (5.9)

Rrr = −f
−1(r)

2r

[
rf ′′ (r) + 2f ′ (r)

]
, (5.10)

Rθθ = −rf ′ (r)− f (r) + 1, (5.11)

Rφφ = −r sin2 (θ) f ′′ (r)− sin2 (θ) f (r) + sin2 (θ) . (5.12)

Ahora, de la ecuación de Einstein en el vacío (5.1) y de las componentes del tensor
de Ricci (5.9)-(5.12) obtenemos el conjunto de ecuaciones para la función métrica
f (r):

f(r)

2r

[
rf ′′ (r) + 2f ′ (r)

]
= 0, (5.13)

f−1(r)

2r

[
rf ′′ (r) + 2f ′ (r)

]
= 0, (5.14)

rf ′ (r) + f (r)− 1 = 0, (5.15)

r sin2 (θ) f ′′ (r) + sin2 (θ) f (r)− sin2 (θ) = 0. (5.16)

Así, de (5.13)-(5.16) se tiene que la solución f (r) es dada por

f (r) = 1− 2m

r
, (5.17)

donde m es una constate de integración con unidades de longitud.

Luego, reemplazando (5.17) en (5.2) obtenemos el elemento de línea

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2m

r

) + r2dΩ2
2. (5.18)
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Ahora, tenemos que identi�car la constante de integración m en términos de can-
tidades físicas. Para esto debemos usar el hecho de que la solución (5.18) es asintótica-
mente plana. En efecto, si consideramos que r � 2m, entonces el campo gravitacional
descrito por la solución (5.18) se puede considerar débil, y por lo tanto podemos usar
la aproximación de campo gravitacional débil (2.67). Luego, de la componente g00 de
(5.18) y la componente g00 dada en (2.67) se obtiene

1− 2m

r
= 1 + 2φ, (5.19)

luego

φ = −m
r
. (5.20)

Por otro lado, el potencial gravitacional newtoniano debido a una distribución
esférica de masa M es dado por

φ = −M
r
. (5.21)

Así, comparando (5.20) con (5.21) obtenemos que la constante de integración m
puede ser identi�cada como

m
!

= M. (5.22)

Luego, reemplazando (5.22) en la solución (5.18) obtenemos

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2dΩ2
2. (5.23)

Por otro lado, se tiene que de (5.22) se puede obtener una escala de distancia, la
cual se de�ne como

r+ := 2M. (5.24)

La escala de distancia (5.24) es denominada radio de Schwarzschild de la distri-
bución esférica de masa M . Como veremos en 5.1.2 esta escala de distancia tiene
importantes propiedades. Luego, de (5.24) obtenemos que el elemento de línea (5.23)
se puede escribir de la forma

ds2 = −
(

1− r+

r

)
dt2 +

dr2(
1− r+

r

) + r2dΩ2
2. (5.25)

Finalmente, debido a que (5.25) es una solución de las ecuaciones de Einstein en
el vacío se tiene que esta es válida en regiones donde r > R, donde R > r+ es la
coordenada radial de la super�cie de la distribución esférica de masa M . Por esta
razón a la solución (5.25) se le denomina solución exterior de Schwarzschild.
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5.1.2. Agujero negro de Schwarzschild

En esta subsección vamos a estudiar la solución (5.25) en el caso cuando r → r+.
Dicho de otra manera, vamos a analizar la geometría de un espaciotiempo esférica-
mente simétrico producido por una masa M , la cual es su�cientemente compacta
para que la coordenada radial de la super�cie r sea menor que r+.

Tenemos que el invariante de Kretschmann para la solución (5.25) es dado por

RµνλρR
µνλρ =

12r2
+

r6
. (5.26)

Luego, de (5.26) vemos que existe una singularidad cuando

r = 0. (5.27)

Por otro lado, tenemos que el horizonte de eventos del espaciotiempo descrito por
(5.25) es dado por la condición

grr →∞. (5.28)

Luego, de (5.25) y (5.28) vemos que el horizonte de eventos es dado por

r = r+. (5.29)

Por otro lado, la super�cie de redshift in�nito del espaciotiempo descrito por
(5.25) es dado por la condición

gtt = 0. (5.30)

Luego, de (5.25) y (5.30) vemos que la super�cie de redshift in�nito es dada por

r = r+. (5.31)

Finalmente, de (5.29) y (5.31) vemos que el horizonte de eventos y la super�cie
de redshift in�nito coinciden para el espaciotiempo descrito por (5.25).

Resumiendo, de los resultados obtenidos en (5.27), (5.29) y (5.31), vemos que las
componentes métricas de (5.25) poseen el siguiente comportamiento

gtt →∞, grr → 0, r → 0, (5.32)

gtt → 0, grr →∞, r → r+. (5.33)
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Luego, de (5.32) y (5.33) vemos que la solución (5.25) parece tener un mal compor-
tamiento cuando r → 0 y r → r+, es decir, r = 0 y r = r+ representan singularidades.

Sin embargo, hay que distinguir entre dos tipos tipos de singularidades: las singula-
ridades coordenadas y las singularidades intrínsecas. Las singularidades coordenadas
son aquellas que se generan por una mala elección de un sistema coordenado, por lo
que éstas son totalmente removibles por un cambio de coordenadas apropiado. Por
otro lado, las singularidades intrínsecas son aquellas que no pueden ser removidas
por cambios de coordenadas, es decir, son singularidades físicas o singularidades del
espaciotiempo, en donde la curvatura de éste diverge.

Para veri�car si un espaciotiempo contiene singularidades intrínsecas hay que cal-
cular cantidades que no dependan de la elección del sistema coordenado, es decir,
hay que calcular escalares. Esto se debe a que los escalares son cantidades invariantes
bajo transformaciones de coordenadas. De esta forma, debido a que las singularidades
intrínsecas son regiones en donde la curvatura diverge se tiene que estas singulari-
dades pueden ser obtenidas a partir de escalares construidos a partir del tensor de
curvatura de Riemann Rρµνλ. El escalar más conocido construido de esta forma es el
invariante de Kretschmann, el cual es dado por RµνλρRµνλρ.

Por lo tanto, del invariante calculado en (5.26) vemos que r = 0 es una singula-
ridad intrínseca del espaciotiempo descrito por (5.25), mientras que r = r+ es una
singularidad coordenada que puede ser removida por un cambio de coordenadas. Sin
embargo, como veremos a continuación la región de�nida por r = r+ posee impor-
tantes propiedades.

Ahora vamos a explorar la estructura causal del espaciotiempo descrito por el
elemento de línea (5.25), es decir, vamos a estudiar la propagación de fotones en
dicho espaciotiempo. En efecto, si consideramos curvas radiales tipo luz, entonces de
(5.25) vemos que

dt = ± dr∣∣1− r+
r

∣∣ . (5.34)

Luego, integrando (5.34) obtenemos

t− t0 = ±
[
r − r0 + r+ ln

(
r − r+

r0 − r+

)]
, (5.35)

donde el signo + corresponde al caso de fotones salientes o que se alejan del centro
de simetría y el signo − corresponde al caso de fotones entrantes o que se acercan al
centro de simetría.

Para obtener (5.35) se hizo uso de la integral
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∫ r

r0

dr∣∣1− r+
r

∣∣ = ±
[
r − r0 + r+ ln

(
r − r+

r0 − r+

)]
, (5.36)

donde el signo + corresponde al caso cuando r, r0 > r+ (fuera del horizonte de even-
tos) y el signo − corresponde al caso cuando r, r0 < r+ (dentro del horizonte de
eventos).

En (5.29) y en (5.31) vimos que la super�cie r = r+ es un horizonte de eventos,
y además es una super�cie de redshift in�nito. Debido a esto, se tiene que la coor-
denada temporal de la trayectoria de los fotones aumenta inde�nidamente a medida
que estos se acercan al horizonte de eventos, lo cual es consistente con la ecuación
(5.35). En la �gura (5.2) se ilustran las curvas radiales nulas que siguen los fotones
en el espaciotiempo de Schwarzschild en coordenadas de curvatura, es decir, en el
espaciotiempo dado por (5.25).

r = 0 r = r+
r

t

Curvas radiales nulas en coordenadas de curvatura
Salientes
Entrantes
Horizonte de eventos

Figura 5.2: Curvas radiales nulas en coordenadas de curvatura. Fuente: Elaboración
propia.

De esta forma, si consideramos un observador en reposo ubicado fuera del hori-
zonte de eventos, el cual registra cómo los fotones van cayendo hacia el agujero negro,
entonces se tiene que este observador nunca registra que los fotones lleguen al hori-
zonte de eventos. Esto se debe a que a medida que los fotones se acercan al horizonte
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de eventos estos se desplazan in�nitamente hacia el rojo y van perdiendo su energía
hasta que desaparecen, ya que como vimos el horizonte de eventos corresponde a una
super�cie de redshift in�nito. Esto se puede ver en la �gura (5.2) en donde los conos
de luz (formados por la intersección de las curvas radiales entrantes y salientes de los
fotones) se van comprimiendo a medida que se acercan al horizonte de eventos, lo que
se mani�esta en el aumento inde�nido de la coordenada temporal o en el corrimiento
in�nito hacia el rojo de los fotones en el horizonte de eventos.

Por otro lado, vimos que r = r+ es una singularidad coordenada que puede ser
removida por un cambio apropiado de coordenadas. Debido a esto, se puede encontrar
un sistema coordenado en el que el espaciotiempo de Schwarzchild en coordenadas de
curvatura, el cual es descrito por la solución (5.25), no tenga un mal comportamiento
en r = r+. En otras palabras, queremos encontrar un nuevo sistema coordenado en
donde no esté presente el efecto de redshift in�nito del que hablamos anteriormente.

En efecto, se de�ne la coordenada de Eddington-Finkelstein retardada como

t̄ (t, r) := t+ r+ ln |r − r+|. (5.37)

Luego, de (5.35) y (5.37) vemos que la trayectoria de fotones salientes y entrantes
en coordenadas de Eddington-Finkelstein viene dada por

t̄− t̄0 = r − r0 + 2r+ ln

(
r − r+

r0 − r+

)
, (5.38)

y

t̄− t̄0 = r0 − r, (5.39)

respectivamente.

Por otro lado, de (5.25) y (5.37) vemos que el espaciotiempo de Schwarzschild en
coordenadas de Eddington-Finkelstein es dado por la solución

ds2 = −
(

1− r+

r

)
dt̄2 +

2r+

r
dt̄dr +

(
1 +

r+

r

)
dr2 + r2dΩ2

2, (5.40)

donde (5.40) ya no presenta un mal comportamiento en r = r+.

Así, de (5.39) vemos que la trayectoria de fotones entrantes corresponden a lí-
neas rectas con pendiente −1 con respecto al eje r. Además, de (5.39) vemos que la
coordenada temporal del fotón entrante no aumenta inde�nidamente al acercarse a
r = r+, lo cual es consistente con que (5.40) no sea singular en r = r+. En la �gura
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(5.3) se ilustran las curvas radiales nulas que siguen los fotones en el espaciotiempo de
Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein, es decir, en el espaciotiempo
dado por (5.40).

r = 0 r = r+
r

t

Curvas radiales nulas en coordenadas de Eddington-Finkelstein
Salientes
Entrantes
Horizonte de eventos

Figura 5.3: Curvas radiales nulas en coordenadas de Eddington-Finkelstein. Fuente:
Elaboración propia.

De esta forma concluimos que el horizonte de eventos r = r+ es una super�cie
en donde solo pueden cruzar partículas entrantes (no solo fotones) o que caen ha-
cia el agujero negro, y una vez que cruzan el horizonte de eventos estas se dirigen
inevitablemente hacia la singularidad central, la cual está ubicada en r = 0. Este
comportamiento se puede ver tanto en la �gura (5.2) como en la (5.3), donde los co-
nos de luz ubicados dentro del horizonte de eventos se voltean hacia r = 0. Además,
la super�cie r = r+ es un horizonte de eventos en el sentido que no permite a un ob-
servador ubicado fuera de esta super�cie obtener información de lo que ocurre dentro
de ésta, tal como vimos en el caso de fotones cayendo radialmente en el espaciotiempo
de Schwarzschild en coordenadas de curvatura.



54

5.2. Agujeros negros en altas dimensiones y objetos ne-

gros extendidos

Las teorías gravitacionales en altas dimensiones (d > 4) han sido objeto de intenso
estudio durante la última década. Especí�camente las soluciones de agujeros negros
en altas dimensiones que surgen de estas teorías. Las principales motivaciones para
el estudio de estas soluciones en este contexto son:

La teoría de cuerdas es una teoría que contiene a la gravedad, y además ésta
predice la existencia de dimensiones extras en nuestro universo. En particular,
en el contexto de esta teoría fue posible calcular la entropía de un agujero negro
5-dimensional [59].

La correspondencia AdS/CFT relaciona las propiedades de un agujero negro
d-dimensional con una teoría cuántica de campos en un espaciotiempo d − 1-
dimensional [60].

La producción de agujeros negros en dimensiones altas en futuros aceleradores
de partículas puede ser posible en escenarios que involucren gravedad en escalas
de energía del orden de los TeV [61, 62].

Hasta el momento se han identi�cado dos características que solo están presentes
en las soluciones de agujeros negros en altas dimensiones. La primera es que estas
soluciones presentan una dinámica de rotación diferente y la segunda es la aparición
de objetos negros extendidos o agujeros negros con un horizonte de eventos extendido.

Existen dos aspectos que caracterizan la dinámica de rotación de un agujero ne-
gro en altas dimensiones. El primero es la existencia de varios planos de rotación
independientes y el segundo es que la rotación es afectada por la presencia de un
potencial newtoniano de la forma −GM/rd−3 y un potencial centrífugo de la forma
J2/M2r2 [63].

Por otro lado, cuando consideramos teorías gravitacionales en altas dimensiones,
pueden aparecer soluciones de objetos negros extendidos o agujeros negros con ho-
rizontes de eventos extendidos, los cuales poseen una topología más general que la
(d− 2)-esfera. Los ejemplos más conocidos de estas soluciones son las cuerdas negras
y las p-branas negras. La razón de la existencia de estas soluciones es que cuando
consideramos teorías gravitacionales en altas dimensiones, estas no ponen restriccio-
nes topológicas a la hora de querer encontrar soluciones de agujeros negros, por lo
que aparece un amplio espectro de estas soluciones, los cuales pueden poseer diferen-
tes topologías. Sin embargo, las soluciones de agujeros negros en relatividad general
4-dimensional están restringidas por teoremas de unicidad, los cuales aseguran que
cualquier solución de agujero negro de esta teoría presenta un horizonte de eventos
con topología esférica, por lo que los únicos agujeros negros posibles son los pertene-
cientes a la familia de Kerr-Newman8 [3�9].

8Ver apéndice D.
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5.2.1. Agujero negro de Schwarzschild-Tangherlini

Existe una solución de agujero negro a las ecuaciones de campo de Lanczos-
Lovelok (3.6), la cual recibe el nombre de agujero negro de Schwarzschild-Tangherlini.
En efecto, esta solución es dada por

ds2 = −f (r) dt2 +
dr2

f (r)
+ r2γijdz

idzj , (5.41)

donde la función métrica f (r) presente en la solución (5.41) es determinada por la
ecuación polinomial9

M

(d− 2)V
(γ)
d−2

=
N∑
k=0

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−1 [γ − f (r)]k , (5.42)

donde M es la masa y V
(γ)
d−2 es el área del espaciotiempo (d− 2)-dimensional con

curvatura constante γ = 0,±1.

La solución (5.41) describe un agujero negro d-dimensional en la teoría de Lanczos-
Lovelock, y además el tercer término de (5.41) describe un espaciotiempo (d− 2)-
dimensional con curvatura constante γ = 0,±1.

Ahora, si hacemos N = 1 y Λ = 0, y consideramos una dimensión arbitraria d en
la ecuación polinomial (5.42), se obtiene que la función métrica f (r) es dada por

f (r) = γ −
(r+

r

)d−3
, (5.43)

donde rd−3
+ es el radio de Schwarzchild generalizado, el cual se de�ne como

rd−3
+ :=

16πM

(d− 2)V
(γ)
d−2

. (5.44)

Así, reemplazando (5.43) en (5.41) se obtiene

ds2 = −
[
γ −

(r+

r

)d−3
]

dt2 +
dr2[

γ −
( r+
r

)d−3
] + r2γijdz

idzj , (5.45)

donde (5.45) describe una solución de agujero negro en d-dimensiones de las ecuacio-
nes de campo de Eintein en el vacío y sin constante cosmológica. Luego, si hacemos
d = 4 y γ = 1 en (5.45), entonces recobramos la solución de Schwarzchild (5.25)10.

9Esta ecuación polinomial es obtenida usando la solución (5.41) y las de�niciones (E.54)-(E.55).
10Este resultado es de esperar, ya que como vimos en el capítulo 3 la teoría de Lanczos-Lovelock

contiene a la teoría general de la relatividad como caso particular.
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5.2.2. Cuerdas negras y p-branas negras

En la subsección 5.1.1 vimos que la solución de Schwarzschild en 4 dimensiones
(5.25) es encontrada resolviendo las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío y
sin constante cosmológica (5.1). Por otro lado, se sabe que si consideramos un espa-
ciotiempo 4-dimensional esféricamente simétrico, el cual es solución de las ecuaciones
de campo (5.1), entonces este espaciotiempo debe ser estático. Luego, el único espa-
ciotiempo que cumple estas características es el descrito por la solución (5.25)11. A
partir de lo dicho anteriormente, surge la siguiente pregunta: ¾Qué ocurre si conside-
ramos un espaciotiempo con una dimensión arbitraria d > 4?

Si consideramos un espaciotiempo d-dimensional, entonces las ecuaciones de cam-
po de Einstein en el vacío y sin constante cosmológica (5.1) tienen la misma forma,
es decir,

Rµν = 0, (5.46)

donde µ, ν = 0, 1, . . . , d− 1.

Por otra parte, en la subsección 5.2.1 vimos que el elemento de línea (5.45) es so-
lución de las ecuaciones de campo (5.46). Esta solución describe un agujero negro con
un horizonte de eventos con una topología más general que la (d− 2)-esfera. Además,
esta solución corresponde a una generalización de la solución de Schwarzchild a una
dimensión arbitraria. Sin embargo, el elemento de línea (5.45) no es la única solución
a las ecuaciones de campo (5.46).

En efecto, consideremos un espaciotiempo de D = d+ p dimensiones descrito por
un elemento de línea de la forma

ds2 = ds̃2
d + δαβdxαdxβ, (5.47)

donde el elemento de línea ds̃2
d describe un espaciotiempo d-dimensional, el elemen-

to de línea δαβdxαdxβ describe un espaciotiempo plano p-dimensional, y además
α, β = 1, 2, . . . , p. Adicionalmente, si el elemento de línea ds̃2

d describe un agujero
negro d-dimensional, entonces el elemento de línea (5.47) describe un objeto negro
con un horizonte de eventos extendido, o simplemente un objeto negro extendido.

Por otro lado, las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío y sin constante
cosmológica se pueden reescribir de la forma

RAB = 0, (5.48)

11Ver apéndice D.
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donde los índices A,B se dividen de tal forma que si {A,B, . . .} = {µ, ν, . . .} =
{0, 1, . . . , d− 1}, entonces estos índices corren sobre el espaciotiempo descrito por
el elemento de línea ds̃2

d. Por otro lado, si {A,B, . . .} = {α, β, . . .} = {1, 2, . . . , p},
entonces estos índices corren sobre el espaciotiempo descrito por el elemento de lí-
nea δαβdxαdxβ12. Luego, si el elemento de línea correspondiente a la brana satisface
las ecuaciones de campo (5.46), entonces es simple veri�car que el elemento de línea
(5.47) satisface las ecuaciones de campo (5.48).

Ahora, consideremos el elemento de línea

ds2 = −
[
γ −

(r+

r

)d−3
]

dt2 +
dr2[

γ −
( r+
r

)d−3
] + r2γijdz

idzj + dz2. (5.49)

Comparando (5.47) con (5.49) se puede ver el elemento de línea correspondiente
a la brana es dado por

ds̃2
d = −

[
γ −

(r+

r

)d−3
]

dt2 +
dr2[

γ −
( r+
r

)d−3
] + r2γijdz

idzj , (5.50)

y el elemento de línea correspondiente a las direcciones extendidas es dado por

δαβdxαdxβ = dz2. (5.51)

Anteriormente vimos que el elemento de línea (5.50) es solución de las ecuaciones
de campo (5.46), luego es simple veri�car que el elemento de línea (5.49) satisface las
ecuaciones de campo (5.48). Luego, la solución (5.49) describe un objeto negro exten-
dido, el cual recibe el nombre de cuerda negra homogénea. De esta forma, la cuerda
negra homogénea construida en (5.49) posee un horizonte de eventos cilíndrico, y
además posee una densidad de masa �nita. No obstante, si la dirección extendida es
compacta, entonces la masa total de la cuerda negra homogénea es �nita.

Por otro lado, consideremos el elemento de línea

ds2 = −
[
γ −

(r+

r

)d−3
]

dt2 +
dr2[

γ −
( r+
r

)d−3
] + r2γijdz

idzj + δαβdxαdxα. (5.52)

Comparando (5.47) con (5.52) se puede ver el elemento de línea correspondiente
a la brana es dado por

12Desde ahora en adelante al elemento de línea ds̃2d le llamaremos la brana y al elemento de línea
δαβdxαdxβ le llamaremos direcciones extendidas.
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ds̃2
d = −

[
γ −

(r+

r

)d−3
]

dt2 +
dr2[

γ −
( r+
r

)d−3
] + r2γijdz

idzj , (5.53)

y el elemento de línea correspondiente a las direcciones extendidas es dado por

δαβdxαdxβ = dx2
1 + · · ·+ dx2

p. (5.54)

Luego, la solución (5.52) describe un objeto negro extendido, el cual recibe el
nombre de p-brana negra homogénea. De esta forma, la brana negra homogénea cons-
truida en (5.52) posee un horizonte de eventos con una topología más general que la
cuerda negra homogénea (5.49). Sin embargo, si hacemos p = 1 en la solución (5.52),
entonces recobramos la solución (5.49), es decir, una cuerda negra corresponde a una
1-brana negra.

Hasta el momento hemos encontrado soluciones de cuerda negra homogénea y
p-brana negra homogénea de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío y sin
constante cosmológica en una dimensión arbitraria. Estas soluciones se construyeron
simplemente agregando direcciones extendidas planas al elemento de línea correspon-
diente a la brana. En otras palabras, el elemento de línea correspondiente a la brana
se oxida al agregar dichas direcciones. De esta manera, es simple veri�car que las
ecuaciones de campo a lo largo de la brana son compatibles con las ecuaciones de
campo a lo largo de las direcciones extendidas, tanto en el caso de la cuerda ne-
gra homogénea como en el caso de la p-brana negra homogénea. Luego, debido a
la compatibilidad de las ecuaciones de campo se puede ver que la construcción de
cuerdas negras homogéneas y p-branas negras homogéneas es consistente en el caso
considerado. Ahora, basándonos en los resultados obtenidos anteriormente, surge la
siguiente pregunta: ¾Es posible construir cuerdas negras homogéneas y p-branas ne-
gras homogéneas si se consideran las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío y
con constante cosmológica en una dimensión arbitraria? A continuación veremos que
la respuesta a esta pregunta es negativa.

Si consideramos las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío y con constan-
te cosmológica en una dimensión arbitraria, entonces no es posible la construcción
de soluciones analíticas de cuerdas negras homogéneas y p-branas negras homogé-
neas, ya que las ecuaciones de campo a lo largo de la brana no son compatibles con
las ecuaciones de campo a lo largo de las direcciones extendidas. Sin embargo, si es
posible construir soluciones numéricas de cuerdas negras no-homogéneas y p-branas
negras no-homogéneas en este contexto por medio de la introducción de factores de
deformación [64, 65]. Sin embargo, la introducción de estos factores de deformación
complican el análisis de la estabilidad dinámica de estas soluciones. No obstante, a
continuación mostraremos que si consideramos la teoría general de la relatividad con
una constante cosmológica negativa acoplada minimalmente a campos escalares sin
masa, los cuales tienen una dependencia lineal en las direcciones extendidas, enton-
ces sí es posible construir soluciones analíticas de cuerda negra homogénea y p-brana
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negra homogénea.

En efecto, consideremos la teoría general de la relatividad en una dimensión D =
d + p acoplada minimalmente a p campos escalares φ(k), donde k = 1, 2, . . . , p. En
este caso las ecuaciones de campo para la métrica son dadas por

EAB := GAB + ΛgAB −
1

2

p∑
k=1

T
(k)
AB = 0, (5.55)

donde el tensor energía-momentum T
(k)
AB es dado por

T
(k)
AB = ∇Aφ(k)∇Bφ(k) −

1

2
gAB∇Cφ(k)∇Cφ(k). (5.56)

Por otro lado, las ecuaciones de campo para los campos escalares son dadas por

�φ(k) = 0. (5.57)

Ahora, consideremos el ansatz

ds2 = −f (r) dt2 +
dr2

f (r)
+ r2γijdz

idzj + δαβdxαdxα. (5.58)

Además, a partir de las ecuaciones de campo para los campos escalares (5.57)
podemos postular un ansatz para dichos campos de tal forma que solo dependan de
las direcciones extendidas, es decir,

φ(k) = λxk, (5.59)

donde λ es una constante de integración.

Introduciendo (5.58) y (5.59) en las ecuaciones de campo (5.55) se obtiene que
las ecuaciones de campo a lo largo de la brana son dadas por

Eµν = Gµν +

(
Λ +

pλ2

4

)
gµν = 0, (5.60)

y las ecuaciones de campo a lo largo de las direcciones extendidas son dadas por

E(p) = R− 2Λ +
(

1− p

2

)
λ2 = 0. (5.61)
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Luego, tomando la traza de las ecuaciones de campo (5.60) se obtiene

gµνEµν = R− 2d

(d− 2)

(
1 +

pλ2

4

)
= 0. (5.62)

En general, la compatibilidad de las ecuaciones (5.61) y (5.62) induce más con-
diciones sobre la función métrica f (r) que las ecuaciones de campo a lo largo de la
brana (5.60). Sin embargo, esto puede ser evitado imponiendo la condición de com-
patibilidad o�-shell gµνEµν ∼ E(p), la cual �ja la constante de integración λ de la
forma

λ =

√
− 4Λ

d+ p− 2
. (5.63)

Ahora, usando las ecuaciones de campo a lo largo de la brana (5.60) y la constante
de integración (5.63) se obtiene que la función métrica f (r) es dada por13

f (r) = γ − 16πM

(d− 2)V
(γ)
d−2L

prd−3
− 2Λr2

(d− 1) (d+ p− 2)
. (5.64)

Finalmente, reemplazando la constante de integración (5.63) en el ansatz (5.59)
se obtiene

φ(k) =

√
− 4Λ

d+ p− 2
xk, (5.65)

y además reemplazando (5.64) en el ansatz (5.58) se obtiene

ds2 =−

[
γ − 16πM

(d− 2)V
(γ)
d−2L

prd−3
− 2Λr2

(d− 1) (d+ p− 2)

]
dt2

+
dr2[

γ − 16πM

(d−2)V
(γ)
d−2L

prd−3
− 2Λr2

(d−1)(d+p−2)

] + r2γijdz
idzj + δαβdxαdxα. (5.66)

Por lo tanto, los campos escalares (5.65) y el elemento de línea (5.66) describen
una solución de p-brana negra homogénea de las ecuaciones de campo (5.55) y (5.57).
Adicionalmente, si hacemos p = 1 en (5.65) y (5.66), entonces obtenemos una solución
de cuerda negra homogénea, la cual es dada por

13En este caso el radio de Schwarzchild generalizado r+,d es de�nido por la expresión r+,d :=

(16πM) /
(

(d− 2)V
(γ)
d−2L

p
)
, donde L es el largo correspondiente a una 1-brana.
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φ(1) =

√
− 4Λ

d− 1
x1, (5.67)

y

ds2 =−

[
γ − 16πM

(d− 2)V
(γ)
d−2Lr

d−3
− 2Λr2

(d− 1) (d+ p− 2)

]
dt2

+
dr2[

γ − 16πM

(d−2)V
(γ)
d−2Lr

d−3
− 2Λr2

(d−1)(d+p−2)

] + r2γijdz
idzj + dx2

1. (5.68)

En el capítulo 6 extenderemos los resultados obtenidos en (5.67) y (5.68) a un es-
cenario que considere teorías de Lovelock con potencias arbitrarias en la curvatura, es
decir, construiremos una solución de cuerda negra homogénea en teorías de Lovelock
con acoplamientos no-minimales con campos escalares.

5.3. Breve introducción a la termodinámica de agujeros

negros

Desde que Jacob Bekenstein y Stephen Hawking publicaron sus conocidos artícu-
los [66, 67] entendemos a los agujeros negros como sistemas que poseen propiedades
termodinámicas. En efecto, a estos sistemas se les puede asociar una temperatura y
una entropía. Como consecuencia, un agujero negro puede emitir radiación, la cual
se denomina radiación de Hawking. Actualmente la radiación de Hawking no ha sido
directamente observada, ya que un agujero negro astrofísico debiese tener una tem-
peratura del orden de los microkelvin, la cual es mucho menor que la temperatura
del fondo cósmico de microondas. No obstante, las propiedades termodinámicas de
los agujeros negros han sido bien estudiadas hasta ahora, ya que estas propiedades
se han analizado mediante métodos independientes, los cuales conducen a los mismos
resultados. De esta manera, la temperatura de un agujero negro se de�ne como

T :=
κs
2π
, (5.69)

donde κs es la gravedad super�cial.

Por otro lado, la entropía de un agujero negro es dada por la expresión

S =
A

4
, (5.70)

donde A es el área del horizonte de eventos.
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De la mecánica estadística se sabe que las propiedades termodinámicas de un
sistema corresponden a la manifestación macroscópica de diferentes comportamientos
que pueden tener los constituyentes microscópicos de dicho sistema. Dentro de estas
propiedades termodinámicas se encuentra la temperatura, la cual es una cantidad que
mide la energía promedio de los constituyentes microscópicos de un sistema. Además,
a partir del número de microestados de un sistema se puede encontrar la entropía,
la cual tiene relación muy estrecha con la temperatura. Considerando lo mencionado
anteriormente nos podemos preguntar: ¾Es posible usar estas mismas propiedades
termodinámicas para lograr entender los agujeros negros a un nivel microscópico?
Hasta hace aproximadamente 20 años no se conocía nada sobre el comportamiento
microscópico de los agujeros negros. Sin embargo, actualmente se conoce mucho sobre
el comportamiento microscópico de estos sistemas.

5.3.1. Las cuatro leyes de la termodinámica de agujeros negros

Como hemos dicho anteriormente, los agujeros negros se pueden entender como
sistemas que poseen propiedades termodinámicas. Por otro lado, debido a un teore-
ma de Stephen Hawking [68] se tiene que el área A del horizonte de eventos nunca
disminuye (siempre que la energía de la materia sea positiva y el espaciotiempo sea
regular). Posteriormente, a partir de este teorema Jacob Bekenstein propuso que a
los agujeros negros se les puede asignar una entropía S, la cual es proporcional al
área del horizonte de eventos. Así, la entropía de un agujero negro es dada por la ex-
presión (5.70), la cual nos dice que la entropía de un agujero negro tiene una relación
muy estrecha con el área del horizonte de eventos. Poco tiempo después del trabajo
de Jacob Bekenstein, se formularon las cuatro leyes de la termodinámica de agujeros
negros [69], dentro de las cuales se incluye el teorema de Stephen Hawking, y además
se agregan otras tres leyes adicionales. En efecto, estas cuatro leyes son:

Ley cero: La gravedad super�cial κs es constante en el horizonte de eventos.

Primera Ley: Si tenemos dos agujeros negros estacionarios, los cuales di�eren
solo por pequeñas variaciones de los parámetrosM , J y Q14, entonces se cumple
que

dM = TdS + ΩdJ + ΦdQ, (5.71)

donde Ω es la velocidad angular y Φ es el potencial eléctrico, ambos evaluados
en el horizonte de eventos.

Segunda Ley: El área del horizonte de eventos nunca disminuye, es decir,

dA ≥ 0. (5.72)

Tercera Ley: Es imposible reducir la gravedad super�cial κs a cero en un
número �nito de pasos.

14Ver apéndice D.
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Finalmente, cabe mencionar que la gravedad super�cial κs puede ser de�nida de
la forma [45]

κs :=
1

2

df

dr
, (5.73)

donde f = f (r) es la función métrica y la derivada presente en la de�nición (5.73) está
evaluada en el horizonte de eventos. Luego, usando (5.73) se obtiene que la expresión
para la temperatura dada en (5.69) puede se reescrita como

T =
1

4π

df

dr
. (5.74)

5.3.2. Entropía de Wald

Consideremos un lagrangiano L con una dependencia de la forma

L =L
(
gµν , Rµνλρ,∇ξ1Rµνλρ, . . . ,∇(ξ1∇ξ2 · · · ∇ξn−1∇ ξn)Rµνλρ,

ψ,∇ξ1ψ, . . . ,∇(ξ1∇ξ2 · · · ∇ξl−1
∇ ξl)ψ

)
, (5.75)

donde ψ denota un campo de materia arbitrario, ∇µ es la derivada covariante aso-
ciada a la métrica gµν y Rµνλρ es el tensor de curvatura de Riemann.

Ahora, considerando el lagrangiano introducido en (5.75), y además considerando
un espaciotiempo de dimensión d, el cual posee una super�cie de bifurcación tipo
espacio Σ de (d− 2) dimensiones se tiene que la entropía de Wald es de�nida como [70]

S := −2π

∮
δL

δRµνλρ
εµνελρdVd−2, (5.76)

donde dVd−2 es el elemento de volumen de Σ, εµν es un vector binormal normalizado
de la forma εµνεµν = −2 y δL/δRµνλρ es la variación funcional del lagrangiano (5.75)
con respecto al tensor de curvatura de Riemann Rµνλρ, la cual es dada por

δL

δRµνλρ
=

∂L

∂Rµνλρ

−∇ξ1
(

∂L

∂∇ξ1Rµνλρ

)
+ · · ·+ (−1)n∇(ξ1∇ξ2 · · · ∇ξn−1∇ ξn)

(
∂L

∂∇(ξ1∇ξ2 · · · ∇ξn−1∇ ξn)Rµνλρ

)
.

(5.77)

Finalmente, determinemos la entropía usando la formula de Wald (5.76) para el
caso de la teoría general de la relatividad en el vacío. En efecto, considerando la
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acción (2.74) sin la parte de materia y usando (5.76)-(5.77) se obtiene que la entropía
es dada por

S =
A

4
. (5.78)



Capítulo 6

Cuerdas negras homogéneas en
Lovelock-Horndeski

En este capítulo vamos a construir soluciones de cuerdas negras homogéneas en la
teoría de Einstein-Gauss-Bonnet acoplada a dos campos escalares. Luego, se estudia-
rán las propiedades térmicas de las soluciones encontradas anteriormente. Posterior-
mente, extenderemos los resultados encontrados en el caso de la teoría de Einstein-
Gauss-Bonnet acoplada a dos campos escalares a un escenario que considere teorías
de Lovelock acopladas no-minimalmente a campos escalares. Finalmente, utilizando
el mismo método para la construcción de cuerdas negras homogéneas en teorías de Lo-
velock acopladas no-minimalmente a campos escalares, se construirán dos soluciones
extras en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet, las cuales corresponden a extensiones
cilíndricas de una solución de agujero de gusano y una solución de agujero negro
rotante. Este capítulo está basado en el paper [71], el cual fue publicado en la revista
European Physical Journal C. El cálculo detallado de los resultados que se muestran
a lo largo de este capítulo se encuentra en los apéndices C, E y F.

6.1. Cuerdas negras homogéneas en la teoría de Einstein-

Gauss-Bonnet

Consideremos la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet en una dimensión arbitraria D
acoplada minimalmente a un campo escalar ψ, y además acoplada no-minimalmente
a un campo escalar χ. En efecto, la acción de esta teoría es dada por

I [gAB, ψ, χ] =

∫
dDx
√
−g
[
R− 2Λ + αL(2) − 1

2
gAB∇Aψ∇Bψ +

β

2
GAB∇Aχ∇Bχ

]
,

(6.1)

donde α y β son las constantes de acoplamiento.

Ahora, variando la acción (6.1) con respecto a la métrica gAB se obtienen las
ecuaciones de campo

65
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EAB := GAB + ΛgAB + αE
(2)
AB −

1

2
T

(0)
AB −

β

8
T

(1)
AB = 0, (6.2)

donde T (0)
AB es el tensor energía-momentum de orden 0 en la curvatura y T (1)

AB es el
tensor energía-momentum de orden 1 en la curvatura, los cuales son dados por

T
(0)
AB =∇Aψ∇Bψ −

1

2
gAB∇Cψ∇Cψ, (6.3)

T
(1)
AB =2∇Aχ∇BχR− 8∇Cχ∇(AχR

C
B) − 4∇Cχ∇DχRACBD

− 4∇A∇Cχ∇B∇Cχ+ 4∇A∇Bχ�χ+ 2GAB (∇χ)2

− gAB
[
−2∇C∇Dχ∇C∇Dχ+ 2 (�χ)2 − 4∇Cχ∇DχRCD

]
, (6.4)

respectivamente.

Por otro lado, variando la acción (6.1) con respecto a los campos escalares ψ y χ
se obtienen las ecuaciones de campo

gAB∇A∇Bψ = 0, GAB∇A∇Bχ = 0, (6.5)

respectivamente.

Ahora, consideremos el ansatz

ds2 = −f (r) dt2 +
dr2

f (r)
+ r2γijdz

idzj + dz2. (6.6)

Además, a partir de las ecuaciones de campo para los campos escalares (6.5)
podemos postular un ansatz para dichos campos de tal forma que solo dependan de
la dirección extendida z, es decir,

ψ (z) = c0z, χ (z) = c1z. (6.7)

Introduciendo (6.6) y (6.7) en las ecuaciones de campo (6.2) se obtiene que las
ecuaciones de campo a lo largo de la brana son dadas por

Eµν = −2

(
Λ +

c2
0

4

)
E(0)µ

ν +

(
1− βc2

1

4

)
E(1)µ

ν + αE(2)µ
ν = 0, (6.8)

y la ecuación de campo a lo largo de la dirección extendida es dada por
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Ezz =

(
Λ− c2

0

4

)
− 1

2

(
1 +

βc2
1

4

)
R− α

2
L(2) = 0. (6.9)

Luego, tomando la traza de las ecuaciones de campo (6.8) se obtiene

gµνEµν =

(
Λ +

c2
0

4

)
d+

(
1− βc2

1

4

)(
1− d

2

)
R+ α

(
2− d

2

)
L(2) = 0. (6.10)

La compatibilidad entre las ecuaciones (6.9) y (6.10) induce más condiciones sobre
la función métrica f (r) que las ecuaciones de campo a lo largo de la brana (6.8). Sin
embargo, esto puede ser evitado imponiendo la condición de compatibilidad o�-shell
gµνEµν ∼ Ezz, la cual �ja las constantes de integración c2

0 y c2
1 de la forma

c0 =

√
− 8Λ

d− 2
, c1 =

√
4

(d− 3)β
. (6.11)

Ahora, reemplazando las constantes de integración (6.11) en las ecuaciones de
campo a lo largo de la brana (6.8) se obtiene

(d− 3) (d− 4)

(d− 2)
Λgµν + (d− 4)Gµν + (d− 3)αE(2)

µν = 0. (6.12)

Luego, de las ecuaciones de campo (6.12) se puede veri�car que la mínima dimen-
sión que permite la existencia de un horizonte de eventos es d = 5. Así, para poder
construir soluciones de cuerdas negras homogéneas en la teoría de Einstein-Gauss-
Bonnet hay que considerar como mínimo una dimensión D = 5 + 1.

Por otra parte, de las ecuaciones de campo (6.12) se obtiene una ecuación poli-
nomial cuya incógnita es la función métrica f (r), la cual es dada por

m = (d− 2)V
(γ)
d−2

2∑
k=0

(d− 4)

(d− k − 2)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−1 (γ − f (r))k , (6.13)

donde m es la densidad de masa y V (γ)
d−2 denota el área del espaciotiempo (d− 2)-

dimensional descrito por la métrica γij .

Por otro lado, reemplazando las constantes de integración (6.11) en el ansatz (6.7)
se obtiene

ψ (z) =

√
− 8Λ

d− 2
z, χ (z) =

√
4

(d− 3)β
z. (6.14)
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Así, las soluciones de la ecuación polinomial (6.13) y los campos escalares (6.14)
describen soluciones de cuerdas negras homogéneas de las ecuaciones de campo (6.2)
y (6.5), las cuales pueden ser asintóticamente AdSd ×R siempre y cuando se incluya
el término cosmológico.

Ahora, de la acción (6.1) vemos que el lagrangiano de la teoría de Einstein-Gauss-
Bonnet en una dimensión arbitraria D acoplado minimalmente a un campo escalar
ψ, y además acoplado no-minimalmente a un campo escalar χ es dado por

L (gAB, ψ, χ) = R− 2Λ + αL(2) − 1

2
gAB∇Aψ∇Bψ +

β

2
GAB∇Aχ∇Bχ. (6.15)

Luego, de la entropía de Wald (5.76), del lagrangiano (6.15) y de los campos
escalares (6.14) se obtiene que la entropía por unidad de longitud de la cuerda negra
homogénea descrita por las soluciones de la ecuación polinomial (6.13) y los campos
escalares (6.14) es dada por

s = 4π

2∑
k=0

k (d− 4)

(d− k − 2)

(d− 2)

(d− 2k)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k
+ γk−1V

(γ)
d−2, (6.16)

donde s = S/L y r+ es la coordenada radial del horizonte de eventos.

Por otro lado, usando la expresión para la temperatura (5.74) y la ecuación poli-
nomial (6.13) se obtiene que la temperatura de la cuerda negra homogénea descrita
por las soluciones de la ecuación polinomial (6.13) y los campos escalares (6.16) es
dada por

T =
1

4π

∑2
k=0

(d−2k−1)(d−4)
(d−k−2)

(d−3)!
(d−2k−1)!αkr

d−2k−2
+ γk∑2

p=0
p(d−4)

(d−p−2)
(d−3)!

(d−2p−1)!αpr
d−2p−1
+ γp−1

. (6.17)

Ahora, usando la ecuación polinomial (6.13), la densidad de entropía (6.16) y la
temperatura (6.17) se puede veri�car que se cumple la primera ley de la termodiná-
mica (5.71) para la cuerda negra homogénea descrita por las soluciones de la ecuación
polinomial (6.13) y los campos escalares (6.14), es decir,

dm = Tds. (6.18)

6.1.1. Cuerdas negras homogéneas en la teoría de Einstein-Gauss-

Bonnet en D = 5 + 1

Ahora, vamos a analizar las soluciones de cuerdas negras homogéneas enD = 5+1.
En efecto, haciendo d = 5 en la ecuación polinomial (6.13), y además considerando
Λ 6= 0 se obtiene que la función métrica f (r) es dada por
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f (r) = γ +
r2

8α

(
1±

√
1 +

16

9
αΛ +

32

3V
(γ)

3

mα

r4

)
. (6.19)

Además, haciendo d = 5, y además considerando Λ 6= 0 en los campos escalares
(6.14) se obtiene

ψ (z) =

√
−8Λ

3
z, χ (z) =

√
2

β
z. (6.20)

Por otro lado, haciendo d = 5 en la ecuación polinomial (6.13), y además consi-
derando Λ = 0 se obtiene que la función métrica f (r) es dada por

f (r) = γ +
r2

8α

(
1±

√
1 +

32

3V
(γ)

3

mα

r4

)
. (6.21)

Además, haciendo d = 5, y además considerando Λ = 0 en los campos escalares
(6.14) se obtiene

χ (z) =

√
2

β
z. (6.22)

A continuación, en la �gura (6.1) se muestran dos grá�cos con el comportamiento
de las funciones métricas dadas en (6.19) y (6.21) en el caso γ = 1.
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Figura 6.1: Comportamiento de la función métrica (6.19) (izquierda) y de la función
métrica (6.21) (derecha) en el caso γ = 1. Fuente: Elaboración propia.
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Ahora, reemplazando (6.19) en el ansatz (6.6) se obtiene

ds2 =−

[
γ +

r2

8α

(
1±

√
1 +

16

9
αΛ +

32

3V
(γ)

3

mα

r4

)]
dt2

+
dr2[

γ + r2

8α

(
1±

√
1 + 16

9 αΛ + 32

3V
(γ)
3

mα
r4

)] + r2γijdz
idzj + dz2. (6.23)

De esta forma, los campos escalares (6.20) y el elemento de línea (6.23) describen
una solución de cuerda negra homogénea de las ecuaciones de campo (6.2) y (6.5).
Además, del grá�co izquierdo de la �gura (6.1) vemos la cuerda negra homogénea
descrita por (6.20) y (6.23) es asintóticamente AdS5 ×R.

Por otro lado, reemplazando (6.21) en el ansatz (6.6) se obtiene

ds2 =−

[
γ +

r2

8α

(
1±

√
1 +

32

3V
(γ)

3

mα

r4

)]
dt2

+
dr2[

γ + r2

8α

(
1±

√
1 + 32

3V
(γ)
3

mα
r4

)] + r2γijdz
idzj + dz2. (6.24)

Así, el campo escalar (6.22) y el elemento de línea (6.24) describen una solución
de cuerda negra homogénea de las ecuaciones de campo (6.2) y (6.5). Además, del
grá�co derecho de la �gura (6.1) vemos la cuerda negra homogénea descrita por (6.22)
y (6.24) es asintóticamente plana.

Por otro lado, haciendo d = 5 y γ = 1 en (6.16) se obtiene que la entropía por
unidad de longitud de la cuerda negra homogénea descrita por los campos escalares
(6.20) y el elemento de línea (6.23) es dada por

s = 4π3r3
+ + 96π3r+α. (6.25)

Además, se puede veri�car que el primer término de la densidad de entropía ob-
tenida en (6.25) recibe una contribución de los campos escalares (6.20), es decir, la
entropía debida a la relatividad general (5.78) recibe una corrección del sector de
materia.

Por otro lado, haciendo d = 5 y γ = 1 en (6.17) se obtiene que la temperatura de
la cuerda negra homogénea descrita por los campos escalares (6.20) y el elemento de
línea (6.23) es dada por

T =
2r3

+ + 9r+

2π
(
9r2

+ − 2l4 + 18l2
) , (6.26)
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donde l es el radio de curvatura.

6.1.2. Cuerdas negras homogéneas en la teoría de Einstein-Gauss-

Bonnet en D = 6 + 1

Ahora, vamos a analizar las soluciones de cuerdas negras homogéneas enD = 6+1.
En efecto, haciendo d = 6 en la ecuación polinomial (6.13), y además considerando
Λ 6= 0 se obtiene que la función métrica f (r) es dada por

f (r) = γ +
r2

18α

(
1±

√
1 +

27

10
αΛ +

27

2V
(γ)

4

mα

r5

)
. (6.27)

Además, haciendo d = 6, y además considerando Λ 6= 0 en los campos escalares
(6.14) se obtiene

ψ (z) =
√
−2Λz, χ (z) =

√
4

3β
z. (6.28)

Por otro lado, haciendo d = 6 en la ecuación polinomial (6.13), y además consi-
derando Λ = 0 se obtiene que la función métrica f (r) es dada por

f (r) = γ +
r2

18α

(
1±

√
1 +

27

2V
(γ)

4

mα

r5

)
. (6.29)

Además, haciendo d = 6, y además considerando Λ = 0 en los campos escalares
(6.14) se obtiene

χ (z) =

√
4

3β
z. (6.30)
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A continuación, en la �gura (6.2) se muestran dos grá�cos con el comportamiento
de las funciones métricas dadas en (6.27) y (6.29) en el caso γ = 1.
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Figura 6.2: Comportamiento de la función métrica (6.27) (izquierda) y de la función
métrica (6.29) (derecha) en el caso γ = 1. Fuente: Elaboración propia.

Ahora, reemplazando (6.27) en el ansatz (6.6) se obtiene

ds2 =−

[
γ +

r2

18α

(
1±

√
1 +

27

10
αΛ +

27

2V
(γ)

4

mα

r5

)]
dt2

+
dr2[

γ + r2

18α

(
1±

√
1 + 27

10αΛ + 27

2V
(γ)
4

mα
r5

)] + r2γijdz
idzj + dz2. (6.31)

De esta forma, los campos escalares (6.28) y el elemento de línea (6.31) describen
una solución de cuerda negra homogénea de las ecuaciones de campo (6.2) y (6.5).
Además, del grá�co izquierdo de la �gura (6.2) vemos la cuerda negra homogénea
descrita por (6.28) y (6.31) es asintóticamente AdS5 ×R.

Por otro lado, reemplazando (6.29) en el ansatz (6.6) se obtiene

ds2 =−

[
γ +

r2

18α

(
1±

√
1 +

27

2V
(γ)

4

mα

r5

)]
dt2

+
dr2[

γ + r2

18α

(
1±

√
1 + 27

2V
(γ)
4

mα
r5

)] + r2γijdz
idzj + dz2. (6.32)

Así, el campo escalar (6.30) y el elemento de línea (6.32) describen una solución
de cuerda negra homogénea de las ecuaciones de campo (6.2) y (6.5). Además, del
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grá�co derecho de la �gura (6.2) vemos la cuerda negra homogénea descrita por (6.30)
y (6.32) es asintóticamente plana.

Por otro lado, haciendo d = 6 y γ = 1 en (6.16) se obtiene que la entropía por
unidad de longitud de la cuerda negra homogénea descrita por los campos escalares
(6.28) y el elemento de línea (6.31) es dada por

s =
64

9
π3r4

+ + 256π3r2
+α. (6.33)

Además, se puede veri�car que el primer término de la densidad de entropía ob-
tenida en (6.33) recibe una contribución de los campos escalares (6.28), es decir, la
entropía debida a la relatividad general (5.78) recibe una corrección del sector de
materia.

Por otro lado, haciendo d = 6 y γ = 1 en (6.17) se obtiene que la temperatura de
la cuerda negra homogénea descrita por los campos escalares (6.28) y el elemento de
línea (6.31) es dada por

T =
15r4

+ + 120r2
+ − 3l4 + 40l2

8πr+

(
20r2

+ − 3l4 + 40l2
) , (6.34)

donde l es el radio de curvatura.

6.2. Cuerdas negras homogéneas en la teoría de Lanczos-

Lovelock

Consideremos la teoría de Lanczos-Lovelock en un dimensión arbitraria D aco-
plada no-minimalmente a N campos escalares φ(k), donde k = 0, 1, . . . , N . En efecto,
la acción de esta teoría es dada por

I
[
gAB, φ(k)

]
=

∫
dDx

[
N+1∑
k=0

αkL(k) +
N∑
k=0

βkL
(k)
M

]
, (6.35)

donde αk y βk son constantes de acoplamiento. Además, se tiene que el sector geo-
métrico de la acción (6.35) es dado por la densidad lagrangiana L(k), la cual es dada
por

L(k) =

√
−g
2k

δA1···A2k
B1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k
, (6.36)

y el sector de materia de la acción (6.35) es dado por la densidad lagrangiana L(k)
M ,

la cual es dada por
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L(k)
M = −

√
−g

22k+1
∇Cφ(k)∇Dφ(k)δ

CA1···A2k
DB1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k
. (6.37)

Ahora, variando la acción (6.35) con respecto a la métrica gAB se obtienen las
ecuaciones de campo

EAB :=
N+1∑
k=0

αkE
(k)
AB −

N∑
k=0

βk
22k+1

T
(k)
AB = 0, (6.38)

donde E(k)
AB es el tensor de Lovelock de orden k en la curvatura, el cual es dado por

E
(k)
AB = − 1

2k+1
g(A|Cδ

CA1···A2k

|B)B1···B2k
RB1B2

A1A2 · · ·RB2k−1B2k
A2k−1A2k

. (6.39)

Además, T (k)
AB es el tensor energía-momentum generalizado para los campos φ(k)

de orden k en la curvatura, el cual es dado por

T
(k)
AB =− 1

2
gAB∇Cφ(k)∇Dφ(k)δ

CA1···A2k
DB1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k

+∇Cφ(k)∇(A|φ(k)δ
CA1···A2k

|B)B1···B2k
RB1B2

A1A2 · · ·RB2k−1B2k
A2k−1A2k

+ k∇Cφ(k)∇Dφ(k)δ
CA1···A2k

DB1···(A|

×RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−3B2k−2

A2k−3A2k−2
RB2k−1 |B)A2k−1A2k

+ 2k∇B2k−1∇Cφ(k)∇A2k−1
∇Dφ(k)δ

CA1···A2k

DB1···(B|

×RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−3B2k−2

A2k−3A2k−2
g|A)A2k

+ k∇Cφ(k)∇Eφ(k)δ
CA1···A2k

DB1···(B|

×RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−3B2k−2

A2k−3A2k−2
RA2k−1E

B2k−1Dg|A)A2k
. (6.40)

Por otro lado, variando la acción (6.35) con respecto a los campos escalares φ(k)

se obtienen las ecuaciones de campo

βkE
(k)
AB∇

A∇Bφ(k) = 0. (6.41)

Ahora, consideremos el ansatz

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2γijdz

idzj + dz2. (6.42)

Además, a partir de las ecuaciones de campo para los campos escalares (6.41)
podemos postular un ansatz para dichos campos de tal forma que solo dependan de
las direcciones extendidas, es decir,
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φ(k) = ckz, (6.43)

donde ck son constantes de integración.

Por otro lado, conviene reescribir las ecuaciones de campo para la métrica (6.38)
de la forma

EAB =α0E
(0)A

B + α1E
(1)A

B + α2E
(2)A

B + α3E
(3)A

B + · · ·+ αN+1E
(N+1)A

B

− β0

2
T (0)A

B −
β1

8
T (1)A

B −
β2

32
T (2)A

B − · · · −
βN

22N+1
T (N)A

B = 0. (6.44)

Ahora, introduciendo (6.42) y (6.43) en las ecuaciones de campo (6.44) se obtiene
que las ecuaciones de campo a lo largo de la brana son dadas por

Eµν =− α̃0

2
δµν −

α̃1

4
δµα1α2

νβ1β2
Rβ1β2α1α2 −

α̃2

8
δµα1···α4

νβ1···β4 R
β1β2

α1α2R
β3β4

α3α4 − · · ·

− α̃N
2N+1

δµα1···α2N

νβ1···β2N R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2N−1β2N
α2N−1α2N

− α̃N+1

2N+2
δ
µα1···α2N+2

νβ1···β2N+2
Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2N+1β2N+2

α2N+1α2N+2 = 0, (6.45)

y la ecuación de campo a lo largo de la dirección extendida z es dada por

Ezz =− α̂0

2
− α̂1

4
δα1α2
β1β2

Rβ1β2α1α2 −
α̂2

8
δα1···α4
β1···β4 R

β1β2
α1α2R

β3β4
α3α4 − · · ·

− α̂N
2N+1

δα1···α2N
β1···β2N R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2N−1β2N

α2N−1α2N

− α̂N+1

2N+2
δ
α1···α2N+2

β1···β2N+2
Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2N+1β2N+2

α2N+1α2N+2 = 0. (6.46)

Luego, tomando la traza de las ecuaciones de campo (6.45) se obtiene

gµνEµν =− α̃0

2
d− α̃1

4
(d− 2) δα1α2

β1β2
Rβ1β2α1α2

− α̃2

8
(d− 4) δα1···α4

β1···β4 R
β1β2

α1α2R
β3β4

α3α4 − · · ·

− α̃N
2N+1

(d− 2N) δα1···α2N
β1···β2N R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2N−1β2N

α2N−1α2N

− α̃N+1

2N+2
(d− 2N − 2) δ

α1···α2N+2

β1···β2N+2
Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2N+1β2N+2

α2N+1α2N+2 = 0.

(6.47)

Además, en las ecuaciones de campo (6.45)-(6.47) hemos introducido las constan-
tes de acoplamiento efectivas α̃k y α̂k, las cuales son dadas por
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α̃k =

{
αk − βk

2k+1 c
2
k si 0 ≤ k ≤ N

αk si k = N + 1
, (6.48)

y

α̂k =

{
αk + βk

2k+1 c
2
k si 0 ≤ k ≤ N

αk si k = N + 1
, (6.49)

respectivamente.

En general, la compatibilidad de las ecuaciones (6.46) y (6.47) induce más con-
diciones sobre la función métrica f (r) que las ecuaciones de campo a lo largo de
la brana (6.45). Sin embargo, esto puede ser evitado imponiendo la condición de
compatibilidad o�-shell gµνEµν ∼ Ezz, y además introduciendo una constante de
proporcionalidad ξ. Así, obtenemos que

α̂k = ξ (d− 2k) α̃k, (6.50)

y

ξ (d− 2 (N + 1)) = 1. (6.51)

Luego, de las constantes de acoplamiento efectivas (6.48)-(6.49) y de las con-
diciones de compatibilidad o�-shell (6.50)-(6.51) obtenemos que las constantes de
integración ck son �jadas de la forma

ck =

√
2k+1 (N + 1− k)

(d− k −N − 1)

αk
βk
. (6.52)

Ahora, usando las ecuaciones de campo a lo largo de la brana (6.45) y las cons-
tantes de integración (6.52) se obtiene una s es la función métrica f (r), la cual es
dada por

m = (d− 2)V
(γ)
d−2

N+1∑
k=0

(d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−1 (γ − f (r))k , (6.53)

donde m es la densidad de masa y V (γ)
d−2 denota el área del espaciotiempo (d− 2)-

dimensional descrito por la métrica γij .
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Por otro lado, reemplazando las constantes de integración (6.52) en el ansatz
(6.43) se obtiene

φ(k) =

√
2k+1 (n+ 1− k)

(d− k − n− 1)

αk
βk
z. (6.54)

Así, las soluciones de la ecuación polinomial (6.53) y los campos escalares (6.54)
describen soluciones de cuerdas negras homogéneas de las ecuaciones de campo (6.38)
y (6.41), las cuales pueden ser asintóticamente AdSd×R siempre y cuando se incluya
el término cosmológico. Adicionalmente, es simple veri�car que la ecuación polinomial
(6.53) se reduce a la ecuación polinomial (6.13) en el caso N = 1. También, se puede
veri�car que los campos escalares (6.54) se reducen a los campos escalares dados en
(6.14) en el caso N = 1.

Ahora, de la acción (6.35) vemos que el lagrangiano de la teoría de Lanczos-
Lovelock en una dimensión arbitraria D acoplado no-minimalmente a k campos es-
calares φ(k) es dado por

L
(
gAB, φ(k)

)
=

N+1∑
k=0

αkL
(k) +

N∑
k=0

βkL
(k)
M , (6.55)

donde

L(k) =
1

2k
δA1···A2k
B1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k
, (6.56)

y

L
(k)
M = − 1

22k+1
∇Cφ(k)∇Dφ(k)δ

CA1···A2k
DB1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k
. (6.57)

Luego, de la entropía de Wald (5.76), del lagrangiano (6.56) y de los campos
escalares (6.54) se obtiene que la entropía por unidad de longitud de la cuerda negra
homogénea descrita por las soluciones de la ecuación polinomial (6.53) y los campos
escalares (6.54) es dada por

s = 4π
N+1∑
k=0

k (d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 2)

(d− 2k)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k
+ γk−1V

(γ)
d−2, (6.58)

donde s = S/L y r+ es la coordenada radial del horizonte de eventos. Además, es
simple veri�car que la densidad de entropía (6.58) se reduce a la densidad de entropía
encontrada en (6.16) en el caso N = 1.
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Por otro lado, usando la expresión para la temperatura (5.74) y la ecuación poli-
nomial (6.53) se obtiene que la temperatura de la cuerda negra homogénea descrita
por las soluciones de la ecuación polinomial (6.53) y los campos escalares (6.54) es
dada por

T =
1

4π

∑N+1
k=0

(d−2k−1)(d−2N−2)
(d−k−N−1)

(d−3)!
(d−2k−1)!αkr

d−2k−2
+ γk∑N+1

p=0
p(d−2N−2)
(d−p−N−1)

(d−3)!
(d−2p−1)!αpr

d−2p−1
+ γp−1

. (6.59)

Nuevamente, es simple veri�car que la temperatura (6.59) se reduce a la tempe-
ratura encontrada en (6.17) en el caso N = 1.

Ahora, usando la ecuación polinomial (6.53), la densidad de entropía (6.58) y la
temperatura (6.59) se puede veri�car que se cumple la primera ley de la termodiná-
mica (5.71) para la cuerda negra homogénea descrita por las soluciones de la ecuación
polinomial (6.53) y los campos escalares (6.54), es decir,

dm = Tds. (6.60)

6.3. Soluciones extras

El método que hemos usado a lo largo de este capítulo para la construcción de
soluciones de cuerdas negras homogéneas se puede utilizar para construir otro tipo
de soluciones, es decir, usando la ecuación polinomial (6.53) y los campos escalares
(6.54) se puede construir cualquier solución de las ecuaciones de campo (6.38) y (6.41)
de la forma

ds2 = ds̃2
d + dz2. (6.61)

Por ejemplo, consideremos el elemento de línea1

ds2 = l2
[
− cosh2 (ρ− ρ0) dt2 + dρ2 + cosh2 ρdΣ2

3

]
+ dz2, (6.62)

y además consideremos los campos escalares

ψ (z) =
2
√

3

l
z, χ (z) =

√
2

γ
z. (6.63)

Podemos veri�car que el elemento de línea (6.62) y los campos escalares (6.63)
satisfacen las ecuaciones de campo (6.2) y (6.5) en 6 dimensiones. De esta forma, el

1dΣ2
3 corresponde al elemento de línea de un espaciotiempo euclidiano tridimensional.
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elemento de línea (6.62) describe una extensión cilíndrica de una solución de agujero
de gusano 5-dimensional [72].

Por otra parte, consideremos el elemento de línea

ds2 = ds̄2
L +

(
1

L2
− 1

l2

)
ρ2 (r, µ) kαkβdxαdxβ + dz2, (6.64)

donde el elemento de línea ds̄2
L es dado por

ds̄2
L =−

(
1 +

r2

L2

)
∆ (µ)

ΞaΞb
dt2 +

r2ρ2dr2(
1 + r2

L2

)
(r2 + a2) (r2 + b2)

+
ρ2dµ2

∆ (µ) (1− µ2)

+
(r2 + a2)

(
1− µ2

)
Ξa

dφ2 +
(r2 + b2)µ2

Ξb
dψ2, (6.65)

y además

kαdxα =
∆(µ)

ΞaΞb
dt+

r2ρ2dr(
1 + r2

L2

)
(r2 + a2) (r2 + b2)

+
a
(
1− µ2

)
Ξa

dφ+
bµ2

Ξb
dψ, (6.66)

donde

Ξa = 1− a2

L2
, Ξb = 1− b2

L2
, (6.67)

∆ (µ) = Ξaµ
2 + Ξb

(
1− µ2

)
, ρ2(r, µ) = r2 + a2µ2 + b2

(
1− µ2

)
. (6.68)

Podemos veri�car que el elemento de línea (6.64) y los campos escalares (6.63)
satisfacen las ecuaciones de campo (6.2) y (6.5) en 6 dimensiones. De esta forma,
el elemento de línea (6.64) describe una extensión cilíndrica de la solución de Kerr-
Schild en AdS5 [73].

Finalmente, hay que recalcar que para poder construir las soluciones (6.62) y
(6.64) hay que �jar las constantes de acoplamiento de la forma

α =
l2

8
, αΛ = − 9

16
, (6.69)

ya que de esta forma las ecuaciones de campo a lo largo de la brana son compatibles
con la ecuación de campo a lo largo de la dirección extendida z.



Capítulo 7

Conclusiones

En esta tesis se han construido nuevas soluciones exactas de cuerdas negras ho-
mogéneas. Estas soluciones fueron encontradas en un escenario que considera teorías
de Lovelock D-dimensionales con potencias arbitrarias en la curvatura. Además, se
analizaron distintas propiedades térmicas de estas soluciones. En particular, se deter-
minó la densidad de entropía, la temperatura y la densidad de masa. De esta forma,
a partir de los resultados encontrados en esta tesis se puede concluir lo siguiente:

Para asegurar la existencia de soluciones exactas de cuerdas negras homogéneas
en teorías de Lovelock D-dimensionales con potencias arbitrarias en la curva-
tura se tiene que acoplar no-minimalmente dicha teoría con campos escalares
sin masa y con densidad de energía �nita. Especí�camente, los acoplamientos
no-minimales con tales campos escalares son construidos a partir del tensor de
Lovelock, ya que de esta forma se asegura que las ecuaciones de campo de la
teoría resultante sean de segundo orden. Luego, los acoplamientos no-minimales
con los campos escalares hacen que las ecuaciones de campo a lo largo de la
brana sean compatibles con la ecuación de campo a lo largo de la dirección
extendida. Adicionalmente, de las ecuaciones de campo para los campos esca-
lares se obtiene que éstos son proporcionales a la dirección extendida. Luego,
la compatibilidad entre las ecuaciones de campo a lo largo de la brana con la
ecuación de campo a lo largo de la dirección extendida �ja las constantes de
proporcionalidad en términos de las constantes de acoplamiento de la teoría.

Las propiedades térmicas de las soluciones exactas de cuerdas negras homogé-
neas encontradas en el contexto de teorías de Lovelock D-dimensionales con
acoplamientos no-minimales con campos escalares reciben contribuciones de
parte de estos campos. En particular, se mostró que la densidad de entropía de
tales soluciones recibe una contribución de los campos escalares, la cual corri-
ge la densidad de entropía debida a los términos puramente geométricos de la
teoría considerada. Esto es interesante, ya que el patrón de transiciones entre
una cuerda negra y un agujero negro puede cambiar debido a la presencia de
estos campos escalares.

El método que hemos usado para la construcción de soluciones de cuerdas negras
homogéneas se puede extender a todo tipo de soluciones, es decir, a partir de
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la ecuación polinomial (6.53) y los campos escalares (6.54) se puede construir
cualquier solución de las ecuaciones de campo (6.38) y (6.41) de la forma (6.61).
En otras palabras, al interpretar dichas soluciones como compacti�caciones con
�ujos escalares no-triviales a lo largo de la dirección extendida se obtiene una
teoría efectiva de Lovelock inducida en la brana. Luego, a partir de esta idea
se encontró la solución (6.62), la cual describe una extensión cilíndrica de una
solución de agujero de gusano 5-dimensional. Además, se encontró la solución
(6.64), la cual describe una extensión cilíndrica de la métrica de Kerr-Schild en
AdS5.

Finalmente, los resultados obtenidos a lo largo esta tesis abren los siguientes
problemas:

Analizar la estabilidad gravitacional de soluciones de cuerdas negras asintóti-
camente planas en la teoría de Einstein-Gauss-Bonnet.

Encontrar soluciones que describan p-branas negras en teorías de Lovelock D-
dimensionales con acoplamientos no-minimales con campos de Maxwell.



Apéndice A

Variaciones con respecto al tensor
métrico

A continuación se presentan las variaciones con respecto al tensor métrico gµν de
las cantidades más importantes de la geometría diferencial, las cuales fueron de�ni-
das en el capítulo 2. Estas variaciones nos serán útiles a la hora de querer obtener
ecuaciones de campo por medio de la variación de cierta acción que involucre una
dependencia funcional con el tensor métrico gµν , es decir, una acción de la forma
I = I [gµν ,Ψ], donde Ψ corresponde a un cierto campo de materia independiente del
tensor métrico.

En efecto, la variación con respecto a la métrica de los símbolos de Christo�el
(2.29) es dada por

δΓσµν = −1

2

[
gµλ∇νδgλσ + gνλ∇µδgλσ − gµαgνβ∇σδgαβ

]
. (A.1)

La variación con respecto a la métrica del tensor de curvatura de Riemann (2.36)
es dada por

δRρµλν = ∇λδΓρµν −∇νδΓρµλ. (A.2)

La variación con respecto a la métrica del tensor de Ricci (2.37) es dada por

δRµν = ∇ρδΓρµν −∇νδΓρµρ. (A.3)

La variación con respecto a la métrica del escalar de curvatura (2.38) es dada por

δR = δgµνRµν + gµνδRµν , (A.4)

donde
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gµνδRµν = ∇µ∇ν
(
−δgµν + gµνgαβδg

αβ
)
. (A.5)

Finalmente, la variación con respecto a la métrica de la raíz cuadrada del deter-
minante del tensor métrico es dada por

δ
√
−g = −

√
−g
2

gµνδg
µν . (A.6)



Apéndice B

Delta de Kronecker generalizada

La delta de Kronecker generalizada d-dimensional es un tensor de rango (k, k), el
cual se de�ne como el determinante de una matriz de rango k× k cuyas entradas son
deltas de Kronecker usuales 1 , es decir,

δα1···αk
β1···βk :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δα1
β1

δα1
β2

· · · δα1
βk

δα2
β1

δα2
β2

· · · δα2
βk

...
...

...
...

δ
αk−1

β1
δ
αk−1

β2
· · · δ

αk−1

βk
δαkβ1 δαkβ2 · · · δαkβk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (B.1)

De la de�nición (B.1) vemos que si k = 1, entonces recobramos la delta de Kro-
necker usual δα1

β1
.

A continuación vamos a mencionar algunas de las propiedades más importantes
de la delta de Kronecker generalizada, las cuales se pueden demostrar directamente
a partir de la de�nición (B.1). Estas propiedades van a ser muy importantes para los
cálculos que se realizaran a lo largo de esta tesis.

1. Permutación de índices de la delta de Kronecker generalizada:

δα1···αh···αr···αk
β1···βh···βr···βk = −δα1···αr···αh···αk

β1···βh···βr···βk , (B.2)

δα1···αh···αr···αk
β1···βh···βr···βk = −δα1···αh···αr···αk

β1···βr···βh···βk , (B.3)

donde (B.2) y (B.3) se cumplen para todo h 6= r, 1 ≤ h y r ≤ k.
1La delta de Kronecker d-dimensional es un tensor de rango (1, 1), el cual se de�ne como el

conjunto de d2 valores dados por

δµν :=

{
1, si µ = ν

0, si µ 6= ν
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2. Anulación de la delta de Kronecker generalizada:

δα1···αk
β1···βk ≡ 0, (B.4)

donde (B.4) se cumple si k > d.

3. Descomposición de la delta de Kronecker generalizada:

δα1···αk
β1···βk = δα1

β1
δα2···αk
β2···βk − δ

α2
β1
δα1α3···αk
β2β3···βk + · · ·+ (−1)k+1 δαkβ1 δ

α1···αk−1

β2···βk , (B.5)

δα1···αk
β1···βk = δα1

β1
δα2···αk
β2···βk − δ

α1
β2
δα2α3···αk
β1β3···βk + · · ·+ (−1)k+1 δα1

βk
δα2···αk
β1···βk−1

, (B.6)

donde (B.5) y (B.6) se cumplen si k ≤ d.

4. Contracción de índices de la delta de Kronecker generalizada:

δ
α1···αk−1αk
β1···βk−1αk

= (d− k + 1) δ
α1···αk−1

β1···βk−1
, (B.7)

δ
α1···αsαs+1···αk
β1···βsαs+1···αk =

(d− s)!
(d− k)!

δα1···αs
β1···βs , (B.8)

δ
α1···αtαt+1···αk
α1···αtβt+1···βk =

(d− k + t)!

(d− k)!
δ
αt+1···αk
βt+1···βk , (B.9)

δα1···αk
α1···αk =

d!

(d− k)!
, (B.10)

donde (B.7)-(B.10) se cumplen si k ≤ d.

5. Contracción de la delta de Kronecker generalizada con tensores completamente
antisimétricos:

Si Aα1···αk es un tensor completamente antisimétrico de rango (0, k) y Aα1···αk

es un tensor completamente antisimétrico de rango (k, 0), entonces al contraer
estos tensores con una delta de Kronecker generalizada de rango (k, k) se obtiene

δα1···αk
β1···βk Aα1···αk = k!Aβ1···βk , (B.11)

δα1···αk
β1···βk A

β1···βk = k!Aα1···αk , (B.12)

donde (B.11) y (B.12) se cumplen si k ≤ d.



Apéndice C

Cálculo de ecuaciones de campo

En este apéndice se mostrará el cálculo explicito por medio del principio de mínima
acción de las ecuaciones de campo más importantes presentadas a lo largo de esta
tesis. Con el �n de simpli�car los cálculos, cuando sea necesario se de�nirá un vector
Aµi

1 de forma tal que cuando se varíe la respectiva acción aparezca un término de la
forma

∇µAµi =
1√
−g

∂µ
(√
−gAµi

)
, (C.1)

donde se de�ne el término de borde

Bi := ∂µ
(√
−gAµi

)
. (C.2)

Así, debido a que Bi es un término de borde al integrarlo en la variedad este no
va a contribuir a las ecuaciones de campo, ya que

∫
M

dDxBi =

∮
∂M

dD−1Σ
√
−gAµi nµ = 0, (C.3)

donde nµ es el vector unitario exterior ortogonal a ∂M en cada punto.

Además, cuando se necesite se ocuparan las variaciones dadas en (A.1)-(A.6), y
además se ocuparan las propiedades (B.2)-(B.12).

Ecuaciones de campo de Einstein en el vacío

Del capítulo 2 se tiene que la acción de Einstein-Hilbert en el vacío es dada por

I [gµν ] = κ

∫
d4x
√
−g (R− 2Λ) . (C.4)

1i = 1, 2, 3, . . .

86



87

De (C.4) vemos que el lagrangiano de Einstein-Hilbert en el vacío es dado por

L = κ
√
−g (R− 2Λ) . (C.5)

Variando (C.5) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δL =κδ
√
−gR+ κ

√
−gδR− 2κΛδ

√
−g

=− κ

2

√
−ggµνδgµνR+ κ

√
−gδgµνRµν + κ

√
−ggµνδRµν + κΛ

√
−ggµνδgµν

=− κ

2

√
−ggµνδgµνR+ κ

√
−gδgµνRµν + κΛ

√
−ggµνδgµν

+ κ
√
−g∇µ∇ν

(
−δgµν + gµνgαβδg

αβ
)

︸ ︷︷ ︸
=:Aµ1

=− κ

2

√
−ggµνδgµνR+ κ

√
−gδgµνRµν + κΛ

√
−ggµνδgµν + κ ∂µ

(√
−gAµ1

)︸ ︷︷ ︸
=:B1

=κ
√
−gGµνδgµν + κΛ

√
−ggµνδgµν + κB1. (C.6)

Ahora, variando la acción (C.4) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δI =

∫
d4xδL = 0. (C.7)

Luego, reemplazando (C.6) en (C.7) se obtiene luego de algunos cálculos

Gµν + Λgµν = 0. (C.8)

Por lo tanto, en (C.8) hemos obtenido la ecuaciones de campo para la métrica
gµν .

Ecuaciones de campo de Lanczos-Lovelock

Del capítulo 3 se tiene que la acción de la teoría de Lanczos-Lovelock es dada por

I [gµν ] =

∫
dDx

N∑
k=0

αkL(k), (C.9)

donde

L(k) =
1

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

. (C.10)
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Variando (C.10) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δL(k) =
1

2k
δ
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
1

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k δ
(
Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

)
=− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δRβ2k−1β2k
α2k−1α2k

.

(C.11)

Por otro lado, del último término de (C.11) vemos que

δRβ2k−1β2k
α2k−1α2k

= δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+ gβ2kγδRβ2k−1
γα2k−1α2k

. (C.12)

Luego, reemplazando (C.12) en (C.11) se obtiene

δL(k) =− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδRβ2k−1
γα2k−1α2k

=− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+
2k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγ∇α2k−1
δΓβ2k−1

α2kγ .

(C.13)

Ahora, del último término de (C.13) podemos ver que
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δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ

=∇α2k−1

(
δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγδΓβ2k−1

α2kγ

)
︸ ︷︷ ︸

=:A
α2k−1
1

− (k − 1) δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ

=
1√
−g

∂α2k−1

(√
−gAα2k−1

1

)︸ ︷︷ ︸
=:B1

− (k − 1) δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ

=
1√
−g

B1

− (k − 1) δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ . (C.14)

Luego, usando la identidad (2.33) se tiene que (C.14) se reduce a

δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ =

1√
−g

B1.

(C.15)

Así, reemplazando (C.15) en (C.13) se obtiene
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δL(k) =− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+
2k

2k
B1

=− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k−1α2k

β1···β2k−1ν
Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
δgναgαβ2k

+
2k

2k
B1

=− 1

2k+1

√
−ggαµδgναδµν δ

α1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

+
k

2k
√
−ggαµδgναδµβ1δ

α1···α2k
νβ2···β2kR

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

+
2k

2k
B1

=− 1

2k+1

√
−ggαµδgνα

(
δµν δ

α1···α2k
β1···β2k − 2kδµβ1δ

α1···α2k
νβ2···β2k

)
×Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

+
2k

2k
B1

=− 1

2k+1

√
−ggαµδgναδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
2k

2k
B1

=− 1

2k+1

√
−gδgµνg(µ|αδ

αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
2k

2k
B1. (C.16)

Ahora, variando la acción (C.9) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δI =

∫
dDx

N∑
k=0

αkδL(k) = 0. (C.17)

Luego, reemplazando (C.16) en (C.17) se obtiene luego de algunos cálculos

Eµν =

N∑
k=0

αkE
(k)
µν = 0, (C.18)

donde
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E(k)
µν = − 1

2k+1
g(µ|αδ

αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

. (C.19)

Por lo tanto, en (C.18) hemos obtenido la ecuaciones de campo para la métrica
gµν .

Ecuaciones de campo de la teoría de Lovelock-Horndeski

Del capítulo 4 se tiene que la acción de la teoría de Lovelock-Horndeski es dada
por

I [gµν , φ] =

∫
dDx

(
N∑
k=0

αkL
(k)
LL +

N∑
k=0

βkL
(k)
LH

)
, (C.20)

donde

L(k)
LL =

1

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

, (C.21)

L(k)
LH = − 1

22k+1

√
−g∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

. (C.22)

Variando (C.21) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δL(k)
LL =− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δRβ2k−1β2k
α2k−1α2k

.

(C.23)

Por otro lado, del último término de (C.23) vemos que

δRβ2k−1β2k
α2k−1α2k

= δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+ gβ2kγδRβ2k−1
γα2k−1α2k

. (C.24)

Luego, reemplazando (C.24) en (C.23) se obtiene

δL(k)
LL =− 1

2k+1

√
−ggµνδgµνδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+
2k

2k
√
−gδα1···α2k

β1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγ∇α2k−1
δΓβ2k−1

α2kγ .

(C.25)
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Ahora, del último término de (C.25) podemos ver que

δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ

=∇α2k−1

(
δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγδΓβ2k−1

α2kγ

)
︸ ︷︷ ︸

=:A
α2k−1
1

− (k − 1) δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγδΓβ2k−1

α2kγ

=
1√
−g

∂α2k−1

(√
−gAα2k−1

1

)︸ ︷︷ ︸
=:B1

− (k − 1) δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ

=
1√
−g

B1

− (k − 1) δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ . (C.26)

Luego, usando la identidad (2.33) se tiene que (C.26) se reduce a

δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ =

1√
−g

B1.

(C.27)

Así, reemplazando (C.27) en (C.25) se obtiene

δL(k)
LL =− 1

2k+1

√
−gδgµνg(µ|αδ

αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
2k

2k
B1.

(C.28)

Ahora, variando (C.22) con respecto a la métrica gµν se obtiene

(
−22k+1

)
δL(k)

LH =δ
√
−ggνα∇µφ∇αφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
√
−gδgνα∇µφ∇αφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
√
−ggνα∇µφ∇αφδµα1···α2k

νβ1···β2k δ
(
Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

)
=−

√
−g
2

gαβδg
αβ∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
√
−gδgνα∇µφ∇αφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+ k
√
−g∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

× δRβ2k−1β2k
α2k−1α2k

. (C.29)
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Por otro lado, del último término de (C.29) vemos que

δRβ2k−1β2k
α2k−1α2k

= δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+ gβ2kγδRβ2k−1
γα2k−1α2k

. (C.30)

Luego, reemplazando (C.30) en (C.29) se obtiene

(
−22k+1

)
δL(k)

LH =−
√
−g
2

gαβδg
αβ∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
√
−gδgνα∇µφ∇αφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+ k
√
−g∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

× δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+ k
√
−g∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

× gβ2kγδRβ2k−1
γα2k−1α2k

=−
√
−g
2

gαβδg
αβ∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
√
−gδgνα∇µφ∇αφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+ k
√
−g∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

× δgβ2kγRβ2k−1
γα2k−1α2k

+ 2k
√
−g∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

× gβ2kγ∇α2k−1
δΓβ2k−1

α2kγ . (C.31)

Ahora, del último término de (C.31) podemos ver que
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∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ

=∇α2k−1

(
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

)
︸ ︷︷ ︸

=:A
α2k−1
2

−∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

−∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

− (k − 1)∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ

=
1√
−g

∂α2k−1

(√
−gAα2k−1

2

)︸ ︷︷ ︸
=:B2

−∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

−∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

− (k − 1)∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ

=
1√
−g

B2

−∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

−∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

− (k − 1)∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−5β2k−4

α2k−5α2k−4

×∇[α2k−1
Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2]g
β2kγδΓβ2k−1

α2kγ . (C.32)

Luego, usando la identidad (2.33) se tiene que (C.32) se reduce a

∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ

=
1√
−g

B2

−∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

−∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ .

(C.33)

Del segundo término de (C.33) se tiene que

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

=∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
∇β2k−1δgλβ2k

− 1

2
∇α2k−1

∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
∇α2k

δgβ2k−1β2k .

(C.34)
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Ahora, del primer término de (C.34) se tiene que

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
∇β2k−1δgλβ2k

=∇β2k−1

(
∇α2k−1

∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gλα2k

δgλβ2k
)

︸ ︷︷ ︸
A3
β2k−1

−∇β2k−1∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

−∇α2k−1
∇µφ∇β2k−1∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

=
1√
−g

∂β2k−1

(√
−gAβ2k−1

3

)
︸ ︷︷ ︸

=:B3

−∇β2k−1∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

−∇α2k−1
∇µφ∇β2k−1∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

=
1√
−g

B3

−∇β2k−1∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

−∇α2k−1
∇µφ∇β2k−1∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k .

(C.35)

Por otro lado, del segundo término de (C.34) se tiene que
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− 1

2
∇α2k−1

∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
∇α2k

δgβ2k−1β2k

=− 1

2
∇α2k

(
∇α2k−1

∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
δgβ2k−1β2k

)
︸ ︷︷ ︸

=:A
α2k
4

+
1

2
∇α2k

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1

2
∇α2k−1

∇µφ∇α2k
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

=− 1

2
√
−g

∂α2k

(√
−gAα2k

4

)︸ ︷︷ ︸
=:B4

+
1

2
∇α2k

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1

2
∇α2k−1

∇µφ∇α2k
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

=− 1

2
√
−g

B4

+
1

2
∇α2k

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1

2
∇α2k−1

∇µφ∇α2k
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k .

(C.36)

Así, reemplazando (C.35) y (C.36) en (C.34) se obtiene

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

=−∇β2k−1∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

−∇α2k−1
∇µφ∇β2k−1∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

+
1

2
∇α2k

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1

2
∇α2k−1

∇µφ∇α2k
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1√
−g

B3 −
1

2
√
−g

B4. (C.37)

Haciendo un cálculo análogo del que se hizo para obtener (C.37) se tiene que el
tercer término de (C.33) se puede escribir como
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∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gβ2kγδΓβ2k−1
α2kγ

=−∇β2k−1∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

−∇µφ∇β2k−1∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

+
1

2
∇α2k

∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1

2
∇µφ∇α2k

∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1√
−g

B5 −
1

2
√
−g

B6. (C.38)

Así, reemplazando (C.37) y (C.38) en (C.33) se obtiene

∇µφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2

α2k−3α2k−2
gβ2kγ∇α2k−1

δΓβ2k−1
α2kγ

=∇β2k−1∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

+∇α2k−1
∇µφ∇β2k−1∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

+∇β2k−1∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

+∇µφ∇β2k−1∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gλα2k
δgλβ2k

− 1

2
∇α2k

∇α2k−1
∇µφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

− 1

2
∇α2k−1

∇µφ∇α2k
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

− 1

2
∇α2k

∇µφ∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

− 1

2
∇µφ∇α2k

∇α2k−1
∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

δgβ2k−1β2k

+
1√
−g

B2 −
1√
−g

B3 +
1

2
√
−g

B4 −
1√
−g

B5 +
1

2
√
−g

B6. (C.39)

Luego, reemplazando (C.39) en (C.31) se obtiene luego de algunos cálculos

(
−22k+1

)
δL(k)

LH =−
√
−g
2

gµν∇αφ∇βφδαα1···α2k
ββ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
δgµν

+
√
−g∇αφ∇µφδαα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

δgµν

+ k
√
−g∇αφ∇βφδαα1···α2k

ββ1···β2k

×Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

Rβ2k−1
να2k−1α2k

δgµν

+ 2k
√
−g∇β2k−1∇αφ∇α2k−1

∇βφδαα1···α2k
ββ1···ν

×Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

gµα2k
δgµν

+ k
√
−g∇αφ∇γφδαα1···α2k

ββ1···ν

×Rβ1β2α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

Rα2k−1γ
β2k−1βgµα2k

δgµν

+ 2kB2 − 2kB3 + kB4 − 2kB5 + kB6, (C.40)
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donde para obtener (C.40) se hizo uso del conmutador de derivadas covariantes (2.12)
en el caso de torsión nula.

Ahora, variando la acción (C.20) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δI =

∫
dDx

(
N∑
k=0

αkδL
(k)
LL +

N∑
k=0

βkδL
(k)
LH

)
= 0. (C.41)

Luego, reemplazando (C.28) y (C.40) en (C.41) se obtiene luego de algunos cálcu-
los

N∑
k=0

αkE
(k)
µν =

N∑
k=0

βk
22k+1

T (k)
µν , (C.42)

donde E(k)
µν es dado por

E(k)
µν = − 1

2k+1
g(µ|αδ

αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

, (C.43)

y T (k)
µν es dado por

T (k)
µν =− 1

2
gµν∇αφ∇βφδαα1···α2k

ββ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+∇αφ∇(µ|φδ
αα1···α2k

|ν)β1···β2kR
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+ k∇αφ∇βφδαα1···α2k

ββ1···(µ| R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

Rβ2k−1 |ν)α2k−1α2k

+ 2k∇β2k−1∇αφ∇α2k−1
∇βφδαα1···α2k

ββ1···(ν| R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

g|µ)α2k

+ k∇αφ∇γφδαα1···α2k

ββ1···(ν| R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−3β2k−2
α2k−3α2k−2

Rα2k−1γ
β2k−1βg|µ)α2k

.

(C.44)

Ahora, variando (C.22) con respecto al campo escalar φ se obtiene

(
−22k+1

)
δL(k)

LH =
√
−g∇µδφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

+
√
−g∇µφ∇νδφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

.

(C.45)

Del primer término de (C.45) se tiene que
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∇µδφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

=∇µ
(
δφ∇νφδµα1···α2k

νβ1···β2k R
β1β2

α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k
α2k−1α2k

)
︸ ︷︷ ︸

=:Aµ1

− δφ∇µ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

=
1√
−g

∂µ
(√
−gAµ1

)︸ ︷︷ ︸
=:B1

− δφ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

=
1√
−g

B1

− δφ∇µ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
. (C.46)

Haciendo un cálculo análogo del que se hizo para obtener (C.46) se tiene que el
segundo término de (C.45) se puede escribir como

∇µφ∇νδφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

=
1√
−g

B2

−∇ν∇µφδφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
. (C.47)

Así, reemplazando (C.46) y (C.47) en (C.45) se obtiene

(
−22k+1

)
δL(k)

LH =− δφ∇µ∇νφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

−∇ν∇µφδφδµα1···α2k
νβ1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

+B1 +B2. (C.48)

Ahora, variando la acción (C.20) con respecto a al campo escalar φ se obtiene

δI =

∫
dDx

N∑
k=0

βkδL
(k)
LH = 0. (C.49)

Luego, reemplazando (C.48) en (C.49) se obtiene luego de alguno cálculos

N∑
k=0

βk
2k
E(k)
µν ∇µ∇νφ = 0. (C.50)

Por lo tanto, en (C.42) hemos obtenido la ecuación la ecuaciones de campo para la
métrica gµν y en (C.50) hemos obtenido la ecuación de campo para el campo escalar
φ.
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Ecuaciones de campo de la teoría de Lovelock-Horndeski

con N = 1

Del capítulo 4 se tiene que la acción de la teoría de Lovelock-Horndeski con N = 1
es dada por

I [gµν , φ] =

∫
dDx
√
−g
[
κ (R− 2Λ)− 1

2
(αgµν − βGµν)∇µφ∇νφ

]
. (C.51)

De (C.51) vemos que el lagrangiano de Lovelock-Horndeski con N = 1 es dado
por

L =
√
−g
[
κ (R− 2Λ)− 1

2
(αgµν − βGµν)∇µφ∇νφ

]
. (C.52)

Por otro lado, se tiene que (C.52) puede ser reescrito de la forma

L = L1 + L2, (C.53)

donde

L1 := κ
√
−gR− 2κΛ

√
−g, (C.54)

L2 := −α
2

√
−ggµν∇µφ∇νφ+

β

2

√
−gRµν∇µφ∇νφ−

β

4

√
−ggµνR∇µφ∇νφ. (C.55)

Variando (C.53) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δL = δL1 + δL2. (C.56)

De (C.54) y (C.56) vemos que

δL1 =κδ
√
−gR+ κ

√
−gδR− 2κΛδ

√
−g

=− κ

2

√
−ggµνδgµνR+ κ

√
−gδgµνRµν + κ

√
−ggµνδRµν + κΛ

√
−ggµνδgµν

=− κ

2

√
−ggµνδgµνR+ κ

√
−gδgµνRµν + κΛ

√
−ggµνδgµν

+ κ
√
−g∇µ∇ν

(
−δgµν + gµνgαβδg

αβ
)

︸ ︷︷ ︸
=:Aµ1

=− κ

2

√
−ggµνδgµνR+ κ

√
−gδgµνRµν + κΛ

√
−ggµνδgµν + κ ∂µ

(√
−gAµ1

)︸ ︷︷ ︸
=:B1

=κ
√
−gGµνδgµν + κΛ

√
−ggµνδgµν + κB1. (C.57)
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Ahora, variando (C.55) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δL2 =
α

4

√
−ggµνδgµν (∇φ)2 − α

2

√
−gδgµν∇µφ∇νφ−

β

4

√
−ggµνδgµνRλρ∇λφ∇ρφ

+
β

2

√
−gδRµν∇µφ∇νφ+

β

8

√
−ggµνδgµνR (∇φ)2 − β

4

√
−gδgµνR∇µφ∇νφ

− β

4

√
−gδgµνRµν (∇φ)2 − β

4

√
−ggµνδRµν∇λφ∇λφ. (C.58)

Del cuarto término de (C.58) se puede ver que

δRµν∇µφ∇νφ = 2δgµν∇λφ∇(µφR
λ
ν) + δRµν∇µφ∇νφ. (C.59)

Así, reemplazando (C.59) en (C.58) se obtiene

δL2 =
α

4

√
−ggµνδgµν (∇φ)2 − α

2

√
−gδgµν∇µφ∇νφ−

β

4

√
−ggµνδgµνRλρ∇λφ∇ρφ

+ β
√
−gδgµν∇λφ∇(µφR

λ
ν) +

β

2

√
−gδRµν∇µφ∇νφ+

β

8

√
−ggµνδgµνR (∇φ)2

− β

4

√
−gδgµνR∇µφ∇νφ−

β

4

√
−gδgµνRµν (∇φ)2 − β

4

√
−ggµνδRµν∇λφ∇λφ

=
α

4

√
−ggµνδgµν (∇φ)2 − α

2

√
−gδgµν∇µφ∇νφ−

β

4

√
−ggµνδgµνRλρ∇λφ∇ρφ

+ β
√
−gδgµν∇λφ∇(µφR

λ
ν) +

β

2

√
−gδRµν∇µφ∇νφ−

β

4

√
−gδgµνGµν (∇φ)2

− β

4

√
−gδgµνR∇µφ∇νφ−

β

4

√
−ggµνδRµν∇λφ∇λφ. (C.60)

Ahora, del quinto término de (C.60) se tiene que

δRµν∇µφ∇νφ =∇ρδΓρµν∇µφ∇νφ−∇νδΓρρµ∇µφ∇νφ. (C.61)

Del primer término de (C.61) se puede ver que

∇ρδΓρµν∇µφ∇νφ =− δΓρµν∇ρ∇µφ∇νφ− δΓρµν∇µφ∇ρ∇νφ+∇ρ (δΓρµν∇µφ∇νφ)︸ ︷︷ ︸
=:Aρ2

=− δΓρµν∇ρ∇µφ∇νφ− δΓρµν∇µφ∇ρ∇νφ+
1√
−g

∂ρ
(√
−gAρ2

)︸ ︷︷ ︸
=:B2

=− δΓρµν∇ρ∇µφ∇νφ− δΓρµν∇µφ∇ρ∇νφ+
1√
−g

B2. (C.62)

Del segundo término de (C.61) se puede ver que
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−∇νδΓρρµ∇µφ∇νφ =δΓρρµ∇ν∇µφ∇νφ+ δΓρρµ∇µφ∇ν∇νφ−∇ν (δΓρρµ∇µφ∇νφ)︸ ︷︷ ︸
=:Aν3

=δΓρρµ∇ν∇µφ∇νφ+ δΓρρµ∇µφ∇ν∇νφ−
1√
−g

∂ν
(√
−gAν3

)︸ ︷︷ ︸
=:B3

=δΓρρµ∇ν∇µφ∇νφ+ δΓρρµ∇µφ∇ν∇νφ−
1√
−g

B3. (C.63)

Luego, reemplazando (C.62) y (C.63) en (C.61) se obtiene

δRµν∇µφ∇νφ =− δΓρµν∇ρ∇µφ∇νφ− δΓρµν∇µφ∇ρ∇νφ+ δΓρρµ∇ν∇µφ∇νφ

+ δΓρρµ∇µφ∇ν∇νφ+
1√
−g

B2 −
1√
−g

B3. (C.64)

Ahora, del primer término de (C.64) se tiene que

−δΓρµν∇ρ∇µφ∇νφ =
1

2
∇αδgµν∇µ∇νφ∇αφ+

1

2
∇αδgµν∇µ∇αφ∇νφ

− 1

2
∇αδgµν∇α∇µφ∇νφ. (C.65)

El primer término de (C.65) se puede reescribir como

1

2
∇αδgµν∇µ∇νφ∇αφ =− 1

2
δgµν∇α∇µ∇νφ∇αφ−

1

2
δgµν∇µ∇νφ∇α∇αφ

+
1

2
∇α (δgµν∇µ∇νφ∇αφ)︸ ︷︷ ︸

=:Aα4

=− 1

2
δgµν∇α∇µ∇νφ∇αφ−

1

2
δgµν∇µ∇νφ∇α∇αφ

+
1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα4

)︸ ︷︷ ︸
=:B4

=− 1

2
δgµν∇α∇µ∇νφ∇αφ−

1

2
δgµν∇µ∇νφ∇α∇αφ

+
1

2
√
−g

B4. (C.66)

El segundo término de (C.65) se puede reescribir como
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1

2
∇αδgµν∇µ∇αφ∇νφ =− 1

2
δgµν∇α∇µ∇αφ∇νφ−

1

2
δgµν∇µ∇αφ∇α∇νφ

+
1

2
∇α (δgµν∇µ∇αφ∇νφ)︸ ︷︷ ︸

=:Aα5

=− 1

2
δgµν∇α∇µ∇αφ∇νφ−

1

2
δgµν∇µ∇αφ∇α∇νφ

+
1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα5

)︸ ︷︷ ︸
=:B5

=− 1

2
δgµν∇α∇µ∇αφ∇νφ−

1

2
δgµν∇µ∇αφ∇α∇νφ

+
1

2
√
−g

B5. (C.67)

El tercer término de (C.65) se puede reescribir como

−1

2
∇αδgµν∇α∇µφ∇νφ =

1

2
δgµν∇α∇α∇µφ∇νφ+

1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ

− 1

2
∇α (δgµν∇α∇µφ∇νφ)︸ ︷︷ ︸

=:A6
α

=
1

2
δgµν∇α∇α∇µφ∇νφ+

1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ

− 1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα6

)︸ ︷︷ ︸
=:B6

=
1

2
δgµν∇α∇α∇µφ∇νφ+

1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ

− 1

2
√
−g

B6. (C.68)

Reemplazando (C.66)-(C.68) en (C.65) se obtiene

−δΓρµν∇ρ∇µφ∇νφ =− 1

2
δgµν∇α∇µ∇νφ∇αφ−

1

2
δgµν∇µ∇νφ∇α∇αφ

− 1

2
δgµν∇α∇µ∇αφ∇νφ−

1

2
δgµν∇µ∇αφ∇α∇νφ

+
1

2
δgµν∇α∇α∇µφ∇νφ+

1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ

+
1

2
√
−g

B4 +
1

2
√
−g

B5 −
1

2
√
−g

B6. (C.69)

Ahora, del segundo término de (C.64) se tiene que
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−δΓρµν∇µφ∇ρ∇νφ =
1

2
∇αδgµν∇µφ∇ν∇αφ+

1

2
∇αδgµν∇αφ∇µ∇νφ

− 1

2
∇αδgµν∇µφ∇α∇νφ. (C.70)

El primer término de (C.70) se puede reescribir como

1

2
∇αδgµν∇µφ∇ν∇αφ =− 1

2
δgµν∇α∇µφ∇ν∇αφ−

1

2
δgµν∇µφ∇α∇ν∇αφ

+
1

2
∇α (δgµν∇µφ∇ν∇αφ)︸ ︷︷ ︸

=:Aα7

=− 1

2
δgµν∇α∇µφ∇ν∇αφ−

1

2
δgµν∇µφ∇α∇ν∇αφ

+
1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα7

)︸ ︷︷ ︸
=:B7

=− 1

2
δgµν∇α∇µφ∇ν∇αφ−

1

2
δgµν∇µφ∇α∇ν∇αφ

+
1

2
√
−g

B7. (C.71)

El segundo término de (C.70) se puede reescribir como

1

2
∇αδgµν∇αφ∇µ∇νφ =− 1

2
δgµν∇α∇αφ∇µ∇νφ−

1

2
δgµν∇αφ∇α∇µ∇νφ

+
1

2
∇α (δgµν∇αφ∇µ∇νφ)︸ ︷︷ ︸

=:Aα8

=− 1

2
δgµν∇α∇αφ∇µ∇νφ−

1

2
δgµν∇αφ∇α∇µ∇νφ

+
1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα8

)︸ ︷︷ ︸
=:B8

=− 1

2
δgµν∇α∇αφ∇µ∇νφ−

1

2
δgµν∇αφ∇α∇µ∇νφ

+
1

2
√
−g

B8. (C.72)

El tercer término de (C.70) se puede reescribir como
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−1

2
∇αδgµν∇µφ∇α∇νφ =

1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ+

1

2
δgµν∇µφ∇α∇α∇νφ

− 1

2
∇α (δgµν∇µφ∇α∇νφ)︸ ︷︷ ︸

=:A9
α

=
1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ+

1

2
δgµν∇µφ∇α∇α∇νφ

− 1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα9

)︸ ︷︷ ︸
=:B9

=
1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ+

1

2
δgµν∇µφ∇α∇α∇νφ

− 1

2
√
−g

B9. (C.73)

Reemplazando (C.71)-(C.73) en (C.70) se obtiene

−δΓρµν∇µφ∇ρ∇νφ =− 1

2
δgµν∇α∇µφ∇ν∇αφ−

1

2
δgµν∇µφ∇α∇ν∇αφ

− 1

2
δgµν∇α∇αφ∇µ∇νφ−

1

2
δgµν∇αφ∇α∇µ∇νφ

+
1

2
δgµν∇α∇µφ∇α∇νφ+

1

2
δgµν∇µφ∇α∇α∇νφ

+
1

2
√
−g

B7 +
1

2
√
−g

B8 −
1

2
√
−g

B9. (C.74)

Ahora, del tercer término de (C.64) se tiene que

δΓρρµ∇ν∇µφ∇νφ =− 1

2
gµν∇αδgµν∇β∇αφ∇βφ. (C.75)

El primer término de (C.75) se puede reescribir como

−1

2
gµν∇αδgµν∇β∇αφ∇βφ =

1

2
gµνδg

µν∇α∇β∇αφ∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇β∇αφ∇α∇βφ

− 1

2
∇α
(
gµνδg

µν∇β∇αφ∇βφ
)

︸ ︷︷ ︸
=:Aα10

=
1

2
gµνδg

µν∇α∇β∇αφ∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇β∇αφ∇α∇βφ

− 1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα10

)︸ ︷︷ ︸
=:B10

=
1

2
gµνδg

µν∇α∇β∇αφ∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇β∇αφ∇α∇βφ

− 1

2
√
−g

B10. (C.76)
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Reemplazando (C.76) en (C.75) se obtiene

δΓρρµ∇ν∇µφ∇νφ =
1

2
gµνδg

µν∇α∇β∇αφ∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇β∇αφ∇α∇βφ

− 1

2
√
−g

B10. (C.77)

Finalmente, del cuarto término de (C.64) se tiene que

δΓρρµ∇µφ∇ν∇νφ =− 1

2
gµν∇αδgµν∇αφ∇β∇βφ. (C.78)

El primer término de (C.78) se puede reescribir como

−1

2
gµν∇αδgµν∇αφ∇β∇βφ =

1

2
gµνδg

µν∇α∇αφ∇β∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇αφ∇α∇β∇βφ

− 1

2
∇α
(
gµνδg

µν∇αφ∇β∇βφ
)

︸ ︷︷ ︸
=:Aα11

=
1

2
gµνδg

µν∇α∇αφ∇β∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇αφ∇α∇β∇βφ

− 1

2
√
−g

∂α
(√
−gAα11

)︸ ︷︷ ︸
=:B11

=
1

2
gµνδg

µν∇α∇αφ∇β∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇αφ∇α∇β∇βφ

− 1

2
√
−g

B11. (C.79)

Reemplazando (C.79) en (C.78) se obtiene

δΓρρµ∇µφ∇ν∇νφ =
1

2
gµνδg

µν∇α∇αφ∇β∇βφ+
1

2
gµνδg

µν∇αφ∇α∇β∇βφ

− 1

2
√
−g

B11. (C.80)

Así, reemplazando (C.69), (C.74), (C.77) y (C.80) en (C.64) se obtiene

δRµν∇µφ∇νφ =− δgµν∇µ∇α∇νφ∇αφ+ δgµνRµλνρ∇λφ∇ρφ− δgµν∇µ∇νφ�φ

− 1

2
gµνδg

µνRλρ∇λφ∇ρφ+
1

2
gµνδg

µν∇α∇βφ∇α∇βφ

+
1

2
gµνδg

µν (�φ)2 + gµνδg
µν∇β∇β∇αφ∇αφ+

1√
−g

B2 −
1√
−g

B3

+
1

2
√
−g

B4 +
1

2
√
−g

B5 −
1

2
√
−g

B6 +
1

2
√
−g

B7

+
1

2
√
−g

B8 −
1

2
√
−g

B9 −
1

2
√
−g

B10 −
1

2
√
−g

B11, (C.81)
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donde para obtener (C.81) se hizo uso del conmutador de derivadas covariantes (2.12)
en el caso de torsión nula. Luego, se tiene que (C.81) se puede reescribir como

β

2

√
−gδRµν∇µφ∇νφ =− β

2

√
−gδgµν∇µ∇α∇νφ∇αφ+

β

2

√
−gδgµνRµλνρ∇λφ∇ρφ

− β

2

√
−gδgµν∇µ∇νφ�φ−

β

4

√
−ggµνδgµνRλρ∇λφ∇ρφ

+
β

4

√
−gδgµν∇α∇βφ∇α∇βφ+

β

4

√
−ggµνδgµν (�φ)2

+
β

2

√
−ggµνδgµν∇β∇β∇αφ∇αφ+

β

2
B2 −

β

2
B3 +

β

4
B4

+
β

4
B5 −

β

4
B6 +

β

4
B7 +

β

4
B8 −

β

4
B9 −

β

4
B10 −

β

4
B11.

(C.82)

Por otro lado, del octavo término de (C.60) se tiene que

gµνδRµν∇λφ∇λφ =−∇µ∇νδgµν∇λφ∇λφ+ gµν∇α∇αδgµν∇λφ∇λφ. (C.83)

Del primer término de (C.83) se tiene que

−∇µ∇νδgµν∇λφ∇λφ =2∇νδgµν∇µ∇λφ∇λφ−∇µ
(
∇νδgµν∇λφ∇λφ

)
︸ ︷︷ ︸

=:Aµ12

=2∇νδgµν∇µ∇λφ∇λφ−
1√
−g

∂µ
(√
−gAµ12

)︸ ︷︷ ︸
=:B12

=2∇νδgµν∇µ∇λφ∇λφ−
1√
−g

B12. (C.84)

Ahora, el primer término de (C.84) se puede reescribir como

2∇νδgµν∇µ∇λφ∇λφ =− 2δgµν∇µ∇ν∇λφ∇λφ− 2δgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ

+ 2∇ν
(
δgµν∇µ∇λφ∇λφ

)
︸ ︷︷ ︸

=:Aν13

=− 2δgµν∇µ∇ν∇λφ∇λφ− 2δgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ

+
2√
−g

∂ν
(√
−gAν13

)︸ ︷︷ ︸
=:B13

=− 2δgµν∇µ∇ν∇λφ∇λφ− 2δgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ

+
2√
−g

B13. (C.85)
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Luego, reemplazando (C.85) en (C.84) se obtiene

−∇µ∇νδgµν∇λφ∇λφ =− 2δgµν∇µ∇ν∇λφ∇λφ− 2δgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ

− 1√
−g

B12 +
2√
−g

B13. (C.86)

Del segundo término de (C.83) se tiene que

gµν∇α∇αδgµν∇λφ∇λφ =− 2gµν∇αδgµν∇α∇λφ∇λφ+∇α
(
gµν∇αδgµν∇λφ∇λφ

)
︸ ︷︷ ︸

=:A14
α

=− 2gµν∇αδgµν∇α∇λφ∇λφ+
1√
−g

∂α
(√
−gAα14

)︸ ︷︷ ︸
=:B14

=− 2gµν∇αδgµν∇α∇λφ∇λφ+
1√
−g

B14. (C.87)

Ahora, el primer término de (C.87) se puede reescribir como

−2gµν∇αδgµν∇α∇λφ∇λφ =2gµνδg
µν∇α∇α∇λφ∇λφ+ 2gµνδg

µν∇α∇λφ∇α∇λφ

− 2∇α
(
gµνδg

µν∇α∇λφ∇λφ
)

︸ ︷︷ ︸
=:Aα15

= 2gµνδg
µν∇α∇α∇λφ∇λφ+ 2gµνδg

µν∇α∇λφ∇α∇λφ

− 2√
−g

∂α
(√
−gAα15

)︸ ︷︷ ︸
=:B15

= 2gµνδg
µν∇α∇α∇λφ∇λφ+ 2gµνδg

µν∇α∇λφ∇α∇λφ

− 2√
−g

B15. (C.88)

Luego, reemplazando (C.87) en (C.88) se obtiene

gµν∇α∇αδgµν∇λφ∇λφ =2gµνδg
µν∇α∇α∇λφ∇λφ+ 2gµνδg

µν∇α∇λφ∇α∇λφ

+
1√
−g

B14 −
2√
−g

B15. (C.89)

Así, reemplazando (C.86) y (C.89) en (C.83) se obtiene

gµνδRµν∇λφ∇λφ =− 2δgµν∇µ∇ν∇λφ∇λφ− 2δgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ
+ 2gµνδg

µν∇α∇α∇λφ∇λφ+ 2gµνδg
µν∇α∇λφ∇α∇λφ

− 1√
−g

B12 +
2√
−g

B13 +
1√
−g

B14 −
2√
−g

B15. (C.90)
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Luego, se tiene que (C.90) se puede reescribir como

−β
4

√
−ggµνδRµν∇λφ∇λφ =

β

2

√
−gδgµν∇µ∇ν∇λφ∇λφ+

β

2

√
−gδgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ

− β

2

√
−ggµνδgµν∇α∇α∇λφ∇λφ

− β

2

√
−ggµνδgµν∇λ∇ρφ∇λ∇ρφ

+
β

4
B12 −

β

2
B13 −

β

4
B14 +

β

2
B15. (C.91)

Reemplazando (C.82) y (C.91) en (C.60) se obtiene

δL2 =
α

4

√
−ggµνδgµν (∇φ)2 − α

2

√
−gδgµν∇µφ∇νφ−

β

2

√
−ggµνδgµνRλρ∇λφ∇ρφ

+ β
√
−gδgµν∇λφ∇(µφR

λ
ν) −

β

4

√
−gδgµνGµν (∇φ)2 − β

4

√
−gδgµνR∇µφ∇νφ

+
β

2

√
−gδgµνRµλνρ∇λφ∇ρφ−

β

2

√
−gδgµν∇µ∇νφ�φ+

β

4

√
−ggµνδgµν (�φ)2

+
β

2

√
−gδgµν∇µ∇λφ∇ν∇λφ−

β

2

√
−ggµνδgµν∇λ∇ρφ∇λ∇ρφ

+
β

2
B2 −

β

2
B3 +

β

4
B4 +

β

4
B5 −

β

4
B6 +

β

4
B7 +

β

4
B8 −

β

4
B9 −

β

4
B10

− β

4
B11 +

β

4
B12 −

β

2
B13 −

β

4
B14 +

β

2
B15. (C.92)

Ahora, variando la acción (C.51) con respecto a la métrica gµν se obtiene

δI =

∫
dDx (δL1 + δL2) = 0, (C.93)

donde para obtener (C.93) se ha hecho uso de (C.52) y (C.56).

Luego, reemplazando (C.57) y (C.92) en (C.93) se obtiene después de algunos
cálculos

Gµν + Λgµν =
α

2κ
T (0)
µν +

β

8κ
T (1)
µν , (C.94)

donde T (0)
µν y T (1)

µν corresponden a los tensores energía-momentum para el campo de
materia φ de orden 0 y 1 en la curvatura, respectivamente. Luego, estos tensores son
dados por
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T (0)
µν =∇µφ∇νφ−

1

2
gµν∇λφ∇λφ, (C.95)

T (1)
µν =2∇µφ∇νφR− 8∇λφ∇(µφR

λ
ν) − 4∇λφ∇ρφRµλνρ

− 4∇µ∇λφ∇ν∇λφ+ 4∇µ∇νφ�φ+ 2Gµν (∇φ)2

− gµν
[
−2∇λ∇ρφ∇λ∇ρφ+ 2 (�φ)2 − 4∇λφ∇ρφRλρ

]
. (C.96)

Ahora, variando (C.53) con respecto al campo escalar φ se obtiene

δL =δL2. (C.97)

De (C.55) vemos que

δL2 =−
√
−g (αgµν − βGµν)∇µδφ∇νφ. (C.98)

Del primer término de (C.98) vemos que

− (αgµν − βGµν)∇µδφ∇νφ = (αgµν − βGµν) δφ∇µ∇νφ−∇ν [(αgµν − βGµν) δφ∇νφ]︸ ︷︷ ︸
=:A1

ν

= (αgµν − βGµν) δφ∇µ∇νφ− 1√
−g

∂ν
(√
−gAν1

)︸ ︷︷ ︸
=:B1

= (αgµν − βGµν) δφ∇µ∇νφ− 1√
−g

B1. (C.99)

Así, reemplazando (C.98) en (C.98) se obtiene

δL2 =
√
−g (αgµν − βGµν) δφ∇µ∇νφ−B1. (C.100)

Ahora, variando la acción (C.51) con respecto al campo escalar φ se obtiene

δI =

∫
dDxδL2 = 0, (C.101)

donde para obtener (C.101) se ha hecho uso de (C.52) y (C.56).

Luego, reemplazando (C.100) en (C.101) se obtiene luego de algunos cálculos

α�φ− βGµν∇µ∇νφ = 0. (C.102)

Por lo tanto, en (C.94) hemos obtenido las ecuaciones de campo para la métrica
gµν y en (C.102) hemos obtenido la ecuación de campo para el campo escalar φ.



Apéndice D

Teoremas de unicidad

En este apéndice se mostrarán los teoremas de unicidad, los cuales son muy impor-
tantes a la hora de querer encontrar soluciones exactas de las ecuaciones de campo
de Einstein 4-dimensionales (2.77). Antes de mostrar estos teoremas vamos a dar
la de�nición de un espaciotiempo estacionario y la de�nición de un espaciotiempo
estático, las cuales son importantes para poder entender los teoremas de unicidad.

De�nición D.0.1 Un espaciotiempo 4-dimensional asintóticamente plano es esta-
cionario si y solo si existe un vector de Killing tipo tiempo ξµ(t) = (1, 0, 0, 0) en in-
�nito. Luego, existe un sistema coordenado en el que el elemento de línea de dicho
espaciotiempo se puede escribir de la forma

ds2 = gtt (~x) dt2 + 2gti (~x) dtdxi + gij (~x) dxidxj , (D.1)

donde la presencia del término cruzado gti (~x) dtdxi en (D.1) indica que el espacio-
tiempo es estacionario.

De�nición D.0.2 Un espaciotiempo 4-dimensional asintóticamente plano es estático
si y solo si existe un vector de Killing tipo tiempo ξµ(t) = (1, 0, 0, 0) en in�nito, y
además este espaciotiempo es invariante bajo inversiones temporales, es decir, es
invariante bajo t → −t. Luego, existe un sistema coordenado en el que el elemento
de línea de dicho espaciotiempo se puede escribir de la forma

ds2 = gtt (~x) dt2 + gij (~x) dxidxj , (D.2)

donde la ausencia del término cruzado gti (~x) dtdxi en (D.2) indica que el espacio-
tiempo es estático.

A continuación vamos a mostrar los teoremas de unicidad mencionados al inicio
de este apéndice.

Teorema D.0.1 (Teorema de Birkho�) Si tenemos un espaciotiempo esférica-
mente simétrico 4-dimensional, el cual es solución de las ecuaciones de campo de
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Einstein en el vacío, entonces este espaciotiempo debe ser estático. Luego, el úni-
co espaciotiempo que cumple estas características es el descrito por la solución de
Schwarzschild.

Teorema D.0.2 (Teorema de Birkho� generalizado) Si tenemos un espaciotiem-
po esféricamente simétrico 4-dimensional, el cual es solución de las ecuaciones de
campo de Einstein-Maxwell, entonces este espaciotiempo debe ser estático. Luego, el
único espaciotiempo que cumple estas características es el descrito por la solución de
Reissner�Nordström.

Teorema D.0.3 (Teorema de Israel) Si tenemos un espaciotiempo que describe
un agujero negro asintóticamente plano y estático 4-dimensional, el cual es solución
de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío, y además este espaciotiempo es
no-singular tanto en la región interna como en la externa del horizonte de eventos,
entonces este agujero negro debe ser el descrito por la solución de Schwarzschild.

Teorema D.0.4 (Teorema de Carter-Robinson) Si tenemos un espaciotiempo
que describe un agujero negro asintóticamente plano y estacionario 4-dimensional,
el cual es solución de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío, y además
este espaciotiempo es no-singular tanto en la región interna como en la externa del
horizonte de eventos, entonces este agujero negro debe ser el descrito por la solución
de Kerr.

Teorema D.0.5 (Teorema de Carter-Robinson generalizado) Si tenemos un
espaciotiempo que describe un agujero negro asintóticamente plano y estacionario 4-
dimensional, el cual es solución de las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell,
y además este espaciotiempo es no-singular tanto en la región interna como en la
externa del horizonte de eventos, entonces este agujero negro debe ser el descrito por
la solución de Kerr-Newman.

Finalmente, cabe mencionar que los teoremas de unicidad D.0.3, D.0.4 y D.0.5
nos dicen que si tenemos una estrella que posee momentos multipolares de masa
no nulos, distribuciones de momentum angular variables y momentos multipolares
electromagnéticos no nulos, entonces cuando ésta colapsa a un agujero negro todas
estas cantidades se irradian en forma de ondas gravitacionales y electromagnéticas.
Así, cuando se forma el agujero negro las únicas cantidades observables son su masa
M , su momentum angular J y su carga Q. Luego, el agujero negro que es descrito
por estas tres cantidades recibe el nombre de agujero negro de Kerr-Newman. De la
misma forma, si tenemos una estrella que colapsa a un agujero negro descrito por
su masa M y su momentum angular J , entonces éste corresponde al agujero negro
de Kerr. Además, si tenemos una estrella que colapsa a un agujero negro descrito
solo por un masa M , entonces éste corresponde al agujero negro de Schwarzschild.
Ver [74,75] para más detalles sobre estos agujeros negros.



Apéndice E

Descomposición tensorial

Consideremos un espaciotiempo d-dimensional descrito por una métrica gµν , el
cual se puede escribir como el producto entre un espaciotiempo (d− 2)-dimensional
descrito por una métrica γij

1 y un espaciotiempo 2-dimensional descitro por una
métrica gab. Luego, el elemento de línea de este espaciotiempo d-dimensional se puede
escribir de la forma

ds2 = gµνdxµdxν

= gab (y) dyadyb + r2 (y) γij (z) dzidzj , (E.1)

donde a, b = 0, 1, i, j = 2, . . . , d − 1 y r = r (y) es un escalar que pertenece al espa-
ciotiempo descrito por la métrica gab.

Ahora, usando (2.29) y (E.1) se obtiene que las componentes no nulas de los
símbolos de Christo�el son dadas por

Γabc = Γ̃abc, Γijk = Γ̂ijk, (E.2)

Γaij = −rDarγij , Γija =
Dar

r
δij , (E.3)

donde el símbolo ∼ denota una cantidad 2-dimensional, Da es la derivada covariante
asociada a la conexión Γabc y Γ̂ijk son los símbolos de Christo�el asociados a la mé-
trica γij .

Por otro lado, usando (2.36) y los símbolos de Christo�el obtenidos en (E.2)-(E.3)
se obtiene que las componentes no nulas del tensor de Riemann son dadas por

1Este espaciotiempo es maximalmente simétrico y posee una curvatura constante γ, la cual puede
tomar los valores γ = 0,±1. Luego, el tensor de Riemman es dado por Rijkl = γ (γikγjl − γilγjk).
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Rabcd = R̃abcd, (E.4)

Raibj = −rDaDbrγij , (E.5)

Rijkl =
[
γ − (Dr)2

] (
δikγjl − δilγjk

)
. (E.6)

Además, lo tensores de Riemann dados en (E.4)-(E.6) se pueden escribir de la
forma

Rabcd = R̃abcd, (E.7)

Raibj = −rDaDbrγij , (E.8)

Rijkl = r2
[
γ − (Dr)2

]
(γikγjl − γilγjk) . (E.9)

Luego, usando los tensores de Riemann obtenidos en (E.7)-(E.9) se obtiene que
las componentes no nulas del tensor de Ricci son dadas por

Rab = R̃ab − (d− 2)
DaDbr

r
, (E.10)

Rij =
{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γij . (E.11)

Finalmente, usando los tensores de Ricci obtenidos en (E.10)-(E.11) se obtiene
que el escalar de curvatura es dado por

R = R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2

. (E.12)

Usando los resultados obtenidos en (E.4)-(E.12) vamos a descomponer tenso-
rialmente las ecuaciones de campo de Lanczos-Lovelock (3.6). Con el �n de realizar
este cálculo, primero vamos a descomponer tensorialmente el lagrangiano de Lanczos-
Lovelock (3.5) y �nalmente vamos a descomponer tensorialmente el tensor de Lovelock
(3.7).

Descomposición tensorial del lagrangiano de Lanczos-Lovelock

Del lagrangiano de Lanczos-Lovelock (3.19) se tiene que

L(0) = 1. (E.13)

Luego, tenemos que (E.13) puede ser reescrito como
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L(0) =
(d− 2)!

d!
[d (d− 1)] . (E.14)

Por otro lado, del lagrangiano de Lanczos-Lovelock (3.20) se tiene que

L(1) = R. (E.15)

Reemplazando (E.12) en (E.15) se obtiene

L(1) = R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2

. (E.16)

Luego, tenemos que (E.16) puede ser reescrito como

L(1) =
(d− 2)!

(d− 2)!

R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2

 . (E.17)

Por otro lado, del lagrangiano de Lanczos-Lovelock (3.21) se tiene que

L(2) = R2 − 4RµνR
µν +RµνλρR

µνλρ. (E.18)

Ahora, reemplazando (E.12) en el primer término de (E.18) se obtiene

R2 =

R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2


×

R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2


=R̃2 − 4 (d− 2)

D2r

r
R̃+ 2 (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2

R̃

− 4 (d− 2)2 (d− 3)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
r2

+ 4 (d− 2)2

(
D2r

)2
r2

+ (d− 2)2 (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r4
. (E.19)

Por otra parte, del segundo término de (E.18) vemos que
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−4RµνR
µν = −4RabR

ab − 4
γikγjl

r4
RijRkl. (E.20)

Ahora, reemplazando (E.10) y (E.11) en (E.20) se obtiene

−4RµνR
µν =− 4

[
R̃ab − (d− 2)

DaDbr

r

] [
R̃ab − (d− 2)

DaDbr

r

]
− 4

γikγjl

r4

{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γij

×
{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γkl

=− 4R̃abR̃ab + 8 (d− 2)
DaDbr

r
R̃ab − 4 (d− 2)2 DaDbrD

aDbr

r2

− 4 (d− 2)

(
D2r

)2
r2

+ 8 (d− 2) (d− 3)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
r2

− 4 (d− 2) (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r4
. (E.21)

Por otra parte, del tercer término de (E.18) vemos que

RµνλρR
µνλρ = RabcdR

abcd + 4
γikγjl

r4
RaibjR

a
k
b
l +

γimγjnγkpγlq

r8
RijklRmnpq. (E.22)

Ahora, reemplazando (E.7)-(E.9) en (E.22) se obtiene

RµνλρR
µνλρ =R̃abcdR̃

abcd + 4
γikγjl

r4
[−rDaDbrγij ]

[
−rDaDbrγkl

]
+
γimγjnγkpγlq

r8

{
r2
[
γ − (Dr)2

]
(γikγjl − γilγjk)

}
×
{
r2
[
γ − (Dr)2

]
(γmpγnq − γmqγnp)

}
=R̃abcdR̃

abcd − 4 (d− 2)
DaDbrD

aDbr

r2

+ 2 (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]2

r4
. (E.23)

Reemplazando (E.19), (E.21) y (E.23) en (E.18) se obtiene
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L(2) =��
�*= 0

L̃(2) + 8 (d− 2)
DaDbr

r
��
�*= 0

G̃ab + 2 (d− 2) (d− 3) R̃

[
γ − (Dr)2

]
r2

− 4 (d− 2) (d− 3) (d− 4)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
r2

+ 4 (d− 2) (d− 3)

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2

+ (d− 2) (d− 3) (d− 4) (d− 5)

[
γ − (Dr)2

]2

r4
. (E.24)

Luego, tenemos que (E.24) puede ser reescrito como

L(2) =
(d− 2)!

(d− 4)!

2R̃

[
γ − (Dr)2

]
r2

− 4 (d− 4)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
r2

+4

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2
+ (d− 4) (d− 5)

[
γ − (Dr)2

]2

r4

 . (E.25)

Finalmente, de (E.14), (E.17), (E.25) vemos que el lagrangiano de Lanczos-Lovelock
de orden k descompuesto tensorialmente es dado por

L(k) =
(d− 2)!

(d− 2k)!
Ψ(k), (E.26)

donde

Ψ(k) := (d− 2k) (d− 2k − 1)

[
γ − (Dr)2

r2

]k
− 2 (d− 2k) k

D2r

r

[
γ − (Dr)2

r2

]k−1

+ 2k (k − 1)

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2

[
γ − (Dr)2

r2

]k−2

+ kR̃

[
γ − (Dr)2

r2

]k−1

.

(E.27)

Descomposición tensorial del tensor de Lovelock

Del tensor de Lovelock (3.23) se tiene que

E(0)
µν = −1

2
gµν . (E.28)
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Tomando la componente (i, j) de (E.28) se obtiene

E
(0)
ij = −1

2
gij . (E.29)

Ahora, reemplazando la componente métrica (i, j) de (E.1) en (E.29) vemos que

E
(0)
ij = −1

2
r2γij . (E.30)

Luego, tenemos que (E.30) puede ser reescrito como

E(0)i
j = − (d− 3)!

2 (d− 1)!
[(d− 1) (d− 2)] δij . (E.31)

Por otro lado, del tensor de Lovelock (3.24) se tiene que

E(1)
µν = Rµν −

1

2
gµνR. (E.32)

Tomando la componente (i, j) de (E.32) se obtiene

E
(1)
ij = Rij −

1

2
gijR. (E.33)

Ahora, reemplazando la componente métrica (i, j) de (E.1), (E.11) y (E.12) en
(E.33) se obtiene

E
(1)
ij =

{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γij

− 1

2
r2γij

R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2


= −1

2

{
(d− 3) (d− 4)

[
γ − (Dr)2

]
−
[
2 (d− 3) rD2r − r2R̃

]}
γij . (E.34)

Luego, tenemos que (E.34) puede ser reescrito como

E(1)i
j = − (d− 3)!

2 (d− 3)!

(d− 3) (d− 4)

[
γ − (Dr)2

]
r2

−
[
2 (d− 3)

D2r

r
− R̃

] δij .

(E.35)

Por otro lado, del tensor de Lovelock (3.25) se tiene que



119

E(2)
µν = 2RRµν − 4RµγR

γ
ν − 4RγδRµγνδ + 2RµγδλRν

γδλ − 1

2
gµνL

(2). (E.36)

Tomando la componente (i, j) de (E.36) se obtiene

E
(2)
ij = 2RRij − 4RiγR

γ
j − 4RγδRiγjδ + 2RiγδλRj

γδλ − 1

2
gijL

(2). (E.37)

Ahora, reemplazando (E.11) y (E.12) en el primer término de (E.37) se obtiene

2RRij =2

R̃− 2 (d− 2)
D2r

r
+ (d− 2) (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
r2


×
{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γij

=
{
−2rD2rR̃+ 2 (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
R̃+ 4 (d− 2)

(
D2r

)2
−6 (d− 2) (d− 3)

D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
+ 2 (d− 2) (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij .

(E.38)

Por otra parte, del segundo término de (E.37) vemos que

−4RiγR
γ
j = −4

γkl

r2
RikRjl. (E.39)

Ahora, reemplazando (E.11) en (E.39) se obtiene

−4RiγR
γ
j =− 4

γkl

r2

{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γik

×
{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γjl

=

{
−4
(
D2r

)2
+ 8 (d− 3)

D2r

r

[
γ − (Dr)2

]

−4 (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij . (E.40)

Por otra parte, del tercer término de (E.37) vemos que

−4RγδRiγjδ = −4RabRiajb − 4
γkmγln

r4
RmnRikjl. (E.41)
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Ahora, reemplazando (E.8)-(E.11) en (E.41) se obtiene

−4RγδRiγjδ =− 4

[
R̃ab − (d− 2)

DaDbr

r

]
[−rDaDbrγij ]

− 4
γkmγln

r4

{
−rD2r + (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]}
γmn

× r2
[
γ − (Dr)2

]
(γijγkl − γilγkj)

=
{

4rR̃abDaDbr − 4 (d− 2)DaDbrD
aDbr

+4 (d− 3)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
− 4 (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij . (E.42)

Por otra parte, del cuarto término de (E.37) vemos que

2RiγδλRj
γδλ = 4

γkl

r2
Ri

a
l
bRjakb + 2

γkpγlrγmq

r6
RiprqRjklm. (E.43)

Ahora, reemplazando (E.8) y (E.9) en (E.43) se obtiene

2RiγδλRj
γδλ =4

γkl

r2
[−rDaDbrγil] [−rDaDbrγjk]

+ 2
γkpγlrγmq

r6

{
r2
[
γ − (Dr)2

]
(γirγpq − γiqγpr)

}
×
{
r2
[
γ − (Dr)2

]
(γjlγkm − γjmγkl)

}
=

4DaDbrD
aDbr + 4 (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij . (E.44)

Por otra parte, de la componente métrica (i, j) de (E.1), (E.26), (E.27) y del
quinto término de (E.37) vemos que

−1

2
gij =− 1

2
γij (d− 2) (d− 3) r2

(d− 4) (d− 5)

[
γ − (Dr)2

]2

r4

−4 (d− 4)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
r2

+ 4

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2
+ 2R̃

[
γ − (Dr)2

]
r2

 .

(E.45)

Reemplazando (E.38), (E.40), (E.42), (E.44) y (E.45) en (E.37) se obtiene
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E
(2)
ij =

{
4rDaDbr�

��*= 0
G̃ab + 2 (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]
R̃+ 4 (d− 2)

(
D2r

)2
−6 (d− 2) (d− 3)

D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
+ 2 (d− 2) (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij

+

−4
(
D2r

)2
+ 8 (d− 3)

D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
− 4 (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij

+

{
−4 (d− 2)DaDbrD

aDbr + 4 (d− 3)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]

−4 (d− 3)2

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij

+

4DaDbrD
aDbr + 4 (d− 3)

[
γ − (Dr)2

]2

r2

 γij

− 1

2
γij (d− 2) (d− 3) r2

(d− 4) (d− 5)

[
γ − (Dr)2

]2

r4

−4 (d− 4)
D2r

r

[
γ − (Dr)2

]
r2

+ 4

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2
+ 2R̃

[
γ − (Dr)2

]
r2

 .

(E.46)

Luego, tenemos que (E.46) puede ser reescrito como

E(2)i
j =− (d− 3)!

(d− 5)!

(d− 5) (d− 6)

[
γ − (Dr)2

]2

r4

−2

[
2 (d− 5)

D2r

r
− R̃

] [γ − (Dr)2
]

r2
+ 4

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2

 δij .

(E.47)

Finalmente, de (E.31), (E.35) y (E.47) vemos que el tensor de Lovelock de orden
k descompuesto tensorialmente es dado por

E(k)i
j =− (d− 3)!

2 (d− 2k − 1)!
Φ(k)δij , (E.48)
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donde

Φ(k) := (d− 2k − 1) (d− 2k − 2)

[
γ − (Dr)2

r2

]k

− k
[
2 (d− 2k − 1)

D2r

r
− R̃

][
γ − (Dr)2

r2

]k−1

+ 2k (k − 1)

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2

[
γ − (Dr)2

r2

]k−2

. (E.49)

Además, de (E.49) vemos que

Φ(k) = k

[
γ − (Dr)2

r2

]k−2

Φ̃(k), (E.50)

donde

Φ̃(k) :=
(d− 2k − 1) (d− 2k − 2)

k

[
γ − (Dr)2

r2

]2

−
[
2 (d− 2k − 1)

D2r

r
− R̃

][
γ − (Dr)2

r2

]

+ 2 (k − 1)

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2
. (E.51)

Así, reemplazando (E.50) en (E.48) se obtiene

E(k)i
j =− k

2

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!

[
γ − (Dr)2

r2

]k−2

Φ̃(k)δij . (E.52)

De esta forma, del resultado obtenido en (E.52) obtenemos que la componente
(i, j) de las ecuaciones de campo Lanczos-Lovelock (3.6) es dada por

E ij = −
N∑
k=0

kα̃k
2

[
γ − (Dr)2

r2

]k−2

Φ̃(k)δij = 0, (E.53)

donde

α̃k :=
(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αk. (E.54)
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Por otro lado, se de�ne la masa Misner-Sharp generalizada [45] como

M := (d− 2)V
(γ)
d−2

N∑
k=0

α̃kr
d−2k−1

[
γ − (Dr)2

]k
, (E.55)

donde V (γ)
d−2 denota el área del espaciotiempo (d− 2)-dimensional descrito por la mé-

trica γij . Además, cabe mencionar que la de�nición (E.55) se puede entender como
una ecuación polinomial cuya incógnita es la función métrica f (r).



Apéndice F

Propiedades térmicas en
Lovelock-Horndeski

En este apéndice se mostrará el cálculo explicito de la entropía (6.58) y la tem-
peratura (6.59). Además, demostraremos explícitamente la primera ley de la termo-
dinámica (6.60).

Entropía

Utilizando los lagrangianos (6.56)-(6.57) vemos que el lagrangiano dado en (6.55)
puede ser reescrito como

L =

N+1∑
k=0

αk
2k
δA1···A2k
B1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k

−
N∑
k=0

βk
22k+1

∇Cφ(k)∇Dφ(k)δ
CA1···A2k
DB1···B2k

RB1B2
A1A2 · · ·RB2k−1B2k

A2k−1A2k
. (F.1)

Ahora, reemplazando los ansatz (6.42)-(6.43) en el lagrangiano (F.1) se obtiene

L =
N+1∑
k=0

αk
2k
δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k

−
N∑
k=0

βkc
2
k

2k+1

1

2k
δα1···α2k
β1···β2k R

β1β2
α1α2 · · ·Rβ2k−1β2k

α2k−1α2k
. (F.2)

Por otro lado, de las constantes de integración (6.52) se puede ver que

βkc
2
k

2k+1
=

(N + 1− k)

(d− k −N − 1)
αk. (F.3)
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Luego, reemplazando (F.3) en (F.2) se obtiene

L =

N+1∑
k=0

(d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 2)!

(d− 2k)!
αkΨ

(k), (F.4)

donde hemos usado el lagrangiano descompuesto tensorialmente (E.26), y además en
este caso Ψ(k) es dado por

Ψ(k) := (d− 2k) (d− 2k − 1)

[
γ − f (r)

r2

]k
− 2 (d− 2k) k

D2r

r

[
γ − f (r)

r2

]k−1

+ 2k (k − 1)

(
D2r

)2 −DaDbrD
aDbr

r2

[
γ − f (r)

r2

]k−2

+ kR̃

[
γ − f (r)

r2

]k−1

.

(F.5)

Finalmente, de la formula de Wald (5.76) y del lagrangiano (F.4) se obtiene luego
de algunos cálculos que la entropía por unidad de longitud para la cuerda negra
homogénea descrita por las soluciones de la ecuación polinomial (6.53) y los campos
escalares (6.54) es dada por

s = 4π
N+1∑
k=0

k (d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 2)

(d− 2k)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k
+ γk−1V

(γ)
d−2. (F.6)

Temperatura

De ecuación polinomial (6.53) vemos que

0 = (d− 2)V
(γ)
d−2

N+1∑
k=0

(d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
(d− 2k − 1)αkr

d−2k−2 (γ − f (r))k

− (d− 2)V
(γ)
d−2

N+1∑
p=0

(d− 2N − 2)

(d− p−N − 1)

(d− 3)!

(d− 2p− 1)!
pαpr

d−2p−1 (γ − f (r))p−1 df

dr
.

(F.7)

Ahora, despejando df/dr se obtiene que

df

dr
=

∑N+1
k=0

(d−2N−2)
(d−k−N−1)

(d−3)!
(d−2k−1)! (d− 2k − 1)αkr

d−2k−2 (γ − f (r))k∑N+1
p=0

(d−2N−2)
(d−p−N−1)

(d−3)!
(d−2p−1)!pαpr

d−2p−1 (γ − f (r))p−1
. (F.8)

Finalmente, reemplazando (F.8) en la expresión para la temperatura (5.74) se
obtiene que la temperatura para la cuerda negra homogénea descrita por las soluciones
de la ecuación polinomial (6.53) y los campos escalares (6.54) es dada por
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T =
1

4π

∑N+1
k=0

(d−2k−1)(d−2N−2)
(d−k−N−1)

(d−3)!
(d−2k−1)!αkr

d−2k−2
+ γk∑N+1

p=0
p(d−2N−2)
(d−p−N−1)

(d−3)!
(d−2p−1)!αpr

d−2p−1
+ γp−1

. (F.9)

Primera ley de la termodinámica

Evaluando la ecuación polinomial (6.53) en el horizonte de eventos se obtiene

m = (d− 2)V
(γ)
d−2

N+1∑
k=0

(d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−1
+ γk. (F.10)

Ahora, variando la ecuación polinomial (F.10) con respecto al horizonte de even-
tos, se obtiene

dm =

[
(d− 2)V

(γ)
d−2

N+1∑
k=0

(d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
(d− 2k − 1)αkr

d−2k−2
+ γk

]
dr+.

(F.11)

Por otro lado, de la expresión para la temperatura (F.9) vemos que

4πT

N+1∑
p=0

p (d− 2N − 2)

(d− p−N − 1)

(d− 3)!

(d− 2p− 1)!
αpr

d−2p−1
+ γp−1

=
N+1∑
k=0

(d− 2k − 1) (d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−2
+ γk. (F.12)

Luego, reemplazando (F.12) en (F.11) se obtiene

dm = 4πT (d− 2)V
(γ)
d−2

[
N+1∑
k=0

k (d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−1
+ γk−1

]
dr+.

(F.13)

Por otra parte, variando la entropía (F.6) con respecto al horizonte de eventos, se
obtiene

ds =4π (d− 2)V
(γ)
d−2

[
N+1∑
k=0

k (d− 2N − 2)

(d− k −N − 1)

(d− 3)!

(d− 2k − 1)!
αkr

d−2k−1
+ γk−1

]
dr+.

(F.14)
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Finalmente, reemplazando (F.14) en (F.13) se obtiene

dm = Tds. (F.15)

Por lo tanto, en (F.15) hemos veri�cado que se cumple la primera ley de la termo-
dinámica para la cuerda negra homogénea descrita por las soluciones de la ecuación
polinomial (6.53) y los campos escalares (6.54).
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