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Capitulo 1
Introduccion

Un grafo es una estructura matematica que representa relaciones entre
objetos. Esta compuesto por vértices (también llamados nodos) y aristas
que conectan dos vértices. De manera intuitiva, un grafo puede visualizarse
como un conjunto de puntos (vértices) interconectados por lineas (aristas).
Un grafo con signos es aquel en el que las aristas estan etiquetadas con
los simbolos “+” (0 +1) 0 “=" (0 —1), y la funcién que se encarga de esta
asignacion de simbolos se llama “funcion de signo”. A pesar de su aparente
simplicidad, esta estructura proporciona una sélida base para abordar
una diversidad de problemas en diversas areas del conocimiento, como la
biologia [5], fisica [2], quimica [3], sociologia [1], entre otras disciplinas.
Un articulo pionero en el estudio de grafos con signo es [6], que analiza
estos grafos como modelos de redes sociales, donde los nodos representan
personas, las aristas denotan conocidos, y las etiquetas son +1 para
amistad y —1 para enemistad. Los autores de |6] se centran en grafos con
signo que permiten dividir los vértices en dos grupos, con caracteristicas
especificas que definen relaciones entre los nodos, dando origen a funciones
de signo denominadas balanceadas, ampliamente estudiadas y utilizadas
en la actualidad.

Debido a su amplio rango de aplicaciones, el estudio de las propiedades de
los grafos con signo ha adquirido una relevancia significativa. La literatura



ha explorado exhaustivamente los grafos simples no dirigidos con signos
[6] [18] [17], asi como en menor medida los grafos dirigidos (con aristas
orientadas) con signos [10] [18], y atin menos los multigrafos (donde las
aristas pueden repetirse) con signos [4]. Para el anélisis de los grafos
con signo, se emplean diversas técnicas, como métodos combinatorios,
analisis de grafos, métodos probabilisticos, entre otros. Destaca el método
algebraico, en particular, el uso de algebra lineal. Una de las formas en
las que se usa el algebra lineal es a través de las matrices. Los grafos con
signo tienen representaciones matriciales, como la matriz de adyacencia,
y a partir de estas representaciones obtienen propiedades del grafo con
signo. El uso del algebra lineal en este contexto ha sido fructifero, y
algunos resultados importantes del area que hacen uso de esta técnica se
pueden encontrar en el libro [§].

Uno de los conceptos fundamentales en estos documentos es la “switch
equivalencia”. Esta relacion se define de la siguiente manera: dadas dos
funciones de signo o y p, se consideran switch equivalentes si y solo si
existe un subconjunto I de vértices tal que p = ¢!, donde la funciéon de
signo o' es la funcién o con la siguiente modificaciéon: para una arista
dada, su etiqueta no cambia si ambos extremos de la arista estdn en I o
ninguna lo esta; en caso contrario, se cambia la etiqueta al signo opuesto.
Esta relacion, como su nombre sugiere, es una relacion de equivalencia, y
ha sido completamente estudiada en el caso de grafos simples no dirigidos
[18] [17] v parcialmente en el caso de grafos dirigidos [6] [18]. En este
documento, se abordara esta relacion en el contexto de grafos dirigidos
y no dirigidos con aristas paralelas, haciendo uso de la estructura de
grupo. A pesar de ser una estructura mas débil que un espacio vectorial,
se pueden obtener resultados similares.

Ademas de estudiar la relacion de equivalencia mencionada, esta tesis
abordaré tres problemas combinatorios relacionados con grafos con signo.
Dichos problemas incluyen:

= Problema del Minimo Cambio de Signos: Determinar el niimero



minimo de cambios de signo necesarios en una funciéon para que sea
switch equivalente a otra sobre el mismo grafo subyacente.

= Indice de Frustracion: Calcular el nimero minimo de aristas que
deben eliminarse del grafo para que dos funciones de signo sean
switch equivalentes.

= Nimero de Frustracion: Similar al indice de frustracion, pero
considerando el nimero minimo de vértices que deben eliminarse
para lograr la switch equivalencia entre dos funciones de signo.

Los dos tltimos problemas han sido ampliamente investigados, y en 18]
se presenta un resumen de los resultados mas relevantes relacionados con
estos valores.

Esta tesis consta de 7 capitulos, siendo el primero la introduccion y el
ultimo la conclusion. Los Capitulos 2 y 3 se presentan definiciones y
resultados previos esenciales para el desarrollo del trabajo. Los Capitulos
4,5 y 6 contienen los resultados desarrollados en la investigacion. El
Capitulo 2 se divide en dos secciones principales: la primera aborda
definiciones y resultados clasicos de la Teoria de Grafos, mientras que
la segunda se centra en los grafos con signos. El Capitulo 3 se dedica
completamente a las definiciones y resultados relevantes de la Teorfa de
Grupos. El Capitulo 4 establece la estructura de grupo que se utilizara
en el resto del documento, también se determina la cantidad de clases de
equivalencia de la relacion switch y se caracteriza dicha relacion. En el
Capitulo 5 se describe un método para construir los representantes de
cada clase de equivalencia, y se desarrollan dos algoritmos que deciden
en tiempo polinomial si dos funciones de signo son switch equivalentes.
Finalmente, el Capitulo 6 analiza los problemas del Minimo Cambio de
Signos, Indice de Frustracion y Numero de Frustracion, y este capitulo
concluye con la demostracion de la NP-Completitud de los dos tltimos
problemas.



4 Capitulo 2. Grafos

Capitulo 2
Grafos

En este primer capitulo introduciremos algunas notaciones, definiciones y
resultados de la teorfa de grafos y grafos con signos, las cuales usaremos
en todo el documento.

2.1. Grafos, digrafos y multigrafos

Empezaremos mostrando algunos conceptos bésicos de la teoria de grafos.
Algunos otros conceptos, notaciones y resultados distintos a los que
introduciremos en esta seccion se pueden ver en el libro [16].

2.1.1. Conceptos basicos

Fundamentalmente existen dos tipos de grafos: los dirigidos y los no
dirigidos.

Definiciéon 2.1. Un grafo simple (o grafo no dirigido, o
simplemente grafo) G es un par ordenado (V,FE), donde V es
un conjunto finito; a los elementos de V se les llama modos o
vértices. SiV = () se define E = 0, en caso contrario definiremos
a EC{zeP(V): |x| =2} es un conjunto de pares no ordenados de
V. Los elementos de E son llamados aristas.
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Definicion 2.2. Un digrafo (o grafo dirigido) G es un par ordenado
(V, A), donde V' es un conjunto finito; a los elementos de V' se les llama
nodos o vértices. S1V = () se define A =), en caso contrario A CV xV
un conjunto de pares ordenados de V. Los elementos de A son llamados
arcos.

En los grafos, a la arista que conecta a u con v la denotaremos por
{u,v} = uv = vu € E. Mientras que en los digrafos, al arco que conecta
a u con v la denotaremos por (u,v) = uv € A,

Ademas de los grafos simples y digrafos existen otros tipos de grafos los
cuales extienden el concepto original de grafo. Una de estas extensiones
son los llamados multigrafos, el “multi” proviene del hecho que este grafo
permite repetir aristas.

Definicion 2.3. Un multigrafo es un par ordenado G = (V, E), donde
V' es un conjunto finito; a los elementos de V se le llaman vértices.
SiV =0 se define E = 0, en caso contrario a E se define como un
multiconjunto de pares no ordenados de los vértices, incluyendo elementos
de tipo uu, con u € V. A los elementos de E se le llaman aristas, y a
las aristas que se repiten se les suelen llamar aristas paralelas.

Observacion 2.1. En un multigrafo o digrafo, a las aristas uu (con
u € V') se le conocen por el nombre de loop o bucle.

Otra generalizacion que usaremos en menor medida, es el grafo que no
tiene vértices.

Definicion 2.4. El grafo G = (0,0) lo llamaremos grafo nulo o vacio.

Observacién 2.2. De aqui en adelante cuando hablemos de grafos,
digrafos y multigrafo, asumiremos que V. # 0 a menos que se diga lo
contrario.

A continuaciéon mostraremos algunos ejemplos de grafos, digrafos y
multigrafos.
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Ejemplo 2.1. a) Consideremos el grafo Gy = (V, E), donde

Vo ={u,v,w,z,y}

E = {uwv,vw, uvw, wz,ve, xy}

El dibujo de G se encuentra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Grafo.

b) Sea Gy = (V, E'") multigrafo, donde

Vi ={u,v,w,z,y}

ra_
E" = {uu, wv, vw, vw, vw, we, ve, xy, yy}

La representacion grdfica de Gy estd en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Multigrafo.
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c¢) Consideremos el digrafo Gs = (V, A), donde

Voi={u,v,w,z,y}

A = {uu, vu, vw, wo, vw, TW, TV, YT, Yy }

El dibujo de G se encuentra en la Figura 2.5.

Figura 2.3: Digrafo.

Otro concepto que usaremos en los siguientes capitulos es el del subgrafo
y subgrafo recubridor.

Definiciéon 2.5. Sea G = (V, E) un grafo, diremos que G' = (V' E')
es un subgrafo de G si y solo st V! CV y E' C E. Andlogamente se

puede definir los subgrafos para digrafos y multigrafos. En todos los casos
ocuparemos la notacion G' C G para indicar que G’ es un subgrafo de G.

Sean G = (V, E) y G' = (V' E') grafos tales que G' CG. SiV =V’ se

dird que G’ es un subgrafo recubridor de G.

2.1.2. Conexidad

La conexidad es un concepto en teoria de grafos que nos asegura que
para cualquier par de vértices siempre se puede encontrar un camino que
los una.

Definicion 2.6. Consideremos G = (V, E') un grafo, digrafo o multigrafo.
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» Un camino es un grafo simple cuyos vértices pueden ser ordenados de
tal forma que dos vértices son adyacentes si y solo st son consecutivos
en el orden. Diremos que un grafo o multigrafo G tiene un camino
st existe un camino como subgrafo de G. En el caso del digrafo, este
tendrd un camino si existe un camino (como grafo) al ignorar la
orientacion de los arcos.

= Diremos que G es conexo, si y solo si para todo par de vértices
u,v €'V, eriste un camino que tiene un extremo en u y otro en v.
En caso contrario diremos que G es disconexo.

Observacion 2.3. Para el caso de los digrafos, la definicion de camino
dada anteriormente no toma en cuenta la direccion de los arcos. Sin
embargo, existe otra definicion de camino que si considera esta direccion,
a la que llamamos caminos dirigidos. Al igual que antes, esta clase
de caminos generan su propia nocion de conexidad, la cual se llama
conexidad fuerte.

Algunos conceptos relacionados a la conexidad, los cuales nos seran de
utilidad en este trabajo son los siguientes.

Definicién 2.7. Dado un G un grafo, digrafo o multigrafo. Sea H C G,
dectmos que H es:

» Una componente conexa si H es conexo, y mo existe una
componente conexa H' de G tal que H C H'.

» Una componente trivial (o componente conexa trivial o
stmplemente grafo trivial) si H es un componente conexa que
no tiene aristas (0 arcos).

Dado G un grafo o multigrafo, se dice que G es un grafo totalmente
disconexo si todas las componentes conexas de G son triviales.

Por tltimo, se puede definir un parametro de un grafo, el cual cuenta la
cantidad de grafos conexos que tiene.

Definicion 2.8. Dado G un grafo, digrafo o multigrafo, se define el



2.1. Grafos, digrafos y multigrafos 9

pardametro comp(G) como el nimero de componentes conezxas de G.

2.1.3. Arboles y ciclos

Una estructura que usaremos reiteradas veces en este documento son los
conceptos de ciclos y arboles. Empecemos por definir un ciclo.

Definiciéon 2.9. Un ciclo es un grafo simple con el mismo nimero de
vértices y aristas, cuyos vértices pueden ser ordenados circularmente de
tal forma que dos vértices son adyacentes si y solo si ellos aparecen de
forma consecutiva en el orden.

Sea G un ciclo, definiremos el largo de un ciclo dirigido como el nimero

de vértices de éste, y denotaremos por C) a los ciclos de largo [, con
leNyl>3.

La nocién de ciclo la podemos extender a los multigrafos. En el caso de
los multigrafos existirian dos ciclos que no tiene un grafo, los ciclos de
largo 1 y 2. Los ciclos de largo 1 son los bucles, mientras que los ciclos
de largo 2 son los formados por aristas paralelas, i.e. el grafo dado por:

Cy = ({u, v}, {uv, uv}).

El multigrafo de la izquierda es un ciclo de largo 2, mientras que el
multigrafo de la derecha es un ciclo de largo 1.

o

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Ciclo de largo 2. (b) Ciclo de largo 1.

Los ciclos no solo se pueden definir en grafos o multigrafos, sino también
en digrafos. En el caso de los digrafos existirian dos tipos de ciclos: los
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ciclos y los ciclos dirigidos. En ambos casos, al quitar la orientaciéon de
las aristas obtenemos un ciclo (de la definicion de grafos), la diferencia
radica en que un ciclo no le importa la orientacion del arco, mientras
que el ciclo dirigido si le importa. En el ciclo dirigido solo estan los arcos
v;v;11, donde los v; son los vértices del ciclo ordenados circularmente.

[ 1]

Figura 2.5: (a) Ciclo dirigido de largo 4. (b) Ciclo de largo 4.

Un pardmetro asociados a los ciclos es el llamado numero ciclico, el cual

permite medir la cantidad de ciclos que son “independientes” de un grafo
dado.

Definicion 2.10. Dado un grafo (o digrafo o multigrafo) G, denotaremos
por cyc(G) como el minimo nimero de aristas a remover para quitar a
todos los ciclos de G. El cyc(G) se le suele llamar nimero ciclico de

G.
El siguiente resultado nos permite calcular el cyc de un grafo rapidamente.

Proposicion 2.1. Sea G = (V, E) un grafo, se cumple que

cyc(G) = |E| — |V] + comp(G).

La demostracion de la Proposicion 2.1 se puede encontrar en [15].

Observacion 2.4. La proposicion anterior se puede generalizar para el
caso de multigrafos. Esto se debe a que cada bucle genera un nuevo ciclo
que debe ser quitado. St existen aristas paralelas podemos subdividirlas,
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generando asi un grafo que tiene un vértice y una arista extra por cada
arista paralela del muligrafo. Luego, el multigrafo tiene el mismo nimero
ciclico que el grafo obtenido, y al calcular el nimero ciclico del grafo,
las aristas y vértices extra se cancelan, queddndonos con las aristas y
vértices originales del multigrafo. Para finalizar, al agregar los bucles que
quitamos en un principio, obtenemos la misma formula de cyc(G) dada
en 2.1, pero ahora aplicada a un multigrafo.

El altimo concepto de la teorfa grafos que enunciaremos sera el de arbol
y bosque. Estos son los grafos que no tienen ciclos.

Definicion 2.11. = Diremos que un grafo (o multigrafo o digrafo)
es aciclico o bosque si el grafo (o multigrafo o digrafo) no tiene
ningun ciclo.

» Un drbol es un grafo (o multigrafo o digrafo) aciclico conexo.
» Un drbol recubridor es un subgrafo recubridor que es un drbol.

s Un bosque recubridor es un subgrafo recubridor que es un bosque.

2.2. Grafos con signos

En esté seccion introduciremos algunos conceptos sobre los grafos, digrafos
y multigrafos con signos.

2.2.1. Conceptos basicos

Empecemos por definir a una funcién con signos, y a los grafos, digrafos
y multigrafos con signos.

Definicién 2.12. Dado un grafo o multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E), se define una funcion signo como:
o: E — {-1,+1}

w — o(uwv)
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Andlogamente para los digrafos G = (V, A) se define una funcion signo
como:
o: A — {—-1,+1}
uwv = o(uv)

Al par (G, o) se le llama grafo (o digrafo o multigrafo) con signos.
Ademds denotaremos por X(G) al conjunto de todas las funciones signos
definidas en las aristas (o arcos) de G.

Observacion 2.5. Notar que |2(G)| = 2'®! para grafos y multigrafos, o
12(G)| = 241 para digrafos.

Los grafos (o digrafos o multigrafos) con signos también se pueden
representar de manera grafica al igual que sus homologos sin signos.
Existen varias formas de dibujar los grafos con signos, la que usaremos
en este trabajo es la siguiente: Comenzamos por dibujar el grafo (o
digrafos o multigrafos) G, a todas las aristas uv de G las etiquetamos
con los signos “4” 0 “—", dependiendo si o(uv) = +1 0 o(uv) = —1.

A continuaciéon veremos dos ejemplos para ilustrar lo anterior.

Ejemplo 2.2. = Consideremos el siguiente grafo G = (V,FE)
definido en (a) de la Figura 2.6. Consideremos funcion signo
o:FE — {—1,+1} definida por:

La representacion grdfica de (G, o) esta en (b) de la Figura 2.6.
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Figura 2.6: (a) Dibujo de un grafo G. (b) Dibujo de él grafo con signo (G, o).

» Consideremos el siguiente digrafo G = (V, A) definido en (a) de la
Figura 2.7. Consideremos funcion signo o : A — {—1,+1} definida
por:

o(ab) = o(cb) = o(dc) = o(de) = +1,
o(ba) = o(ec) = o(ce) == —1.

La representacion grdfica de (G, o) esta en (b) de la Figura 2.7.

(a)
Figura 2.7: (a) Dibujo de un digrafo G. (b) Dibujo de él grafo con signo (G, o).
Uno de los conceptos basicos de la teoria de grafos con signo es el del
signo de un ciclo.

Definicion 2.13. Dado un grafo G tenga por lo menos un ciclo, y
o € 3(G). Sea C un ciclo en G y E[C] := {e1,...,e,}. Se define el
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signo del ciclo C respecto a o como:
n
o(C) = Ha(ei)
i=1

Andlogamente se define el signo de ciclo en un digrafo o multigrafo con
51gN.08S.

2.2.2. Switch equivalencia

Una de las ideas fundamentales en esta teoria es el concepto de
switch equivalencia, en la literatura existen dos definiciones de switch
equivalencia, las cuales son equivalentes entre si. La primera definicion
es:

Definicion 2.14. Sean G = (V, E) un grafo (o digrafo o multigrafos)
no totalmente disconezo, o € X(G) yv :V — {—1,4+1} una funcion
con signos en vértices. Se define v-switch de o como:

o’ (uwv) == v(u)o(uv)r(v) Yuv € E. (2.1)

Sean o, p € X(G). Se dice que o y p son switch equivalentes, si y solo
si existe una funcion con signo en los vértices v tal que o = p.

La otra definicion de switch equivalencia es:

Definicion 2.15. Dado un grafo (o digrafo o multigrafo) no totalmente
disconexo G = (V, E), 0 € ¥(G) e I C V. El I-switch de o es una

nueva funcion signo ol la cual se define asi: para todo uwv € F,

(2.2)

ol () = o(u,v) sif{u,v} CI o{u,v}NI=070,
—o(u,v) en caso contrario.

Sean o, p € X(G). Se define la relacion inducida por la switch equivalencia
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~ como:
c~pe=3ICV, ol =p. (2.3)

Entonces se dice que o y p son switch equivalentes si y solo si o ~ p.

Observacion 2.6. La equivalencia entre las dos definiciones se puede
ver en la siguiente demostracion: Dado una funcion signo en vértices
v, denotaremos por V'~ como el conjunto de vértices v del grafos tales
que v(v) = —1. Entonces 0¥ = d¥, en efecto, dada wv € E(G). Si
v(u) = v(v) implica que {u,v} C V= o {u,v} NV~ =0, por tanto
o’ (uv) = o(uv) = ¥ (wv). Si v(u) # v(v), entonces no ocurriria que
{u, 0}y SV~ ni{u,v}NV™ =0, luego o”(uv) = —o(uv) = ¥ (uv).

Ejemplo 2.3. Consideremos la siquiente funcion signo o dada por:

Figura 2.8: Digrafo con signo (G, o).

Consideremos la funcion de signos de vértices v definido por:
v(l) =v(2) =41 yv(3) =v(4) = —1. Vamos a calcular ",

o”(1,1) = v(1)o(1, (1) = +1
o”(2,1) = v(2)(2, (1) = +1
0"(3,2) = v(3)o(3,2)r(2) = +1
0" (2,4) = v(2)a(2,4)r(4) = —1
0" (3,4) = v(3)0(3, 4 (4) = +1
0" (4,2) = v(4)o(4,2)0(2) = +1
0" (4,4) = v(4)o(4,4)v(4) = —1
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Luego la funcion signo o se puede ver en la Figura 2.9.

Sea I = {3,4}, vamos a determinar el I-switch de o. Notar que los arcos
que no cumplen con {u,v} C I o {u,v} NI =0 son: (3,2), (2,4) y
(4,2), por tanto en esos arcos se les cambiard el signo. En la Figura 2.9

se puede apreciar el dibujo de la funcion signo o’

+
“@--
Figura 2.9: Digrafo con signo (G, 0") = (G, o?).

Determinar si dos funciones signos son switch equivalentes puede llegar
a ser una tarea muy tardada, pero el siguiente resultado nos permite
determinar si dos funciones signos son switch equivalentes de manera
rapida.

Teorema 2.1 (biparticiéon de Harary). El grafo con signo (G, o) tal
que o ~ +1 si y solo si existe una biparticion en los vértices, V = X UY,

tal que todas las aristas positivas estan dentro de X oY, y las aristas
negativas tienen un extremo en X y el otro en Y.

Este resultado nos da otra caracterizacion de la switch equivalencia, este
resultado no es muy 1til en la practica, pero tiene su importancia en la
teoria.

Proposiciéon 2.2. Sea G un grafo no totalmente disconexo, y
o,p € X(G). Las funciones o y p son switch equivalentes, si y solo

si o(C) = p(C) para todo ciclo C en G.

La demostracion del Teorema 2.1 estdan en [6], mientras que la
demostracion de la Proposicion 2.2 se encuentran en [17].

Dos funciones signo importantes en esta teoria son la +1 y —1.
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Definicién 2.16. Denotaremos por +1 y —1 a las funciones signos
definidas en el grafo (o digrafo o multigrafo) no totalmente disconexo
G = (V,E), tales que +1(e) :==+1 y —1(e) := —1 para todo e € E.

Con la nocién de switch equivalencia y la funcion +1 podemos definir
dos conceptos, las funciones signo balanceadas y antibalanceadas. Las
funciones balanceadas serian aquellas funciones que son “parecidas” a +1,
mientras que las antibalanceadas como su nombre indican, son aquellas
funciones que su negacion es balanceada.

Definiciéon 2.17. Dado un grafo (o digrafo o multigrafo) no totalmente
disconezo G y o € ¥(G).

» La funcion o se dice balanceada si y solo si o ~ +1.

w Se dice que o es antibalanceada, si y solo si —o es balanceada,
donde —o denota a la funcion signo que tiene el signo opuesto de o
en cada arista.

Observacion 2.7. = En el caso de grafos, el Teorema 2.1 permite
caracterizar a una funcion balanceada.

= Notar que una funcion signo o es antibalanceada, si y solo si o ~ —1.

Finalmente, dos parametros que tienen relevancia en la teoria de grafos
con signos, y en este documento, son: el indice y ntimero de frustracion.

Definicion 2.18. Dado un grafo (o digrafo o multigrafo) no totalmente
disconezo G y o € ¥(G). Se define el indice de frustracion [(o) como
el tamano del conjunto mads pequeno de aristas tal que al quitarlas, la
funcion o es balanceada en este nuevo grafo. Andlogamente se define el
nimero de frustracion ly(o) como el tamano del conjunto mds pequeno
de vértices tal que al quitarlos, la funcion o es balanceada en este nuevo

grafo.

Determinar los valores de [ y [y en el caso general es sabido que es un
problema dificil, pero existen algunos casos particulares en los cuales
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se puede determinar de manera exacta esos valores. A continuacion
enunciaremos algunos resultados que apuntan a eso.

Proposicion 2.3. Dado un grafo no totalmente disconexo G = (V, E).
Se cumple que I(—1) = |E| — mazcut(G) y lo(—1) = |V | — B(G), donde
mazcut(G) es tamano del conjunto de corte mdximo en G, y B(G) denota
al mdzimo orden de un subgrafo bipartito inducido por G.

Proposicion 2.4. Consideremos que el grafo completo K,,, y o € 3(K,).
méx (o) = I(=1) = |(n —1)*/4], y dado una funcion signo o que no es
agtz'balanceada, entonces l(o) < I(—1).

Proposicion 2.5. Consideremos que el grafo completo K, y o € X(K,).
méxly(o) = lp(—1) = n — 2, y dado una funcion signo o que no es
agtibalanceada, entonces lo(o) < lo(—1).

La demostracion de la Proposicion 2.4 esta en [12], y de las Proposiciones
2.3y 2.5 se encuentran en [18|.
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Capitulo 3
Grupos

En este capitulo mostrando algunos conceptos de la teoria de grupos.
Otros conceptos y/o notaciones distintos a los que introduciremos en esta
seccion se puede ver en el libro [9)].

Empecemos por definir a un grupo.

Definicion 3.1. Un grupo es un par (G, o) donde G es un conjunto no
vacio vy

GxGE — G
(a,b) — aob
es una operacion que cumple:
1. (aob)oc=ao(boc), para todo a,b,c € G.

2. Existe un elemento e € G (llamado elemento neutro) tal que

aoe=eoa=a Ya € (.

3. Para cada a € G existe un elemento a=* € G tal que
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Se dice que un grupo es abeliano si aob = boa para todo a,b € G.
Ejemplo 3.1. Algunos ejemplos cldsicos de grupos son:
o (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+) son grupos abelianos infinitos.

e (Z/nZ,+) y(Z/pZ—{0},-) (con p primo) son grupos abelianos
finitos.

o (P(X),A) es un grupo abeliano, donde X es un conjunto, y A es

la diferencia simétrica. Esta se puede definir como:

AAB:=(AUB)\ (ANB) VA,BCX.

3.1. Subgrupos y grupos especiales

Uno de los conceptos basicos en la teoria de grupos es el concepto de
subgrupo.

Definicion 3.2. Un subgrupo de un grupo (G,-) es un subconjunto no
vacio H de G que sea por si mismo un grupo con la operacion de GG, i.e.
(H,-) es un grupo. Se ocupa la notacion H < G para indicar que H es
un subgrupo de G.

Junto con el concepto de subgrupos, nacen los subgrupos con algunas
caracteristicas especiales. A continuacion definiremos tres.

Definiciéon 3.3. Sea (G, -) un grupo.
» Un subgrupo H es abeliano si (H,-) es un grupo abeliano.

n Un subgrupo N de un grupo G es normal si gNg=' C N para cada
g € G, donde
gNg™ ' :={gzg':2 € N}.

Se ocupa la notacion N < G para indicar que N es un subgrupo
normal de G.

» Sea N d G. Consideremos el conjunto de las clases laterales
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izquierdas (las cuales definiremos en la siguiente seccion) de N

en G:
G/N :={aN : a € G},

El conjunto G/N con la operacion aN - bN := abN es el llamado
grupo cociente.

3.2. Clases laterales

Las clases laterales de un subgrupo es uno de los conceptos mas cléasicos
de la teoria de grupos. Este concepto tiene implicancias importantes en
esta teoria, ademas sera un concepto muy relevante en el desarrollo del
Capitulo 4.

Definiciéon 3.4. Sea G un grupo y H < G. Dados a,b € G, definimos
la relacion:
anr~gb<=ableH

De forma similar se define:

an~; b albeH.

Se puede probar que las relaciones ~; y ~; son relaciones de equivalencia.
Las clases de equivalencia con respecto a la relacion ~g; se llaman clases
laterales derechas de H en (G, analogamente la relacion ~; se llaman
clases laterales izquierdas de H en (G. Para este tipo de clases de
equivalencia se usa las siguientes notaciones:

e La clase de equivalencia de a € G con respecto a ~ es:

{beG:ba '€ H} ={ha:h € H}

y se denotara con Ha.
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e La clase de equivalencia de a € G con respecto a ~; es:

{beG:b'ac H} ={ah:hc H}

y se denotara con aH.

Cuando las clases laterales izquierdas y derechas sean iguales, estas
pasan a denominarse simplemente como clases laterales, y la notacion
de ~g y ~; se cambia a ~.

Uno de los resultados mas importantes de la clases laterales es el teorema
de Lagrange, el cual nos permite contar la cantidad de clases laterales.

Teorema 3.1. (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y
H < G. Entonces:

o |H| es un divisor de |G|.

o |G|/|H| es igual al nimero de las clases laterales derechas (o
izquierdas) de H en G.

La demostracion de este resultado se encuentra en [13].

3.3. Homomorfismos

Uno de los ultimos conceptos que introduciremos de la teoria de grupos
serd el de homomorfismos e isomorfismo.

Definiciéon 3.5. Sean G1 y Go dos grupos. Una funcion f: Gy — G2 es
un homomorfismo de grupos si se cumple:

fla-b) = f(a) f(b),  Va,be G

Ademds, diremos que
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» f es un isomorfismo si f es un homomorfismo inyectivo vy
sobreyectivo.

» Dos grupos G y G son isomorfos si existe un isomorfismo
f:G1— Gy (en este caso escribiremos G1 = G3).

Los homomorfismos satisfacen las siguiente propiedades:

Proposiciéon 3.1. 5@ f : G; — Gy es un homomorfismo de grupos,
entonces

w ker(f) :={a € Gy: f(a)=-e} es un subgrupo normal de Gy.
w Im(f) :={f(a): a € Gi} es un subgrupo de Gs.

Al igual que el teorema de Lagrange, este es otro teorema importante en
la teoria de grupos.

Teorema 3.2. (Primer Teorema de Isomorfismo) Sea [ : Gy — G
un homomorfismo de grupos y sea H := ker(f). Entonces G1/H es
isomorfo a Im(f). Mds precisamente la funcion:

aH +— f(a)

es un isomorfismo de grupos.

Las demostraciones de todos los resultados enunciados en esta seccion se
encuentran en [13].
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Capitulo 4
Switch equivalencia: Analisis tebérico

En este capitulo nos centraremos en analizar la switch equivalencia en
digrafos (y posteriormente la generalizaremos a multigrafos).

El estudio de la switch equivalencia de este capitulo se dividira en
dos partes. En la primera seccién vamos a estudiar las propiedades
generales que tiene la switch equivalencia, y el conjunto (&), junto
con su generalizacion a multigrafos. En la segunda seccion se veran dos
caracterizaciones de la switch equivalencia, las cuales nos seran ttiles
mas adelante.

4.1. Grupos y digrafos con signos

Empezaremos este analisis con una simple observacion, de la definicion
de v-switch tenemos esta expresion:

o’ (uv) = v(u)o(uv)r(v) Yuv € A.

Notar que v(u), o(uv) y v(v) son numeros reales, entonces los podemos
conmutar o(uv) y v(v), obteniendo asi lo siguiente:

o’(uv) = v(u)v(v)o(uww)  Yuv € A.
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Si definimos a p,(uv) = v(u)v(v) para todo uv € A. Notar que p, es
una funcion de signos, y adicionalmente tenemos esta igualdad

o’ (uv) = py(uv)o(uv) Vuv € A (4.1)

Con la expresion anterior nos surgen dos ideas, la primera es que el lado
derecho de (4.1) es como una “multiplicacion de funciones de signo”, y
esto nos motiva a definir una operacion entre funciones con signo como
en (4.1). Lo segundo es que a través de la definicion p, podemos redefinir
el I-switch, y por tanto dar una nueva definicién de switch equivalencia.

4.1.1. Aplicamos teoria de grupos

Desarrollaremos la primera idea. Para ello vamos a dar una definicion
més exacta de la “multiplicacion de funciones de signo” motivada en (4.1).

Definicion 4.1. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Se define la operacion interna

Y(G)x X(G) —» X(G)
(07 P) = 0-p
donde
(- p)(uv) = o(uv)p(uv) Yuv € A.

A esta operacion interna la denominaremos por multiplicacion de
funciones de signo.

Dada la definicion de la multiplicaciéon de funciones signos, no seria
descabellado pensar que el par (X(G),+) es un grupo. Para demostrar
esto ultimo usaremos las propiedades que tiene la multiplicacion en los
ntmeros reales, en particular, en el conjunto {—1,1}.

Proposicion 4.1. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
La estructura algebraica (3(G), ) es un grupo abeliano.
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Demostracion.

Para demostrar que (3(G),+) es un grupo abeliano, probaremos que
(3(G), -) cumple las cuatro condiciones escritas en 3.1.

1. Sean o, p, 7 € %(G), gracias a la propiedades de la multiplicacion
en los niimeros reales, tenemos las siguientes igualdades:

(0-p)-7(a) =

Por ende, (0-p)-7=0"-

(0 - p)(a)7(a),
o(a)p(a)(a),
o(a)(p(a)7(a)),
o(a)(p-7)(a),
g-(p-7)(a) Va € A.

)
)

(p - 7) para todo o, p, 7 € X(G).

2. Dado un ¢ € X(G). Es claro que 0 - +1 = o, en efecto, tenemos que

o-+1(a) =o(a) + 1(a)

=o(a) Va € A.

Por tanto ¢ - +1 = o. La demostracion +1 - 0 = ¢ es anéloga al

caso anterior. Entonces +1 sera nuestro elemento neutro.

3. Sea o € %(G), notamos que

o-0(a) =0c(a)?=(£1)*=4+1 Vac A

Con esto hemos probado que ¢ - 0 = +1 para todo o € %(G).

4. Dados o,p € X(G). Usando la propiedad conmutativa de la
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multiplicacion de los reales, obtenemos que

-o(a) Va € A

Por lo tanto ¢ - p = p - o para todo o, p € 3(G).

Con esto hemos demostrado que (X(G), ) es efectivamente un grupo
abeliano. Il

Observacion 4.1. = Del punto 3 de la demostracion anterior, se
logra inferir que todos los elementos de X(G) tienen orden dos (i.e.
02 = +1 para todo o € X(Q)), y por tanto todas las funciones
S1gN0S SON SU PTropio INVETSO.

» Como todos los elementos de X(G) tienen orden dos, esto implica
que X(G) = (Z /2 7)F.

» Si consideramos el conjunto F(A) de todas las funciones
f:A— R :=R\{0}. No es dificil ver que F(A) con la operacion
producto definida en 4.1 forma un grupo. Luego se podria demostrar
que X(G) es un subgrupo de F(A).

A continuacion vamos a desarrollar la segunda idea obtenida de (4.1).
Consideremos un I C V', luego se define la funciéon de signos en los
vértices vy como:

+1 ,sti wel

vi(u) = _ (4.2)

—1 ,si ugl
Con la definicién de vy, podemos definir una nueva funcion, la cual
cumplira un papel similar a p, en (4.1).

Observacion 4.2. Aqui el v se puede ver como un tipo de funcion
caracteristica, ya que si un elemento uw no pertenece a I, entonces en vez
que vi(u) = 0 lo definimos como vi(u) = —1.
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Definicion 4.2. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Se define el operador § : P(V) — X(G) como S(I)(uv) = vi(u)v(v)
para todo uwv € A, donde vy estd definido en (4.2). Al operador S lo
llamaremos operador switch. Ademds definiremos H(G) := Im(S).

Observacion 4.3. = Escribimos H(G) para denotar la dependencia
que tiene la imagen de S del digrafo.

» Fs facil ver que +1 € H(G). Sea I = (), entonces vi(u) = —1
para todo u € V', y por tanto S(I)(uv) = +1 para toda uv € A.
Andlogamente se pude demostrar que S(V') = +1. Por lo tanto,
+1 € H(G) para cualquier digrafo no totalmente disconezo G.

» Unas de las primeras prequntas que uno se hace al ver el operador
switch son sobre la inyectividad y sobreyectividad de este operador.
Del punto anterior ya sabemos que el operador switch no es inyectivo,
pues S(0) = S(V). Dada la definicion del operador switch, no se
ve sencillo determinar la sobreyectividad. Esto lo responderemos en
la Subsubseccion 4.1.3.2, ya que requerimos usar algunos resultados
que todavia no hemos enunciado.

La siguiente proposiciéon nos asegura que podemos usar el operador switch
para re-escribir el I-switch.

Proposicion 4.2. Dado un digrafo no totalmente disconero G = (V, A).
Para toda o € X(G) se cumple que o = S(I)o para todo I C V.

Demostracion.
Consideremos un ¢ € X(G) y uv € A. Si u,v € I, tenemos que
ol (uv) = o(uv). Por otro lado se sigue de la Ecuacion (4.2) que

S(I)(uv) = vi(u)vp(v) = +1,

luego S(I)o(uv) = o(uv). Ahora si u,v ¢ I, la demostracion es andloga
al caso anterior.
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Siuelyv¢lI,tenemos que of (uv) = —o(uv). Por otro lado al utilizar
la Ecuacion (4.2) obtenemos

S(I)(uwv) = vi(uw)vr(v) = —1,

luego S(I)o(uv) = —o(uwv). Y siv € I yu ¢ I, la demostracion es
similar al caso anterior.

Por lo tanto o = S(I)o para todo o € X(G). B

Una de las consecuencias de la proposicion anterior, es que permite
reescribir la relaciéon ~ en términos de S.

Corolario 4.1. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Para todo o, p € 3(G) se cumple:

o~ p<= 3 CV tal que S(I)o = p. (4.3)

Demostracion.
Directa de la Proposicion 4.2. B

Notamos que la equivalencia (4.3) es algo que ya habiamos visto antes,
son las llamadas clases laterales 3.4. La Relacion (4.3) tiene la estructura
de una clase lateral, pero lo tinico que le falta para que de verdad lo sea,
es que H(G) sea un subgrupo de ¥(G). Lo cual demostraremos en la
siguiente seccion.

4.1.1.1. Propiedades de S y H(G)

Nuestro objetivo es probar que H(G) < ¥(G), para ello vamos a estudiar
algunas propiedades que tiene el operador switch.

Este resultado caracteriza la funcion S(7), y nos resultard muy tutil més
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adelante.

Proposicién 4.3. Dados un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
El operador switch satisface la siguiente igualdad

+1 , s wv,vel V uvé¢l,

S(])(m}){—l ysi (el Nvgl) Vv (ugl Awvel).

(4.4)
Para todo I C V.
Demostracion.
Sean I CV yuv € A. Siu,v € I, tenemos que vi(u) = vr(v) = +1,y
si u,v & I, obtenemos que v;(u) = vy(v) = —1. En ambos casos se tiene
que

S(I)(wv) = vi(wri(v) = (vi(w)® = +1.

Ahora siu € I y v ¢ I, tenemos que vi(u) = +1 y v7(v) = —1, y si
u ¢ I ywv e, obtenemos que v;(u) = —1y vy(v) = +1. En ambos casos
se satisface que

S (uv) =vi(wvi(v) =—=1-4+1=—1.

Con esto hemos probado que se verifica 4.4. B

Observacion 4.4. Notar que (4.4) es equivalente a:

S(I)(uv) =

{.Hm{mv}glo{wv}ﬂf@7 (4.5)

—1 en caso contrario.

Lo cual es muy parecido a la definicion del I-switch (2.2), mds ain, de
aqui también se puede deducir que o' = S(I)o.

Otra cosa que se puede deducir de (4.5) es que S(I) = +11, lo cual tiene
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sentido, pues +1 es el elemento neutro.

Gracias a la Identidad (4.5) podemos generalizar lo observado en el
segundo punto de la Observacion 4.3.

Proposicion 4.4. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Se cumple que S(I) = S(I°), para todo I CV.

Demostracion.
Consideremos I C V. Se sigue de 4.5 que

S([C)(UU) _ { +1 s1 {U,U} C o {U,U}ﬂfc _ @,

—1 en caso contrario.

) L si{u,vp S Lo {u,vp NI =0,
—1 en caso contrario.

=S(I)(uv) Yuv € A.

Por lo tanto S(1¢) =S(I). B

Una propiedad mas bésica que cumple cualquier subgrupo es que, la
multiplicacion de dos elementos del subgrupo esté en el subgrupo. El
siguiente resultado hace referencia a esto tltimo.

Proposicion 4.5. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Para todo I, I, C V', se cumple que:

S(I)S(l) = S(LAL) = S (LAL)).

Demostracion.

Sean I, Iy C V. Definamos el conjunto I’ := I1Al,. Vamos a probar
que S(I1) S(1y)(uv) = S(I")(uv), con uv € A, para ello realizaremos un
analisis por casos. El primer caso principal a estudiar es u € (I; U I5)€,
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notar que u ¢ I'.

1.

2.

3.

4.

Si v € (I1 Uy entonces v ¢ I'. Con esto tenemos que

S(hL) =S8(1)(uv) = S(I")(uv) = +1.

Si v € I1 NI luego v ¢ [I' Lo anterior implica que
S(h) =S(L)(uv) = -1y S(I")(uv) = +1.

Si v € I \ I, por tanto v € I'. Asi se tiene que
S(h) =8I (w) = -1y S(s)(uv) = +1.

Si v € I, \ I, entonces v € [I'. Con esto obtenemos que

S(I) = S(I')(uv) = —1 y S(I)(uv) = +1.

Con esto hemos demostrado que S(I;)S(lr)(uv) = SI')(uv) si
u € (]1 U ]2)0.

Ahora si u € I} N Iy, el desarrollo de la demostracion es analoga al caso

anterior, los inicos cambios son que al analizar el caso 1 obtenemos el

resultado de 2 y viceversa, y que el estudio del caso 3 obtenemos las

consecuencias de 4 y viceversa.

El tercer caso a analizar es u € I1 \ Io. Notar que u € I'.

5.

Si v € (I4 U L) entonces v ¢ I'. Con esto tenemos que

S(I) = S(I')(w) = —1 y S(I)(uv) = +1.

. Siw o€ I NI, luego v ¢ I'. Lo anterior implica que

S(h) =8I (ww) = -1y S(I1)(uv) = +1.

Si v € I \ I, por tanto v € [I'. Asi se tiene que
S(h) =S(Lh)(uv) =S (uv) = +1.

.Si v € I\ I, entonces v € [I'. Con esto obtenemos que

S(I) = S(h)(w) = —1 v S(I')(uv) = +1.

Por ende, se cumple que S(11) S(1z)(uv) = S(I')(wv) siu € It \ Is.
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Siu € Iy )\ I, el desarrollo de la demostracion es analoga al caso anterior,
los tinicos cambios son que al analizar el caso 5 obtenemos el resultado
de 6 y viceversa, y que el estudio del caso 7 obtenemos las consecuencias
de 8 y viceversa.

Como consecuencia de los cuatro casos estudiados antes, hemos probado
que S(11) S(1)(uv) = S(I')(uv), para todo uv € A.

Por lo tanto S(11) S(I) = S(I'). Se sigue de la Proposicion 4.4 que
S =8I")=8(H)S(l). 1

Como consecuencia directa de la Proposicion 4.5 se tienen dos resultados
ttiles. El primero de ellos nos permite calcular S(I) de manera iterativa.

Corolario 4.2. Dados un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A),
y un Ii,Ih C 'V tal que I y Is son disjuntos. Se cumple que
S(ILU L) =8(1,)S(Iy). Ademds, dado I CV tal que I = {vy,... v},
se satisface:

S(I) = HS(UZ-).

Demostracion.
Recordemos que dados dos conjuntos disjuntos [; y I se cumple que
I1Al, = I U I, entonces 4.5 nos asegura que:

S(I; UL) = S(LAL) = S(I) S(L).

Ahora consideremos un I C V tal que I = {vy,...,v,}. Se definen los
conjunto Iy = {vy,v9,..., 05}, con s < r. Es claro que I y vsyq son
conjunto disjuntos (con s < r — 1), luego aplicando sucesivamente el
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resultado anterior, obtenemos que

S(I) = S(I,_1 U {v,}),
= S(I_1) S(vy),

El segundo resultado que se desprende de la Proposicion 4.5, nos asegura
que S es un homeomorfismo.

Corolario 4.3. Dados un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
El operador switch S : (P(V),A) = (2(G),-) es un homeomorfismo de
grupos.

Demostracion.
Directo de la Proposicion 4.5. B

Como resultado directo del corolario anterior, tenemos que H(G) es un
subgrupo.

Corolario 4.4. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
El congunto H(G) es un subgrupo abeliano de 3(G).

Demostracion.

Como el operador switch es un homeomorfismo, tenemos que su imagen
es un subgrupo de X(G), es decir, H(G) < 3(G). Ademéas H(G) es
abeliano, pues todos los elementos de 3(G) cumplen con la propiedad de
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la conmutatividad, en particular los elementos de H(G). B

Observacion 4.5. = Otra resultado que se logra inferir del Corolario
4.3 es que X(G)/ ker(S) = H(G), lo cual es consecuencia del Primer
Teorema de Isomorfismos 3.2.

= Bl Corolario 4.4 se puede deducir directamente de la Proposicion

4.5,

4.1.1.2. Aplicacién del teorema de Lagrange

Gracias a la Proposicion 4.5 y a la equivalencia (4.3), podemos asegurar
que la switch equivalencia es una clase lateral. Como consecuencia de esto
ultimo, ~ es una relacion de equivalencia, las clases de ~ corresponden a

las clases laterales de H(G), i.e. las clases de equivalencia son iguales a
oH(G), con o € 3(G).

Ademés de todas propiedades anteriores, tenemos las siguientes
equivalencias

g~ p<= 3 CV tal que S(I)o = p,
<~ peoH(G).

Por tultimo, el Teorema de Lagrange 3.1 nos asegura que todas las
clases laterales son del mismo tamano, y que la cantidad de clases de
equivalencia distintas es igual a |X(G)|/|H (G)].

Sabemos que |2(G)| = 24, pero ;Cuanto vale el orden de H(G)?
Responder esta pregunta requiere un andlisis no trivial, y para
poder determinar |H(G)| vamos a estudiar con mayor profundidad la
inyectividad de §.
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4.1.1.3. Orden de H(G)

El objetivo en esta ocasion es determinar el orden de H(G) para cualquier
G no totalmente disconexo. Para ello, empezaremos por encontrar un
conjunto R en el cual S sea inyectivo para algunos digrafos, obteniendo
asi que S : R — H(G) sea biyectivo, y por tanto |H(G)| = |R|.
Tomando este resultado como base, deduciremos el orden de H(G) para
cualquier digrafo.

Teniendo en cuenta lo dicho por la Proposicion 4.4 se define el siguiente
conjunto.

Definicion 4.3. Dado G = (V, A) un digrafo. Diremos que R C P(V)
cumple la propiedad de no complemento si para todo I € R se cumple

que I¢ ¢ R. Denotaremos por P(V') a uno de los conjunto de tamano
mazximo que cumple con la propiedad no complemento.

Inocentemente uno pensaria que S : P(V) — H(G) es inyectiva para
cualquier GG, pero esta afirmacion no es de todo verdadera. Para mostrar
esto, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Consideremos el digrafo G = (V, A) que se encuentra en

la Figura /.1
o o o o

Figura 4.1: Digrafo disconexo.

Definimos I = {2,5}, calculamos S(11), el cual se encuentra en la
Figura 4.2 (a).

Ya sabemos que S(If) = S(I1), pero si consideramos Iy = {2,4,6},
obtenemos que el S(1Is) es el digrafo de la Figura 4.2 (b).
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son s b aes

Figura 4.2: (a) Digrafo con signo (G,S(/)). (b) Digrafo con signo (G, S(12)).

Por tanto S(I{) = S(I1) = S(12) = S(15), aunque Iy # Iy # If.

A pesar de lo mostrado en el Ejemplo 4.1, el operador S : P(V) — H(G)
es inyectiva solo si G es conexa. Para demostrar esta afirmacion, debemos
probar un lema previo.

Lema 4.1. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A). El
digrafo G es conexo si y solo si los unicos subconjuntos I de V tales que
SI)y=+1sonI=0el=V.

Demostracion.

(=) Asumamos que G es conexo. Sea I C V talque I #Q el # V.
Notamos que existe un arco uv tal queu € I yve IFov el yu € I
la existencia de este arco queda asegurada por la conexidad de G. Se
sigue de (4.5) que S(I)(uv) = —1, entonces S(I) # +1. Por lo tanto, los
tnicos I C V tales que S(I) =4+1son I =0el=V.

(<) Ahora asumamos que los tnicos subconjuntos I de V' tales que
S(I)y=+4+1son I =0el=V.SeaG = (V',A") una componente
conexa de G con A" # (). Si S(V') # +1, entonces existe un uv € A tal
que S(V')(uv) = —1, luego (4.5) nos asegura que u ¢ V' yv € V' o
ue V' yvé& V' locual no puede ocurrir, pues G’ es una componente
conexa maximal. Por ende S(V’) = +1, lo cual implica que V' = V|
entonces G es conexo. W
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Proposicion 4.6. Dado un digrafo G = (V, A) conexo y A # 0. El

operador switch restringido S : P(V) — H(G) es inyectivo.

Demostracion.

Sean Iy, I, € P(V) tales que S(I1) = S(Iy), es decir, I} # ISy
S(L1AL) = S(1;) S(I3) = +1. Gracias al Lema 4.1 podemos asegurar
que 1AL =0 o 1AL, =V.Si [AI, =V, implica que I; = I§ lo cual
no puede ocurrir por hipotesis. Si [;AIy = (), implica que I; = I,. Con

esto hemos probado que S : P(V) — H(G) es inyectivo. B

Observacion 4.6. = Notamos que |P(V)| = 2IVI=1.

= Si G = (V,A) es conexo, de la Proposicion 4.6 se deduce

que S : P(V) — H(G) es una biyeccion, y por tanto
|H(G)| = |P(V)] =2V

Para continuar debemos generalizar la Proposicion 4.6, pero como vimos
en el Ejemplo 4.1 la generalizacion no es tan trivial.

En el Ejemplo 4.1 podemos observar que no tenemos inyectividad del

operador § : P(V) — H(G), pero si lo tenemos por cada componente
conexa, y podemos usar eso para la generalizacion.

Ejemplo 4.2. Sigamos usando los mismos conjuntos definidos en 4.1.
Es claro que el digrafo G tiene dos componentes conexas, uno con los
vértices Vi = {1,2,3} y el otro con los vértices Vo = {4,5,6}.

Notamos que 1 NVy = LNV y (I1 NV2)¢ = Iy, N Vs, de esto podemos
deducir que los subconjuntos R C V donde S es inyectivo seria formado

por la “union” de P(V1) y P(Va), con esto nos referimos a que un I € R
siINViePVi) yInVyeP(Va).

Teniendo en mente la idea mostrada en el ejemplo anterior, se define el
siguiente conjunto:
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Definicion 4.4. Dados dos digrafos no totalmente disconexos
G =V, A1) y Go=(Va,As), tales que Vi y Vo son disjuntos.
Denotaremos por S; : P(Vi) — X(G;) y sean H(G;) = Im(S;), con
1 =1,2. Se define el conjunto

H(Gy) « H(G,) :={0 € X(G): 0|, € H; ya!Az € Hy}

Ay

donde G es la wunion disjunta de Gi1 y Gs, es decir,
G: (V,A) = G1 UG2 = (‘/1 U‘/27A1 UAQ).

Observacion 4.7. En la union disjunta de grafos o digrafos se asume
que Vi y Vo son conjuntos disjuntos.

Vamos a probar que H(G1)* H(Gs) = H(G1UG5), y como consecuencia
de ello, podemos generalizar el resultado obtenido en la Observacion 4.6.

Proposicion 4.7. Dados dos digrafos no totalmente disconexos
G1= (W1, A1) y Gy = (Va, Ay), tales que Vi y Va sean disjuntos; sea
G = (V,A) := Gy UGy. Consideremos a S; : P(V;) = X(G;) (con
i=1,2)yS:P(V)— X(G). Se cumple que H(G) = H(G1) * H(G3),
donde H(G;) = Im(S;).

Demostracion.
(C) Sea ¢ € H(G), definamos a o; : U{A ,coni=1,2. Comoo € H(G),
luego existe un I C V tal que S(I) = o. Observamos que

Notar que S(I ‘A = S(I NV;), en efecto, supongamos que existe un
uwv € A; tal que S(I ’A (uv) # S(I N V;)(uv). Si S(I ‘A v) =41y
S(I NV;)(uwv) = —1, por un lado de S(])‘Ai (uv) = 41, se obtiene que
u,v € I ou,v ¢ I. Por otro lado de S(I N'V;)(uv) = —1, se deduce que
velnNViyvgInViyougINV,yvelnV;, ComolINV,CI, de
aqui obtenemos una contradiccion.
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Ahora si S(1 ‘A v) = -1y SUINV;)(uv) = 41, la demostracion es
analoga al caso anterior. Con esto hemos probado que S(I ‘ A= = S(INV;).
Definamos a I; = I N V;, entonces de (4.6) se infiere que:

S() = [)‘A‘ = 0;. Es evidente que I; C V;, con lo cual
tenemos demostrado que o; € H(G;), con i = 1,2. Por lo tanto,

H(G) € H(Gh) * H(G»).
La inclusion contraria claramente se cumple H

Observacion 4.8. Notar que |H(G1) x H(G,)| = |H(G1)||H(G2)|.

Gracias a la Proposicion 4.7 podemos determinar |H(G)| cuando G no
tiene vértices aislados (i.e. vértices el cual no es extremo de ninguna
arista).

Proposicion 4.8. Dado un digrafo no totalmente disconexo vy
sin  wvértices aislados G = (V,A). Sean G; = (V4,A),
Go = (Vo,A9),...,G. = (V,, A.) las componentes conexas de G,
entonces

H(G) = H(Gy) « H(Gs) x --- x H(G,.).
Ademds |H(G)| = 2VI=", donde H(G;) := Im(S;) (con S; =S ‘P(V))

Demostracion.
Definimos a G = G1 UGy U --- U G,_j, sea H(G)) = Im(S}), con
S;=8|, (0<j<r—1).

La Proposicion 4.7 nos asegura que H(G%) = H(G',,) * H(G,—;), pues
G’ = G, UG, ;. Utilizando de manera iterativa esto dltimo, obtenemos
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que:

H(G,_y) x H(Go) * - -+ * H(G,),
H(Gy

(G1) * H(G9) * -+ - % H(G,).

Ademas, se sigue de la Observacion 4.8 que:

|H(G)| = |H(G1) * H(G2) * - - - x H(G,)|,
= [H(G1) x H(G2) x - -« H(G,1)||H(G))],

Dado que los G; son digrafos conexos no totalmente disconexos, podemos
aplicar lo escrito en la Observacion 4.6. Asi tenemos |H(G;)| = 2/ViI=!
para todo 7 =1,2,...,r. Lo anterior implica que

H(G)| = []I1H(G)| =[] 2V = 2Z Wl = 2V,
i=1

1=1

Por ende |H(G)| =2/VI"". ®

Ahora vamos a determinar el orden H(G) cuando G es un digrafo
cualquiera. En este caso habria que estudiar lo que ocurre con los vértices
aislados. Como las funciones con signos solo dependen de los arcos,
entonces los nodos importantes son aquellos que conforman los arcos,
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por tanto, uno podria quitar los vértices aislados del anélisis, porque no
deberian influir.

Para demostrar que los vértices aislados no influyen en el analisis, vamos
a probar el siguiente resultado que nos sera util (y que parece natural).

Proposicion 4.9. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A)
y v un vértice aislado de G.

1. Para todo I CV —w, se cumple que S(I) = S(I U {v}).
2. Para todo I C 'V, tal que v € I, se cumple que S(I) = S(I — v).
Demostracion.

1. Sea I CV — v, supongamos que S(I) # S(I — v), eso nos dice que
existe por lo menos una arista uw tal que S(I)(vw) # S(I —v)(uw).
Como I e I — v difieren solo en un elemento, el cual es v, entonces
la arista uw debe empezar o terminar en ese elemento que difieren,
es decir, que © = v 0 w = v, pero si eso ocurre el vértice v deja de
ser un nodo aislado, lo que es una contradiccion.

2. La prueba es andloga a la demostracion del punto 1. Il

Definicion 4.5. Dado un digrafo G = (V, A), se define el siguiente
conjunto:
00(G) :={v eV : v es un vértice aislado}.

El siguiente resultado nos garantiza que los vértices aislados no afectan
el andlisis antes hecho.

Proposicion 4.10. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Se definen G' = (V' A") := G — 0o(G), y a H(G') := Im(S ’p(v,)). Se
cumple que H(G) = H(G').

Demostracion.

(C) Consideremos un o € H(G), luego existe un I C V tal que S(I) = 0.
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Si I Ndy(G) =0, entonces I C V' y por tanto o € H(G').

Si IN6(G) # 0, sean {vq,ve, ..., v} = INd(G). Se definen los conjunto
I =T\ {vj,vjs1,...,0;} (con 1 < j <k).

Aplicando reiteradas veces el punto 2 de la Proposiciéon 4.9, obtenemos
las siguientes igualdades:

S(I) =8(k) = S(Iy-1) = =S(h).

Notar que I; no tiene vértices aislados, entonces I; C V’. De aqui se
obtiene que o0 = S§(I) = S(f1) € H(G).

Por lo tanto hemos demostrado que H(G) C H(G"). La desigualdad
contraria claramente se cumple. ll

Reuniendo todos los resultados obtenidos en esta seccién, podemos
determinar el orden de H(G) para cualquier G.

Corolario 4.5. Dado un digrafo no totalmente disconexo G = (V, A).
Sean Gy = (V1, Ay), Go = (Va, Ag), ..., G, = (V,., A,) las componentes
conexas maximales no triviales de G, entonces

H(G) = H(G1) % H(Gy) % -+ H(G,).

Ademds |H(G)| = 2WVl=eom@)  donde H(G;) = Im(S;) (con
Si =38 }77(‘/;))

Demostracion.

Se define G' = (V' A") := G — §y(G) y sea H(G') := Im(S |7?(V’))' Se

sigue de la Proposicion 4.8 que
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y ademas |H(G")| = 2V

Luego la Proposicion 4.10 nos asegura que

mas atun |H(G)| = |H(G')| = 2V~ Notar que V| = V] = [6,(G)).
entonces |H(G)| = 2IVI=190(G)l=r — g[VI-comp(G) g

4.1.1.4. Cantidad de clases de equivalencia

Como ya sabemos que el orden de H(G), podemos determinar la cantidad
de clases de equivalencia de ~.

@) 24 ol Al |V |+comp(C)
H(G)| ~ 2Veomn@

La Proposiciéon 2.1 nos asegura que:

IEG)] _ - vircomp(@) _ oere(@)
|H(G)]

Lo anterior lo podemos resumir en el siguiente teorema.

=\

Teorema 4.1. Dado un digrafo no totalmente disconexo G. La relacion
~ es una relacion de equivalencia, las clases de equivalencia de ~ son

iguales a cH(G) (con o € X(G)), y la cantidad de clases distintas son
9cye(G)

Otra forma de enunciar el teorema anterior es: Dado un digrafo no
totalmente disconexo G. La relacion ~ es una relacion de equivalencia,

esta corresponde a las clases laterales de H(G), y el tamanio de las clases
laterales es |H(G)| = 2IVI=comp(@),
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[lustraremos los ultimos resultados por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Consideremos el digrafo G de la Figura 4.3.

Figura 4.3: Ciclo de largo 3.

Vamos a determinar todos las funciones signos de G y todas las clases
laterales. Segun nuestros resultados, G tiene dos clases de equivalencia
y el tamario estas es |H(G)| = 2% = 4. Asi que encontraremos todos
los elementos de H(G) (los vértices en color rojo, son los nodos en los
cuales se realizo el switch), estos digrafos con signos se encuentran en la
Figura 4.4.

Figura 4.4: Todos los elementos de H(G).
Para obtener el resto de funciones signos, vamos a considerar la funcion
con signos o de la Figura 4.5, la cual no pertenece a H(G).

Los elementos de o H(G) son las digrafos con signos que se encuentran
en la Figura 4.0.
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Figura 4.5: Una funcién signo que no esta en H(G).

+ + — —

—©0 —©0

VANEFAN

Figura 4.6: Todos lo elementos que no estan en H(G

En total tenemos 8 funciones signos distintas, y 2(G) = 23 = 8. Por
tanto tenemos todas las funciones signo del digrafo G.

Notar que la cantidad de clases laterales es 294G = 23=3+1 = 2 o cual
coincide con lo obtenido anteriormente.

4.1.2. Generalizaciones

Una cosa que debemos notar es que no hemos usado el hecho de que
los arcos en un digrafo tengan direcciéon, mas precisamente solo nos
usabamos que el arco existe y cuales vértices conecta, pero nunca usamos
la direccion del mismo.
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De hecho, si cambiamos la orientacion de un arco, deberiamos obtener el
mismo resultado. Para ilustrar esto consideremos el digrafo G' definido
en la Figura 4.3, si le cambiamos el arco (1,3) por el arco (3,1), y
volvemos a realizar los mismos célculos hechos antes obtendriamos el
mismo resultado, pero con la orientacion del arco cambiado. Lo mismo
ocurre si cambiamos la orientacion de cualquier arco. Eso se debe a
que la multiplicacién de funciones signos como el operador switch no
dependen de la orientacion del arco.

Dado que todos los resultados que tenemos no dependen de la orientacion
de los arcos, entonces podemos quitar esta orientacion y obtener los
mismos resultados. Al quitar la orientacion de un digrafo, podemos
obtener dos estructuras discretas: un grafo simple o un multigrafo. Como
estamos interesados en estudiar los digrafos con signos, entonces nos
conviene trabajar de aqui en adelante con multigrafos. Esto se debe a
que los multigrafos tienen la presencia de ciclos de largo dos y las bucles,
lo cual no existe en los grafos simples.

Observacion 4.9. Notar que todos los resultados que tenemos hasta
ahora también son vdlidos para multigrafos, las demostraciones de estos
resultados son andlogas (0 en unos casos iguales) a las demostraciones
hechas antes.

4.1.3. Ejemplos

En esta seccion determinaremos la cantidad de clases de equivalencia
para dos familias de grafos, los ciclos y bosques. Otras familias de grafos
interesantes, como los cliques o grafos k-regulares, también determinamos
la cantidad de clases de equivalencia, este desarrollo (junto a otras familias
de grafos) se encuentran en el Apéndice A.
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4.1.3.1. Un ciclo

En un ciclo C,,. Sabemos que |E| = |V| = n, luego

cye(G) = | B = [V] + comp(G),
=n-—n-+1,
=1.

Por ende, la cantidad de clases equivalencia es 2.

Corolario 4.6. La cantidad de clases equivalencia distintas de ~ para
Ch, son 2.

4.1.3.2. Bosque

Un bosque no totalmente disconexo G (ya sea grafo o digrafo) es un
grafo aciclico, entonces cyc(G) = 0. Por lo tanto, la cantidad de clases
equivalencia es 2° = 1, esto quiere decir que |H(G)| = |X(G)], luego
H(G) = X(G).

Con esto tenemos que si GG es un bosque no totalmente disconexo, entonces
¥(G) = H(G). Pero jes cierta la implicancia contraria?, la respuesta a
esta pregunta es si. La implicancia contraria se puede demostrar al usar
el siguiente resultado clasico de la teoria de grafos.

Proposicion 4.11. Un grafo G = (V, E) es un bosque, si y solo si
V| = |E|+ comp(G).

Demostracion.
La demostracion de esta proposicion la puede encontrar en [16]. B

Entonces, si G es un bosque la Proposicion 4.11 nos asegura que
cyc(G) =0, y por tanto X(G) = H(G).
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Observacion 4.10. Notamos que H(G) = 3(G) si y solo si toda funcion
signo definida en G es balanceada, es decir, que para todo o € %(G)
existe un I CV, tal que o = S(I).

Todos los resultados obtenidos en esta pequena secciéon, quedan resumidos
en el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Dado un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= G es un bosque.

H(G) = X(G).

(3(G), ~) tiene solo una clase de equivalencia.
V| = |E| + comp(G).

Toda o € X(G) es balanceada.

Vo € ¥(G),3I CV: o =85(I).

4.2. Caracterizaciéon de la switch equivalencia

En este seccion vamos a caracterizar la relacion ~. Para ello
generalizaremos dos resultados ya conocidos. El primero de ellos sera la
Proposicion 2.2 donde su desarrollo se encontrara en la Seccion 4.2.1,
mientras que la Seccion 4.2.2 contendra la generalizacion del Teorema de
Harary 2.1, junto con otra caracterizacion de la switch equivalencia.

4.2.1. Caracterizacion via ciclos

Como habfamos anticipado, en esta subseccion vamos a generalizar la
Proposicion 2.2 para el caso de multigrafos, para ello debemos suponer
que el multigrafo G' tenga por lo menos un ciclo. El caso en el que G
sea aciclico no nos supone ningin problema, pues el Teorema 4.2 nos
asegura que todas las funciones signo son switch equivalentes.
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Para poder realizar la generalizacion, vamos a definir una transformacion
de funciones signos, la cual nos ayudara a demostrar lo que queremos.
Empecemos definiendo una transformacion sobre los multigrafos.

Definicién 4.6. Dado un multigrafo G, definimos el grafo G = (V| E)
obtenido tras cambiar todos los loops de G por ciclos de largo tres, y
todas las aristas paralelas de G por caminos de largo 3.

Ejemplo 4.4. Consideremos el siguiente multigrafo G de Figura 4.7 (a).
El grafo de la Figura 4.7 (b) es el grafo G.

Figura 4.7: (a) Multigrafo con aristas paralelas y un bucle. (b) Multigrafo
transformado.

Ahora definiremos la transformacion hat sobre las funciones signos.

A

Definicion 4.7. Sea o € 3X(G), definimos la funcion 6 € X(G) como:

= 51 xy es una arista en G que no es arista paralela ni loop, se define
gle) :=o(e).

w St xy es una arista paralela en G, sean ui,us € V a los
vértices que se usaron en el camino que reemplaza xy en G,
tales que uius, xU, Yus € E. Se define o(ujug) = o(zy), y
o(xuy) = d(ugy) := +1.

» St xx un bucle en G, sean vi,vy € V los wvértices que
forman parte del ciclo de largo tres que reemplazan a xx en
G, tales que xTv1, V109, Vol € E. Se define o(vv9) = o(xx), y
d(xvy) = d(xve) = +1.
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Ejemplo 4.5. Consideremos el siguiente grafo con signo de la Figura 4.8

(a), y en la Figura 4.8 (b) se muestra el grafo con signo transformado.

Figura 4.8: (a) Multigrafo con signos (G, o). (b) Multigrafo con signos (G, ).

Algunas propiedades que tiene la transformacion hat 4.7 y la construccion

dada en la Definicion 4.6 son las siguientes:

1.

A

Por la Definicion 4.6 podemos inferir que cyc(G) = cyc(G), y que
se define una biyeccion entre los ciclos de G y G. Dado un C ciclo
en G, denotaremos por C' al ciclo de G dada por la biyeccion antes
mencionada.

. La transformacion hat es inyectiva.

. La transformacion hat es sobreyectiva si y solo si G = G.

Para cualquier o, p € X(G), se cumple que op = Gp, es decir, que
la transformacion hat es un homomorfismo de grupos.

A

. Para cualquier o € ¥(G), se cumple que o(C') = 6(C) para todo

ciclo C' en G.

El siguiente lema nos sera muy ttil en la demostracion de la Proposicion

2.2 para el caso de multigrafos.

Lema 4.2. Dado un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E), y
g,p€N(G). o~penG, siysolosiag~penG.
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Demostracion.
(=) Asumamos que o ~ p en G, es decir, que existe un I C V tal que
o=38)p.

Lo que haremos seré construir un I C V tal que & = S(I)p. Para ello
empezaremos definiendo a I:=1 , y realizaremos un anélisis por casos, y
dependiendo del caso vamos a modificar el conjunto I para obtener la
igualdad deseada. Consideremos e € E.

= Si e no es una arista paralela ni un bucle, se cumple que
ole) =8(I)p(e) y e € E, entonces d(e) = S(I)p(e).

= Si e = zy es una arista paralela, sean uq, us € V los vértices que
forman el camino de largo 3 que cambia la arista xy en é, tales
que xuq, Ui, Uy € E. Si x,y ¢ I o si ambos lo estan, tenemos
que o(zy) = p(zy). Entonces si 2,y ¢ I no hacemos nada a I, pero
si x,y € I, entonces a Ile agregamos 11 y ug. Ahora, six € I e
y ¢ I, se tiene o(zy) # p(xy), luego agregamos u; a I. Lo mismo
ocurre si x ¢ I e y € I; en este caso, se agrega us a I. Notamos
que en todos los casos, obtenemos que &(e) = S(I)p(e) para todo
e € {xuy, urus, usy}.

m Si e = xx, sean wvi,vy € V los vértices que forman el
ciclo de largo 3 que cambia al bucle zx en @, tales que
TV, TV9, V109 € E. Notar que o(zz) = S(I)p(zz) = p(zzx), pues
zx es un loop, entonces &(xvi) = p(xvy), d(xvy) = plave) y
a(vivg) = p(vvg). Six € f, agregamos a I los nodos vy y U9, en
caso contrario dejamos I como esta. Tras este proceso obtenemos

A A ~

que S(I)(zvy) = S(I)(zve) = S(I)(v1v2) = +1. Asi tenemos que
5(e) = S(I)p(e) con e € {xvy, Tva, V103 }.

Tras repetir el proceso descrito en los tres puntos anteriores para cada

A

e € I, obtenemos que 6 = S(I)p. Por ende 6 ~ p.
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(«<=) Ahora supondremos que & ~ p en G, es decir, que existe un I C V
tal que 6 = S(I)p.

Definamos I := I N'V. Vamos a demostrar que o = S(I)p, para ello
nuevamente realizaremos un analisis por casos. Consideremos e € E.

= Si e no es una arista paralela ni un bucle, se cumple que
gle) =8()ple) =SI)p(e), a(e) =o(e) y ple) = p(e). Entonces
o(e) = S(I)p(e).

= Si e = xy es una arista paralela, sean wuy,us € V los vértices
que forman el camino de largo 3 que cambia la arista xy en @,
tales que xuq, uius, usy € E. Si o (uius) = p(ujug), tendremos que
o(uiug) = p(urus), v ademés que o(ujus) = S(I)p(uius), pues
o(xur) = plzuy) v 6(yus) = plyus). Ahora, si o (ujus) 7 p(uqus);
en este caso tenemos que x,u; € [ o y,us € I, ya que
o(xuy) = p(axuy) y o(yuz) = p(yus). Luego, por la definicion de
I obtenemos que o(xy) = S(I)p(xy).

m Si e = zx, sean vy, vy € V los vértices que forman el ciclo de
largo 3, llamémoslo é’, que cambia al bucle xz en é, tales que
T, Ty, v1ve € E. El caso d(vive) # p(vive) no puede ocurrir,
ya que tendriamos que 0 ~ p en C’, lo cual nos lleva a una
contradiccion, pues & ~ p. Entonces 6(v1v2) = p(v1v2), esto implica
que o(e) = p(e). Ademas notemos que S(I)(e) = +1, ya que e es
un bucle. Por ende o(e) = S(I)p(e).

Con esto hemos demostrado que o = S(I)p, es decir, o ~ p. B

Ahora estamos preparados para demostrar la proposicion deseada.

Proposicion 4.12. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E). Sean o,p € 3(G), se cumple que o ~ p, si y solo si
a(C) = p(C) para todo C ciclo en G.
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Demostracion.
Si G no tiene ciclos, del Teorema 4.2 queda demostrada la proposicion.

Asumamos que G tiene por lo menos un ciclo. Del Lema 4.2 sabemos
que o ~ pen G, siysolosiagn~ pen G. Luego la Proposicion 2.2 nos
asegura que ¢ ~ p es equivalente a 6(C') = p(C) para todo C ciclo en G.

Recordemos que o(C') = &(C'), con esto podemos deducir que o ~ p, si
y solo si o(C') = p(C) para todo C ciclo en G. B

Una de las consecuencias de la proposicion anterior es que nos permite
caracterizar las funciones balanceadas.

Corolario 4.7. Dado un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E).
Sean 0 € X(G), o es balanceada, si y solo si o(C') = +1 para todo C
ciclo en G.

Demostracion.

Si G no tiene ciclos el corolario se sigue del Teorema 4.2. Asumamos
que G tiene por lo menos un ciclo. Recordemos que o es balanceada
si y solo si ¢ ~ +1. La proposiciéon 4.12 nos asegura que o ~ +1 siy
solo si 0(C) = +1(C) = +1. Por lo tanto ¢ es balanceada, si y solo si
o(C) = +1 para todo C cicloen G. R

4.2.2. Caracterizacion via funciones balanceadas

Como habiamos dicho el principio de la seccién, en esta subseccion
demostraremos que el Teorema de Harary 2.1 sigue siendo valido en
multigrafos, y por consiguiente obtendremos una nueva caracterizacion de
la switch equivalencia. Eso tltimo se debe a que si logramos caracterizar
las funciones balanceadas, podremos caracterizar la switch equivalencia,
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pues:

or~p<=dICV: o=8)p,
< dJICV: op=8(),
< op € H(G).

Una primera caracterizacion de las funciones balanceadas viene dado por
su definiciéon, ya que una funcion o es balanceada si y solo si 0 ~ +1, es
decir, 0 = +10 = S(I) con I C V. Otra caracterizacion la obtenemos
por el Corolario 4.7.

Una segunda caracterizacion de las funciones balanceadas viene dada
por el Teorema de Harary. Teniendo eso en mente, damos la siguiente
definicion.

Definicion 4.8. Dado un o € ¥(G), con G = (V, E) un multigrafo no
totalmente disconexo. Sean X,,Y, C V', diremos que X, e Y, cumplen la
condicion de Harary, si X, e Y, forma una biparticion de V', ademds
todas las aristas positivas estdn dentro de X, o Y,, y las aristas negativas
tienen un extremo en X, y el otro en Y.

Proposicion 4.13. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E), y sea 0 € X(G). 0 € H(G) si y solo si existen unos
X, Y CV tales que cumplen la condicion de Harary para o.

Demostracion.

(<) Supongamos que existen unos X,Y C V tales que cumplen la
condicion de Harary para o. Se sigue de la condicion de Harary y de la
identidad (4.4) que o = S(X). Por tanto o es balanceada.

(=) Ahora asumamos que o € H(G). Luego existe X C V tal que
o =38(X), yseaY =V \ X. Gracias a la identidad (4.4) podemos
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asegurar que u,v € X o u,v € Y si y solo si o(uv) = +1, ademés que
o(uv) = —1siosolosiue X NveYoveX A ueY. Porende,
X e Y satisfacen la condiciéon de Harary para . B

Gracias a la proposicion anterior obtenemos el siguiente resultado: o ~ p,
si y solo si existen X,Y C V tales que X e Y cumplen la condiciéon de
Harary para op.

En el siguiente teorema resumimos todos los resultados sobre la switch
equivalencia, escritos en esta subseccion.

Teorema 4.3. Dado un multigrafo no totalmente disconezo G = (V, E),
y o,p € X(G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

g v p
= op es balanceada.

» op(C) = +1, para todo C ciclo en G.

op=38(I), para algin I C V.

Existen X, Y CV tales que X eY cumplen la condicion de Harary

para op.
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Capitulo 5

Switch equivalencia: Resultados

algoritmicos

En esta capitulo nos centraremos en mostrar algunos algoritmos para la
resolucion de dos problemas relacionados con la switch equivalencia, los
cuales tienen el potencial de ser implementados.

Observacion 5.1. 57 se desea implementar algun algoritmo mostrado
en este capitulo, se recomienda usar algun tipo de estructura de dato que
mejore los tiempos de computo. Esta recomendacion toma importancia
al itmplementar los algoritmos de la Seccion 5.2, dado que sus tiempos
de computo son muy largos si se implementa tal cual estd escrito en el
texto.

El primer problema que abordaremos seré el problema de determinar
todos los representantes de cada clase lateral. Este problema se encuentra
desarrollado en Seccion 5.1. En esa seccion se mostrara un método que
construiréd a los representantes de cada clase.

El segundo problema que estudiaremos seré el problema de determinar si
dos funciones signos son switch equivalentes. Este problema se encuentra
resuelto en la Seccion 5.2. Lo que haremos en esa seccion es mostrar dos
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algoritmos que resuelven ese problema. Estos dos algoritmos se basan en
ideas distintas, las cuales presentamos en la Secciéon 4.2.

5.1. Meétodo para determinar los representantes

En esta seccion mostraremos un método para encontrar a los
representantes de cada clase de equivalencia.

(@)

Recordemos que la cantidad de clases de equivalencia es igual a 2%y

cyc(G) es un nimero que depende de un problema muy conocido, estamos
hablando del problema FAS.

Definiciéon 5.1. El problema minFAS consiste: dado un multigrafo
G = (V,E). Determine un conjunto K C E de tamanio minimo tal
que G — K no tenga ciclos. Denotaremos por K < minFAS(G), a un
conjunto K que resuelve el problema minFAS de G.

Lo que haremos en la siguiente definicion es, usando el problema minFAS
construiremos una familia de funciones signo. Posteriormente probaremos
que esa familia representa cada clase de equivalencia.

Para construir la familia de funciones, empezaremos por enumerar
el conjunto de aristas K = {ej,es,...,e,}. Luego definiremos los
multigrafos Gy := G — K,y G; = G;_1 U {e;} para todoi = 1,...,p.
La idea para construir la familia es, partimos de una funcién base en
oo = +1 € ¥(Gy), a partir de esa construiremos otras dos funciones en
o1, 092(Gh) tales que o1(e1) = +1, o2(e1) = =1,y o1(e) = g3(e) = gp(e)
para todo e € E[Gy]. Asi podemos seguir definiendo las funciones de
manera recursiva.

Las funciones que describimos en el parrafo anterior son la familia de
funciones que buscamos, el problema es que su definicién no es muy
practica, pero existe otra forma maés elegante de definir la misma familia, la
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cual esta relacionada con el codigo binario. Para mostrar esta construccion
comenzaremos por ilustrarla en el arbol de decision de la Figura 5.1. Los
nodos serian las aristas e;, y el nodo raiz tendra el simbolo (), pues en
G no existen las aristas e;. Dada la definicion de las funcion del parrafo
anterior, sabemos que de una funcién o obtenemos dos nuevas funciones,
estas funciones se representan en el arbol de la siguiente manera: Sea e;
la ultima arista que se agregd para formar o. Sus hijos tendran como
extra la arista e;;1, esto se vera en el grafo como una arista que une los
nodos e; y €;11. El hijo que tiene signo positivo en la arista e; 1 estara
a la izquierda, y el hijo con arista —1 estara a la derecha. Para mostrar
visualmente esto, la arista que une un nodo padre con el hijo tendra peso
0 si la arista hija tendré signo positivo, y 1 en el otro caso.

Figura 5.1: Arbol de decisiéon basado en las aristas e;.

En el arbol de la Figura 5.1, notamos que la forma de construir cada
funcion de la familia esta definida por el camino que une la raiz con una
de las hojas. Debido a que esa funcion se puede “decodificar” siguiendo
esto: Si la primera arista tiene peso 0 significa que o(e;) = +1, si la
segunda arista tiene peso 1 significa o(eg) = —1, y asi sucesivamente.
El resto de las aristas que no estan en K sabemos que tendran signo
positivo, por tanto o esta bien definida.
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Podemos ir mas alla con este analisis. Lo tinico que nos importa para
construir cada funciéon de la familia son los caminos que unen la raiz con
una de las hojas, en particular, solo necesitamos la informacion de los
pesos de las aristas. Esa informacion la podemos representar como una
cadena de bits de largo cyc(G). Por ejemplo, para cyc(G) = 4, tomemos
la cadena de bits 0110, eso significa que o(e;) = +1, o(eg) = —1,
o(ez) = —1y o(eq) = +1, el resto de aristas del grafo tendran signo +1.

Definicion 5.2. Dado un multigrafo no totalmente disconezo G = (V, E),
sea K + minFAS(G), con K = {ey,...,e,}, y L €{0,1}%4E) . Se
define el o, € X(G) como: or(e) = +1 para todo e € E[G] \ K;
or(e;)) = +1 si L(i) = 0, y or(e;) = —1 si L(i) = 1, para todo
ie{l,...,cyc(G)}.

Observacion 5.2. Es claro que dados dos cadenas de bits obtenemos
funciones signo distintas. De aqui podemos inferir que existe una

cyc(G)

biyeccion entre {0,1} y las funciones oy. Por ende la cantidad

de funciones oy, son 2°V4{E).

Con las funciones de la familia propuesta bien definidas, podemos probar
que cada una de las funciones oy, es un representante de una clase. Para
probar esto, primero demostraremos la siguiente:

Proposicion 5.1. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E) y K + minFAS(G). Consideremos las funciones con signos
oy, construidas en la Definicion 5.2. Las funciones o, viven cada una en
una clase de equivalencia distinta en %(G;).

Demostracion.

Sean Ly, Ly € {0,1}%%) tales que Ly # Ly, y sea i el indice mas pequefio
que cumple con L; (i) # Ls(i). Denotaremos por G' := G—{ej41,...,¢€,},
y sea C' un ciclo que contenga la arista e;, el cual existe pues K resuelve
minFAS.

Notamos que or,(e) = op,(e) para todo e € E[G] \ {e}, v
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or,(e;) # or,(e;). De esto ultimo se deduce que oy, (C) # o,(C).
Luego, la Proposicion 4.12 nos asegura que oy,

o Y OLy| 1O son switch
equivalentes, y por tanto o, ~ or,. Esto prueba que oy, y o, viven en

distintas clases de equivalencia. l

Con todo lo anterior, estamos listos para probar que la familia construida
en la Definicion 5.2 contiene a cada uno de los representantes de cada
clase.

Proposicion 5.2. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Consideremos las funciones con signos o, construidas en la

Definicion 5.2. Los oy, son los representantes de cada clase de equivalencia
en X(G)/ ~.

Demostracion.
La Proposicion 5.1 nos asegura que todos los o, pertenecen a clases de

equivalencia distintas en %(G), y la cantidad de los o, es 9cye(G)

, la cual
corresponde a la cantidad de clases de equivalencia distintas. Por lo tanto,

los o7, son los representantes de cada clase de equivalencia en 3(G)/ ~.

Observacion 5.3. = Notar que ordenes distintos de las aristas en K

obtienen las mismas funciones oy, pero con distintas codificaciones
L.

» Si consideramos dos conjuntos K y K' que resuelven minFAS. Las
funciones signo oy, obtenidas a partir de K y K' pueden llegar a ser
distintas, pero cada familia sigue generando todos los representantes
de cada clase.

Esta representacion en cadenas de bits es muy conveniente a la hora
de la implementacion de la construccion, ya que construir los oy, es
bastante rapido y consume poco espacio. Ademas, nos permite enumerar
las representantes de cada clase de equivalencia sin ambigiiedad,
ya que podemos escoger un numero entero ¢, con 0 < ¢ < 29¢ — 1,
tomar su representacion binaria L(i) € {0, 1}y definir el 0; := o).
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La representacion en cadenas de bits también nos permite responder
otras preguntas, como por ejemplo, podemos construir una funcion signo
que no sea balanceada, para ello tomamos una cadena de bits arbitraria
L de {0,1}%%) v en una posicion determinada i de la cadena de bits
ponemos un 1, luego el o, no sera balanceada ya que tiene por lo menos
un ciclo negativo, pues L(i) = 1. Otra pregunta que podemos responder
es jpodemos generar dos funciéon signos que no sean switch equivalente?

Para ello tomamos un cadena de bits arbitraria L de {0, 1}(¢)

Y y €en
una posicion determinada de la cadena de bits, cambiamos el bit de esa
posicion por un 0, llamemos a ese nueva cadena Lg, y hacemos lo mismo
pero esta vez cambiamos el bit por 1, llamemos a ese nueva cadena L.
Las funciones con signo oy, y o, no son switch equivalentes entre si,

pues existe por lo menos un ciclo en el cual difieren de signo.

5.2. Algoritmos para el problema del switch

En esta ultima seccion del capitulo, vamos a mostrar dos algoritmos
polinomiales (i.e. algoritmo “rapidos”) que resuelven el siguiente problema:

Definiciéon 5.3. Problema de switch equivalencia (PSE): Dado un
multigrafo no totalmente disconexo G y o,p € X(G), o ~ p?

Los algoritmos que propondremos estdn basados en las dos

caracterizaciones de la switch equivalencia que obtuvimos en la Seccion
4.2.

5.2.1. Algoritmo de la biparticiéon

El primer algoritmo que ensenaremos se basa en el Teorema 4.3. La idea
es construir unos conjuntos X,Y C V que satisfagan la condicion de
Harary, para ello usaremos como base el conocido “algoritmo exploracion
o de busqueda’”.
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Dado un multigrafo conexo no trivial G, y o,p € 3(G). Primero el
algoritmo calcula ¢ <— op. Después, usando el algoritmo de exploracion
obtenemos un arbol recubridor, y a la vez que se va formado ese arbol,
se construyen los conjuntos X e Y, los cuales satisfacen la condicién de
Harary para ¢ en el arbol. Al finalizar el proceso anterior, el algoritmo
revisa las aristas que no estéan en el arbol, si todos tienen el signo correcto,
entonces se retorna un “TRUE”, en caso contrario se retorna un “FALSE”.

Lo detalles del algoritmo se encuentran descrito en el siguiente

pseudocodigo.
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Algoritmo 5.1: Algoritmo de la biparticion

1: Input: Un multigrafo conexo no trivial G = (V, E) y o, p € X(G).
2: Sea s € V, pred[s] < Null, y ¢ « op.
3: Q<+ {s}, X« {s}, R« 0DeY « 0.
4: while Q # 0 do
5: Extraer v € @), y marcar v.
6: if pred[v] # Null then
7: u < pred[v], elegir una arista e = uv, y R < RU {e}.
8: if ¢(e) = +1 then
9: if v € X then

10: | X« X U{o}.

11: else

12: | Y« YU{v}

13: else

14: if v € X then

15: | Y+ YU{v}.

16: else

17: | X < XU{v}.

18: forall w € V' sucesor de v do

19: if w no esta marcado then

20: L pred[w] < v, Q + Q U {w}.

21: K+ E\R.

22: forall xy € K do

23: if v,y e X Vz,y €Y then

24: if ¢(zy) = —1 then

25: L return FALSE.

26: else

27: if ¢p(zy) = +1 then

28: L return FALSE.

29: return TRUE.
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Ahora realizaremos un analisis de tiempo de ejecucion en el peor caso al
Algoritmo 5.1.

= La linea 3 es de orden constante, mientras que las lineas 2 y 21 son
de orden |E|, pues las funciones signos las podemos pensar como
listas de signos de largo |F)|.

» La linea 5 es O(|V]) y la linea 6 es O(]E|). Todo lo que esta en
el if de la linea 8 es O(|V]), v luego el tiempo de todo el codigo
que esté dentro del forall de la linea 18 es O(|V]?). Por tanto, el
tiempo de ejecucion del codigo dentro del while de la linea 4 es

O(IVP + [VIIE]).

» El tiempo de ejecucion del todo el codigo del if de la linea 23 es

de orden |V|, entonces el tiempo de ejecucion del codigo dentro del
forall de la linea 22 es O(|V||E|).

Por ende, el tiempo de ejecucion del Algoritmo 5.1 en el peor caso es
O(|V]? + |V||E|). Esto nos indica que el Algoritmo 5.1 se puede ejecutar
en tiempo polinomial respecto al tamano de la entrada.

A continuacién probaremos que el Algoritmo 5.1 resuelve el PSE.

Proposicion 5.3. Dado un multigrafo conezo no trivial G, y o, p € 3(G).
El algoritmo 5.1 resuelve el PSE para o y p.

Demostracion.

Asumamos que el Algoritmo 5.1 retorna un “TRUE”. Eso quiere decir
que los conjuntos X e Y definidos en el Algoritmo 5.1 satisfacen la
condicion de Harary, en efecto, por construccion de X e Y sabemos que
estos satisfacen la condicion de Harary en el arbol. Ademas, todas las
instrucciones entre las lineas 21 y 28 revisan si el resto de aristas cumplen
la condicion de Harary respecto a X e Y o no, y como el algoritmo
retorna “TRUE” entonces todas las aristas cumplen la condicién de
Harary resp. a X e Y. Por lo tanto, X e Y cumplen la condicion de
Harary, luego el Teorema 4.3 nos asegura que o ~ p.
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Ahora supongamos que o ~ p, entonces ¢ es balanceada. Sea T' el arbol
definido en desde las lineas 4 hasta la 20, y X e Y los conjuntos definidos
en esas mismas lineas. Razonando por contradicciéon asumiremos que el
Algoritmo 5.1 retorna un “FALSE”, y sea e € K la arista que provoca esto.

Sea C' = (V,, E.) al tnico ciclo en T'U {e}, notamos que C' tiene una
cantidad par de aristas que tienen un extremo en X e Y, denotaremos
por R, al conjunto de todas las aristas que cumplen lo anterior. Ademaés,
como ¢ es balanceada, debe cumplir que ¢(C') = +1.

Si e genera que el Algoritmo 5.1 retorna un “FALSE” de la linea 25,
tenemos que

o(C) = (_|_1)|Ec\(RcU{e})|(_1)|Rcl(_1)|{6}| — 1
Lo cual es una contradiccion.

Luego, si e genera que el Algoritmo 5.1 retorna un “FALSE” de la linea
28, obtenemos que

o(C) = (_H)IEC\RC\(_1)|Rc\{6}|(_|_1)|{6}| - 1

Lo cual nuevamente es una contradiccion. Por lo tanto, la arista e no
puede existir, es decir, el Algoritmo 5.1 retorna un “TRUE”. B

Observacioén 5.4. El Algoritmo 5.1 lo podemos usar para resolver PSE
para el caso no conexo. La idea es repetir el Algoritmo 5.1 por cada
componente conexa de G.

Para finalizar el anélisis del Algoritmo 5.1, mostraremos dos ejemplos
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en donde simularemos lo que harfa el Algoritmo 5.1. El primer ejemplo
tiene funcion signos que son switch equivalentes, y el segundo usamos
funciones que no son switch equivalentes.

Ejemplo 5.1. 1. Consideremos las funciones signo dibujadas en la
Figura 5.2.

Figura 5.2: (a) La funcion signo ¢. (b) La funcion signo p.

El algoritmo elige algun vértice, en este caso tomaremos s = a,
inicializamos Q = {a}, X ={a}, R=0, Y =10, el predecesor de
a es el nulo, y por ultimo la funcion ¢ estd dibujada en la Figura
5.5.

Figura 5.3: Funcién signo ¢ = op.

En la primera iteracion del while de la linea 4, se marca a, después
se actualiza QQ = {b,c,d} y el predecesor de b, ¢ y d es a. En la
sequnda iteracion se extrae y marca a b, como ¢(ab) = —1 entonces
R = {ab} e Y = {b}, luego el predecesor de c se cambia por b. En
la tercera iteracion se extrae y marca a c, dado que ¢(bc) = +1
entonces R = {ab,bc} e Y = {b,c}, luego el predecesor de d se
cambia por c. En la cuarta iteracion se extrae y marca a d, dado
que ¢(cd) = —1 entonces R = {ab,bc,cd} e X = {a,d}, como
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Q = 0 entonces esta es la ultima iteracion. Luego revisamos todos
las aristas de K = {ab,ac,ad,dd} en el forall de la linea 22, y
como estas aristas tienen el signo correcto, el algoritmo retorna
TRUE.

La biparticion obtenida por este algoritmo se encuentra en la Figura

5.4,

Figura 5.4: Grafo con signo obtenido por el algoritmo de la biparticion.

donde los vértices rojos representan a los nodos en X, mientras que
los vértices en azules estan en Y .

2. Consideremos las funciones con signos dibujadas en la Figura 5.5

Figura 5.5: (a) Otra funcion signo o. (b) Otra funcion signo p.

El algoritmo elige algin vértice, en este caso tomaremos s = a,
inicializamos Q = {a}, X ={a}, R=0, Y =0, el predecesor de
a es el nulo, y por ultimo la funcion ¢ estd dibujada en la Figura
5.6.

En la primera iteracion del while de la linea 4, se marca a, después
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Figura 5.6: Funcion signo ¢ = op.

se actualiza QQ = {b,c,d} y el predecesor de b, ¢ y d es a. En la
sequnda iteracion se extrae y marca a b, como ¢(ab) = —1 entonces
R = {ab} e Y = {b}, luego el predecesor de ¢ se cambia por b. En
la tercera iteracion se extrae y marca a ¢, dado que ¢(bc) = +1
entonces R = {ab,bc} e Y = {b,c}, luego el predecesor de d se
cambia por c. En la cuarta iteracion se extrae y marca a d, dado
que ¢(cd) = —1 entonces R = {ab,bc,cd} e X = {a,d}, como
Q = 0 entonces esta es la ultima iteracion. Luego revisamos todos
las aristas de K = {ab, ac,ad,dd} en el forall de la linea 22, en la
sequnda iteracion revisa la arista ac, y como ¢(ac) = +1 entonces
el algoritmo retorna FALSE, puesa € X yc €Y.

5.2.2. Algoritmo del arbol

El segundo algoritmo que resuelve PSE se basa en la Proposicion 4.12.

Para no tener que revisar los ciclos del multigrafo, vamos a escoger un
arbol recubridor 7T, y realizaremos todos los switch necesarios a una
funcién signo para que en T ambas funciones sean iguales. Luego si existe
una arista fuera que no esté en el arbol en que las dos funciones difieran,
entonces el algoritmo retornaria un “FALSE”, en caso contrario retorna

un “TRUE”.

Probar que el algoritmo descrito en el parrafo anterior siempre entrega
la respuesta correcta no es facil, y mas ain dijimos que consideramos
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un arbol recubridor T, pero jCualquier arbol T sirve para demostrar
que entrega la respuesta correcta o solo algunos arboles recubridores me
sirven?

Para que el analisis del algoritmo sea més sencillo, “partiremos en dos”
el algoritmo descrito antes, y estudiaremos cada parte por separado. El
primer algoritmo que analizaremos sera aquel que realiza los switch a
una funciéon para que en 7' ambas funciones sean iguales. Lo detalles del
algoritmo se encuentran descrito en el siguiente pseudocodigo.

Algoritmo 5.2: Parametro ~.

1: Input: Un multigrafo conexo no trivial G = (V| F), un arbol recubridor
T = (Vp,Er) de G, con suraiz r (conr € V), y a,p € 5(G).

R+ 0, L+ {r} (L es una lista ordenada).
while L # () do
Extraer el primer elemento de L, el cual llamaremos v.
R+ RU{v}.
forall u € Np(v) do
if v ¢ R then

Agregamos a u como ultimo elemento de L.

Sea e = uv € Erp.

if o(e) # p(e) then

| o S(u)p.

© 00 N O Ok W

= =
= O

13: forall e € K do
14: if o(e) = p(e) then
15: L K + K\ {e}.

16: return K.

Lo que haremos a continuacion es deducir propiedades que cumple el
Algoritmo 5.2, con el fin de demostrar lo afirmado al principio de la
subseccion. Antes de eso, vamos a realizar un analisis de tiempo de
ejecucion en el peor caso.

» Las lineas 7 y 8 son orden |V, las lineas 9, 10 y 11 son orden |E]|.
Por ende, las lineas 6 a 11 son O(|V|* + |V||E]).
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= Las lineas 4 y 5 son orden |V|, entonces las lineas 3 a 11 son
O(IVP + [VPIE]).

= La linea 2 es orden constante, mientras que la linea 12 es orden |E|.
= Las lineas 14 y 15 son orden | E|, luego las lineas 13 a 15 son O(|E|?).

Por ende, el tiempo de ejecucion del Algoritmo 5.2 en el peor caso es
O(|V?+ |V*|E| + |E|?). Esto nos indica que el Algoritmo 5.2 se puede
ejecutar en tiempo polinomial respecto al tamano de la entrada.

Para estudiar las propiedades del Algoritmo 5.2, definiremos un parametro
el cual es inducido por este tltimo algoritmo.

Definicion 5.4. Dado un multigrafo conexo no trivial G = (V, E), un
drbol recubridor T de G, con su raiz v (con v € V), y las funciones
o,p € X(G). Se define el pardmetro gamma como:

7(T7 T? 0-7 p) = |K‘7

donde K es el conjunto que retorna el Algoritmo 5.2.

Nuestro primer resultado muestra que ~ es independiente a la raiz del
arbol.

Proposicion 5.4. Dado un multigrafo conexo no trivial G = (V, E),
un drbol recubridor T de G. Dados r,s € V', conr # s. Se cumple que
7(T7 r,o, :0) - 7(T7 $,0, p) para todo a,p € E(G)

Demostracion.

Sean K,, K, C FE los conjuntos que retorna el Algoritmo 5.2, con la
entrada T', o, p, y como segunda entrada r y s, respectivamente. Ademas
sean I, I, C V los conjuntos en los cuales el Algoritmo 5.2 realiz6 los
switch a una funcion, es decir, O"T = S(Ir)p‘T y a!T = S([S)p‘T.

Razonando por contradiccion asumiremos que v(T', 7, 0, p) # (T, s, 0, p).
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Sin pérdida de generalidad supondremos que v(T', 7,0, p) < v(T, s, 0, p),
es decir, | K, | < |Ky|, luego existe una arista e € K\ K,. De esto tltimo
se deduce que o(e) # S(Is)ple) v o(e) = S(I)p(e).

Denotaremos por C' al tnico ciclo en T'U {e}. Como |, = S(I;)p|, con
i € {r,s}, entonces o(C) # S(I;)p(C) y o(C) = S(I,)p(C). Por tanto,

o~ py o~ pambasen T Uf{e}, lo cual es una contradiccion. B

Desde aqui en adelante realizaremos el siguiente abuso de notacion.
Cuando escribamos el parametro gamma lo haremos solo escribiremos
3 argumentos, el bosque T', y las dos funciones con signos. La raiz la
dejaremos de escribir, pues por la Proposicion 5.4 sabemos que no afecta
el valor de 7.

El siguiente resultado nos dice que v tiene la propiedad de simetria entre
las funciones signo.

Proposicion 5.5. Dado un multigrafo conexo no trivial G = (V, E),
un drbol recubridor T de G. Dados o,p € X(G), se cumple que

VT, 0,p) =T, p,0).
Demostracion.
Esta demostracion es analoga a la demostracion de la Proposicion 5.4. B

Una interpretacion de la siguiente proposicion es que al fijar el arbol
recubridor 7', los valores que toma ~ son “fijos” para cada clase de
equivalencia de X(G).

Proposicion 5.6. Dado un multigrafo conexo no trivial G = (V, E), un
drbol recubridor T de G. Dados o, p,0 € ¥(G), tal que o ~ 0. Se cumple
que y(T,0,p) = (T, 0, p).

Demostracion.
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Realizando argumentos analogos a los descritos en la demostracion de la
Proposicion 5.4, obtenemos que o ~ py 6 ~ p, ambos en T'U {e}. Como
o ~ 0, por transitividad se tiene que 6 ~ p en T'U {e}, lo cual es una
contradiccion. M

Corolario 5.1. Dado un multigrafo conexo no trivial G = (V, E), un
drbol recubridor T de G. Dados o, p,0 € X(G), tal que p ~ 0. Se cumple

que y(T',0,p) =~(T,0,0).

Demostracion.
Se sigue de los Proposiciones 5.5 y 5.6 que,

YT, 0,p) =T, p,0) =v(T,0,0) =~(T,0,0).

|
La siguiente proposicién nos permite relacionar el pardmetro gamma con

el PSE.

Proposicion 5.7. Dado un multigrafo conexo no trivial G = (V, E), y
sean o, p € 3X(G). Entonces o ~ p, si y solo si existe un drbol recubridor
T tal que (T, 0, p) = 0.

Demostracion.

Dado un arbol recubridor T = (V, Ep). Sea I C V tal que 0’T = S([)p}T,
este conjunto I esta formado por todos los vértices en los cuales se uso
switch en el algoritmo 5.2. Definamos a K = E \ Erp.

(<) Asumamos que exista un arbol recubridor T tal que (T, g, p) = 0,
eso significa que o(e) = S(I)p(e) para todo e € K, entonces o = S(I)p,
es decir, o ~ p.

(=) Ahora supongamos que o ~ p. Consideremos un arbol recubridor 7T,
vamos a probar o(e) = S(I)p(e) para todo e € K.
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Si K = () se cumple trivialmente lo que queremos probar, asi que
supondremos que K # (). Sea C' el unico ciclo de T'U {e}, con e € K.
Como o ~ p ~ S(I)p en G, luego en particular tenemos que o ~ S(I)p
en T'U {e}, entonces o(C) = S(I)p(C). Dado que o|, = S(I)p|,.,
obtenemos que

o(C) =8()p(C) <= ole) ] olf) = H S(I

Por tanto o(e) = S(I)p(e) para todo e € K.

De lo anterior podemos inferir que (7T, 0,p) = 0, esto se debe al
funcionamiento del Algoritmo 5.2. Il

)

Viendo la demostracion anterior, pareciera que podemos cambiar el “existe
de la Proposicion 5.7 por un “para todo arbol recubridor”. Esto uno lo
puede intuir, porque en la demostracion de esa proposiciéon no existe
ninguna restriccion a los arboles. Teniendo esa idea en la mente se escribe
el siguiente resultado.

Corolario 5.2. Dado un multigrafo conezxo no trivial G = (V, E), y sean
o,p € X(G). Existe un drbol recubridor T tal que v(T,0,p) = 0, si y
solo si y(T,0,p) =0, para todo drbol recubridor T .

Demostracion.
(<) Se cumple trivialmente.

(=) Ahora supongamos que existe un arbol recubridor 7' tal que
Y(T, o, p) = 0. Se sigue de la Proposicion 5.7, que o ~ p. Razonando por
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contradiccion, asumiremos que existe un arbol recubridor 7" = (V, E') tal
que y(1",0,p) > 0. Sean K := E\ E', e I CV tal que o|,, = S(I)p|,
este conjunto I esta formado por todos los vértices en los cuales se uso

switch en el algoritmo 5.2.

Como ~(T",0,p) > 0, luego existe una arista e € K tal que
ogle) # S)p(e). Sea C el tnico ciclo de T" U {e}, dado que
o = S(I)p|,, obtenemos que o(C) # S(I)p(C). De lo anterior se
deduce que o = p en T" U {e}, y por tanto o ~ p en G, lo cual es una

o

contradiccion. B

Estos dos tultimos resultados los podemos resumir en el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Dados un multigrafo conexo no trivial G, y sean
o,p € X(G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. o ~penG.
2. Eziste un drbol recubridor T tal que v(T, o, p) =0
3. y(T,o,p) =0, para cualquier drbol recubridor T'.

Los puntos 2 y 3 del Teorema 5.1 nos son muy tutiles, ya que si elegimos
de antemano un &arbol recubridor T facil de construir, sabemos que
v(T,o,p) = 0siysolosio~ p, por el punto 2 y 3.

Entonces para construir un algoritmo que resuelva PSE, debemos tener
un arbol recubridor que sea rapido de construir, pero eso ya lo sabemos,
los algoritmos de busqueda, BFS y DFS nos permiten construir arboles
recubridores en tiempo polinomial. Por tanto, podemos usar cualquiera
de esos algoritmos junto al Algoritmo 5.2 para resolver PSE.

Un algoritmo que resuelve PSE es el siguiente:
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Algoritmo 5.3: Algoritmo del Arbol

: Input: Un multigrafo conexo no trivial G = (V, E), y 0,p € X(G).
: SearelV.
. T +BFS(G, 7).
: K <«algoritmob.2(G, T, r, o, p).
if |K| =0 then
‘ return TRUE.
else
: L return FALSFE.

0 N Ok WD -

A continuacion, realizaremos un anéalisis de tiempo de ejecucion en el
peor caso al Algoritmo 5.3.

= La linea 2 es de orden constante, mientras que la linea 5 es de orden
|E].

= Sabemos que el algoritmo BFS es O(|V| + |E|), y el algoritmo 5.2
es O([VP +|VPIE| + |EP).

Por tanto, el Algoritmo 5.3 es O(|V|* + |V|?|E| + |E|?). Esto nos indica
que el Algoritmo 5.3 se puede ejecutar en tiempo polinomial respecto al
tamano de la entrada.

Antes de pasar a los ejemplos, vamos a dar algunas observacion de estos
dos ultimos algoritmos.

= En el peor caso el Algoritmo 5.2 realiza |V| — 1 switchs. Esto nos
estaria indicando que dos funciones signo switch equivalentes, la
puedo transformar una en la otra usando a lo més |V| — 1 switch.

= El pardmetro gamma se puede generalizar al caso de multigrafos no
totalmente disconexos. Para ello se toma como primer argumento
un bosque recubridor 1" en vez del arbol recubridor, los otros dos
argumentos serian las funciones signo.

En este caso v se definiria de la siguiente manera: se aplicaria el
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Algoritmo 5.2 sobre cada componente conexa no trivial de G. El
input seria T y las dos funciéon signos todas ellas restringidas a
esta componente conexa, el grafo seria la componente conexa no
trivial, y la raiz seria cualquier vértice de la componente. El output
lo denotamos como Kj;. Asi,

YT, 0,p) =) _|Ki.

= Bl igual que podemos generalizar el pardmetro gamma para el caso
general, todos los resultados vistos en esta subseccion se pueden
generalizar el caso de multigrafos no totalmente disconexo. En
estas generalizacion se cambiaria “arbol recubridor” por “bosque
recubridor”.

= El Algoritmo 5.3 también lo podemos usar para resolver PSE para
el caso no conexo. La idea es aplicar el Algoritmo 5.3 por cada
componente conexa no trivial de G.

Para finalizar el analisis del Algoritmo 5.3, mostraremos dos ejemplos en
que simularemos lo que haria este algoritmo. En estos ejemplos usaremos
los mismos multigrafos del Ejemplo 5.1.

Ejemplo 5.2. 1. Consideremos las funciones signos o y p dibujadas
en la Figura 5.7.

Figura 5.7: (a) Funcion signo o. (b) Funcion signo p.

Lo primero que hace el algoritmo es elegir un vértice, en este caso
elige el nodo a. El drbol T = (V, Ep) obtenido por el algoritmo BFS
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con raiz a es el subgrafo de color verde de la Figura 5.8.

Gan

VRN

b O =

Figura 5.8: El grafo en verde es un grafo recubridor del grafo original.

Ahora simularemos lo que ocurre en el Algoritmo 5.2 con el input
G, T, a, o y p. Empezamos por definir R = 0 y L = {a}.
Después extraemos a de L, y R se actualiza al conjunto {a}. Ahora
revisamos cada vecino a en la linea 6, tras este proceso L pasa a
ser este conjunto {b,c,d}, y p pasa a ser S({b,c})p. El dibujo de p
actualizado se encuentra en la Figura 5.9.

Figura 5.9: Funcion signo S({b, c})p.

Como b, ¢ y d tienen sus vecinos en R, entonces el Algoritmo
5.2 realiza tres iteraciones mds en las cuales solo actualiza los
conjunto R y L. Como todas las aristas e de K = E'\ Ep cumplen
o(e) = p(e), luego el algoritmo al terminar todas las iteraciones de
la linea 13, quita todos los elementos de K. Este algoritmo finaliza
retornando K.

Volvamos al Algoritmo 5.3, dado que |K| = 0 este algoritmo retorna
“TRUL".

2. Consideremos las funciones signos o y p dibujadas en la Figura

5.10.
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Figura 5.10: (a) Funcion signo o. (b) Funcién signo p.

Asumamos que el Algoritmo 5.3 escoge la raiz a y el mismo drbol
T = (V,Er) de la Figura 5.8.

Ahora simularemos lo que ocurre en el Algoritmo 5.2 con el input
G, T, a, oy p. Empezamos por definir R =0 y L = {a}. Después
extraemos a de L, y R se actualiza al conjunto {a}. Ahora revisamos
cada vecino a en la linea 0, tras este proceso L pasa a ser este
conjunto {b, c,d}, y p pasa a ser S({b})p. El dibujo de p actualizado
se encuentra en la Figura 5.11.

Figura 5.11: Funcion signo S({b})p.

Como b, ¢ y d tienen sus vecinos en R, entonces el Algoritmo 5.2
realiza tres iteraciones mds en las cuales solo actualiza los conjunto
Ry L. Las aristas e de K = E'\ Ep cumplen o(e) = p(e) son: ab y
dd. Luego el algoritmo al terminar todas las iteraciones de la linea
13, actualiza el conjunto K al conjunto {be,cd}. Este algoritmo
finaliza retornando K.

Volvamos al Algoritmo 5.3, dado que |K| = 2 este algoritmo retorna
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“FALSE".
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Capitulo 6
Numero e indice de frustracion

En los Capitulos 4 y 5 nos centramos principalmente en el estudio
de la switch equivalencia. Ahora, con todo ese conocimiento vamos
a abordar unos problemas combinatoriales de multigrafos con signo
los cuales estan asociados a la switch equivalencia. Se analizaran tres
problemas, los cuales para el caso de grafos y digrafos con signo tienen su
importancia. Esto se debe a que la soluciéon de esos problemas nos indica,
por asi decirlo, a qué “distancia” estan las funciones de signo entre si, en
particular, si son balanceadas.

El primer problema que se abordaré sera el que llamamos “Problema del
minimo nimero de cambios de signo”, el cual intenta responder cual es
minimo numero de cambios de signo que se debe hacer a una funcion
signo para que sea switch equivalente a otra funcion signo dada. Este
problema se encuentra desarrollado en la Secciéon 6.1. Los otros dos
problemas que analizamos son los conocidos “problema del indice de
frustracion” y el “problema del ntiimero de frustracion”, el problema del
indice de frustraciéon y niimero de frustracion se definen como el problema
de determinar respectivamente la cantidad minima de aristas y vértices
que se le debe quitar al multigrafo para que dos funciones signos dadas
sean switch equivalentes. Ambos problemas se encuentran estudiados en
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la Seccion 6.2, esto lo hicimos porque los problemas son muy parecidos y
se puede realizar un estudio similar para los dos problemas.

6.1. Problema del minimo nimero de cambios de
signo

El primer problema que estudiaremos es el que denominamos como
“problema del minimo ntmero de cambios de signo”. Este problema se
puede enunciar de la siguiente manera: Dado un multigrafo no totalmente
disconexo G y dos funciones de signo o y p en 3(G), scudl es el nimero
minimo de aristas de (G, p) a las cuales debemos cambiar el signo para
que el resultado sea equivalente al cambio de signo de o?

Para comprender mejor el enunciado del problema, consideremos los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 6.1. = Consideremos las siguientes funciones signos o y p
que se encuentran en la Figura 6.1.

Figura 6.1: (a) Grafo con signo (Cs,0). (b) Grafo con signo (Cs, p).

Notamos que o(Cs) = +1 y p(C5) = —1; por lo tanto, o »~ p. Si
cambiamos un numero impar de signos en (Cs, p), obtendriamos
p(Cs) = +1. Asi que, para resolver el problema del minimo nimero
de cambios de signo, debemos cambiar solo un signo en (Cs, p) una
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vez. Por ejemplo, podriamos cambiar el signo de la arista cd, y de
esta forma obtendriamos la funcion de signo de la Figura 6.2.

Figura 6.2: Grafo con signo (Cs, p) tras cambiarle el signo a la arista cd.

En este caso, p(C') = +1, entonces o ~ p, y, por tanto, basta con
cambiar el signo de una arista para resolver el problema del minimo
numero de cambios de signo.

n Consideremos las funciones signos o y p que se encuentran definidas
en la Figura 60.3.

Figura 6.3: (a) Grafo con signo (G, o). (b) Grafo con signo (G, p).

En este caso es complicado determinar el conjunto de aristas que
resuelve el problema planteado. Por ese motivo vamos a hacer switch
en p en ciertos vértices para que nos quede mds claro determinar
ese conjunto de aristas.
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Calculamos S({a, c})p, ver resultado en Figura 6.4.

Figura 6.4: Grafo con signo (G,S({a,c})p).

Comparando o y S({a,c})p, podemos notar que bastaria con
cambiar el signo en una de las aristas bc y una de las aristas de.
Ademas, necesitamos cambiar el signo de al menos dos aristas,
ya que b con ¢ y d con e forman dos ciclos de longitud dos, y el
signo de ambos ciclos en o es +1, mientras que en S({a, c})p es —1.

Por tanto, cambiando dos signos de p, resolvemos el problema del
minimo numero de cambios de signo.

Habiendo entendido el problema, vamos a reescribir el enunciado de éste.
El motivo de esto, es que con el enunciado actual es dificil utilizar todas
las propiedades que ya sabemos del Capitulo 4. Con ese objetivo en mente,
se definird un operador el cual nos permitira realizar la “operacion de
cambio de signo”.

Definicién 6.1. Dado un multigrafo no totalmente disconezo G = (V, E).
Consideremos el operador:

A: P(E) - X(G)
I — A(I)
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donde
—1 , s eel

Al = { +1 ,si e¢l

El operador A lo llamaremos operador de cambio.
Observacioén 6.1. Notar que A(E) = —1 y A(0) = +1.

El operador de cambio se puede interpretar asi: dado o € X(G) y J C F,
la expresion A(J)o representa el cambio de los signos de o en las aristas
en J.

Se realiz6 un estudio de las propiedades de A, y se logré probar
que A cumple propiedades similares a las del operador switch. Las
demostraciones, y el detalle de estas propiedades las podré encontrar en
el Apéndice B.

A continuacién, enunciaremos el problema del minimo cambio de signos
utilizando el operador A.

Definiciéon 6.2. Sea J C E, diremos que J satisface la condicion de
cambio de signos (CS) para o y p, con o,p € X(G), si y solo si
se cumple o ~ A(J)p. El problema del minimo cambio de signos
(minPCS) se define como sigue: Dado un multigrafo no totalmente
disconexo G = (V, E), y unos o, p € %(G), determine J C E de tamario
minimo tal que J satisface CS para o y p.

Un estudio exhaustivo del minPCS se realizara en la Seccion 6.2.2 | ya
que el minPCS esta relacionado con un problema que analizaremos en
esa seccion, y se estudiaran ambos problemas juntos.

A continuacion, mostraremos dos resultados que nos permiten determinar
el tamano y, a su vez, caracterizar el conjunto que resuelve el minPCS.
Para facilitar la lectura, definiremos la siguiente funcion.

Definicion 6.3. Dado un multigrafo no totalmente disconexzo G = (V, E).
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Definiremos la funcion
v (o,p) :=1J|  Vo,peX(G),

donde J es un conjunto que resuelve minPCS para o y p.

El primero resultado que mostraremos es hasta cierto punto esperable
que se cumpliera.

Proposicion 6.1. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E). Se cumple v*(o,p) = rlréi‘r/1|E*(S(I)ap)\ para todo
o,p € 2(G), donde E~(¢) es un conjunto de aristas e € E tales que
p(e) = —1.

Demostracion.

Por un lado, consideremos un J C E que resuelve minPCS para
oy p, luego existe un I C V tal que 0 = A(J)S(I)p, o bien,
A(J)S(I)op = +1. De esto ultimo se deduce que |E~(S(I)op)| = |J],
por tanto

v'(o,p) = | = |E7(8(T)op)| 2 min|E™(S(I)ap)|.

Por el otro lado, sea I CV y se define J := E~(S(I)op). Esto implica
que A(J)S(I)op = +1, luego J satisface CS para o y p. Entonces

Y (o,p) < |J| = |E~(S(I)op)|.
Tomando el minimo sobre todo los I C V en la desigualdad anterior,

obtenemos la desigualdad deseada. B

El segundo resultado permite relacionar a v* con ~. La demostracion de
esta proposicion requiere el uso de un lema previo, el cual probaremos a
continuacion.
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Lema 6.1. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E), y dados o, p € X(G). Consideremos un J C E que resuelve
minPCS para o y p, entonces G — J mantiene la conexidad de cada una
de las componentes conexas que G.

Demostracion.

Razonando por contradiccion, supondremos que G — J tiene mas
componentes conexas que GG. Sea U una componente conexa de G — J
que no estd en G. Sea J' C J de tamano minimo tal que en G — J'
aparezca U como componente conexa.

Notamos que toda e € J pertenece por lo menos a un ciclo, ya que si no
es asi, J \ {e} satisface CS, lo cual no puede ocurrir ya que J resuelve
minPCS. Ademas, todo ciclo al cual pertenece una arista de J’ tiene la
presencia de un numero par de aristas de J'. En efecto, sea e = uv € J'
con u € V[U] y C un ciclo en G tal que e € E[C]. Al empezar a recorrer
el ciclo desde u y pasar por el vecino que no es v, estoy obligado a pasar
a G — U por una arista en .J', ya que las tnicas aristas que conectan
a G — U con U son las de J'. Luego, el ciclo puede volver a U, y salir
de él. Al final, debe estar en G — U y esté obligado a pasar por e para
llegar a u. En este recorrido hemos contado una cantidad par de aristas
que estan en C'y en J'.

Con la informacion del parrafo anterior, vamos a demostrar que J \ J’
resuelve CS. Para ello, nos basta demostrar que A(J \ J')p ~ A(J)p, ya
que A(J)p ~ o y por transitividad obtendriamos lo que queremos.

Sea C' un ciclo de G, notamos que
A(D)p(C) = (=)FETT AT\ J")p(C) = A(T\ T)p(C),

esto tltimo se tiene porque |E[C] N J’| es un ntmero par.
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De esto ultimo, obtenemos que A(J \ J')p ~ A(J)p, y por tanto J \ J'
resuelve CS, llegando asi a una contradiccion.

Observacion 6.2. Una ultima observacion antes de mostrar el resultado
es que v* (o, p) = v (o,S(I)p) para cualquier I C V. Esto se deriva de
la transitividad de la relacion switch.

Proposicion 6.2. Consideremos un multigrafo no totalmente

disconero G = (V. E), y dados o,p € 3(G). Se cumple que
v (o, p) :Trr%iéaa)w(T, o,p), donde T(G) es el conjunto de todos los
S

bosques recubridores de G.

Demostracion.
Por un lado, sean 7' € T(G) y R el conjunto que retorna el Algoritmo
5.2, con la entrada T, o, p y con algin vértice como raiz.

Ademas, sabemos que el Algoritmo 5.2 construye un I C V tal que

0(6){ S(I)ple) ,si ec E\R
~S(I)ple) ,si e€R.

Luego tendremos que 0 = S(I) A(R)p, por tanto R satisface CS para o
y p. Entonces,

v (o,p) <y(T,0,p), VT €T(G).

Tomando el minimo de lo T € T(G) obtenemos la desigualdad

dp(o,p) < Tg,lrl’(%)v(T ;05 p).

Por el otro lado, consideremos un J C E que resuelve minPCS para o
y p. Notamos que o ~ p en G — J, luego existiria un I C V tal que

0|G—J = S(I)p’G—J'
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Sea T' un bosque recubridor en GG — J, por el Lema 6.1 tenemos
asegurado que 1" es un bosque recubridor en GG. Dado que T'C G — J
tenemos |, = S(I)p| ., entonces el conjunto que retorna el Algoritmo
5.2 considerando como bosque T, y funcion signo o, S(I)p sera J. Esto
implica que,

v (o, p) =¥ (0,5(1)p),
(T, 0,8(1)p),
(T, 0,p),

in ~(T .
i (T, 0,p)

VvV

Con esto hemos probado la igualdad deseada. Il

6.2. Problema del indice y niimero de frustraciéon

En esta seccion vamos a analizar dos problemas muy similares, conocidos
como el “problema del indice de frustracion” y el “problema del ntmero
de frustracion”. El problema del indice de frustracion se puede enunciar
como: dado un multigrafo no totalmente disconexo G y o,p € X(G),
,cudl es el minimo nimero de aristas que debo quitar de G para que, en
el multigrafo resultante, todos sus ciclos C, si los tiene, cumplan con
a(C) = p(C)?. Por otro lado, el problema del numero de frustracion es
similar al problema del indice de frustracion, pero se pregunta sobre el
conjunto de vértices mas pequeno en lugar de aristas.

Estos problemas del indice y ntimero de frustracion son una generalizacion
de los problemas enunciados en la Definicion 2.18. A pesar de que los
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problemas que vamos a abordar son generales, en realidad estdn mas
relacionados de lo que parecen con los enunciados clasicos dados en 2.18
y, hasta cierto punto, son esencialmente lo mismo. Esta relacion sera
explicada mas adelante.

A continuaciéon mostraremos un ejemplo donde se solucionan los problemas
del indice y ntimero de frustracion.

Ejemplo 6.2. Empezamos por contemplar las funciones signo que se
encuentran en la Figura 6.5.

Figura 6.5: (a) Grafo con signo (G, o). (b) Grafo con signo (G, p), con G un tipo de
grafo rueda.

» Vamos a resolver el problema del indice de frustracion para o y p.

Notamos que tres de los cuatro ciclos de largo 2 cumplen con
o(C) # p(C). Los ciclos de largo 2 que son problemdticos son el
formado pora y b, a yd, ya ye. Esto nos obliga a quitar por lo
menos tres aristas, uno por cada ciclo. Entonces debemos eliminar
unas aristas de tipo ab, ad, y ae. Los multigrafos con signo obtenidos
estan en la Figura 6.6.
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Figura 6.6: (a) Grafo con signo (G, o) tras quitar tres aristas. (b) Grafo con signo
(G, p) tras quitar tres aristas.

Como se puede apreciar, los multigrafos con signos son iguales. Por
tanto, un conjunto que resuelve el problema del indice de frustracion
es de tamano a lo mas 3. Por otro lado, se necesitan por lo menos
3 aristas para resolver el problema, pues debemos quitar tres ciclos
de largo 2. Por ende, {ab,ad,ae} soluciona el problema del indice
de frustracion para o y p.

» Ahora resolveremos el problema del niimero de frustracion para o y
p de la Figura 0.5.

Recordemos que los ciclos problemdticos son ciclos de largo 2, los
cuales estdn formados por los vérticesa y b, a yd, ya ye. Como
a estd presente en todos estos ciclos, al quitar a del multigrafo,
haremos que todos estos ciclos desaparezcan. Los multigrafos con
signo tras quitar a estdan en la Figura 6.7.
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Figura 6.7: (a) Grafo con signo (G, o) tras quitar a a. (b) Grafo con signo (G, p)
tras quitar a a.

Como se puede apreciar, los multigrafos con signos son iguales.
Por lo tanto, un conjunto que resuelve el problema del nimero de
frustracion es de tamano a lo sumo 1. Por otra parte, es claro que
o ~ p, implicando que, se necesita al menos un vértice para resolver
el problema del nimero de frustracion. Por tanto, {a} resuelve el
problema del numero de frustracion para o y p

Por la Proposicion 4.12; uno podria pensar que el problema del indice (o
niumero) de frustracion se puede expresar como sigue: dado un multigrafo
no totalmente disconexo G'y o, p € ¥(G), ;Cual es el minimo nimero de
aristas (o vértices) que le tengo que quitar a G, para que en el multigrafo
resultante las funciones o y p sean switch equivalentes? Sin embargo,
este enunciado no es equivalente al enunciado que escribimos al comienzo
de la seccién; para ser mas especificos, este enunciado esté incompleto.

Lo anterior se basa en la siguiente observacion: con el primer enunciado
de los problemas, podriamos obtener que G — K es un grafo trivial o
incluso nulo, donde K es el conjunto que soluciona el problema del indice
(0 namero) de frustracion para ciertas funciones signos dadas. En el caso
de que G — K sea un grafo trivial o nulo, deja de tener sentido hablar
de las funciones signos y, por lo tanto, menos sentido tiene hablar de la
relacion switch.
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Un ejemplo de que G — K puede ser un grafo trivial o nulo es el siguiente:
consideremos el multigrafo G que consiste en solo un bucle,

o

Figura 6.8: Un bucle.

y consideremos las funciones signos +1 y —1. Es claro que +1 ~ —1,
entonces para resolver el problema del indice de frustracion debemos
quitar la tnica arista de G, obteniendo asi un grafo trivial. Ahora, si
queremos resolver el problema del nimero de frustracion, debemos quitar
el tnico vértice de GG, obteniendo asi un grafo nulo.

Por lo tanto, el enunciado que si es equivalente al primer enunciado
para el problema del indice (o nimero) de frustracion seria: dado un
multigrafo no trivial G y o, p € 3(G), {Cuél es el minimo nimero de
aristas (o vértices) que le tengo que quitar a G, para que en el multigrafo
resultante sea un grafo trivial o nulo, o bien, las funciones o y p sean
switch equivalentes en el multigrafo resultante?

6.2.1. Operador restriccion

De la misma forma en la que hemos abordado los problemas anteriores,
vamos a definir un operador que nos ayudara en el estudio de los
problemas del indice y ntimero de frustracion.

El operador méas adecuado en este caso seria aquel que tenga el efecto
de restringir las funciones de signo a un submultigrafo del multigrafo
original. Para trabajar de manera adecuada con este operador, primero
debemos definir algunos conjuntos.
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Definiciéon 6.4. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Definiremos el conjunto de las particiones de G como
P(G):={H: HCG}, yaX((K,0D)):=0, para todo (K,D) € P(G).

De esta forma podemos definir

Ademds denotaremos por
Pa(x) :={K € P(x): G— K es no totalmente disconexo o nulo},

donde * representa a E o V.

Definiciéon 6.5. Definamos el operador restriccion de vértices o
aristas de una funcion signos como:

R.: Pa(x) x B(G) — X(P(G))

(K, o) = Ru(K,0):= U‘G—K

donde * representa a 2 o V.

Al igual que el operador switch y el operador cambio de signo, el operador
restriccion tiene algunas propiedades interesantes que podré encontrar en
el Apéndice C. Eso si, una propiedad tutil que tiene R, la cual usaremos
mas adelante, es la que encuentra en la Proposicion C.1. Esta proposicion

nos asegura que el operador R es un homomorfismo de grupo si se deja
fijo el valor de K.

En lo que sigue, vamos a estudiar los problemas del indice y niimero de
frustracion de manera especifica. Dado que ambos problemas se parecen,
se definird un concepto que nos permitira definir los dos problemas de
una manera més compacta.

Definicion 6.6. Dado un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E),
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o,p € X(G), yun K € P(x). Diremos que K satisface la condicion
de frustracion para o y p, si y solo st G — K es un grafo totalmente
disconezo o nulo, 0 R.(K,0) ~ R.(K,p). Donde x es E 0oV

6.2.2. Problema del indice de frustraciéon

Empezaremos este analisis definiendo el objeto de estudio.

Definicion 6.7. El problema del indice de frustracion (PIF): Dado
un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, F), y unos o, p € X(G).
Determine K C E de tamano minimo tal que satisfaga la condicion de
frustracion para o y p.

Como habiamos dicho en la secciéon anterior, el minPCS esté relacionado
con otro problema, el PIF es ese problema. Antes de mostrar esta conexion
entre PIF y minPCS, veamos cual relacion entre la condicion de signo y
la condiciéon de frustracion para aristas.

Proposicion 6.3. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E),0,pe X(G), yun K C E.

1. K satisface la condicion cambio de signo para o y p, entonces K
cumple la condicion de frustracion o y p.

2. K resuelve PIF para o y p, entonces K satisface la condicion de
cambio de signo para o y p.

Demostracion.

1. Asumamos que K satisface la condicion cambio de signo. Si G — K
es un grafo totalmente disconexo, entonces K cumple la condiciéon
de frustracion. Ahora, si G — K es un multigrafo no totalmente
disconexo con por lo menos un ciclo, notamos que todos los C' ciclos
en G — K cumplen con o(C) = p(C'), ya que si no se cumpliera,
entonces K no satisfaria la condicion cambio de signo. Esto ultimo
implica que Rg(K,0) ~ Re(K, p). Por otra parte si G — K es un
bosque no totalmente disconexo también se cumple lo anterior. Por
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ende, en estos dos casos K cumple la condicion de frustracion.

2. Ahora supongamos que K satisface el problema PIF para o y p. Si
G — K es un grafo totalmente disconexo, eso significa que todas
las aristas e de G pertenecen a un ciclo y que o(e) # p(e). De
esto tltimo obtenemos que o0 = A(F)p. Si G — K no es un grafo
totalmente disconexo, tenemos que Rp(K, o) ~ Rp(K, p), entonces
existe un conjunto I C V tal que

Notamos que o(e) # S(I)p(e) para todo e € K, pues si no cumpliera,
entonces existiria un conjunto més pequeno que K que satisfaria
el problema PIF. Por ende, 0 = S(I) A(K)p, luego K satisface la

condiciéon de cambio de signo. W

Lo que llama la atencion de la Proposicion 6.3 es que en la afirmacion
2 se requiera la hipotesis de que K resuelva PIF, en vez que K solo
satisficiera la condicion frustracion, es decir, que pedimos que K sea de
tamano minimo. Pero ;es necesario que K sea de tamano minimo tal
que satisfaga la condicion de frustracion? la respuesta a esta pregunta es
afirmativa.

La justificacion de la respuesta anterior es la siguiente: consideremos
un ciclo C' en G tal que o(C) # p(C), con o, p € %(G). Si queremos
que K resuelva PIF o satisfaga la condicion de frustracion, se debe
cumplir que K N E[C] # . La diferencia radical entre la condicion
de frustracion y PIF viene dada por este namero |K N E[C]], ya
que si K satisface la condicion de frustracion el |K N E[C]| puede
ser cualquier nimero entre uno y |E|[C]|, pero si resuelve PIF el
|K N E[C]| tiene uno para cada ciclo que cumpla o(C') # p(C). Esto
toma relevancia, pues para que K satisfaga la condicion de cambio
de signo, se debe cumplir que |K N E[C]| sea un ndimero impar



6.2. Problema del indice y ntimero de frustracion 97

entre uno y |E[C]|, pero si K solo satisface la condicion de frustracion
este nimero | K N E[C]| puede ser par, lo cual no ocurre si K resuelve PIF.

Para ilustrar lo anterior vamos a considera el siguiente ejemplo: Tomemos
al grafo C5 de la Figura 6.9.

Figura 6.9: El grafo C5.

Notamos que las funciones signos +1 y —1 no son switch equivalentes
en C5. Si queremos encontrar un conjunto K que satisfaga la condicion
de frustracion para +1 y —1, podemos tomar cualquier subconjunto no
vacio de F| por ejemplo K = {ab, cd}. Notamos que —1 A(K) » +1 en
G, por tanto, K no satisface la condicion de cambio de signos.

Ahora, si queremos encontrar un conjunto K que resuelva PIF, basta con
que K esté formado por solo una arista, por ejemplo, K = {ab}. Notamos
que —1 A(K) ~ +1 en G — K, por ende, K satisface la condicion de
cambio de signos.

Gracias a la Proposicion 6.3 podemos decir que minPCS y PIF son
problemas equivalentes.

Corolario 6.1. Dado un multigrafo no totalmente disconezo G = (V, E),
o,p€X(G), yun K C E. K resuelve minPCS para o y p, si y solo si
K resuelve PIF para o y p.

Demostracion.
(=) Asumamos que K satisface minPCS, del punto 1 de la Proposicion
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6.3 sabemos que K cumple la condiciéon de frustracion. Razonando por
contradiccion supondremos K no resuelve PIF. Sea K’ C E que resuelve
PIF, luego |K'| < | K|, del punto 2 de la Proposicion 6.3 obtenemos que
K’ satisface la condicion de cambio de signo, entonces | K| = |K'| lo cual
es una contradiccion.

(<) La demostracion de la implicancia contraria es analoga a la
demostracion anterior. Il

De este tltimo resultado se desprende que la funcion v* abarca a los
dos problemas. Como se habia mencionado en la seccion anterior, no
usaremos 7", en cambio, para estudiar los dos problemas cambiaremos la
notacion de la funcién a una que sea mas adecuada a los resultados que
mostraremos.

Definicion 6.8. Dado un multigrafo no totalmente disconexzo G = (V, E).
Se define la funcion

dp: S(G)x %(G) — N
(U7P) = dE(O,p),

donde
dp(o,p) := min{|K| : resuelve PIF para o y p}.

La primera propiedad que demostraremos que satisface, y la cual motivo
el cambio de notacion, es que dp es una pseudométrica para X(G).

Proposiciéon 6.4. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E). La funcion dg es una pseudométrica para L(QG).

Demostracion.
Para demostrar que dg es una pseudométrica, basta chequear que dg
cumple con las tres propiedades de una pseudométrica.
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1. (No-negativa) Es claro 0 < dg(o, p) para todo o, p € 3(G), pues
0 < |K| para todo K C E.

2. (Simetria) Sean 0, p € X(G), y K C E tal que K resuelve PIF para
oy p.Si G — K no es un multigrafo totalmente disconexo, se sigue
de la simetria de ~ que dg(o, p) = dg(p, o). Si G — K es un grafo
totalmente disconexo, se cumple trivialmente la igualdad.

3. (Desigualdad triangular) Consideremos unos o, p, ¢ € 3(G). Sean
K, Ko, K3 C V tales que K, resuelve PIF para o y p, Ky resuelve
PIF para o y ¢, y K3 resuelve PIF para ¢ y p.

Si G — Ky U K3 es un grafo totalmente disconexo, tenemos
que K, U K3 satisface la condiciéon de frustracion para o
y p. Si G — Ky U K3 no es un grafo totalmente disconexo,
notamos que Rp(Ky U Ks,0) ~ Rp(Ke U Ks ) vy
Re(Ky U K3, p) ~ Rp(Ky; U Ks,p), luego la transitividad
de ~ nos asegura que Rp(Ky U K3,0) ~ Re(K> U K3, p). Por lo
tanto, Ky U K3 satisface la condicion de frustracion para o y p.

Como K resuelve PIF para o y p, tenemos que
K| < [K2U K3l < K| 4 | K.
Por ende,
dp(o,p) = [Ki| < [Ks| + |K3| = dp(o, ) + d(e, p).

Con hemos demostrado que dg cumple con la desigualdad
triangular.ll

Una pregunta natural que uno se hace en este punto es: jpor qué dg no
es una métrica?, ;dgp no cumple el axioma de coincidencia? El siguiente
resultado nos respondera esas preguntas.



100 6.2. Problema del indice y niimero de frustracion

Proposiciéon 6.5. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E), yo,p€X(G). dg(o,p) =0, siy solo si o ~ p.

Demostracion.
Asumamos que o ~ p. Notamos que () satisface la condicion de frustracion
para oy p, luego dg(o, p) < |0] = 0.

Ahora supondremos que dg(o, p) = 0. Esto quiere decir que () resuelve
PIF para o y p, entonces 0 = Rg(0,0) ~ Re(d,p) = p. Por ende,
o~ p. A

La Proposicion 6.5 nos estaria diciendo que dg no es una métrica en
(@), pero podria ser una métrica en 3(G)/ ~. Para mostrar esto, nos
basta demostrar que dg es invariante ante el operador switch.

Proposiciéon 6.6. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E), yo,p € X(G). Se cumple que dp(0, p) = dp(S(11)o, S(12)p)
para todo I, I, C V.

Demostracion.

Primero demostraremos que dg(o, p) = dg(o,S(I)p). Sea K C E tal que
resuelve PIF para o y p. Si G — K es un multigrafo totalmente disconexo,
entonces K = F, luego dg(o,p) > dg(o,S5(I)p). Si G — K no es un
multigrafo totalmente disconexo, tenemos que

La transitividad nos asegura que K cumple la condicion de frustracion
para o y S(I)p. Por tanto, dg(o, p) > dg(o,S(1)p).

Anéalogamente se demuestra la desigualdad contraria.

Gracias a la propiedad recién demostrada y a la simetria de dg podemos
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asegurar que se cumple dg(o, p) = dp(S(I)o, p). De esto ultimo se logra
concluir que la identidad deseada es verdadera. Il

Observacion 6.3. Dados o, p,p € %(G), sio ~ ¢ 0 p~ p, entonces
la desigualdad triangular se cumple con igualdad, esto es consecuencia
directa de la Proposicion 6.0.

Con estos resultados podemos estar seguros de que dr es una métrica en
¥(G)/ ~. Bajo este contexto solo nos queda enunciar los resultados, antes
de eso, dado que vamos a trabajar con el conjunto %(G)/ ~, tendremos
que definir una notacién para representar las clases de equivalencia.

Definicion 6.9. Dado o € %(G), denotaremos por [o]~ a la clase de
equivalencia respecto a la relacion ~, donde o seria un representante de
la clase. Lo anterior es equivalente a:

o]~ ={peX(G): p~o}.

Definicion 6.10. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Se define la funcion

dp: S(G)) ~ x2(Q)/ ~ — N,
([o]~. [p]~) — dp([o]~, [p]~) = de(o, p).

Corolario 6.2. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E). La funcion dg esta bien definida, y es una métrica para

S(G)] ~.

Demostracion.
Empezaremos verificando que la funcion dg este bien definida. Sean
o,0',p € X(G) tal que [o]. = [0']., entonces existe un I C V tal que
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o =8(I)o’. Se sigue de la proposicion 6.6 que

dp([ol~, [pl~) = di(o, p) = dp(S(I)o’, p) = di(o’, p) = dp([o']~, [p]~).

Por ende, dg esta bien definida. Lo de que dg sea una métrica es una
consecuencia directa de las Proposiciones 6.4 y 6.5. B

Algunas propiedades que satisface dg son:

1. El par (X(G)/ ~,dg) es un espacio métrico compacto, esto ultimo
debe a que X(G)/ ~ es un conjunto finito.

2. Para todo o, p € %(G) cumple con

dg(lo]~, [pl~) = dg(o, p) < cye(G).

Pues en el peor de la casos, se deben quitar todos los ciclos de G
para que las funciéon o y p sean switch equivalentes.

Observacion 6.4. Todas estas propiedades que fuimos demostrando del
dg fueron probadas usando el PIF, pero también se pueden probar todos
los resultados usando el minPCS. En este caso el rol de Rg lo asume A.

A continuacion exhibiremos dos propiedades de dg, las cuales nos permiten
usar algunos resultados del PIF que han sido probados en grafos simples.
La primera propiedad nos permite relacionar el dg con la transformacion
definida en 4.7.

Proposiciéon 6.7. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E). Para todo o,p € X(G) se cumple dg(o, p) = dz(0,p).

Demostracion.
Sea K C FE tal que resuelve PIF para o y p. Construiremos un K C F a
partir de K que satisfaga la condicion de frustracion. Sea e € K, luego:

= Si e no es un loop y no es una arista paralela. Entonces lo agregamos
a K.
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= Si e es una arista paralela. Sabemos que en G la arista e se transforma
en un camino de largo 3, entonces agregamos cualquier arista de ese
camino a K.

= Si e es un bucle. Sabemos que en G la arista e se cambia por un
ciclo de largo 3. Agregamos a K cualquier arista de ese ciclo.

Notamos que K| = |K |. Ademas, por las propiedades que satisface
%, podemos asegurar que 6(C) = p(C) para todo ciclo C' en G — K.
Pues los ciclo C que o(C') # p(C) no estan en G — K. De esto ultimo
obtenemos que K satisface la condicién de frustracion, por lo tanto

dg(o,p) > dg(6,p).

La desigualdad contraria se demuestra de manera similar a la prueba
anterior. l

La segunda propiedad que mostraremos, nos da la equivalencia entre
la definicion cléasica del PIF y la definicion general del PIF que hemos
estado usando.

Proposicion 6.8. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E), o,p € X(G), yun K C E. K resuelve PIF para o y p,
sty solo si K resuelve PIF para op y +1.

Demostracion.
Primero notamos que si existen un X C E y un I C V tales que

Re(K,0) =S(I)Re(K, p) <= Re(K,0) Re(K, p) = S(I),
<— Rp(K,op) =S(I).

Por tanto, Rg(K,0) ~ Re(K, p) siy solo si Rg(K,op) ~ +1.

(=) Asumamos que K resuelve PIF para o y p. Si G — K es un multigrafo
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totalmente disconexo, entonces todas las aristas e de GG forman parte de
bucles, y a(e) # p(e), es decir, op(e) = —1, luego op = —1. En este caso
en particular no existe ningtn ciclo en G tal que op(C) = —1(C) = +1,
por tanto, debemos quitar todos los ciclos los cuales son bucles. Por ende,
K también resuelve PIF para op y +1.

Ahora si G — K no es un multigrafo totalmente disconexo, tenemos
que Re(K,0) ~ Rp(K,p), es decir, Rp(K,op) ~ +1. Razonando por
contradiccion supondremos que K no resuelve PIF para op y +1, entonces
existe un K’ C F tal que |K'| < |K|y Rg(K',0p) ~ +1. Pero por el
resultado del parrafo anterior sabemos que Rp(K',0) ~ Re(K', p), lo
cual nos lleva a una contradiccion.

(<) La demostracion de la implicancia contraria es analoga a la prueba
de la primera implicancia.

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos una nueva identidad

para dg, la cual lo relaciona con la Definiciéon de indice de frustracion
dada en 2.18.

Corolario 6.3. Dado un multigrafo no trivial G = (V, E). Se cumple
dg(o,p) = l(op) para todo o, p € 3(G).

Demostracion.
Es claro que dg(op, +1) = l(op), y se sigue de la Proposicion 6.8 que
dg(o,p) = dp(op,+1). W

Como habiamos dicho, con estos ultimas proposiciones, podemos usar
algunos resultados en grafos con signos en esta nuevo contexto de
multigrafos con signos. Como una pequena muestra de ello, tenemos
el siguiente resultado.

Corolario 6.4. 1. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
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G=WV,E), y op € X(G). S op = —1, entonces
dp(o,p) = |E| — mazcut(G), donde maxcut(G) es tamano del
conjunto de corte mdximo en G.

2. Consideremos que el grafo completo K,, y o,p € X(K,). Si
op=—1, entonces dp(o,p) = |(n — 1)2/4]. Si op no es
antibalanceada, entonces dp(o,p) < [(n — 1)%/4].

Demostracion.
La afirmacion 1. es consecuencia directa del Corolario 6.3 y de las

Proposiciones 6.7 y 2.3. Mientras que la afirmacion 2, es consecuencia
directa del Corolario 6.3 y de la Proposicion 2.4. B

6.2.3. Problema del nimero de frustraciéon

Para comenzar este estudio, primero definiremos el problema a trabajar.

Definicién 6.11. El problema del nimero de frustracion (PNF):
Dado un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E), y o,p € %(G).
Determine K CV de tamano minimo tal que satisfaga la condicion de
frustracion para o y p.

Al igual que lo hicimos con el PIF, el PNF también se le puede
asociar una pseudométrica, la cual cumple las mismas propiedades que
dg. A continuacion, daremos las definiciones respectivas, asi como las
propiedades que cumple esta nueva métrica.

Definicién 6.12. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Se definen las funciones:

dy . S(G)x 2(G) — N
(070) = dv(O',,O),

donde
dy (o, p) := min{|K| : resuelve PNF para o y p}.
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dy : ¥(G)) ~x%(G)) ~ = N
(o]~ [o]~) — dy([o]~, [p]~) = dv (o, p)

Proposiciéon 6.9. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. La funcion dy es una pseudométrica para L(Q).
2. dy(o,p) =0, si y solo si o~ p, cono,pe 3(G).

3. dy(o,p) = dy(S(l1)o,S5(12)p), para todo 11,1 C V, para todo
o,p € X(G).

4. La funcion dy esta bien definida, y es una métrica para $(G)/ ~.

5. dy(o,p) = dy(6,p) para todo o,p € X(G).

6. Sea K CV. K resuelve PNF para o y p, si y solo st K resuelve
PNF para op y +1, para todo o, p € 3(G).

7. dy (o, p) = lo(op) para todo o, p € X(G).

Demostracion.
La demostracion del punto 1 es analoga a la prueba de 6.4, la 2 al 6.5, la
3al6.6,lad4al6.2 labal6.7,la6al68 yla7al63 0l

Algunas propiedades que satisface dy y dy son:

1. El par (£(G)/ ~, dy) es otro espacio métrico compacto, esto ultimo
debe a que ¥(G)/ ~ es un conjunto finito.

2. Para todo o,p € X(G) cumple con dy(o,p) < dg(o,p). Esto se
debe a que si K C E resuelve PIF, entonces podemos elegir un
vértices de cada extremo de K, este conjunto de vértices cumpliréd
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la condicién de frustracion. Por tanto,
dv (o, p) < |K| =dg(o, p).

3. Para todo o, p € 3(G) cumple con

dy (o), [p)~) = dy(0.p) < minfeye(@), [V] — [5(G)]}.  (6.)

Donde §o(G) es el conjunto de los vértices aislados de G, en efecto,
del punto anterior obtenemos la siguiente desigualdad:

dv(o,p) < dp(o, p) < cye(G).

La otra desigualdad aparece del hecho que en el peor caso, para
resolver PNF debemos quitar todas las aristas. Una forma de hacer
ese es quitar todos los vértices que tienen una arista, es decir, V' —
do(G). Con eso, obtenemos que

dy (o, p) < [V] = 100(G)]-

Usando estas dos ultimas desigualdades tenemos la demostracion de
Ecuacion (6.1).

Gracias al punto 5 y 7 de la proposicion anterior, podemos usar algunos
resultados que ya existen en grafos con signos a este contexto mas general.
En el siguiente resultado daremos una pequena muestra de ello.

Corolario 6.5. 1. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=WV,E), y op € X(G). S op = —1, entonces
dy(o,p) = |V| = B(G), donde B(G) denota al mdximo orden de

A

un subgrafo bipartito inducido por G.

2. Consideremos que el grafo completo K, yo,p € X(K,). Siop = —1,
entonces dy(o,p) = n — 2. Si op no es antibalanceada, entonces
dy(o,p) <n—2.
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Demostracion.

La afirmacion 1. es consecuencia directa de los puntos 5 y 7 de la
Proposicion 6.9 y de la Proposiciéon 2.3. Mientras que la afirmacion 2, es
consecuencia directa del punto 7 de la Proposicion 6.9 y de la Proposicion
2.5. 1

Con todo lo anterior, tenemos que el dy satisface las mismas propiedades
que el dg. Pero hay algo que el dg tiene que el dy no, y son las identidades
que estan en la Seccion 6.1 (estén escritas en términos de la funcion v*).
A pesar de lo anterior, hay otra propiedad que cumple dy que es analoga
a una propiedad de la Seccion 6.1. La propiedad que estamos haciendo
referencia es la que encuentra escrita en la Proposicion 6.1, pero para
poder enunciar la proposicion debemos dar la siguiente definicion.

Definicion 6.13. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E), yo € X(G). Sean E*(c) :={e € E : o(e) = +1}, y
G~ (0) :== G — E*(0). Definimos a V(o) CV de tamano minimo tal
que G~ (o) — V(o) es un multigrafo totalmente disconexo o nulo.

Proposicion 6.10. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E). Se cumple que dy(o,p) = 1;%1"1;1|V_(5(])0p)\, para todo
o, p € X(G). )

Demostracion.

Por un lado, sea I C V. Si G —V~(S(I)op) es un multigrafo totalmente
disconexo o nulo, entonces V'~ (S(I)op) cumple la condicion de frustracion.

Si G —V~(S(I)op) no es un multigrafo totalmente disconexo ni nulo, se
deduce por la definicion de V= (-) que

Ry(V=(S(I)op),op) = +1 <= Ry (V (S(I)op),0) = Ry (V (S(I)op), p).

Entonces V7~ (S(1)op) nuevamente cumple la condicion de frustracion.
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De lo anterior se deduce que dy(o,p) < |V7(S(I)op)| para todo
o, p € ¥(G). Tomando el minimo sobre los I C V' obtenemos una de las
desigualdades deseadas.

Por otro lado, sea K C V' que resuelve PNF para o y p. Si G — K es un
multigrafo totalmente disconexo o nulo, eso significa que todas las aristas
en £~ (op) tienen un extremo en K, luego

V(SWDap)| = [V (op)| < [K].

Ahora si G — K no es un multigrafo totalmente disconexo ni nulo, entonces
Ry(K,0) ~ Ry(K,p), luego existe un I C V tal que

Es decir, Ry (K,S(I)op) = +1, entonces |V~ (S(1)op)| < |K]|.
Del texto precedente se puede inferir que siempre existe un I C V tal
que |V=(S(I)op)| < |K]|. Por lo tanto,

min [V (S(Dop)] < V- (SNop)] < K] = dv(7, ).

6.3. Complejidad computacional

En esta tdltima seccion del capitulo, vamos a estudiar la complejidad
computacional de PIF y PNF. Dado que es la primera vez en todo
el documento que vamos a hablar de complejidad computacional,
mostraremos algunas intuiciones de las definiciones mas basicas o
esenciales de complejidad, junto con un resultado clasico que nos sera de
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ayuda mas adelante. Las definiciones formales y resultados clasicos de
complejidad se pueden encontrar en el libro [11].

Uno de los objetos centrales de la complejidad computacional son los
problemas de decisiéon. Un problema de decisiéon es un problema en
donde las respuestas posibles son si (0 TRUE) o no (o FALSE), y el
dominio de un problema de decisiéon se conoce como instancias del
problema . Un ejemplo de problema de decision es “Dado un ntmero
n € N*, jn es primo?”, las instancias del problema son todos los nimeros
naturales.

Otro de los objetos centrales de la complejidad computacional son los
algoritmos. En este documentos nos van a interesar aquellos algoritmos
que sean “rapidos”, es decir, los algoritmos polinomiales. Un algoritmo
polinomial es un algoritmo el cual, en ejecutarse toma un tiempo que
puede ser descrito como una funcién polinomial del tamano del input.
Algunos ejemplos de algoritmos polinomiales son los algoritmos que se
encuentran en la Seccion 5.2.

Una notacion que usaremos en el resto de la seccion es <, hace referencia
al concepto de reducciéon polinomial. R se reduce polinomialmente a
(@, si existe una funcion f (no necesariamente inyectiva ni sobreyectiva)
que transforma instancias del problema R a instancias del problema @),
la cual puede calcularse por medio de un algoritmos polinomial, y que
transforma instancias positivas de R a instancias positivas a Q).

Vamos a definir intuitivamente algunas clases de complejidad. Un
problema de decision () se dice que es:

» P (Polynomial time), si existe un algoritmo polinomial que
resuelve ().
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= NP (Nondeterministic Polynomial time), si existe un algoritmo
polinomial que verifica que una soluciéon resuelve (), este algoritmo
se llama verificador polinomial.

» NP-Hard, si para todo problema R que es NP se cumple R <, ().
= NP-Completo, si () es NP y NP-Hard.
El resultado que mencionamos antes, es el siguiente:

Teorema 6.1. Dados dos problemas de decision Q y R. St R es NP-hard
y R <, Q, entonces ) es NP-hard.

Con los conceptos clasicos de complejidad ya definidos, vamos a enunciar
los problemas de decision que estudiaremos en esta seccion.

Definicién 6.14. = Problema del indice de frustracion en
digrafos (PIFD): Dado un digrafo no trivial G = (V, A), un
keN, yo,pe3(G). sEziste un A" C A tal que |A’| < k y todos
los ciclos C' en G — A" cumplen o(C) = p(C)?

= Problema del indice de frustracion en multigrafos (PIFM):
Dado un multigrafo no trivial G = (V, E), un k € N, y o, p € X(G).
sExiste un E' C E tal que |V'| < k y todos los ciclos C' en G — E'
cumplen o(C) = p(C)?

» Problema del nimero de frustracion en digrafos (PNFD):
Dado un digrafo no trivial G = (V,A), un k € N, y o,p € ¥(G).
sExiste un V' CV tal que |V'| < k y todos los ciclos C en G — V'
cumplen o(C) = p(C)?

» Problema del numero de frustracion en multigrafos
(PNFM): Dado un multigrafo no trivial G = (V, E), un k € N, y
a,p € X(G). sEziste un V! CV tal que |V'| < k y todos los ciclos
C en G—=V' cumplen o(C) = p(C)?
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6.3.1. PIF y PNF son NP-hard

En esta seccion demostraremos que PIFM y PNFM son problemas
NP-hard. Los problemas PIFD y PNFD no los tomaremos mucho en
cuenta, pues PIFM<,PIFD y PNFM<,PNFD, y si demostramos que
PIFM y PNFM son problemas NP-hard, entonces el Teorema 6.1 nos
aseguraria que PIFD y PNFD son NP-hard.

No es dificil ver que PIFM<,PIFD y PNFM<,PNFD, y eso es
consecuencia de lo mostrado en el Capitulo 4. En ese capitulo se
concluy6 que la orientacion de las aristas no tenia relevancia en la switch
equivalencia, de esto tltimo se obtiene el reductor polinomial. Se eligen
los multigrafos con a lo mas dos aristas paralelas entre cada par de
vértices, luego se le da una orientacion a las aristas del multigrafo, y de
esa forma obtenemos el digrafo. Por lo concluido en el Capitulo 4, se
demostraria que cada funcion descrita antes es una reduccion polinomial.

Para demostrar que PIFM y PNFM son problemas NP-hard, usaremos
los siguientes problemas auxiliares:

Definicién 6.15. = Problema de la funcion balanceada para
aristas (PFBA): Dado un grafo no trivial G = (V, E), k € N, y
o € X(G). sExiste un E' C E tal que |E'| < k y todos los ciclos C
en G — E' cumplen o(C) = +17

» Problema de la funcion balanceada para vértices (PFBV):
Dado un grafo no trivial G = (V,E), un k € N, y 0 € X(G).
sExiste un V' CV tal que |V'| < k y todos los ciclos C en G — V'
cumplen o(C) = +17

Es claro que PFBA<,PIFM y PFBV<,PNF'M, pues PFBA es un caso
particular del PIFM, lo mismo ocurre con PFBV y PNFM. Los problemas
PFBA y PFBYV son los problemas de decision inducidos por PIF y PNF
clasicos, respectivamente. Estos problemas ya se han demostrado que son
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NP-hard, y muchos articulos cientificos citan a este paper [7] como prueba.

El articulo cientifico [7] demuestra que los siguientes problemas son
NP-hard.

Definicién 6.16. = Problema de la biparticion para aristas
(PBA): Dado un grafo G = (V,E), y k € N. jEziste un E' C F
tal que |E'| <k y G — E' es un grafo bipartito?

» Problema de la biparticion para vértices (PBV): Dado un
grafo G = (V, E), y k € N. sEziste un V' CV tal que |V'| <k y
G — V' es un grafo bipartito?

Claramente PBA y PFBA son diferentes, pero estan relacionados. Si al
PFBA se escoge 0 = —1, el PBA se puede reducir a ese caso particular del

problema PFBA, lo cual esta justificado por el Teorema de la biparticion
de Harary 2.1. Lo mismo ocurre con PBV y PNFV.

Con esto hemos demostrado que PIFM y PNFM son problemas NP-hard.

Observacion 6.5. Se puede dar un demostracion alternativa que probaria
que PNFD y PNFM son ambos problemas NP-hard. Para ello usamos un
resultado del paper [10] que prueban que PFBV es NP-hard, y siguiendo
el mismo desarrollo mostrado en esta seccion, se demostraria que PNEFD
y PNEM son problemas NP-hard. No se puede realizar el mismo proceso
con los problemas PIFD y PIFM, pues en el articulo cientifico [10] se
estudia la complejidad computacional de PFBA y PFBV en el contexto
de los digrafos, y en ese contexto reducen los problemas al feedback arc
set (FAS) y feedback vertex set (FVS), respectivamente. Y en el contexto
de grafos FVS sigue siendo NP-hard, pero FAS no lo es.

6.3.2. PIF y PNF son NP-Completos

Finalizaremos esta seccion, demostrando que PIFD, PIFM, PNFD vy
PNEFM son problemas NP-completos. En la seccion pasada, demostramos
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que todos esos problemas son NP-hard, asi que lo tinico que nos falta
probar es que son NP.

No es dificil probar que PIFD y PIFM son NP, ya que tomando por
ejemplo PIFM, podemos construir un algoritmo que tome una instancia
del problema PIFM y un £’ C E, y determine si es que £’ cumple
las condiciones descritas en PIFM en tiempo polinomial (i.e. existe
un verificador polinomial), en efecto, el Algoritmo 6.1 satisface lo descrito.

Algoritmo 6.1: Verificador Polinomial de PIFM.

1: Input: Un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E), 0, p € %(G),
keN, y ECE.

2: if |E'| > k then

3: L return FALSFE.

4: if I/ = E then

5

6

: L return TRUE.

: return algoritm05.1(G — F, O'|G_E,, P

G—E’) :

Observacion 6.6. En la linea 6 del Algoritmo 6.1, también se puede
usar el Algoritmo 5.3 en vez del Algoritmo 5.1.

A continuacién demostraremos que el Algoritmo 6.1 es un verificador
polinomial de PIFM. Claramente Algoritmo 6.1 es polinomial. Ahora
si F' satisface las condiciones de PIFM, entonces |E'| < k, ademaés
si G — E' es un multigrafo totalmente disconexo, luego F = E’ por
tanto el algoritmo responde TRUE (linea 5). Ahora si G — E’ no es
un multigrafo totalmente disconexo, tenemos que a‘ ap ~ ,0‘ G_pr
entonces el Algoritmo 5.1 (o el Algoritmo 5.3) retornara TRUE (linea
6). Si el algoritmo descrito en el parrafo anterior retorna TRUE,
significa que |E'| < k por la linea 2, y que E = E’ por las lineas 4
y 5, o bien, que el Algoritmo 5.1 (o el Algoritmo 5.3) con la entrada
(G - E’,G‘G_E,,p‘G_E,) retorna TRUE, entonces 0|G_E, ~ Pla_p
En ambos casos implican que todos los ciclos C en G — E’ cumplen
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o(C) = p(C). Por ende el Algoritmo 6.1 es un verificador polinomial, de
esto ultimo se deduce que PIFM es NP. Analogamente se puede probar
que PIFD es NP.

La demostracion que PNFD y PNEFM son NP, es similar a la demostracion
que PIFM es NP. El tinico cambio que se debiera hacer es en la linea
4 del Algoritmo 6.1. En esa linea, se cambia “E’ = E” por “V' =V o
E[G -V =0,

Todos los resultados que hemos demostrado en la Seccion 6.3, quedan
enunciados en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 6.11. Los problemas PIFD, PIFM, PNEFD y PNEFM son
problemas NP-completos
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Capitulo 7
Conclusiones

En este documento, se abordo el problema de la switch equivalencia en
multigrafos y digrafos, asi como algunos problemas asociados a él. En
el Capitulo 4, se busco determinar la cantidad de clases de equivalencia.
Para ello, se introdujo una operacion al conjunto de funciones signo,
generando una estructura de grupo. Utilizando resultados clasicos de
Teoria de Grupos, se logro determinar la cantidad de clases de equivalencia,
resultado similar al obtenido en el libro [8], donde se emplearon técnicas
de algebra lineal. En el mismo capitulo, se generalizaron las dos
caracterizaciones més conocidas de la switch equivalencia para el caso de
multigrafos.

En el Capitulo 5, se presenté una construccion de representantes para
cada clase de equivalencia, seguida de una version comprimida, la cual
puede tener algunas implicaciones algoritmicas interesantes. Ademaés, se
desarrollaron dos algoritmos basados en las caracterizaciones presentadas
en la Seccion 5.2, permitiendo determinar en tiempo polinomial si dos
funciones signos son switch equivalentes.

Finalmente, en el Capitulo 6, se exploraron problemas de optimizacion
asociados a la switch equivalencia. Estos incluyen el problema del minimo
cambio de signo, el indice de frustracion y el niimero de frustracion. Estos
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problemas, en términos generales, buscan determinar el minimo ntmero
de cambios necesarios en las funciones signos o en el multigrafo para
que dos funciones signos sean switch equivalentes. Demostramos que el
problema del minimo cambio es equivalente al problema del indice de
frustracion y que los problemas de frustracion son NP-Completos.

Un resultado destacado en este capitulo es la demostracion de que los
problemas de frustracion permiten inducir métricas sobre el espacio
cociente de funciones signo, dotando al conjunto de funciones signo de
la estructura de grupo y de espacio métrico (con dos métricas), o como
un espacio vectorial con dos métricas si se desean utilizar técnicas de
algebra lineal para abordar algunos problemas. Aunque este documento
no desarrolld este resultado, podria ser interesante estudiarlo en el futuro.

Ademas, se identificaron varios problemas abiertos que podrian ser objeto
de investigacion futura:

= Al igual que se pueden definir funciones signo sobre las aristas,
se pueden definir funciones signo sobre los vértices. Una de las
primeras preguntas que uno se hace es jse puede definir una nocién
de switch equivalencia para estas funciones?, y si es asi, se podrian
utilizar técnicas similares a las presentadas en este documento para
la resolucion de problemas de estas funciones signo en vértices.

» Para digrafos, existe una nociéon de switch equivalencia relacionada
con ciclos dirigidos. Esta otra nocion de switch equivalencia se puede
definir asi: Dadas o, p € 3(G), con G un digrafo, decimos que o y p
son switch equivalentes dirigidos, si y solo si o(C') = p(C') para
todo C' ciclo dirigido en G.

Se podrian utilizar algunas técnicas y resultados presentados en este
trabajo en este nuevo contexto dirigido.

= Desde una perspectiva algoritmica, la NP-Completitud de los
problemas del indice y niimero de frustracion sugiere la posibilidad
de encontrar algoritmos aleatorios o aproximados para resolverlos.
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Como idea inicial, se podria utilizar la Proposicion 6.2 para el
problema del indice de frustracion y aprovechar las reducciones de
problemas conocidos, como FVS, para disenar algoritmos aleatorios
o aproximados para la resolucion del problema del ntmero de
frustracion.
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Apéndice A

Ejemplos de cantidad de clases de

equivalencia

En este apéndice vamos a aplicar el Teorema 4.1 en algunas familias de
grafos.

A.1. Grafo completo

» El grafo completo con n vértices tiene n(n — 1)/2 aristas, luego

cyc(G) = |E| — |V| 4 comp(G),

=@—n+1,
:w_(n_l)a
(=D -2)

5 :

: . . (n=1)(n—2)
Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 27 2

Corolario A.1. Dado un grafo completo G, con n vértices. La
n—1)(n—2
cantidad de clases equivalencia distintas de ~ para G, son g2
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» El digrafo completo sin bucles con n vértices tiene n(n — 1) arcos,
entonces
cye(G) = [A] = [V] + comp(G),
=n(n—1)—n+1,
—n(n—1)— (n—1),
= (n—1)%

Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 9(n=1)*

Corolario A.2. Dado un digrafo completo sin bucles G, con n
vértices. La cantidad de clases equivalencia distintas de ~ para GG,
son 201’

2

= El digrafo completo con bucles con n vértices tiene n” arcos, entonces

cye(G) = |A] = [V| + comp(G),
=n—n+1,
=n’—2n+1+n,
= (n— 1) +n.
Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 9(n=1)%+n

Corolario A.3. Dado un digrafo completo con bucles G, con n
vértices. La cantidad de clases equivalencia distintas de ~ para GG,
son 2=1)*+n,



124 A.2. Grafo bipartito completo

A.2. Grafo bipartito completo

El grafo bipartito completo K, ,,, tiene n + m vértices y nm aristas,
entonces

cyc(G) = [E| = [V + comp(G),
=nm-—n—m-+1,
=n(m—1)—(m—1),
=(n—1)(m-1).
Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 2"~ Dm=1),

Corolario A.4. Dado un grafo bipartito completo Ky, ,. La cantidad de

clases equivalencia distintas de ~ para K, ,, son 2(n=1)(m—1)

A.3. Grafo k-regular

El grafo k-regular conexo con n vértices tiene nk/2 aristas, luego

cyc(G) = |E| — |V| + comp(G),
nk

:7—n—|—1,
n(k —2)
T

2 5
~n(k—2)+2
= : ,

. . . n(k—2)+2
Por ende, la cantidad de clases equivalencia es 27 2

Corolario A.5. Dado un grafo (o digrafo) G conexo y k-regular (con

k>1), yseal|V|:=n>0. La cantidad de clases equivalencia distintas
de ~ para G, son ——
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Un caso particular en donde se puede aplicar el corolario anterior es el
n-cubo. El @), tiene 2" vértices y es un grafo n-regular, por tanto el
numero de ciclico de @, es:

V(k=2)+2
— 5 :
_ 2"(n—2)+42

5 )
=2"" n —2)+ 1.

cyc(G)

Lo anterior implica que:

Corolario A.6. El n-cubo (con n > 1), tiene una cantidad de clases

equivalencia distintas de ~ para G, son 92" (n=2)+1

A.4. Grafo auto-complementario

El grafo auto-complementario G' con n vértices, tiene n(n — 1) /4 aristas,
entonces

cyc(G) = |E| — |V + comp(G),

:w_nﬂ,
:w_(n_l),
_ (n—1)(n—4)

0 :

: : . (n=1)(n—4)
Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 27 4.

Corolario A.7. Dado un grafo auto-complementario G con n vértices
(conn > 3). La cantidad de clases equivalencia distintas de ~ para G,

(n—1)(n—4)
son 2 4+
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A.5. Grafo planar

Un grafo planar G' con n vértices, y m aristas, cumple con:
n+f—m=2 (A.1)

donde f representa la cantidad de caras que tiene el dibujo del grafo G

en el plano.

Se sigue de (A.1) que,
cyc(G) = |E| — |V| 4 comp(G),
=n+f—2—-n+1,

—f-1

Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 2/,

Corolario A.8. Dado un grafo planar G, con f la cantidad de caras que
tiene el dibujo del grafo G en el plano. La cantidad de clases equivalencia
distintas de ~ para G, son 2771,
A.6. Grafo con genus g
Un grafo G de genus g, con n vértices, y m aristas, cumple con (ver [14]):

n+f-m=2-2g (A.2)

donde f representa la cantidad de caras que tiene el dibujo del grafo G
en el g-Toro.
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Se sigue de (A.2) que,

cye(G) = |E| = [V| + comp(G),
=n+f+2g—2—-n+1,
=f+29—1

Por tanto, la cantidad de clases equivalencia es 2/+29~1.

Corolario A.9. Dado un grafo G con genus g, y f la cantidad de
caras que tiene el dibujo del grafo G en el g-Toro. La cantidad de clases
equivalencia distintas de ~ para G, son 272971,
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Apéndice B
Propiedades del operador A

Empezaremos por recordar la definicién del operador A.

Definicion B.1. Dado wun multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Consideremos el operador:

A: P(E) = 3(G)

I — A(I)
donde
-1 ,s51 el
A(I)(e) 1{ |
+1 ,si e¢l

El operador A lo llamaremos operador de cambio.
Observacion B.1. Notar que A(E) = —1 y A(0) = +1.

Mostraremos algunas propiedades que tiene el operador de cambio. La
primera propiedad que satisface A nos permite deducir que A tiene
caracteristicas similares al operador switch.

Proposicién B.1. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E). Se cumple que A(J;)A(Jy) = A(J1AJy) para todo
Ji, o C B,
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Demostracion.
Consideremos un e € J1AJy. Sie € J1\JiNJyoe € Jo\ JiNJy tenemos
que

.A(Jl) .A(JQ)(B) =—1-+1=-1= .A(JlAJQ)(e)

Supongamos que e ¢ J1AJy. Sie € J; N Jo, tenemos que
A(J) A(Jp)(e) = —1-—1 =41 = A(J1AJs)(e).
Sie ¢ Jy U Jy, se tiene que
A(N) A(Jy)(e) = +1-+1 = +1 = A(J1AJ)(e).

Por lo tanto A(J;) A(J2) = A(J1AJy). B
Corolario B.1. Dado un multigrafo no totalmente disconexo G = (V, E).

1. El operador A : (P(E),A) — (3(G), ) es un homeomorfismo de
grupos.

2. Consideremos J = {e,...,e,} C E, se cumple que
A(T) = [T Aten.
i=1

Demostracion.
1. Consecuencia directa de la Proposicion B.1.

2. Definimos los conjuntos J; = {ey,...,e;} paratodoi=1,2,... 7.
Notar que J;A{e;11} = Jixp coni=1,2,...,7 — 1, esto se debe a
que J; y {e;+1} son conjunto disjuntos.

Se sigue de la Proposicion B.1 que,

H Ae;) = A(Jy) Ales) H Ale;) = - = A(J,).
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r

Por ende A(J) = A(J,) = [ [ Ale;). B

1=1

El siguiente resultado nos permite asegurar que siempre existe un J C E
tal que o ~ A(J)p para cualquier o, p € X(G).

Proposicion B.2. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V,E), se cumple que Im(A) = X(G).

Demostracion.
Es claro que Im(A) C 3(G). Sea o € X(G), luego se define el conjunto:

E (0):={ec E: o(e)=—1}.

Vamos a demostrar que 0 = A(E (o)), en efecto, si e € E (o),
tenemos que o(e) = —1. Por otra parte A(E~(0))(e) = —1, luego
ogle) = A(E~(0))(e). Si e ¢ E~(0), se tiene que o(e) = +1, ademés
A(E~(0))(e) = 41, esto implica que o(e) = A(E~(0))(e). Por lo tanto
o(e) = A(E~(0))(e) para todo e € E, es decir, 0 = A(E (0)).

Lo anterior implica que o € Im(.A), y con esto hemos demostrado lo que
queriamos. W

Observacion B.2. Dados o,p € 3(G), sabemos que op € X(G). La
Proposicion B.2 nos asequra que existe un conjunto J C E tal que
A(J) = ap, por lo tanto, o0 = A(J)p. Con esto, podemos asequrar que
siempre existe un conjunto J C E tal que o ~ A(J)p.

De la Observacion B.2 sabemos que es facil encontrar un J C E que
satisface C'S, la dificultad esta en encontrar uno de tamano minimo.
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Apéndice C
Propiedades del operador R

Comenzaremos por recordar la definicion del operador A.

Definiciéon C.1. Consideremos un multigrafo no totalmente disconexo
G = (V, E). Definiremos el conjunto de las particiones de G como

P(G):={H: HCG}, yaX((K,0)):=0, para todo (K,D) € P(G).

De esta forma podemos definir

Ademas denotaremos por
Pa(x) :={K € P(x): G — K es no totalmente disconexo o nulo},

donde x es E oV .

Definicién C.2. Definamos el operador restriccion de vértices o
aristas de una funcion signos como:

R.: Palx) x Z(G) = Z(P(G))

(K, o) = Re(K,0):= J‘GLK
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donde * es E o V.

Observacion C.1. Notar que si K € Pg(x) fijo, tenemos
que R.(K,) e X(G—-K). Con esto obtenemos wuna funcion
R.(K,-):3(G) = X(G — K), donde x es E oV,

A continuacion, mostraremos algunas propiedades que cumple el operador
R.(K,-). Lo primero que probaremos es que ese operador es un
homomorfismo de grupos.

Proposicion C.1. Dado un  multigrafo  no  totalmente
disconexo G = (V,E), y un K € Pg(x) fijo. Se cumple que
R.(K,0)R(K,p) = R.(K,0p) para todo o,p € 3(G), donde x
es oV.

Demostracion.
Consideremos o, p € ¥(G), notar que

R(K,0)RAK,p) = 0| jcPlo_r = Plg_x = ReL,0p).

Como consecuencia de la Proposicion C.1, tenemos que R. (K, ) es un
homomorfismo de grupos. Luego, el Primer Teorema de Isomorfismos
3.2 nos asegura que X(G)/ker(R.(K,-)) = Im(R.(K,-)), v ademas
ker(R.(K,-)) es un subgrupo normal de 3(G).

Es facil ver que
ker(R.(K,-)) = {o € X(G) : 0|G_K = +1}.
Esto implica que

{0 €2(G) : — 11} A 5(@),

O’G—K

para todo K € Pg(x*) fijo.
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Otra cosa que debemos notar es que | ker(Rp(K,-)| = 2151 si K € Pg(E),
y |ker(Ry (K, )| = 2% si K € Pg(V), donde K’ es el conjunto de
aristas que son incidentes a algtin vértice de K. De esto ultimo obtenemos
que,

(R, ) = [9(G)/ ken (R, ) = 2 =K

si. K € Pg(E). Analogamente, si K € Pg(V) tenemos que
| Im(R. (K, )| = 217K

Ahora proseguiremos analizando la sobreyectividad e inyectividad de
R.(K,-). Empecemos por la sobreyectividad.

Proposicion C.2. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E), yun K € Pg(*) fijo. Entonces Im(R.(K,-)) = X(G — K),
donde * representa a . o V.

Demostracion.

Notamos que |[(G—K)| = 287K i K € Pg(E),y |2(G-K)| = 2/PI-K
si K € Pg(V), donde K’ es el conjunto de aristas que son incidentes
a algun vértice de K. Entonces | Im(R.(K,-))| = |2(G — K)|. Lo cual
muestra la sobreyectividad de R, (K, -). B

Observacion C.2. Gracias a la proposicion anterior, podemos asequrar
que X(G)/ ker(R.(K,-)) = X(G — K).

Proposicion C.3. Dado un multigrafo no totalmente disconexo
G=(V,E), yun K € Pg(x) fijo. La funcion R.(K,-) es inyectiva,
donde x representa a E o'V, si y solo si E|G — K] = FE.

Demostracion.
Asumamos que E[G — K| = E, luego R.(K, ) es la funcion identidad,
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entonces R, (K, -) es inyectiva.

Ahora supongamos que R, (K, -) es inyectiva, razonando por contradiccion
C E. Consideremos la funcion signo o dada
por: O‘G r="Tly ( ) = —1 para todo e € E\ E[G — K]. Notar que
o€ X(G), 0 #+1,y R(K,0) = +1, por ende o € ker(R.(K,-)), lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto F[G — K] =FE. R

(
asumiremos que E[G — K]
(K,

Observacion C.3. Con estas dos ultimas proposiciones, podemos

saber cudndo R.(K,-) es biyectiva. Lo cual se cumple si y solo si
E|G — K] = E, es decir, R.(K,-) es la funcion identidad.

La tinica forma de que Rg(K,-) sea biyectiva es que K = (). Mientras
que Ry (K, -) sea biyectiva si K = () o todos los nodos en K son vértices
aislados.
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