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RESUMEN

El presente trabajo de tesis de Magister en Estadistica de la Universidad de Concep-
cién tiene como objetivo proponer una nueva forma de modelar y predecir la volatilidad
multivariada. Esta sustentado en la importancia para el mundo de las finanzas, debido a la

fuerte relacion entre volatilidad, rendimiento y riesgo de una inversion.

Los métodos paramétricos clasicos aunque muy utilizados en muchas ocasiones no son
adecuados, ya que en su formulacién contienen restricciones que a menudo son violadas por
los datos empiricos. El modelo propuesto, utiliza como metodologia el procedimiento adap-
tativo local de punto de cambio, donde el estimador se va adaptando a los datos, mediante
el uso de la Divergencia de Kullback-Leibler. Se definen todos los conceptos necesarios pa-
ra validar el uso del Estimador, Propiedades del Estimador, Condiciones de Propagacion,

Calidad de la Estimacién mediante Desigualdades de Oraculo, Estabilidad, etc.

Esta investigacién no sélo es tedrica, también se aplica a Datos Reales de Tipo de
Cambio de Divisas y se compara con técnicas clasicas, los modelos de Correlacion Dinamica
Condicional, donde se demostré que el modelo adaptativo fue muy superior, sobretodo en
dos aspectos, tiempo invertido en la predicciéon y calidad de la estimacion, donde resalta
el horizonte de tiempo de 1 dia con el 97,54 % de los casos favorables para el estimador

adaptativo y a 3 dias con el 53,95 % de los casos.
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ABSTRACT

This thesis work of Master in Statistics the University of Concepcion aims to propo-
se a novel method procedure for change point detection estimator adaptative to the data
nonparametric statistics. It is based on the importance for the world of finance, due to the

strong relationship between volatility, return and risk of an investment.

The classical parametric methods, although widely used, are often inadequate, since
their formulation contains restrictions that are often violated by the empirical data. The pro-
posed model uses as a methodology the local adaptive procedure of change point, where the
estimator is adapted to the data, through the use of the Kullback-Leibler divergence. Pro-
perties of the estimator, propagation conditions, estimation quality by means of estimation

inequalities, stability, etc., are defined.

This research is not only theoretical, it is also applied to Real Foreign Exchange Rate
Data and is compared with classical techniques, the Conditional Dynamic Correlation mo-
dels, where it was demonstrated that the adaptive model was far superior, especially in two
aspects, time invested in the prediction and quality of the estimation, where the time horizon
of 1 day stands out with 97,54 % of the favorable cases for the adaptive estimator and 3 days
with 53,95 % of the cases.



keywords Volatility ; Multivariate Adaptative Model; Non-Parametric Statistics; Fi-

nancial Time Series.
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Capitulo 1

Introduccion

El interés por el concepto de la volatilidad esta sustentado por la relaciéon innherente

con el riesgo, asociado a un activo financiero, en el mercado bursatil.

Desde el trabajo presentado por Robert Engle en 1982, donde se propone a los mo-
delos ARCH para su formulacién, se han desarrollado bastante modificaciones en el sentido
paramétrico, por nombrar algunos, los modelos GARCH, EGARCH, TGARCH, IGARCH,
combinaciones de éstos, entre otros. Sin embargo, algunas razones que han llevado a buscar
nuevos modelos y estimadores paramétricos, es que éstos, no logran describir adecuadamente
todas las caracteristicas de la volatilidad, siendo bastante restrictivos en los supuestos que

permiten aplicar el modelo.

El objetivo fundamental del presente trabajo de tesis de Magister en Estadistica de
la Universidad de Concepcién es proponer un nuevo modelo no paramétrico para estimar
la volatilidad utilizando una filtracién adapatativa multivariada en el entorno de series de
tiempo financieras con aplicacién a datos reales, verificando su ajuste en comparacion a

modelos paramétricos clésicos.



La naturaleza del estudio es tedrico-practico, ya que en primera instancia se desarrolla la

teoria necesaria para el planteamiento del nuevo estimador, la demostracién de los teoremas

y propiedades que validan su formulacion. Posteriormente, se aplica a datos reales de Tipos

de Cambio de Divisas en el contexto bivariado.

La contribucién de este trabajo al conocimiento, es poder contar con un nuevo modelo

no paramétrico tedrico multivariado, que describa comportamientos financieros, también

puede ser aplicado para definir carteras de inversion eficientes, estudiar correlaciones.

El texto estd organizado de la siguiente forma:

» Capitulo 2: Marco Tedrico. Se definen conceptos claves como rendimiento, volatilidad y
riesgo financiero. Se clasifican los tipos de riesgo. Se definen las caractersticas empiricas
de la volatilidad. Ademéds se exponen los tipos de estimadores, mencionando algunos
ejemplos, haciendo enfésis en los de la familia ARCH y los basados en la funciéon Kernel.
Concluyendo el capitulo con la definicién de la divergencia de Kullback-Leibler, sus

propiedades, descripcion de la problematica y describiendo un caso particular.

Capitulo 3: Objetivos. Se establece el objetivo principal y los objetivos especificos de

esta investigacion.

Capitulo 4: Metodologia. Se expone la metodologia, haciendo referencia a los estima-
dores LAVE y LCP, cuya caracteristica en comun es que sustentan procedimientos

adaptativos de estimacion.

Capitulo 5: Modelo de Volatilidad Multivariado Multiescala. Se describe el modelo y
las Condiciones de Propagacién. Ademas de estudiar el caso no paramétrico, calcular

el riesgo de estimacion en esta circunstancia. Por otro lado, se definen propiedades

Magister en Estadistica 2 Mariana Lavin Rosas



tedricas y se demuestran los teoremas pertinentes. Se expresa una forma explicita para
los valores criticos y se manifiesta la estabilidad del estimador. Finalmente, se menciona

una aplicacién a un modelo de volatilidad con régimen cambiante.

= Capitulo 6: Aplicacion a la Estimacién y Prediccion a los Tipos de Cambio de Divisas.
Se realiza el analsis descriptivo de los datos. Se procede a ajustar los modelos Dynamic
Conditional Correlation (DCC) y se aplica el procedimiento Adaptativo Local Multiva-
riante Multiescala, mediante el paquete AWS. Finalmente, se compara el rendimiento

de ambos estimadores.

= Capitulo 7: Anexos.

= Capitulo 8: Conclusiones.

= Capitulo 9: Futuros Estudios.

Magister en Estadistica 3 Mariana Lavin Rosas



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Conceptos Generales

La globalizacion de los mercados y las herramientas tecnoldogicas que existen hoy en
dia permiten que el trabajo de los inversionistas sea mas exhaustivo, debido a que cuentan

con mas instrumentos para hacer frente al analisis del mercado bursatil.

Una inversion es cualquier instrumento en el que se depositen fondos con el objetivo de
conservar o aumentar el capital de una empresa o particular. El rendimiento de una inversion
o accién es la ganancia o pérdida obtenida durante un determinado tiempo. Esto ocurre de
dos formas; mediante ingresos corrientes (pagos periédicos producto de intéreses) o ganancias

de capital por vender a un mayor precio el bien comprado. (Gitman y Joehnk, 2009) [17].

En el articulo Forecasting Volatility, Figlewski, (1997) [12] menciona:

“En un mercado eficiente los movimientos de los precios de los activos pueden ser



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

descrito por:

Ry

7(p.3).
Donde S; y S;_1 denota precio de los activos en un tiempo t, ¢ — 1 respectivamente. Esta

expresion define la rentabilidad obtenida. A su vez, se puede definir la rentabilidad continua

=1InS; —In S;_1, lo que se conoce

aplicando un logaritmo a la expresion anterior R; = In sftl =

en la literatura como retornos logaritmicos.

Al hablar de rendimiento es inherente mencionar el concepto de riesgo, es decir la
posibilidad de que el rendimiento real de un activo no sea lo esperado. En la préctica sélo es
motivo de preocupacién, estudio y control el riesgo de pérdida. Gitman y Zutter (2009) [16]

plantea:

“El riesgo asociado con determinado instrumento de inversion puede ser resultado de
g p

una combinacion de posibles causas. Un inversionista prudente toma en cuenta como las

principales causas de riesgo podrian afectar los posibles instrumentos de inversion.” (p.143)

Los principales riesgos se pueden clasificar en:

= Riesgo de Inversién de un Activo Individual: Como se mencioné anteriormente, este
riesgo surge por la posibilidad de que el riesgo objetivo sea distinto de lo esperado.
El riesgo debe ser tratado como una variable aleatoria debido a la incertidumbre. El
rendimiento esperado, es el rendimiento promedio que se espera obtener si la inver-
sion pudiese hacerse muchas veces bajo las mismas condiciones. Sus causas suelen ser
econdmicas, legales o propias de la industria, podemos nombrar, PIB, tasa de interés

bancaria, inflacion, tributacién, etc.

= Riesgo de Portafolio: El riesgo en que incurre la empresa esta determinado por todos

Magister en Estadistica 5! Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

los activos que posee. El objetivo es obtener un portafolio eficiente que logre minimizar

el riesgo. Una estrategia consiste en diversificar la cartera de activos.

» Riesgo Sistematico: Es el generado por la diversificacién de la cartera incurriendo en
mercados internacionales. Como ejemplo, fluctuacién de las divisas, crisis econémicas,

guerras, pandemias,etc.

El Riesgo diversificable a través de una optima gestion administrativa y financiera
puede eliminarse casi por completo, el tinico riesgo relevante es entonces el no diversificable
o sistematico. (Gitman y Zutter, 2009) [16], (Van Horne y Wachowicz,2010) [37].

Se puede resumir el Riesgo total mediante el siguiente gréfico:

Riesgo total l

Riesgo W~
diversificable
no sistematico ¥

I Riesgo sistematico

Namero de octivos

Figura 2.1: Descomposiciéon del Riesgo Total

El riesgo no es algo observable o tangible en el mercado, por lo cual se acostumbra
utilizar a la varianza o mas bien, la desviacion estandar de la serie temporal de rentabilidades
de un activo como medicién de este importante factor en la toma de decisiones. Por lo tanto,

se busca estudiar, modelar y predecir la desviacién estandar en algin horizonte de tiempo.

La relacién entre el rendimiento, el riesgo y la volatilidad es inmediata. Como se men-

Magister en Estadistica 6 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

cioné anteriormente, el rendimiento es la posible ganancia o pérdida que resulta de una
inversion. Cabe mencionar que las acciones mas rentables son también las mas riesgosas, por
ende, la serie temporal tenderd a poseer una mayor varianza y por consiguiente una mayor

volatilidad.

La postura frente al riesgo dependerd entre otras cosas de la actitud que tenga el
inversionista. En general, ésta se puede clasificar en tres categorias; aversiéon, indiferencia y

amante del riesgo.

= Aversion : Es un inversionista al cudl no le gusta el riesgo, por ende exige un mayor

rendimiento a cambio de exponerse.

= Indiferencia : No exige un mayor rendimiento a cambio de exponerse a un mayor riesgo.

= Amante del riesgo: Acepta menos rendimiento a cambio de mayor riesgo.

La mayoria de los inversionistas tienen una postura de aversion. Tratan de minimi-
zar el riesgo para determinado nivel de rendimiento o maximizar el rendimiento para un

determinado nivel de riesgo.

Por lo tanto, estudiar la volatilidad es muy importante para las finanzas, ya que ademés
de ayudarnos a estudiar el rendimiento de un activo individual, también es utilizado para
seleccionar carteras de inversion eficientes mediante la correlacién, que como sabemos esta

definida utilizando a la desviacion estandar individual y la covarianza de las inversiones.

(Gitman y Joenk, 2009) [17].
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

2.2. Definicion de Volatilidad

La importancia de estudiar la volatilidad radica en el hecho de ser uno de los indicadores
de riesgo mas importantes utilizados por los inversionistas para decidir si invertir en un
determinado bien. (Novales, 2017) [27]. En general los inversores buscan la mayor rentabilidad

posible con el menor riesgo.

En Mérquez, M. (2002) [22] se formula una definicién de volatilidad que tiene sentido
en el contexto de este trabajo:
“La volatilidad es una medida de la intensidad de los cambios aleatorios o impredecibles en
la rentabilidad o en el precio de un titulo; en la representacion grdfica de una serie historica
de rendimientos se asocia con las fluctuaciones del rendimiento tanto en que se consideren

en valor absoluto como en desviaciones al rededor de un valor medio”. (p. 21).

Existen caracteristicas comunes a la volatilidad histérica de una serie financiera que
hacen creer que es posible modelar y predecir esta variable. En términos generales se puede

mencionar:

= Leptocurtosis: La fluctuacién de los precios se desviara de la distribucién lognormal.
El valor de curtosis es mayor que 3, es decir, es mas puntiaguda que una normal. Como
consecuencia la distribucion de la volatilidad en términos coloquiales tendra colas mas
pesadas, es decir existe una baja probabilidad de que un evento extremo ocurra, pero
cuando ocurra causara grandes consecuencias, por ejemplo pérdidas significativas en el

precio del activo.(Fama, E., 2010) [10], (Figlewsky, 2004) [12].

= Asimetria: Presenta una asimetria negativa, es decir la volatilidad aumenta mas cuan-
do hay bajas en los precios y a su vez la volatilidad disminuye cuando los precios

suben.(Garcia et al., 2019) [18], (Engle,1993) [9].

Magister en Estadistica 8 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

= Reversiéon a la media: Si un activo presenta rentabilidades mas bajas en un mercado
bursatil el comportamiento sistematico es obtener rentabilidades mas altas en los pe-
riddos siguientes que compensaran las pérdidas. A largo plazo el comportamiento sera

més moderado. (Figlewsky, 2004) [12].

= Correlacion en serie: En general la volatilidad depende de valores pasados, es decir

varianza condicionada al pasado.(Francq, y Zakoian, 2010) [15],(Engle, 1982) [6].

= Discontinuidad de saltos en los precios: Esporadicamente ocurren valores altos de vo-

latilidad en momentos concretos. (Figlewsky, 1997) [12].

» Presencia de conglomerados: Si la volatilidad es alta sigue siendolo en el siguiente

periodo. (Engle, R., 1982) [6]. (Engle, 1993) [8].

= Movimientos vinculados: Al analizar una serie financiera de un mismo concepto en
distintos mercados, se puede observar como los movimientos importantes afectan a

todos los mercados donde interviene el bien.(Marquéz, 2002) [22].

2.3. Estimadores de la Volatilidad

La volatilidad puede estimarse mediante un valor puntual o utilizando una medida
serial. El estimador es puntual cuando se considera un conjunto de rentabilidades observadas
durante algin tiempo y se calcula la desviacion estandar. Esta medida s6lo permite encontrar
un numero asociado pero no conocer el comportamiento histérico de la variable, necesaria
para predecir y modelar. Por esta razon, es menester considerar una medida proveniente de

una serie de tiempo, ahora bien, el estimador puede ser paramétrico o no paramétrico.

Para una mejor comprension del tema tratado en ésta tesis se van a definir a grandes
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rasgos algunos de los estimadores utilizados sin animo de hacer un exhaustivo estudio de

ellos.

2.3.1. Estimadores Puntuales

Sean R;, t = 1,...,k, las rentabilidades observadas en un tiempo determinado. Los

siguientes son estimadores puntuales de la volatilidad:

Desviacién Estandar:

con r,_; = Ry_; — p donde p es el retorno esperado.

En Robles, F. (2002) [30], se menciona que esta medida pondera de la misma forma
las observaciones proximas y lejanas de los rendimientos, ademas de que el pardmetro k se

escoge de manera arbitraria de acuerdo a la apreciacion personal de los inversionistas.

Suavizado Exponencial:

o= /(1 ay? +
con0<a<l,

Este modelo soluciona la problematica anterior dando més importancia a retornos mas
cercanos en el tiempo en el cudl se esta midiendo la volatilidad y quitando el hecho de tener

que decidir el valor de k. (Jordan, 1996). [24].
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2.3.2. Estimadores Paramétricos

Entre los estimadores paramétricos que asumen un modelo estadistico, consideramos
importante mencionar los de la familia ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasti-

city), postulado por Engle, (1982). [6].

Para predecir la volatilidad se acostumbraba introducir una variable ex6gena, entonces,
Yy = x46; define un proceso gaussiano donde para cada t fijo ¢ tiene distribucién Normal

Estandar.

Debido a lo restrictivo y complejo de esta situacion, Engle propone introducir una va-

riable enddgena para estimar la volatilidad. El modelo que establece es el siguiente:
Yy = oy donde [E(e;) =0 y Var(e) = 1.

La varianza condicionada del proceso esta dada por:

q
D=0ty ooyt agyl g = a0+ oy}
Oy = Qo T Q1Y T Yo T ... TAQlY_¢ = Qo QY
i=1

En conclusion, Engle propone que la varianza condicional actual cambie a través de
una funcion lineal de los retardos al cuadrado. Si las innovaciones son normales entonces la
variable aleatoria y; también serd normal y través del estimador maximo verosimil se puede

estimar el valor de oy.
Para que este modelo sea valido se deben establecer condiciones de regularidad:

= oy >0
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;>0 1=1,..,q

= Y <1

Estas se imponen para que la varianza condicional sea positiva para todos los periodos y la

serie estacionaria.

El estimador, al ser una combinacién lineal de parametros «; con los rezagos al cuadrado
y? ,, permite darle menos importancia a rezagos lejanos, modificando el peso de ellos en la
volatilidad condicionada actual. Ademas los valores grandes en la innovacién afectan mas a
la varianza condicional debido a que estan expresadas al cuadrado en el estimador, por lo
que una gran perturbacion tiene la tendencia a preservar este comportamiento. Es decir, es
capaz de describir el comportamiento de la volatilidad por grupos. Ademas logra describir

la Leptocurtosis caracteristica de la dindmica de la volatilidad.

Si bien, este modelo revolucioné a los economistas, presenta algunas deficiencias que
fueron abordadas sistematicamente. Por nombrar algunas, el modelo asume que los shock
positivos afectan del mismo modo a la volatilidad que los negativos, es decir no modela la
asimetria caracteristica de la volatilidad, (Fisher, 1976) [13], (Christie, 1982) [5], (Tsay, 2005)
[36]. Otra desventaja es que, se necesita muchos pardmetros para ajustar y por consiguiente
muchos retardos, generando un nimero elevado de iteraciones lo que puede suponer pérdidas

de precision.
Modelos GARCH

En 1986 Bollerslev introduce una modificacion al modelo ARCH, los modelos GARCH
(Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) [3]. Este nuevo modelo conside-

ra la posibilidad de que la volatilidad pueda depender de los valores pasados de la varianza
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condicional.
q p
2 2 2
oy = o+ E oYy T E Bio;_;
i—1 i=1

Este modelo también necesita establecer condiciones de regularidad para resguardar la esta-

cionaridad y positividad. En efecto,

ag >0

Zgzl Q; + Zf:l Bi <1

El modelo GARCH(p,q) puede ser pensado como un modelo ARCH(o0). Esta gene-
ralizacién supera al modelo anterior por no necesitar tantos parametros para capturar la
dindmica de la volatilidad. Bollerslev, (1986) [3], muestra un claro ejemplo donde se utilizé
un modelo GARCH(1,1) versus los modelos ARCH(8) y ARCH(4), obteniendo un mejor
ajuste por el modelo GARCH(1,1), ademés de tener una estructura lag mas representativa.

(p.321-322)

Los modelos GARCH(p,q) son bastante utilizados en econometria, en particular el
modelo GARCH(1,1) ya que con s6lo dos pardmetros permite una descripcién parsinémica

de la volatilidad.

Algunas limitacion de los modelos ARCH y GARCH es que las restricciones de no
negatividad de los parametros son dificiles de conseguir en la practica. Ademas, se ha en-
contrado una correlacién negativa entre los rendimientos actuales y la volatilidad futura.

(Nelson, 1991) [26], no logran captar la persistencia de la varianza condicional (Bollerslev, y
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Engle, 1993) [8], (Engle, 1986) [7].
Modelos EGARCH

Fue propuesto por Nelson, (1991) [26], en un afdn de describir las caracteristicas de
la volatilidad que no logran ser captadas por los modelos GARCH, en particular, el efecto
de apalancamiento o asimetria. A través de estudios empiricos se ha notado que las buenas
y malas noticias afectan de distinta forma a la volatilidad. En general los shocks negativos
generan un mayor impacto que los shocks positivos incluso considerando shocks de la misma

magnitud.

El modelo estas dado por:

Yi = E¢0¢
In(o7) =+ > Brg(eir)
L=

tanto {a;} como {5} son sucesiones de niimeros reales no estocasticas.

o? estd definida como la varianza condicional de y;, por ende, es no negativa. Al aplicar
un logaritmo natural a o2, el valor obtenido puede ser positivo o negativo. Para mantener la
positividad necesaria en el postulado, Nelson, [26] propone que In(c?) sea una funcién lineal
de los rezagos utilizando una funcién “g” apropiada.

Esta innovacién a la hora de imponer la positividad le da maés flexibilidad al modelo ya
que los parametros estimados puede ser tanto positivos, negativos o cero. Esta es una de

las principales diferencias con el modelo desarrollado por Bollerslev, donde la positividad se

obtiene restringiendo el valor de los parametros a valores no negativos.

Para explicar como aborda la asimetria se debe estudiar a la funciéon “g” la cual esta

definida como una funcién del signo y la magnitud de ;. Es decir, una funcién lineal de ¢;
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v |et|. En efecto,

g(er) = Oer +(lee] = Elea]))

Observamos que si &, es no negativo g(g;) es una recta con pendiente 6 + -y, por el
. . . . A ’ 2
contrario si €; es negativo g(g;) es una recta con pendiente § — . A raiz de esto o} puede

responder de manera asimétrica.

Para una representacién mas parsinémica, el proceso se puede modelar con un ARM A(p, q).

En contraposicién la formulacién anterior es capaz de captar los procesos de memoria larga.

In(o?) —ag—i—z ajlno} ~|—Z Big(ei—i)
7=1

Modelos TARCH

Zakoian, (1992) [39], establece una modificacién a los modelos ARCH que logra captar
la asimetria en el comportamiento de la volatilidad, al igual que el modelo desarrollado por
Nelson, en 1991 [26]. Instaura una forma de introducir la asimetria utilizando una funcién

que dependa de las partes positivas y negativas de las innovaciones. Formalmente,
Yt = Ot&y

p
oy = ap + Z afy) — iy + Z(ﬁjat—j)

Jj=1

con ¢; iid, E(g;) = 0, Var(e;) = 1, &; independiente de y;_; para todo t.

y; denota un proceso en tiempo discreto, y;_1 representa el conjunto de informacion

conocida al tiempo ¢, y;” = maz(y;, 0) y; = min(y;,0) son la parte positiva y negativa de y;.
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(o

i1 a0 )izl T)._1_, son secuencias de escalares.
’l) ’ aq7( Z) ) ;QY(ﬁ])] yeesP

Una ventaja mencionada por el autor, aparte del hecho de que permite que los shock
positivos y negativos de igual tamano tengan diferentes impactos en la volatilidad, es que no
necesita establecer restricciones de positividad de los pardametros, lo que es muy positivo en
referencia a la inferencia numérica. Sin embargo en cuanto a las propiedades probabilisticas,
el estudio de vuelve complejo. Por lo mencionado anteriormente, se establecen de igual modo

restricciones de positividad:

a >0, of >0, a

para todo t.

Si bien, TARCH logra captar asimetrias al igual que EGARCH, estos difieren en el
hecho de que TARCH es formulado como un modelo aditivo, donde la volatilidad es una
funciéon de innovaciones no normalizadas a diferencia de EGARCH. Aun mas EGARCH
impone una estructura constante en todos los retardos, TARCH, permite que los distintos
retardos puedan otorgar contribuciones opuestas a la asimetria. Como tltima observacion
EGARCH sélo utiliza ecuaciones no lineales para cualquier funcién de ¢, lo que tiene como
consecuencia que los métodos de inferencia en dos pasos de minimos cuadrados no sean

aplicables. Por el contrario TARCH mantiene esta propiedad.

En palabras del mismo autor se menciona como conclusion que la mejoria en el modelo,
surge por la forma de modelar la asimetria y el hecho de utilizar la desviacién estandar

condicional en vez de la varianza condicional.

Segun el andlisis desarrollado en el estudio senalado al comparar los modelos ARC' H (5),

TARCH(5), GARCH(1,1), STGARCH(1,1), TGARCH(1,1) y EGARCH(1,1) se obser-
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va que los estimadores que describen mejor el comportamiento de los datos son los modelos
asimétricos. El modelo TARC H (5) posee un menor exceso de curtosis que los demads, lo que

mejoraria la calidad de la estimacién.

2.3.3. Estimadores No Paramétricos

En la seccién anterior vimos que para estimar la volatilidad se pueden utilizar supuestos
paramétricos del modelo, lo que conlleva a una estimacién de los paramétros que la carac-
terizan. Si bien, estos métodos son muy utilizados, a su vez son bastante rigidos, no toleran
desviaciones de las hipdtesis que permiten plantear el modelo paramétrico.

Para subsanar esta falta de flexibilidad se utilizan métodos no paramétricos. Vamos a des-
cribir algunos de los métodos no paramétricos para su mejor comprension, en particular los

derivados del Estimador Kernel.

2.3.4. Técnicas de Filtrado: Suavizacion Kernel

Para conocer cabalmente el comportamiento de una variable aleatoria es necesario
conocer las funciones que la caracterizan, a saber, la funcién de densidad y distribucién, con

el objetivo de poder describir, realizar calculos, inferencias, etc.

En general conocer la funcion de distribucién y densidad de una v.a. no es factible,
y tal supuesto suele ser bastante restricitvo. No obstante, se pueden utilizar métodos de
regularizacion o suavizacion de datos que permiten hacer frente a la ausencia de conocimiento
de la distribucién de los datos. Existen métodos de regularizacién globales, por ejemplo
métodos penalizados o proyector. (Flynn et al, 2013), [14]
En el presente estudio nos enfocamos en métodos locales de suavizacién. Una de las poderosas

herramientas de localizacion es el estimador Kernel.
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Estimador por histograma

Sean w1, T, ..., , observaciones independientes de una v.a. X. Consideremos el inter-
valo donde se encuentran las observaciones formando una particién de éstos. En efecto:
Sea ap < a; < ... < a,, una sucesion tal que ay = min—1,_,x; y maxi=1, n,Ti = Qn,
B; =laj_1,aj], j=1,..,m, intervalos, n; la cantidad de observaciones perteneciente a B;

y fj la frecuencia relativa de dicho intervalo, entonces:

Z[Bj(l’i)fj = # = EZIB]'(-CEZ')'
i=1 i=1

0 st x¢ A
Donde I es la funcién Indicatriz, es decir 14(x) =

1 st z€ A

Para cada intervalo se dibuja un rectangulo que tiene por base B; y altura c;, tal que el
area obtenida sea f;. Sea x el punto donde se quiere estimar la densidad, luego el estimador
de f(z) es la altura mencionada, c;.

Sin pérdida de generalidad, podemos utilizar intervalos de la misma longitud, es decir h =
a;j+1 — a; con h fijo. Al hacer variar z € R obtenemos el estimador por histograma de la

funcién de densidad. (Zambom, 2012) [40].

Fo) =Y fiy 1,

Este estimador no es suave ya que utiliza la uniéon de funciones constantes a intervalos,
por lo tanto no es continuo. Es importante notar que su forma y resultado esta muy afectado
por el ancho del intervalo seleccionado. Si h es pequeno la estimacién tendrda poco sesgo

y mucha varianza. Si h es muy grande la estimacién tendra mucho sesgo y poca varianza.
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A continuacion veremos que el mismo efecto de bias variance tradeoff es inherente a los
estimadores locales en general. Por lo tanto el objetivo sera encontrar una longitud A que

equilibre el sesgo y la varianza.

Poligonos de Frecuencia

Corrige la falta de continuidad del estimador por histograma. Tomemos en cuenta la
particion anterior ay, ..., a,,, pero ahora tomaremos en consideracion el punto medio de cada
uno de los intervalos, se uniran los dos puntos medios de los intervalos contiguos mediante

una recta. Este proceso se llama interpolacién de los datos. (Scott, 1985) [32].

Estimador Kernel

El estimador por histograma es mejor en el centro del intervalo, razén por la cual
podemos considerar a x, el punto donde se quiere estimar la densidad como centro del

intervalo [x — h,z + h]

1 & 1 & x—xz
:E;][z—h,wh](% :_hz ~L( )

Luego hacemos variar x en todo R, el estimador definido anteriormente se puede ver como
una generalizacion del estimador por histograma.

Notamos que la funcién indicatriz que se esta utilizando en la construccion del estimador no
es suave por lo que podemos utilizar otras que cumplan con esta condicién. A la funcion K

se le llama Kernel o nticleo de la estimacién.

Las funciones de suavizacion mas utilizadas son:
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Nucleo K(t) Rango

Epanechnikov | 3(1—12) | [t/ <1

1 —1¢

Gauss e t] < o0
Tridngular 1— |t lt] <1
Rectangular 3 lt] <1

Biweight D=2 |t <1
Triweight | 2(1—¢%)* | || <1

Arco Coseno | Zcos(5t) | [t <1

Llevemos este concepto a un modelo de regresién. Sea y; = f(x;) + € coni=1,...,n.

La idea es estimar la funcién de regresion real mediante: (Rosenblatt,1956) [31],(Parzen,1962)

[29].
Fan(@) = " wnyi
i=1
donde wy,, = KC) , K es una funcién nicleo.

i K(75)

Al igual que el estimador por histograma, al ser una generalizacién, el estimador kernel
se ve afectado por la eleccion del ancho de banda. Si la longitud es muy pequena se produce
casi una interpolacion de los datos por la presencia de mucho detalles y gran dispersién. Por
el contrario si el ancho de banda es muy grande se obtiene una estimaciéon muy suavizada
y con gran sesgo. Por eso se debe buscar seleccionar el ancho de banda de manera éptima

equilibrando el sesgo y la varianza. (Wasserman, 2006) [38].

La eleccion del ancho de banda se puede realizar utilizando los siguientes procedimien-

tos: (Wasserman, 2006) [38].

» Reglas Basadas en Distribuciones Paramétricas.
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» Reglas de Validacion cruzada.
= Métodos Plug-In.
» Bootstrap Suavizado.

Caracteristicas de las funciones nucleo:

La caracteristica esencial de la funcién kernel que garantiza la consistencia del estimador es:

+°°K<x>:1

—0o0

Habitualmente, salvo en las fronteras del intervalo de estimacién, se trabaja con nicleos
simétricos, esto es, K(z) = K(—x).

Ademas se puede considerar un nucleo de orden s, es decir

Otros supuestos deseables y postulados por Nadaraya, (1989) [25] son, por ejemplo:

|SupK (x)| < oo

/+OO:ES|K(:E)| <

—00

Se define primero el Sesgo y la Varianza de un estimador.

~ ~

Sesgof(z) = E[f(2)] — f(z), Varf(z)=E[f(z)—E(f(x))]?
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Como medida del error de estimacién se utiliza el MSE (Error Cuadratico Medio), el MISE
(Error Cuadratico Medio Integrado), criterio de Kullback-Leibler, Normas L,. (Zambom y
Dias, 2012) [40]

MSEf(z) = E(f(z) — f(2))? = Varf(z) + (Sesgof(z))?

MISEf () = E[ [ (Flo) - f(@))?d]

En lo que resta de la seccién estudiaremos la forma de estimar un modelo de regresion.
Consideremos el modelo dado por Y = f(z) + ¢, tal que E(¢) = 0, entonces tenemos un
Modelo de Regresién Media, ya que el valor esperado de la variable Y es efectivamente la

funcion de regresion.

Esta se dice paramétrica si f(z) = f(z,0) donde § = (61,6,,....6,) € RP.
Al considerar n observaciones el modelo anterior queda definido por y; = f(x;) + &; para
1€ 1,...,n.
Sean ¢; = y; — f(x;,6) errores del modelado y 6 un estimador de 6, dicha estimacién nos

conducird a estimadores de los errores individuales €; = y; — f(z4,6), lo que se conoce como

residuales.

El objetivo es encontrar el estimador ideal, que haga que la distribuciéon empirica P,
de los residuales imite de la mejor forma las caracteristicas del error.

Se debe escoger una funciéon ¢ que minimize la esperanza de la siguiente suma:

> vty — (e 0)
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, a saber:

0 = argmmg[Ezw(yi — f(x:,0))

i=1

Restringiendo a un conjunto paramétrico © el M-Estimdor seréa:
6 = argmingee Z¢(yi — f(2:,0))
i=1

Si E(e;) = 0, E(¢2) = 0y < oo y ¥(u) = u?, al calcular la esperanza del error al cuadrado,

llegaremos al estimador de minimos cuadrados.

Orsp = argmingee Z(yz — f(x:,0))

=1

En este problema se puede aplicar el enfoque de maxima verosimilitud, sea p la funcién
de densidad de los errores €; que se suponen independientes e identicamente distribuidos, al
calcular la funcién de verosimilitud Hp(y; — f(2;,6)), y definiendo I(y; — f(x;,0)) = log p(y; —

f(z;,0)), maximizando obtenemos una solucién al problema.

0 = argmazyco Z l<yi - f(xz', 9))

i=1

De manera analoga, si falla alguna o ambas de las suposiciones que permiten aplicar
el enfoque de maxima verosimilitud, se puede operar mediante el enfoque de cuasi-maxima
verosimilitud que nos conducira al estimador de minimos cuadrados en el caso de errores

gaussianos, (Spokoiny y Dickhaus, 2015) [35].

Todos los métodos mencionados son enfoques locales, puesto que aplican regularizacion
de los datos mediante su localizacién en la proximidad del punto de estimacion. En su

contraparte no paramétrica global tenemos estimacion de proyeccion, métodos a trozos y
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splines en todas sus variantes.
Estimacion por la proyecciéon

Sea Y; = f(x;) + ¢;, donde f es una funcién no paramétrica, para poder caracterizarla

se considera un sistema de funciones ortogonales tal que:
o
fla) = 0;().
j=1

Truncando la suma anterior en una cantidad “p” de coeficientes se puede aplicar el enfoque
de cuasi-maxima verosimilitud, asumiendo que el modelo estd mal especificado.

En conclusion, la funcion desconocida no paramétrica se aproxima mediante alguna expan-
sion, ya sea polinomios ortogonales, funciones wavelets, trigonométricas, etc, para aplicar el
enfoque de cuasi-maxima verosimilitud haciendo un supuesto distribucional sobre los errores

del modelo minimizando el sesgo o residuo. (Spokoiny y Dickhaus, 2015) [35].
Métodos a trozos

Sea Aj, ..., A, una particién disjunta de X, si asumimos que f es constante a trozos

tenemos la siguiente representacion:

f(z) = Z@iﬂ(zi € A)
i=1
Para cada k, 6; es estimado por:

0, = argmazy, Z ly;i—0k) k=1,..,m

T, EAL
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Por lo tanto el estimador seré:

0 = argmazeL(A) = argmazg_y, Z Z l(y; — O)

k=1 :EiGAk

En el caso de la estimacién lineal o polinomial a trozos lo tinico que cambia es la forma de la

funcién que aproxima la funcién de regresion desconocida. (Spokoiny y Dickhaus, 2015), [35].
Splines

Este método se implementa para lograr que la aproximacién de la funcién cumpla con
una propiedad deseable, la continuidad. Sean ty < t; < ... < t; nodos, un spline consiste
en aproximar f por un polinomio de grado g en cada intervalo generado por los nodos
preestablecidos. Dado un nodo, los polinomios y sus respectivas derivadas deben tener limites

laterales iguales. La representacion es la siguiente:

q m—1
f(z) ~ Zozjxj + Z Oror(x)
=0 k=1

donde ¢x(x) = (x —tp)% con k =1,...,m — 1.
Smoothing Spline

Corresponde a un método penalizado donde se debe optimizar Ly(f) = L(f)—AR,(f) =
o723 |y — f(@:)]> = A [ [f4(x)|*dz ,donde X es un valor propio de Lagrange. (Silverman y
Green, 2019) [19].

Regresion Generalizada

En este caso se supone que las observaciones individuales y; pertenecen a una familia

paramétrica y que solo el parametro depende de los puntos de diseno, es decir y; ~ Py,
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Suponiendo un modelo lineal generalizado, es decir, f(z;) = 16 y una parametrizacién

canonica de la familia exponencial llegamos a la funcién de verosimilitud:
L(0) = ST6 — A(6)

con § = Xyt v A(0) = X d(v76).

Esta funcion es concava, por lo tanto existe una solucién y ademas es tinica. Para encontrarla
se acostumbra utilizar el método de Newton-Rapson, hasta alguna convergencia indicada.
(Spokoiny y Dickhause, 2015) [35]

Dado un estimador inicial (9, el estimador k+1-ésimo:
g+ — gk) L B (g(k))_l {s - VA(Q(k))) '

Donde V es el operador vectorial diferencial.

2.4. Divergencia de Kullback-Leibler

Sean f y g dos funciones de distribucién de una variable aleatoria, se define a la

divergencia de Kullback-Leibler o también llamada entropia relativa como,

/f(x)log (%) dz.

Propiedades de la Divergencia de Kullback-Leibler, (Spokoiny y Dickhaus, 2015) [35].

= La K-L es no negativa.
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Utilizando la desigualdad de Jensen, ¢( [, gdu) < [, pogdu, con ¢ convexa.

- / F(z)log (%) dr — / F(z)log (%) iz

< log (/ f(a:)%da:) = log(1) = 0

» Es nula si y solo si f(x) = g(x).

= No es simétrica, por lo tanto no se trata de una distancia.

2.5. Razon de Verosimilitud

Sea Y7, Ys, ..., Y, variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con
funcién de densidad marginal f(y, ).

La funcién de verosimilitud se define por:
l(ea Y1, Y2, .-, yn) = H f(yla 6)

i=1

De manera andloga se define la razon de verosimilitud:

l(e) Y1, Y2, -+ yn)
1(8*7 Y1, Y2, -+ yn)

Sin embargo, se acostumbra por comodidad aplicar un logaritmo a la expresién anterior
L0, y1, ..., yn) = log(l(0,y1, ..., yn)), por lo tanto la razén de verosimilitud se puede expresar
por:

L(eayhva 7yn) - L(9*7y17y27 "'7yn>
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Razén de Verosimilitud Ajustada

Corresponde a la razén de verosimilitud donde se utiliza el Estimador Maximo Verosimil

0= méXG*E@ Z(Q*aylay% ~-~7yn)-

L(9791,92> 7yn) - L(é, Y1, Y2, ,yn)

Propiedades de la Razén de Verosimilitud

Teorema 2.5.1: Bajo el supuesto paramétrico, es decir, Y; ~ fp« donde Y; son variables

aleatorias independientes e identicamente distribuidas con #* € ©O:

Eo- exp (L(6,07)) = 1

Demostracion:

Eg- exp(L(6,6%)) /er* S y2, s Yns ) dyndys....dyy,

= /ane* ) er* Yi)dy;

=1

_ f@(yz) ) .
- [ H L ()

-/ nl]fg)(yi)dyi
= lefe(yi)dyi =1
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2.6. Descripcion de la problematica

Se observa (X;,Y;), ¢ = 1,...,n , donde X1, Xs,..., X,, puntos de disefio aleatorio o
deterministico e Y7, Ys, ..., Y, variables de respuesta. Entonces Y; = f(X;)+¢;coni=1,...,n
representa un modelo de regresién.

Suponiendo que E(g;) = 0, entonces se puede concluir que E(Y;|X;) = f(X;).

Por lo tanto, el modelo de regresién anterior queda expresado mediante la siguiente igualdad:

es decir, un modelo de regresiéon media. (Wasserman 2015) [38], (Serdyukova, 2012) [33]. Pa-

ra estimar la funcion de regresion se pueden utilizar métodos paramétricos o no paramétricos.

En este contexto, sean R;, R», ..., R; 1 variables aleatorias que definen la rentabilidad

en el precio de un activo en un determinado tiempo, y sean ¢ = 1,2,..,¢ puntos de diseno.

Por consiguiente, existe un proceso de precios de un activo S, tal que R; = log( Sfjl ). [12].

Para lograr predecir la rentabilidad en el precio de un activo, se considera un modelo
con ruido multiplicativo:

Ry = o4y

donde o, es un proceso de volatilidad y ¢; ~ N(0,1) v.a iid. Dicho proceso es medible con
respecto a Fy_1, donde F;_1 = o(Ry, Ry, ..., R;_1) es o dlgebra del pasado generado por el
proceso R.

En términos simples, esto significa que la volatilidad en un tiempo ”t” queda determinada

por la informacion de las rentabilidades pasadas.
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Sin pérdida de generalidad podemos aplicar una transformacion de potencia al modelo
anterior:

_p2_ 2.2
Y = R, = o;¢;

Ahora bien, el problema radica en estimar el proceso de volatilidad, 6; = o2, a partir de los
datos observados Y7, Ys, ..., Y;_1. Segun lo acotado con anterioridad, corresponde a estimar la
funcion de regresién del modelo. Bajo el enfoque de adaptacién local, se puede considerar que
0; =~ 6 en un intervalo suficientemente pequeno, cuya longitud debe ser determinada a partir
de los datos, lo que nos conducira al estimador Nadaraya-Watson para cada tal intervalo.

En efecto, se supone que existe un intervalo I, de longitud N; que debe ser determinado a
partir de los datos, tal que, #; puede ser una constante o bien aproximado por una constante

dentro de I.

Como método de estimacion se utilizara el enfoque de cuasi maxima verosimilitud
localizado para un modelo mal especificado, ya que se estd asumiendo que ¢; son i.i.d y se

distribuyen normal estandar. Bajo esta suposicion y restrigiendo al intervalo 7,

L1(9> = ZKYQ;Q) = Zl(Ytﬁ)ﬂ{te[}

tel
Utilizando la funcién de densidad de la normal, I(y,0) = —1ilog(27) — . El estimador

cuasi maximo verosimil esta dado por:

~ 1
0r = arggnaxL;(Q) Yy ZY}

tel

Para que quede clara la conexion con la estimacién no paramétrica notamos que L.
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actia como funcién kernel lo que nos lleva al estimador Nadaraya-Watson ya mencionado.

Y1
Zyt > Y 2 Yilgeny

& Yileen

Para medir la exactitud de la estimacion se utiliza la razén de verosimilitud, la que
queda definida de manera proporcional a la divergencia de Kullback-Leibler, bajo condiciones

de normalidad, el estimador maximo verosimil 6 de 0 cumple

LI<979) = Ll(é> - L(Q) = NIKI(6~7 0)

Akaike(1973) [2] nos entrega una forma de extender el principio de maxima verosi-
militud. Considerando la maximizacion de la log-verosimilitud esperada podemos definir lo
siguiente. En efecto, para un conjunto de estimadores 6 del pardmetro 6, donde X ~ f (+,0),

tenemos que

E (1ogf(X, é)) - [E/f(x,&) log f(z,)dz

La esperanza es con respecto a la distribucion de 6.

Para medir la calidad de la estimacion se utiliza la siguiente relaciéon, mostrando la

conexion con la divergencia de Kullback-Leibler:

FX0)\ _ z,0)
[(logf(X79)> = /f z,0) log Q)d

— —EK(6,0).
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Se definen las funciones de pérdida y de riesgo como siguen:

f(z,0)
f(z,0)

W(h,0) = —2/f(x,0) log dr = 2K(0,0)

Al considerar una muestra aleatoria simple de tamano N,

N _
2 X, 0
N &= f(X;,0)
es un estimador consistente de W (6, é) Por lo tanto el estimador que maximiza la relacién
anterior minimizara la funcién de pérdida. Al considerar un conjunto de estimadores de 6,
se escogera el que genere un minimo riesgo. A esto se le conoce como extencion del principio

de méxima verosimilitud.

Para resumir, Akaike (1973) [2] demuestra que bajo condiciones de regularidad, maxi-
mizar la esperanza de la log-verosimilitud corresponde a minimizar la divergencia de Kullback
Leibler, esto es muy importante porque nos permite trabajar con el modelo mal especificado,

por lo tanto el método de cuasi-verosimilitud nos lleva al mejor estimador del parametro.

Més ain, Akaike propuso considerar una malla anillada de los parametros 0y, 11, Ok k+2.
..+, Oy, correspondientes a f(x,0;), k = 0,1,..., s, sus respectivos estimadores, seleccionan-
do el "mejor” que minimiza el riesgo respectivo. Esa idea puede ser considerada como primera

aproximacién al concepto de los métodos locales adaptativos.

Para generalizar lo mencionado anteriormente, este estudio propone extender a un mo-

1
delo normal multivariante, donde R; = )2 €, con ), una matriz simétrica de la volatilidad.
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Dicha matriz puede contener funciones constantes o no.

2.6.1. Caso Particular

Consideremos el modelo de rentabilidad de un activo:

Rt = O&¢.

Supongamos que el ruido se distribuye normal estandar, entonces el modelo de renta-

bilidad tendra una distribucién normal con media 0 y varianza o?.

Si se supone que la volatilidad dentro de un intervalo, que luego se definira a partir de
los datos, puede ser bien aproximada por una constante, es decir, 02 = 6 con t € I y se aplica

una transformacion al modelo anterior:

Y, = R,

Lo que antes correspondia a estimar la varianza del modelo ahora corresponde a estimar

la media del proceso transformado. En efecto,

[E@(Y) = [E@(R?) = [Eg ((O'téft)2) =4.

Si se utiliza el logaritmo de la funcién de densidad de la distribucién normal, [(y, 0) =
% log(270) — 2. Luego la divergencia de Kullback-Leibler por definicién viene dada mediante
la expresion:

Kwﬁdzﬂ%uxm—uxag.
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Tomando en cuenta que

E,(I(Y.0) = E, (—%10g(27r6’)—%)

1 0
= —§1og(27r0) ~ 59

= —%10g(27r0) — .

Anélogamente,

, 1 .8
E, (z(y,e )) = —5 log(2mt) — -

Por lo tanto,

, 1 o 0

El estimador maximo verosimil de 6 en el intervalo I serd 6; = argmax, L;(6). Teniendo

presente que, bajo condiciones de normalidad, L;(6;,0) = N;K(6},6). Entonces,
0; = argmin K(6,0), tel.
0
Por ende, para cada intervalo I,

L;(0;,0) = N;K(6;,0).

Spokoiny y Dickhaus, (2005) [35] mencionan propiedades locales de la divergencia de
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Kullback Leibler que son de vital importancia. Bajo condiciones de regularidad, se tiene que:
s K(0,0)|y_y=0
- ZK(0,0)]y_y=0
. %K(Qﬁ/)le/:e = ”“_(9)

Por lo tanto, la divergencia de Kullback- Leibler bajo se puede aproximar localmente

K(0.0') ~ SF(0)10 -0,

N | =

donde F es la cantidad de informacién de Fisher.

En el caso de la familia exponencial de distribuciones, consideremos parametrizacion

canénica de una familia exponencial, tal que la funcién de densidad p(y,0) = %(Oy) =

p(y)exp(yv — d(v)), donde p(y) es una funcién no negativa y d(v) es una funcién convexa

dos veces diferenciable. Entonces (véase Spokoiny y Dickhaus (2005)):

EY = d(v),

Var,V = d"(v) =F(v)

donde F(v) = E,|I'(Y,v)|? es la informacién de Fisher.
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Ademas,

K(v,v1) = E,((Y,0,01))
_ / log(p((i’;l))>Pv(dy)
_ / {ylv — ] = [d(v) — d(v)]} P.(dy)
= d'(W)(v—1) = [dv) — d(vy)]
— §d”(f))(v1—v)2

donde v es un punto entre v y v;. La tltima igualdad se debe al Teorema de Taylor.

Por otro lado P,. (L(v,v*) > z) < e *. En efecto por la desigualdad de Markov
[Pv*<€L(v,v*) > €Z) & [Ev*expL(U7v*) < i <e
A e?

Spokoiny (2009) establece el siguiente teorema: Sea f(t) = 6%, Vtel, si las innovaciones

son normal estandar e iid, para cualquier z > 0

Po-(L;(07,0%) > z) = Pg- (N[ K (07,60%) > z) < 2e™*

Es decir tenemos una desigualdad de concentracion para el estimador 6, con lo que se

puede definir una funcién de perdida de estimacion para el parametro, para cada intervalo

I

Teorema (Spokoiny(2009)): Sea R, v.a i.i.d con N (0, #*).Entonces, para todo r > 0y
todo intervalo [

Eo-|L1(0r,0%)|" = Eg [N/ K1 (07,67 < 7,
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con 7, =2r [ 2" te *dz = 2rT(r).

207

Si X es una variable aleatoria no negativa, entonces

+o0
[E(X’“)g/ 1 dP(X > t)
0

b

E(X") = lim [ tdP(X <t)
b—+oo J

b—+oo

b
= lim b'P(X <) —/ rt" 'P(X < b)dt
0

b
= lim VP(X <b) —b + b —/ rt"P(X < b)dt
0

b—-+o0

b b
= lim —b"(1-P(X < b))-l—/ rt’“—ldt—/ rt"P(X < b)dt
0 0

b—~+o00

b
~ lim —b(1— P(X <)) +/ (1= P(X < b))t
b—+oo 0
“+o00
= / " 1 - P(X < t))dt
0
“+oo
= / rt" T P(X > t)dt
0

+0oo
:/ rt"  dP(X > t)
0
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Objetivos y Actividades

3.1. Objetivo General

Proponer un nuevo modelo para estimar la volatilidad utilizando una filtracion adapta-
tiva multivariada en el entorno de series de tiempo financieras con aplicacion a datos reales,

verificando su ajuste en comparacién a modelos paramétricos clasicos.

3.2. Objetivos Especificos

Identificar los principales modelos paramétricos utilizados para estimar la volatilidad

en series de tiempo financieras.

Formular de manera tedrica el nuevo modelo multivariado local adaptativo.

Describir las propiedades tedricas del nuevo modelo.

Comparar el modelo adaptativo multivariado con modelos paramétricos de Correlacion
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Dindmica Condicional.
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Capitulo 4

Materiales y Métodos

4.1. Técnicas de Filtrado Adaptativo

4.1.1. Modelamiento de Volatilidad mediante Retornos Logarit-

micos. Transformacion de Potencia

Sea S; con t = 1,...,t*, el precio de un activo, los retornos logaritmicos estan dados

por:

Rt = In St —1In St—l' (41)

Si bien, es de conocimiento comun que los retornos logaritmicos no gozan de la nor-

malidad, gracias a la eleccion adaptativa del intervalo de estimacion este proceso se puede
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modelar mediante heterocedasticidad condicional:

Rt = Oy, Er ~~ N(O, 1) (42)

Donde las innovaciones son independientes e identicamente distribuidas normales estandar
y o, denota la volatilidad variable en el tiempo. Se asume que el proceso de volatilidad o, es
medible con respecto a la filtracion F;_; generada por las t — 1 observaciones anteriores de
Ry.

oy~ Fi1 Fio1=0(Ry, Ry, ..., Ry_q)

En Mercurio y Spokoiny, (2004) [23] se aplica una transformacién al modelo de volati-
lidad (4.2) para generar un problema simil al de regresion.

Transformacién de Potencia 2.

log Rt2 = log 0t2 + O + VCt (43)

Donde C' = E(log&,?), V? = Var(loge,?) y ¢, = V!(loge® — O).

Es la transformacién mas natural para obtener un modelo de regresién aditivo, con
funcién de regresiori f(t) = log(oy?) + C, y ruido homogéneo V(;. Véase Gouriéroux C.,
(1997). [20]

Claramente, el proceso R; transformado es condicionalmente gaussiano y [E(Rt2|]:t,1) = 0,°.
Mercurio D. y Spokoiny W., , (2004) [23], mencionan que el problema de esta representacion
es que la distribucion de los errores (;, es muy sesgada, es decir da pesos muy altos a valores

pequenos de &;.

Transformacion de Potencia ~.

Magister en Estadistica 41 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 4. MATERIALES Y METODOS

Carrol, R. y Ruppert, D. (1988) [4], proponen una transformacién en la potencia v de (4.2).
|Rt|7 = C'A/O't’7 + D'yO-tVCt- (44)

E(1R:"/ Fir) = 0 E(le]"/ Froa) = Chon

Var(|Rt|7/]:t_1) = [E(|Rt|’y — C,yo'tfy/ft_l)Q = 0',52'Y[E<|€|’y — 07)2 = Ut27D,Y’Y. Con CV = [E|€|’7 y
D.? = Varle|".
Estimar o; es equivalente a estimar ¢, = C,0;” que corresponde a la media del proceso

transformado, con ruido aditivo D047 (;.

4.1.2. Estimador LAVE

Mercurio, D. y Spokoiny, V. (2004) [23] introduce el estimador LAVE (Locally adap-
tative volatility estimate). La importancia de este enfoque es que no asume una estructura
paramétrica del modelo, afirma que la volatilidad desconocida puede ser aproximada por una
constante de manera adaptativa en un intervalo de tiempo homogéneo. Esto quiere decir,
la volatilidad se aproxima por una constante en un intervalo cuya longitud se elige a partir
de los datos, esto es, el estimador se adapta automaticamente a los datos. Se establece un
modelo sencillo pero donde el parametro puede variar en el tiempo, lo que le aporta flexibi-
lidad. La caracteristica de que el método se compruebe y adapte regularmente a los datos,
lleva a los siguientes objetivos, encontrar el mayor intervalo donde la volatilidad puede ser
bien aproximada mediante una constante y estimar el valor de la volatilidad local. En este
contexto, el estimador LAVE se puede entender como una técnica de filtrado que permite

seleccionar el mayor intervalo de homogeneidad.
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4.1.3. Estimaciéon Adaptativa con Homogeneidad Local

El supuesto de intervalo de tiempo homogéneo significa que:
Para todo t*, existe I = [t* — m, t*] tal que o, es aproximadamente constante y R; satisface

la ecuacién con tendencia 0; = C,o;7.

El objetivo es determinar el mayor intervalo I, donde o, puede ser bien aproximado
por una constante y se puede aplicar el modelo de regresién (4.4) cuyo parametro ¢; puede

obtenerse promediando dentro del intervalo I:

= 2

tel

Para el caso especifico de v = 2 dicho estimador 6; coincide con el estimador méaximo

verosimil de la volatilidad o?. Vedse (Fan et all, 2003) [11].

Del supuesto de tiempo homogéneo: [23]

0 = mz V+mzagy€t

tel tel

|]| 20t+ |ZetCt

tel

~ ~ 2
Donde S, = 2—3. Luego E[0;] = % (>ier 00). Ademds V7 = Var(6,) = 5—‘”2 Soer b7

Notemos que gracias al supuesto de homogeneidad local el proceso 6; es cercano a 6« para

todot € I.
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Descripcién del proceso de seleccién del intervalo de Homogeneidad

Mercurio, D. y Spokoiny, V.(2004) [23] consideran una familia de subintervalos de I de
la forma J = [t* —m/,t*], donde m' < m y su complemento J¢ = [t* — m,t* — m/'[, luego se
comparan los dos estimadores 0 Jy 0 Je.

Si ]é Je—0 7| > A/ ‘7} + ‘7}6 sera rechazada la hipétesis de homogeneidad y el procedimiento
para. En caso contrario se continuara iterando eligiendo un intervalo mayor.

Sea I el ltimo intervalo no rechazado, luego el estimador LAVE serd gt = 5;

' —m (;;r t*—m' 0 1

Figura 4.1: Intervalos Involucrados en el Estimador LAVE

Estimador LAVE para Deteccion de Puntos de Cambio

Consideramos una secuencia de tiempos de parada dada por: 71 < 75 < ... < respecto
a la filtracién F; y por los valores o1, 03, ..., donde cada o}, es medible respecto a la filtracién
F+.. Este modelo son un caso especifico importante del modelo 4.2. Se define o, = o}, para
e <t < Tpy1 y 0y es constante para t < 7. En este contexto buscamos el mayor intervalo
posible que no contenga un punto de cambio. También se basa en la observacién de los
valores medios de las observaciones y; dentro de los intervalos [t* — m,t* — m/] y en cada
subintervalo J = [t* — m/,t*]. El proceso adaptativo difiere un poco del anterior. Cuando
se quiere detectar un punto de cambio se debe cumplir una probabilidad prescrita de una
"falsa alarma”, es decir detectar un punto de cambio es condiciones de homogeneidad. El

procedimiento adaptativo nos lleva entonces a un entorno de pruebas multiples.

Teorema (Mercurio y Spokoiny): Sea I = [t*—m, t*] un intervalo de homogeneidad,
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o, = o para todo t € I, entonces:

—)\2
P(Rechazarl) < Z Z Gexp —
el JeJ(n) 2a,(1+ As,|J|72)
Este Teorema nos entrega un limite superior para esta probabilidad de falsa alarma. El valor
A se encuentra mediante simulaciones Monte Carlo bajo la hipdtesis nula de que no haya

cambios estructurales.

La calidad de la deteccién de los puntos de cambio se mide por el tiempo medio entre
la aparicién del punto de cambio y su correspondiente deteccién. Se considera el caso de
estimaciéon en un punto t* inmediatamente después de un punto de cambio t*pe, por lo
tanto el intervalo I serd I = [t*pc,t*], se menciona que la estimacién serd tan buena como

tener informacion previa de la localizacion de los puntos de cambio.

4.1.4. Estimador LCP

Spokoiny, (2009) [34], propone una nueva forma de determinar el intervalo de homo-
geneidad utilizando el analisis de punto de cambio local. Se consideran las condiciones de
propagacién con el objetivo de minimizar el sesgo de manera 6ptima. La calidad de la esti-
macién se mide mediante Desigualdades de Oraculo.

El constructo de la estimacion de la volatilidad utiliza el mayor intervalo posible, aceptado

por el procedimiento, que no contenga ningin punto de cambio.

Este enfoque presenta ventajas comparado con el estimador LAVE, en cuanto a su sim-
plicidad, sensibilidad a identificar cambios estructurales y la forma de definir la probabilidad
de una falsa alarma. Una falsa alarma ocurre al rechazar la hipotesis de no existencia de un
punto de cambio en condiciones de homogeneidad. Ademés el proceso puede extenderse al

modelo de volatilidad multiple.
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El procedimiento no asume ninguna informacion a priori de la distribucién subyacente,
ni siquiera de manera local. Debido a esto, hay un precio a pagar por el desconocimiento de

la distribucién dada por la desigualdad oréculo, que serd mencionada mas adelante.

Caso Particular

Se explicard un caso particular del modelo de rentabilidad con el fin de poder extender
metodologia de Spokoiny, 2009, [34]. Suponiendo homogeneidad del modelo, es decir o2 = 0,

el modelo de retornos cuadraticos se puede escribir como sigue

Y; = R} = 0¢}

considerando innovaciones normales, el parametro se puede estimar utilizando el estimador
maximo verosimil, por pertenecer a la familia exponencial. En el caso de que las innovaciones
no sean normales a través de la divergencia de Kullback-Leibler se puede seguir aplicando
el estimador maximo verosimil aiin sin saber que forma funcional tiene la distribucion cuyo

procedmiento serd llamado Cuasi-Verosimilitud.

Procedimiento Adaptativo

Consideramos el supuesto paramétrico local:

Para todo t*, existe [t* —m,t"[ donde o = Cte.

Sea N1 < Ny < ... < Nk una sucesion de ntimeros. Donde N es un parametro de escala, es
decir, describe la longitud del intervalo de tiempo historico examinado en el paso k.

Se define la familia de intervalos anidados ¢, k=1,...,K con {1 C l5 C,...,C f, donde

O = [t — Ny, ']
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El procedimiento comienza testeando en el intervalo més pequeno, ¢1, la hipotesis nula
de homogeneidad contra la hipdtesis alternativa de existencia de un punto de cambio.
Si la hipdtesis no es rechazada se considera un intervalo més grande para volver a testear
continuando este proceso hasta que se detecta un punto de cambio. El intervalo aceptado ¢,
serd el mas grande donde no se determina la presencia de un punto de cambio local.
Si por el contrario la hipdtesis es rechazada en algin /5 y se detecta un punto de cambio,
entonces el intervalo estimado de homogeneidad se define como el ultimo intervalo aceptado

lx—1. Finalmente el estimador de la volatilidad serd f(t*) = 0 = Or,_,-

Test de Homogeneidad

Sean [ = [t/,t”[ y J intervalos de prueba tal que J C I. Cada punto 7 € J divide el

intervalo I en dos partes:

’

I'=[t' % el I

1"

= [t [

La hip6tesis alternativa significa que f(t) = 6" para todot € I" e f(t) = 0 para todot € I
con " #6.
Esta hipétesis conduce a determinar la log-verosimilitud L~ (") 4 L (8").

Por lo tanto el estadstico de prueba es:

Ty, = mazy {LI//(QN) + LI/(QI)} — maxgL(0)

Definiendo L(6,0") = L(§) — L(0'), obtenemos:
= Mingmazy » {LI//(QN, )+ L0, 9)}

et N]”K(e;”ae}) + NI/K(H;’,Q})
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El test de punto de cambio para el intervalo J que Spokoiny (2009) define como el méximo

del estadistico de prueba 17 ; = max,c ;1] ;.

Se considera un valor critico 3 calibrado mediante simulaciones Monte Carlo bajo
hipétesis nula. La hipotesis de homogeneidad se rechaza cuando 77 ; > 3 y en este caso

TLJ = maycTeJTLT.

fa m——
\ T

Figura 4.2: Intervalos Involucrados en el Procedimiento LCP

Considerando el caso de los intervalos anidados,el procedimiento resulta en un test

multiescala y la siguiente figura ejemplifica la forma de proceder.

RS ;'\-'Tk t* — .-'i\‘r,ig_l Fre ;"V;c_g - il

Jk Jk—] (’.'k_;g

Figura 4.3: Intervalos ¢; y Ji del procedimiento LCP

El intervalo ¢, es aceptado. En cada paso k, y en cada punto del intervalo J, = £, — {1
se realiza el test de punto de cambio. ¢ es aceptado si el intervalo anterior lo es y el estadistico
de prueba definido por T}, = Ty, ,, s, no excede al valor critico 3;. El evento {/ es rechazado}

si el estadistico excede para algin ¢ < k. Para cada k el indice k; al mayor intervalo aceptado
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despues de los primeros k pasos y 0, = énk al correspondiente estimador.

~

ko= mar{k <K:T,<3,0=1,..k} 0=0,. (4.5)

4.2. Ajuste GARCH(P,Q)+ARMA (p,d,q)

Un modelo ARMA(p,q) estd dado por:

P q
Yi=¢+ Z OiYi—i + Z Oici—;.
i=1 i=1

Este modelo no ajusta bien a la volatilidad ya que asume que la varianza es constante, que
como hemos visto no es adecuado en el contexto de series de tiempo financieras. El modelo
GARCH(P,Q) mejora el ajuste.

Yo=oit,

tal que,

P q
_ 2 2
o=, |w+ E o, Y,”, + E Bioi_j-

i=1 j=1

En términos generales la serie de tiempo Y; modelado por un GARCH(P,Q), se puede
pensar como el ruido de un modelo ARIMA (p,d,q) de Y;2. En efecto,

Si n; = Y;2 — 07 entonces, E(n;/F;_1) = 0. Por otro lado,

v= maz(p.q)
1- Zi:l e + Bi)

maz(p.q)

q
(i + B (V2 —v) — Z Bine—j + -
1 =

1=

Magister en Estadistica 49 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 4. MATERIALES Y METODOS

Luego Y;? es un proceso ARMA(maz(p,q),q) del proceso con media p = v.

Por condiciones de estacionaridad se pide que:

maz(p,q)

Z (a; +B) <1

=1

En este modelado hay dos tipos de residuos, el residuo comin Y, dado por la diferencia
entre Y; y la esperanza condicional de E(Y;/Y7,...,Y;_1). Un residuo estandarizado &, que
se obtiene mediante la divisién del Yt con el estimador de la desviacién estandar ;. Si el

modelo ajusta bien, ni & ni €7 deberén presentar autocorrelacién serial.

Explicaremos el procedimiento empirico para realizar el ajuste, en el software R pro-
ject.
Comenzamos convirtiendo los datos en series de tiempo y calculamos los retornos logaritmi-

COS.

S
R, = log( 5 L) =log(S;) — log(S,_1).

t—1
Se grafican las series tiempos de los retornos con el fin de observar el comportamiento general
de la serie de tiempo, posteriormente se analizan los graficos de autocorrelacion y autocorre-

lacién parcial para ajustar manualmente los pardmetros del modelo ARIMA(p,d,q).

Se prueba con los posibles modelos, utilizando una distribucién Normal o de Student
para los residuales. Para posteriormente comparar los distintos modelos aplicando un test de
significancia de los parametros, ademas de un test de Ljung a los residuales para observar si
el modelado es capaz de eliminar la aurocorrelacion de la serie de retornos. Si esto funciona
bien, se aplica un test de Ljung a los residuales al cuadrado, si se rechaza la hipdtesis de
autocorrelacion en los residuales al cuadrado y al aplicar la prueba ARCH se acepta la

presencia de un componente GARCH en los residuales al cuadrado se procede con el ajuste
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GARCH.

Una vez realizado el ajuste GARCH, se aplican las pruebas que validan el modelo.
Comenzando con la significancia de los pardmetros, test de Ljung para los residuales estan-
darizados y residuales cuadrados estandarizados, un test ARCH de los residuales, finalemte
una prueba de bondad de ajuste para los residuales estandarizados. Una vez verificada estas

condiciones se procede a aplicar el modelo DCC.
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Capitulo 5

Modelo de Volatilidad Multivariante

Multiescala

1
Como generalizacion al modelo. Sea R; = ¥}7¢; un vector de proceso de precios de un
activo en tiempo discreto, con ; ~ N4(0,1,), donde ¥; es la Matriz de Volatilidad simétrica
de tamano d x d. Consideremos que X; es medible con respecto a la o-algebra generada por

las observaciones hasta el instante ¢ — 1.

5.1. Supuesto Paramétrico Local

Para el proceso anterior, vamos a suponer que la matriz de volatilidad puede ser apro-

ximada por una matriz constante »; = 3 en algun intervalo I.

o2
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El parametro ¥ puede ser estimado mediante el método de maxima verosimilitud.

N = argmax L;(X) = argmale R, X

-0 -0 tel

donde I(R;,X) = —%log(2m) — $log |S| — $ R 7R, es la funcién de log verosimilitud.

La funcién de log-verosimilitud local esta dada por:

AN N;
Li(%) = —Tllog(%r) - 71og (1)) — = ZRT R,
tel

donde N; es el numero de observaciones en 1.

Teorema 5.1: Para cada intervalo I, el estimador maximo verosimil & = argmaxy, L(X)

viene dado por:

=N > R.R]

tel

Demostracion:

Sea L;(X) = —Hlog(2m) — &L log (|1X]) — 1 3°,.; R/ X7'R, donde N es el nimero de

observaciones en I, la funcién de log-verosimilitud local.

Por lo tanto,

OL(%) N T pTs—T
= T SRR %
o > T3 ; t

8L1(2) NI T 1 -T Twe—T

=0 < ——¥% N2 TRR/Z T =0

% 2> T3 ; ak
NI = Y STRR/YTST
tel
NI = XY RRS

tel
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El siguiente estimador satisface dicha ecuacion:

S = N')CRR]

tel

Por el Lema 7.2 : dicho estimador es donde se alcanza el maximo de la funcién L; ().

Més atin, para cada ¥ > 0 la razén de log-verosimilitud L; (37, %) = mazs L (3, %) =

mazs, (Ly(X) — L;(X')) satisface
Li(3nY) = NK(3,,Y)

donde

! 1 ! —
K(Z,%) = -3 {1og 5] —log [T] — tr(=2 ™Y + d}

Demostracion:

Eo[(R, D) = 5 log2n — 3 log|S| — 5ir(S5)
= —glog27r - %log|2| - g
De manera analoga:
Es [Z(Rt, 2’)] - —%llog o — %log | — %tr(ZZ/l)
Restando ambas expresiones tenemos:
KX Y) = —% {log 2]~ log |%] — tr(=x 1) + d}
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Por otro lado,

1 1 N,
L) = F{_T ogyz|——ZRT 1Rt+—log|2|+ ZRTE’ 1Rt}
1 tel tel
1
_ 5{1og|2|+—ZRT IR, — 1og|E|——ZRTE' 1Rt}
tel tel
1
- §{log|Z|—log|E|+—Ztr SRR/ ——Zt ('~ lRtRT)}
tel tel
1 .
= -3 {log 15| — log |&] + Extr(S'RR]) — Extr(s 1RtRj)}
1 .
_ §{log]2] log [&] + tr(Ex(S " R,R])) — tr(Ex(Y’ 1RthT))}
1 .
- §{log|2| log [¥/| + tr((£7'8) — tr(X/ 12)}
1 .
= §{log|2| log |¥'| 4+ d = tr(X' 12)}

Por lo tanto, L;(X;,%Y) = N, K (3, %)

La razon para considerar innovaciones normales esta justificada en la literatura finan-
ciera, aunque sabemos que en general las colas de £; son més pesadas y que segun lo descrito
en el marco tedrico, en general difiere de una distribucion normal.

Sin embargo, incluso si las innovaciones no son normales, se puede aplicar el enfoque de

ajuste bajo cuasi maxima verosimilitud.

Teorema 5.2: Sea ¢; ~ Ny(0,1,) independientes y existe f(t) = ¥* parat € 1.

Entonces para todo 3 > 0 se verifica que:

Py- (Lf(il,z:*) > ;,) — Py (NIK(EI,Z*) > ;,) < 273,
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Demostracion:

Sil=1IU IH, entonces {L[(i[,z*) > 5} - {L[/(ip, E*) > 3} U {L[//(i[//, E*) > 3}

P <L1(§1,E*) > g,) — Py <€(L1(iz,2*)>5)>

S [PZ* <€(LI/(§I"E*)>3)> + HDE* <€(L[//(§[u,2*)>3)>
|EE* [(GLI/(EII,Z*))} + [EE* |:(6L1”(i1”72*)>i|

<

= .

< 2e7?

Por el Lema 7.3 podemos concluir que Exx [(eLl’(il“E*))] = 1.

Este Teorema es vital para el sustento del presente trabajo. En palabras simples nos
dice que nuestro estimador al pertenecer a la familia exponencial multivariada, posee una
cota superior para la probabilidad de superar el valor critico 3.

Podemos notar que en el limite esta probabilidad tiene a cero a medida que 3 se vuelve mas

grande.

Finalmente, puede ser utilizado para construir intervalos de confianza para nuestro
parametro, como se muestra en el siguiente Teorema. Con intervalo de confianza para nuestro
pardametro nos referimos a definir bandas de confianza para cada elemento en la matriz de

volatilidad a estimar.

Teorema 5.3: Si 3, > log(2a™!), entonces:

6= {Z: NiK(E,D) <30}
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es un intervalo de confianza para el pardmetro >*.

El teorema anterior, establece que con probabilidad alta, la divergencia de Kullback-
Leibler K (i] 1, X") estd dominada por Nil, para 3 suficientemente grande.
Teorema 5.4 Bajo las mismas condiciones del Teorema 5.2,

B L5159 < D)

donde D(r,d) = (2r(r))" con 7(r) =[5 e

Demostracion:

Sea X = (Xj, Xy, ..., Xg) un vector d-dimensional de variables aleatorias, donde cada X; > 0.

[E[XT] — [E[Xl ,XQ ,..., ]
+oo +oo o]
S d/ / / t rtg . tT d[P(LCl > tl,CCQ > tg,.. , Lqg Z td)
0 0 0
+oo “+o0o “+oo
S d/ / tl tg . tr d[P(l’l > tl)d[P(ZEQ > t2) d[P(.Td 2 td)
0

+oo 00 +oo
S ( 1) - / / / T 1|P {L’l > tl)dtl) t2rt3r...t2d[P($2 Z tg)dP((L’d 2 td)dtg
0 0 0

IN

“+o0 +oo 00
/ rty" P (g dtl/ rty" T 'P(zy > ty)dts.. / rty" P (xg > tg)dtg
0 0 0

Teniendo en cuenta que f0+°° 2" Py <L1(9~11, 6,*) > z) dz < 2r O+°O 2" lemdz.

Considerando ambas condiciones, se tiene que:

Ey.

Li(%, z*)]r < [2rT(r)]"
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Podemos notar que la esperanza de la funciéon de perdida de potencia estd acotada por una
constante que depende de r y de la dimensiéon. Al hacer crecer mucho esta dimensién se
pueden generar problemas computacionales al respecto, lo que es conocido en inglés como

“Curse of Dimensionality.”

Teorema 5.5: Sea R, v.a identicamente distribuidas con AN (0,3*) e independientes

con r > 0 e [ un intervalo arbitrario, 3 > 1 y [ otro intervalo arbitrario dado.

Es-|Li(30, 59 1(Ly(37, 5%) > 3) < AD(r, d)e 33"

Demostracion:

Ese |Li(E0 ) LLH(EL, D) > 3) € Exe|Ly(31, 5 L(Lr(Zr, E%) > 3)

4 B | Li(S0, 591 (Li(351, 5%) > 5)

Ex|Li(Sr, 59" si Li(S, %) >3
Exe |Li(S, 59" 1Ly (3,57) > 3) =

0 St L[(i[,2*> <3

Li(E1, 54" < D(r, d).

Pero Ex-

Acotando por la esperanza de la funcién indicatriz:

Es-|Li(Sr, ) 1Li(3n 55 >3) < [27D(n)|"P(Li(Z1,5%) > 3)

< D(r,d)2e7?
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Aplicando esto a nuestra desigualdad:

Ese|Lo(S, S UL DY) > 5) € Exe|Li(Z1, 29 1L (1, 2) > 35)

+ Es- Ll(ih Z*)|T1(Ll(§~31, X*) >3)

< 2D(r,d)e 33" +2D(r,d)e 33"

< 4D(r,d)e %"

5.2. Riesgo de estimaciéon en el caso no paramétrico

fu(t)  fiet) -+ fia(t)
fr2(t)  f(t) -+ faal?)

1
Sea Ry = Y?¢; , donde X, = una matriz simétrica con
t ) )

fra(t)  fa(t) -+ faa(?)

funciones no necesariamente constantes.

Sea Zy, = la razén de verosimilitud de la medida verdadera subyacente P con respecto

d[P y
a la medida pardmetrica Py, correspondiente al pardametro f(-) = X.

Al restringir esta medida al intervalo I:
p(R:, 2
longg—Zlo < b t>>
i %)

Esta definicién nos conducird a determinar la calidad del ajuste utilizando la divergencia de

Kullback- Leibler.

=> K(%,%)
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El siguiente Teorema nos permite extender desde el concepto de Riesgo Parametro a la

situaciéon No Pardmetrica.

Teorema 5.6: Sea ¥* € © y A* > 0 tal que se tiene:
EA (YY) < A™.

Entonces para todo estimador 52 medible con respecto a JFi,

Li(Z, 29
Elog )4 S 21 < A* 41,
R(E, T¥)

Y

con R(E,5%) = Eg+|L;(3,5%)| funcién de riesgo paramétrico.

Bajo el Lema 2.6 de Spokoiny (2009, pp 1411), tenemos que:

LSy ‘Lf(i 54)
[Elog 1 + |I(~—’)‘ S [EZ*(ZI,Z* log ZI,Z*) —+ R
R(Z,5%) R(E, %)
< E(logZrs-)+1
p(Rt7 Zt)
< [EZlog —— = 1
tel p(Rt’ 2 )
p(Rta Et) }
< E E{log———~|F_1p+1
tezl { gp(an)l !
< EA(ZY) +1
< A*+1

Finalmente, el riesgo de Estimacion en la situacién no paramétrica se obtiene mediante
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la extensiéon del riesgo bajo hipotesis nula, es decir, riesgo paramétrico.

r

[E’Lf(iu, )

- ‘NI[EK(EN]M, )

Por lo comentado anteriormente, si A;(3) es pequeno, el Riesgo No Pardametrico estard aco-

tado.

5.3. Propiedades Teodricas

Vamos a establecer dos condiciones que deben satisfacer los intervalos /. La primera
condicién es con respecto al crecimiento de la longitud N, de i, debe ser de orden exponen-

cial.

Condiciones de Regularidad

Vamos a suponer que para algunas constantes ug,u con 0 < uy < u < 1 se verifica que:

Para el parametro vamos a suponer que existe una constante a tal que:

a1, < 272NN < a1y,

Comenzaremos el andlisis enunciado dos Lemmas que nos seran utiles.

Lema 5.1 : Sean [ e J intervalos de prueba y 17 ; = méx,c; 17 ; el estadistico de prue-
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ba, con Ty, = mazygy s {Lp/(S") + Lp (E) }—mazsLi(S) = Np K (S0, S1)+Np K (S, %)),

Bajo condiciones regularidad, se tiene que:

Exe|NJK (5, 59" 1(Ty; > 3) < 2N,D(r,d)3 e >

Donde D(r, d) es la constante del Teorema 5.4.

Demostracion:
Es- | NK (5, 5%)| 1Ty, > 3)
< Es|NMES,TH| {1 (NI,K(ip, 54 > %) 1 <N1~K(§p/, o) > %)}

< 2D(r,d);"e?

Por 1(T7; > 3) <>, 1(Tr, > 3), se obtiene la desigualdad.

Lema 5.2 : Bajo condiciones de regularidad, para cada secuencia ¥, 1, ..., X, € O,

K3(2,%) < a {K%(El, o) + K3 (%, 20)}

D=

K3 (S0,%0) < a{K3(S0,50) + o+ K3(Sn 1,50 |

La demostracién de este teorema es similar a Polzehl y Spokoiny (2006).

Teorema 5.7 : Considerando las condiciones de regularidad, sea ¥, = ¥* para todo

t € [, k < K. Entonces existe una constante a4 que depende sélo de d y uy,u tal que la
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eleccion de

Nk
3k = ag.qlog(K) + 2log(a™") + 2rlog(— N 5 4 2log(Ny)
k

Para todo k < K.

En efecto,
Para 3, con k& > 1. Considerando los conjuntos A, = {Tp < 3.}, A = AN ..NA y

considerando la desigualdad (a + b)*" < 227D+ (q?" + b?"), tenemos que:

k
Ex- | NoK (S, 30| < 20D a>D(r, d) Z[ ( > }41\@5, et
=1

=

IA

G il)>2r (U‘K%(ik,Z*) +aK3 (S, z*))”

(5

< 2 @RS, ) + o K (ST

Aplicando esperanza con respecto a ¥* y restringiendo al conjunto 8; = {T; < 31,..., T;_1 <

31-1, T; > 3} tenemos:

Es:. (Kr(ik,il)) 1(B;) < 2D+ [aQ’"[EZ*K’”(ik,Z*)+a2’”[EE*KT(§Z,Z*)} 1(8,)

IN

o(2r—1)4 [aQT[Ez*KT(ikv ) + 0¥ Eg- K7(3, 2*)} L(Tir, Ji > 31)

Por el lemma anterior:

2N 7 D(r, d)g/"e_%l
N,

Es- KT(Ek,E V1(Ti1, Tt > 51)
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Analogamente:

il

2N D(r,d)3"e” 2

Ex-K'(3, S9)1(Thar, Ty > 31) < o
l

Pero Nz = N, reemplazando en (*) tenemos una cota superior para la esperanza.

o 11
Fy (KT(Ek,El)> 1(8) < 22 V42 oND(r, d)z e ¥ | + —
NN,

Para k < K, tenemos:

k
Ese|NeK (S, Sk)| < NiEge Y K'(Sk, $)1(B)

=1

N T
2 V¥a2D(r, d) Y [1 + (ﬁ’“) } ANz e %

=1 L

IN

Tomando 3, = agqlog(K) + 2log(Zx) + 2r log(%—flj) para k < K, logramos que la
desigualdad anterior este acotada por una constante.

En particular podemos tomar 3; = ag 4 log(k) + 2log(2L) + 2r log(]]\\f,—’;). De manera asintotica
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podemos no considerar el valor 3;", ya que crece mas lento que la exponencial.

k

r T —a —r —1
Exe | No K (S, 0)| < 207040 D(r,d) > {1 * (%) } ANk <%) <&)

=1 N, l Q
i o [N\
< 22D Dy d)ak 2 L 1
< a“"D(r,d)ak 2 ; N, +
—9.,d k
< 2R D(r d)ak 2 Y [utD 1)
=1
—a k
< 2(2r71)+a27“D(7,’ d)akTO’dufr(kfl) [u(kfl) +u(l*1)y
=1
—90,d =
< 2(2T_1)+C12TD(7“, d)aij’u—r(k—l)Qr Z [ur(l—l)}

=1

La serie considerada en la desigualdad anterior es convergente al ser una serie geométri-
ca con razén menor que 1. Por lo tanto podemos mostrar que la esperanza esta acotada por
una constante. Estos valores criticos son ttiles para la justificacién del procedimiento y es
importante que sean finitos. No obstante para valores mas ajustados en la practica no seran

utilizados ya que en general se utiliza simulacion Monte Carlo para su calibracién.

5.4. Comportamiento bajo la condicién de Pequeno

Sesgo de Modelado

En esta seccién extendemos lo anterior para el caso donde la suposicién pardmetrica

no se cumple exactamente, pero su desviacion del modelo paramétrico es pequena.
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Consideremos el paso k del algoritmo, entonces:

AR(D) =0y, (D) =) K(E, %)
le+1
Donde I, es el intervalo utilizado para testear la hipdtesis de punto de cambio dentro de
Ji-Podemos notar que el sesgo de modelacion Ag(3) incrementa junto con k.
Si existe algin nimero &’ tal que Ay (X) es pequenio, entonces es pequeno para todo k < k'
Sea EA]k/ el estimador obtenido luego de los primeros k' pasos del procedimiento, entonces se

tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.9: Bajo condiciones de regularidad. Si X* y &’ tal que E,, (X*) < A*, para

algin A* > 0, entonces:

|Nw K (S, )|
E1l 1 < 1+ AF
og{ - aD(r,d) = 0
|Nw K (S, 59)]"
E1 1 < 1+AF
"g{ HICAT R

Por el lemma 2.6 Spokoiny(2009), se sabe que si  es una variable aleatoria tal que Eo¢ < oo

entonces:

Elog(1+¢) <A+ EoC
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N/K(i/,i /) " . . ., .. .,
Tomando ¢ = [N K 2] y teniendo en consideracién las condiciones de propagacién
aD(r,d)) ’

T

Elog{ 1+ N EEe, D) | g + [E’NMK(EM’ )
)
& aD(r,d) - aD(r,d))
E ‘Nk/K(ik/,ﬁ]k/) '
< A*
- * aD(r,d)
aD(r,d)
< AF4p — 7
- T aD(r,d)
< A"+41
Analogamente, considerando ( = |N’“'KD((§Z)’E*)‘ y el Teorema 5.6, se obtiene el resulta-

do.
Este Teorema nos permite acotar el Riesgo de Estimacion cuando el modelo se aleja del

supuesto paramétrico generando un sesgo aceptable en la modelacion.

5.5. Estabilidad después de verificada las Condiciones
de Propagaciéon

Si el sesgo del modelado es pequeno, por ende acotado, es decir Ay, (X*) < A*, tenemos
que el procedimiento funciona bastante bien. Al generalizar al caso ¥; con funciones no
necesariamente constantes y al tener en cuenta que el riesgo de estimacion crece de manera
proporcional a la cantidad de retornos agregados, se debe asegurar que el estimador final 5
no varia demasiado en pasos posteriores del procedimiento, teniendo en cuenta la estimacion
agregada ik luego de cumplida las condiciones de propagacion, cuando la divergencia de

Kullback-Leibler se hace grande.
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Teorema 5.10: Para algin £ < K y [ el intervalo aceptado por el procedimiento

adaptativo y ik = ik, entonces,
NiK(Zk, Sii1) < 50
Maés aun bajo las condiciones de regularidad, para todo k' tal que k < k' < K,
NK (Sg, S < aCy %5

Donde C,, = (u_% — 1)y 3% = mazsi3i
Demostracién:

Si l4+1 es rechazado, la desigualdad se obtiene trivialmente. Si /., es aceptado, enton-
ces Y = Lp Y Lgy1 = Vkt1-
Decir que [}, sea aceptado significa que Ty = Tj,,, 7, < 3, en particular Tj, . < 3, con

T:to—Nk.

Por otro lado,
le-s-l,T = NJk+1K<EJk+17 Zlk+1) + leK(Elk’ Zlk-‘rl) < 3k,

pero, leK(ilk, ilk-ﬂ) = NkK(ik, ik—i—l)-

De esta desigualdad podemos concluir que: Ny K (ik, ikﬂ) <3
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Por un lema anterior, sabemos que:

K%<ik, ik/) < a Z K%(ij, Zj—i-l)

IA
a
=
M-
VR
(V%Y
Z|z
N————
N

3k 1 2 j—k 2
< LA i=ky2
< a<Nk) .k(u )

Acotando por la serie geométrica, tenemos lo pedido.

Teorema 5.11: Sea EA(X) < A* para algin ¥ € © y k£ < k’. Entonces:

N K (S, Si)|”
aD(r,d)

[Elog{l—i— }§1+A*

NkK(ik/, i) < 0201‘2%

Este Teorema describe la propiedad ordculo de nuestra estimacion y justifica el uso del
procedemiento descrito. Nos dice que no existe una diferencia significativa entre el estimador

seleccionado X y el estimador oraculo Yp-.

Teorema 5.12: Bajo condiciones de regularidad, para algunos k*, ¥* y A* tal que

Ea,.(X*) < A* entonces,

1
1 K2(%, %) Cuv/3+

£l 14+ N2 ———= | <1 1 A" 1.

og<+ k aD(%,d))_Og<+D(ld) +A +a+

29
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Demostracion:

1 1
ot NLK (S|P < ‘Nk*K(EZ*,Z*) :

l ~ A~
y ’Nk*K(ZZ*, )

l ~
g ‘Nk*K(E};*,Z*)

Por el teorema 5.11,

1
Nk*K(EZ*72*> ’ S aCuVék* S Cu\/gk:*a (Cl S 1)?

2

N|=

a ' N K (2%, 5%

1 ~
< Cuvae + [Ne K S|+ N K (S5, 37

Por lo tanto,

N K (5%, 5%)]2 N |NeK (55, 55
1og(1+| e K (5 >|)S 1og<1+0 B INe K5, 5)

3 |NeK(S5, 59
aD(3,d) '

D(L, d) pld ' D@

2
Considerando la desigualdad elemental, log(1+a+0b) < log(1+a)-+log(1+b) tenemos:

= 1
|Nys K (5%,5%)| 2
log (1 + W)

2

3 ]\]*[(N"‘)k A** 1 N*K’V** x\ | L
§log(l+g“(\/l3dk))+log(1+| KL Sl | [NeK ,)zﬂz)

2
Aplicando la esperanza a la desigualdad anterior:

a 1N K(S,5%)

Slog(1+g(—§z’c’;))+ﬂog<1+| e KL 52 [ Ne K(5E, )I)

29

Por el Teorema 5.4 y el Lema 2.6 de Spokoiny (2009), tenemos:
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N K(35 552 [N K (35, 59| Ne-K(Z5 2* 3
[Ne K (S5, S3) 2 [Ne K (S >|>§A*+EE*<H|,€ .5 )|

Flog | 1
Og( A TE O TER) )
s
. <|Nk*K zk ] )

27 27

D( 1 l d
< A"+« 3.4 f’ )

D(27d> D(§7d)
< A*+a+1

M)

1
E))Q> §10g(1—|— Vz’“*)+A*+a+1.

Por lo tanto, Elog (1 + % i

t\.’)\»—‘

5.6. Modelo de Regimen Cambiante y Calidad en la
Deteccion de Puntos de Cambio

En nuestro estudio buscamos el mayor intervalo de manera adaptativa donde X es
una matriz simétrica constante. Sin embargo, se acepta facilmente que la volatilidad puede
estimarse por un Modelo de Regimen Cambiante, es decir a través de un Momento de Markov
o mas conocido como Tiempo de Parada, ya que este proceso estocastico la probabilidad de un
evento depende inmediatamente de los eventos anteriores, por ende no hay independecia en el
proceso y dado (Q, F,F = (F)ser, P) un espacio de Probabilidad, y w una variable aleatoria,

que serd un tiempo de parada si se cumple lo siguiente: w : Q@ — T, w(f) <te F, teT.

Por ende, se supone que existe una secuencia vy, vy, . .. donde %7 es medible con respecto
al campo generado por las observaciones contenidas en dicho Momento de Markov, es decir,
7 = f(t) = Xj con v; <t < v;11. En este contexto, el procedimiento propuesto nos permite

encontrar con alta probabilidad la ubicaciéon de los puntos de cambio, como si se conociera

Magister en Estadistica 71 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 5. MODELO DE VOLATILIDAD MULTIVARIANTE MULTIESCALA

a, priori.

Sea v un punto de cambio y t° un punto posterior. Tomando intervalos de la forma
Il = [t° — Ng, t°[, se debe escoger el intervalo més grande.
Sea [+ un intervalo que no contenga a dicho punto de cambio v y [+, el primer intervalo
rechazado por contener a v. Supongamos que existe un unico punto de cambio en Jjp«11 =
[t® — Ngwy1,t° — N[ v en lgeyo.
Por otro lado, sea 7 un punto, tal que I’ = [t® — Ny« yo, 7], y para t € I', f(t) = ¥/, a su vez,

"

I"=[r,t°[cont el f(t)=X%".

Ny N, . ..
Sea ¢; = vy ¢p = T+ constantes menores a 1. Considerando las condiciones de

1

regularidad, se tiene que uy? < ¢, u™! < z—f, luego:

Vamos a definir la siguiente medida respecto a la distancia entre ' y 3,

E(X,Y) = if mf {(1-c)K(,%)+cK(X" %)},

Y70 c€ler,e2]

Si d?(X', ") es grande entonces Ty, también lo serd, por ende podemos rechazar [j«.

Teorema 5.13: Si para algin 3 > 0, Ny« 2d*(X, 2") > 2a? (3411 + 2)m entonces:

P(lg=+1 no sea rechazado) < 4e3.

Demostracién:
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Sea 3 > 0, consideremos A(3) = 1 {NI/K(ip,E’) <3 NpK((Ep,Y') < 3}, por el
teorema (5.2), P(A(3)) > 1 —2e3 —2¢8 =1—4e3.

Por otro lado, recordemos que 1, = NI//K(EIH, i;) + N[/K<§[I, il)

K%(Zl,i]) < GK%(EII,E/>+GK%(§)[I,§)[)
1
a(%ﬁ) +aK%(§p,i1)

IA

Luego, K(ip,i[) > (2a2)—1K%(E” i[) — fv%

De manera anéloga K (3,7, %) > (2a%) " Kz2(¥/, %) — ﬁ Aplicando esto al estadistico de

prueba 17,
TI,V = = NI”K(iI’U i]) + ]\/vjlf((ijp7 i[)
2 (2(12)_1 {N]IIK(E/, i[) + NI’K(E”’ zNj])} -3
> (20) N go { B (2,50) + (1= 9K, 5 } 5
Tomando ¢ = NiI;Q, tenemos que:

Ty, > (20%) 7 Npeyod* (X, 2) — 3

Bajo la hipotesis del teorema, obtenemos:

Tro > (20°)7120% (o1 +3) xm — 3

Si m = 1, obtenemos la conclusion.
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Capitulo 6

Aplicacién a la Estimacion y
Prediccién en los Tipos de Cambio de

Divisas

6.1. Analisis Descriptivo de Datos

Las observaciones estudiadas se obtuvieron de la pagina web de la Reserva Federal
EE.UU. y corresponden a 2583 observaciones de tipo de cambio del délar estadounidense
a 9 monedas distintas, desde el 1 de Enero de 1990 a el 7 de Abril de 2000. A saber,
Délar Australiano (AUD), Libra Esterlina (GBP), Délar Canadiense (CAD), Corona Danesa
(DKK), Yen Japonés (JPY), Corona Noruega (NOK), Délar Neozelandés (NZD), Corona
Sueca (SEK) y Franco Suizo (CHF).

En las siguientes tablas estan contenidos los resimenes de las variables en cuénto a

posicién, dispersién y forma de la distribucién de los datos en las series de tiempo de Tipo
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de Cambio.
Moneda | Min. | Ist Qu. | Median | Mean | 3rd Qu. | Max. Mod.
AUD 0.5550 | 0.6710 | 0.7385 | 0.7222 | 0.7701 | 0.8351 0.7405
GBP 1.417 | 1.554 1.620 | 1.639 1.683 2.003 1.6135 1.6210 1.6230
CAD 1.120 | 1.198 1.360 | 1.330 1.404 1.577 1.3745
DKK 5.344 | 5.917 6.382 | 6.351 6.745 7.819 | 6.455 6.460 6.575 6.600 6.940
JPY 81.12 | 105.96 | 118.08 | 118.50 | 129.88 | 159.90 123.9 124.9
NOK 5.510 | 6.413 6.773 | 6.874 | 7.420 8.490 6.505
NZD 0.4810 | 0.5405 | 0.5785 | 0.5893 | 0.6410 | 0.7148 0.534
SEK 5.088 | 6.217 7.350 | 7.143 7.915 8.851 7.915 7.975
CHF 1.117 | 1.292 1.430 | 1.397 1.490 1.681 1.4895

Cuadro 6.1: Resumen Estadisticos de Tendencia Central y Posicién Datos Tipos de Cambio.

Moneda Sd. Var. Skew. | Curtosis
AUD 0.0034 | 0.0586 |-0.4944 | -0.8464
GBP 0.0144 0.1198 1.0624 0.8004
CAD 0.1180 0.0139 | -0.1999 | -1.0371
DKK 0.5173 0.2676 | 0.1526 | -0.5206
JPY 16.0869 | 258.7887 | 0.2159 | -0.4202
NOK 0.6286 0.3952 | 0.2846 | -0.7765
NZD 0.0602 0.0036 | 0.4260 | -0.9974
SEK 0.9317 | 0.8680 |-0.3157 | -1.1354
CHF 0.1237 | 0.0153 | -0.4460 | -0.6872

Cuadro 6.2: Resumen Estadisticos de Dispersion y Forma Datos de Tipo de Cambio.

Observando las tablas, podemos notar que algunas de las series no son unimodales, el
caso mas extremo es el de la corona danesa que posee cinco modas, esto es un claro indicio
de la no normalidad de los datos.

En cuanto a la dispersion, el Yen Japonés es el que tiene la varianza mas alta, por ende es el
tipo de cambio mas volatil entre los estudiados. Todas las series son asimétricas. En cuanto

a la curtosis todas a excepcién de la Libra Esterlina son platicirticas.

Las siguientes tablas resumen la informacién de las series de retornos logaritmicos, en
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adelante el estudio se centr6 en dichas series. Se puede notar que todas las series son uni-

modales, que son todas leptocirticas ademas de asimétricas pero esta vez con valores mas

cercanos a cero.

Moneda Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. Mod.
RETAUD | -0.0444865 | -0.0030509 | 0.0001366 | -0.0001041 | 0.0029981 | 0.0482481 0
RETGBP | -3.286e-02 | -2.940e-03 | 6.459e-05 | -6.790e-06 | 3.160e-03 | 2.889e-02 0
RETCAD | -1.621e-02 | -1.617e-03 | 7.068¢-05 | 8.819¢-05 | 1.720e-03 | 1.652¢-02 0
RETDKK | -3.286e-02 | -3.644e-03 | 1.597e-04 | 6.099e-05 | 3.573e-03 | 3.467e-02 0
RETJPY | -0.0563021 | -0.0037492 | 0.0000000 | -0.0001271 | 0.0039408 | 0.0323990 0
RETNOK | -4.492e-02 | -3.405e-03 | 7.785e-05 | 9.493e-05 | 3.457e-03 | 5.969e-02 0
RETNZD | -4.064e-02 | -2.692e-03 | 0.000e+00 | -6.581e-05 | 2.614e-03 | 4.144e-02 0
RETSEK | -0.0459534 | -0.0035632 | 0.0000000 | 0.0001267 | 0.0037883 | 0.0645385 0
RETCHF | -3.899e-02 | -4.185e-03 | 2.633e-04 | 1.481e-05 | 4.346e-03 | 3.112e-02 0

Cuadro 6.3: Resumen Estadsticos de Tendencia Central y Posicion para las Series de Retor-

nos.

Moneda Sd. Var. Skew. Curtosis
RETAUD | 0.005649095 | 3.191227¢-05 | -0.1878116 | 5.854727
RETGBP | 0.005941711 | 3.530393e-05 | -0.2793477 2.79293
RETCAD | 0.002992616 | 8.955753e-06 | 0.04277628 | 2.49934
RETDKK | 0.00648215 | 4.201827e-05 | -0.03752007 | 1.967052
RETJPY | 0.007407423 | 5.486992¢-05 | -0.5856599 | 4.366011
RETNOK | 0.006520444 | 4.251619e-05 | 0.313869 | 5.638011
RETNZD | 0.005436945 | 2.956037e-05 | 0.06976292 | 6.991142
RETSEK | 0.006793834 | 4.615617e-05 | 0.372656 6.6594
RETCHEF | 0.007350001 | 5.402252e-05 | -0.1868456 | 1.526278

Cuadro 6.4: Resumen Estadsticos de Dispersion y Forma para las Series de Retornos.
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A continuacion observamos las series de tiempo de los retornos logaritmicos de los tipos
de cambio. Podemos ver graficamente que las series no son estacionarias en varianza y que

se presentan agrupaciones de volatilidad, pero esto debe ser probado.

Retornos Logaritmicos GBP/USD
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RETGBP

-0.01

-0.02

-0.03

o

500 1000 1500 2000 2500

Index

Figura 6.1: Retornos Logaritmicos Libra Esterlina.

Retornos Logaritmicos JPY/USD
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Figura 6.2: Retornos Logaritmicos Yen Japonés.
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Retornos Logaritmicos CHF/USD
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Figura 6.3: Retornos Logaritmicos Franco Suizo.
Retornos Logaritmicos SEK/USD
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Figura 6.4: Retornos Logaritmicos Corona Sueca.

Magister en Estadistica 78 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 6. APLICACION A LA ESTIMACION Y PREDICCION EN LOS TIPOS
DE CAMBIO DE DIVISAS

Retornos Logaritmicos NZD/USD
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Figura 6.5: Retornos Logaritmicos Délar Neozelandés.

Retornos Logaritmicos DKK/USD
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Figura 6.6: Retornos Logaritmicos Corona Danesa.

Magister en Estadistica 79 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 6. APLICACION A LA ESTIMACION Y PREDICCION EN LOS TIPOS
DE CAMBIO DE DIVISAS

Retornos Logaritmicos NOK/USD
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Figura 6.7: Retornos Logaritmicos Corona Noruega.

Retornos Logaritmicos AUD/USD
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Figura 6.8: Retornos Logaritmicos Délar Australiano.
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Continuamos este estudio notando que la distribucién de los datos no son normales,
como comunmente ocurre en los datos financieros. Se realizé el histograma de los retornos,
junto a sus Q-Q graficos. Ademas se aplicé el test de Lilliefors para comprobar de manera

numeérica.

Histograma de Retornos GBP/USD
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Figura 6.9: Histograma Retornos Logaritmicos Libra Esterlina.
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Histograma de Retornos CAD/USD
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Figura 6.10: Histograma Retornos Logaritmicos Doélar Canadiense.
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Figura 6.11: Histograma Retornos Logaritmicos Franco Suizo
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Histograma de Retornos SEK/USD

[=)
s 4
- _— Curva Observada
o | _— Cumva (Normal) Tedrica
(18]
€ A
w
o |
<
o _| / \
) J?Z gcn
o
[ T T T T 1
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
Normal Q-Q Plot
_ o
o
=
o
o o
‘.WMOO’
o
S
o
____——O:W
3 | o ©
Q o

Figura 6.12: Histograma Retornos Logaritmicos Corona Sueca.
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Figura 6.13: Histograma Retornos Logaritmicos Ddélar Neozelandés.
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Figura 6.14: Histograma Retornos Logaritmicos Corona Danesa.
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Figura 6.15: Histograma Retornos Logaritmicos Corona Noruega.
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Figura 6.16: Histograma Retornos Logaritmicos Ddlar Australiano.

Moneda Estadistico p-valor
RETGBP | 0.065542 2.2e-16
RETJPY 0.066131 2.2e-16
RETNZD | 0.071766 2.2e-16
RETCHF | 0.040038 | 2.818e-10
RETDKK | 0.045491 | 1.866e-13
RETAUD | 0.059419 2.2e-16
RETCAD | 0.045861 | 1.092e-13
RETNOK 0.05582 2.2e-16
RETSEK 0.047879 | 5.443e-15

Cuadro 6.5: Test de Lilliefors para las Series de Retornos Logaritmicos.

6.1.1. Aplicacién LCP

En el contexto multivariado se realizo un ajuste bivariado a los datos ya descritos,

aplicando el paquete AWS: Adaptive Weights Smoothing desarrollado por Polzehl, J. (2021),

que contiene funciones para estimar volatilidad adaptativa, ademas de herramientas técnicas
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para andlisis de imagenes.

Se aplica el paquete utilizando intervalos de 250 datos dejando los primeros 1000 como
una premuestra. El objetivo de escoger esta longitud de 250 datos es generar 6 intervalos
y con esto analizar todos los datos disponibles. Por lo tanto, se aplica el enfoque en el in-
tervalo de [1001,1251] datos, continuando con el intervalo [1251,1501], asi sucesivamente...
Observamos los graficos para la Libra Esterlina y el Délar Australiano, la Corona Sueca y el
Yen Japonés, respectivamente. Notamos que la estimacion adaptativa genera una curva mas

bien suave, pero que es capaz de notar los cambios bruscos en la volatilidad.

Covarianza Adaptativa Estimada RETGBP/RETAUD(1001:1251)
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Figura 6.17: Covarianza Estimada Series de Retornos Logaritmicos Libra Esterlina, Délar
Australiano [1001:1251].
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Figura 6.18: Covarianza Estimada Series Retornos Logaritmicos Corona Sueca, Yen Japonés
[501:1500].

6.1.2.

Aplicacion GARCH

Se aplicé el modelo GARCH utilizando los 1000 datos anteriores para un mejor ajuste

de los parametros del modelo. La siguiente tabla resume los modelos utilizados en cada in-

tervalo. Posteriormente se realizé un ajuste GARCH(1,1) para cada serie de tiempo.

Serie
RETGBP
RETAUD
RETJPY
RETCHF
RETSEK
RETDKK
RETNZD
RETCAD
RETNOK

[251:1250]

[501:1500]

[751:1750]
ARMA(
ARMA
ARMA
ARMA

[1001:2000]
ARMA(1,1)
ARMA(1,1)
ARMA(2,2)
ARMA(2,3)
ARMA(4,4)
ARMA(1,1,2)

ARMA(2,2)

ARMA(1,1)
ARMA(0,1,1)

[1251:2250]
ARMA(1,1)
ARMA(2,2)
ARMA(2,2)
ARMA(2,2)
ARMA(4,5)
ARMA(3.4)
ARMA(2,2)
ARMA(4,2)
ARMA(2.2)

[1501:2500]
ARMA(2,2

Cuadro 6.6: Ajuste ARMA de las Series de Retornos Logaritmicos.
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Explicaremos cada paso del ajuste para dos series en particular. Comenzamos con la
serie SEK[501:1500] analizando sus gréficas de autocorrelacién y autocorrelacién parcial, don-

de podemos ver al rededor de 6 lag significativos en la ACF y 4 lag significativos en la PACF.
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Figura 6.19: Grafico de Autocorrelacion Serie Retornos Logaritmicos Corona Sueca
[501:1500].
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Figura 6.20: Gréafico de Autocorrelacién Parcial Serie Retornos Logaritmicos Corona Sueca

[501:1500).

Después de probar con varios modelos ARMA, ajustamos un modelo ARMA(2,3) a los

datos.

> coeftest (ABRMRSEEZ23)

z test of coefficients:

Estimate 5Std. Error =z wvalue Pri(>|z])
arl 0.738001259 0.01840847 40.0903 < 2.2e-16 ***
ar2 -0.95579246 (0.01848804 -51.65879 < 2.2e-1g **%
mal -0.6791794% 0.03570334 -19.0229 < 2.2e-16 ***
maz2 0.92357274 0.028B1873 32.0477 < 2.2e-1g #*%
ma3 0.08326565 0.03185545 2.613% 0.008953 **
intercept 0.00017257 0.00026546 0.6501 0.515643
Signif. codes: O “&&%%Fr 0,001 “&&%r 0,01 **f Q.05 *.f 0.1 " 1
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Standardized Residuals
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Figura 6.21: Resumen Calidad de Ajuste ARMA(2,3) Serie Retornos Corona Sueca
[501:1500).

A simple vista el ajuste de los pardmetros parece funcionar, aplicando la prueba de
Ljung a los residuales obtenemos que el modelo ajusta bien a los datos es decir los residuos
tienen forma de ruido blanco. Sin embargo al analizar los residuales al cuadrado esta situacion
cambia, se rechaza la hipodtesis nula del test de Ljung-Box y se concluye que la serie esta
correlacionada. Aplicamos una prueba ARCH, para comprobar que existen componentes

autorregresivos en los residuales lo que nos hace sospechar que el modelo pueda ser ajustado

mediante un modelo GARCH(p,q).
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Residuals ARMASEK(2,3)[501:1500]
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Figura 6.22: Residuales Modelo ARMA(2,3) Serie Retornos Corona Sueca [501:1500].

Square Residuals ARMASEK(2,3)[501:1500]

residuals{ARMASEK23)"2
0.002 0.003 0.004
I

0.001
1

0.000
1

0 200 400 600 800 1000

Time

Figura 6.23: Residuales Cuadrados Modelo ARMA(2,3), Serie Retornos Corona Sueca
[501:1500].
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> BArchTest (residuals (AEMASEE23) , lag=3)
ARCH LM-test; Null hypothesis: no RRCH effects

data: residuals (ARMASEEZ23)
Chi-sqguared = 32.755, df = 3, p-value = 3.627e-07

> Box.test (residuals (ARMASEEZ23) , type="Ljung-Box™)
Box-Ljung test

data: residuals (ARMASEEZ3)
X-squared = 0.01068, df = 1, p-value = 0.9177

- Box.test (residuals (ABMASEE23) "2, lag=l, type=c ("Box-Pierce™, "Ljung-Box") , fitdf=0)
Box-Pierce test

data: residwals (ARMASEEZ3)"2
X-squared = 29.762, df = 1, p-value = 4,884e-08

Por simplicidad utilizaremos un modelo GARCH(1,1) donde la media serd modelada
por un ARMA(2,3), y la distribucién de los residuos serd ajustada a través de una distribu-
cién t-student, en los parametros estimados solo resultan no significativos las constantes del

modelo, lo que no sera relevante para el ajuste.
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» FITGARCHSEE

GARCH Model aGRRCH(1,1)
Mean Model : ARFIMR (2,0, 3)
Distribution : std

Cptimal Parameters

Estimate 5td. Error t value Pri>|t])
T -0.00024%9 0.000214 -1.16090 0.245681
arl 0.707814 0.034583 20.23307 0.000000
ar2 -0.5944234 0.014764 -£3.95546 0.000000
mal -0.6%6463 0.032053 -21.72853 0.000000
maz2 0.933104 0.000834 1118.81608 0.000000
ma3 0.035281 0.002144 18.31730 0.000000
omega 0.000002 0.000002 0.82562 0.409018
alphal 0.05%641 0.028817 2.06961 0.03848%9
betal 0.908118 0.036464 24,590430 0.000000
shape 6.810502 1.456312 4.67654 0.000003
Robust Standard Errors:

Eztimate S5Std. Error t walue Pri(>|t])
T -0.000248%9 0.000212 -1.17579 0.2359678
arl 0.707814 0.045656 15.50323 0.000000
ar2 -0.5944234 0.017421 -54.20017 0.000000
mal -0.65%6463 0.042%908% -16.23112 0.000000
ma2 0.933104 0.000793 1176.57027 0.000000
ma3 0.035281 0.000988 39,.77469 0,000000
omega 0.000002 0.000014 0.12799 0.89%8160
alphal 0.05%641 0.148415 0.40185 0,687793
ketal 0.908118 0.20824¢ 4.36080 0.000013
shape 6.810502 2.8595527 2.35175 0.018685
LogLikelihood @ 3526.757
Information Criteria
Bkaike -7.0335
Bavyes -6.9844
Shibata -7.0337
Hannan-Quinn -7.014%
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Weighted Ljung-Box Test on Standardized Residuals

Lag[1l]
Lag[2* (p+ag) + (p+d) -1]1 [
Lag[4* (p+q) + (p+d) -1]1 [
d.o.f=5

HO : Mo serial correl

Weighted Ljung-Box Test on Standardized Sguared Residuals

Lag[1l]

Lag[2* (p+g) + (p+d) -1]1 [
Lag[4® (p+g) + (p+qg)-1] [
d.o.f=2

Weighted ARCH IM Test

Statistic
ARCH Lag[3] 0.2701
ARCH Lagl[5] 2.2076
ARCH Lag[7] 3.5271

Hvbklom stability test

statistic p-value
1.476 0.2244

14] 5,250 11,0000
24] 9.212 0.9029

ation

statistic p-value
3.71le 0.05389

5] 5.410 0.12343
9] T.258 0.17850

3
Shape Scale P-Value
0.500 2.000 0.6033
1.440 1.667 0.4272
2.315 1.543 0.41%89

Joint Statistic: T6.1554

Individual Statistics

ma 0.24326
arl 0.01815
ar2 0.06056
mal 0.03525
maz2 0.103%9&6
ma3 0.13553
omega S5.4708é6
alphal 0.34335
betal ©0.29351
shape 0.07347

Azynmptotic Critical V
Joint Statistic:
Individual Statistic:

Sign Bias Test

aluss (10% 5% 1%)
2.25% 2.54 3.05
0.35 0.47 0.75

t-value prok sig
Sign Bias 57250 0.56711
Hegative Sign Bias 0.03357 0.97251
Positive Sign Bias 2.38216 0.01740 *%
Joint Effect 6.29380 0.0981e w

group statistic p-v
1 20 22.40
2 30 31.70
3 40 44 .24
4 =10] 54.40

alue (g-1)
0.2648
0.3332
0.2600
0.2764
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Al observar ahora los graficos de autocorrelacion y autocorrelacion parcial de los re-
siduales al cuadrado estandarizados y aplicar el test de Ljung-Box podemos notar que el

ajuste GARCH(1,1) mejora bastante en comparacién con el modelo ARMA(2,3).

Residuales Cuadrados Estandarizados SEK[501:1500] GARCH(1,1)+ARMA(2,3)

ACF
08 03 10
1 I

04

0.2
I

0.0
—

Figura 6.24: ACF Residuales Cuadrados Estandarizados GARCH(1,1).
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Partial ACF

ACF
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Residuales Cuadrados Estandarizados SEK[501:1500] GARCH(1,1)+ARMA(2,3)

Figura 6.25: PACF Residuales Cuadrados Estandarizados GARCH(1,1).

De manera andloga se hace el estudio para la serie RETJPY.

SERIE RETJPY[501:1500]

Lag

Figura 6.26: Grafico de Autocorrelacién Serie Retornos Yen Japonés [501:1500].
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LA ESTIMACION Y PREDICCION EN LOS TIPOS

SERIE RETJPY[501:1500]
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Figura 6.27: Grafico de Autocor
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Lag

relacién Parcial Serie Retornos Yen Japonés [501:1500].

Ajustamos un modelo ARMA(2,2) a los datos.

> coeftest (ARMBJIPYZ22)

z test of coefficients:

Estimate 5Std. Error =z wvalue Pri(>|z|)
arl 9.8828e-01 1.034%=-01  9.5500 <Ze-1§ ##+
arz -8.00632-01 7.7692e-02 -10.3052 <2e-16 *+**
mal -1.01382+00 B.6464e-02 -11.7256 <2e-16 #+**
maz £.6557e-01 6.3642e-02 13.6006 <2Ze-16 ***
intercept -6.0643e-05 2.3541e-04 -0.2576 0.7967
Signif. codes: 0 “#%%7 0,001 ‘#%7 0,01 **7 0,05 ‘. 0.1 * ¢ 1
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Standardized Residuals

0 2;0 40‘0 5;0 50‘0 10‘00
Time:
ACF of Residuals
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p values for Ljung-Box statistic
B 2 4 1‘5 ] 10
lag
Figura 6.28: Resumen Ajuste ARMA(2,2), Serie Retornos Yen Japonés [501:1500].
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Figura 6.29: Residuales Ajuste ARMA(2,2), Serie Retornos Yen Japonés [501:1500].
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Residuals ARMAJPY(2,2)[501:1500]
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Figura 6.30: Residuales Cuadrados Ajuste ARMA(2,2), Serie Retornos Yen Japonés
[501:1500).

- ArchTest (residuals (ARMAJPYZ22) ,lag=3)
ARCH LM-test; MNull hypothesis: no ARCH effects

data: residuals (ARMAJIPYZZ)
Chi-squared = £6.493, df =

3, p—value < 2.2e-16

oAl

ox.test (residuals (ARMAJPYZ22) , type="Ljung-Box™)
Box-Lijung test

data: residuals (ARMRJEYZ2)

X-squared = 0.00574%98, df 1, p-value = 0.939%9¢&

Ljung-Box") , fitdf=0)

m
m

ox.test (residueals (ARMBJIPY22) "2, lag=1, type=c ("Box-Pierce™ "

Box-Pierce test

data: residuals (ARMAJPYZZ2)"2
¥-squared = €4.047, df = 1, p-value = 1.221e-15
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> FITGRARCHJFY

® GARCH Model Fit *

GARCH Model : sGARCH(1,1)
Mean Model : BARFIMA (2,0,2)
Distribution 1 std

Cptimal Parameters

Estimate Std. Error t value Pri(>|t])
T -0.000206 0.00018%5 -1.05707 0.250481
arl 0.523431 0.054516 ,.77008 0.000000
ar2 -0.842010 0.071504 -11.77566 0.000000
mal -0.58550&0 0.080206 -11.95747 0.000000
ma2 0.891667 0.059430 15.00355 0.000000
omega 0.000002 0.000003 0.57411 0.565855
alphal 0.08965%3 0.051044 1.75715 DO.0T8B885
bketal 0.875364 0.062367 14.03570 0.000000
shape 8.473275 2.626687 3.22584 0.001256
Robust Standard Errors:

Eztimate 5Std. Error t walue Pr(>=|t])
T -0.000206 0.000201 -1.025124 0.305305
arl 0.523431 0.140814 6.557794 0.000000
ar2 -0.842010 0.071784 -11.729718 0.000000
mal -0.5550&0 0.120365 -T7.967527 0.000000
ma2 0.891667 0.065079 13.70126% 0.000000
omega 0.000002 0.000027 0.066304 0,.947136
alphal 0.089&693 0.397279 0.225769 0.821381
betal 0.875364 0.508068 1.722527 0.084902
shape 8.473275 11.3059036 0.745248 0.453708
LogLikelihood @ 3558.179
Informacion Criteria
Akaike -7.1784
Bayes -7.1342
Shibata -7.1785
Hannan-Quinn -7.161&
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Weighted Ljung-Box Test on Standardized BResiduals

statistic p-value

Lag[l] 3.193 0.07394
Lag[2* (p+g) + (p+a) -1]1 [11] £.283 0.31031
Lag[4* (p+g) + (p+g) 1] [19] 9.257 0.59476
d.o.f=4

HO : WMo serial correlation

Weighted Lijung-Box Test on Standardized Sgquared Residuals

statistic p—valus

Lag[l] 0.5488 0.4588
Lag[2* (p+a) + (p+a) -11 [5] 1.7707 0.6735
Lag[4* (p+a) + (p+a) -1 [9] 3.3284 0.7037
d.o.f=2

Weighted ARCH LM Tests

Statistic Shape Scale P-Valu
BRCH Lag[3] 0.0155%3 0.500 2.000 ©0.89%%6
BRCH Lagl[5] 0.12132 1.440 1.667 0.9827
BRCH Lag[7] 1.84306 2.315 1.543 0.7505

Nybklom stabkility test

Joint Statistic: T5.3005
Individual Statistics:

itk 0.07291
arl 0.055902
arz 0.08704
mal 0.04682
ma2 0.06879
omega  S.9%66l4
alphal 0.26997
betal 0.38T783
shape 0.53693

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 2.1 2.32 2.82
Indiwvidual Statistic: 0.35 0.47 0.75

S5ign Bias Test

c-value prob sig

Sign Bias 0.,7706 0.4411
Negative Sign Bias 0.5565 0.5780
Pogitive Sign Blias 0.4elé 0.6444
Joint Effect 2.0197 D.5&8

Ldjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:

group statistic p-value(g-1

)
1 20 11.54 0.8923
2 30 20.72 0.8691
3 40 28.00 0.53048
4 50 35.30 0.9282

Elapsed time : 0.413305
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DE CAMBIO DE DIVISAS

Residuales Cuadrados Estandarizados JPY[501:1500] GARCH(1,1)*ARMA(2,2)

ACF
0.6 08 1.0
I 1

04

02
1

0.0

Figura 6

.31: ACF Residuales Cuadrados Estandarizados Retornos Logaritmicos Yen Japonés

[501:1500] GARCH(1,1).

Residuales Cuadrados Estandarizados JPY[501:1500] GARCH(1,1)*ARMA(2,2)

0.04
1

002
1

Partial ACF
-004 -002 000

-0.08

Figura 6.32: PACF Residuales Cuadrados Estandarizados Retornos Logaritmicos Yen Ja-
ponés [501:1500] GARCH(1,1).
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6.1.3. Aplicacién del Modelo DCC

En este apartado se realizdé un ajuste bivariado siguiendo las técnicas clasicas donde

destacamos al modelo DCC, que serd descrito para una mejor comprensién de esta aplicacién.
Modelos de Correlacién Condicional.

En Almeida, D. et all,(2015), [1], se menciona la posibilidad de modelar la matriz de
Covarianza Condicional Y; mediante el producto de la matriz de covarianzas y correlaciones

condicionales de la siguiente forma:

Y= diag(Et)%thiag(Et)%

Donde diag(¥:) = diag(o114, ..., 0nmt) €s la matriz diagonal cuyos elementos son las
varianzas condicionales de cada serie temporal y H; es una matriz que contiene las correla-
ciones condicionales de cada serie.

En este modelo se asume que las varianzas y correlaciones condicionales no estan relaciona-

das, por lo que se pueden estimar primero las varianzas condicionales y luego las correlaciones.

El modelo se puede resumir en los siguientes pasos:

» Utilizar un modelo GARCH(p,q) para la varianza estimada de cada serie temporal,

q p
2 2 2
Oip = Wi + E :a’iai,t—i + E Bio ;-
i—1 i—1
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= Constuir la matriz diagonal que contiene estas varianzas,

Dt = dz'ag{au, ey Ud,t}-

= Obtener las innovaciones escaladas,
€t = D;lat.

1
, a; = X7 ¢&y con & un vector de ruido blanco.

» Aplicar un modelo EWMA (Media Mévil Ponderada Exponencial) a las innovaciones

escaladas,

Qe = (1= Ner16, | + AQi_1.
= Obtener la matriz de Correlacion Condicional,

Hy = diag{Qt}_%Qtdiag{Qt}_%'

= Obtener la matriz de Covarianza Condicional,

Et - DthDt.

Por lo tanto, para formular el modelo DCC, se debe tratar cada serie temporal de
rentabilidades por separado y ajustar el modelo GARCH(P,Q) adecuado, para generar una
matriz diagonal con dichos modelos. Posteriormente,se realiza el producto matricial entre el

proceso vectorial de ruido blanco y inversa de la matriz Diagonal obtenida. Los componentes
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de la matriz (); representan variables auxiliares que hacen el papel de covarianzas estimadas,
se aplica un modelo recursivo para su obtencion. Finalmente, se procede a reescalar la matriz
(; para obtener matrices con 1 en la diagonal principal, la que sera utilizada para estimar
la matriz de volatilidad ;.

» DCCSEEJPYGARCHLL

& DCC GARCH Fit &
Distribution Iomvt

Model i DCC(l,1)
Ho. Paramsters H 21

[VAR GARCH DCC UncQ] : [0+17+3+1]
Ho. Series H 2

Ho. Cbks. i 1000
Log-Likelihood : TE802.T755
Av.Log-Likelihood : 7.8

Cptimal Parameters

Eztimate 5Std. Error t walue Pr(>|t])
[Azset 1].arl -0.555214 0.252987 -3.7%156 0.000150
[Rsset 1] .arz -0.684478 0.123218 -5.55501 0.00Q0000
[Azset 1] .mal 0.877977 0.25284¢ 3.86787 0.000110
[Rsset 1] .ma2 0.662852 0.144254 4.55%377 0.000004
[Azset 1] .ma3 -0.0565980 0.037457 -1.52121 0.128206
[Rsset 1] .omega 0.000001 0.000003 0.56743 0.570423
[Azset 1].alphal 0.052237 0.025630 2.03811 0.04153%
[Rsset 1] .betal 0.5926046 0.033052 28.01781 0.000000
[Azset 1] .shape T.005306 l.6665935 4.,20451 0.000026
[Rsset_2].arl 0.926745 0.106676 8.68743 0.000000
[Azset 2] .ard -0.8405904 0.070008 -12.01158 0.000000
[Rsset 2] .mal -0.%6191¢ 0.05%10%6 -10.555%41 0.000000
[Azset 2] .mal 0.851285 0.058830 15.15033 0.000000
[Rsset 2] .omega 0.000002 0.000006 0.28757 0.773675
[Azset 2] .alphal 0.085527 0.113653 0.78087 0.428%&63
[Rsset 2] .betal 0.875238 0.13615%€ 6.42631 0.000000
[Azset 2] .shape B.63721¢€ 3.606385 2.384597 0.01l€e22
[Joint]dccal 0.028158 0.009424 2.98801 0.002808
[Joint]dcckl 0.946278% 0.018321 51.65034 0.000000
[Joint |mshape 5.621082 0.535124 10.50428 0.000000

Information Criteria

Lkaike -15.564
Bayes -15.460
Shikata -15.564

Hannan-Quinn -15.524

Elapsed time : 2.85117&
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Covarianza Estimada DCC RETJPY/RETSEK[1251:1500]

VYECTORCOWV10[751:1000]
3e-05 4e-05 5e-05 Be-05 Te-05

2e-05

0 50 100 150 200 250

Index

Figura 6.33: Ajuste DCC Serie de Retornos Logaritmicos Yen Japonés y Corona Sueca
[501:1500].

Podemos observar que el ajuste DCC, genera una curva menos suave de la estimacién
del proceso de Volatilidad en la Serie Bivariada de los retornos de la Corona Sueca y el Yen
Japonés, a simple vista se podria pensar que describe con mayor exactitud la fluctuacion en
el cambio de los precios de los activos. Sin embargo en la siguiente seccién se comparan los
errores de estimacion mediante el Error de Raz Cuadratico Medio, donde se concluye todo

lo contrario. El procedimiento adaptativo ajusta mejor en la mayor parte de los casos.

6.2. Resultados de Ajuste por métodos DCC y LCP

6.2.1. Calculo del MSqE

Sean Ry; y Ry, series de tiempo de retornos logaritmicos. Definimos V', = Ry, - Ray

como la volatilidad bivariada realizada.
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Bajo el supuesto de homogeneidad local la predicién constante 8?1’27 1 de la volatilidad queda

expresada mediante la siguiente expresion en un horizonte de tiempo pequeno h,
LCP _ =~ — D D
Vih & =0fon = h - cov(Ry 4, Ray).

Sea

DCC
Vin

h

DCcC
E cov( Ry tynyts Roevnyt)
k=1

la volatilidad estimada mediante em modelo DCC. Definimos el Error de Raiz Cuadratica

Media:

— 1
Zte[ |‘/lf,lilcp - Vt,h| 2
= 1
D er [VREE = Vil

MSqFE =

Las siguientes tablas contienen los resultados del MSqE dos a dos, considerando seis inter-

valos de 250 datos cada uno.
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SERIES H [ 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500
W=l | 08234 | 0.7468 | 009003 | 08129 | 08387 | 08236
FRANCO SUIZO (CHF) , h=3| 1.0915 | 0.7925 | 1.0923 | 1.0993 | 1.0232 | 1.0771
YEN JAPONES (JPY) h=5| 12609 | 08025 | 12159 | 12649 | 1.1454 | 1.2229
h=1 | 07199 | 05620 | 08345 | 0.6878 | 0.7300 | 0.7135
CORONA SUECA (SEK), h=3| 09812 | 0.6960 | 1.0742 | 09321 | 08954 | 0.9623
YEN JAPONES (JPY) h=5| 1.0165 | 1.7435 | 1.2311 | 09969 | 09466 | 1.0493
CORONA NORUEGA h=1 | 07528 | 006536 | 08982 | 09767 | 0.7670 | 08546
(NOK), YEN JAPONES h=3| 09812 | 0.7767 | 1.1105 | 09683 | 09963 | 1.1271
(JPY) h=5| 1.0620 | 08255 | 1.2231 | 09706 | 1.0732 | 1.2426
h=1 | 08178 |P.C.DCC.| 09050 | 00839 | 08273 | 08387
CORONA DANESA (DKK), 1) "o | ooe) | pepec | 11343 | 090743 | 10515 | 11538
YEN JAPONES (JPY) h=5| 12319 | PCDCC | 12545 | 09754 | 12212 | 1.3290
DOLAR NEOZELANDES h=1 | 09805 | 09370 | 09834 | 00781 | 08189 | 09314
(NZD). YEN JAPONES h=3| 1.0054 | 09668 | 1.0048 | 1.0118 | 08491 | 0.9724
(PY) h=5| 09970 | 09668 | 1.0246 | 1.0340 | 08769 | 0.9722
DOLAR AUSTRALIANO h=1 | 1.0002 | 09931 | 09909 | 09997 | 08633 | 0.9548
(AUD), YEN JAPONES (pr) h=3 1.0141 1.0074 0.9999 1.0036 0.8770 0.9847
h=5| 1.0350 | 1.0576 | 1.0202 | 1.0443 | 09050 | 1.0508
DOLAR CANADIENSE b=l | 1.0002 | 08444 | 09663 | 09373 | 09855 | 09785
(CAD), YEN JAPONES (JPY) |h=3| 10097 | 08293 | 09661 | 09352 | 09964 | 0.9751
h=5| 1.0166 | 0.8030 | 09594 | 09120 | 09958 | 0.9642
LIBRA ESTERLINA (GBP) }1::1 0.8568 0.771114 0.9564 0.9221 0.0085 | 0.9225
: ’ 3| 11030 | 09245 | 1.1200 | 1.1443 | 1.1200 | 1.1295
YEN JAPONES (JPY) h=5| 1.2562 | 09769 | 1.2039 | 12265 | 12412 | 1.2427

Cuadro 6.7: Error de Raiz Cuadratica Media para la Serie Bivariada de los Retornos del Yen
Japonés con las 8 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto al Délar
Estadounidense.

Magister en Estadistica 108 Mariana Lavin Rosas



CAPITULO 6. APLICACION A LA ESTIMACION Y PREDICCION EN LOS TIPOS
DE CAMBIO DE DIVISAS

SERIES H | 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500

h=] 0.7633 0.7224 0.8969 0.9838 0.8559 0.8910

ggil(\?gé SS[[JJIEZ%A(SL%I){)’ h=3 | 1.0232 0.7340 1.1397 0.9850 1.0683 1.1760
h=5 1.1402 0.7290 1.2480 0.9844 1.1542 1.3269

h=] 0.8209 0.7468 0.9042 0.9855 0.8447 0.8253

gf?il(\?gé ;;)[jA[ggs(Ang‘?K)’ h=3 1.0952 0.7968 1.0968 0.9676 1.0359 1.0814
h=5 1.2635 0.8025 1.2074 0.9671 1.1564 1.2163

DOLAR NEOZELANDES h=] 0.9796 0.9048 0.9768 0.9838 0.8573 0.9535
(NZD), FRANCO SUIZO h=3| 0.9933 0.8899 0.9941 0.9923 0.8805 0.9767
(CHF) h=5| 0.9883 0.8868 1.0153 1.0201 0.9323 1.0180
DOLAR AUSTRALIANO h=l1 0.9705 1.0074 0.9788 0.9885 0.9948 1.0603
(AUD), FRANCO SUIZO h=3| 0.9656 0.9958 0.9749 0.9867 0.9934 1.0689
(CHF) h=5| 0.9688 0.9939 0.9699 0.9875 1.0120 1.0862
DOLAR CANADIENSE h=] 0.9987 0.8216 0.9750 0.9451 0.9700 0.9705
(CAD), FRANCO SUIZO h=3 | 1.0018 0.7924 0.9755 0.9312 0.9516 0.9663
(CHF) h=5 1.0024 0.7304 0.9394 0.8835 0.9035 0.9269
h=] 0.7712 0.7877 0.9142 0.8287 0.8422 0.8585

ggﬁggé SSIE%COA(ETSI—]IE;L h=3 1.0185 0.9566 1.1365 1.1390 1.0658 1.1829
’ h=5| 1.1458 0.9817 1.2388 1.2547 1.1608 1.3485
h=] 0.8905 0.7796 0.9717 0.9758 0.9319 0.9355

IEIP]{?)ARI\/?CE)SggIIEICl)H\(ICAH(I%BP% h=3 1.1720 0.9389 1.1601 1.1581 1.1577 1.1734
h=5| 1.2598 0.9754 1.2307 1.2031 1.2172 1.2347

Cuadro 6.8: Error de Raiz Cuadratica Media para la Serie Bivariada de los Retornos del
Franco Suizo con las 7 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto al
Délar Estadounidense.

SERIES 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500

h=] 0.7495 0.6536 0.9046 0.9200 0.7749 0.8555
ggigﬁi Eégg%%g)&%)}’() h=3| 0.9753 0.7767 1.1088 1.2024 1.0101 1.1280

h=5| 1.0547 0.8255 1.2198 1.3707 1.0923 1.2440
DOLAR NEOZELANDES h=] 0.9650 0.8831 0.9757 0.9991 0.7213 0.8367
(NZD), CORONA NORUEGA | h=3 | 0.9984 0.9275 1.0054 1.0093 0.7173 0.8632
(NOK) h=5| 0.9972 0.9302 1.0223 1.0124 0.7068 0.8825
DOLAR AUSTRALIANO h=] 0.9699 0.9834 0.9871 0.9959 0.8415 0.9050
(AUD), CORONA NORUEGA | h=3| 0.9831 0.9757 0.9786 0.9998 0.8823 0.9157
(NOK) h=5| 0.9831 0.9802 0.9787 0.9932 0.8861 0.9425
DOLAR CANADIENSE h=] 1.0014 0.7999 0.9693 0.9985 0.9167 0.9717
(CAD), CORONA NORUEGA | h=3 1.0118 0.7725 0.9490 1.0085 0.9164 0.9792
(NOK) h=5| 1.0205 0.7262 0.9463 1.0138 0.8985 0.9860
CORONA SUECA (SEK), }}11:1 0.6766 0.7058 0.9039 0.9829 0.6720 0.7799
CORONA NORUEGA (NOK) =3 | 0.8233 0.9151 1.1067 0.9923 0.7969 1.0152

h=5| 0.9029 1.0122 1.2055 1.0002 0.8571 1.1475
LIBRA ESTERLINA (GBP), h=] 0.8225 0.7562 0.9476 0.9840 0.8945 0.9773
CORONA NORUEGA (NOK) h=3| 1.0724 0.9372 1.1164 0.9978 1.1220 1.1457

h=5 1.2527 1.0309 1.2328 0.9876 1.2474 1.2371

Cuadro 6.9: Error de Raiz Cuadratica Media para la Serie Bivariada de los Retornos del
Corona Noruega con las 6 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto al
Délar Estadounidense.
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SERIES H | 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500

DOLAR NEOZELANDES h=] 0.9815 0.9370 0.9865 0.9972 0.8248 0.9360
(NZD), CORONA DANESA h=3| 1.0061 0.9668 1.0034 1.0000 0.8564 0.9813
(DKK) h=5| 0.9964 0.9686 1.0235 1.0177 0.8845 0.9817
DOLAR AUSTRALIANO h=] 0.9748 0.9798 0.9752 0.9925 0.9142 0.9740
(AUD), CORONA DANESA h=3| 0.9766 0.9754 0.9864 0.9880 0.9433 0.9951
(DKK) h=5 1.0016 0.9713 0.9735 0.9922 0.9786 1.0103
DOLAR CANADIENSE h=] 1.0008 0.8447 0.9669 0.9938 0.9865 0.9843
(CAD), CORONA DANESA h=3 1.0090 0.8296 0.9667 1.0023 0.9933 0.9768
(DKK) h=5| 1.0168 0.8034 0.9593 1.0044 0.9896 0.9667

h=] 0.7312 0.7737 0.9212 1.0058 0.8058 0.8398
ggggg‘: ]S)Ii%%ASA(S(Fg;{)K) h=3| 0.9333 1.0182 1.1289 1.0137 1.0138 1.1599

h=5 1.0358 1.1146 1.2339 1.0130 1.1164 1.2707

h=] 0.8555 0.7713 0.9587 0.9902 0.9135 0.9235
é%gé{gNEAsgiilggﬁ(ggﬁ)L h=3 | 1.0989 0.9244 1.1192 0.9891 1.1293 1.1296

h=5 1.2521 0.9769 1.1961 0.9797 1.2398 1.2401

Cuadro 6.10: Error de Raiz Cuadrética Media para la Serie Bivariada de los Retornos del
Corona Danesa con las 5 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto al
Doélar Estadounidense.

Series H 751:1000 | 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:2000 | 2001:2250 | 2251:2500
DOLAR AUSTRALIANO h=1 | 0.8962 0.9300 0.9450 0.8664 0.5695 0.6664
(AUD), DOLAR h=3| 0.9002 | 0.9962 1.0185 0.9039 0.5260 0.6621
NEOZELANDES (NZD) h=5| 0.9152 | 1.0409 1.0424 0.9533 0.5072 0.6816
DOLAR CANADIENSE h=1 0.9927 0.9777 0.9917 1.0050 0.8183 0.7743
(CAD), DOLAR h=3| 0.9890 | 0.9656 1.0130 1.0092 0.8358 0.7877
NEOZELANDES (NZD) h=5| 0.9851 | 0.9510 1.0315 1.0188 | 08519 | 0.8056
LIBRA ESTERLINA (GBP), h=1l | 0.9684 0.9670 0.9760 0.9550 0.8925 0.9414
DOLAR NEOZELANDES h=3 | 1.0011 0.9889 1.0198 1.0097 0.9407 1.0126
(NZD) h=5| 1.0137 0.9744 1.0324 1.0238 0.9699 1.0308
CORONA SUECA (SEK), h=1 | 0.9462 0.9661 0.9917 0.9794 0.7477 0.8650
DOLAR NEOZELANDES h=3 | 0.9964 1.0046 1.0217 1.0196 0.7864 0.9108
(NZD) h=5 1.0101 1.0253 1.0528 1.0473 0.7779 0.9180

Cuadro 6.11: Error de Raiz Cuadratica Media para la Serie Bivariada de los Retornos del
Doélar Neozelandés con las 4 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto
al Dolar Estadounidense.
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SERIES H | 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500
DOLAR CANADIENSE h=1| 09972 | 09789 | 09866 | 0.9985 | 0.8727 | 0.7884
(CAD), DOLAR h=3| 09951 | 0980 | 1.0126 | 1.0199 | 0.9017 | 0.8299
AUSTRALIANO (AUD) h=5| 09926 | 09909 | 1.0297 | 1.0269 | 09444 | 0.8424
CORONA SUECA (SEK), h=1| 09524 | 1.0067 | 09977 | 1.0023 | 08585 | 0.8893
DOLAR AUSTRALIANO h=3| 09766 | 1.0252 | 0.9989 | 09950 | 09365 | 0.9344
(AUD) h=5| 09980 | 1.0397 | 1.0033 | 09987 | 09505 | 0.9574
LIBRA ESTERLINA (GBP), | h=1 | 09789 | 09836 | 09958 | 09813 | 0.9485 | 0.9595
DOLAR AUSTRALIANO h=3| 1.0058 | 1.0060 | 1.0020 | 1.0171 | 1.0041 | 1.0219
(AUD) h=5| 1.0130 | 1.0116 | 1.0043 | 1.0313 | 1.0213 | 1.0382

Cuadro 6.12: Error de Raiz Cuadratica Media para la Serie Bivariada de los Retornos del
Dolar Australiano con las 3 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto al
Délar Estadounidense.

SERIES H | 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500
CORONA SUECA (SEK), h=] 1.0015 0.9455 1.0185 0.9860 0.8973 0.9442
DOLAR CANADIENSE h=3 1.0031 0.9138 0.9888 0.9531 0.9283 0.9611
(CAD) h=5| 1.0166 0.9102 0.9635 0.9492 0.9194 1.0056

LIBRA ESTERLINA (GBP), I

DOLAR CANADIENSE h
(CAD) h

1.0009 0.9676 1.0022 1.0047 1.0254 1.0061
0.9983 0.9535 0.9940 1.0024 1.0353 0.9992
0.9975 0.9495 0.9927 1.0106 1.0349 1.0048

IR
Ut W —

Cuadro 6.13: Error de Raiz Cuadrética Media para la Serie Bivariada de los Retornos del
Dolar Canadiense con las 2 combinaciones restantes de los Tipos de Cambio con respecto al
Doélar Estadounidense.

SERIES H | 1001:1250 | 1251:1500 | 1501:1750 | 1751:2000 | 2001:2250 | 2251:2500
CORONA SUECA (SEK), h=] 0.8075 0.8296 0.9681 0.9132 0.8842 0.9370
LIBRA ESTERLINA (GBP) h=3 1.0775 1.0416 1.1588 1.1654 1.1444 1.1797
’ ’ h=5 1.1787 1.1483 1.2538 1.2805 1.2692 1.2936

Cuadro 6.14: Error de Raiz Cuadratica Media para la Serie Bivariada de los Retornos de la
Libra Esterlina con la Corona Sueca con respecto al Dolar Estadounidense.

Lo primero que queremos notar es que en el caso de modelos DCC para las series de
retornos bivariadas JPY y DKK el método DCC generd un problema de convergencia a pesar
de haber ajustado los modelos ARMA y GARCH paso a paso verficando todas las condiciones
necesarias en su ajuste, por otro lado el modelo LCP multiescala no generé ningin conflicto

en su implementacion.

En cuanto al rendimiento de los métodos mencionamos que con un retorno agregado el

método LCP es muy superior al DCC, siendo mejor en un 97, 54 % de los casos, considerando
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3 retornos el rendimiento del LCP sigue siendo superior 53,95 %, pero en el caso de 5 retornos
el ajuste DCC es superior con un 55, 18 % de los casos.

En el intervalo de [1251 : 1500] datos el ajuste LCP es muy superior donde por ejemplo en
el caso JPY/SEK se obtuvo un error medio absoluto de 0.5620, 0.6960 y 0.7435 para 1,3 y

5 retornos agregados respectivamente.

En el intervalo de los datos [1001:1250] el rendimiento que obtuvo LCP fue de un
53,70 %, en el segundo intervalo [1251:1500] es de 82,85 %, en el tercer intervalo es de
50,93 %, en el cuarto intervalo es de 59,35 %, en el quinto de un 71,29 %, finalmente en
el intervalo de [2251:2500] es de un 61,11 %.

En los siguientes graficos tenemos la distribucion de la covarianza real, la estimada

mediante el método LCP y el modelo DCC ajustado.

Retornos logaritmicos RETSEK[1251:1500)/RETJPY[1251:1500]

4e-04
1

3e-04

2e-04

RETSEK[1251:1500]* RETJPY[1251:1500]
1e-04

-1e-04  0e+00

0 50 100 150 200 250

Index

Figura 6.34: Datos Reales Serie de Retornos Logaritmicos Yen Japonés y Corona Sueca
[1251:1500].
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Covarianza Estimada LCP RETSEK/RETJPY[1251:1500]

sqrt(al10)
6e-04 Be-04 1e-03

4e-04

2e-04

Oe+00

0 50 100 150 200 250

Index

Figura 6.35: Ajuste LCP Serie de Retornos Logaritmicos Yen Japonés y Corona Sueca
[1251:1500].

Covarianza Estimada DCC RETJPY/RETSEK[1251:1500]

VECTORCOV10[751:1000]
3e-05 4e-05 5e-05 6e-05 Te-05

2e-05

0 50 100 150 200 250

Index

Figura 6.36: Ajuste DCC Serie de Retornos Logaritmicos Yen Japonés y Corona Sueca
[1251:1500].

Al comparar los dos gréaficos obtenidos de la estimacion de la volatilidad, se puede
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observar que el método DCC genera una estimaciéon con una mayor fluctuacion, pareciera
ser mas sensible a los perturbaciones del mercado, sin embargo ya vimos que el ajuste es
mejor en el método local adaptativo segin lo estudiado en el error cuadratico medio. El
método LCP, realiza un ajuste mas suave, pero ain asi percibe las fluctuaciones o cambios

fuertes en el proceso de la volatilidad.

Queremos mencionar que el procedimiento adaptativo desarrollado se puede aplicar en
el contexto del proceso de exportacion, ya que se buscard asegurar el mejor tipo de cambio,

es decir el con menor volatilidad para que las transacciones sean menos riesgosas.
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Capitulo 7

Resultados de Aigebra Lineal y

Notaciones

@11 Q12 - Alp
21 G2 -+ A2p . 5

Sea A = una matriz cuadrada de tamartio n X n.
Qp1 QAp2 - App

Matriz Traspuesta
Se define como matriz traspuesta al resultado de reordenar la matriz original mediante el

cambio de filas por columnas y las columnas por filas en una nueva matriz.

115



CAPITULO 7. RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAL Y NOTACIONES

a1x Qg1 -+ Qpl

a2 A2 -+ Qp2
AT =

A1p Ao2n - Ann

Propiedades de la Traspuesta
1. (AT =4
2. (A+B)"=A" + BT
3. (cA)T =cAT
4. (AB)T =BTAT

Determinante de una matriz
Se define el determinante de la matriz A con notacién |A|, de manera inductiva:
Sin=1, |A] = a;.
Sin=2 Al =a1 - aw —a-an
Si n = 3 el determinante serd aj;|Ai1| — ai2|Aia| + ai3]A13] donde |A;;| corresponde al
determinante que queda de eliminar la fila 7 y la columna j de la matriz.

De manera general, podemos llegar a la siguiente expresion algebraica:

n

Al =D (=1)Tay| Ay,

j=1

Esto corresponde al desarrollo del determinante mediante la columna j

De manera anéloga se puede desarrollar mediante la fila i, obteniendo:
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n

Al = Z(_l)i+1ai1|f4i1|-

i=1
Propiedades del Determinante
L AT =4
2. |A- Bl = |A[-|B|
3. A7t = I_ill

4. El determinante de una matriz con alguna fila o columna de ceros es 0

5. Siuna matriz tiene filas o columnas linealmente dependientes, entonces su determinante

es 0.

6. Si se cambia el orden de n filas o columnas, el determinante cambia de signo si n es

impar.

Traza de una Matriz
Dada una matriz Cuadrada A de tamano n x n, la traza de la Matriz se define como la suma

de los elementos de la diagonal principal.
tT(A) =ai1 + a0+ ...+ Qun-

Propiedades de la traza de una matriz
1. tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)

2. tr(AT) = tr(A)
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3. tr(AB) = tr(BA)

4. tr(ABC) =tr(CAB) = tr(BCA)

Derivada de una funcion escalar con respecto a una matriz

Sea y un escalar y X una matriz de orden p x ¢:

Ay 9y ... 9y
Or11  Ox21 Ozp1
9y 9y ... 9y
ay o dr12  Oza2 O0xp2
0X
Oy 9y . By
833111 83172q 63310(1

Algunas propiedades importantes de la derivada de una matriz
L (@ X Th)=—-X"tab" X7
2. 2 log|X|=X"T

Lema 7.1 : Si A una matriz cuadrada e invertible entonces |A|" = |Altr(A).

Demostracion:

Sean f y ¢ las funciones definidas por:

glMdXd(lR) — R

Arrg(4) = |4
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f:R — R

e f(z) = |zlz+ B

Del algebra lineal sabemos que la funciéon f define el polinomio caracteristico de — B,
observamos que dicho polinomio es ménico, por ende su coeficiente principal es 1 y el coefi-
ciente que acompana al término n — 1 es tr(B).

De manera general, para cualquier matriz C' invertible, su polinomio caracteristico se puede

escribir de la siguiente forma:

donde,

tr(C) k-1 0

» r(C?)  tr(C) k-2
W\O):%u ) tr(0)

tr(C*) tr(C*Y ... tr(C)

Reemplazando x = 1 en la funcién f, tenemos que, f(1) =1+ tr(B) + O(||B|?).

Por otro lado, |A+ H| = |A] [I; + A~ H|, luego

A+ H| = |A| + |Altr(A H) + O(||H||?).
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En particular, concluimos que |A|' = |AJtr(A™1).

Lema 7.2 : Si D es una matriz definida positiva el maximo de la funcion:

f(G) = —Nlog|G| — tr(G™' D)

=

con respecto a las matrices definidas positivas G existe y ocurre en G =
Demostracion:
Sea D=FEFE"y H=FEH'E" entonces G = EH'E".
Por lo tanto, |G| = |[EH*ET| = |E||H Y|ET| = |H'||EET| = |H}||D| = %.

Ademés, tr(G-1D) = tr(G'EET) = tr(ETG'E) = tr(H).

Luego la funcién a maximizar es:

f= —Nlog(%) —tr(H) = —Nlog(|D|) + Nlog|H| — tr(H)

Sea H = TT" donde T una matriz triangular inferior (Descomposicién de Cholesky).

f = —Nlog(|D|) + Nlog|T|* — tr(TT")
p
= —Nlog(|D|) + Y (Nlogt? —£2) = Y&
i=1 i>j

El méximo de esta funcién ocurre cuando 2, = N y t;; =0, i # j.

Veamos que efectivamente es un méaximo,
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Sea x € R, f(x) = Nlogz® — 22, cuya derivada es f'(z) = % — 2x entonces el punto critico

se alcanza en N = x2.

La segunda derivada de la funcién f”(x) = —N/x? — 2 es siempre negativa, por ende N = 22

es un punto de maximo.

Lema 7.3 : Sea Y7, Ys, ..., Y, una muestra aleatoria simple de vectores independientes

e identicamente distribuidos tal que Y; ~ fs«, entonces:

[EE* [eL(E’E*)} =1

Donde L(X,3*) es la razon de log-verosimilitud.

Demostracion:

=1

e (0] =[] }f;g;))-ﬂfz*(man
i=1 v

~ [ Tl

=1

Lema 7.4 : La derivada de la esperanza de la divergencia de Kullback-Leibler en un
entorno del parametro 6 es cero.

Demostracion:

SEI(y.6) ~ 136

_ [59[5%(1@,0) —1(y.0))]
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P (y.0)]

- / P (4, 0)80(y)

— 55 P0.0)30(0)
0
- 5
=0
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Capitulo 8

Anexos

Cdédigo R para la Estimacion LCP mediante el paquete AWS
library(aws)
library(awsMethods)
library (tseries)
Datos=read.table(file.choose(),h=T, sep=",", dec = ”.” | na.strings = "NA” check.names = TRUE)
attach(Datos)
Date=Datos],1]
AUD=Datos[,2]
ts. AUD=na.exclude(AUD)
RETAUD=diff(log(ts.AUD))
GBP=Datos| 4]
ts.GBP=na.exclude(GBP)
RETGBP=diff(log(ts.GBP))
x1=awsdata(aws(data.frame(RETGBP[1001:1251],RETAUD[1001:1251])),” theta”)
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al=c()
for(i in 2:251)al[i-1] =(cov(x1[1:1,1:2,1])[2])

Cadigo R para el Ajuste Bi-GARCH
Carga de Librerias Necesarias:
library (tseries)
library(stats)

library(rugarch)

(
(
(
library (rmgarch)
library(parallel)
library(forecast)
library (Imtest)

(

library(zoo)

Carga de Datos en el Software R-Project:
Datos=read.table(file.choose(),h=T, sep=",", dec = ".”, na.strings = "NA” check.names = TRUE)
attach(Datos)

Date=Datos],1]

Graficos de Autocorrelacion y Autocorrelacién Parcial:
JPY=Datos|,6]
ts.JPY=na.exclude(JPY)
RETJPY=diff(log(ts.JPY))
acf(RETJPY[501:1500],main=Retornos Logaritmicos JPY/USD” lag.max=100)
pacf(RETJPY[501:1500],main=Retornos Logaritmicos JPY/USD” lag.max=100)
SEK=Datos|,9]
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ts.SEK=na.exclude(SEK)

RETSEK=diff(log(ts.SEK))

acf(RETSEK[501:1500],main=Retornos Logaritmicos SEK/USD” lag.max=100)
pacf(RETSEK[501:1500],main=Retornos Logaritmicos SEK/USD” lag.max=100)

Ajuste Modelo ARMA:
ARMAJPY22=arima(RETJPY[501:1500] order=c(2,0,2))
coeftest(ARMAJPY22)
tsdiag(ARMAJPY22)
Box.test(residuals(ARMAJPY22),type="Ljung-Box” lag=4)
plot(residuals(ARMAJPY22) main=Residuals ARMAJPY(2,2)[501:1500]”)
plot (residuals(ARMAJPY22)? main="Square Residuals ARMAJPY (2,2)[501:1500]")
ARMASEK23=arima(RETJPY[501:1500],order=c(2,0,3))
coeftest(ARMASEK23)
tsdiag(ARMASEK23)
Box.test(residuals(ARMASEK23),type="Ljung-Box” lag=4)
plot(residuals(ARMASEK23),main=Residuals ARMASEK(2,3)[501:1500]")
plot(residuals(ARMASEK23)?, main="Square Residuals ARMASEK (2,3)[501:1500]”)

Aplicacion ARCH-TEST:
ArchTest(residuals(ARMAJPY22),lag=3)
ArchTest(residuals(ARMASEK23),lag=3)

Ajuste Modelo GARCH(p,q):
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GARCHJPY=ugarchspec(mean.model=list (armaOrder=c(2,2)),
variance.model=list(garchOrder=c(1,1)),distribution.model="std”)
FITGARCHJPY=ugarchfit(data=RETJPY[501:1500],spec=GARCHJPY)
GARCHSEK=ugarchspec(mean.model=list(armaOrder=c(2,3)),
variance.model=list(garchOrder=c(1,1)),distribution.model="std”)
FITGARCHSEK=ugarchfit(data=RETSEK[501:1500],spec=GARCHSEK)

Cadigo R para ajuste DCC
MODELJPY-ugarchspec(mean.model = list(armaOrder = ¢(2,2), include.mean=F),
variance.model = list(garchOrder = c(1,1),model = "sGARCH”),distribution.model="std”)
MODELJPY=ugarchspec(mean.model = list(armaOrder = ¢(2,2), include.mean=F),
variance.model = list(garchOrder = ¢(1,1),model = "sGARCH?”),distribution.model="std”)
DATOSSEKJPY=cbind(RETSEK[501:1500],RETJPY[501:1500])
uspec = ¢(MODELSEK,MODELJPY)
DCCSEKJPY=dccspec(uspec=multispec(uspec),dccOrder=c(1,1),distribution="mvt”)
DCCSEKJPYGARCH11=dccfit(DCCSEKJPY, data = DATOSCHFJPY)
VECTORCOV=(DCCSEKJPYGARCH11@mfit$H[1:1,2:2,]
plot(VECTORCOV[751:1000], type="1" main= Covarianza Estimada DCC”)

6, 0 0

0 0, 0
Caso Particular Volatilidad Si ¥ =

0 0 0,4
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Por otro lado,

1 0 ... 0O 6 0 ... 0 b 0 ... 0
, 106y ... 0 0o 1 ... 0 0 0, 0
\E\:_ . It Bt
0 0 ... 04 0 0 ... by 0O 0 ... 1
luego,
=) 1 1 1 1
=—4+—+ ...+ —=1tr(X
X 6 b 04 (=7
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Capitulo 9

Conclusiones

A lo largo de este estudio se senal6 la importancia de la relacion entre riesgo financiero,
rendimiento y volatilidad para poder tomar decisiones por parte de los agentes de inversion.
Los dos principales cuantificadores del riesgo son la desviacién estandar y el coeficiente de

correlacion entre las variables.

El coeficiente de correlacién se utiliza en general para definir una cartera de inversién
eficiente, mediante el proceso de diversificacién lo que genera una minimizacién del riesgo.

Para esto se deben escoger acciones con correlacién negativa.

Por otro lado, la desviacion estandar o la volatilidad de la serie de retornos es el
principal indicador de riesgo, por esta razén se busca modelar y predecir su comportamiento
en un horizonte de tiempo definido. Es por esto que el procedimiento Adaptativo Local
multivariado es un enfoque interesante, debido a que se adapta automaticamente a los datos,
no se requieren supuestos restrictivos de manera tedrica que no puedan ser comprobados por

datos reales.
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En el caso practico presentado con series de tiempo bivariadas de tipos de cambio de
nueve monedas al Délar Estadounidense se realizaron predicciones con horizontes de 1, 3 y
5 retornos. El método ajusté con gran exactitud sobretodo para 1 y 3 retornos, no se generd

ningtin problema de convergencia.

En este contexto, el estudio de la volatilidad bivariada de los tipos de cambio mediante
el método el procedimiento local adaptativo(LCP) es més conviente que el procedimiento
clésico de Dinamic Conditional Correlation (DCC) en varios aspectos. Destac6 su simpli-
cidad en la implementacién numérica ya que mediante el paquete de R, Adaptive Weights
Smoothing, desarrollado por Joerg Polzehl, es muy sencilla de llevar a cabo. Por otro lado,
ajustar el modelo DCC fue una ardua tarea, ya que primero se ajusté un modelo ARMA
para la media de cada retorno logaritmico de los tipos de cambio y luego el correspondiente
GARCH(1,1), posteriormente se tuvo que ajustar el DCC para cada par bivariado. Lo que
aumenté considerablemente el tiempo de analisis. En el estudio se realizaron predicciones
utilizando intervalos de 250 datos, en especifco se realizé el prodedimiento y ajuste 6 veces
para cada par de datos bivariados, donde ademas de la no optimizacion del tiempo y recursos
computacionales, algunos modelos cambiaban de manera dréastica al avanzar en el tiempo, por
ejemplo en el délar australiano que pasa de ser modelado por un GARCH(1,1)+ARMA(2,2),
un GARH(1,1)+ARMA(4,2) a un GARCH(1,1)+ARMA(1,2), etc.

Otra desventaja en el DCC es la necesidad en algunas ocasiones de tener que diferenciar
alguna de las series que componen, esa situacién nos puede llevar a una pérdida de precisién
en la estimacion. En cuanto al calculo del MSqE en el horizonte de tiempo de 1 dia, el
enfoque LCP fue superior al DCC en el 97,54 % de los casos, al igual que en un horizonte de
3 dés, donde fue superior en un 53,95 %. Sin embargo, al considerar 5 dias el rendimiento

del enfoque LCP disminuye a un 44, 19 %.
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Cabe destacar que ésta desventaja en el horizonte de 5 dias es muy facil de solucionar
aplicando el método LCP nuevamente teniendo la certeza que una predicciéon a un dia es
realmente 6ptima, mencionamos que éste es el precio a pagar por la falta de supuestos acerca

de los datos.
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Futuros Estudios

En el proyecto se desarrollé la teoria necesaria para aplicar el modelo local adaptativo
para datos multivariados y en la aplicacion se abordo el ajuste para datos bivariados con
ayuda del paquete AWS, que esta disenado para el andlisis de datos en una, dos y tres
dimensiones, por lo tanto si se quiere estimar volatilidad para datos de una dimensién mayor
se deberd desarrollar el cédigo para este menester, lo que quedara abierto para una futura

investigacion.

También puede ser de interes para los investigadores aplicar el método LCP multiva-
riado para seleccionar carteras de inversion eficientes utilizando la correlacion serial entre los

distintos retornos.

Una tultima linea de investigaciéon que nos gustaria mencionar es comparar el método
LCP multivariado con otro método no paramétrico muy en boga hoy en dia; el uso de las

Redes Neuronales Artificiales.
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