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Resumen

Cuando existe Simetria en un sistema fisico, es posible ocupar la Teoria de Grupos para
simplificar tanto el tratamiento como la comprension del sistemall3].

El Atomo de Hidrégeno puede ser descrito a través de la simetria esférica. La simetria
geométrica del algebra de Lie s0(3) describe la invarianza bajo rotaciones tridimensionales. La
simetria dindmica del dlgebra de Lie s0(4) describe los niveles de energia y su degeneracion|2, 5,

]. Pauli fue quien primero calcul6 el espectro de energia del Atomo de Hidrégeno de manera
algebraica, relacionando el hamiltoniano a los operadores de Casimir [10].

El mecanismo de expansién de dlgebras de Lie, el cual permite construir nuevas algebras
de Lie a partir de un &lgebra de Lie dada, fue introducido como una generalizacion de la con-
tracciéon de Inonii-Wigner|[17]. La S-Expansién fue propuesto como un método alternativo de
expansion de dlgebras, el cual se basa en combinar las constantes de estructura de un algebra
de Lie G con la ley de composicién interna de un semigrupo abeliano S, con el propdsito de
definir un nuevo paréntesis de Lie [22, 23]. El procedimiento de S-Expansién permite obtener
los operadores de Casimir via S-Expansién [20].

El propdsito de esta tesis es la obtencion del espectro de energia de atomos hidrogenoi-
des utilizando el método de S-Expansién de algebras de Lie. Para esto, consideraremos la S-
Expansién de los operadores de Casimir del atomo bajo estudio. Realizaremos la S-Expansién
de las dlgebras de Lie s0(3) y s0(6), y obtendremos sus correspondientes operadores de Casimir
via S-Expansion.

El procedimiento de S-Expansién fue modificado [23], con el fin de incluir parcialmente la
Og-reduccion y sin la necesidad de conocer la descomposicién en subespacios del dlgebra de
Lie original. Los operadores de Casimir coinciden con los obtenidos en el problema de Kepler
en 3 y 6 dimensiones, y luego, su espectro coincide con los obtenidos de manera algebraica por
Pauli y Schrodinger[5, 10, 18]. Ademads, se realizo una generalizacién de este procedimiento a
n-dimensiones. A modo de ejemplo, se utilizo el semigrupo S(EQ) en la S-Expansion del algebra
50(4,2), la cual pudo identificarse como un Algebra de Maxwell, dlgebra que representa una
particula inmersa en un campo electromagnético [7, 8].
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Introduccion

“The mind that opens to a new idea, never returns to its original size.” !
A. Einstein (1870-1955).

El objetivo principal de esta tesis es encontrar el espectro de energia de atomos hidrogenoi-
des utilizando una nueva herramienta matematica denominada S-Expansion. Se comparara los
resultados obtenidos con los obtenidos por métodos previos.

Historicamente, Pauli en 1926 fue quien primero calculé de manera algebraica el espectro de
energfa del Atomo de Hidrégeno [10]. Su procedimiento se basé en relacionar el Hamiltoniano
total a los Operadores de Casimir del sistema. Posteriormente, este problema fue analizado por
Fock en 1935 [ 1] y por Bargmann en 1936 [12].

Los grupos y algebras que describen el espectro de un sistema fisico aparecieron por primera
vez en Fisica Nuclear en 1959 introducidos por S. Goshen y H.J. Lipkin en la ref. [13], lo cual
en un principio fue ignorado [37].

Las Algebras Generadoras de Espectro (AGE) fueron introducidas en Fisica de Particulas
en 1965 por A. Bohm y A.O. Barut [I1], y por Y. Dothan, M. Gell-Mann y Neeman en la
ref. [15], para los niveles de energia de series de hadrones. Posteriormente, en 1967 Y. Nambu
realizo un estudio de multipletes en este contexto[!(].

Las AGE fueron utilizas en el contexto de simetrias dinamicas en 1980 por Iachello y Arima
para introducir el Modelo de Interaccién Bosén-Fermién [12, 13], en particular, el estudio de las
simetrias y supersimetrias en la estructura nuclear de isétopos de Platino (Pt) y Oro (Au) [15,

, A8, 49, 50]. Este tipo de supersimetrias han sido confirmadas en el ano 2000 en una serie de
experimentos, en particular el Espectrometro Magnético de Ludwing-Maximilians Universitat
en Miinich, el cual puede separar solo partes de algunos [keV'], ha sido posible medir espectros
de 196 Au, 191, 9Pt y 95Ay [14, 10).

Marius Sophus Lie introdujo a principios del siglo XIX los denominados Grupos y Algebras

' La mente que se abre a una nueva idea, jamds volverd a su tamafio original.



2 INDICE GENERAL

de Lie [1]. La clasificacién y la representacién de las dlgebras de Lie fueron estudiadas por W.
Killing, E. Cartan y H. Weyl [7].

El problema de encontrar nuevas algebras de Lie 6 de establecer relaciones entre ellas resulta
ser de gran importancia en la generacién de nuevas teorias fisicas a partir de una conocida.
Durante la segunda mitad del siglo XX, se han desarrollado ciertos mecanismos que permiten
obtener relaciones entre distintas algebras de Lie.

En 1951 LE. Segal [19] introdujo la nocién de contraccién de algebras de Lie. Esta idea fue
estudiada en 1953 por Inénii y Wigner [17], quienes introdujeron la llamada Contraccién de
Inénii-Wigner. En 1991[20] E. Weimar-Woods introdujo una generalizacién de las contracciones
de In6nti-Wigner, en 2000[2 1] Weimar-Woods amplio la definicién de contraccién y mostrd que
cualquier contraccion es equivalente a una contraccién generalizada de Inoni-Wigner.

Los mecanismos de expansion de algebras de Lie permiten construir nuevas algebras de
Lie a partir de un élgebra de Lie dada. Este método fue introducido en 2003 por Hatsuda-
Sakaguchi como una generalizacién de la contraccion de Inoénti-Wigner [24]. En el mismo afno
J.A. de Azcarraga, J.M. Izquierdo, M. Picon y O. Varela en [25] estudiaron este nuevo método
de contraccion y discutieron como puede ser aplicado cuando el algebra G es descompuesta en
una suma de subespecios vectoriales. En el afio 2006 F. Izaurieta, E. Rodriguez, P. Salgado [22]
propusieron un método de expansion alternativo, el cual se basa en combinar las constantes de
estructura del algebra G con la ley de composicion interna de un semigrupo abeliano S con el
fin de definir un nuevo paréntesis de Lie de una nueva dlgebra llamada algebra S-Fzpandida.
En 2012 J. Diaz, O. Fierro, F. Izaurieta, N. Merino, E. Rodriguez y P. Salgado lograron la
construccién de operadores de Casimir para algebras de Lie S-expandidas [20].

Plan de Tesis

La presente tesis esta dividida en tres partes:

1. Fundamentos Matematicos

2. Fundamentos Fisicos

3. Espectros de Energia obtenidos por S-Expansion

En la primera parte se introducen las herramientas matematicas necesarias. Se incluye, una
breve revisién de la Contracciéon de Inonii-Wigner en el capitulo 1, una revisiéon del procedi-
miento de S-Expansion en el capitulo 2 y en el capitulo 3, el procedimiento de S-Expansion de
operadores de Casimir. En cada caso se incluyo un ejemplo del procedimiento. En los Funda-
mentos Fisicos, se incluyeron diversos método de obtencion de espectros de energia asociado a
atomos hidrogenoides. El capitulo 4 trato el Problema de dos-cuerpos, el capituo 5 el Problema
de Kepler, en el capitulo 6 la Ecuacion de Onda y en el capitulo 7 las Algebras Generadoras de
Espectro. En la parte final, Espectro de Energia obtenidos por S-Expansion, se realizaron las

Tesis de Magister 2



INDICE GENERAL 3

S-Expansiones asociadas a las algebras del atomo de hidrégeno y la obtencién de sus operadores
de Casimir. En el capitulo 12, se realizé la comparacion de los diferentes métodos, junto con
sus ventajas y desventajas. Luego de la Conclusién, se incluyo un apéndice con la definicién de
un Algebra de Lie.

3 Tesis de Magister






Parte 1

Fundamentos Matematicos






Capitulo 1

Contraccion de Algebras de Lie

En 1951 LE. Segal [19] introdujo la nocién de contraccién de élgebras de Lie, por los si-
guientes motivos fisicos: Si dos teorias estan relacionadas por un proceso limite, entonces los
correspondientes grupos de invariancia asociados deberfan también estar relacionados por algin
proceso limite. Esta idea fue estudiada por Inoni y Wigner, quienes introdujeron el proceso
conocido como contraccién de Inénii-Wigner [17].

1.1. Contraccion de Inonii-Wigner

La contraccién Go de un algebra de Lie G en la forma de Inonii y Wigner, es llevada a cabo
con respecto a una subalgebra L, reescalando por medio de un parametro los generadores base
del coseto G/Ly y luego tomando un limite singular para este pardmetro.

En el dlgebra contraida G¢, los generadores en G/L, se convierten en abeliano y la subal-
gebra Ly < Gy actia sobre ellos. Como un resultado, G tiene la misma dimension de G, tiene
una estructura semidirecta y los generadores abelianos determinan un ideal de Go[23].

Sea G = Vo @ V; un algebra de Lie, donde:

= 1{ es una subalgebra de G generada por {Xio}?;l:lvo. Denotaremos indistintamente con Ly
a la mencionada &algebra V.

= 1/} es un subespacio de G generado por {Xil}?liillvl es decir, el subepacio G/Ly es generado

por {X;, }5 2.

El algebra de Lie G es decrita por

[X4, X5] = CPsXp (1.1)



8 1.1. CONTRACCION DE INONU-WIGNER

donde A : (X;,,X;,): 1,2,...,dim Vj + dim V.

20

La Contraccion de Inonii-Wigner consiste en:

1. Reescalar los generadores de G/Ly : {X;} por medio de un pardmetro nimerico A en la
forma

1
Y’i1 == XX“

y luego considerando el limite A — co.

11

(1.2)

2. Descomponemos el dlgebra de Lie (1.1) de la siguiente manera

[Xio, Xj] = CF Xy, +CF Xy,

20J0 Z0.70

[Xi,, X;,] = CF X, +CF X,

207 20J1 20J1

[Xi, X;,] = OF X, +CF X,

1J1 t1J1

3. Tener en cuenta que Vj, generado por los vectores base {X;,}, es una subalgebra, lo cual
significa que una parte de las contantes de estructura deben satisfacer la condicién

05 B (1.3)

20J0

4. Introducir el reescalamiento (1.2) junto con la condicién (1.3). En efecto,

[Xip, Xj0] = CF Xy,

207 20J0

[Xi, \Y;,] = CF Xp +ACF Y, \ A

209 10J1 10J1

\Y:, \Y;,] = OF X, +ACF Y, \ A

111 1J1

5. Tomar el limite cuando A — oo. En efecto al tomar el limite obtenemos

[Xip, X;0] = CF Xy,

2070

[Xi,,Y;] = CF Yy,

207 1071

Y. Y; ] = 0

El algebra contraida Go es la suma semidirecta de el dlgebra original G y la subalgebra
generada por el coseto simétrico G/Ly, donde los generadores de G/Ly son conmutativos.

Tesis de Magister 8



1.1. CONTRACCION DE INONU-WIGNER 9

1.1.1. Contraccién SO(3) — 1S5O(2).

El élgebra de Lie so0(3) tiene elementos bases L4, A = 1,2,3 que satisfacen la relacién de
conmutacién, [La, Lg] =€apc Lo donde A : (L, Ly, ) : 3.

La contraccién de el dlgebra de Lie s0(3) con G = V@ V;!, al dlgebra iso(2) = ¢(2) en G,
consiste en:

1. Reescalar los generadores de G/Ly : {L,} por medio de un pardmetro nimerico R en la

forma
1

P, = %Li, — Lo, = RP,

2. Descomponer el algebra de la siguiente manera

[Lam Lbo] = Eagboco Lco+ Cagboci Lcl
[Lao» Lb,] = €agbreo Lot €aghyer Licy
[Lau Lb1] = Cabico LCO+ Carbier LC1

3. Tener en cuenta que Vp, generado por {L, } es una subalgebra, lo cual significa que las
constantes de estructura deben satisfacer la condicion, €,.p,., = 0, con ag, by = 1, 2.

4. Introducir el reescalamiento R, junto con la condicién de subalgebra

[Laov Lbo] = €agboco LCo
[Lam RPbl] = Cagbico LCO+ Cagbier RPCI
[RP(M?RPIH] = €aibico LCO+ Carbier RPCI

5. Tomar el limite cuando R — o0. En efecto

[Lam Lbo] = €agboco LCo
[Laov Pbl] = €agbier PC1
[Pal ) Pbl] =0

Para el dlgebra del coseto simétrico G/Ly, asociada a los subindices 1, consideraremos dos
elementos P; y Py ? 2. Luego la subalgebra Ly, asociados a los subindices 0, contendra un

1Se considera Vy = {Li,La} y Vi = {L3}. La contraccién de Inénii-Wigner abelianiza V; utilizando un limite
singular.

2Recordar se que debe conservar la dimensién de la nueva algebra contraida

3El caso en que consideremos dos elementos de la subalgebra £y y un tnico elemento en el coseto simétrico,
el espacio de G/Ly no es abelianizado

9 Tesis de Magister
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unico elementos al que denominaremos Ls. De esta manera, tenemos que las relaciones
de conmutacion de el dlgebra contraida iso(2) = ¢(2), son

[L3a Pl] = _P2
[Lg, PQ] == +P1
[Pl, PQ] == O

Los tres operadores {Lz, P1, Py} generan el Grupo de Movimiento Euclideano en el plano,
E(2), o de Transformaciones Inhomdgeneas Ortogonales en el plano R?, ISO(2). Este gru-
po consiste de rotaciones en el eje-z, generadas por Ls, vy el desplazamiento del origen en la
direccién-x e direccion-y, generadas por Py = 01 y Py = 05.

Para verificar esta representacién podemos imaginar el grupo SO(3) que actia en la esfera
2?2 + y? + 2% = R? en la vecindad de el polo norte (0,0, R).

e

Figura 1.1: Rotaciones en la superficie de una esfera de radio R

Un elemento en el dlgebra de Lie s0(3) puede ser escrito como O [SO(3)] = 0;L;+605Ly+63Ls3.
Los parametros 601, 65 y dy, dy estan relacionados por dy = + R0 y dy = — R0, luego

O[SO3)] = (—da2) % + (+dy) LE + 0313

En el limite R — oo podemos encontrar

1 1
Im —L; = Ilim In (1,2(93 —:1;3(92) =

1
R—0 R— R—0

1 1
Jin gle = Jin (%0 -2'%) -

Tesis de Magister 10



1.1. CONTRACCION DE INONU-WIGNER 11

En el limite contraido del operador L; y Ly en el limite de la esfera de radio infinito,
corresponden a los operadores —P5 v Py los que describen el desplazamiento en la direccién
—y e +x. En el limite de radio muy largo, los dos dngulos 6, y 65 se vuelven un producto muy
pequeno RO; (i = 1,2) acercandosé a un limite bien definido. Este corresponde a una rotacién a
través de los dngulos 0 = d/R en el eje-y produciendo el desplazamiento de d; en la direccién-
ox, y una rotacién a travéz de un dngulo 6; = dy/R en el eje-x produciendo un desplazamiento
de —dy en la direccién-oy [15].

11 Tesis de Magister
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Capitulo 2

S-Expansion de Algebras de Lie

El método de expansion de algebras de Lie es un procedimiento para obtener nuevas alge-
bras de Lie a partir de una dada. Fue propuesto el ano 2006 [22], procedimiento que se basa
en combinar las constantes de estructura del dlgebra G con la ley de composicién interna de un
semigrupo abeliano S, con el fin de definir un paréntesis de Lie de una nueva algebra, llamada
S-Expandida. La idea es generalizar de una manera natural el procedimiento de contraccién
de Inonii-Wigner, donde en lugar de multiplicar los generadores por una parametro numeérico,
dichos generadores sean multiplicados por los elementos de un semigrupo abeliano.

2.1. Procedimiento de S-Expansion

En esta seccion realizaremos una revision general del procedimiento de expansion que consi-
dera semigrupos abelianos. Sea un G un algebra de Lie y S un semigrupo abeliano. De acuerdo
al Teorema III.1 de la ref. [22]:

Teorema 1 : Sea S = {\,} un semigrupo abeliano, sea Kzﬁ un 2-selector y sea G un dlgebra de
Lie de base {T s} 1y constantes de estructura CSg. Un elemento de la base del espacio generado
por el producto directo S ® G serd denotado por T a.a) = AT a.

Si se define el producto algebraico en el espacio S @G como

[Taa) Tisp)] = Aads [T, Ts] (2.1)

entonces S QG serd un algebra de Lie cuya constantes de estructura vienen dadas por
(C) _ 37 C
Claayns = KapCin

En el caso que G se pueda descomponer en una suma de subespecios, es decir si

13



14 2.1. PROCEDIMIENTO DE S-EXPANSION

G=DV

pel
donde I es un conjunto de indices, se tiene el siguiente Teorema (Teo. IV.2 de la ref. [22])
Teorema 2 : Sea G = @,; V, una descomposicion en subespacios de G, con una estructura
dada por
vl @
r€i(p,q)

y sea S = |JS, una descomposicion resonante del semigrupo abeliano S, es decir, una des-
pel
composicion del tipo

Sy xS, [ S
r€i(p,q)

Si W, =5,8V,, pe lson subespacios de g = S® G, entonces

gR:@Wp:@Sp@)%

pel peG
es una subalgebra del dlgbera expandida g = S ® G, conocida como subalgebra resonante.
2.1.1. Ejemplo: S-Expansién del algebra so(4,2).

Una base para el dlgebra G = s0(4,2) es dada por generadores {iab, Mc}, que satisfacen

las siguientes relaciones de conmutacion :

]:aba f‘cd = ncb]:ad - nca]zbd - nda]:cb + 7f/bcl]zca
Vo, Vol = Vo (2.2)
iaba ]-\7-[0 = ncha - ncaMb
71\7[(17 1\W/Ibi = ]:ab
Vi,Vil = W (2.4)

donde G = Vy @ Vi, con Vj una subalgebra generada por Lo v Vi es un subespacio generado
por M,

LCon una constante de estructura 7, = (+, +, +, +, —, —).

Tesis de Magister 14



2.1. PROCEDIMIENTO DE S-EXPANSION 15

» Expansion del dlgebra G = so(4,2).

SiS = Sg) y G = s0(4,2), donde Sg) = {0, A\, A2, A3} es un semigrupo dotado del
producto abeliano

. )\Oé-‘r,B Sl Oz-l—ﬂé?
AC*AB_{ As si a+f>2 (2:5)

entonces el dlgebra expandida es

Peg

Definiendo los generadores del algebra expandida como

Lab,a = /\af-‘ab

Ma,a 5 /\aMa
tenemos que una base para el algebra expandida es dada por
{Lab,O; Lap1; Lap2; Lap3; Mg o; Mg 15 M 2; Ma,3}~

Gréficamente tenemos la Figura (2.1).

SE(ZJ SE(Z) SE(Z)

A3

A,

A

Ao

Subespacios Subespacios
Vn V1 V() V1 Vn V1
Figura 2.1: Algebra de gura 2.2: Algebra de F1 ura 2.3: Algebra de
S(2 ®s0(4,2) expandida ®s0(4, 2) resonante S ® s0(4,2) reducida

15 Tesis de Magister



16 2.1. PROCEDIMIENTO DE S-EXPANSION

» Subalgebra Resonante.

La subalgebra resonante gr = Wy @ Wy, con Wy = So® Vo y Wi = S; ® V] es obtenida
usando la particion SE2) = Sp U Sy, resonante con G = V5 @ V; dada por

Wo = So®Vh={ Ao, A2, \3} @V = { A ® Vo, A2 ® Vi, A3 @ Vi }
Wi = S50Vi={, 0Vi={M®Vi,\sQVi}

de modo que el dlgebra resonante g = Wy@PW, es generado por {]:ab,o; ]:ab72; ]:ab,g; 1\~/Ia71; 1\~/Ia73}.
(Ver Figura (2.2)).

] /flgebm Resonante Reducida.

Se obtiene particionando el semigrupo en la forma S, = S5, U S,. Si consideramos la
particion

{0s}
= Sp - {OS}

S <’30)>

tenemos
in=@50V =@ (5us)ev-@(50%)u (S eV
de manera que gr = gr @D gr donde
Or = @ gp ®V,=0
in = DSV -D50V
y dado que Og = A3 es el elemento cero del semigrupo, tenemos

gr=(M®Vp, @ Vo) ® (N ® V)

Asi tenemos que una base para el algebra expandida resonante reducida es {Lab,O; M, 1; Lgs2 },

ver figura (2.3), donde I:ab,o y 1\7[,1,1 son los generadores del dlgebra s0(4,2). Redefiniendo
los generadores como:

Lab = f‘ab,O = )\Oiab

Fab = fiab,Q = AQI:ab
Pa = Ma,l :)\1MCL

Tesis de Magister 16



2.1. PROCEDIMIENTO DE S-EXPANSION 17
tenemos las siguientes relaciones de conmutacion para el dlgebra expandida

[Laln Lcd] = nchad - nchab + ndbLac - ndaLab

[Laba Pc] 77bc]-:.a - ncan

[Laba ch] nchad - ncand + ndeca — ndach

[Fabu ch] 0

[Faba Pc] 0

[Pm Pb] = Fab
(2.6)

El 4lgebra obtenida de la S-Expansién del dlgebra de Lie s0(4,2) es conocida como A/lgebm

de Mazwell [0,

, 8] v representa el dlgebra de una particula elemental en un campo electro-

magnético externo, donde F,;, es el Tensor de Campo Electromagnético o Tensor de Faraday,
cuyas componentes se reflejan como parte eléctrica y parte magnética del campo. En el caso de
considerar el limite relativista singular “, se obtiene el tensor dual G, con [Gab, GCd] =0. La

relaciéon de conmutacién (2.2) representa el A/lgebfa de Lorentz, y la relaciéon de conmutaciéon
(2.3) representa el Algebra de Poincaré [7], donde L, corresponde al generador de transforma-
ciones de Lorentz y M, corresponde al generador de traslaciones.

E/c - By B/c— E.

17
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Capitulo 3

Operadores de Casimir

3.1. Tensores Invariantes para Algebras de Lie S-Expandidas

La construccion de Tensores Invariantes para algebras de Lie S-Expandidas fue introducido
en la referencia [22, 23]. El método de S-expansion de algebras de Lie permite obtener un tensor
invariante para el dlgebra de Lie S-expandida G dado un tensor invariante para el dlgebra original

g.

Teorema 3 Sea S un semigrupo abeliano con \; # 0,1 =0,...,N y Anyy1 = 0. Sea G un dlgebra
de Lie de base {T 4}, y sea (T 4,.... T 4, ) un tensor invariante para G. Entonces, la cantidad

\T(Al,il)....T(Amin)\ = a K, i, ' (Ta,... Ta) ,

stendo o constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el dlgebra Og-reducida
obtenida de g =5 x G.

3.2. Operadores de Casimir para Algebras S-Expandidas

Sea G un algebra de Lie y sean {T4, A = 1, ...,dim G} los generadores de G. Un operador de
Casimir C,,, de rango m puede ser escrito como

Cm = CAI"'AmTAl...TAm (31)

que, por definicién, satisface las condicién [T4,, C,,] = 0, VT4, € G, donde los coeficientes
CA1-Am forman un tensor invariante simétrico para el grupo de Lie asociado a G. Esto significa
que los operadores C,, (m = 2,3,..) son invariantes del dlgebra. Usando (3.1) tenemos

m

[TAm Cm] = (Z fAOB APOAl"'APIBAp+1Am'> TA1---TAn

p=1

19



20 3.2. OPERADORES DE CASIMIR PARA ALGEBRAS S-EXPANDIDAS

donde fap © son las constantes de estructura del dlgebra G. La “Condicién de Casimir”, es

entonces equivalente a
m

S Fapp QA APl AAn) — (32)

p=1
La forma estédndar, es decir, el operador de Casimir cuadratico (de rango m = 2), viene dada
de acuerdo con la ecuacion (3.2), por

fagp MO+ fup 2CMP =0 (3.3)

Por otro lado, la constante de estructura de el algebra de Lie S-expandida es dada por

faayss) 7 = Kas " fan © (3.4)

donde K5 7 es el “2-selector”del semigrupo S. La condicién de Casimir (cuadrética) para el
algebra de Lie es entonces S-expandida es

Kags “ fagp MOPAIA0) L ¢ g2 fy g 2200 B0) — (3.5)

Consideremos ahora el siguiente ansatz para las componente de el operador de Casimir (cuadréti-
co) de un algebra S-expandida;
O(Ae)(B.B) _ ,oBAB (3.6)

donde C4Z son las componentes de los operadores de Casimir para el algebra original G y m®®
son las componentes del tensor simétrico, asociado al semigrupo S, que debe ser determinado.
Introduciendo (3.6) en (3.5) obtenemos

Kogs 'm™2 fa,p M OPY 1+ Koo @2m® P fa,p 200 E = 0 (3.7)
La ecuacién (3.7) se cumple si la siguiente condicién se satisface
Kogp *'m* = Koo m™? (3.8)
Para revisar esto, vamos a conectar la ecuacién (3.7) en la ecuacion (3.8) para encontrar

Kao,ﬁ OélmﬁazonB A1OBA2 + Kag[o’ a2ma16onB A2OA13
Kaoﬁ alm,ﬁaz (onB AlCBAQ + fAOB A2CAlB)
= 0

donde hemos ocupado la ecuacién (3.3).
El siguiente teorema proporciona la herramienta para encontrar el tensor m®® con las pro-
piedades requeridas.
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Teorema 4 Sea K,3 7 un dos selector para un semigrupo abeliano S, si definimos
Mapg = Qyliap

donde o, son coeficientes niumericos, entonces si los o, son elegidos de manera tal que mapg es
una “métrica invertible”, se tiene que m®?, (que, por definicién, satisface m**myz = 05) y la
métrica invertible mqg cumplen la ecuacion (3.8) [20].

Esto significa que si
C=C*"T,Tp (3.9)

es el operador de Casimir cuadratico para el algebra original G, entonces
C =m*CT 10T (5s (3.10)

es el operador de Casimir cuadratico para el algebra de Lie S-expandida.

'Este teorema se desarrollo para obtener la extensién semi-simple de una (super) algebra de Poincaré [27,

, 29, 30].

21 Tesis de Magister



22 3.2. OPERADORES DE CASIMIR PARA ALGEBRAS S-EXPANDIDAS

Tesis de Magister 22



Parte 11

Fundamentos Fisicos
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Capitulo 4

Problema de dos-cuerpos

Consideremos dos particulas, etiquetadas con 1 y 2, interactuando a través de un potencial
% (F‘l — FQ). El Espacio de Hilbert para este sistema compuesto es H = H; ® Ho, donde H; y

Ho corresponden a particulas aisladas [32].
El Hamiltoniano del sistema compuesto es

=9 59
3 | 551 | 85 2, 2
H=—+—+v( 1 ) 4.1

2my  2ms R (4.1)

Un conjunto de observables candénicos conjugados para el sistema {I%T, f{, ﬁ, 1:'}, debe cumplir

[f{a,f’m] = [fa,Ds] = hdap ¥y [Ra,f)g] = [f‘a,f’m] = 0. Una posible eleccién de dicho

~
= ~

conjunto es R = ﬁ (mlf"l + mgf'2>, Pr =P1+ P2, ¥ =11 —

M =my+ my |

1>

-

5 2, 2,
2YP =y <m2P1 - m1p2) con

N =2 2, ~
Asi tenemos que H = 2P—AT4 + % +V (f"), donde p es la masa reducida 1 = mymso/M. Luego

~

~ 52 ~
| P AN & |
opf T

conﬁozf’—Q—i—V(I%).

2p

4.1. La Ecuacion Radial

Consideremos el caso de un potencial esféricamente simétrico, V' (F) = V (). Una particu-

la de masa reducida p, moviéndose bajo la influencia de tal potencial estara descrito por el

25



26 4.2. ECUACION RADIAL DEL ATOMO DE HIDROGENO

Hamiltoniano H (1:', ﬁ) = I%Q/QM + V(7). La funcién de onda Vg, satisface la ecuaciéon de
Schrodinger en coordenadas polares esféricas

HUp (7) = EVp, (7)
R 0 [ 4,0 L?
22 U -
{ 2ur? or (T 5r> e 2w“2 } s ( !
Las soluciones son del tipo Vg, (7) = Rpum (1) Yim (0, ¢). Con la sustitucién de ug (r) =
rRp; (r) se obtiene
dZ?  1(l+1) )
[p— 2 —U(T)+ff]ukz(r)=0 (4.2)

Ecuacién conocida como la Ecuacion Radial de Schrodinger, donde U (r) y x* vienen dador por

Ul(r) =2p/h?V (r) y E = I?r*/2p [33].

4.2. Ecuacién Radial del Atomo de Hidrégeno

Analizamos las propiedades de la Ecuacién Radial de Schrodinger (4.2), considerando el
caso particular del Atomo de Hidrogeno. Consideremos una particula de masa pu ligada por un
Potencial Coulombiano atractivo, de la forma V (r) = —2762. Nuestro proposito es encontrar
los estados ligados, o sea, los estados estacionarios con energia E < 0. Para la ecuacién (4.2),

, h2k2 ., .
definamos k > 0 a través de £ = — o [33]. Con esta nomenclatura la ecuacién radial de
Schrodinger, para el presente problema, es dado por

d? 2N I(l+1
L I o) =0

r r2

= “Z}E . La ecuacién radial de Schrodinger para r — oo es [dd—é —K ]u( ) = 0 tiene
dos soluciones linealmente independiente son w (r) = " y u(r) = e *". La primera de estas

es fisicamente inaceptable, pues u (r) debe tender a cero para grandes valores de r. Cerca del

con N =

origen r — 0, la ecuacion radial de Schrodinger toma la forma [% — l(l;;l) u (r) = 0 soluciones
del tipo u(r) = r®. Con este Ansatz se obtiene a (o —1)7r* 2 — [ (I +1)7r* 2 = 0, es decir,
a3 = —ly az =1+1. Como u(r) debe ser regular en el origen, el primer valor de « resulta ser

. 1 - s ;. . r—0
inaceptable!. Luego la solucién fisica se comporta cerca del origen de la forma u (r) — rt*i,

La discusién anterior sugiere introducir la funcién f (r) definida por u (r) = r'*le=*" f (r). La
ecuacién diferencial para f (r) es

I"+2 F%l—]f+§“N—U+UU=0-

IEste caso corresponde al oscilador arménico tres dimensional
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4.3. ALGEBRA DE LIE 69(3) 27

Si cambiamos de variable a, p = 2kr, y llamamos f (p) = f (r)

d? d _
L +2—p)——(I+1—-N — 0.
pdp2+( + p)dp (I + ) f(p)

Ecuacién, que satisface una Funcién Hipergeométrica [32]. La solucién en el origen es f (p) =
Fy (I+1— N,2l+ 2;p). La serie hipergeométrica debe ser un polinomio para que el comporta-
miento de u (r) para r — oo sea aceptable. Esto implica que el término n = — (I + 1 — N) debe
ser un entero no negativo, o sean = N —1l —1 conn = 0,1,2,... De esta relacion se deduce
que N =n+1[+1, es decir, N a su vez también debe ser un entero positivo. Esta condicién
nos permite obtener los Niveles discretos de Energia que posee el sistema. Los autoestados se
obtiene de la expresion

Ey =

Pk? B (MZZQGZ) _ pZet 172%2 1 RZ*

2 2u\ BAN2 ) 2m2N2 2 aqy N2 N2

La energia depende sélo de N, el niimero cudntico principal. > R = 13,6[eV] es la constante de
Rydberg y ag = h?/ue? = 0,53A es el Radio de Bohr.
Durante la transicién de un electron desde el nivel Ey a otro nivel Eys, el atomo emi-

te un fotén de energia hwyn = Exy — Eyn. Reemplazando Ey (o En/) obtenemos wyy: =
(ﬁ - %) ,N' < N y frecuencia vyn = R (ﬁ — #) La cantidad Ey/h es conocida como

Término espectral. La diferencia entre estos términos determina wy .

El incremento del niimero cuantico principal N, decrece la diferencia entre estos niveles de
energia, es decir, limy o Ey = 0y limy 00 (Exy — Exy 1) = 0. Estas energias son positivas y
muy cercanas. El continuo describe a un atomo ionizado. La energia de ionizacién es la energia
de enlace negativa. Todas las frecuencias que intervienen en transiciones que terminan en el
mismo estado inferior forman un Espectro de Energia ® [32].

4.3. Algebra de Lie so0(3)

El Atomo de Hidrogeno tiene Simetria Esférica la cual puede ser descrita por medio del

.33

algebra de Lie so(3). Esta &lgebra tiene dimensién 3 y rango 1, cuyos generadores {LZ}
i=1

satisfacen las relaciones de conmutacion Z

donde €;;, corresponden al tensor de Levi-Civita y & es la constante de Planck.

2n, es el nimero cudntico radial

3No todas las transiciones son permitidas, estdn sujetas a Reglas de Seleccién.
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28 4.3. ALGEBRA DE LIE 69(3)

De acuerdo con el Teorema de Racah, que tenga rango 1 implica que tiene un Operador de
Casimir L? [31], el cual caracteriza de manera tinica los multipletes del grupo. L? es invariante

bajo rotaciones, y ademas satisface [ﬁz, ]ZZ] = (. Se tiene que fJQ, L;} forman un conjunto de

observables compatibles. Al diagonalizar dicho conjunto, el espacio de Hilbert se desglosa en
subespacios H;, caracterizados por un valor bien definido de L2, R%l(l+1), con [ enteros o semi-
enteros. Dichos espacios poseen dimensién (20+ 1) y una base {|lmy,m = —l, =l +1,..,1 — 1,1}.
La base esta caracterizada por las ecuaciones L2 |lm) = k2l (1 + 1) [lm) y L. [lm) = hm |Im).

Asf tenemos, que L? = h2l(l 4+ 1). Para un [ fijo los valores que m puede tomar son m e
(—l,—l+1,...0—1,1}.
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Capitulo 5

El Problema de Kepler

El Problema de Kepler ! constituye un ejemplo similar al Problema del Atomo de Hidrégeno
[10]?. El Hamiltoniano del Problema de Kepler es dado por

1 p?
H=-=+V(r 5.1
32+ V (i (5.1
Aqui, la energia potencial es V(|F]) = —r/r , 1 la masa reducida del sistema y x > 0 es una

cantidad positiva para la interaccién gravitatoria. En el caso del Atomo de Hidrégeno k = Ze?.

La solucién del Problema de Kepler en coordenadas polares cilindricas r = (r, ¢), es r(r, ¢) =
I[/[1+ € cos(¢)]. Si 0 < e <1 lacénica es una elipse’. € es conocida como la excentricidad y 1
como latus rectum. *

Mientras H sea independiente del tiempo, la Energia total £ es una constante de movimiento;
y, debido a que H posee simetria rotacional, el momento angular orbital L="Fx P es una
constante de movimiento.

En coordenas esféricas, el Hamiltoniano correspondiente a la ecuacién (5.1), es

p; L &

2 * 2ur? r

'EL problema de Kepler determina el movimiento de un cuerpo bajo la ley de fuerza proporcional al inverso
del cuadrado de la distancia.

2En el caso de no considerarse los efectos cudnticos a escalas pequenas [31].

3Las soluciones del Problema Clasico de Kepler son elipses. La distancia desde el perihelio P al afelio A es
llamada 2a, denotando el doble del semieje mayor. Si b denota la longitud del semieje menor, la excentricidad
€ese= 7“12&4’2 y la distancia f desde el foco M al centro geométrico es f = a - €.

4El latus rectum de una seccién cénica es la cuerda (segmento de linea) que pasa a través del foco, es
perpendicular al eje mayor y tienen ambos puntos finales en la curva.
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30 5.1. EL VECTOR DE RUNGE LENZ CUANTICO

5.1. El vector de Runge Lenz cuantico

La simetria rotacional de H implica que la érbita se encuentra en algtin plano a través del
centro de gravedad M. Existe otra cantidad, ademas de H y L, que es constante de movimiento.
Este vector es conocido como el Vector de Runge-Lenz, el que tiene la forma

—

— L r
M=px—— K. (5.2)
L r

Con el proposito de tratar el Problema de Kepler en Mecanica Cuantica, tenemos que
reemplazar las funciones clasicas por operadores considerando la cuantizacion candnica, lo que

se puede hacer facilmente para ¥, p y L. Sin embargo, el producto de operadores , f)’ x L y

—Lx f) no es idéntico, debido a que las componentes de L y 1;:)' no conmutan. Luego, la ecuacién
(5.2) es elegida con operadores hermiticos, quedando como:

2 1 /- 2 48 r
Mz—(" B *)— 8 5.3
2 X XP) ~ro (5.3)

Podemos mostrar tres importantes relaciones:

[1\7IH] — 0 (5.4)
LM = M-L=0 (5.5)
5 Qﬂ £,
M2 = 2 <L2+h2> K2 (5.6)
[

Las relaciones (5.3)-(5.6) fueron ocupadas por Pauli en 1926 para calcular los niveles de

energfa del Atomo de Hidrégeno [10, 31]. Pauli considerd las tres componentes de M como
generadores de transformaciones infinitesimales. Siguiendo este método deduciremos el algebra

generada por L y M, que consiste de 15 relaciones de conmutacién. Tres de estas son las
conocidas relaciones que satisface las componentes del momento angular:

[fm i‘j_ = iliey, Ly (5.7)
[Mia ]Zji = ih Cijk Mk (58)
N 2H .
[Mi, M, | = (--) il € Ly (5.9)
| u

Los conmutadores (5.8) producen nueve relaciones. Las componentes de L generan un algebra
cerrada, y generan el grupo SO (3). Consideraremos los estados ligados E' < 0, y de esta manera
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5.2. ALGEBRA DE LIE 69 (4) 31

M es reemplazada por M/ = 4 /—%1\71, luego (5.8) y (5.9) son transformadas en

[f,i, I:ji = ih €ijk f;k
[M;, NG| = e Ty (5.11)

5.2. Algebra de Lie so(4)

% = .
Los seis generadores de L y M generan un Algebra de Lie. Se reetiquetaran los indices
de las componente de L. Primero se escribird ¥ = (rq,7r2,73) vy P = (P1, P2, P3), ocupamos

[ri,pj] = ihd;; v f)ij = r;pj — r;jPi, considerando las coordenadas L= (ﬁ23, Lai, f)lz).

Ahora vamos a extender los indices a i, = 1,2, 3,4 al introducir la cuarta componente ry4

~

y Pa: M. = Ly, M?: = Loy y M. = L34. Podemos escribir todo en un tnico tensor de cuatro

dimensiones

i = Eijr Ly

v
i = Mi

He =

Este grupo corresponde al Grupo de Rotaciones Propias en cuatro dimensiones, es decir, SO(4).
Esta simetria no representa una Simetria Geométrica del Atomo de Hidrégeno, debido a que la
cuarta componente r4 y ps es ficticia y no pueden ser identificados con variables geométricas.
Por esta razén SO(4) se dice que describe una Simetria Dindmica del Atomo de Hidrégeno.
El grupo SO(3) generado por el operador de momentum angular L; es un subgrupo de SO(4)
[31]. Los generadores de SO(4) son obtenidos por la restriccion a los estados ligados (E < 0).

Para estados continuos, E es positivo y el signo dentro de la raiz cuadrada de M’ tiene que
ser cambiado, para que M’ sea hermitico. Luego el signo de la derecha de (5.9) cambia y la
identificacién de ]\le’ ya no es posibles. Resulta que el grupo de simetria dinamica en este caso
es isomorfico al Grupo de Transformaciones de Lorentz SO(3,1), correspondientes a estados
excitados o de scattering (£ > 0) [5].
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5.3. Espectro de Energia del Atomo de Hidrégeno

Definimos los operadores I = % (f + 1\71') y K = % (E — 1\7I'>, los cuales satisfacen las

relaciones de conmutaciéon

[ii,ijf — ihey I (5.12)
[KKJ = ihey Ky (5.13)
ILK,| = 0 (5.14)
[fH] _ [KH ~ 0 (5.15)

Debido a (5.14), el algebra de los I, y Kj es desacoplada. El algebra de Lie so(4) es la
suma directa de dos dlgebras de Lie tipo s0(3). Los siguientes eigenvalores se obtienen por los
métodos conocidos [31]

<f2> = (i +1) R i=0,%,1,...
<f22> — k(k+1)R2 k:zo,%,l,...

A partir de las relaciones (5.12-5.15) podemos ver que el grupo SO(4) es de rango 2, debido
a que los operadores I; y los operadores K, forman un sistema maximal de generadores que

conmutan[32]. Asi, existen dos Operadores de Casimir que pueden ser elegidos como 2 =

2 5 N2 o 2 20N 2
}l (L + M ) y K? = }l (L - M ) . Alternativamente ellos pueden ser elegidos como

~ % 2 1 /2 -~
S S <L2 + M’2> (5.16)
C, = P-K*=L-M (5.17)

La ecuacién (5.5) muestra que C, =0, por lo que solo deberfa ocuparse aquellos donde I? = K2
Asi, sii = k los posibles eigenvalores de C; son C} = 2k (k + 1) h? k = 0, %, 1, ... Transformando
(5.16) al tomar en consideracién (5.6), obtenemos

~ 1 /75 JU ,UK“2 1
C :_(Lz__w) _ M g2
179 2F AE 2

tal que, los eigenvalores de energia encontrados son

2
po_ e 1
2 R (2k +1)
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con k = 0, %, 1,.... Si consideramos N =n+ [+ 1 = 2k + 1, donde n es el nimero cuantico

radial n = 0,1,2,... y [ es el nimero cudntico del momentum angular [ = 0,1,2,,..., u es la
masa del electron, o mas precisamente la masa reducida del par electrén-proton, c¢ la velocidad
de laluz y kK = Ze?, tenemos

1 pk? 1 1

B _-H = ——ut(Za) —
SRR A T

donde « es la constante de Estructura Fina [34].°
Las relaciones de movimiento en la presencia de un potencial gravitacional y el movimiento
en cuatro dimensiones fue obtenido por Fock en el ano 1935 [11].

5 La constante de estructura fina es o = ;—j = = 0,0072973525313.

1
137,03599796
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Capitulo 6

La Ecuacion de Onda

La derivacién de Schrodinger para la funcién de onda comenzé con la relacion de dispersion
relativista de la particula libre ptp, = g.p‘p” = (mc2)2 [5]. En término de la energia E y
los tres momentum p, esto es B2 — (pc)® = (mc?)”. Interacciones de una particula cargada ¢
con el campo electromagnético es descrito por el principio de acoplamiento electromagnético
minimal p, — 7, = p, — (%) A, donde el cuadripotencial A, = (%, A) consiste de el potencial
escalar ® y el vector potencial A. ! Para un electrén ¢ = —e, donde e es la carga del protén,
positiva por convension. El campo de Coulomb establecido por un protén ® = =y A =0, de

modo que £ — E + é Aqui r es la distancia entre el protén y electron. La prescripcién de
Schrodinger para convertir una relacion de dispersion en la ecuacion de onda es reemplazado
por p — (é) V = —ihV y permitir que la ecuacién resultante actie en una funcién espacial
¥ (x). Esta prescripcién resulta en la siguiente ecuaciéon de onda, La ecuacion de Klein-Gordon
{E? — (cp)’} ¢ () = (mc®)* 4 (x), reemplazando encontramos

{E2 — (m?)* +2E (6—2) + (6—2>2 - (—ith)2} ¥ (z) =0 (6.1)

r r

Puesto que la energia de enlace es aproximadamente 13,6[eV] y la energia en reposo del
electrén mc? esta cerca de 510,000[eV], esto toma sentido al escribir E = mc® + W, donde la
parte principal de la energia relativista F es la energia en reposo del electron y la energia no
relativista W es una pequena perturbacién de ambos (=~ 0,0025%). Bajo esta sustitucién, y
descartando los términos de orden (W + ¢ /7“)2 /mc?, obtenemos la forma no relativista de la
ecuacion (6.1), La ecuacién de Schrédinger:

{_h_gw — ﬁ — W} P (x) = 0. (6.2)

2m r

Estos obedecen B=V x A y E = -V® — (1) (2).
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Consideremos la separacion de variables. Ya que las dos ecuaciones obtenidas previamente
tienen simetria esférica, es 1til introducir coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Las eigenfunciones son
los harmoénicos esféricos Y, (6, ¢) y su espectro de eigenvaloreses Y, (0, ¢) = —1 (1 + 1) Y, (0, ¢).
Los enteros (I,m) satisfacen [ = 0,1,2,.. y =l < m < +[. La ecuacién diferencial parcial
(6.1) y (6.2) son reducidas a una ecuacién diferencial ordinaria estandar, al sustituir el ansatz

U (r,0,0) = R(r) Y, (0,9)

Ecuacion A B C
N ape E(ma)
Klein-Gordon —l({l+1)+ <§) % e

Schrodinger —1(+1) 2me? 2y

Utilizaremos el método de Frobenius para solucionar la ecuacion diferencial ordinaria, donde
consideramos

dcPR(r) A B

W‘FﬁR(T)‘F?R(T)-FCR(T):O (63)
Tenemos dos tipos de singularidades en 7, cuando r — 0 y » — c0. El comportamiento analitico
en el punto singular r — 0, R ~ r* es A\(A —1) + Cr?> + rB + A = 0, igualando términos

similares, tenemos A2 — A+ A = 0 con \ = % + (%)2 — A. En el segundo punto singular

r—ow, R~el"es f2+C + %B + T% = (, igualando término similares, tenemos f = —v/—C.
Ocupemos la solucién en serie de potencias de la forma

29
R=) At
k=0

de donde obtenemos
0 = A 2[A(AN—=1)+ Al + BA ™+ Airr AN (A + 1) + 4]

3 [k 4+ A) (k4 A= 1) Ay + AAg + BA; + CAy ]2
k=2

Para el coeficiente Ay recuperamos la solucién de una de las raices, ya obtenidas previamente
A= —-X(A—1). Con los coeficientes de la sumatoria obtenemos una relacién de recursién

O=Gk+N)(k+A—1) A1 —AXA=1)Apy1 + BA,+ CAx
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de donde obtenemos Ajy1 = —[CAg_1 + BA]/[k (k + 1) + 2X\ (k + 1)]. El coeficiente en C' lo
obtenemos de la solucién de una de las raices ya calculadas C' A1 = 2f (k + \) Ay, luego

[2f (k+ A) + B]
[k(k+1)+2X\(k+1)]

Ak+1 = = k

Finalmente, la condicién para la cuantizacién la obtenemos de los coeficientes que no se anulan,

conn =k, n+ X = —2Z. De las raices, tenemos A = 2 +4/ (% A y [ = —+/—C" al reemplazar
2f 2 2

obtenemos
RS 2 A B
n —_— — _— fr—
2 2 24/ —C

Ahora solo debemos reemplazar los valores de A, B y C para cada una de las ecuaciénes. Los
niveles de energia del Atomo de Hidrégeno ? son

Ecuacién de Klein-Gordon Ecuacién de Schrodinger
C2
E (n,l) = 1f(%)2 E(n,l) = —sucta’ 5
N'=n+1+4/(1+1) —a2 N=n+l+1

2 Muchas particulas cargadas pueden formar Atomos Hidrogenoides a través de su interaccién electrostatica
(ex, pt, 7%, p* ete) [7].
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Energy Eigenvalues, H Atom
Nonrelativistic (Darker), Relativistic (Lighter, Deeper)

B e e = e s e
a-') i
5 i 1
op 025 —— — -
= C 1
.-
3 ]
= - 1
[ 05 -
Q L ]
2] i
(‘,—5 L 4
o -0.75 - 7]
= 1
2 i 1
o I 1
S af— .
& L ]
Z ]
~ _ e —
> 1.25 i ]
&D i
5 C ]
8 sl ! . l . | . | . | .
0 1 2 3 4 5 6

1, Orbital Angular Momentum

Figura 6.1: Espectro del Atomo de Hidrégeno, normalizado por la energia del estado fundamen-
tal. El espectro no relativista es oscuro. El espectro relativista ha sido simulado para Z = 50.
Estas energfas han sido calculadas al reemplazar o — Za [5].

—N3 x Energy of hydrogen atom
equal spacing suggests algebra structure
T i T i T i T ) T

[} w -~ w (o)}
| | | |

N, principal quantum number

| . | . | . L . | .
1 2 3 4 5 6

/, orbital angular momentum

=]
(=]

Figura 6.2: Espectro no relativista de el Atomo de Hidrogeno. Se ha multiplicado cada nivel de
energia por —N3[5].
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Capitulo 7

Algebras Generadoras de Espectro

7.1. Algebras Generadoras de Espectro (AGE)

Una aplicaciéon de las dlgebras de Lie ha sido el estudio de sistemas fisicos en los que los
operadores de un sistemas fisicos T junto con su Hamiltoniano H pueden ser escritos en término
de los elementos GG, de un algebra de Lie G

H = f(G,) Go€G
T = t(Ga) G.€G (7.1)

Las &algebras de Lie de este tipo de problemas se denominan /flgebms Generadoras de Es-
pectro (AGE) [3]. Los funcionales f y t son usualmente polinomios en los elementos de G,
aunque se ha estudiado casos del tipo 1/H, como ocurre en el Problema de Kepler.

La mayoria de las soluciones analiticas para las ecuaciones diferenciales ordinarias que in-
volucran una tnica variable pueden ser transformadas a la forma estandar (6.3). Es posible
determinar soluciones de estas ecuaciones ocupando operadores que son cerrados bajo conmu-
tacion. Estos son los generadores de un algebra de Lie. El grupo correspondiente es llamado
Grupo Generador de Espectro[5]. Luego podemos escribir

d*Y

A’y P 9

—_— — RIY =0

dy? [zﬂ e ]

donde Y =Y (y). P, @y R son contantes, pero @) y R dependen del pardmetro de la energia E
!, El élgebra de Lie compleja s[(2, C) tiene dos formas reales no isomorfas. Una corresponde al

'En este capfitulo conservaremos la notacién histérica ocupada en la referencia [2], pero la ecuacién (7.2) es
igual a la ecuacién (6.3).
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40 7.1. ALGEBRAS GENERADORAS DE ESPECTRO (AGE)

algebra s0(3), isomorfa a su(2), conocida como forma real compacta. La otra, es la forma real
no compacta, que corresponde a 3 dlgebras de Lie isomorfas su(1,1), so(2,1) y sl(2,R). Estas
algebras son conocidas por ser AGE.

La Complejizacién® de su(2) = so(3) es sl(2,C). Conociendo la complejizacién podemos
considerar una combinacién lineal de pp como una nueva base, considerando un mapeo ¢ por
O(X) =ip1 — p2, ¢(Y) =ip1 + p2 y ¢(H) = ips. Tal como en el caso de s0(3), para determinar
la complejizaciéon de una AGE, como por ejemplo su(1, 1), debemos seleccionar una base X =
—A; — 1Ay, Y = —A; + 1Ay y H = iA3, donde estos X, Y y H obedecen las mismas relaciones
de conmutacién que la base estandar de s[(2,C) . Asf tenemos su(1,1)¢ = s[(2,C).

AGE-su(1,1) 3] AGE-50(2,1) 9, 11]

[AlyAQ] = _A3 [Al,AQ] = —ZA3
[A27 AB] = Al [AQ, Ag] = ZAl
[Az, A1] = Ay [As, A1] = 1A,
[ 2 | 2
— il d
A "y T (y)_ A = pe + a1 (y)
d
— = , d
Ae = b gy + el A= 0|k 4+ al)]
- B}
Ay = 0| d?
3 ( | 32 +az (y)_ vy [ d_y? + as (y)

donde a1(y), a2(y) y as(y) son funciones que definen la representacién de los operadores [9].
Considerando las contantes de integracion nulas, a excepcion de «, obtenemos una forma es-
tandar para los generadores de AGE-su(1,1).

2 o P yd 1 &  a oy
A=i|l— s+ 242 Ap=-28 = g =i 2L .
: Z[dy2+y2+16] T o2dy A4 ’ Z[dy?+y2 16] (73)

Podemos escribir el operador diferencial de segundo orden, en término de los generadores de
su(1,1). Asi tenemos que la ecuacién (7.2) queda como

[(% n 8@) A+ (% - SQ) Ay + iR] Y =0 (7.4)

2La Complejizacion g€ de un Algebra de Lie g, es obtenida del reemplazo del campo base R con C. La
complejizacién de un &algebra de Lie real es unica, pero un dlgebra de Lie compleja h puede tener variadas
formas reales no isomorfas, todas tienen a h como su complejizacién [35].

3 La base de s[(2,C) obedece [H,X]| =X, [H,Y]=-Y y [X,Y] =2H
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7.1. ALGEBRAS GENERADORAS DE ESPECTRO (AGE) 41

La ecuacién (7.4) puede ser simplificada al efectuar una rotacién a través de un dngulo ar-

bitrario 6 [35], Y = e %Y yY = ¢ ?4Y . De la diagonalizacién y reduccién de los operadores
podemos escribir la solucién de los eigenvalores como
~ —-R - ~ P 3\ -
AY = ——VY AYY = — [ =+ =Y
T 4y=Q <4 - 16>

Para cualquier representacién irreducible acotada inferiormente del operador A? los eigenvalores
son de la forma A(A — 1) y los eigenvalores de A3(H) son de la forma A\, A + 1, A + 2, ...

~R P 3
At h=—"10 AA—1) =——— =
- A=D=-7-1

y por lo tanto A = (1 Py /i — P). Ocupando estos resultados obtenemos la relacién

1
2

4k +2 +4/1—4 :\/_T% (7.5)

7.1.1. Atomo de Hidrogeno No Relativista

Para el Atomo de Hidrégeno no relativita con el Potencial V = —Ze2/r. Con separacién de
variables encontramos que la funcion radial obedece [37]

R 9 Ze? 1
LN @+[2—“(E+ e)—l(H )]R ~ 0

dr? v dr h? r 72
R 2dR t  wu
i, < 4= R = 0 7.6
dr2+rdr lr+r2+v] (7.6)
donde 072 o
e p
Para convertir esta ecuacién a la forma (7.2), consideramos r = y> v R(y) = y°Y (y), al
expandir y considerar a = —% para eliminar los términos Y’. Obtenemos
A’y (4u — % )
+ +4vyt4+4t)Y = 0
dy? y?
d’y P 9
—+ |5 +QP+R|Y = 0
dy? [?ﬂ o ]
donde 3
P=4u— - Q = 4v R =4t

4
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7.1. ALGEBRAS GENERADORAS DE ESPECTRO (AGE)

(7.5) se transforma en

2n+1xv1—4u =

(7.7)

T

Reemplazando y descartando la raiz negativa, obtenemos

—27e*u
[+1 —_
(n+1+41) N
1 1
E = —§MCQ (ZOZ)z . m

(donde N =n + [+ 1) reproduce los Niveles de Energia.

7.1.2. Atomo de Hidrégeno Relativista

La energia F de la particula clasica no relativista en un potencial V' es E = in +V,y
la Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo ih%@/} < —ﬁVQL/J + V1), obtenida de la

2p

cuantizacion de la ecuacién clasica. Con el proposito de encontrar los eigenstados de energia
asumiremos que la funcion de onda depende arménicamente de ¢, de donde obtenemos la Ecua-
., e 7. . . 0 2

cién de Schrodinger independiente del tiempo Ei = —g—uv% + V. Ahora, la correspon-

diente relacién de energia relativista es [E — V]* = p*c® + p2¢*, donde cuantizada obtenemos

[in — V]Qw = —h2cAVA) + p*ch esta ecuacién es conocida como la Ecuacion de Klein-
Gordon [36]. En el caso independiente del tiempo, esta se transforma en *

[E— V]’ = —R2EVY + iy

Separando variables obtenemos la Ecuacién Radial de Schrédinger

R 2dR
dr?  rdr
con
27e2F
TRz

E? B pic?  27Ze?E1 7%t 1 (41 R—0
c2h? h? c2h? r  c2h? r? 72 B
2264 E2 LLQCZ
u=62h2—l(l—|—1) U:_c2h2__h2

Sustituyendo en (7.5) y ocupando o = e?/hc, obtenemos

2ZaF

2t — E?

=2n+1+\/(2l+1)2—4(Z04)2

4La Ecuacién de Klein-Gordon resulta ser inadecuada para la descripcién detallada de una sola particula
cuantica relativista. Sin embargo, estamos interesados solo en los niveles de energia y la ecuacién de Klein-
Gordon es suficiente para la determinacién de estos niveles [35].

Tesis de Magister
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la que nos permite obtener la formula de la energia relativista

(NI

9o —

(7.8)

[oEEE YA
= lc + 5
nt /(i +1) - (Za)?

En (7.8), n es un entero positivo, pero no sabemos cudles son los valores j, el momento angular
total. Donde 7 es un ntimero entero positivo semientero.
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Parte 111

Espectros de Energia
obtenidos por S-Expansion
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Capitulo 8

S-Expansion de SO(k), k = 3,6, n.

En este capitulo consideraremos la S-Expansién [22] de las algebras de Lie so(3), s0(6) y
so(n), para obtener s0(4), s0(7) y so(n+1). El dlgebra so(4) esta asociada al Problema de Kepler
en 3 dimensiones y el dlgebra so(7) esta asociada al Problema de Kepler en 6 dimensiones [3].

8.1. Algebra so(4) como S-Expansién del algebra so(3)

En el dlgebra de Lie s0(3), con 3 generadores y dimensiéon N = 3, es conveniente considerar
la descomposicion L; = ATy3, Ly = ATs;, Ly = AT 5. Con estas definiciones la relacién de
conmutacién de el dlgebra so(n) (A.3), toma la forma '

[Lo,Ly) = ih€mpe L. a,b,c=1,2,3 (8.1)

Consideremos la descomposicién de G = s0(3) = V@ V4. Vamos a suponer que no necesitamos
conocer la descomposicién de so(3) en una subalgebra V y un subespacio G/Vy ~ Vi (coseto
simétrico).

» Ezxpansion de G = s0(3): Sea S = Sg) = {Ao, A1} v G = s50(3). El semigrupo se ha escogido
de manera que coincida con el semigrupo ciclico Z,, el cual es definido por la siguiente
tabla de multiplicacion

o )\a+ﬁ Si o+ ﬁ < 1
Aaks = { Aaip2 st a+p>1 (8.2)

Este semigrupo genera la siguiente tabla de multiplicacién

1 Se agrego la Constante de Planck A a los generadores, para que coincidan con las unidades del Momentum
Angular.
2El 4lgebra de Lie s0(3) es semisimple, por lo cual, sf existe una descompocién de esta dlgebra.
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8.1. ALGEBRA 69(4) COMO S-EXPANSION DEL ALGEBRA &9(3)

El dlgebra expandida es
SWRG =, M} {Vo, i} = 2@V @M@ VidM V@M V)

Dado que podemos asociar Vg « {L,} y Vi < {M,}. Tenemos que el algebra S-Expandida
es generada por {\gLg; A1 Lg; AoM,; AyM, }. Definiendo los generadores del dlgebra expan-
dida como

]:a,oz = )\aLa
Myo = AaM, a=0,1

tenemos que la base para el dlgebra Sg)®so(3) expandida es dada por {ia’o; Lo1;Mgao; Mg

Gréficamente lo podemos ver en la Figura (8.1).

Subespaos S | sbepados SN | subesacios

Figura 8.1: Algebra de %ura 8.2 Algebra de Figura 8.3: Algebra de
Sg ® s0(3) expandida ® s0(3) resonante Sg ® s0(3) reducida

Subalgebra Resonante gr: donde ggr = Wo@W; con Wy = So®@Vy y W = S;®V; obtenida
de la particion sth = So U Sy, resonante con G = V, @ V;, donde la particién escogida es
So = {Ao, A1}

81 = {)\1}

Esta particién se dice resonante, mientras satlsfaga el Teorema 1. Del Teorema 2, podemos
asumir que gg es una subalgebra resonante de S ® G, donde

Wo = (So x Vo) = {Xos M} ® {La} = {AoLa, AiLg}
Wi = (51 x Vi) = {M}®{M.} = {MM,}
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De modo que el algebra resonante es generada por {ia,o; Loi; Ma,1}- Graficamente los

podemos ver en la Figura (8.2).

] Algebm Resonante Reducida: Se obtiene particionando el semigrupo en la forma S,
S U S,. Si consideramos la particion S = {0s} y S, = S, — {0s} vy dado que gr =
&, (Sp®Vp) U (S,®V,) con gr = §r® dr, donde gr = DS, @V, y dr =D S, @V,
Asi tenemos gr = {0s}®V, =0y gr = @ (S, — {0s}). En este caso particular, \; = Og es
el elemento cero del semigrupo. Vamos a considerar S; — {0} = {\1} y solo extraeremos
el elemento cero del semigrupo de Sy — {0s} = { Ao}

gr= (S0 —{0s}) @Vo® (51 —{0s}) @ Vi = (M@ Vo) ® (M1 @ V1)

Asi, tenemos que una base para el dlgebra Sg) ® s0(3) expandida, resonante y reducida

es dada por {]:a,o; 1\~/Ia,1} Gréficamente lo podemos ver en la Figura (8.3), donde f;a,o y

M, ; son los nuevos generadores del algebra so(3) forzada y reducida.
Podemos definir estos nuevos generadores como:

L, = Lao—/\oL
Ma = Ma1_>\1M

L, y M, satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

[Lay Lb] = ih Eabe Lc
[Maa Lb] = h Cabe Mc
[Mm Mb] = ih Eabe Lc (83)

Identificando M, = M! , obtenemos el dlgebra del vector de Runge-Lenz M/ y el Momen-
tum Angular L que encontramos para so (4) en el capitulo 5. Redefiniendo L, y M, en
funcion de los generadores Ty, con a,b=1,2,3,4

ij = Eijk L i, 5,k =1,2,3
u = M

e

es posible reescribir las relaciones de conmutacién para L; y M; como en la relacién (A.3)
en cuatro dimensiones.
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8.2. Algebra s0(7) como S-Expansién del algebra so(6)

El dlgebra de Lie s0(6), con 15 elementos de dimensién n = 6 , puede ser encontrada de la
ecuacion (A.3)

[Taba Tcd] = —1 (5bcTad - 6adTbc - 5deac + 5achd) a, b7 C, d= 17 ) 6

Consideremos la descomposicién G = s0(6) = V@ V. Vamos a suponer que no conocemos
la descomposicién de s0(6) en una subalgebra Vj y un subespacio V; °. El dlgebra s0(7) tiene
21 elementos de dimensién 7. Vamos a definir *

Tij ~ ng Z,j = 1, ..,6
Tz =~ M;
» Expansion del dlgebra G = s0(6): Sea S = Sg) = {Xo, M1} v G = s0(6). Consideramos el
semigrupo Zs definido por la tabla de multiplicacién (8.2).
El dlgebra expandida es

0=SP®G =M M} @ Vo, Vi} = M@ Ve @M@ VidM @V ®M @V

Dado que podemos asociar V <> {Lg} v Vi < {M,}. Tenemos que el dlgebra S-Expandida
es generada por {AgLgp; A1 Lgp; AoMg; A1 M, }. Definiendo los generadores del dlgebra ex-
pandida como

I:ab,a = AaLab
Moo = MM, a=0,1

tenemos que la base para el algebra S%)®50(6) expandida es dada por {ia,o; Iia,l; 1\~/Ia,0; 1\~/Ia71 }

Gréficamente lo podemos ver en la Figura (8.4).

= Subalgebra Resonante gr: donde gr = W@ W, con Wy = So@Vy y Wi = S1®V; obtenida
de la particion S%) = Sy u 51, resonante con G = V@ Vi, donde la particion escogida es

So = {Xo, At}
Sl = {)\1}

3 El 4lgebra de Lis 50(6) es semisimple.
4 De manera similar a como se estructuran los generadores en s0(4).
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SW SW W

subespacios  [SSEEEEE | subespados

F1 ura 8.4: Algebra de F1gura 8.5: Algebra de F1 ura 8.6: Algebra de
S ® s0(6) expandida ® s0(6) resonante S ® 50(6) expandida,
resonante y reducida

Del Teorema 2 podemos ver que gr es una subalgebra resonante de SS) ® G, donde

Wo = (S0 x Vo) = {Ao, M} @ {Las} = {AoLiap, MLias}
Wi = (S1x Vi) = {A}® (Mo} = {\M,}

De modo que el algebra resonante es generada por {flab,o; I:ab,l; Ma’l}. Gréficamente lo

podemos ver en la Figura (8.5).

] Algebm Resonante Reducida: Se obtiene particionando el semigrupo en la forma S,
S, 08, si consideramos la particién S, = {0s}y S, = S,—{0s} y dado que gr = P S, ®V

con gr = gr @D gr, donde gr = {05} @V, =0y gr =P (S, —{0s}) ®V,. En este caso
particular, \; = Og es el elemento cero del semigrupo. Vamos a considerar S1—{0g} = {\1}
y solo extraeremos el elemento cero del semigrupo de Sy — {0s} = { Ao}

gr = (S0 —{0s})) @Vo® (51 — {0s}) @ V1 = (M ® Vo) ® (M ® V1)

Asi, tenemos que una base para el dlgebra Sg) ® s0(6) expandida, resonante y reduci-

da es dada por {f;ab 0;1\71 } Gréficamente lo podemos ver en la Figura (8.6), donde

LabO y Ma 1 son los generadores del dlgebra so(6) forzada y reducida. Redefiniendo estos
generadores como:

Tab = Lab = LabO - /\OL

Tcﬂ = Ma = al = >\1
L., y M, satisface las siguientes relaciones de conmutacion
[Laba Lcd] = —1 (5bcLad - 5adLbc - (deLac + 5acLbd)
[Maa Lcd] = —i (5ach - (5and)
[M,,M.|] = iLg (8.4)
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Estas relaciones de conmutacién son isomorfas al dlgebra so(7). Esta compuesta de 21 elementos,
donde 15 elementos son Ly, v 6 elementos corresponden a M,. Este problema coincide con el
Problema de Kepler en 6 dimensiones [3], donde los elementos L,, corresponden al Tensor
de Momentum Angular Ly, = x,pp — XpPa  @,b = 1,..,6, donde consideramos x, = (r,\) y
Po = (Pr,PA), @ = 1,..,6. Las 6 componentes restantes corresponden al vector de Runge-Lenz
normalizado (m = A = 1) son

Ma = \/%ﬁ l% (Labpb_prba)_% a = 1,...,6
Los 21 elementos conmutan con el Hamiltoniano H, con [Lg, H] = [M,, H] = 0, donde H =
%(p?r +p3) — % Ocupando las relaciones de conmutacion para x y p, podemos mostrar que
cuando F < 0 , las 6 componentes, del momentum angular L; (i = 1,2,3) y del vector de
Runge-Lenz normalizado M; (i = 1,2, 3) satisfacen las relaciones de conmutacién del dlgebra
s0(4) (h =1) (8.3). Mientras que cuando E > 0, ellas satisfacen las relaciones de conmutacién
del algebra no compacta s0(3,1) (h = 1)

[Li, Lj] = i€y L
[Mi, L]] =" eijk Mk
[Mi,M]’] = —1 Eijk Lk i,j,k = 1,2,3

En el caso de AGE degeneradas so(n + 1), las dlgebras no compacta so(n + 1,2) > so(n +
1,1) © so(n + 1) han sido ocupadas como algebras dindmicas [39], [10], [14]. °

8.3. Algebra so(n+1) como S-Expansién del algebra so(n)

El dlgebra de Lie so(n), con n(n — 1)/2 elementos de dimensién n, a partir de la ecuacién
(A.3). Consideremos la siguiente descomposicién de G = so(n) = Vo @ V;. Vamos a suponer que
no conocemos la descomposicién de so(n) en una subalgebra Vj y un subespacio V; ©. Definimos
Tij >~ Lij y Tzn >~ ].VIZ Z,j = 17 1.

» Expansion de G = so(n): Sea S = Sg) = {Ao, A1} v G = so(n). Consideramos el
semigrupo Zs, definido por la tabla de multiplicacién (8.2). El algebra expandida es
g = MRVe@ARVIBN RVoPA®V). Dado que podemos asociar Vg <« {Lgt y Vi o {M,}.

®Una sencilla inmersién se obtiene mediante la introduccién de una coordenada ficticia 2 y momentum %%7

y construyendo el dlgebra so(n + 2). Esta dlgebra, en lugar de so(n + 1, 1), puede ser ocupada como un dlgebra
dindmica de el Problema de Kepler en N > 2 dimensiones [3].
SEn este caso no podemos asegurar que sea semisimple.
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Tenemos que el algebra S-Expandida es generada por ~{)\OLab; A1Liap; AoMy; MM, }. De-
finiendo los generadores del dlgebra expandida como Ly o = AaLay ¥ Myo = AaMa,
a = 0,1, tenemos que la base para el algebra Sg) ® so(n) expandida es dada por

{fla,o; Iia’l; 1\~/Ia,0; 1\~/Ia71}. Gréficamente lo podemos ver en la Figura (8.7).

Subespacios

F1gura 8.7 Algebra de F1gura 8.8: Algebra de Flgura 8.9: Algebra de
S ®50( ) expandida S ®50( ) resonante S ®50( ) expandida,
resonante y reducida

= Subalgebras Resonantes gr: donde gr = W@ W7 con Wy = So@ Vo vy Wi = 51 ® V) obte-
nida de la particion Sg) = Sy u S, resonante con G = V@V, donde la particion escogida
es Sop = {Ao, M1} v S1 = {\1}. Esta particion se dice resonante. Del Teorema 2, podemos

asumir que ggr es una subalgebra resonante de Sg) ® G, donde Wy = {)\oLab,)\lLab} y
Wy = {A\M,} De modo que el dlgebra gr es generada por {flabyo, Lop1; M } Gréfica-

mente lo podemos ver en la Figura (8.8).

] Algebm Resonante Reducida: Se obtiene particionando el semigrupo en la forma S,
S uS si consideramos la particion S ={0s}y S = 5,—{0s} y dado que gp = P S, ®Vp,
con gr = GrDOr, r = {05} @V, =0y gr = (—D(S —{0s}) ®V, donde y, A\; = Og es el
elemento cero del semigrupo. Vamos a considerar S; — {0g} = {\1} y solo extraeremos el
elemento cero del semigrupo de Sy —{0gs} = {A\o}, asi tenemos gr = (Ao ® Vo) D (A1 @ V1).
Asi, tenemos que una base para el algebra Sg) ® so0(N) expandida, resonante y reducida

es dada por {flab,o; 1\~/Ia71}. Gréficamente lo podemos ver en la Figura (8.9), donde ]Zab’(] y

l\N/Ia,l son los generadores del dlgebra so(n) forzada y reducida. Redefiniendo estos gene-
radores como: Ty, = Loy = Layg = AL ¥y To(ng1) = Mo = My1 = A M.

Relaciones de conmutacién
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[Laln Lcd] = —1 (6bcLad - 5adLbc - 5deac + 6acLbd)
[Mm Lcd] = —1 (5ach - 5and)
[M,, M,.] = iL, (8.5)
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Capitulo 9

Operadores de Casimir para algebras
s50(4) y so(7).

El Operador Hamiltoniano para el Problema de Kepler (A = m = 1, Kk = 1) es H =
p%/2 —1/r = —=1/2V?% — 1/r. Para los estados ligados, donde F = (H) < 0, el Hamiltoniano H
puede ser escrito como

1

2[Cy(so(n + 1)) + (22)]

H— (9.1)

El algebra degenerada G, para el Problema de Kepler n-dimensional es so(n + 1)' . Los
eigenestados son caracterizados [3] por una representacién irreducible totalmente simétrica
|w,0,0,...,0] = [w] de so(n + 1) con eigenvalores

Blw) - — ! i W=01, .. 0
2lww+n—1)+ (”771) ]

9.1. Operadores de Casimir para algebra so (4)

Esta algebra tiene dos operadores de casimir cuadraticos Cy(so(4)) v Ca(so(4))’. Consi-
deraremos la construcciéon de la métrica m,p correspondientes al semigrupo Sg), cuya ley de
multiplicacién es dada por la ecuacién (8.2). Los dos-selectores K 55— de S%) pueden ser repre-

sentados como
1 0 0 1
0 _ 1
Kaﬂ = (0 1) Kaﬁ = (1 O) (9.2)

L El problema de Kepler (Coulomb) es el caso en que el Hamiltoniano H no tiene una representacién lineal
para los operadores de Casimir, sino mas bien es representado por su inverso 1/H [3].
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Esto implica que la métrica m,z para S%) es dada por

ap
Map = K}y = ( 0 1) (9.3)

a1 O

donde «, son los coeficientes ntimericos. La métrica inversa es dada por

mo? ;(ao —al) (9.4)

:det(ma/g) —o Qg

donde ag y «a; deben ser elegidos de manera tal que det (ma5) = a2 — a2 # 0. El operador
cuadratico de Casimir para el algebra tiene la forma

C = YOI, Tsp)

C = m*C*T(aTpn

C = m™C*L,L, +m"C*"L,M, + m'"°C*M’ L, + m''C**M,M,
c 1

= —— [ C*L,Ly — a; C"L M, — a0, C*’M, Ly, + aeC*" MM, |
det (map)

donde ks p = T+1Tr (T4, Tp) = T+~1Tr (% {TA,TB}). Vamos a utilizar las propiedades de las
matrices de Pauli para calculas las propiedades de las constantes de estructura del algebra.
Si consideramos que satisface la relacién algebraica [o;,0;] = 2i €, o). Donde las matrices
de Pauli satisfacen la siguiente propiedad Tr(o;0;) = 28;;. Luego ko, = &;; y k** = §%. Al
reemplazar en O nos queda

1
C = oty [ (0°LoLy + 6*MM,) — oy (6*LaM, + 6*M,Ly) |
1
= —— [ (LL* + M,M*) — oy (L,M" + M, L*
Tor gy [ (Lol + MaM") — a1 (LM + M, L")]

Tenemos que oy y a; pueden ser arbitrarios mientras satisfagan la relacién (9.4) y consi-
derando que det (m,s) # 0. Podemos concluir que tenemos el dlgebra so(4) la cual obtuvimos
por S-expansion tiene dos operadores de Casimir

Qo
= —— (L.L¢ VI M? .
Cs det (map) (Lol + M, M) (9:5)
! —Q
= —— (L, M*“+M_,L* .
Cy det (map) (L + M,L?) (9:6)

Los cuales, después de escoger a = 1,2,3 y un reescalamiento con det(m,sz) # 0, pueden
escribirse como
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9.1. OPERADORES DE CASIMIR PARA ALGEBRA 69 (4) 57

C,(s0(4)) = L?>+M? (9.7)
C,(s0(4)) = L-M (9.8)
El operador Hamiltoniano puede escribirse como

1
2[Cay(s0(4)) + 1]

H:

Tenemos que L - M = 0. El segundo operador de casimir no aparece en H. Los estados bases
de s0(4) son etiquetados por dos nimeros cudnticos [wi,ws]. Sin embargo, consideran que
Ci(s0(4)) desaparece, solo aparece la representacién totalmente simétrica [w] = [w,0]. Los
eigenvalores de energia son obtenidos por

1
E(w):_Z[w(w+2)+1] w=0,1,...,00

En orden de completar los estados, necesitamos considerar so0(4) > so(3) D s0(2). Los estados
son etiquetados como |w,l,my, conl = w,w—1,...,0 y m = —I, ..., 1. Es costumbre introducir el
Numero cuantico principal N = w+1. En término de este niimero cuantico los niveles de energia
son E(N,l,m) = —1/2N?, esta es la celebre formula de Bohr que permite obtener los niveles
de energia de el atomo de hidrégeno No Relativista. Los correspondientes niveles de energia se
muestran en la Figura (9.1). Los estados |N, 1, m) son degenerados con degeneracién total N2.
El 4lgebra so(4) es el dlgebra degenerada de el Problema de Kepler en n = 3 dimensiones [9].

g €¢
(ISR
—_ W

0

w=0

Figura 9.1: Espectro de Energia del &tomo de hidrégeno en tres dimensiones. El niimero cuantico
principal N = w + 1 [3].
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9.2. Operadores de Casimir para el algebra so(7)

El élgebra so(7) posee tres operadores de Casimir Cy(s0(7)), Cy4(s0(7)) y Cg(s0(7)). Solo
obtendremos el operador de Casimir cuadratico Cy(s0(7)).

Consideremos la construccién de la métrica m,p correspondientes al semigrupo Sg), cuya
ley de multiplicacién es dada por la ecuacién (8.2). Los dos-selectores K/ ; de Sg) pueden ser

representados como (9.2). Esto implica que la métrica S,(El) es dada por la ecuacién (9.3), de tal
manera que el determinante satisfaga (9.4).
El Operador cuadratico de Casimir para el algebra tiene la forma

= ClDERT ) Tis.p)
= m*¥CT (0T,
_ mOOc«ab,acLachd+mOlc«ab,cLach+mlOca,bCMaLbc_l_mllcabMaMb

1
Cab,cha Lc abMaM
det (m) (Mas) [040 pLica + apC b]

Q Qaa

donde C%¢ = C*% = (. Para los C% y C'® tenemos

1
C = —— [aps®L,L, dM, M
dot () [060 vlica + Qo b]

Qo ab a
= — |LaL MM 9.9
det (1mqp) [ bl T ] (9.9)

Tenemos que ap y a; pueden ser arbitrarios mientras satisfagan la relacién (9.4) y consi-
derando que det(mq,p) # 0. Podemos concluir que en este caso tenemos un unico operador de
casimir cuadrético para s0(7), el cual obtuvimos por S-Expansion

%)

Ca(o0(M) = Gt )

[Lap L + M, M?| (9.10)

Luego al considerar a,b = 1,...,6 y el reescalamiento det(m,s) # 0, el operador de Casimir
cuadratico es 2

6 6
Cy(s0(7)) = Z LY, + Z M?
i<j i
El Hamiltoniano puede escribirse como

1
 2[Cy(s0(7)) + 2]

4

H:

2Este operador de Casimir cuadrético coincide con el obtenido en [35, 3].

Tesis de Magister 58



9.2. OPERADORES DE CASIMIR PARA EL ALGEBRA SO(7) 59

L

N
w=2 2 2 2 1 1 1 0 0 0
w=] ——] ——1——0
w=0 =0

Figura 9.2: Espectro de Energfa del a&tomo de hidrégeno en seis dimensiones [38, 3].

El valor de espectacién para este Hamiltoniano en la representacién |w] = [w, 0, 0] es

1
FE = — =0.1,...
() 2[w(w+5)+2745] ¥ P @

La representacién de s0(7) que aparece es una representacién totalmente antisimétrica de [w],
como una condiciéon analoga a L - M = 0 en el caso tres dimensional. Los estados satisfacen la
cadena s0(7) 2 50(6) D 50,(3) ®s0,(3) 2 s0(3) D s0(2) con niimeros cudnticos

s0(7) D s0(6) D 50,(3)@s0,(3) D s0(3) D s0(2)
l l l ! ! >
w v lp, 1x L M

Aqui v = w,w —1,...,1,0 y los valores de ,, [, son obtenidos por la particiéon de v como
v =2n,+1,+ 1\ n, =0,1,.... Los valores de L son obtenidos desde |, + ;| = L = |, — )|
y M = —L,...,+L como es usual [3]. El diagrama de los niveles de energia de el Problema de
Kepler en seis dimensiones se muestra en la Figura (9.2). El espectro es degenerado y el dlgebra
50(7) es un algebra degenerada. El problema de Kepler en seis dimensiones es de interés en el
problema de tres cuerpos, en particular en un sistema de tres quarks en fisica hadrénica [35].
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Capitulo 10

Contraste de Métodos.

El procedimiento de obtencion de operadores de Casimir via S-Expansion, a diferencia de los
métodos conocidos permite, de manera general, reducir las ecuaciones y calculos involucradas,
solo se necesita conocer el semigrupo y una particién resonante para conocer los operadores de
Casimir’.

Los métodos involucrados son:

= Problema dos-cuerpos: Se obtiene la Ecuaciéon Radial de Schrodinger del datomo de
hidrégeno para un sistema reducido y su soluciéon proviene de la utilizaciéon de las pro-
piedades de la funciéon hipergeométrica confluente, de donde puede obtenerse los niveles
de energia No Relativista del atomo de hidrogeno. En este caso no fue necesario obtener
los operadores de Casimir, pero debido a que no corresponde a un procedimiento general,
solo es aplicable a este caso particular.

» Procedimiento de Pauli: Pauli en 1926 [10] calcul6 los niveles de energia del dtomo
de hidrégeno considerando las 15 relaciones de conmutacion obtenidas del andlisis del
Problema de Kepler cuantizado. Luego de considerar los estados ligados de energia obtuvo
los operadores escaleras de los cuales se dedujo los operadores de Casimir, de donde
finalmente obtienen los Niveles de Energia No Relativista del atomo de hidrogeno. Este
procedimiento involucro el tratamiento del dlgebra de Lie s0(3) y so0(4). Este método fue
analizado por Fock en 1935 [11] y por Bargmann en 1936 [12]. Estos niveles coinciden con
los obtenidos desde el Problema de dos-cuerpos.

= Procedimiento de Schrodinger: Este procedimiento involucra la obtencion y deduccién
de la Ecuacion de Klein-Gordon para una descripcién No Relativista de la ecuacion de
onda del Atomo de Hidrégeno y de la Ecuacién de Schrodinger para energias Relativistas.
En este caso no se obtuvieron los operadores de Casimir, sino que se utilizo el método en

' Los métodos estudiados en esta tesis se introdujeron de acuerdo a la evolucién histérica y mejoras realizadas
por los diferentes autores.
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serie de potencias de Frobenius para obtener los Niveles de Energia. Este procedimiento
de agrego para poder comparar los niveles del energia relativistas del &tomo de hidrégeno.

Algebras Generadoras de Espectro: Las AGE fueron introducidas en 1965 [14]. Los
espectros de energia pueden ser obtenidos al considerar realizaciones de los generadores
asociados al Algebra de Lie del sistema. En el caso del atomo de hidrégeno se consideraron
las Algebra de Lie su(1,1) y s0(2,1), de las cuales se puede obtener los Niveles de Energia
Relativista y No Relativista [35, 9]. Los niveles de energia coinciden con los obtenidos en
el Procedimiento de Schrodinger.

En el procedimiento de AGE es necesario obtener los operadores de Casimir y simpli-
ficar el problema considerando las diagonalizaciones de los operadores para considerar
un problema de eigenvalores. La desventaja de este procedimiento es el aumento de las
variables involucradas de acuerdo al aumento de las simetrias y el hecho que no todos los
problemas pueden ser acomodados a este tipo de ecuaciones o se vuelven insolubles. Los
operadores de Casimir, al igual que en procedimiento previos, son obtenidos de manera
indirecta y no por un método estandar riguroso. Esto puede involucrar que no siempre se
pueda deducir el operador de Casimir o se puedan descartar por error.

Procedimiento de S-Expansiéon: Introducido en 2006 [22], el procedimiento de S-
Expansién combina las constantes de estructura de un Algebra de Lie con ley de compo-
sicién interna de un semigrupo abeliano. La S-Expansion de operadores de Casimir fue
introducido en 2012 [26]. En esta Tesis se considerd este procedimiento para obtener los
operadores de Casimir asociados al atomo de hidrégeno y la deducion de sus Niveles de
Energia en caso de una representacion totalmente simétrica. Este procedimiento, a dife-
rencia de procedimiento previos, considera un procedimiento estdndar para la obtencién
de los operadores de Casimir. Ademads, es un procedimiento que involucra poco trabajo
de calculo. En particular se obtuvo la S-Expansién del dlgebra de Lie so0(3) de donde
se obtuvo s0(4) y se realizo la S-Expansién del dlgebra de Lie s0(6) de donde se obtuvo
50(7). De los operadores de Casimir de las dlgebras de Lie so0(4) y s0(7) se pueden obtener
los Niveles de Energia para una representacion totalmente simétrica [3]. Como pudo com-
probarse los operadores de Casimir coincidieron con los obtenidos en los métodos previos,
y por lo tanto, también los Niveles de Energia.

La utilidad de este procedimiento esta en asociar niveles de energia a nuevas algebras de
Lie que puedan obtenerse desde el procedimiento de S-Expansién.
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Capitulo 11

Conclusiones

“Bxisten dos clases de individuos :

aquellos que duermen y suenan de noche

y aquellos que suenan despiertos y de dia...
esos son peligrosos, porque no cederdn

hasta ver sus suenos convertidos en realidad. ”
T. Lawrence (1888-1935)

En la presente Tesis se ha analizado el atomo de hidrégeno, o de manera general atomos
hidrogenoides, utilizando una nueva herramienta algebraica. Se calculé un caso particular de
S-Expansion donde se consideré parcialmente la Og-reduccién y sin la necesidad de conocer la
descomposicion en subespecies del algebra de Lie original, este procedimiento particular nos
permite construir operadores de Casimir S-Expandidos y deducir sus Niveles de Energia. La idea
de utilizar el procedimiento de S-Expansion de algebras de Lie se debid a los recientes avances
que surgieron en la utilizacion de este método en la construcciéon de operadores de Casimir.
Para generar un algebra de Lie con una cierta estructura debemos buscar un semigrupo con un
producto apropiado y el método propuesto nos permite pasar de un algebra de Lie de dimension
n a un Algebra de Lie de dimensién n + 1. La modificacién del procedimiento se ve apoyada
por los resultados obtenidos.

Los capitulos de Fundamentos Matematicos corresponden a las herramientas matematicas
necesarias para entender y utilizar de manera correcta el procedimiento de S-Expansién, junto
con algunos ejemplos relacionados al atomo de hidrégeno. De manera particular, en el primer
capitulo se analizo el procedimiento de contraccion de dlgebras introducido por Inonii y Wigner,
del cual su generalizacién se pueden obtener métodos de expansion de algebras. En el capitulo
2 se analizo el procedimiento de S-Expansion de algebra de Lie que se ocupd para obtener las
Algebras de Lie asociadas al 4tomo de Hidrégeno.

En los Fundamentos Fisicos se introdujeron los diferentes procedimientos que se utilizaron
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para obtener los Niveles de Energia del 4tomo de hidrégeno. Se considero el Problema de dos-
cuerpo, el Problema de Kepler introducido por Pauli, La Ecuaciéon de Onda introducido por
Schrodinger v Las Algebras Generadoras de Espectro.

En la tercera parte, se obtuvieron los Espectros de Energia utilizando el procedimiento
de S-Expansién. Se ha logré obtener el dlgebra de Lie s0(4) como una S-Expansién de so(3),
correspondiente al Problema de Kepler en tres dimensiones, y se ha obtuvo el dlgebra de Lie
$0(7) como una S-Expansién del dlgebra s0(6), correspondiente al Problema de Kepler en seis
dimensiones. Finalmente se ha analizado un generalizacién de este procedimiento de so(n) a
so(n +1).

Los operadores de Casimir obtenidos para el atomo de hidrégeno en tres y seis dimensiones,
coinciden con los operadores de Casimir ya conocidos. El conocimiento de los operadores de
Casimir nos permite verificar el procedimiento propuesto de S-Expansién, y de ellos podemos
deducir los Niveles de Energia para una representacion totalmente simétrica. En caso de que-
rer realizar una verificacién experimental, asociar los niveles de energia a una configuracion
simétrica determinada puede ayudar a estimar el Espectro aproximado de un sistema fisico con
caracteristicas similares a al del &tomo de hidrégeno. Pero con seguridad, se necesitara trabajar
en un modelo menos idealizado.
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Apéndice A
Algebras de Lie

Una de las razones del éxito que ha tenido la Teoria de Grupos en Fisica, radica en el
hecho que permite describir el concepto de Simetria. En Fisica, este concepto adquiere especial
importancia, asocidndose a la idea fundamental de garantizar la invariancia de las leyes de la
naturaleza ante cambios de observador.

A.l. Algebras de Lie

Definicién 1 Un dlgebra es un par (G,-) donde G es un espacio vectorial finito dimensional
y-:GxG— G esuna ley de composicion interna definida sobre el espacio vectorial.

Definicién 2 Un dlgebra de Lie G es definida por un par (G, [,]) sobre un campo K, donde
dim

G es un espacio vectorial finito dimensional, de base {TA}AZIG . El grupo del espacio vectorial
es extendido a un anillo, donde la operacion multiplicativa del anillo corresponde a una regla
de composicion binaria [, ] llamada Multiplicacion de Lie o Corchete de Lie

(Ta,, Ta,) = [Ta,, Ta,]€G (A1)

es decir, la multiplicacion algebraica es una operacion antisimétrica, luego G es un Algebra de

Lie [5].

La ley de composicion satisface los siguientes axiomas:

1. Linealidad
[Ozr:[‘A1 +BTA27TA3] = O./[TAI,TA3] +6[TA2,TA3] VO./,B e K ; VTAl,TA2,TA3 € g
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2. Antisimetria
[TA17 TA2] = = [TAm TA1] vTz‘h ) TA2 €g

3. Identidad de Jacobi
[TAl’ [TA27 TAs]] + [TA27 [TA37 TA1]] + [TA3> [TA17 TAz]] =0 VTAN TAQa TA3 €g

A partir de un élgebra asociativa (G, -), con la ley de multiplicacién (X,Y) — X - Y es
posible obtener un élgebra de Lie interpretando el producto de Lie [X, Y] como (X -Y —Y - X)

[X,Y]=(X Y -Y-X) (A.2)

Este ejemplo corresponde al caso de las representaciones matriciales, donde - es el producto
de matrices [2].
Las dlgebras de Lie pueden ser construidas de operadores diferenciales que actiian sobre un

espacio de funciones derivables f(x). Si introducimos n coordenadas reales x4, xo, ....., z,. La
i4 1 i S N i e 0 e 0 P
contruccién de un élgebra de Lie es so(n) = x; sy~ Lizg €5 decir, L;; = x; pr; ~ Ligg 0 <J =
] iy —1
1,...,n de donde obtenemos las relaciones de conmutacion, con % elementos

[Lij, L) = 0L 4 0alije — 5Lk — dirLiji

Una base para el dlgebra so(N) en la representacién de corchetes de Lie, es dada por la repre-
sentacién de matrices antisimétricas de dimension N es [T ag],p = —i (0acdpp — 0apdpc) A, B,C, D =
1,2,...,N. El 4dlgebra de Lie puede ser obtenida por el calculo del conmutador de dos matrices
antisimétricas [T ag]cp. Lo que es dado por

[Tap, Tepl = =i (0pcTap —0apTrc — 05pTac + dacTsp) (A.3)
con indices A, B,C, D = 1,2,..., N y diag(dap) = (+1,+1,...,+1) [1].
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