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A Cristian Salas, por su amistad, constancia y buenos consejos, por su importante
apoyo en este último periodo del doctorado
A Katherine, por la paciencia y amor entregados en estos últimos años, por ser
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Resumen

En esta tesis se presentan acciones Chern-Simons para gravedad y supergravedad
en la cuales la śımetria local del espaciotiempo son extensiones (semisimples) de
las álgebras y superálgebras de Poincaré. Estas acciones son complementadas con
acciones bosónicas y supersimétricas cuyas simetŕıas de gauge son dadas por las
álgebra y superálgebra de Maxwell, las cuales han sido utilizadas para describir
espaciotiempos con un “background” electromagnético constante.
Estas simetŕıas incluyen un generador tensorial adicional: Zab, que para el caso de
álgebras de Maxwell representa la libertad de gauge para elegir el “background”
electromagnético. Para el caso de teoŕıas gravitacionales ha sido interpretado como
una extensión de las simetŕıas de Poincaré necesaria para explicar la naturaleza
de la constante cosmológica y el actual problema en la interpretación de su valor
numérico.
La construcción de las (super)-álgebras se realiza a través de un proceso de expansión
de álgebras que requiere la utilización de semigrupos abelianos, este procedimiento
es conocido como S-expansión [12]-[13]. En la construcción de los lagrangeanos
invariantes bajo la (super)-álgebra de Maxwell se presenta un método de contracción
de Inönü-Wigner generalizado, que además de modificar los generadores del álgebra
modifica también sus tensores invariantes.
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Aristotélico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. En el concepto de unificación.

En la búsqueda de simplicidad en nuestra descripción de la naturaleza el concepto de unifica-
ción, de que todo esta conectado a través de sus subestructuras, se ha vuelto una gúıa fundamen-
tal. Ya siglos a.c. lo griegos compart́ıan el pensamiento de que un mı́nimo de (sub)estructuras
seŕıan las que conforman el universo que nos rodea y nos contiene, en el s. V a.c. Empedocles
establece la teoŕıa de las cuatro raices o cuatro elementos (teoŕıa que es mejorada y populari-
zada luego por Aristóteles) en la cual todo estaŕıa formado por cuatro elementos: Agua, Aire,
Fuego y Tierra En el Timeo (T́ıµαιoς) Platón describe cada uno de los cuatro elementos más

Figura 1.1: Diagrama de los cuatro elementos que conformaban el universo en el pensamiento
Aristotélico.

el quinto, conocido como Éter o la Quintaesencia, como conformados por part́ıculas diminutas
cuyas formas eran cada uno de los cinco poliedros regulares: tetraedro (fuego), hexaedro o cubo

17



18 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

(tierra), octaedro (aire), dodecaedro (éter) e icosaedro (agua), dicho de otra forma los cuantos
de la materia seŕıan cinco y tendŕıan formas bien definidas.
Un cambio de paradigma y una nueva definición de elemento no llega sino hasta la segunda
mitad del s. XVII liderada por el cient́ıfico Robert Boyle.En su obra The Sceptical Chymist: or
Chymico-Physical Doubts and Paradoxes redefine el concepto de elemento, en sus palabras:

And, to prevent mistakes, I must advertize you, that I now mean by elements,
as those chymists that speak plainest do by their principles, certain primitive or
simple, or perfectly unmingled bodies; which not being made of any other bodies, or
of one another, are the ingredients of which all those called perfectly mixt bodies are
immediately compounded, and into which they are ultimately resolved: now whether
there be any such body to be constantly met with in all, and each, of those that are
said to be elemented bodies, is the thing I now question.

- Robert Boyle
The Sceptical Chemist (1661), 187.

Esta fue la primera definición de elemento qúımico que llevaŕıa luego a los cient́ıficos entre el
s. XVII y XIX, entre ellos Antoine-Laurent de Lavoisier y Dmitri Mendeleev, a encontrar y
clasificar las nuevas, en ese momento, subestructuras de la materia. Esta descripción siendo
más profunda y precisa, era menos simple que la anterior ya que se pasó de 4 o 5 elementos a
muchos más.

Figura 1.2: Tabla periódica de los elementos con información cronológica de sus descubrimientos.

A finales del S. XIX es descubierta la primera part́ıcula subatómica: el electrón (1897), y confor-
me transcurre el siglo XX avanza la tecnoloǵıa, las buenas ideas en f́ısica y los descrubrimientos
en está dirección: el núcleo atómico en 1909, el protón en 1918 y por último el neutrón 1932.
Con el descubrimiento de las part́ıculas subatómicas no solo se hab́ıa logrado una descripción
más precisa sino también una más simple y unificadora. Para la década del 30′ se hab́ıa logrado
construir una teoŕıa que lograba explicar la estructura de toda la materia conocida en base solo
a 3 part́ıculas (protón, neutrón y electrón), se contaba con exitosas teoŕıas para la descripción
de la interacción gravitacional y de la interacción electromagnética, por otro lado la mecánica
cuántica hab́ıa alcanzado un importante desarrollo y mostrado un alto poder predictivo.
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Figura 1.3: Part́ıculas subátomicas.

A finales de la década de los cuarenta se formula la primera teoŕıa cuántica de campos exitosa
(renormalizable), la electrodinámica cuántica, a través de los trabajos de Schwinger, Feynman
y Dyson, entre otros. Durante la decáda del 60′ se formula la cromodinámica cuántica (teoŕıa
de gauge del grupo SU(3)), una teoŕıa cuántica de campos de la interacción nuclear fuerte, y
la teoŕıa que describe la interacción nuclear débil.
A finales de la decada del 60′ Abdus Salam, Sheldon Glashow y Steven Weinberg, entre otros,
logran una descripción unificada de la interacción nuclear débil y el electromagnétismo intro-
duciendo la interaccón electrodébil ( 100 GeV, con grupo de gauge SU(2) × U(1)), la cual es
posteriormente verificada experimentalmente.
La descripción de estas interacciones, no-gravitacionales, conforman lo que hoy conocemos como
Modelo Estándar de part́ıculas, la cual es una teoŕıa de gauge descrita por una acción de Yang-
Mills (como lo son cada una de las interacciones) para el grupo de simetŕıa SU(3)×SU(2)×U(1).
Todas las part́ıculas del modelo estándar han sido observadas experimentalmente. El modelo
estándar es el punto cúlmine del importante desarrollo que tuvo la f́ısica el siglo pasado, en
particular en la descripción de los bloques fundamentales de la materia y la unificación de las
interacciones. La gravedad por otro lado, ha seguido un camino apartado incluso en su desa-
rrollo histórico, siendo la interacción estudiada durante más tiempo y aunque su estructura
matemática presenta prácticamente los mismos componentes que los presentes en las teoŕıas
que describen las interacciones no-gravitacionales, presenta diferencias que han hecho imposible
su unificación.
El modelo estándar ahora representa una descripcion más precisa de la materia y tres de sus
interacciones, un entendimiento teórico sin comparaciones con el entendimiento de la época de
Empedocles, sin embargo es una descripción con más bloques fundamentales que aquellos que
describ́ıan la f́ısica de los años 30′. Aśı, vemos que pasamos de una era que contaba solo con 5
elementos a una era que tenia mas de 100, de alĺı a una descripcion basada solo en 3 part́ıculas
subatómicas y la radiacion EM , usando una analoǵıa nos encontramos en una epoca como la
de la tabla periódica, con 128 elementos y buscamos mayor simplicidad reduciendo una vez
más el número de bloques fundamentales (como en los años del neutron), y por supuesto una
teoria que incluya la cuarta interacción de manera armónica y bien comportada como la QED
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Figura 1.4: Modelo Estándar.

de Schwinger-Dyson y Feynman.

1.2. Sobre la gravedad como teoŕıa de gauge.

Además de ser la única interacción que no ha logrado ser unificada con el resto, la gravedad
es también la única interacción que no ha logrado cuantizarse, ambos problemas podŕıan tener
un origen común y las propuestas para solucionarlos han sido diversas. Conocido el éxito de la
cuantización de las teoŕıas no gravitacionales se tiene información de las caracteŕısticas espe-
radas en una teoŕıa cuántica de la gravedad, una condición natural es requerir invariancia de
gauge, sin embargo utilizando directamente lagrangeanos de Yang-Mills no es posible obtener
una teoŕıa dinámica para la métrica del espaciotiempo. Durante los 80′ aparecen los trabajos
de Achúcarro y Towsend [33] y posteriormente Witten [30], los cuales proponen la construcción
de acciones para la gravedad a partir de objetos topológicos conocidos Chern-Simons (CS) [2],
los cuales poseen como derivada exterior invariantes topólogicos. Una “aparente” desventaja
es que todos los invariantes topológicos conocidos viven en dimensiones pares, lo que condicio-
na la existencia de los lagrangeanos CS a dimensiones impares. Las acciones CS dan origen
a teoŕıas de gauge para cualquier grupo de simetŕıa, la métrica de la teoŕıa es naturalmente
dinámica por lo que son ideales para representar teoŕıas gravitacionales [34, 35, 32, 38]. En
D = 3 el lagrangeano de Einstein-Hilbert (E − H) con constante cosmológica es equivalente
a un lagrangeano CS para la gravedad con grupo de śımetria dS o AdS [30]. En D = 5 dan
origen a teoŕıas gravitacionales más generales que la de E − H, en particular en la referencia
[14] se obtiene Relatividad General (RG) a partir de un lagrangeano CS en cinco dimensiones
a través de reducción dimensional. También han sido construidos lagrangeanos CS para teoŕıas
de la gravedad en D = 11.
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1.3. Desarrollo de la tesis.

En este trabajo se presentan acciones tanto para gravedad como para supergravedad ba-
sadas en formas de Chern-Simons en D = 3. Todos los lagrangeanos presentados “gaugean”
expansiones de las simetŕıas básicas de las teoŕıas gravitacionales, el álgebra y la superálgebra
de Poincaré. Estás versiones son conocidas como extensión semisimple del álgebra de Poin-
caré (SSEP), extensión semisimple de la superálgebra de Poincaré (SSEPS) [3, 4, 5], álgebra
y superálgebra de Maxwell, las cuales han sido utilizadas en el contexto de la gravitación en las
referencias [28, 23, 24] buscando dar una solución y una explicación al problema de la constante
cosmológica: las diferencias entre su valor esperado y su valor medido [27, 26]
La construcción de estas acciones requiere conocer tensores invariantes asociados a las simetŕıas
que serán “gaugeadas”. Paro esto se utilizará un método conocido como procedimiento de S-
expansión [12, 13]. El procedimiento de S-expansión permite conectar un álgebra de salida g
con un álgebra de llegada G a través de un semigrupo abeliano S y un procedimiento bien
definido que será descrito en el tercer caṕıtulo de la tesis. En śı, la cualidad de la S-expansión
de conectar dos álgebras diferentes la convierte en un mecanismo interesante, ya que la conexión
entre dos simetŕıas en f́ısica implica en ciertos casos la conexión entre dos descripciones f́ısicas
diferentes, por ejemplo entre dos descripciones a diferentes escalas de enerǵıa. Sin embargo la
propiedad más útil que provee el mecanismo de S-expansión es que permite la obtención de
tensores invariantes para el álgebra de llegada G conocidos los tensores invariantes del álgebra
de salida g, existiendo prácticamente ninguna restricción entre los tipos de álgebras implicadas,
problema que en general es altamente no trivial.

La tesis se distribuye de la siguiente manera; en el segundo caṕıtulo se presentan las bases
y fundamentos matemáticos necesarios para una descripción consistente del contenido en los
caṕıtulos posteriores. En el tercer caṕıtulo se presenta el mecanismo de S-expansión [12] y su
formalismo dual [13]. En el cuarto caṕıtulo se muestra que la extensión semisimple del álgebra
de Poincaré es equivalente a la S-expansión del álgebra AdS utilizando semigrupos particulares
para ello, luego se construyen sus operadores de Casimir, los cuales coinciden con los obtenidos
en la referencia orginal [5], finalmente se obtienen sus tensores invariantes y se construye un
lagrangeano Chern-Simons para gravedad utilizando como simetŕıa de gauge el álgebra SSEP .
En el quinto caṕıtulo se comienza demostrando que la extensión semisimple de la superálge-
bra de Poincaré puede ser obtenida como una S-expansión de la superálgebra AdS, luego se
construyen sus operadores de Casimir, los cuales difieren de los obtenidos en la referencia [5],
finalmente se construyen los tensores invariantes de la superálgebra SSEPS y un lagrangeano
para supergravedad D = 3 con esta como su śımetria de gauge. En el caṕıtulo seis se ob-
tienen S-expansiones para las álgebras SSEP y SSEPS pero en una base diferente, con el
objetivo establecer una comparación directa de nuestros resultados con aquellos obtenidos en
las referencias [22],[28],[23],[24], además se obtiene sus tensores invariantes y lagrangeanos CS
generales para D = 3. Además se utilizan contracciones tipo Inönü-Wigner [29] para construir
lagrangeanos para el álgebra y superálgebra de Maxwell. En el caṕıtulo siete se presentan las
conclusiones, resultados más importante y posibles extensiones de esta investigación.

d
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Caṕıtulo 2

Fundamentos matemáticos

The theoretical physicist is compelled in an increasing degree to be guided by purely mathe-
matical, formal considerations... The theorist who undertakes such a labor should not be carped
at as “fancifull”
-Albert Einstein, 1934-

En este caṕıtulo se presentan los elementos y fundamentos matemáticos básicos
para el desarrollo de esta tesis. Se comienza introduciendo el concepto de fibrados
(fiber bundles) para luego introducir el concepto de fibrados principales y de co-
nexiones definidas sobre estos. En la segunda sección se introduce el concepto de
polinomios invariantes, se expone el teorema de Chern-Weil y se define la forma
de transgresión. Posteriormente se presentan las clases caracteŕısticas, y se expone
sobre los casos más utilizados en teoŕıas para gravitación, se concluye el caṕıtulo
definiendo las formas de Chern-Simons.

2.1. Fibrados

En esta sección se expone el concepto de fibrado, sus caracteŕısticas principales y algunos
casos particulares de interés. Los fibrados son la base matemática en la descripción de las teoŕıas
de gauge. Un fibrado es un espacio topológico que localmente luce como el producto directo de
dos espacios topológicos, pero no necesariamente globalmente, de manera análoga a como una
variedad es un espacio topólogico que localmente luce como Rm (y no necesariamente global-
mente).
La noción de campo vectorial (de un vector asociado a cada punto de un espacio) es el predece-
sor natural de un fibrado. Supongamos que se desea describir no solo un campo vectorial sobre
una variedad, sino que se quiere tener acceso a todos los campos vectoriales (por ejemplo con
igual dimensión que la variedad) que se podŕıan definir sobre la variedad, para esto se puede
asociar un espacio vectorial completo a cada punto de la variedad. Esta es la idea intuitiva
detrás de un fibrado vectorial (un caso particular de fibrado), es decir, tener una colección
de espacios vectoriales parametrizados por los puntos de la variedad. Un fibrado en general
implicaŕıa, entre otras cosas, el cambiar este espacio vectorial por otra variedad arbitraria (de
campos tensoriales, espinoriales, p-formas, etc).

23
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2.1.1. En el concepto de fibrado.

Un fibrado E sobre una variedad base M con fibra F es una variedad que localmente luce
como el producto directo M×F . Si M es cubierto por un conjunto de vecindades {Ui}, entonces
el fibrado E es descrito en cada vecindad por el producto Ui × F . La topoloǵıa del fibrado es
descrita localmente por este producto directo, sin embargo esta descripción no nos dice nada
sobre la topoloǵıa global del fibrado. Para realizar una completa descripción de la topoloǵıa
del fibrado se introduce un conjunto de funciones {φij}, llamadas funciones de transición, las
cuales contienen información de las regiones de interesección entre dos vecindades, es decir de
las regiones del tipo Ui ∩ Uj, el mapeo φij es de la forma

φij : F |p → F |p , con p ∈ Ui
⋂

Uj . (2.1)

La información de la no trivialidad en la topoloǵıa global de un fibrado está codificada en las
funciones de transición. Un fibrado trivial es aquel que puede ser representado por el producto
directo M × F no solo local sino también globalmente.

Un ejemplo simple de fibrado no trivial es la Cinta de Möbius. La variedad base M de es-
te fibrado es el ćırculo S1 (parametrizado por el ángulo θ). Cubrimos la variedad con dos
vecindades, U+ y U−, definidas de la siguiente manera:

U+ = {θ : −ε < θ < π + ε} , (2.2)

U− = {θ : π − ε < θ < 2π + ε = 0 + ε} , (2.3)

donde ε es un δθ “pequeño”. Definimos la fibra F como un intervalo de la recta real R parame-
trizada con la coordenada t ∈ [−1, 1]. Luego el fibrado se compone de dos piezas locales (dos
productos directos), espećıficamente

U+ × F con coordendas (θ, t+) , (2.4)

U− × F con coordendas (θ, t−) , (2.5)

Y de las funciones de transición φ+− que relacionan las fibras asociadas a ambas vecindades
(t+ y t−) en la región de intersección U+ ∩ U−. Las funciones de transición son elegidas de la
siguiente manera

φI+− : t+ = t− en la región de intersección I = {θ : −ε < θ < ε} , y (2.6)

φII+− : t+ = −t− en la región de intersección II = {θ : π − ε < θ < π + ε} , (2.7)

Es justamente en la región II en donde la identificación de t con −t “tuerce el fibrado”, gene-
rando aśı la topoloǵıa global no trivial de la Cinta de Möbius (aqúı concluye el ejemplo).

Otro concepto de importancia y utilidad es el de sección en un fibrado. Una sección en un
fibrado E es una regla σ, la cual asigna o selecciona un punto σ(p) ∈ F por cada punto p ∈
M , una sección en un fibrado vectorial implicaŕıa la elección de un vector particular por cada
punto sobre la variedad base. Una sección local σi es una sección definida solo en una vecindad
Ui de la variedad, estas secciones son funciones desde Ui a F . Por otro lado, la existencia de
secciones globales depende de la topoloǵıa global del fibrado E, en general no es posible definir
secciones globales sobre los fibrados.
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2.1.2. Fibrado Tangente

El fibrado tangente es, entre los fibrados, el caso más simple de visualizar y entender. Un
fibrado tangente T M sobre una variedad m-dimensional M es la colección de todos los espacios
tangentes a los puntos p ∈ M :

T M ≡
⋃
p∈M

TpM . (2.8)

Sean {Ui} un conjunto de vecindades sobre M . Si xµ son las coordenadas sobre Ui, un elemento
de

T Ui ≡
⋃
p∈Ui

TpM (2.9)

es especificado por un punto p ∈ M y un vector tangente V = V µ(p)(∂/∂xµ)|p ∈ TpM . A
través de las coordenadas xµ la vecindad Ui es homeomorfa a Rm y cada TpM es también
homeomórfico a Rm, y por lo tanto T Ui puede identificarse con el producto directo de Rm×Rm.
Si (p, V ) ∈ T Ui entonces con la introducción de coordenadas xµ en la vecindad Ui induce
la identificación (p, V ) 7→ (xµ(p), V µ(p)). T Ui es una variedad diferenciable 2m-dimensional
descompuesta en el producto directo de Ui × Rm. Si se toma un punto u de T Ui, es posible
descomponer sistemáticamente la información que contiene u en un punto p ∈ M y en un
vector V ∈ TpM . Podemos definir un mapeo π llamado proyección π tal que π : T Ui → Ui de
manera que para cada punto u ∈ T Ui, π(u) es un punto p ∈ Ui, la información sobre el vector
V asociado a u se pierde bajo la proyección.
Sean Ui, Uj dos cartas sobre M tal que Ui

⋂
Uj 6= ∅ y sean xµ, yµ las coordenadas sobre estas

cartas, respectivamente. Consideremos un vector V ∈ TpM donde p ∈ Ui ∩ Uj. Luego V tiene
dos posibles representaciones coordenadas:

V = V µ ∂

∂xµ
|p= Ṽ µ ∂

∂yµ
|p . (2.10)

Y por lo tanto

Ṽ ν =
∂yν

∂xµ
(p)Vµ . (2.11)

Si se tienen “buenos” sistemas de coordenadas la matriz
(
Gν

µ

)
≡ (∂yν/∂xµ) es no singular y

por lo tanto pertenece a GL(m,R). Con esto las coordenadas de la fibra son rotadas por un
elemento de GL(m,R) bajo cambios en las coordenadas. El grupo GL(m,R) correspondiente es
conocido como Grupo de Estructura de T M .

2.1.3. Definición formal de fibrado.

Un fibrado E con fibra F sobre una variedad base M consiste en: un espacio topológico E,
una proyección π : E → M , donde se satisface que para todo punto p ∈M existe una vecindad
Ui de p y un isomorfismo φi el cual mapea al producto directo Ui×F a π−1(Ui) ∈ E, dicho de otra
forma, si denotamos como (p, f) a un punto de Ui×F , se debe cumplir que π (φi(p, f)) = p. La
función φi o de manera más adecuada φ−1i es conocida como trivialización local. Las funciones
de transición φij son definidas en la región de interesección entre dos vecindades Ui y Uj, si φi
y φj son los isomorfismos asociados a la región Ui y Uj, respectivamente, entonces

φij ≡ φ−1i φj . (2.12)
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Para cada punto p en la región de intersección Ui ∩Uj este mapeo es de F → F . Las funciones
de transición deben pertener a un grupo G de transformaciones en el espacio de a fibra F , como
fue definido en la sección anterior, este es el grupo de estructura del fibrado. Las funciones de
transición satisfacen las siguientes condiciones

φii = identidad (2.13)

φijφjk = φik para cualquier p ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk . (2.14)

2.1.4. Fibrado vectorial

Un fibrado vectorial E viene dotado de un fibra real k-dimensional F = Rk sobre un espacio
base n-dimensional M . La dimensión total del fibrado E es n+ k. Las funciones de transición
en este caso pertenecen al grupo GL(k,R), ya que este preserva la adición y el producto escalar
sobre un espacio vectorial, con esta elección las fibras poseen inherentemente la estructura de
espacio vectorial. El fibrado vectorial puede ser visto como una colección de espacios vectoriales
(cada fibra) parametrizados por el espacio baseM . Este tipo de espacio vectorial es directamente
generalizable al caso complejo cambiando la fibra de F = Rk a F ′ = Ck, y el grupo de estructura
de GL(k,R) a GL(k,C).

2.1.5. Fibrado cotangente

El fibrado cotangente T ∗M tiene como espacio base la variedad M y como fibra el espacio
cotangente T ∗pM en cada punto p ∈ M . Si se tiene un sistema local de coordenadas xµ definido
sobre una cierta vecindad Ui ∈ M , el espacio cotangente tiene base {dxµ} y luego un elemento
de la fibra es de la forma fµdx

µ. Si Uj es otra vecindad de M con coordenadas yµ, las funciones
de transición en la región Ui ∩ Uj son dadas por

dxµ = dyν
∂xµ

∂yν
. (2.15)

2.1.6. Fibrados principales

Este tipo de fibrado es el más importante en la construcción de las teoŕıas de gauge que
describen las interacciones fundamentales no gravitacionales (a través de lagrangeanos de Yang-
Mills).
Un fibrado principal P tiene como fibra F el grupo de estructura G, es decir en cada punto
p de la variedad base la fibra es un grupo de Lie. Este fibrado es denotado por P (M,G). Las
funciones de transición son elementos de G, al igual que los elementos de la fibra, y actuan sobre
los elementos de F por la izquierda. Sea φi : Ui × G→ π−1(Ui) y su inversa φ−1i (u) = (p, gi),
donde u ∈ π−1(Ui) ⊂ P y π(u) = p. Es posible definir la acción derecha de G sobre F ya
que esta connmuta con la acción izquierda del grupo: la acción derecha de G sobre π−1(Ui) es
definida por φ−1i (ua) = (p, gia), es decir que ua = φi(p, gia) para cualquier a ∈ G y u ∈ π−1(p).

La función proyección actuando sobre dos elementos en la misma fibra nos lleva al mismo
punto de la variedad base, es decir, π(u, a) = π(u) = p. La acción derecha de G sobre π−1(p) es
transitiva dado que G actua sobre G transitivamente por la derecha y Fp es difeomórfico a G
(cuidado con la sutiles diferencias entre F y G). Por lo tanto para cualquier par de elementos
u1, u2 ∈ Fp existe un elemento a de G tal que u1 = u2a y dado que π(u) = p es posible construir
toda la fibra a través de la acción del grupo como Fp = {ua| a ∈ G}.
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Fibrados asociados a un fibrado principal.

Dado un fibrado principal P (M,G), consideremos la acción del grupo G sobre una variedad
F por la izquierda. Definamos la acción local de g ∈ G sobre P × F como

(u, f)→ (ug, g−1f) , (2.16)

donde u ∈ P y f ∈ F . Luego el fibrado asociado es una clase de equivalencia P × F/G que
identifica un punto (u, f) con el punto (ug, g−1f).
Consideremos el caso en que F es un espacio vectorial k-dimensional V y ρ la representación
k-dimensional de G. El fibrado vectorial asociado P×ρV es definido a través de la identificación
de los puntos (u, v) y (ug, ρ(g)−1v), con u ∈ P , g ∈ G y v ∈ V . Por ejemplo, asociado al fibrado
P (M,GL(k,R)) está el fibrado vectorial de fibra Rk sobre M.
La estructura del fibrado vectorial asociado E = P ×ρ V se compone además de una proyección
πE : E →M , definida por πE(u, v) = π(u). Esta proyección está correctamente definida puesto
que satisface

πE(ug, ρ(g)−1v) = π(ug) = πE(u, v) . (2.17)

La trivialización local es dada por ϕi : Ui × V → π−1E (Ui) y la función de transición de E es
dada por ρ (tij(p)) donde tij(p) es la función de transición del fibrado principal P .
De igual forma un fibrado vectorial tiene asociado un fibrado principal. Sea E un fibrado
vectorial k-dimensional con fibra Rk (ó Ck). Luego E induce un fibrado principal P (E) ≡
P (M,G) sobre M . El grupo de estructura G es GL(k,R) (ó GL(k,C)).

2.2. Conexiones en fibrados

El concepto de conexión es fundamental en geometŕıa diferencial, es un elemento necesario
en la definición de derivada (covariante) sobre espacios no euclideanos. En Relatividad General
la conexión, de Levi-Civita, permite definir una derivada covariante y por lo tanto comparar
cantidades definidas en distintos puntos del espaciotiempo.
Para definir una conexión sobre un fibrado el requerimiento fundamental sigue siendo que
permita comparar objetos matemáticos (vectores, tensores de mayor rango, formas diferenciales,
etc.) en distintos puntos del fibrado. En particular se presentará el caso de conexión en un
fibrado principal, que es la conexión utilizada en las teoŕıas de gauge que describen el Modelo
Estándar.

2.2.1. Conexión en un fibrado principal

Se muestra en primera instancia la definición abstracta de conexión, luego se obtiene una
realización de la misma introduciendo 1-formas locales conexiones, que en el contexto f́ısico
serán los potenciales de gauge de una teoŕıa particular dependiendo del fibrado principal sobre
el cual fue definida. La intensidad de campo de Yang-Mills es definida como la curvatura aso-
ciada a la conexión.

De muchas definiciones equivalentes de conexión la que se presentará aqúı, basada en la re-
ferencia [7], es puramente geométrica y simultáneamente más abstracta que otras definiciones.



28 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

La definición se basa en realizar una separación del espacio tangente TuP (tangente a un punto
del fibrado P , no a un punto p del espacio base M) en un subespacio vertical VuP y un subes-
pacio horizontal HuP . Antes de continuar con esta definición se revisarán algunos conceptos
asociados a grupos y álgebras de Lie.

Sobre grupos y álgebras de Lie

Sea G un grupo de Lie. Las acciones izquierda Lg y derecha Rg son definidas como Lgh = gh
y Rgh = hg para g, h ∈ G. Lg induce el mapeo de push-forward Lg∗ : Th(G) → Tgh(G). Un
campo vectorial X que es invariante izquierdo satisface Lg∗X|h = X|gh. Los campos vectoriales
invariantes izquierdos forman un álgebra de Lie g. Dado que X ∈ g puede ser especificado por
el valor de X en el elemento identidad del grupo, e, y viceversa:

Lg∗X|e = X|g , (2.18)

Lg−1∗X|g = X|e , (2.19)

existe un isomorfismo entre los espacios vectoriales g y TeG. El álgebra de Lie g es cerrada bajo
el corchete de Lie

[TA, TB] = C C
AB TC , (2.20)

donde {TA} son los generadores del álgebra de Lie g y C C
AB sus constantes de estructura. La

acción adjunta ad : G → G es definida como adgh ≡ ghg−1. El mapeo tangente inducido
llamado mapeo adjunto y denotado por Ad satisface Adg : Th(G) → Tghg−1(G), si elegimos
h = e el mapeo Adg queda restringuido a Te(G) ' g y por lo tanto Adg : g → g como
A 7→ gAg−1, A ∈ g.

Definición geométrica de conexión

Sea u un elemento del fibrado principal P (M,G) y sea Gp la fibra en p = π(u). El subespacio
vertical VuP de TuP es tangente a la fibra Gp en u. Consideremos un elemento del grupo G
como g = etA, con A ∈ g y t un parámetro, actuando por la derecha sobre u, es decir

Rgu = uetA , (2.21)

esta acción define una curva a través de u en P . Debido a que π(u) = π(ug) = p esta curva esta
sobre Gp. Utilizando una función escalar suave f : P → R es posible definir un vector tangente
A] a P en u, tal que A] ∈ VuP , de la siguiente forma

A]f(u) =
d

dt
f
(
uetA

)
|t=0 (2.22)

De esta manera definiendo un vector A] en cada punto de P se construye un campo vectorial
llama campo vectorial fundamental generado por A. Y por lo tanto ] : g → VuP dado por
A 7→ A]. El subespacio horizontal HuP es el complemento de VuP en TuP y es especificado
únicamente si una conexión es definida en P . La conexión sobre el fibrado principal es
definida a partir del hecho de que existe una única separación del espacio tangente TuP en los
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subespacios VuP y HuP que satisface las siguientes tres condiciones:

(i) TuP = HuP ⊕ VuP
(ii) Un campo vectorial X sobre P es separado en dos campos vectoriales XH

∈ HuP y XV ∈ VuP como X = XH +XV .

(iii) HugP = Rg∗HuP para un u arbitrario ∈ P y g ∈ G

(2.23)

La condición (iii) establece que los subespacios horizontales HuP y HugP sobre la misma

Figura 2.1: Separación en subespacios vertical VuP y horizontal HuP del espacio tangente TuP
al fibrado P en el punto u, para la definición de conexión en fibrados principales.

fibra están relacionados por un mapeo lineal Rg∗ inducido por la acción derecha del grupo,
dicho de otra forma, un subespacio HuP en u genera todos los subespacios horizontales de la
misma fibra. Esta condición asegura que un punto u cualquier de P siempre es transportado
de manera paralela. Está es una definición abstracta y primitiva de conexión, sin embargo es
puramente geométrica. El nexo entre esta definición con los conceptos f́ısicos de potencial de
gauge e intensidad de campo son más claros al introducir la 1-forma conexión sobre P .

La 1-forma conexión

Para una definición mas concreta es necesario separar el espacio tangente TuP en los subes-
pacios vertical y horizontal en una manera sistemática. Esto puede conseguirse introduciendo
la 1-forma conexión valuada en el álgebra de Lie ω, la cual pertenece a g⊗ T ∗P y es una pro-
yección de TuP sobre el espacio vertical VuP ' g. Esta proyección debe satisfacer los siguientes
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requerimientos

(i) ω(A]) = A , A ∈ g , (2.24)

(ii) R∗gω = Adg−1ω , (2.25)

para cualquier X ∈ TuP ,

R∗gωug(X) = ωug(Rg∗X) = g−1ωu(X)g . (2.26)

El subespacio horizontal HuP se define como el kernel de ω

HuP ≡ {X ∈ TuP |ω(X) = 0} (2.27)

el cual se puede demostrar satisface la condición (iii) de [2.23]. Con estas propiedades la 1-
forma conexión cumple con separar TuP = HuP ⊕VuP de acuerdo a las condiciones requeridas
por [2.23], una conexión como esta es también conocida como conexión de Ehresmann. A partir
de la conexión ω sobre el fibrado podemos definir una conexión Ai sobre el espacio base, más
espećıficamente sobre Ui. Consideremos un conjunto de vecindades {Ui} cubriendo M y en cada
una de ellas una sección σi, a partir de esto se define la conexión Ai sobre la vecindad Ui de la
siguiente manera

Ai ≡ σ∗i ω ∈ g⊗ Ω1(Ui) . (2.28)

En la referencia [7] se demuestra que la relación inversa puede escribirse como

ωi ≡ g−1i π∗Aigi + g−1i dPgi . (2.29)

Donde dP es la derivada exterior sobre P y gi es la la coordenada en la fibra que se obtiene a
través de la trivialización local φ−1i (u) = (p, gi) para todo u ∈ P .
Para que la conexión defina una única separación TuP = HuP ⊕VuP primero ω debe ser única,
luego ωi = ωj sobre Ui ∩ Uj. Esto condición induce una restricción en las conexiones Ai y Aj
definidas en el espacio base M , esta restricción considera las funciones de transición φij, puesto
que se genera en las zonas de intersección Ui ∩ Uj, y es de la forma

Aj = φ−1ij Aiφij + φ−1ij dφij (2.30)

y es conocida como condición de compatibilidad. Esta es precisamente la conocida ley de trans-
formación para las 1-formas conexión en las teoŕıas de gauge y en este approach geométrico
es consecuencia de requerir que la conexión ω elegida sobre el fibrado P sea única, en otras
palabras del requerimiento que el espacio tangente al fibrado principal TuP sea dividido en
los subespacios vertical VuP y horizontal HuP de acuerdo a las condiciones en [2.23] (que al
mismo tiene relación con una correcta definición del transporte paralelo de los puntos u sobre
el fibrado P ). En las teoŕıas de gauge, Ai es identificada como el potencial de gauge.

Consideremos el caso de que P sea un fibrado principal U(1) sobre M . Sean Ui y Uj dos
vecindades sobre M , Ai y Aj las conexiones definidas a través de cada una de estas vecindades.
La función de transición φij : Ui ∩ Uj → U(1) es dada por

φij(p) = eχ(p) χ(p) ∈ R. (2.31)
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Luego Ai con Aj están relacionados como

Aj(p) =φ−1ij (p)Ai(p)φij(p) + φ−1ij (p)dφij(p) (2.32)

Aj(p) =Ai(p) + dχ(p) (2.33)

Ajµ(p) ∧ dxµ =Aiµ(p) ∧ dxµ + ∂µχ(p) ∧ dxµ , (2.34)

por componentes,

Ajµ(p) = Aiµ(p) + ∂µχ(p) . (2.35)

En esta ecuación vemos la ley de transformación del potencial de gauge de la interacción
electromagnética.

2.2.2. 2-forma Curvatura.

Sobre el fibrado la 2-forma curvatura Ω se define como la derivada covariante de la 1-forma
conexión ω

Ω ≡ Dω ∈ Ω2(P )⊗ g . (2.36)

Dados dos vectores tangentes al fibrado X, Y ∈ TuP , la 2-forma curvatura y la 1-forma conexión
satisfacen la ecuación de estructura de Cartan1:

Ω(X, Y ) =dPω(X, Y ) + [ω(X), ω(Y )] ó (2.37)

Ω =dPω + ω ∧ ω . (2.38)

Dado que las formas ω y Ω son g-valuadas, es posible escribirlas en término de la base {TA} de
g como sigue

ω =ωATA (2.39)

Ω =ΩATA , (2.40)

Y luego la ecuación (2.38) queda de la forma

ΩATA = dPω
ATA + ωB ∧ ωC [TB, TC ] , (2.41)

utilizando el hecho que [TB, TC ] = C A
BC TA

ΩA = dPω
A + f A

BC ω
B ∧ ωC . (2.42)

La 2-forma curvatura F , forma local de la curvatura Ω es definida por

F ≡ σ∗Ω , (2.43)

donde σ es la sección local definida sobre una vecindad U de M . F en términos del potencial
de gauge A = σ∗ω es de la forma

F = dA+A ∧A , (2.44)

1Vea teorema 10,3 de la referencia [7]
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donde d = ∂µ∧dxµ es la derivada exterior sobre M , con xµ coordenadas locales sobre la vecindad
U . Utilizando estas coordenadas es posible reescribir (2.44) como

1

2
Fµν dxµ ∧ dxν = ∂µAνdx

µ ∧ dxν + AµAνdx
µ ∧ dxν (2.45)

1

2
Fµν dxµ ∧ dxν =

1

2
(∂µAν − ∂νAµ) dxµ ∧ dxν +

1

2
(AµAν − AµAν) dxµ ∧ dxν , (2.46)

en componentes

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ] , (2.47)

es esta 2-forma curvatura F la que representa al campo electromagnético y a los otros campos
presentes en las interacciones descritas por teoŕıas de Yang-Mills. Dado que ambas formas: A,
F son g-valuadas, estás pueden ser expandidas en la base {TA} del álgebra g, es decir

Aµ = A A
µ TA (2.48)

Fµν = F A
µν TA , (2.49)

y por lo tanto podemos escribir

F A
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + f A
BC A

B
µ A

C
ν . (2.50)

Es directo demostrar a partir de (2.44) que la derivada covariante D de la curvatura es cero:

DF ≡ F +A ∧ F − F ∧A = dF + [A,F ] = 0 , (2.51)

que es la conocida identidad de Bianchi. La acción de D sobre una p-forma g-valuada es definida
como

Dχ = dχ+ [A, χ] . (2.52)

2.3. Teoŕıas de gauge

En esta sección revisamos desde el punto de vista f́ısico el concepto de teoŕıas de gauge, que
utiliza como base matemética la sección anterior. Se comienza con la revisión de la teoŕıas de
Yang-Mills, el caso part́ıcular y más simple de la descripción del electromagnetismo y luego el
caso no abeliano más simple de SU(2). Luego se introduce el concepto de tensores invariantes
y de clases caracteŕıstica.

2.3.1. Teoŕıas de Yang-Mills.

Interacción electromagnética.

Comenzaremos rescatando algunos de los aspectos básicos de está interacción. En su for-
mulación vectorial, la teoŕıa electromagnética es descrita a través de las ecuaciones de Maxwell
para el campo vectorial E (campo eléctrico) y para el campo vectorial B (campo magnético)
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representadas, libre de fuentes y en el vacio, de la siguiente manera

∇× E +
∂B
∂t

= 0 , (2.53)

∇ · B = 0 , (2.54)

∇ · E = 0 , (2.55)

∇× B − ∂E
∂t

= 0 . (2.56)

Estás 8 ecuaciones diferenciales dependen solo de 6 incognitas, lo que ya da indicios de la
presencia de la libertad de gauge de la teoŕıa. Introduciendo los potenciales escalar eléctrico V
y vectorial magnético A a través de

B ≡ ∇×A , (2.57)

E ≡ −∇V − ∂A
∂t

, (2.58)

las ecuaciones de Maxwell se reducen a un conjunto de 4 ecuaciones con los potenciales como
sus (4) incógnitas. Sin embargo, siendo E y B únicos los potenciales V y A pueden ser elegidos
entre infinitas opciones conectadas entre śı por las transformaciones

A′ = A−∇χ , (2.59)

V ′ = V +
∂χ

∂t
, (2.60)

donde χ = χ(x) es una función arbitraria de las coordenadas del espaciotiempo. Estás relaciones
dejan invariantes las ecuaciones (2.58) y por lo tanto también las ecuaciones de Maxwell. Esta
invariancia, es invariancia de gauge más simple y la primera en ser descubierta (conocida desde
el s. XIX). Las ecuaciones de Maxwell son además invariantes de Lorentz, lo cual se vuelve
expĺıcito al introducir la notación relativista

F0i = Ei , (2.61)

Fij = −εijkBk , con i, j, k = 1, 2, 3 , (2.62)

donde las ecuaciones de Maxwell (2.56), libre de fuentes y en el vacio, son de la forma

∂[µFνλ] = 0 (2.63)

∂µFνµ = 0 , con µ, ν, λ = 0, 1, 2, 3 , (2.64)

donde los paréntesis [. . .] indican antisimetŕıa en todos los ı́ndices encerrados. La relación entre
los campos y los potenciales, en las ecuaciones (2.58) se reducen a la ecuación

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.65)

o escrito en formas diferenciales simplemente

F = dA . (2.66)
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Esta ecuación es un caso particular de la ecuación (2.44)2 si consideramos al término A∧A = 0,
lo que en el contexto de fibrados principales es equivalente a considerar que las constantes de
estructura C A

BC de la fibra o del grupo de estructura son todas nulas, es decir que todos los
generadores del grupo conmutan

[TA, TB] = 0 , (2.67)

Este conmutador define al grupo U(1), que es el grupo circular o también el grupo de todos los
números complejos de módulo 1. La interacción electromagnética de Maxwell es descrita en el
contexto de los fibrados por un fibrado U(1) sobre M , donde la variedad base M es el espacio
de Minkowski 4-dimensional. En particular este es un fibrado trivial P(M4,U(1))=R4 × U(1) 3.
En la cuantización de está teoŕıa, la electrodinámica cuántica (QED), el potencial electro-
magnético A es interpretado como la part́ıcula mediadora de la interacción electromagnética,
es decir el bosón de la interacción (debido a que existe solo un generador, es solo un bosón) y
como es conocido este es el fotón.

Lagrangeano de Yang-Mills, caso no abeliano SU(2).

En el trabajo publicado en 1954 [9] generaliza el caso abeliano de U(1) (que describe la
interacción electromagnética) a grupos no abelianos tipo SU(N) (en general a cualquier grupo de
Lie semisimple y compacto). Consideramos un fibrado de SU(2) sobre el espacio Minkowskiano
M4 P(M4,SU(2)), este es un caso de fibrado no trivial. Aqúı la 1-forma conexión A o el potencial
de gauge es de la forma

A = A A
µ TAdx

µ , (2.68)

donde los generadores son las matrices de Pauli, salvo factores, TA = −iσA/2 4 y satisfacen el
álgebra su(2)

[TA, TB] = −1

4
[σA, σB] = −1

4
(2iεABCσC) (2.69)

[TA, TB] = εABCTC , (2.70)

lo que implica que en este caso C A
BC = εABC . La intensidad de campo viene dada por la ecuación

(2.50)

F A
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + f A
BC A

B
µ A

C
ν (2.71)

Fµν A = ∂µAνA − ∂νAµA + εABCAµBAνC . (2.72)

Dado que la dimensión del álgebra es 3 (número de generadores) el número de bosones de gauge
asociado a la cuantización de una teoŕıa basada en este grupo también seŕıa 3. La acción de
Yang-Mills se define como

SYM [A] ≡ −1

4

∫
M

Tr (FµνFµν) . (2.73)

La variación con respecto a Aµ nos lleva a

DµFµν = 0 . (2.74)

2Salvo un factor imaginario: la intensidad de campo F es en realidad (−i) veces la 2-forma curvatura de
la ecuación (2.44), de la misma forma el potencial electromagnético A es (−i) veces la 1-forma conexión de la
ecuación (2.44)

3Ver corolario 9,1 de la referencia [7]
4Ver apéndice B
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El conjunto de ecuaciones complementarias son obtenidas a través de la identidad de Bianchi
(2.51)

DµFνλ = 0 . (2.75)

Es directo verificar que en el caso de la interacción electromagnética las ecuaciones (2.74,2.75)
se reducen a las ecuaciones de Maxwell en (2.64)
Este tratamiento y ecuaciones son directamente generalizables a casos de otros grupos de Lie
compactos y semisimples. La interacción Electrodébil (EW ) es descrita por una teoŕıa de Yang-
Mills con fibrado P(M4,SU(2)× U(1)), los cuatro potenciales de gauge de esta teoŕıa represen-
tarán a los bosones de gauge Z0, W± y al fotón. La interacción Fuerte o Cromodinámica
Cuántica (QCD) es descrita por una teoŕıa de Yang-Mills con fibrado P(M4,SU(3)), los ocho
potenciales de gauge de está teoŕıa representarán en la versión cuantizada los ocho gluones de
la interacción fuerte.

2.3.2. Invariantes y lagrangeanos Chern-Simons.

Polinomios invariantes.

Dado un conjunto de matrices complejas de k× k M(k,C) se introduce el espacio vectorial
Sr (M (k,C.)), de las funciones complejas, simétricas y r-lineales en los elementos de M(k,C).
Un elemento ∈ Sr es denotado en general por P̃

P̃ : (m1,m2, . . . ,mr)→ C , con mi ∈M (k,C.), i = 1 . . . r . (2.76)

Un elemento P̃ ∈ Sr debe ser lineal en cada una de las entradas mi e invariante bajo permuta-
ciones en la dependencia de sus elementos, es decir

P̃ (m1, . . . ,mi, . . . ,mj, . . . ,mr) = P̃ (m1, . . . ,mj, . . . ,mi, . . . ,mr) . (2.77)

Si consideramos el grupo lineal general GL(k,C) ⊂ M(k,C), en particular podemos elegir que
las entradas mi sean elementos de un álgebra de Lie g asociada a un grupo de Lie G. Un
elemento P̃ ∈ Sr(g) se denomina invariante si su valor no cambia al aplicar el mapeo adjunto
adg de un elemento g ∈ G sobre cada elemento del álgebra de los que depende P̃ , es decir que

P̃ (adgA1, . . . , adgAr) = P̃ (g−1A1g, . . . , g
−1Arg) = P̃ (A1, . . . , Ar) , (2.78)

Donde los Ai ∈ g. El conjunto de elementos P̃ invariantes bajo el grupo G es denotado como
Ir(G)(⊂ Sr(g)). Es posible elegir todas las entradas de P̃ como el mismo elemento A ∈ g,
denominado combinación lineal, hecho esto podemos reducir la notación como sigue

P̃ (A) ≡ P̃ (A, . . . , A) , y (2.79)

P̃ (adgA) = P̃ (A) . (2.80)

En este caso P̃ es un polinomio en A y es llamado polinomio invariante. Consideremos por
ejemplo la traza simetrizada (str) como un elemento de Ir(g), es decir

P̃ (A1, . . . , Ar) = str(A1, . . . , Ar) (2.81)

≡ 1

r!

∑
p

tr
(
Ap(1), . . . , Ap(r)

)
, (2.82)
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donde la suma sobre p considera todas las permutaciones de los r términos. El polinomio
invariante correspondiente vendŕıa dado por

P (A) = P (A, . . . , A) =
1

r!

∑
p

tr (A, . . . , A) = tr (Ar) , (2.83)

que es simplemente la traza de Ar. En general, un polinomio invariante puede ser escrito como
una suma de productos de términos de la forma tr (Ar). Correspondientemente a partir de un
polinomio invariante P (A) se puede obtener una forma r-lineal y simétrica P̃ . Esto se puede
conseguir considerando al elemento A ∈ g como una combinación lineal de otros elementos ∈
g, de forma que el polinomio invariantes toma la forma P (t1A1 + · · ·+ trAr). Luego se obtiene
una forma lineal y r-simétrica tomando 1/r! veces el término acompañando a t1 · · · tr, este
término es conocido como polarización de P .
Consideremos el polinomio invariante definido por la traza eligiendo r = 3, luego P (A) = tr(A3),
escribiendo A en término de los ti se tiene que P = tr((t1A1 + t2A2 + t3A3)

(3)), expandiendo
el polinomio encontramos que el término que acompaña a t1t2t3 es 3tr (A1A2A3 + A2A1A3),
dividiendo por 1/r! = 1/6 se obtiene la polarización P̃ de P , es decir una forma simétrica y
r-lineal asociada al polinomio invariante, expĺıcitamente

P (A) = tr(A3)→ P̃ (A1A2A3) =
1

2
tr (A1A2A3 + A2A1A3) = str(A1, A2, A3) . (2.84)

Estas definiciones se pueden extender directamente a p-formas valuadas en el álgebra g. Consi-
deremos un fibrado principal P (M,C) y formas definidas sobre el espacio base M como A = Aiηi
con Ai ∈ g y ηi ∈ Ωpi(M) (con 1 ≤ i ≤ r). Se define una forma r-lineal y simétrica de una
p-forma g como

P̃ (A1η1, . . . , Arηr) ≡ η1 ∧ . . . ∧ ηrP̃ (A1, . . . , Ar) , (2.85)

la combinación seŕıa de la forma

P (Aη) ≡ η ∧ . . . ∧ ηP (A) . (2.86)

En la construcción de teoŕıas para la descripción de las interacciones es importante obtener
polinomios invariantes, bajo un grupo de simetŕıa G, que dependan de la 2-forma curvatura F ,
es decir polinomios invariantes de la forma P (F).

Teorema de Chern-Weil.

Sea F la 2-forma curvatura asociada a una conexión A sobre la variedad base de un fibrado
principal y P (F) un polinomio invatiante F -dependiente, luego este polinomio satisface5:

(a) dP (F) = 0 ,

(b) Sean F y F ′ las 2-formas curvaturas correspondientes a dos 1-formas conexiones A y
A′ definidas sobre M . Entonces la diferencia P (F)− P (F ′) es exacta.

5Ver el Teorema 11,1 y su demostración en la referencia [7]
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En particular la diferencia entre dos polinomios invariantes de orden r, segunda parte del
teorema, está dada expĺıcitamente por

Pr(F ′)− Pr(F) = d

[
r

∫ 1

0

dtP̃r (A′ −A,Ft, . . . ,Ft)
]
, (2.87)

Donde Ft ≡ dAt +At ∧ At, con

At = A+ t(A′ −A) , (2.88)

este término interpola continuamente entre las dos conexiones a través del parámetro t, con
A0 = A y con A1 = A′.
El término entre los paréntesis [. . .] se conoce como la transgresión T Pr(A′,A) de Pr

T Pr(A′,A) ≡ r

∫ 1

0

dtP̃r (A′ −A,Ft, . . . ,Ft) . (2.89)

Si consideramos la dimensión de la variedad M , donde las conexiones y curvaturas son definidas,
igual a dimM = m y consideramos r = m se puede integrar la diferencia entre polinomios de
la ecuación 2,87 sobre la variedad M , de forma que∫

M

[Pr(F ′)− Pr(F)] =

∫
M

dT Pr(A′,A) (2.90)

Si consideramos una variedad sin borde, la integrales de cada polinomio serán equivalentes∫
M

Pr(F ′) =

∫
M

Pr(F) (2.91)

Estos resultados serán relevantes a la hora de definir los lagrangeanos basados en la forma de
Chern-Simons.

En el concepto de clase caracteŕıstica.

Antes de definir las clases caracteŕısticas es necesario recordar el concepto de cohomoloǵıa,
en particular la definición de grupo de cohomoloǵıa de de Rham6.
Definición 7: Sea M una variedad m-dimensional. El conjunto de todas las p-formas es llamado
el grupo cociclo de orden p y es denotado por Zp(M). El conjunto de todas las p-formas exactas
es llamado el grupo coborde de orden p y es denotado por Bp(M). Dado que d2 = 0

Bp(M) ⊂ Zp(M) . (2.92)

Se define como el grupo de cohomoloǵıa de de Rham de orden p al conjunto de todos elementos
que conforman el espacio

Hp (M ; R) ≡ Zp(M)

Bp(M)
, (2.93)

De todas las p formas que son cerradas pero no exactas.
Sea ψ ∈ Zp, luego [ψ] ∈ Hp(M) es la clase de equivalencia definida por

6Para mayores detalles vea el cápitulo 6 de la referencia [7]
7Definición 6,1 de la referencia [7]
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{ψ′ ∈ Zp(M)|ψ′ = ψ + dϕ , ϕ ∈ Ωp−1(M)}8, dos formas que difieren en una forma exacta se
dicen cohomólogas, esta clase de equivalencia es conocida como clase de cohomolóıa.
El punto (b) del teorema de Chern-Weil, o de (2.87), define una clase de cohomoloǵıa entre los
polinomios invariantes sobre M , la cual es independiente de la elección de la conexión A. Esta
clase de cohomoloǵıa es conocida como clase caracteŕıstica. Dado un polinomio invariantes P
se denota como χE(P ) a la clase caracteŕıstica asociada, donde E es el fibrado sobre el cual las
conexiones y curvaturas fueron definidas. Las clases caracteŕısticas son invariantes globales que
permiten medir la no-trivialidad de un fibrado, las clases caracteŕıstica de un fibrado trivial son
triviales.
Teorema9 Sea P ∈ I∗10 un polinomio invariante bajo el grupo G y E un fibrado sobre M con
grupo de estructura G. El mapeo

χE : I∗ → H∗ , (2.94)

donde H∗ ≡
⊕m

p=1H
p(M) y es llamado anillo de cohomoloǵıa, definido por P → χE(P ) es un

homomorfismo conocido como el homomorfismo de Weil. A continuación se describirán clases
caracterśticas importantes.

Clase de Chern y Carácter de Chern

Las clases de Chern fueron introducidas por Shiing-Shen Chern en 1946. Son clases ca-
racteŕısticas asociadas a un fibrado vectorial complejo, es decir, son un invariante topológino
que nos permite establecer si dos fibrados vectoriales son topológicamente diferentes o no. Sea
E(M,Ck) un fibrado vectorial. El grupo de estructura G es subgrupo de GL(k,C). La cone-
xión de gauge y la curvatura están valuadas en la correspodiente álgebra de Lie: A = AATA y
F = dA+A ∧A = FATA, con TA ∈ g.
Se define la clase total de Chern c(F) como

c(F) ≡ det

(
I +

iF
2π

)
(2.95)

Es posible expandir la clase de Chern en una suma de formas de grado par que dependen de F
como

c(F) = 1 + c1(F) + c2(F) + . . . , (2.96)

donde cada uno de los términos de la expansión define una clase de Chern, el término cl(F)
∈ Ω2l(M) y es conocido como la l-ésima clase de Chern. Debido a que la dimensión de M
es m, formas con orden mayor a m son trivialmente nulas, luego cualquier término luego de
la expansión (2.96) posterior es cm/2 si m es par o a cm−1/2 si m es impar es idénticamente
cero. Independiente de la dimensión del espacio base M el último término de la serie siempre
está dado por cL = det (iF/2π) y por lo tanto todo término posterior es nulo, es decir cn(F) = 0
cuando n > L, luego cada uno de estos términos define un elemento [cn(F)] ∈ H2n.
Es útil para simplificar el cálculo de las clases de Chern, diagonalizar la 2-forma curvatura.
Esto se puede conseguir utilizando un elemento g ∈ GL(k,C) como

R ≡ g−1
(
iF
2π

)
g = diag(f1, . . . , fk) , con fi ∈ Ω2(M) . (2.97)

8Donde Ωp−1(M) es el espacio de las p− 1 formas sobre M
9Ver teorema 11,2.a y su demostración en la referencia[7]

10Donde I∗ ≡
⊗

p≥0 I
p(G)
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Luego la clase de Chern queda de la forma

c(R) = det (I +R) = det [1 + f1, 1 + f2, . . . , 1 + fk] (2.98)

=
k∏
i=1

(1 + fi) = 1 + (f1 + · · ·+ fk) + (f1f2 + · · ·+ fk−1fk) +
k∏
i=1

(fi) (2.99)

c(R) = 1 + trR+
1

2

{
(trR)2 − trR2

}
+ · · ·+ detR . (2.100)

Cada uno de los términos de la expansión 2.100 son funciones simétricas de los fi, luego,
det (I +R) es un polinomio invariante y P (F) = P (gFg−1) = P (2πF/i). Expĺıcitamente las
clases de Chern toman la siguiente forma

c0(F) = 1 (2.101)

c1(F) = trR = tr

(
g
iF
2π
g−1
)

=
i

2π
trF (2.102)

c2(F) =
1

2

[
(trR)2 − trR2

]
=

1

2

(
i

2π

)2

[trF ∧ F − tr(R∧R)] (2.103)

... (2.104)

ck(F) = detR =

(
i

2π

)k
detF . (2.105)

Se define el carácter total de Chern como

ch(F) ≡ tr exp

(
iF
2π

)
=
∑
i

1

j!
tr

(
iF
2π

)j
, (2.106)

el i-ésimo carácter de Chern esta entonces dado por

chi(F) ≡ 1

i!
tr

(
iF
2π

)i
. (2.107)

Todo carácter de Chern chi(F) es trivialmente cero si 2i > m = dimM . Si diagonalizamos la
curvatura a través de

g−1
(
iF
2π

)
g = R ≡ diag(f1, . . . , fj) , (2.108)

con g ∈ GL(k,C), el carácter total de Chern queda expresado como

ch(F)→ ch(R) = tr[exp(R)] =

j∑
i=1

exp(fi) =

j∑
i=1

(
1 + fi +

1

2!
f 2
j + . . .

)
(2.109)

= j + S1(xi) +
1

2!
[S1(xi)

2 − 2S2(xi)] + · · · , (2.110)
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utilizando los resultados de las ecuaciones (2.101-2.103) se pueden escribir los carácteres de
Chern como funciones de las clases de Chern

ch0(F) = j (2.111)

ch1(F) = c1(F) (2.112)

ch2(F) =
1

2

[
c1(F)2 − 2c2(F)

]
(2.113)

... (2.114)

con j la dimensión de la fibra.
A continuación se presentan los dos tipos de clases caracteŕısticas más importantes en la cons-
trucción de teoŕıas gravitacionales, ambas asociadas a fibrados vectoriales reales: La clase de
Pontrjagin y la clase de Euler.

Clases de Pontrjagin

Sea E un fibrado vectorial real sobre una variedad base M de dimensión m con dimRE = k
y con grupo de estructura GL(k,R). Si la fibra real esta equipada de una métrica es posible
introducir marcos de referencia ortonormales en cada fibra y el grupo de estructura puede ser
reducido al grupo ortonormal O(k) ∈ GL(k,R). Debido a que los generadores de O(k) son
antisimétricos la intensidad de campo F también lo es. En general una matriz antisimétrica no
es diagonalizable por un elemento de GL(k,R), como máximo puede llevarse a una estructura
diagonal de bloques. Para llegar a F desde una estructura diagonal por bloques a una diagonal
es necesario utilizar un elemento de GL(k,C). Si k es par el último elemento de la diagonal es
un bloque, si k es impar el último elemento de la diagonal es simplemente cero.
La clase total de Pontrjagin se define como

p(F) ≡ det

(
I +
F
2π

)
. (2.115)

Dado que F es antisimétrica se tiene que11

det

(
I +
F
2π

)
= det

(
I +
FT

2π

)
= det

(
I − F

2π

)
(2.116)

y por lo tanto la clase total de Pontrjagin es una función par de F : p(F) = p(−F). La clase
total de Pontrjagin se puede expandir de la siguiente manera

p(F) = 1 + p1(F) + p2(F) + · · · , (2.117)

donde las pj(F) son las clases de Pontrjagin y son polinomios de orden 2j. Consideremos la
siguiente diagonalización

F
2π
→ R ≡ diagonal

(
−if1, if(1),−if2, if(2), . . . ,−ifk/2, if(k/2)

)
, para k par , (2.118)

F
2π
→ R ≡ diagonal

(
−if1, if(1),−if2, if(2), . . . ,−if[k/2], if([k/2]), 0

)
, para k impar ,

(2.119)

11Teniendo en cuenta que det
(
AT
)

= det (A)
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donde el paréntesis [. . .] indica la parte entera del argumento y con fi ≡ −λi/2π donde los λi
son los autovalores de F . Teniendo en cuenta representación (2.119) en la definición (2.115) se
obtiene

p(F) ≡
[k/2]∏
i=1

(
1 + f 2

i

)
. (2.120)

Es directo demostrar que cada clase de Pontrjagin en la expansión se puede escribir como

p1(F) = −1

2

(
1

2π

)2

trF2 (2.121)

p2(F) =
1

8

(
1

2π

)4 [(
trF2

)2 − 2trF4
]

(2.122)

p3(F) =
1

48

(
1

2π

)6 [
−
(
trF2

)3
+ 6trF2trF4 − 8trF6

]
(2.123)

... (2.124)

p[k/2](F) =

(
1

2π

)k
detF . (2.125)

Las clases de Chern pueden escribirse en función de las clases de Pontrjagin, para esto es
necesario complexificar la fibra de E sobre la cual se calculó la clase de Pontrjagin a una fibra
EC, hecho esto la relación entre ambas clases caracteŕısticas es de la forma

pi(E) = (−1)ic2i
(
EC
)
. (2.126)

Clases de Euler

Sea M una variedad Riemanniana m-dimensional, con m = 2n orientable de curvatura R
y TM el fibrado tangente de M . Siempre es posible reducir el grupo de estructura de TM a
SO(2n) utilizando marcos de referencia ortonormales.
La clase de Euler e(R) de M se define como la ráız cuadrada de la 4n-forma pn

e(X )e(X ) = pn(X ) , (2.127)

con X una matriz de 2n × 2n, en caso de considerar X como la 2-forma curvatura el lado
derecho de la ecuación (2.127) es idénticamente cero. Por definición e(R) = 0 en variedades de
dimensión impar y en variedades de dimension par define un elemento de volumen de M .

Consideremos como ejemplo el fibrado tangente T S2 con variedad M la 2-esfera S2, con métrica

g = dθ ⊗ dθ + sin2 θdφ⊗ dφ . (2.128)

Teniendo en consideración la definición de la 2-forma curvatura

Rµν =
1

2
Rµνλρdx

λ ∧ dxρ , (2.129)
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donde Rµνλρ es el tensor de curvatura de Riemann y los e µa los vierbein, es decir, las matrices
que nos llevan de la base coordenada (rotulada por los ı́ndices µ, ν, . . .) a la base ortonormal
no coordenada (rotulada por los ı́ndices a, b, . . .)

ea = e µa ∂µ . (2.130)

Cálculos directos con la métrica (2.128) nos permiten obtener que los únicos vierbein y com-
ponentes no nulas de la curvatura son

Rθ
φθφ = −Rθ

φφθ = sin2 θ Rφ
θφθ = −Rφ

θθφ = 1 (2.131)

e θ1 = 1 e θ2 = 0 e φ1 = 0 e φ2 = sin θ , (2.132)

Luego la 2-forma curvatura en la base coordenada posee como solo dos componentes no nulas

Rθφ = −Rφθ = sin θdθ ∧ dφ (2.133)

La clase de Pontrjagin p1(R), siendo una 4-forma, es idénticamente cero sobre la 2-esfera, sin
embargo nos será util para hallar la clase de Euler. Utilizando la ecuación (2.121) se tiene que

p1(R) = − 1

8π2
trR2 =

1

8π2
[RθφRφθ +RφθRθφ] (2.134)

=

(
1

2π
sin θdθ ∧ dφ

)2

, (2.135)

usando (2.127) es claro que la clase de Euler sobre la 2-esfera es de la forma

e
(
S2
)
≡ e(R) =

1

2π
sin θdθ ∧ dφ , (2.136)

donde se ha introducido una nueva notación para la forma de Euler, que hace alusión solo a la
variedad sobre la cual está definida.
Es posible demostrar que, como resultado general, la integral sobre la variedad M clase de
Euler es igual al valor de la caracteŕıstica de Euler de la variedad, este resultado es el conocido
teorema de Gauss-Bonnet [10], y se expresa como∫

M

e(M) = χ(M) , (2.137)

donde M es una variedad compacta, orientable y de dimensión par, si la dimensión es impar
tanto la clase como el número de Euler son nulos. En particular para el ejemplo de la 2-esfera
se tiene que ∫

S2

e
(
S2
)

=
1

2π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin theta = 2 , (2.138)

que es efectivamente la caracteŕıstica de Euler de la 2-esfera.
La clase de Euler puede ser escrita también como el Pfafiano 12 .

e(M) = Pf

(
R
2π

)
=

(−1)l

(4π)ll!

∑
P

sgn(P )RP (1)P (2)RP (3)P (4) . . .RP (2l−1)P (2l) . (2.139)

12El determinante de una matriz antisimétrica A define el cuadrado del Pfaffiano de la misma, es de-
cir, detA = Pf(A)2. Si la matriz A es de dimensión 2l × 2l su Pfaffiano es definido por Pf(A) =
(−1)l/(2ll!)

∑
P sgn(P )AP (1)P (2)AP (3)P (4) . . . AP (2l−1)P (2l)
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Si M es una variedad orientable 4-dimensional con grupo de estructura SO(4) la clase de Euler,
según (2.139), puede en general ser escrita como

e(M) =
1

32π2
εijklRij ∧Rkl . (2.140)

Lagrangeanos Chern-Simons

Sea Pj(F) una clase caracteŕıstica y 2j-forma sobre una variedad M . Dado que Pj(F) es
cerrada, a través del lema de Poincaré puede ser localmente escrita como una forma exacta

Pj(F) = dQ2j−1(A,F) . (2.141)

Esta 2j − 1-forma es llamada forma de Chern-Simons de la clase caracteŕıstica Pj(F). Del
teorema de Chern-Weil, de (2.87), se identifica que la forma de Chern-Simons Q2j−1 puede ser
definida como la forma de transgresión

Q2j−1(A,F) = T Pj(A, 0) = j

∫ 1

0

dt P̃j(A,Ft, . . . ,Ft) , (2.142)

donde se fijó A′ = 0 = F ′, esta fijación puede hacerse solo localmente y sobre una carta donde
el fibrado sea trivial.
Consideremos la estructura de la forma de Chern-Simons definida por el carácter de Chern
chj(F). Habiendo fijado localmente una de las conexiones como cero, la conexión (2.88) es de
la forma At = tA, interpolando entre 0 y A, luego su correspondiente curvatura viene dada por

Ft = tdA+ t2A2 (2.143)

= tdA+ tA2 − tA2 + t2A2 (2.144)

= tF + (t2 − t)A2 . (2.145)

Luego la forma Chern-Simons, utilizando la definición de transgresión (2.89), es de la forma

Q2j−1(A,F) =
1

(j − 1)!

(
i

2π

)j ∫ 1

0

dt str
(
A,F j−1t

)
. (2.146)

Para j = 1, 3, 5 se obtiene que

Q1(A,F) =
i

2π

∫ 1

0

dt trA (2.147)

Q3(A,F) =

(
i

2π

)2 ∫ 1

0

dt str (A,Ft) =
1

2

(
i

2π

)2

tr

(
AdA+

2

3
A3

)
(2.148)

Q5(A,F) =
1

2

(
i

2π

)3 ∫ 1

0

dt str
(
A,F2

t

)
(2.149)

=
1

6

(
i

2π

)3

tr

[
A(dA)2 +

3

2
A3dA+

3

5
A5

]
(2.150)(

i

2π

)2

. (2.151)
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Caṕıtulo 3

Procedimiento de S-expansión y
cálculo de tensores invariantes.

En este caṕıtulo se presenta el mecanismo de S-expansión introducido en la refe-
rencia [12], aśı como su formalismo dual [13] , el cual será utilizado en los siguientes
caṕıtulos.
El procedimiento de S-expansión permite establecer una conexión entre dos (su-
per)álgebras conocidas o la obtención de una nueva (super)álgebra a partir de una
(super)álgebra de partida, la (super)álgebra de llegada puede tener igual o distinta
dimensionalidad que la (super)álgebra de partida. Una importante caracteŕıstica
de la S-expansión es que permite la construcción de tensores invariantes para la
(super)álgebra de llegada conocidos los tensores invariantes de la (super)álgebra
inicial.

3.1. S-expansion

Dos elementos básicos en el procedimiento de S-expansón son un álgebra de Lie g y un
semigrupo abeliano S.

3.1.1. Semigrupos

Un semigrupo S es un conjunto de elementos {λα}, con α = 1..dimS, dotado de un producto
interno asociativo, es requerimiento que el tipo de semigrupo utilizado en la S-expansión sea
finito, discreto y abeliano, luego se satisface que

λαλβ = λγ , (3.1)

(λαλβ)λγ = λα (λβλγ) , (3.2)

λαλβ = λβλα , (3.3)

∀λα, λβ, λγ ∈ S. (3.4)

Aśı como la estructura de un álgebra de Lie se codifica en sus constantes de estructura, toda la
información de la tabla de multiplicación del semigrupo puede codificarse en un objeto llamado
2-selector. Consideremos λα, λβ y λγ tres elementos cualesquiera del semigrupo S, se define el

45
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2-selector K γ
αβ como

K γ
αβ =

{
1 , if λαλβ = λγ
0 , if λαλβ 6= λγ

. (3.5)

Aśı como las constantes de estructura de un álgebra de Lie proveen una representación matri-
cial para sus generadores (representación adjunta o regular), los 2-selectores proveen de una
representación matricial a los elementos del semigrupo, es decir

[λα] γβ = K γ
βα . (3.6)

A partir de los 2-selectores es posible definir un selector generalizado o compuesto llamado
n-selector, definido como

K γ
α1···αn

≡ K β1
α1...αn−1

K γ
β1αn

≡ · · · ≡ K βn−2
α1α2

K
βn−3

βn−2α3
· · ·K γ

β1αn
. (3.7)

Este selector será especialmente útil en la construcción de tensores invariantes a través de la
S-expansión.
Otra carácteristica de utilidad que comparten los semigrupos con las álgebras, es que aśı como
es posible dividir el conjunto de elementos de un álgebra en subespacios es posible también
separar los elementos de un semigrupo en subconjuntos. De forma que si S = ∪pSp, donde p
rotula cada subconjunto de S, se satisface que

Sp · Sq = {λγ tal que λγ = λαpλαq , con λαp ∈ Sp y λαq ∈ Sq} ⊂ S , (3.8)

∀Sp, Sq ∈ S (3.9)

Aqúı Sp y Sq no necesitan ser semigrupos en śı.
Además de utilizar semigrupos, es común en el procedimiento de S-expansión utilizar monoides,
semigrupos más un elemento cero 0S, es decir un elemento que satisface λα0S = 0Sλα = 0S.

3.1.2. Álgebra S-expandida

Dada una (super)álgebra de Lie g con generadores {TA} y un semigrupo abeliano finito
S = {λα}, el producto directo S×g define también una (super)álgebra de Lie 1, que comunmente
se denota G. Los generadores de la (super)álgebra S-expandida G son definidos como T(A,α) ≡
λαTA y sus constantes de estructura dadas por

C
(C,γ)

(A,α)(B.β) = K γ
αβ C C

AB , (3.10)

donde K γ
αβ es el 2-selector del semigrupo S y C C

AB las constantes de estructura de la (su-
per)álgebra de Lie g. El (super)conmutador toma la forma[

T(A,α), T(B,β)
]

= C
(C,γ)

(A,α)(B.β) T(C,γ) . (3.11)

La estructura del álgebra G resulta algo trivial ya que en general solo produce replicas del
álgebra original, por esto resulta útil aplicar otros mecanismos para extraer subálgebras de G
con estructuras más interesantes. Los tipos más importantes de álgebras que se pueden obtener
luego de la S-expansión son las subálgebras resonantes, las subálgebras 0S-reducidas y una
combinación de estos dos tipos.

1Teorema III.1 de la referencia [12]
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3.1.3. Subálgebras resonantes

Consideremos una descomposición de la (super)álgebra g en un conjunto de subespacios Vp

g =
⊕
p∈I

Vp , (3.12)

Donde I rotula el número total de particiones de la descomposición. Dado que g es cerrada
el conmutador entre elementos de diferentes subespacios estará contenido en general en un
conjunto de los subespacios de g, es decir

[Vp, Vq] ⊂
⊕

r∈i(p,q)

Vr ⊂ g , (3.13)

donde i(p, q) ⊂ I. Consideremos ahora una descomposición del semigrupo S en I subconjuntos,
de forma que

S =
⋃
p∈I

Sp , (3.14)

Tal que si es posible hallar una descomposición donde el producto definido en (3.9) satisfaga

Sp · Sq =
⋂

r∈i(p,q)

Sr (3.15)

Entonces se dice que la descomposición del semigrupo S (3.14) es resonante con la descomposi-
ción en subespacios del álgebra g. Existiendo tal descomposición resonante entre el semigrupo
y el álgebra de una S-expansión, y dados los subespacios de G = S × g

Wp = Sp ⊗ Vp , con p ∈ I , (3.16)

Entonces,

GR ≡
⊕
p∈I

Wp (3.17)

es subálgebra de G y es llamada subálgebra resonante2.

3.1.4. Álgebra 0S-reducida

Si adicional a la estructura del semigrupo se cuenta con un elemento cero (definiendo un
monoide), denotado como 0S, es posible obtener un nuevo tipo de álgebra llamada álgebra 0S-
reducida.
Sea λN+1 ≡ 0S y λi con i = 0..N el resto de los elementos del semigrupo, luego los 2-selectores
son de la forma

K j
i,N+1 = K j

N+1,i = 0 , (3.18)

K N+1
i,N+1 = K N+1

N+1,i = 1 , (3.19)

K j
N+1,N+1 = 0 , (3.20)

K N+1
N+1,N+1 = 1 , (3.21)

2Teorema IV.2 de la referencia [12]
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Y entonces el álgebra G = S × g con S un monoide tiene la siguiente estructura[
T(A,i), T(B,j)

]
= K k

ij C C
AB T(C,k) +K N+1

ij C C
AB T(C,N+1) , (3.22)[

T(A,N+1), T(B,j)
]

= C C
AB T(C,N+1) , (3.23)[

T(A,N+1), T(B,N+1)

]
= C C

AB T(C,N+1) . (3.24)

El álgebra 0S-reducida es la resultante de imponer la condición

T(A,N+1) = 0STA = 0 , (3.25)

es decir elegir como ceros todos los elementos del álgebra G asociados con el elemento cero del
semigrupo. Si vemos el procedimiento de S-expansión como la aplicación S : g → G la 0S-
reducción es equivalente a elegir el elemento 0S como el Kernel de la aplicación. Esto abelianiza
varios de los conmutadores y por lo tanto cambia de manera importante la estructura del
álgebra.
En los trabajos que presentamos en esta tesis se aplican tanto el procedimiento de subálgebra
resonante aśı como el de 0S-reducción en los procesos de S-expansión utilizados.

3.1.5. Obtención de tensores invariantes a través de la S-expansión

Una de las caracteŕısticas más importantes del procedimiento de S-expansión es que permite
obtener tensores invariantes para cualquier tipo de álgebra G, siempre y cuando esta haya sido
obtenida a través de este procedimiento y que el álgebra inicial g posea tensores invariantes
conocidos.
Dada el álgebra g = {TA} y el semigrupo S con n-selector 3 Kγ

α1···αn
, entonces si el álgebra g

posee un tensor invariante 〈TA1 · · ·TAm〉, entonces〈
T(A1,α1) · · ·T(Am,αm)

〉
= µγK

γ
α1···αm

〈TA1 · · ·TAm〉 (3.26)

Es un tensor invariante del álgebra S-expandida G = S×G 4, donde µγ son constantes arbitra-
rias. Con las correspondientes restricciones en los selectores y en los generadores este resultado
es generalizado directamente al caso de subálgebras resonantes y subálgebras 0s-reducidas.

3Definido en (3.7)
4Teorema VII.1 de la referencia [12]
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3.2. Procedimiento de S-expansión Dual

El procedimiento dual de la S-expansión ofrece un camino alternativo a la S-expansión, el
cual resulta ser más simple y de mayor utilidad cuando lo que se requiere es la construcción de
un lagrangeano para el álgebra S-expandida. A diferencia del procedimiento de S-expansión,
que actua sobre los generadores del álgebra g, el mecanismo dual actua sobre las formas de
Maurer-Cartan o directamente sobre los campos de gauge.
Dada un álgebra de Lie g de generadores {TA} tal que

[TA, TB] = C C
AB TC , (3.27)

por cada generador se define su correpondiente forma de Maurer-Cartan σA como

σA (TB) = δAB , (3.28)

las cuales satisfacen las ecuaciones de Maurer-Cartan

dσA +
1

2
C A
BC σB ∧ σC = 0 . (3.29)

Dado un semigrupo abeliano S = {λα, α = 1, . . . , N} con 2-selector K γ
αβ y un (super)álgebra

g con formas de Maurer-Cartan σA y constantes de estructura C C
AB . Se define al álgebra S-

expandida G = S × g 5 como aquella cuyas formas de Maurer-Cartan σ(A,α) vienen dadas
por

σA = λασ
(A,α) , (3.30)

que por definición satisfacen las siguientes ecuaciones de Maurer-Cartan

dσ(A,α) +
1

2
K α
βγ C A

BC σ(B,β) ∧ σ(C,γ) = 0 , ó (3.31)

dσ(A,α) +
1

2
C

(A,α)
(B,β)(C,γ) σ(B,β) ∧ σ(C,γ) = 0 . (3.32)

3.2.1. 0S-reducción del álgebra S-expandida

Como se revisó en la sección (3.1.4) la 0S-reducción requiere que el semigrupo abeliano
S cuente con un elemento cero λN+1 = 0S, tal que el 2-selector del semigrupo satisfaga las
condiciones (3.18-3.21). Con esto en consideración las formas de Maurer-Cartan de g y G
satisfacen

σA = λiσ
(A,i) + 0Sσ̃

A , con i = 1, . . . , N (3.33)

donde σ̃A ≡ σ(A,N+1). Se puede demostrar6 que el conjunto de formas σ(A,i) son las formas
de Maurer-Cartan del álgebra 0S-reducida de G y que por lo tanto satisfacen la ecuación de
Maurer-Cartan

dσ(A,i) +
1

2
C A
BC K i

jk σ(B,j)σ(C,k) = 0 . (3.34)

5Ver teorema III,1 de la referencia [13]
6Ver teorema III,2 de la referencia [13]
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3.2.2. S-expansion dual en álgebras diferenciales libres.

Un álgebra diferencial libre ([15],[16],[17],[18],[19]) es obtenida al pasar de las ecuaciones de
Maurer-Cartan de las 1-formas σA a una ecuación en donde el lado derecho de la ecuación (3.29)
es una 2-forma curvatura distinta de cero. Un álgebra diferencial libre (FDA) es representada
a través de una ecuación de la forma

dAA +
1

2
C A
BC AB ∧ AC = FA 6= 0 , (3.35)

en donde las 1-formas AA son campos dinámicos, y pueden representar campos de gauge de
una teoŕıa cuya simetŕıa es la asociada a las constantes de estructura C C

AB . En las referencias
([15],[17]) el paso de la ecuación (3.29) a la ecuación (3.35) es visto como una deformación de la
variedad del grupo original G, con álgebra de constantes de estructura C C

AB , a la variedad de
un grupo G̃, llamada variedad del grupo suave (soft group manifold), tal que FA es una medida
de tal deformación. Esta ecuación es complementada con la ecuación de Bianchi, resultado de
aplicar la derivada exterior sobre la ecuación (3,35), y es dada por

dFA + C C
BC AB ∧ AC = 0 . (3.36)

Para aplicar la S-expansión sobre una FDA se considera, de manera análoga al caso visto
en la sección anterior, un semigrupo abeliano S = {λα, α = 1, . . . , N}, un álgebra de Lie g
y un conjunto de campos conexión AA y curvaturas FA que satisfacen ecuaciones de FDAs
(3.35,3.36). A partir de estos elementos se definen las 1-formas conexión A(A,α) y 2-formas
curvatura F (A,α) como

AA = λαA
(A,α) , (3.37)

FA = λαF
(A,α) , (3.38)

las cuales a su vez conforman un álgebra diferencial libre para el álgebra S-expandida G = S×g,
es decir, que satisfacen

dA(A,α) +
1

2
K α
βγ C A

BC A(B,β) ∧ A(C,γ) = F (A,α) 6= 0 , (3.39)

dF (A,α) +K α
βγ C A

BC A(B,β) ∧ A(C,γ) = 0 . (3.40)

El proceso de 0S-reducción, a través del elemento λN+1 = 0S, modifica la expansión de la
conexión y curvatura de la siguiente manera

AA = λiA
(A,i) + 0SÃ

A , (3.41)

FA = λiF
(A,i) + 0SF̃

A , (3.42)

con ÃA ≡ A(A,N+1) y F̃A ≡ F (A,N+1). Las ecuaciones para las álgebras diferenciales libres de un
álgebra 0S-reducida GR son

dA(A,i) +
1

2
K i
jk C A

BC A(B,j) ∧ A(C,k) = F (A,i) 6= 0 , (3.43)

dF (A,i) +K i
jk C A

BC A(B,j) ∧ A(C,k) = 0 , con i, j, k = 1, . . . , N . (3.44)
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3.3. Operadores de Casimir para álgebras S-expandidas.

Conocidos los operadores de Casimir del álgebra de partida es posible construir los opera-
dores de Casimir del álgebra S-expandida. El método que se muestra a continuación es válido
tanto para el caso estándar (bilinial) como para el caso general (multilineal).

3.3.1. Caso estándar

Dada un álgebra de Lie g con generadores {TA} y constantes de estructura C C
AB , un ope-

rador de Casimir Πp p-lineal en los generadores se define como

Πp = ΠA1...ApTA1 · · ·TAp , (3.45)

tal que su conmutador con cada generador del álgebra de Lie g sea nulo. El tensor ΠA1...Ap debe
cumplir con ser simétrico en todos sus ı́ndices e invariante bajo la acción del grupo. Luego,
el conmutador del operador de Casimir con un generador arbitrario TB del álgebra g es de la
forma

[TB,Πp] = 0 , (3.46)[
TB,Π

A1···ApTA1 · · ·TAp

]
= 0 , (3.47)(

p∑
i=1

C Ai
BC ΠA1···Ai−1CAi+1···Ap

)
TA1 · · ·TAp = 0 . (3.48)

Por lo tanto, la condición que debe satisfacer un operador de Casimir, definido como en (3.45),
de un álgebra de constantes de estructura C C

AB es
p∑
i=1

C Ai
BC ΠA1···Ai−1CAi+1···Ap = 0 . (3.49)

Por ejemplo, se sabe que el álgebra so(3) tiene como operador de Casimir (bilineal) el siguiente

L2 = L2
x + L2

y + L2
z = gijLiLj , con i, j = 1, . . . , 3 , (3.50)

y donde gij = gij = diag(1, 1, 1) es la métrica euclideana tridimensional. Por otro lado se tiene
que los generadores de so(3) satisfacen el conmutador

[Li, Lj] = εijkL
k = εijkg

klLl , (3.51)

y que por lo tanto las constantes de estructura del álgebra son

C l
ij = εijkg

kl (3.52)

La ecuación (3.49) para el caso p = 2 es de la forma

C A1
BC ΠCA2 + C A2

BC ΠCA1 = 0 , (3.53)

y para el ejemplo, usando (3.50) y (3.52) en (3.53), se obtiene que

εBCk g
kA1gCA2 + εBCk g

kA2gCA1 , (3.54)

εBCk
(
gkA1 gCA2 + gkA2gCA1

)
, (3.55)

El cual es efectivamente nulo ya que el término entre paréntesis (. . .) es simétrico en los ı́ndices
C ↔ k.
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3.3.2. Caso álgebra S-expandida

Para el caso de álgebras S-expandidas, las condiciones para operadores de Casimir son
directamente generalizadas a

p∑
i=1

C
(Ai,αi)

(B,β)(C,γ) Π(A1,α1)···(Ai−1,αi−1)(C,γ)(Ai+1,αi+1)···(Ap,αp) = 0 , (3.56)

C
(A1,α1)

(B,β)(C,γ) Π(C,γ)(A2,α2) + C
(A1,α1)

(B,β)(C,γ) Π(C,γ)(A2,α2) = 0 , (3.57)

para los casos p-lineales y bilineales respectivamente.

Aśı como los 2-selectores del semigrupo S son un análogo a las constantes de estructura
C C
AB del álgebra g, resulta natural considerar un tensor simétrico de orden p mαβγ··· asociado

al semigrupo S análogo al tensor invariante ΠABC··· del álgebra g, de manera que

Π(A1,α1)···(Ap,αp) = mα1···αpΠA1···Ap , (3.58)

o en el caso p = 2
Π(A,α)(B,β) = mαβΠAB . (3.59)

Analicemos el caso bilineal. Reemplazando (3.59) en la ecuación (3.57) se obtiene que

K α1
βγ mγα2C A1

BC ΠCA2 +K α2
βγ mα1γC A2

BC ΠA1C , (3.60)

utilizando la ecuación (3.53) en (3.60) se obtiene

K α1
βγ mγα2C A1

BC ΠCA2 −K α2
βγ mα1γC A1

BC ΠCA2 = 0 (3.61)

K α1
βγ mγα2 = K α2

βγ mα1γ = 0 . (3.62)

En la referencia [13] se demuestra que la condición (3.62) es satisfecha eligiendo el ansatz

mαβ = αγK
γ

αβ , (3.63)

con αγ coeficientes numéricos, tal que mαβ sea la inversa de este tensor (mαλmλβ = δαβ ). El
tensor simétrico mαβ aśı definido define una especie “métrica” sobre los ı́ndices del semigrupo.



Caṕıtulo 4

Extensión semisimple del álgebra de
Poincaré como una S-expansión del
álgebra AdS.

En este caṕıtulo se demuestra que la extensión semisimple del álgebra de Poin-
caré (SSEP) en D dimensiones [3] puede ser obtenida a través de una S-expansión
aplicada sobre el álgebra Anti-de-Sitter so (D − 1, 2) utilizando un semigrupo S
particular.
Se comienza definiendo el álgebra de Poincaré semisimple extendida y sus propieda-
des generales. En la segunda sección se construye expĺıcitamente la S-expansion que
conecta el álgebra Anti-de-Sitter con el álgebra SSEP. En la tercera sección se cons-
truyen los tensores invariantes del álgebra S-expandida de AdS y por lo tanto de la
álgebra SSEP. En la cuarta sección se construye un lagrangeano Chern-Simons para
gravedad en (2 + 1)-dimensiones a partir del álgebra SSEP. Para mayores detalles
ver referencia [43].

4.1. Extensión semisimple del álgebra de Poincaré

En las referencias [20, 21] es introducida el álgebra de Maxwell como el conjunto de śımetrias
en la descripción de una part́ıcula masiva moviéndose en un espacio de Minkowski M4 con un
campo electromagnético constante de fondo. El álgebra de Maxwell es una extensión no-central
del álgebra de Poincaré que se obtiene cambiando el conmutador de las traslaciones por

[P a,P b] = 0 → [P a,P b] ∼ Zab , (4.1)

Donde Zab = −Zba son seis generadores abelianos que conmutan con las traslaciones y que con
las transformaciones de Lorentz Jab satisfacen

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac . (4.2)

El álgebra de Maxwell ha sido utilizada en el contexto de la gravitación [22] como propuesta a
solucionar los problemas de la constante cosmológica [26, 27].

En la referencia [5] D.V. Soroka y V.A. Soroka proponen una extensión semisimple del álgebra

53
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de Poincaré a través del conjunto de tensores antisimétricos Zab como una generalización del
álgebra de Maxwell. La extensión semisimple del álgebra de Poincaré es dada por

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac , (4.3)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b , (4.4)

[P a,P b] = cZab , (4.5)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac , (4.6)

[Zab,P c] =
4a2

c
(ηbcP a − ηacP b) , (4.7)

[Zab,Zcd] =
4a2

c
[ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac] , (4.8)

donde a y c son constantes. En el ĺımite a→ 0 se recupera el álgebra de Maxwell y en el ĺımite
c → 0 se obtiene una suma semidirecta entre el álgebra de Poincaré y el ideal conmutativo
compuesto por los Zab.
La extensión semisimple del álgebra de Poincaré (SSEP ) algebra (4.3)–(4.8) puede ser reescrita
de la forma

[N ab,N cd] = ηadN bc + ηbcN ad − ηacN bd − ηbdN ac, (4.9)

[LAB,LCD] = ηADLBC + ηBCLAD − ηACLBD − ηBDLAC , (4.10)

[N ab,LCD] = 0, (4.11)

donde la métrica ηAB es dada por

ηAB =

[
ηab 0
0 −1

]
(4.12)

y los generadores N ab por

N ab = Jab −
c

4a2
Zab (4.13)

Los generadores N ab conforman una base del álgebra de Lorentz so (D − 1, 1). Los generadores
LAB por otro lado son definidos por

LAB =

[
Lab La,D

LD,a LD,D

]
=

[
c

4a2
Zab

1
2a
P a

− 1
2a
P a 0

]
. (4.14)

y forman una base para el álgebra de anti-de-Sitter (AdS) so (D − 1, 2). El álgebra SSEP
(4.9)–(4.11) es por lo tanto la suma directa so (D − 1, 1)⊕so (D − 1, 2) de el álgebra de Lorentz
y el álgebra AdS, ambas en D dimensiones.

Usando (4.13) y (4.14) en (4.9)–(4.11) encontramos que el álgebra SSEP (4.3)–(4.8) puede
ser escrita como

[N ab,N cd] = ηadN bc + ηbcN ad − ηacN bd − ηbdN ac, (4.15)

[Lab,Lcd] = ηadLbc + ηbcLad − ηacLbd − ηbdLac, (4.16)

[Lab,Lc,D] = ηbcLa,D − ηacLb,D, (4.17)

[La,D,Lc,D] = Lac, (4.18)

[N ab,Lcd] = 0, (4.19)

[N ab,Lc,D] = 0. (4.20)
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4.2. S-expansion del álgebra de anti-de Sitter

En esta sección se establece la conexión entre el álgebra AdS so (D − 1, 2) y el álgebra
SSEP , so (D − 1, 1)⊕ so (D − 1, 2), a través del procedimiento de S-expansion mostrado en el
cápitulo [3].
En la primera etapa realizamos una descomposición en subespacions del álgebra AdS. Se utiliza
una descomposición en dos subespacios de la forma g = so (D − 1, 2) = V0 ⊕ V1, donde V0
corresponde a la subálgebra de Lorentz so (D − 1, 1), generada por los J̄ab, y V1 corresponde
a los boosts de AdS, generada por los P̄ a. Los generadores J̄ab, P̄ a satisfacen las siguientes
relaciones [

P̄ a, P̄ b

]
= J̄ab (4.21)[

J̄ab, P̄ c

]
= ηcbP̄ a − ηcaP̄ b (4.22)[

J̄ab, J̄ cd

]
= ηadJ̄ bc + ηbcJ̄ad − ηacJ̄ bd − ηbdJ̄ac. (4.23)

Y por lo tanto los subsespacios V0 y V1 cumplen con

[V0, V0] ⊂ V0, (4.24)

[V0, V1] ⊂ V1, (4.25)

[V1, V1] ⊂ V0. (4.26)

La siguiente etapa consiste en hallar un semigrupo abeliano S el cual admita una partición
resonante 1 con las ecuaciones (4.24-4.26). En lo que sigue se considerarán dos semigrupos que
satisfacen con este requerimiento.

4.2.1. Semigrupo SS3

Primero consideremos el semigrupo SS3 =
{
λ̄0, λ̄1, λ̄2, λ̄3

}
definido por la siguiente tabla de

multiplicación
λ0 λ1 λ2 λ3

λ0 λ2 λ3 λ0 λ3
λ1 λ3 λ1 λ3 λ3
λ2 λ0 λ3 λ2 λ3
λ3 λ3 λ3 λ3 λ3

(4.27)

Dado que para cada elemento λα ∈ S se tiene que λ̄3λ̄α = λ̄3 se identifica al elemento λ̄3 como
el elemento 0S del semigrupo.

Considerando la partición del semigrupo como S = S0 ∪ S1, con

S0 =
{
λ̄1, λ̄2, λ̄3

}
, (4.28)

S1 =
{
λ̄0, λ̄3

}
, (4.29)

Se observa que esta partición es resonante con la del álgebra AdS en las ecuaciones (4.24-4.26)

S0 · S0 ⊂ S0 (4.30)

S0 · S1 ⊂ S1 (4.31)

S1 · S1 ⊂ S0 (4.32)

1Ver cápitulo 3



56 CAPÍTULO 4. SSEP COMO UNA S-EXPANSIÓN DEL ÁLGEBRA ADS.

Y como se revisó en el caṕıtulo [3] ecuación (3.17) 2

GR = W0 ⊕W1, (4.33)

es una subálgebra resonante de SS3 × g, donde

W0 = (S0 × V0) =
{
λ̄1, λ̄2, λ̄3

}
⊗
{
J̄ab

}
=
{
λ̄1J̄ab, λ̄2J̄ab, λ̄3J̄ab

}
(4.34)

W1 = (S1 × V1) =
{
λ̄0, λ̄3

}
⊗
{
P̄ a

}
=
{
λ̄0P̄ a, λ̄3P̄ a

}
(4.35)

Finalmente se impone la condición de 0S-reducción λ3× g = 0 sobre GR y renombramos los
generadores como Jab,1 = λ̄1J̄ab; Jab,2 = λ̄2J̄ab; y P a,0 = λ̄0P̄ a. Este prodedimiento nos lleva
a la siguiente estructura algebraica:

[Jab,1,J cd,1] = λ̄1λ̄1
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ̄1

[
J̄ab, J̄ cd

]
(4.36)

= ηadJ bc,1 + ηbcJad,1 − ηacJ bd,1 − ηbdJac,1

[Jab,2,J cd,2] = λ̄2λ̄2
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ̄2

[
J̄ab, J̄ cd

]
(4.37)

=ηadJ bc,2 + ηbcJad,2 − ηacJ bd,2 − ηbdJac,2

[Jab,1,J cd,2] = λ̄1λ̄2
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ̄3

[
J̄ab, J̄ cd

]
= 0 (4.38)

[Jab,1,P c,0] = λ̄1λ̄0
[
J̄ab, P̄ c

]
= λ̄3

[
J̄ab, P̄ c

]
= 0 (4.39)

[Jab,2,P c,0] = λ̄2λ̄0
[
J̄ab, P̄ c

]
= λ̄0

[
J̄ab, P̄ c

]
(4.40)

= ηbcP a,0 − ηacP b,0

[P a,0,P b,0] = λ̄0λ̄0
[
P̄ a, P̄ b

]
= λ̄2

[
P̄ a, P̄ b

]
= λ̄2J̄ab = Jab,2 (4.41)

Donde se ha utilizado las reglas de conmutación del álgebra AdS, ecuaciones (4.3-4.8) y la tabla
de multiplicación del semigrupo SS3 (4.27) .

A través de la identificación N ab = Jab,1; Lab = Jab,2; LaD+1 = P a,0 es claro que el álgebra
(4.36-4.41), obtenida por SS3-expansión y 0S-reducción del álgebra AdS so (D − 1, 2) , coincide
con la extensión semisimple del álgebra de Poincaré (4.15-4.20) .

2Teorema IV.2 de la referencia [12]
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4.2.2. Semigrupo SS2

El procedimiento de S-expansión conecta con el álgebra SSEP utilizando más de un semi-
grupo.
Consideremos el semigrupo SS2 = {λ0, λ1, λ2} definido por la tabla de multiplicación

λαλβ =

{
λα+β if α + β ≤ 2
λα+β−2 if α + β > 2

(4.42)

o, equivalentemente
λ0 λ1 λ2

λ0 λ0 λ1 λ2
λ1 λ1 λ2 λ1
λ2 λ2 λ1 λ2

(4.43)

Consideremos la partición S = S0 ∪ S1, con

S0 = {λ0, λ2} , (4.44)

S1 = {λ1} , (4.45)

Esta partición es resonante con la del álgebra ADS (4.24-4.26) ya que satisface

S0 · S0 ⊂ S0 (4.46)

S0 · S1 ⊂ S1 (4.47)

S1 · S1 ⊂ S0 (4.48)

Luego

GR = W0 ⊕W1, (4.49)

es una subalgebra resonante de SS2 × g 3, donde

W0 = (S0 × V0) = {λ0, λ2} ⊗
{
J̄ab

}
=
{
λ0J̄ab, λ2J̄ab

}
(4.50)

W1 = (S1 × V1) = {λ1} ⊗
{
P̄ a

}
=
{
λ1P̄ a

}
(4.51)

Renombrando los generadores de la subálgebra resonante como Jab,0 = λ0J̄ab; Jab,2 =
λ2J̄ab; y P a,1 = λ1P̄ a, utilizando las relaciones de conmutación del álgebra AdS y la tabla de
multiplicación (4.43) del semigrupo SS2 se obtiene que

[Jab,0,J cd,0] = λ0λ0
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ0

[
J̄ab, J̄ cd

]
(4.52)

= ηadJ bc,0 + ηbcJad,0 − ηacJ bd,0 − ηbdJac,0

[Jab,2,J cd,2] = λ2λ2
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ2

[
J̄ab, J̄ cd

]
(4.53)

=ηadJ bc,2 + ηbcJad,2 − ηacJ bd,2 − ηbdJac,2

3Teorema IV.2 de la referencia [12]
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[Jab,0,J cd,2] = λ0λ2
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ2

[
J̄ab, J̄ cd

]
= ηadJ bc,2 + ηbcJad,2 − ηacJ bd,2 − ηbdJac,2 (4.54)

[Jab,0,P c,1] = λ0λ1
[
J̄ab, P̄ c

]
= λ1

[
J̄ab, P̄ c

]
= ηcbP a,1 − ηacP b,1 (4.55)

[Jab,2,P c,1] = λ2λ1
[
J̄ab, P̄ c

]
= λ1

[
J̄ab, P̄ c

]
(4.56)

= ηbcP a,1 − ηacP b,1

[P a,1,P b,1] = λ1λ1
[
P̄ a, P̄ b

]
= λ2

[
P̄ a, P̄ b

]
= λ2J̄ab = Jab,2 (4.57)

La identificación Jab = Jab,0; Zab = Jab,2; y P a = P a,1 nos lleva a las siguientes relaciones de
conmutación

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac, (4.58)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b, (4.59)

[P a,P b] = Zab, (4.60)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac, (4.61)

[Zab,P c] = ηbcP a − ηacP b, (4.62)

[Zab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac, (4.63)

Es decir, se obtiene nuevamente el álgebra SSEP (4.3)–(4.8) salvo factores numéricos

4.2.3. Relación entre las tablas de multiplicación de los semigrupos
SS3 y SS2

En la sección [4.2.1], el álgebra SSEP (4.15-4.20) se obtuvo a través de una S-expansión
usando el semigrupo abeliano SS3, definido por la tabla de multiplicación (4.27), más un proceso
de 0S-reducción 4.

En la sección [4.2.2], el álgebra SSEP (4.3-4.8) se obtuvo (salvo factores numéricos) a través
de una S-expansión usando el semigrupo abeliano SS2, con tabla de multiplicación (4.43). A
diferencia de la primera S-expansión en este caso no se utilizó 0S-reducción.

Si admitimos que los elementos de SS2 conformen un anillo (se agrega una operación bina-
ria de suma) manteniendo su estructura de semigrupo bajo la multiplicación (sin requerir un
elemento cero y la existencia de inverso multiplicativo) es posible hallar una conexión entre SS2

4Presentado en la sección [3.1.4]
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y SS3. Utilizando la operación de suma realizamos la siguiente transformación en los elementos
de SS2

λ̄1 = λ0 − λ2 ,
λ̄2 = λ2 , (4.64)

λ̄0 = λ1 ,

a través de esta se obtiene la siguiente tabla de multiplicación

λ̄0 λ̄1 λ̄2
λ̄0 λ̄2 0 λ̄0
λ̄1 0 λ̄1 0
λ̄2 λ̄0 0 λ̄2

(4.65)

Esta tabla de multiplicación coincide con la del semigrupo SS3 (4.27) excepto por la fila y
columna asociada al elemento λ3. En el lugar de λ3 en este caso se tiene al elemento “0”, que
representa el cero de la suma del anillo SS2.

Los generadores N ab y LAB se reobtienen considerando

N ab = λ̄1J̄ab = (λ0 − λ2)J̄ab (4.66)

Lab = λ̄2J̄ab = λ2J̄ab (4.67)

LaD = λ̄0P̄ a = λ1P̄ a (4.68)

sin la necesidad de aplicar 0S-reduction. La ventaja de no utilizar 0S-reduction esta en que
facilita la construcción de los operadores de Casimir del álgebra obtenida de la S-expansión.

4.3. Operadores de Casimir para el álgebra SSEP

En está sección son calculados los operadores de Casimir para la extensión semisimple del
álgebra de Poincaré a través del mecanismo de S-expansión. Para esto primero se presentan los
tensores invariantes y operadores de Casimir para el álgebra de anti-de-Sitter.

4.3.1. Operadores de Casimir para el álgebra AdS.

Para construir los operadores de Casimir del álgebra AdS so (D − 1, 2) los generadores P a

y Jab son representados a través de las matrices de Dirac de la siguiente manera

P̄ a =
1

2
Γa (4.69)

J̄ab =
1

2
Γab (4.70)

donde Γa son matrices de Dirac en D dimensiones y Γab = [Γa,Γb] /2.
La métrica de Killing kAB para el álgebra AdS se puede escribir como

kAB =
1

Tr1
Tr (T ATB) (4.71)

=
1

Tr1
Tr

(
1

2
{T A,TB}

)
(4.72)
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la cual en d ≥ 4 es dada por

ka,b =
1

4
ηab (4.73)

kab,cd = −1

4
η[ab][cd]. (4.74)

kab,c = 0. (4.75)

donde
η[ab][cd] = δmnab ηmcηnd. (4.76)

Para un álgebra semisimple arbitraria el operador de Casimir cuadrático es dado por

Π = kABT ATB. (4.77)

donde kAB es la inversa de la métrica de Killing kAB.
Para el álgebra AdS se tiene

ka,b = 4ηab (4.78)

kab,c = 0 (4.79)

kab,cd = −η[ab][cd] (4.80)

de forma que el operador de Casimir es

ΠAdS = 4

[
P̄
a
P̄ a −

1

2
J̄abJ̄

ab

]
. (4.81)

Este resultado es válido en cualquier dimensión d ≥ 4.
Otra “métrica” puede ser construida para el álgebra AdS en d = 4. Esta es

k̄(A,B) =
1

Tr1
Tr (Γ∗T ATB) , (4.82)

Donde Γ∗ es la matriz γ5 (ver apéndice [B]), expĺıcitamente

k̄a,b = 0 (4.83)

k̄ab,cd = −1

4
εabcd (4.84)

k̄ab,c = 0. (4.85)

Sin embargo estas ecuaciones no pueden representar una métrica, k̄(A,B) no es invertible, y por
lo tanto no es útil para construir un operador de Casimir para el álgebra AdS. Por otro lado
la parte asociada a la subálgebra de Lorentz es invertible (ecuación (4.84)) y por lo tanto es
posible construir un operador de Casimir para el álgebra de Lorentz a partir de este.
Consideramos luego, como métrica del álgebra de Lorentz a

k̄(ab,cd) = −εabcd. (4.86)

Y luego un operador de Casimir para el álgebra de Lorentz al operador

Π̄L = −εabcdJ̄abJ̄ cd. (4.87)
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4.3.2. Operadores de Casimir para la extensión semisimple del álge-
bra de Poincaré

Comenzaremos construyendo una métrica mαβ para al semigrupo SS2, cuya tabla de mul-
tiplicación es dada en la ecuación (4.43). Los elementos SS2 pueden ser representados por el
siguiente conjunto de matrices:

λ0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , λ1 =

 0 0 0
1 0 1
0 1 0

 , λ2 =

 0 0 0
0 1 0
1 0 1

 . (4.88)

Es directo verificar que la representación (4.88) es una representación fiel del semigrupo SS2,
es decir que satisface las ecuaciones (4.42) y (4.43). El 2-selector K ρ

αβ de SS2 puede ser repre-
sentado como 5

K 0
αβ =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , K 1
αβ =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , K 2
αβ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 1

 (4.89)

A partir de esta representación es claro mαβ esta dada por

mαβ = αλK
λ

αβ =

 α0 α1 α2

α1 α2 α1

α2 α1 α2

 (4.90)

donde los αλ son coeficientes numéricos. La inversa de está métrica es dada por

mαβ =
1

det (mαβ)

 α2
2 − α2

1 0 − (α2
2 − α2

1)
0 α2 (α0 − α2) −α1 (α0 − α2)

− (α2
2 − α2

1) −α1 (α0 − α2) α0α2 − α2
1

 , (4.91)

donde los coeficientes α0, α1 y α2 deben satisfacer

det (mαβ) = (α0 − α2) (α2 + α1) (α2 − α1) 6= 0. (4.92)

Los operadores de Casimir cuadráticos para el álgebra SSEP son de la forma

Π = Π(α,A)(β,B)T (α,A)T (β,B),

= mαβΠABT (α,A)T (β,B),

= m00Πab,cdJabJ cd +m11ΠabP aP b + 2m02Πab,cdJabZcd +m22Πab,cdZabZcd, (4.93)

=
1

det (mαβ)

[(
α2
2 − α2

1

)
Πab,cdJabJ cd + α2 (α0 − α2) ΠabP aP b

− 2
(
α2
2 − α2

1

)
Πab,cdJabZcd +

(
α0α2 − α2

1

)
Πab,cdZabZcd

]
,

5Vea ecuaciones (1)-(2) de la referencia [12]
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donde ΠAB son las componentes del operador de Casimir del álgebra AdS. El término m12

no aparece porque las componentes correspondientes al operador de Casimir del álgebra AdS
en d ≥ 4 son nulas , Πab,c = Πa,bc = 0.

Insertando las ecuaciones (4.78-4.80) en (4.93) se obtiene

Π =
4

det (mαβ)

[1

2

(
α2
2 − α2

1

)
JabJ

ab + α2 (α0 − α2)P aP
a

−
(
α2
2 − α2

1

)
JabZ

ab +
1

2

(
α0α2 − α2

1

)
ZabZ

ab
]
. (4.94)

Definiendo

α = α2α0 − α2
2; β = α2α0 − α2

1, (4.95)

la ecuación (4.94) queda como

Π =
4

det (mαβ)

[
1

2
(β − α)JabJ

ab + αP aP
a − (β − α)JabZ

ab +
1

2
βZabZ

ab

]
=

4

det (mαβ)

[
α

(
P aP

a − 1

2
JabJ

ab + JabZ
ab

)
+ β

(
1

2
JabJ

ab − JabZ
ab +

1

2
ZabZ

ab

)]
(4.96)

Dado que α y β son arbitrarios, considerando la condición det (mαβ) 6= 0 podemos extraer
de la ecuación (4.96) que el álgebra SSEP posee dos operadores de Casimir independientes,
dados por

Π1 =
4α

det (mαβ)

(
P aP

a + JabZ
ab − 1

2
JabJ

ab

)
, (4.97)

Π2 =
2β

det (mαβ)

(
ZabZ

ab − 2JabZ
ab + JabJ

ab
)
. (4.98)

Además de estos dos operadores de Casimir existe un tercero, el cual es válido solo para
el subespacio de los operadores de Lorentz Jab y los operadores Zab, no para toda el álgebra
SSEP . Este operador es constrúıdo de la “métrica” k̄(ab,cd) = −εabcd 6, y es dado por

Π̄JZ = − 1

det (mαβ)

[(
α2
2 − α2

1

)
εabcdJabJ cd − 2

(
α2
2 − α2

1

)
εabcdJabZcd +

(
α0α2 − α2

1

)
εabcdZabZcd

]
,

= − 1

det (mαβ)

[
αεabcdZabZcd − 2 (β − α) εabcdJabZcd + (β − α) εabcdJabJ cd

]
. (4.99)

Los operadores de Casimir del álgebra SSEP obtenidos en las referencias [3, 4, 5] coinciden
con los operadores (4.97), (4.98) eligiendo c = 1 y a = i/2 en las ecuaciones (2.2) y (2.3) de
la referencia [5]. Si además consideramos α = 1 y β = 2 en la ecuación (4.99) se aprecia que
el operador de Casimir C3 de la referencia [5] es reobtenido a partir de nuestro operador de
Camimir Π̄JZ.

6Ver ecuación (4.86)
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4.4. Acción Ch-S para gravedad 2+1 dimensional a partir

del álgebra SSEP

En la referencia [22] se construye un lagrangeano tipo Yang-Mills basado en la simetŕıa
descrita por el álgebra de Maxwell [20, 21] como un candidato a explicar el problema de la
constante cosmológica [26, 27]. Por otro lado el álgebra SSEP en D = 4 es “gaugeado” en
lagrangeanos para gravedad en las referencias [28, 23, 24] como propuestas a resolver el mismo
problema. En la presente sección realizaremos la construcción de un lagrangeano Chern-Simons
para gravedad en (2 + 1)-dimensiones [36, 37] utilizando como simetŕıa de gauge la extensión
semisimple del álgebra de Poincaré.

Para la construcción de un lagrangeano Chern-Simons es necesario en primer lugar conocer
u obtener tensores invariantes simétricos (de segundo orden para D = 3).

4.4.1. Tensores invariantes para SSEP

Para la obtención de los tensonres invariantes del álgebra SSEP utilizamos el teorema
V II,2 de la referencia [12]. Para esto es necesario conocer los tensores invariantes asociados al
álgebra de inicial g, en este caso el álgebra AdS. De las ecuaciones (56)-(58) de la referencia
[13] se tiene que los tensores invariantes del álgebra AdS en el caso más general son de la forma〈

J̄abJ̄ cd

〉
= µ̃0 (ηadηbc − ηacηbd) (4.100)〈

J̄abJ̄ c

〉
= µ̃1εabc (4.101)〈

P̄ aP̄ b

〉
= µ̃0ηab (4.102)

donde µ̃0 y µ̃1 son constantes arbitrarias. A partir de estos se tiene que los tensores invariantes
del álgebra SSEP son

〈N abN cd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (4.103)

〈LabLcd〉 = α2 (ηadηbc − ηacηbd) (4.104)

〈LabLc3〉 = α1εabc (4.105)

〈La3Lb3〉 = α2ηab (4.106)

donde α0, α1, α2, son constantes arbitrarias.

4.4.2. Acción Chern-Simons para el álgebra SSEP

Un lagrangeano Chern-Simons en (2 + 1)-dimensiones es de la forma [34, 35]

L2+1
CS = 2k

∫ 1

0

dt
〈
A
(
tdA+ t2A2

)〉
= k

〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
(4.107)

con A una 1-forma conexión valuada en un álgebra de Lie particular y k una constante de
acomplamiento arbitraria. Para el álgebra SSEP esta conexión se puede expresar como

A =
1

2
$abN ab +

1

2
ωABLAB =

1

2
$abN ab +

1

2
ωabLab + ωa3La3 . (4.108)
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Para simplificar la notación y el posterior cálculo se definen las 1-formas valuadas en el álgebra
SSEP : $ = 1

2
$abN ab, ω = 1

2
ωabLab, ϕ = ωa3La3. En término de estos campos A se escribe

como
A = $ + ω + ϕ . (4.109)

Reemplazando esta conexión en la ecuación (5.103) se obtiene que el lagrangeano para el álgebra
SSEP es de la forma

L
(2+1)
SSEP = k

〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
= k

〈
$d$ +$dω +$dϕ+

1

3
$ [$,$]

〉
(4.110)

+ k

〈
ωd$ + ωdω + ωdϕ+

1

3
ω [ω, ω] +

2

3
ω [ω, ϕ] +

1

3
ω [ϕ, ϕ]

〉
+ k

〈
ϕd$ + ϕdω + ϕdϕ+

1

3
ϕ [ω, ω] +

2

3
ϕ [ω, ϕ] +

1

3
ϕ [ϕ, ϕ]

〉
.

La 2-forma curvatura vendŕıa dada por

F = dA+ AA , (4.111)

= d$ + dω + dϕ+$$ + ωω + ϕϕ+ [ω, ϕ] ,

= (d$ +$$) + (dω + ωω) + (dϕ+ ϕϕ+ [ω, ϕ]) .

Se induce naturalemnte la definición de las siguientes curvaturas

R̃ = d$ +$$ = d$ +
1

2
[$,$] , (4.112)

R = dω + ωω = dω +
1

2
[ω, ω] ,

T̃ = dϕ+ ϕϕ+ [ω, ϕ] = T +
1

2
[ϕ, ϕ] ,

con T = dϕ+ [ω, ϕ] .
De la definición de derivada covariante,

Dφ = dφ+ [A, φ] = dφ+ [$,φ] + [ω, φ] + [ϕ, φ] , (4.113)

se tiene que

D$ = d$ + [$,$] , (4.114)

Dω = dω + [ω, ω] + [ω, ϕ] ,

Dϕ = dϕ+ [ω, ϕ] + [ϕ, ϕ] = T + [ϕ, ϕ] .

Insertando las ecuaciones (5.108) y (4.114) en la ecuación (5.107), se tiene que

L
(2+1)
SSEP = k

〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
, (4.115)

=
k

4
$ab

(
d$cd +

2

3
$c

e$
ed

)
〈N abN cd〉+

k

4
ωab
(
dωcd +

2

3
ωceω

ed

)
〈LabLcd〉

+ k

(
Rabωc3 − 2

3
ωa3ωb3ωc3

)
〈LabLc3〉+ kDωa3ωc3 〈La3Lc3〉

− d
(
k

2
ωabωc3 〈LabLc3〉

)
. (4.116)
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Reemplazando los tensores invariantes (4.103 - 5.99) en la ecuación (4.116), se obtiene que
la acción Chern-Simons para el álgebra SSEP en (2 + 1)-dimensiones, en la base {N ab,LCD},
es dada por

S
(2+1)
SSEP =

∫
M

1

2
α0$

a
c

(
d$c

a +
2

3
$c

d$
d
a

)
+ α1εabc

(
Rabωc3 +

1

3
ωa3ωb3ωc3

)
+ α2Dω

a3ω 3
a +

1

2
α2ω

a
c

(
dωca +

2

3
ωcdω

d
a

)
− d

(
α1

1

2
εabcω

abωc3
)

donde hemos absorbido la constante k en las constantes αi.
Renombrando ωa3 = ea/l, donde l posee unidades de longitud, se tiene

S
(2+1)
SSEP =

α0

2

∫
$a

c

(
d$c

a +
2

3
$c

d$
d
a

)

+
α1

l

∫
M

εabc

(
Rabec +

1

3l2
eaebec

)
− 1

2

∫
∂M

εabcω
abec


+
α2

2

∫
M

[
ωac

(
dωca +

2

3
ωcdω

d
a

)
+

2

l2
eaT

a

]
(4.117)

donde se uso Dωa3 = (Dea) /l = T a/l. La acción (5.113) es probablemente la acción para
gravedad Chern-Simons más general en (2 + 1)-dimensiones.
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Caṕıtulo 5

Extensión semisimple de la
superálgebra de Poincaré como una
S-expansión de la superálgebra AdS.

En este capt́ulo se realiza la versión supersimétrica N = 1 del cálculo presenta-
do en el cápitulo anterior. Se comienza introduciendo la extensión semisimple de la
superálgebra de Poincaré o SSEPS. En la segunda sección se obtiene la superálge-
bra SSEPS a través del proceso de S-expansión actuando sobre la superálgebra
de Anti-de-Sitter N = 1. En la tercera sección se obtienen los tensores invariantes
y operadores de Casimir del álgebra S-expandida. Finalmente se construye un la-
grangeano para Supergravedad en (2 + 1)-dimensiones invariante bajo la extensión
semisimple de la superálgebra de Poincaré. Para mayores detalles ver referencia [44].

5.1. Extensión semisimple de la superálgebra de Poin-

caré

La extensión semisimple de la superálgebra de Poincaré es la versión supersimétrica del
álgebra SSEP introducida en la referencia ([5]). Al igual que en el caso no supersimétrico, la
superálgebra SSEPS tuvo un predecesor no semisimple, la superálgebra de Maxwell [3, 6]. La
extensión semisimple de la superálgebra de Poincaré está compuesta por las rotaciones Jab,
las traslaciones P a, las transformaciones de supersimetŕıa Qα y por los generadores tensoriales

67
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Zab. Este conjunto de generadores satisface las siguientes relaciones de (anti)-conmutación:

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac (5.1)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b (5.2)

[P a,P b] = cZab (5.3)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac (5.4)

[Zab,P c] =
4a2

c
(ηbcP a − ηacP b) (5.5)

[Zab,Zcd] =
4a2

c
[ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac] (5.6){

Qα,Qβ

}
= −d

[
2a

c
(ΓaC)αβ P a +

(
σabC

)
αβ

Zab

]
(5.7)

[Jab,Qα] = − (σabQ)α (5.8)

[P a,Qα] = a (ΓaQ)α (5.9)

[Zab,Qα] = −4a2

c
(σabQ)α , (5.10)

donde a, c y d son constantes, σab = 1
4

[Γa,Γb], con Γa matrices de Dirac1.
Para D = 3 las constantes de estructura pueden ser levemente modificadas manteniendo todas
las propiedades de la superálgebra (5.1-5.10).
Las relaciones de (anti)-conmutación que incluyen al generador fermiónico consideremos la
siguiente generalización

{
Qα,Qβ

}
= −d

[
µ

2a

c
(γaC)αβ P a + ν

(
σabC

)
αβ

Zab

]
(5.11)

[Jab,Qα] = χ (σabQ)α (5.12)

[P a,Qα] = τa (γaQ)α (5.13)

[Zab,Qα] = ζ
4a2

c
(σabQ)α (5.14)

Con µ, ν, χ, τ , ζ constantes por ahora arbitrarias y las matrices gamma γ están definidas en
el apéndice [B].
Consideremos las condiciones que imponen las identidades de Jacobi sobre estas constantes.

1Ver apéndice [B]
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La identidad de Jacobi QQP{
Qα,

[
Qβ,P a

]}
+
[
P a,

{
Qα,Qβ

}]
−
{
Qβ, [P a,Qα]

}
= 0 (5.15){

Qα,−τa (γaQ)β

}
+
[
P a,−d

(
µ (γcC)αβ P c + ν

(
σcdC

)
αβ

Zcd

)]
−
{
Qβ, τa (γaQ)α

}
= 0

− aτ (γa)
λ
β {Qα,Qλ} − dµ (γcC)αβ [P a,P c]− dν

(
σcdC

)
αβ

[P a,Zcd]− aτ (γa)
λ
α

{
Qβ,Qλ

}
= 0

− aτ (γa)
λ
β

(
µ (γcC)αλP c + ν

(
σcdC

)
αλ

Zcd

)
+ µ (γcC)αβ Zac + ν

(
σcdC

)
αβ

(ηcaP d − ηdaP c)

− aτ (γa)
λ
α

(
µ (γcC)βλP c + ν

(
σcdC

)
βλ

Zcd

)
= 0

− aµτ (γaγ
cC)βαP c + aντ

(
γaC

(
σT
)cd)

βα
Zcd + µ (γcC)αβ Zac + 2ν (σ c

a C)αβ P c

− aµτ (γaγ
cC)αβ P c + aντ

(
γaC

(
σT
)cd)

αβ
Zcd = 0 . (5.16)

Los términos proporcionales a los boost AdS aśı como los proporcionales a los generadores Zab

deben anularse de manera independiente. Tomando aquellos que contienen algún generador Z
se obtiene

2aντ
(
γaC

(
σT
)01)

αβ
Z01 + 2aντ

(
γaC

(
σT
)12)

αβ
Z12 + 2aντ

(
γaC

(
σT
)20)

αβ
Z20+

µ
(
γ0C

)
αβ

Za0 + µ
(
γ1C

)
αβ

Za1 + µ
(
γ2C

)
αβ

Za2 = 0

− aντ (γaσx)αβ Z01 + aντ (γa)αβ Z12 + aντ (γaσz)αβ Z20+

− µ (1)αβ Za0 + µ (σz)αβ Za1 − µ (σx)αβ Za2 = 0 ,

evaluando el caso a = 0

− 2aντ (σz)Z01 − 2aντ (σx)Z20 + µ (σz)Z01 − µ (σx)Z02 = 0 , (5.17)

de donde se obtiene que
ντ + µ = 0 , (5.18)

esta relación es re-obtenida como condición para los casos a = 1 y a = 2. De los términos
proporcionales a los boosts en (5.16) se obtiene queb

µτ + ν = 0 , (5.19)

Siguiendo el mismo procedimiento, la identidad de Jacobi QQJ{
Qα,

[
Qβ,Jab

]}
+
[
Jab,

{
Qα,Qβ

}]
−
{
Qβ, [Jab,Qα]

}
= 0 , (5.20)

no entrega información adicional, se anula idénticamente. La identidad QQZ{
Qα,

[
Qβ,Zab

]}
+
[
Zab,

{
Qα,Qβ

}]
−
{
Qβ, [Zab,Qα]

}
= 0 , (5.21)

conduce a
ζ = −1 . (5.22)

La identidad QPP

[Qα, [P a,P b]] + [P b, [Qα,P a]] + [P a, [P b,Qα]] = 0 , (5.23)
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requiere que
τ = ±1 . (5.24)

La identidad QJP

[Qα, [Jab,P c]] + [P c, [Qα,Jab]] + [Jab, [P c,Qα]] = 0 , (5.25)

fija a
χ = −1 . , (5.26)

La identidad QQQ establece restricciones sobre las entradas en las matrices γ, pero como estas
fueron elegidas como las matrices de Pauli desde el comienzo, y estas satisfacen los requerimien-
tos por construcción, la identidad se anula idénticamente. El resto de las identidades con un
Q también se anulan sin restricciones adicionales. Resumiendo las relaciones de conmutación
(5.1-5.6) junto a las relaciones (5.11-5.14) conforman la extensión semisimple de la superálgebra
de Poincaré, solo si

χ = ζ = −1 µ = ±ν y τ = ±1 (5.27)

donde se considero (5.22) y (5.26), y se resolvió (5.18), (5.19) usando (5.24).
La estructura (5.1-5.10) se recupera si se eligen

µ = ν = 1 y τ = +1 . (5.28)

En lo que sigue del caṕıtulo se utilizará la siguiente convención

µ = −ν = 1 y τ = −1 , (5.29)

está elección es útil a la hora de construir la acción Chern-Simons para esta simetŕıa. Expĺıci-
tamente el álgebra que se usará de este punto en adelante es

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac (5.30)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b (5.31)

[P a,P b] = cZab (5.32)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac (5.33)

[Zab,P c] =
4a2

c
(ηbcP a − ηacP b) (5.34)

[Zab,Zcd] =
4a2

c
[ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac] (5.35){

Qα,Qβ

}
= −d

[
2a

c
(γaC)αβ P a −

(
σabC

)
αβ

Zab

]
(5.36)

[Jab,Qα] = − (σabQ)α (5.37)

[P a,Qα] = −a (γaQ)α (5.38)

[Zab,Qα] = −4a2

c
(σabQ)α (5.39)

Es posible escribir la extensión semisimple del álgebra de Poincaré en una base diferente.
Definiendo los generadores N ab como

N ab ≡ Jab −
c

4a2
Zab , (5.40)



5.2. S-EXPANSION OF THE ANTI-DE-SITTER SUPERALGEBRA 71

los generadores {Lab,La} como

Lab =
c

4a2
Zab, La3 = −L3a ≡

1

2a
P a ≡ La , (5.41)

y los generadores

Q′α ≡
1

2a

√
c

2d
Qα , (5.42)

la extensión semisimple de la superálgebra de Poincaré (5.30-5.39) toma la forma

[N ab,N cd] = ηadN bc + ηbcN ad − ηacN bd − ηbdN ac (5.43)

[Lab,Lcd] = ηadLbc + ηbcLad − ηacLbd − ηbdLac (5.44)

[Lab,Lc] = ηbcLa − ηacLb (5.45)

[La,Lb] = Lab (5.46)

[N ab,Lcd] = 0 (5.47)

[N ab,Lc] = 0. (5.48){
Q′α,Q

′
β

}
=

1

2

[(
σabC

)
αβ

Lab − (γaC)αβ La

]
(5.49)

[Lab,Q
′
α] = − (σabQ

′)α (5.50)

[La,Q
′
α] = −1

2
(γaQ

′)α (5.51)

[N ab,Q
′
α] = 0 (5.52)

Donde se ve que los generadores N ab generan el álgebra de Lorentz so (2, 1), y los genera-
dores {Lab,La,Q

′
α} generan el álgebra osp (2|1) ⊗ sp (2), la cual genera al grupo de śıme-

tria de la superálgebra AdS N = 1 en D = 3. El álgebra (5.43-5.52) es la suma directa
so (2, 1)⊕ osp (2|1)⊗ sp (2) del álgebra de Lorentz en D = 3 y de la superálgebra de Anti-de-
Sitter 3-dimensional con N = 1.

5.2. S-Expansion of the Anti-de-Sitter Superalgebra

En esta sección mostraremos que la extensión semisimple de la superálgebra de Poin-
caré so (2, 1)⊕ osp (2|1)⊗ sp (2) puede ser obtenida a través del procedimiento de S-expansión
aplicado sobre la superálgebra de Anti-de-Sitter conN = 1, osp (2|1)⊗sp (2), utilizando el semi-
grupo apropiado [12, 13]. Para aplicar la S-expansión comenzamos con dividir la superálgebra
de AdS en subespacios de la siguiente manera G = osp (2|1)⊗ sp (2) = V0⊕ V1⊕ V2 , donde V0
corresponde a la subálgebra de Lorentz so (2, 1) generada por J̄ab, V1 corresponde a las tras-
laciones de supersimetŕıa generadas por Qα y V2 corresponde a los boosts de AdS generados

por P̃a.

Los generadores J̃ab, Q̃α , P̃a satisfacen las siguientes relaciones de conmutación (D = 3)
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[
J̃ab, J̃ cd

]
= ηbcJ̃ad − ηbdJ̃ac − ηacJ̃ bd + ηadJ̃ bc,[

J̃ab, P̃ c

]
= ηcbP̃ a − ηcaP̃ b,[

P̃ a, P̃ b

]
= J̃ab,[

J̃ab, Q̃
]

= −σabQ̃,[
P̃ a, Q̃

]
= −1

2
γaQ̃,{

Q̃α, Q̃β

}
=

1

2

[(
σabC

)
αβ

J̃ab − (γaC)αβ P̃ a

]
.

En función de los subespacios estas relaciones se representan como

[V0, V0] ⊂ V0, [V0, V2] ⊂ V2, [V2, V2] ⊂ V0,

[V0, V1] ⊂ V1, [V2, V1] ⊂ V1, [V1, V1] ⊂ V0 ⊕ V2. (5.53)

El siguiente paso es hallar un semigrupo abeliano S el cual puede ser particionado de manera
resonante respecto a (5.53).

5.2.1. Semigroup SS3

Dadas las caracteŕısticas y similitudes entre el álgebra SSEP y su versión supersimétrica
SSEPS, los mismos semigrupos útiles en la S-expansión revisada en el cápitulo anterior son
útiles para el caso supersimétrico, sin embargo las particiones son diferentes.
Para el semigrupo SS3 =

{
λ0, λ1, λ2, λ3

}
definido, como fue visto anteriormente, por la tabla

multiplicación:
λ0 λ1 λ2 λ3

λ0 λ2 λ3 λ0 λ3
λ1 λ3 λ1 λ3 λ3
λ2 λ0 λ3 λ2 λ3
λ3 λ3 λ3 λ3 λ3

(5.54)

La partición necesaria en la S-expansión en este caso es

S0 =
{
λ1, λ2, λ3

}
, (5.55)

S1 =
{
λ0, λ3

}
, (5.56)

S2 =
{
λ2, λ3

}
. (5.57)

Partición que cumple con ser resonante con la estructura en subespacios de la superálgebra
AdS (resonancia entre las ecuaciones (5.53) y (5.58))

S0 · S0 ⊂ S0, S0 · S2 ⊂ S2, S2 · S2 ⊂ S0

S0 · S1 ⊂ S1, S2 · S1 ⊂ S1, S1 · S1 ⊂ S0 ∩ S2 (5.58)
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Luego
GR = W0 ⊕W1 ⊕W2, (5.59)

es una subálgebra resonante de SS3 × g, 2 donde

W0 = (S0 × V0) =
{
λ1, λ2, λ3

}
⊗
{
J̃ab

}
=
{
λ1J̃ab, λ2J̃ab, λ3J̃ab

}
(5.60)

W1 = (S1 × V1) =
{
λ0, λ3

}
⊗
{
Q̃α

}
=
{
λ0Q̃α, λ3Q̃α

}
(5.61)

W2 = (S2 × V2) =
{
λ2, λ3

}
⊗
{
P̃ a

}
=
{
λ2P̃ a, λ3P̃ a

}
(5.62)

La última etapa es imponer la condición de 0S-reducción λ3×g = 0 sobre GR y renombramos
sus generadores en la forma Jab,1 = λ1J̃ab; Jab,2 = λ2J̃ab; Qα,0 = λ0Q̃α; Pa,2 = λ2P̃ a. Este
procedimiento nos lleva a las siguentes relaciones de conmutación:

[Jab,1,Jcd,1] = λ1λ1

[
J̃ab, J̃ cd

]
= λ1

[
J̃ab, J̃ cd

]
(5.63)

= ηadJbc,1 + ηbcJad,1 − ηacJ bd,1 − ηbdJac,1

[Jab,2,Jcd,2] = λ2λ2

[
J̃ab, J̃ cd

]
= λ2

[
J̃ab, J̃ cd

]
(5.64)

ηadJ bc,2 + ηbcJad,2 − ηacJ bd,2 − ηbdJac,2

[Jab,1,Jcd,2] = λ2λ2

[
J̃ab, J̃ cd

]
= λ3

[
J̃ab, J̃ cd

]
= 0 (5.65)

[Jab,1,Pc,2] = λ1λ2

[
J̃ab, P̃ c

]
= λ3

[
J̃ab, P̃ c

]
= 0 (5.66)

[Jab,2,Pc,2] = λ2λ2

[
J̃ab, P̃ c

]
= λ2

[
J̃ab, P̃ c

]
(5.67)

= ηbcPa,2 − ηacPb,2

[Pa,2,Pb,2] = λ2λ2

[
P̃ a, P̃ b

]
= λ2

[
P̃ a, P̃ b

]
= λ2J̃ab = Jab,2 (5.68)

[
Jab,1,Qα,0

]
= λ1λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
= λ3

[
J̃ab, Q̃α

]
= 0 (5.69)

[
Jab,2,Qα,0

]
= λ2λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
= λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
(5.70)

= −
(
σabQ̃0

)
α

[
Pa,2,Qα,0

]
= λ2λ0

[
P̃ a, Q̃α

]
= λ0

[
P̃ a, Q̃α

]
(5.71)

= −1

2

(
γaQ̃0

)
α

2Ver Teorema IV.2 de la referencia [12]
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Qα,0,Qβ,0

}
= λ0λ0

{
Q̃α, Q̃β

}
= λ2

{
Q̃α, Q̃β

}
(5.72)

=
1

2

[(
σabC

)
αβ

Jab,2 − (γaC)αβ Pa,2

]
en donde se han utilizado las relaciones de conmutaci
on de la superálgebra AdS y la regla de multiplicación del semigrupo (5.54).

A través de la identificación N ab = Jab,1; Lab = Jab,2; La = Pa,2; Q′α = Qα,0; vemos que
el álgebra (5.63-5.72), obtenida por expansión de la superálgebra AdS osp (2|1)⊗ sp (2) , es la
superálgebra (5.43-5.52) so (2, 1) ⊕ osp (2|1) ⊗ sp (2) obtenida por la extensión semisimple de
la superálgebra de Poincaré ref. [5].

5.2.2. Semigroup SS2

Al igual que para la S-expansión que nos conectaba con el álgebra SSEP en este caso el
semigrupo SS2 = {λ0, λ1, λ2} con tabla de multiplicación

λαλβ =

{
λα+β, cuando α + β ≤ 2

λα+β−2, cuando α + β > 2
.

Y con una partición en tres conjuntos S = S0 ∪ S1 ∪ S2, en lugar de dos,

S0 = {λ0, λ2} ,
S1 = {λ1} ,
S2 = {λ2} .

Resulta estar en resonancia con la partición elegida para la superálgebra AdS, ya que satisface

S0 · S0 ⊂ S0,

S0 · S1 ⊂ S1,

S0 · S2 ⊂ S2,

S1 · S1 ⊂ S0 ∩ S2,

S1 · S2 ⊂ S1,

S2 · S2 ⊂ S2.

Y por lo tanto
GR = W0 ⊕W1 ⊕W2, (5.73)

es una subálgebra resonante de SS2 × g, donde

W0 = (S0 × V0) = {λ0, λ2} ⊗
{
J̃ab

}
=
{
λ0J̃ab, λ2J̃ab

}
(5.74)

W1 = (S1 × V1) = {λ1} ⊗
{
Q̃α

}
=
{
λ1Q̃α

}
(5.75)

W2 = (S2 × V2) = {λ2} ⊗
{
P̃ a

}
=
{
λ2P̃ a

}
(5.76)
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Renombrando los generadores de la subálgebra resonante como

Jab = λ0J̃ab,

Q = λ1Q̃,

Zab = λ2J̃ab,

P a = λ2P̃ a.

Se obtienen las siguientes relaciones de conmutación

[Jab,J cd] = ηbcJad − ηbdJac − ηacJ bd + ηadJ bc,

[Jab,Zcd] = ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc,

[Zab,Zcd] = ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc,

[Jab,P c] = ηcbP a − ηcaP b,

[Zab,P c] = ηcbP a − ηcaP b,

[P a,P b] = Zab,

[Jab,Q] = −σabQ,
[Zab,Q] = −σabQ,

[P a,Q] = −1

2
γaQ,{

Qα,Qβ

}
=

1

2

[(
σabC

)
αβ

Zab − (γaC)αβ P a

]
.

Como fue visto en el cápitulo [4], las tablas de multiplicación de los semigrupos SS3 y SS2
están relacionadas, el cual se vuelve expĺıcito cuando consideramos a SS2 un anillo y efectuamos
el cambio de base siguiente

λ̄1 = λ0 − λ2,
λ̄2 = λ2,

λ̄0 = λ1,

Lo que nos lleva a tabla de multiplicación para SS2 de la forma

λ̄0 λ̄1 λ̄2
λ̄0 λ̄2 0 λ̄0
λ̄1 0 λ̄1 0
λ̄2 λ̄0 0 λ̄2

La cual es equivalente a la tabla de multiplicación (5.54) del semigrupo SS3 identificando al 0
aditivo del anillo SS2 con el elemento cero multiplicativo (λ3) del semigrpo SS3.

5.3. Operadores de Casimir para SSEPS.

5.3.1. Operadores de Casimir de segundo orden para la superálgebra
AdS.

Usando el método de S-expansión se obtienen los tensores invariantes para el álgebra
SSEPS, lo cual nos permite construir una acción más general de supergravedad Chern-Simons
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en (2 + 1)-dimensiones.
Usando el método introducido en la ref. [12], es posible obtener operadores de Casimir del
álgebra G a partir de operadores de Casimir del álgebra g. En este caso particular, es necesario
tener los operadores de la superálgebra AdS para luego obtener los operadores de Casimir de
la superálgebra so (2, 1)⊕ osp (2|1)⊗ sp (2).

Los tensores invariantes para la superálgebra AdS son [33, 35, 37, 38]〈
J̃abJ̃ cd

〉
= µ̃0 (ηadηbc − ηacηbd) , (5.77)〈

J̃abP̃ c

〉
= µ̃1εabc , (5.78)〈

P̃ aP̃ b

〉
= µ̃0ηab , (5.79)〈

Q̃αQ̃β

〉
= (µ̃0 − µ̃1)Cαβ. , (5.80)

que también representan las componentes de la métrica de Killing de la superálgebra AdS

kab,cd = µ̃0 (ηadηbc − ηacηbd) , (5.81)

kab,c = kc,ab = µ̃1εabc , (5.82)

ka,b = µ̃0ηab , (5.83)

kα,β = (µ̃0 − µ̃1)Cαβ . (5.84)

Para conocer las componentes de la inversa de la métrica de Killing utilizamos

T A = kACk
CBTB. , (5.85)

para los generadores de la subálgebra de Lorentz

J̃ab = kab,mnk
mn,cdJ̃ cd + kab,mk

m,cdJ̃ cd + kab,mk
m,cP̃ c , (5.86)

donde es necesario que

ka,b = 0 (5.87)

y

J̃ab = µ̃0 (ηanηbm − ηamηbn) kmn,cdJ̃ cd + µ̃1εabmk
m,cdJ̃ cd

= µ̃0

(
k ,cd
ba − k ,cd

ab

)
J̃ cd + µ̃1εabmk

m,cdJ̃ cd

= 2µ̃0k
,cd

ba J̃ cd + µ̃1εabmk
m,cdJ̃ cd . (5.88)

Eligiendo

kab,cd = αη[ab][cd] (5.89)

km,cd = βεmcd (5.90)
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en (5.88)

J̃ab = −2αµ̃0δ
cd
baJ̃ cd + βµ̃1εabmε

mcdJ̃ cd

= −2αµ̃0δ
cd
baJ̃ cd − βµ̃1δ

mcd
abmJ̃ cd

= −2αµ̃0δ
cd
baJ̃ cd − (3− 2)!βµ̃1δ

cd
abJ̃ cd

= −4αµ̃0J̃ ba − 2βµ̃1J̃ab

= 2 (2αµ̃0 − βµ̃1) J̃ab

2αµ̃0 − βµ̃1 =
1

2

β =
1

µ̃1

(
2αµ̃0 −

1

2

)
(5.91)

Para los boost AdS

P̃ a = ka,mk
m,bP̃ b + ka,mnk

mn,bP̃ b + ka,mnk
mn,cdJ̃ cd (5.92)

lo que implica que α = 0. Considerando (5.87) se tiene que

P̃ a = ka,mnk
mn,bP̃ b

= µ̃1εamnk
mn,bP̃ b . (5.93)

De (5.90) y (5.91) se obtiene

P̃ a = µ̃1εamn

(
− 1

2µ̃1

)
εmnbP̃ b

=
1

2
δbmnamnP̃ b

=
1

2
(3− 1)!δbaP̃ b

= P̃ a .

Para el generador de supersimetŕıa

Q̃α = kα,γk
γ,βQ̃β

= (µ̃0 − µ̃1)Cαγk
γ,βQ̃β ,

donde es natural considerar que

kα,β = − 1

µ̃0 − µ̃1

Cαβ .

Resumiendo

kab,c = − 1

2µ̃1

εabc

kα,β = − 1

µ̃0 − µ̃1

Cαβ .
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Por lo tanto

Π = − 1

2µ̃1

εabc
(
J̃abP̃ c + P̃ cJ̃ab

)
− 1

µ̃0 − µ̃1

CαβQ̃αQ̃β ,

Es un operador de Casimir bilineal, util y fundamental en la construcción de lagrangeanos
Chern-Simons de 3 dimensiones.
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5.3.2. Operadores de Casimir de segundo orden para SSEPS

De la referencia [12] se sabe que el operador de Casimir para un álgebra de Lie S-expandida
es definido a partir del álgebra de partida g como

Π = mαβΠABT (A,α)T (B,β),

con ΠAB las compoenentes del operador de Casimir del álgebra g y mαβ la matriz imversa de
mαβ ≡ αγK

γ
αβ . Para el anillo SS2 los 2-selectores pueden ser representados por

K 0
αβ =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

K 1
αβ =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 ,

K 2
αβ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 1

 .

Con esta estructura en los 2-selectores, la métrica mαβ para SS2 es de la forma

mαβ = αλK
λ

αβ

=

 α0 α1 α2

α1 α2 α1

α2 α1 α2

 ,

Cuya inversa viene siendo

mαβ =
1

detmαβ

 α2
2 − α2

1 0 − (α2
2 − α2

1)
0 α2 (α0 − α2) −α1 (α0 − α2)

− (α2
2 − α2

1) −α1 (α0 − α2) α0α2 − α2
1

 ,

con
detmαβ = (α0 − α2) (α2 + α1) (α2 − α1) 6= 0 .

Finalmente obtenemos que el operador de Casimir cuadrático para la superálgebra SSEPS es
de la forma

Π = m02Πab,cJabP c +m20Πc,abP cJab +m22Πab,cZabP c +m22Πc,abP cZab +m11ΠαβQQ,

=
(
α2
2 − α2

1

) 1

2µ̃1

εabc (JabP c + P cJab)−
(
α0α2 − α2

1

) 1

2µ̃1

εabc (ZabP c + P cZab)

− α2 (α0 − α2)
1

µ̃0 − µ̃1

QQ̄

=
(
α2
2 − α2

1

) 1

2µ̃1

εabc (JabP c + P cJab)−
(
α0α2 − α2

1

) 1

2µ̃1

εabc (ZabP c + P cZab)

−
(
α2α0 − α2

2

) 1

µ̃0 − µ̃1

QQ̄ .
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Definiendo

α = −
(
α2α0 − α2

2

)
,

β = −
(
α2α0 − α2

1

)
,

se obtiene que

Π = (α− β)
1

2µ̃1

εabc (JabP c + P cJab) + β
1

2µ̃1

εabc (ZabP c + P cZab) + α
1

µ̃0 − µ̃1

QQ̄

= α

[
1

2µ̃1

εabc (JabP c + P cJab) +
1

µ̃0 − µ̃1

QQ̄

]
+

β

2µ̃1

εabc [ZabP c + P cZab − JabP c − P cJab]

=
α

µ̃1

[
1

2
εabc (JabP c + P cJab) +

1

1− µ̃0
µ̃1

QQ̄

]
+

β

2µ̃1

εabc [ZabP c + P cZab − JabP c − P cJab] .

Por lo tanto se tienen dos operadores de Casimir cuadráticos independientes.

C1 =
1

2
εabc (JabP c + P cJab) +

1

1− µ̃0
µ̃1

QQ̄,

C2 = εabc [ZabP c + P cZab − JabP c − P cJab] .

5.4. Acción Chern-Simons para la superálgebra SSEPS

en (2 + 1)-dimensiones.

Para la construcción del lagrangeano Chern-Simons de la extensión semisimple de la su-
perálgebra de Poincaré en (2+1)-dimensiones, es necesario conocer tensores invariantes, simétri-
cos y bilineales asociados a esta álgebra. Una de las caracterśiticas más importantes del pro-
cedimiento de S-expansión es que nos permite obtener los tensores invariantes del álgebra de
llegada G a partir de los tensores invariantes del álgebra de partida g. En la primera parte de
esta sección son obtenidos dichos tensores invariantes a partir de los asociados a la superálgebra
AdS. En la segunda parte es contruido un lagrangeano Chern-Simons cuya 1-forma conexión
esta valuada en la extensión semisimple de la superálgebra de Poincaré.

5.4.1. Tensores invariantes bilineales para la superálgebra SSEPS

Los tensores invariantes de la superálgebra AdS son [38]〈
J̃abJ̃ cd

〉
= µ̃0 (ηadηbc − ηacηbd) , (5.94)〈

J̃abP̃ c

〉
= µ̃1εabc , (5.95)〈

P̃ aP̃ b

〉
= µ̃0ηab , (5.96)〈

Q̃αQ̃β

〉
= (µ̃0 − µ̃1)Cαβ . (5.97)
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Del procedimiento de S-expansión se tiene que los tensores invariantes y simétricos de la su-
perálgebra SSEPS son 3

〈N abN cd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (5.98)

〈LabLcd〉 = α2 (ηadηbc − ηacηbd) (5.99)

〈LabLc3〉 = α1εabc (5.100)

〈La3Lb3〉 = α2ηab (5.101)〈
Q′αQ

′
β

〉
= (α2 − α1)Cαβ. (5.102)

5.4.2. Acción Chern-Simons para supergravedad con simetŕıa de
gauge SSEPS en (2 + 1)-dimensiones.

Como fue expuesto en el cápitulo dos, la forma de Chern-Simons en (2 + 1)-dimensiones es
definido como

L2+1
CS = 2k

∫ 1

0

dt
〈
A
(
tdA+ t2A2

)〉
= k

〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
, (5.103)

donde para nuestro problema la 1-forma conexión esta valuada en la extensión semisimple de
la superálgebra de Poincaré (5.43-5.52), luego puede ser escrita como

A =
1

2
$abN ab +

1

2
ωABLAB + ψαQ′α =

1

2
$abN ab +

1

2
ωabLab + ωa3La3 + ψαQ′α. (5.104)

Por simplicidad a la hora de calcular, y en analogia al caso no supersimétrico, introducimos la
notación $ = 1

2
$abN ab, ω = 1

2
ωabLab,

ϕ = ωa3La3, ψ = ψαQ′α, tal que
A = $ + ω + ϕ+ ψ. (5.105)

Por lo tanto〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
=

〈
($ + ω + ϕ+ ψ)

(
d$ + dω + dϕ+ ψ +

2

3
($ + ω + ϕ+ ψ)2

)〉
.

(5.106)
Teniendo en consideración que los únicos tensores invariantes distintos de cero son los de las
ecuaciones (5.98-5.102) se llega a que〈

AdA+
2

3
A3

〉
=

〈
$d$ +

1

3
$ [$,$]

〉
(5.107)

+

〈
ωdω +

1

3
ω [ω, ω] + ϕdϕ+

1

3
ω [ϕ, ϕ] +

2

3
ϕ [ω, ϕ]

〉
+

〈
ϕdω + ωdϕ+

1

3
ϕ [ω, ω] +

2

3
ω [ϕ, ω] +

1

3
ϕ [ϕ, ϕ]

〉
+

〈
ψdψ +

1

3
ω {ψ, ψ}+

2

3
ψ[ω, ψ] +

1

3
ϕ {ψ, ψ}+

2

3
ψ[ϕ, ψ]

〉
.

3Ver teorema V II,2 de [12]
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Definiendo las 2-formas curvaturas

R̃ = d$ +$$ = d$ +
1

2
[$,$] (5.108)

R = dω + ωω = dω +
1

2
[ω, ω]

T = dϕ+ [ω, ϕ] ,

e introduciendo la derivada convariante

Dψ = dψ + [A− ψ, ψ] = dψ + [$,ψ] + [ω, ψ] + [ϕ, ψ] , (5.109)

en la ecuación (5.107) se obtiene que la acción Chern-Simons para la extensión semisimple de
la superálgebra de Poincaré, en la base {N ab,LCD,Qα}, es

S
(2+1)
CS = k

∫
1

2
α0$

a
c

(
d$c

a +
2

3
$c

d$
d
a

)
+ α1εabc

(
Rabωc3 +

1

3
ωa3ωb3ωc3

)
+ (α1 − α2)ψ

αDψα

− α2Dω
a3ω3

a +
1

2
α2ω

a
c

(
dωca +

2

3
ωcdω

d
a

)
− d

{
α1

1

2
εabcω

abωc3
}
, (5.110)

donde además fueron reemplazados los tensores invariantes (5.98-5.102).
Definiendo

ωa3 = ea/l , y utilizando (5.111)

Dωω
a3 = (Dωea) /l = T a/l , (5.112)

obtenemos que

S
(2+1)
CS = k

∫
1

2
α0$

a
c

(
d$c

a +
2

3
$c

d$
d
a

)

+
α1k

l

∫
M

εabc

(
Rabec +

1

3l2
eaebec

)
+ ψαDψα −

1

2

∫
∂M

εabcω
abec


+

1

2
α2k

∫ [
ωac

(
dωca +

2

3
ωcdω

d
a

)
+

2

l2
eaT

a − 2ψαDψα

]
. (5.113)



Caṕıtulo 6

(Super)-gravedad Chern-Simons de
Maxwell

En los caṕıtulos [4] y [5] se consigue conectar mediante el proceso de S-expansión
al álgebra y (super)-álgebra Anti-de-Sitter con las álgebras SSEP y SSEPS res-
pectivamente, en ambos casos, bosónico y supersimétrico, los generadores Zab origi-
nales de las álgebras de Maxwell no se encuentran presentes (producto del cambio
de base) y no es posible aplicar el ĺımite (a→ 0) en (4.3-4.8) y (5.1-5.10), después
de la S-expansión, para reobtener tensores invariantes o un lagrangeano para las
álgebras de Maxwell. En el presente caṕıtulo se obtienen acciones tanto para el álge-
bra como para la superálgebra de Maxwell, en ambos casos se combina el proceso
de S-expansión y contracciones de Inönü-Wigner [29]. Para mayores detalles ver
referencia [45].

6.1. Una acción para gravedad de Maxwell

En esta sección se revisa el caso no supersimétrico. Como primera etapa se mostrará que el
álgebra SSEP con base {Jab, Zab, Pa} se puede obtener como una S-expansión del álgebra Anti-
de-Sitter a través del semigrupo ({0, 1},∧). En la siguiente etapa se efectuará un reescalamiento
en los generadores del álgebra para utilizar una contracción tipo Inönü-Wigner, sin aplicar el
ĺımite correspondiente en el parámetro de la contracción. Luego se construirán los tensores
invariantes y un lagrangeano Chern-Simons para SSEP para D = 3. Finalmente se aplicará el
ĺımite correspondiente para, desde los resultados obtenidos para SSEP , desembocar en los
correspondientes al álgebra de Maxwell.

83
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6.1.1. Álgebra de Maxwell

El álgebra de Maxwell se obtiene al tomar el ĺımite a→ 0 en (4.3-4.8), expĺıcitamente

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac , (6.1)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b , (6.2)

[P a,P b] = Zab , (6.3)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac , (6.4)

[Zab,P c] = 0 , (6.5)

[Zab,Zcd] = 0 . (6.6)

Donde se elige c = +1. En la referencia [22] se obtuvo una acción a partir de una conexión
valuada en el álgebra de Maxwell en D = 4, esta acción se presenta como una propuesta a
solucionar el problema de la constante cosmológica [25], [26], sin embargo el lagrangeano no es
invariante bajo el álgebra de Maxwell sino solo bajo la subálgebra de Lorentz.

6.1.2. SSEP con base {Jab, Zab, Pa} como una S-expansión de AdS

Para conectar el álgebra AdS con el álgebra SSEP (4.3-4.8) utilizaremos un semigrupo de
dos elementos conocido como ({0, 1},∧).

Semigrupo ({0, 1},∧)

Existen tres semigrupos abelianos de dos elementos [40],[41], estos son:

El semigrupo trivial, con número lexicográfico N = 0.

El semigrupo Z2, con número lexicográfico N = 3, utilizado en la referencia [13] para
conectar mediante S-expansión el álgebra de Lorentz con el álgebra AdS en D = 3.

El semigrupo ({0, 1},∧), con número lexicográfico N = 1.

La S-expansión generada a través del semigrupo ({0, 1},∧) será denotada 1-expansión. Expĺıci-
tamente este semigrupo tiene la siguiente tabla de Cayley

N = 1 λ0 λ1
λ0 λ0 λ0
λ1 λ0 λ1

(6.7)

1-expansión del álgebra AdS

Como punto de partida tenemos el álgebra Anti-de-Sitter so(D − 1, 2)

[
J̄ab, J̄ cd

]
= ηadJ̄ bc + ηbcJ̄ad − ηacJ̄ bd − ηbdJ̄ac (6.8)[

J̄ab, P̄ c

]
= ηcbP̄ a − ηcaP̄ b (6.9)[

P̄ a, P̄ b

]
= J̄ab . (6.10)
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En esta S-expansión se elige la misma de separación en subespacios utilizada en el caṕıtulo
[4], donde los generadores J̄ab de rotaciones de Lorentz, subálgebra so(D − 1, 1), conforman el
espacio V0 y los generadores P̄ a de los boosts de AdS, conforman el espacio V1, aśı el álgebra
g de Anti-de-Sitter queda expresada como

g = V0 ⊕ V1 , (6.11)

la estructura

[V0, V0] ⊂ V0 , (6.12)

[V0, V1] ⊂ V1 , (6.13)

[V1, V1] ⊂ V0 . (6.14)

Es directo demostrar que el semigrupo ({0, 1},∧) con tabla de multiplicación (6.7) y partición
S = S0 ∪ S1 con

S0 = {λ0, λ1} , (6.15)

S1 = {λ0} , (6.16)

satisface las relaciones

S0 · S0 ⊂ S0 (6.17)

S0 · S1 ⊂ S1 (6.18)

S1 · S1 ⊂ S0 (6.19)

y que por lo tanto es resonante con el álgebra AdS en la partición (6.11), (6.12-6.14).
Elegidas las particiones y semigrupo se puede construir el álgebra resonante 1

GR = W0 ⊕W1 , (6.20)

subálgebra de G = ({0, 1},∧)× so(D − 1, 2), donde

W0 = (S0 × V0) = {λ0, λ1} ⊗
{
J̄ab

}
=
{
λ0J̄ab, λ1J̄ab

}
W1 = (S1 × V1) = {λ0} ⊗

{
P̄ a

}
=
{
λ0P̄ a

}
Renombrando los generadores de la subálgebra resonante como Jab,0 = λ0J̄ab; Jab,1 = λ1J̄ab; y
P a,0 = λ0P̄ a, utilizando las relaciones de conmutación del álgebra AdS y la tabla de multipli-
cación (6.7) se obtiene que

[Jab,0,J cd,0] = λ0λ0
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ0

[
J̄ab, J̄ cd

]
(6.21)

= ηadJ bc,0 + ηbcJad,0 − ηacJ bd,0 − ηbdJac,0

[Jab,1,J cd,1] = λ1λ1
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ1

[
J̄ab, J̄ cd

]
(6.22)

=ηadJ bc,1 + ηbcJad,1 − ηacJ bd,1 − ηbdJac,1

1Teorema IV.2 de la referencia [12]
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[Jab,0,J cd,1] = λ0λ1
[
J̄ab, J̄ cd

]
= λ0

[
J̄ab, J̄ cd

]
= ηadJ bc,0 + ηbcJad,0 − ηacJ bd,0 − ηbdJac,0 (6.23)

[Jab,0,P c,0] = λ0λ0
[
J̄ab, P̄ c

]
= λ0

[
J̄ab, P̄ c

]
= ηcbP a,0 − ηacP b,0 (6.24)

[Jab,1,P c,0] = λ1λ0
[
J̄ab, P̄ c

]
= λ0

[
J̄ab, P̄ c

]
(6.25)

= ηbcP a,0 − ηacP b,0

[P a,0,P b,0] = λ0λ0
[
P̄ a, P̄ b

]
= λ0

[
P̄ a, P̄ b

]
= λ0J̄ab = Jab,0 (6.26)

Renombrando los generadores como Jab = Jab,1; Zab = Jab,0; y P a = P a,0 se obtiene

[Jab,J cd] = ηbcJad − ηbdJac − ηacJ bd + ηadJ bc , (6.27)

[Jab,P c] = ηcbP a − ηcaP b , (6.28)

[P a,P b] = Zab , (6.29)

[Zab,Zcd] = ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc , (6.30)

[Jab,Zcd] = ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc , (6.31)

[Zab,P c] = ηcbP a − ηcaP b , (6.32)

La cual es la extensión semisimple del álgebra de Poincaré en su base original {Jab,Zab,P a.

Tensores invariantes para el álgebra SSEP

Como se mostro en la sección [3.1.5] es posible construir los tensores invariantes para la
álgebra S-expandida a partir de los tensores invariantes del álgebra de partida. Para el caso del
álgebra de Anti-de-Sitter se tienen los siguientes tres tensores invariantes〈

J̄abJ̄ cd

〉
= ᾱ (ηadηbc − ηacηbd) , (6.33)〈

J̄abP̄ c

〉
= β̄εabc , (6.34)〈

P̄ aP̄ b

〉
= ᾱηab , (6.35)

con ᾱ y β̄ constantes arbitrarias. A partir de estos tensores invariantes (6.33-6.35) y la tabla de
Cayley del semigrupo ({0, 1},∧) (6.7) se obtienen para SSEP los siguientes tensores invariantes

〈JabJ cd〉 = α1 (ηadηbc − ηacηbd) (6.36)

〈ZabZcd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.37)

〈JabZcd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.38)

〈JabP c〉 = β0εabc (6.39)

〈ZabP c〉 = β0εabc (6.40)

〈P aP b〉 = α0ηab , (6.41)

donde nuevamente α0, α1 y β0 son constantes arbitrarias.



6.1. UNA ACCIÓN PARA GRAVEDAD DE MAXWELL 87

6.1.3. Conexión entre el álgebra SSEP y el álgebra de Maxwell v́ıa
contracción de IW

Rescalamiento de los generadores del álgebra de Maxwell

Consideraremos los reescalamientos presentados en la referencia [29] para la contracción de
Inönü-Wigner, estos son

Zab → λ2Zab , y Pa → λPa . (6.42)

Con estos reescalamientos el álgebra SSEP en las ecuaciones (6.27-6.32) toma la siguiente
estructura

[Jab,J cd] = ηbcJad − ηbdJac − ηacJ bd + ηadJ bc, (6.43)

[Jab,P c] = ηcbP a − ηcaP b, (6.44)

[P a,P b] = Zab, (6.45)

[Zab,Zcd] = λ−2 (ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc) , (6.46)

[Jab,Zcd] = ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc, (6.47)

[Zab,P c] = λ−2(ηcbP a − ηcaP b), , (6.48)

la cual en el ĺımite λ−1 → 0 2 nos conduce al álgebra de Maxwell (6.1-6.6). No se tomará el lḿite
en el parámetro λ ya que el objetivo es construir un lagrangeano para el álgebra de Maxwell, y
para esto resulta necesario tomar el ĺımite luego de construido el lagrangeano correspondiente.

Reescalamiento en los tensores invariantes

Una de las dificultades para construir un lagrangeano Chern-Simons de Maxwell a partir del
álgebra SSEP es el hecho de que el ĺımite paramétrico que conecta ambas álgebras generaba
lagrangeanos (casi) triviales 3. Este problema se puede resolver aprovechando la arbitrariedad
de las constantes en los tensores invariantes, reescalándolas junto con los generadores, evitando
la anulación de varios términos. Es interesante notar que el reescalamiento que soluciona el pro-
blema (de la obtención de lagrangeanos triviales) es único y que además genera una estructura
“resonante” entre el álgebra y los tensores invariantes, como se mostrará a continuación.
En los tensores invariantes se debe reescalar, además de los generadores, las constantes α0 y β0
en (6.36-6.41) de la siguiente manera4

α0 → λ2α0 (6.49)

β0 → λβ0 , (6.50)

obteniendo
〈JabJ cd〉 = α1 (ηadηbc − ηacηbd) (6.51)

〈ZabZcd〉 = λ−2α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.52)

〈JabZcd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.53)

2Este ĺımite es equivalente al ĺımite a→ 0 introducido en la referencia [5]
3Con pocos términos distintos de cero
4Teniendo en consideración que la constante α0 proviene del invariante de Pontrjagin y que la constante β0

del invariante de Euler, y existiendo una relación cuadrática entre ellos, se podŕıa pensar que la elección del
reescalamiento en las constantes contiene un significado geométrico
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〈JabP c〉 = β0εabc (6.54)

〈ZabP c〉 = λ−2β0εabc (6.55)

〈P aP b〉 = α0ηab (6.56)

Al comparar la estructura de los tensores invariantes en función del parámetro λ en (6.51-6.56)
se puede apreciar una especie de resonancia con la estructura del álgebra en (6.43-6.48).

6.1.4. Acción Chern-Simons para el álgebra de Maxwell en D = 3

Para la construcción de un lagrangeano con simetŕıa local el álgebra de Maxwell se comienza
introduciendo la 1-forma conexión A valuada en el álgebra

A =
1

2
ωabJab +

1

2
BabZab +

1

l
eaP a . (6.57)

Donde ωab = ωabµ dx
mu es la 1-forma conexión de esṕın, ea = eaµdx

µ el vielbein y Bab = Bab
µ dx

mu

el campo de gauge correspondiente al generador Zab. En D = 3 el lagrangeano Chern-Simons
viene dado por [34, 35]

L2+1
CS = k

〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
(6.58)

donde en este caso 〈· · · 〉 representa una forma, en este caso, bilineal en los generadores, simétrica
e invariante bajo la acción del grupo. Evaluando (6.57) en (6.130) y utilizando los tensores
invariantes (6.51-6.56) obtenidos mediante el proceso de S-expansión

S
(2+1)
CS =

∫
L
(2+1)
CS = k

∫
β0
l
εabc

[(
Rab +

λ−2

3l2
eaeb

)
ec + λ−2

(
dBab + λ−2Ba

dB
db + 2ωadB

db
)
ec
]

+ α0

[
Ba

b

(
Rb

a + λ−2ωbcB
c
a

)
+

1

l2
ea
(
T a + λ−2B b

a eb
)

+
λ−2

2

(
Ba

bdB
b
a +

2λ−2

3
Ba

bB
b
cB

c
a

)]
+
α1

2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
− 1

2
d

(
α0ω

a
bB

b
a +

β0
l
εabcω

abec +
λ−2β0
l

εabcB
abec
)
. (6.59)

donde

Rab = dωab + ωadω
db , (6.60)

T a = dea + ω b
a eb . (6.61)

Tomando el ĺımite λ→ 1 se obtiene una acción para gravedad invariante bajo el álgebra SSEP
en su base original, que puede ser comparada con aquella presentada en referencia [28], la cual
en este caso viene dada por

S
(2+1)
CS = k

∫
β0
l
εabc

(
Rab + F ab +

1

3l2
eaeb

)
ec +

α1

2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
+ α0

[
Ba

b

(
Rb

a + ωbcB
c
a

)
+

1

l2
ea
(
T a +B b

a eb
)

+
1

2

(
Ba

bdB
b
a +

2

3
Ba

bB
b
cB

c
a

)]
− 1

2
d

(
α0ω

a
bB

b
a +

β0
l
εabcω

abec +
β0
l
εabcB

abec
)
. (6.62)
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donde
F ab ≡ dBab +Ba

dB
db + 2ωadB

db . (6.63)

Finalmente tomando el λ−1 → 0 obtenemos la acción invariante para el álgebra de Maxwell

S2+1
CS = k

∫
β0
l
εabcR

abec+α0

(
Ba

bR
b
a +

1

l2
eaTa

)
+
α1

2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
−1

2
d

(
α0ω

a
bB

b
a +

β0
l
εabcω

abec
)
. (6.64)

Esta fue acción obtenida también mediante el método de S-expansión para el caso D = 5
utilizando el semigrupo S

(2)
E sobre el álgebra AdS5 en referencia [42], para D = 3 el cálculo es

directo. A pesar de que el método presentado en este caṕıtulo es más extenso, tiene la ventaja
de que es directamente generalizable al caso supersimétrico, como se mostrará a continuación.
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6.1.5. Superálgebra de Maxwell N = 1

La superálgebra de Maxwell se obtiene al tomar el ĺımite a→ 0 en (5.1-5.10), expĺıcitamente
viene dada por

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac (6.65)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b (6.66)

[P a,P b] = Zab (6.67)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac (6.68)

[Zab,P c] = 0 (6.69)

[Zab,Zcd] = 0 (6.70){
Qα,Qβ

}
=

1

2

(
σabC

)
αβ

Zab (6.71)

[Jab,Qα] = − (σabQ)α (6.72)

[P a,Qα] = 0 (6.73)

[Zab,Qα] = 0 , (6.74)

Donde se elige c = +1 y d = −1
2
, y donde σab = 1

4
[Γa,Γb], con Γa matrices de Dirac.

En referencia [22] se proponen generalizar su resultado, no supersimétrico, en D = 4 a una
acción invariante bajo la superálgebra de Maxweel propuesta en [6], la cual posee a diferencia
del álgebra (-) dos cargas supersimétricas en lugar de una.

6.1.6. SSEPS con base {Jab, Zab, Pa, Qα} como una S-expansión de
SAdS

Para conectar mediante S-expansión la superálgebra de AdS con la superálgebra SSEPS
se utilizará el mismo semigrupo que para el caso no supersimétrico, es decir el semigrupo
({0, 1},∧).

1-expansión del álgebra SAdS

Como punto de partida tenemos el álgebra Anti-de-Sitter N = 15, generada por J̃ab, P̃ a, Q̃
donde [

J̃ab, J̃ cd

]
= ηbcJ̃ad − ηbdJ̃ac − ηacJ̃ bd + ηadJ̃ bc,[

J̃ab, P̃ c

]
= ηcbP̃ a − ηcaP̃ b,[

P̃ a, P̃ b

]
= J̃ab,[

J̃ab, Q̃
]

= −σabQ̃,[
P̃ a, Q̃

]
= −1

2
γaQ̃,{

Q̃α, Q̃β

}
=

1

2

[(
σabC

)
αβ

J̃ab − (γaC)αβ P̃ a

]
.

5Isomorfa a osp (2|1)⊗ sp (2) en D = 3
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En este caso se elige la misma de separación en subespacios utilizada en el caṕıtulo [5],
donde los generadores J̄ab de las rotaciones de Lorentz, subálgebra so(D − 1, 1), conforman el
espacio V0, los generadores de supersimetŕıa Q′α el espacio V1 y los boost de AdS P̄ a el espacio
V2, aśı el álgebra g de Anti-de-Sitter en D = 3 queda expresada como

g = osp (2|1)⊗ sp (2) = V0 ⊕ V1 ⊕ V2 . (6.75)

La superálgebra de Anti-de-Sitter en función de los subespacios es de la forma

[V0, V0] ⊂ V0, [V0, V2] ⊂ V2, [V2, V2] ⊂ V0,

[V0, V1] ⊂ V1, [V2, V1] ⊂ V1, [V1, V1] ⊂ V0 ⊕ V2. (6.76)

En este caso la partición para el semigrupo ({0, 1},∧) es de la siguiente manera: S = S0∪S1∪S2

con

S0 = {λ0, λ1} , (6.77)

S1 = {λ0} (6.78)

S2 = {λ0} , (6.79)

la cual es directo demostrar esta en resonancia con la partición elegida de la superálgebra de
AdS (6.75).
Elegidas las particiones y el semigrupo se puede construir el álgebra resonante 6

GR = W0 ⊕W1 ⊕W2 , (6.80)

subálgebra de G = ({0, 1},∧)× SAdS, donde

W0 = (S0 × V0) = {λ0, λ1} ⊗
{
J̃
}

=
{
λ0J̃ab, λ1J̃ab

}
W1 = (S1 × V1) = {λ0} ⊗

{
P̃ a

}
=
{
λ0P̃ a

}
W2 = (S2 × V2) = {λ0} ⊗

{
Q̃α

}
=
{
λ0Q̃α

}
Renombrando los generadores de la subálgebra resonante como Jab,0 = λ0J̃ab; Jab,1 = λ1J̃ab;

Qα,0 = λ0Q̃α; y P a,0 = λ0P̃ a, utilizando las relaciones de conmutación de la superálgebra AdS
y la tabla de multiplicación (6.7) se obtiene que

[Jab,0,J cd,0] = λ0λ0

[
J̃ab, J̃ cd

]
= λ0

[
J̃ab, J̃ cd

]
(6.81)

= ηadJ bc,0 + ηbcJad,0 − ηacJ bd,0 − ηbdJac,0

[Jab,1,J cd,1] = λ1λ1

[
J̃ab, J̃ cd

]
= λ1

[
J̃ab, J̃ cd

]
(6.82)

=ηadJ bc,1 + ηbcJad,1 − ηacJ bd,1 − ηbdJac,1

6Teorema IV.2 de la referencia [12]
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[Jab,0,J cd,1] = λ0λ1

[
J̃ab, J̃ cd

]
= λ0

[
J̃ab, J̃ cd

]
= ηadJ bc,0 + ηbcJad,0 − ηacJ bd,0 − ηbdJac,0 (6.83)

[Jab,0,P c,0] = λ0λ0

[
J̃ab, P̃ c

]
= λ0

[
J̃ab, P̃ c

]
= ηcbP a,0 − ηacP b,0 (6.84)

[Jab,1,P c,0] = λ1λ0

[
J̃ab, P̃ c

]
= λ0

[
J̃ab, P̃ c

]
(6.85)

= ηbcP a,0 − ηacP b,0

[P a,0,P b,0] = λ0λ0

[
P̃ a, P̃ b

]
= λ0

[
P̃ a, P̃ b

]
= λ0J̃ab = Jab,0 (6.86)

[
Jab,0,Qα,0

]
= λ0λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
= λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
= − (σabQ0)α

[
Jab,1,Qα,0

]
= λ1λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
= λ0

[
J̃ab, Q̃α

]
(6.87)

= − (σabQ0)α[
Pa,0,Qα,0

]
= λ0λ0

[
P̃ a, Q̃α

]
= λ0

[
P̃ a, Q̃α

]
(6.88)

= −1

2
(γaQ0)α{

Qα,0,Qβ,0

}
= λ0λ0

{
Q̃α, Q̃β

}
= λ0

{
Q̃α, Q̃β

}
(6.89)

=
1

2

[(
σabC

)
αβ

Jab,0 − (γaC)αβ Pa,0

]
Renombrando los generadores como Jab = Jab,1; Zab = Jab,0; Qα = Qα,0; y P a = P a,0 se

obtiene

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac (6.90)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b (6.91)

[P a,P b] = Zab (6.92)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac (6.93)

[Zab,P c] = ηbcP a − ηacP b (6.94)

[Zab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac (6.95){
Qα,Qβ

}
=

1

2

[(
σabC

)
αβ

Zab − (γaC)αβ P a

]
(6.96)

[Jab,Qα] = − (σabQ)α (6.97)

[P a,Qα] = −1

2
(γaQ)α (6.98)

[Zab,Qα] = − (σabQ)α , (6.99)
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La cual es la extensión semisimple de la superálgebra de Poincaré en su base original
{Jab,Zab,P a,Qα}.

Tensores invariantes para el álgebra SSEP

Se sabe que el álgebra de Anti-de-Sitter posee los siguientes tensores invariantes [38]

〈
J̄abJ̄ cd

〉
= ᾱ (ηadηbc − ηacηbd) , (6.100)〈

J̄abP̄ c

〉
= β̄εabc , (6.101)〈

P̄ aP̄ b

〉
= ᾱηab , (6.102)〈

QαQβ

〉
= (ᾱ− β̄)Cαβ . (6.103)

con ᾱ y β̄ constantes arbitrarias. A partir de estos tensores invariantes (6.100-6.103) y la
tabla de Cayley del semigrupo ({0, 1},∧) (6.7) se obtienen para SSEPS los siguientes tensores
invariantes

〈JabJ cd〉 = α1 (ηadηbc − ηacηbd) (6.104)

〈ZabZcd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.105)

〈JabZcd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.106)

〈JabP c〉 = β0εabc (6.107)

〈ZabP c〉 = β0εabc (6.108)

〈P aP b〉 = α0ηab (6.109)

〈
QαQβ

〉
= (α0 − β0)Cαβ , (6.110)

Donde nuevamente α0, α1 y β0 son constantes arbitrarias.

6.1.7. Superálgebra de Maxwell v́ıa contracción de IW de la su-
perálgebra SSEPS

Rescalamiento de los generadores de la superálgebra de Maxwell

Consideraremos los reescalamientos presentados en la referencia [29] para la contracción de
Inönü-Wigner, estos son

Zab → λ2Zab , Pa → λPa , y Qα → λQα . (6.111)
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Con estos reescalamientos la superálgebra SSEPS en las ecuaciones (-) toma la siguiente
estructura

[Jab,J cd] = ηbcJad − ηbdJac − ηacJ bd + ηadJ bc, (6.112)

[Jab,P c] = ηcbP a − ηcaP b, (6.113)

[P a,P b] = Zab, (6.114)

[Zab,Zcd] = λ−2 (ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc) , (6.115)

[Jab,Zcd] = ηbcZad − ηbdZac − ηacZbd + ηadZbc, (6.116)

[Zab,P c] = λ−2(ηcbP a − ηcaP b), (6.117)

[Jab,Qα] = −(σabQ)α, (6.118)

[Zab,Qα] = −λ−2(σabQ)α, (6.119)

[P a,Qα] = −λ
−1

2
(γaQ)α, (6.120){

Qα,Qβ

}
=

1

2

[(
σabC

)
αβ

Zab − λ−1 (γaC)αβ P a

]
. (6.121)

la cual en el ĺımite λ−1 → 0 7 nos conduce a la superálgebra de Maxwell (6.1.5-6.1.5). Al igual
que en el caso no supersimétrico el lḿite en el parámetro λ no será tomado hasta después de
la construcción del lagrangeano Chern-Simons.

Reescalamiento en los tensores invariantes

Al igual que en el caso anterior los tensores invariantes serán reescalados, además de por
los generadores, por las constantes α0 y β0, el reescalamiento en las constantes es el mismo
aplicado en el caso no supersimétrico (6.49, 6.50), junto al reescalamiento en los generadores
(6.111) los tensores invariantes toman la siguiente estructura

〈JabJ cd〉 = α1 (ηadηbc − ηacηbd) (6.122)

〈ZabZcd〉 = λ−2α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.123)

〈JabZcd〉 = α0 (ηadηbc − ηacηbd) (6.124)

〈JabP c〉 = β0εabc (6.125)

〈ZabP c〉 = λ−2β0εabc (6.126)

〈P aP b〉 = α0ηab (6.127)〈
QαQβ

〉
= (α0 − λ−1β0)Cαβ , (6.128)

Al comparar la estructura de los tensores invariantes en función del parámetro λ en (6.122-
6.128) se puede apreciar, al igual que en el caso no supersimétrico, una especie de resonancia
con la estructura del álgebra en (6.112-6.121).

7Este ĺımite es equivalente al ĺımite a→ 0 introducido en la referencia [5]
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6.1.8. Acción Chern-Simons para el álgebra de Maxwell en D = 3

Para la construcción de un lagrangeano con simetŕıa local la superálgebra de Maxwell se
comienza introduciendo la 1-forma conexión A valuada en el álgebra

A =
1

2
ωabJab +

1

2
BabZab +

1

l
eaP a + ψαQα . (6.129)

Donde ωab = ωabµ dx
mu es la 1-forma conexión de esṕın, ea = eaµdx

µ el vielbein, ψα = ψαµdx
µ

el campo gravitino y Bab = Bab
µ dx

mu el campo de gauge correspondiente al generador Zab.
Considerando esta conexión junto a la superálgebra (6.112-6.121) en el lagrangeano Chern-
Simons D = 3

L2+1
CS = k

〈
A

(
dA+

2

3
A2

)〉
(6.130)

Y utilizando los tensores invariantes (6.122-6.128) se obtiene

S
(2+1)
CS =

∫
L
(2+1)
CS = k

∫
β0
l
εabc

[(
Rab +

λ−2

3l2
eaeb

)
ec + λ−2

(
dBab + λ−2Ba

dB
db + 2ωadB

db
)
ec
]

+ α0

[
Ba

b

(
Rb

a + λ−2ωbcB
c
a

)
+

1

l2
ea
(
Ta + λ−2B b

a e
b
)

+
λ−2

2

(
Ba

bdB
b
a +

2λ−2

3
Ba

bB
b
cB

c
a

)]
+
α1

2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
+
(
λ−1β0 − α0

)
ψα
(
dψα +

1

4
ωab (Γab)

β
α ψβ +

λ−2

4
Bab (Γab)

β
α ψβ +

λ−1

2l
ea (Γa)

β
α ψβ

)
− 1

2
d

(
α0ω

a
bB

b
a +

β0
l
εabcω

abec +
λ−2β0
l

εabcB
abec
)
. (6.131)

donde

Rab = dωab + ωadω
db , (6.132)

T a = dea + ω b
a eb . (6.133)

Tomando el ĺımite λ→ 1 se obtiene una acción para gravedad invariante bajo la superálgebra
SSEPS en su base original, expĺıcitamente

S2+1
CS = k

∫
β0
l
εabc

(
Rab + F ab +

1

3l2
eaeb

)
ec

+ α0

[
Ba

b

(
Rb

a + ωbcB
c
a

)
+

1

l2
ea
(
Ta +B b

a e
b
)

+
1

2

(
Ba

bdB
b
a +

2

3
Ba

bB
b
cB

c
a

)]
+ (β0 − α0)ψ

αDψα +
α1

2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
− 1

2
d

(
α0ω

a
bB

b
a +

β0
l
εabcω

abec +
β0
l
εabcB

abec
)
. (6.134)

donde

F ab ≡ dBab +Ba
dB

db + 2ωadB
db (6.135)

D ≡ d+
1

4
ωabΓab +

1

4
BabΓab +

1

2l
eaΓa . (6.136)
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Finalmente tomando el λ−1 → 0 obtenemos la acción invariante para la superálgebra de Maxwell

S2+1
CS =k

∫
β0
l
εabcR

abec + α0

(
Ba

bR
b
a +

1

l2
eaTa − ψαDωψα

)
+
α1

2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
− 1

2
d

(
α0ω

a
bB

b
a +

β0
l
εabcω

abec
)
.

donde

Dω = d+
1

4
ωabΓab . (6.137)

6.2. Superálgebra de Maxwell N= 2 a partir de osp(4|1)
en D = 4

En esta sección se obtiene la superálgebra de Maxwell N= 2 para D = 4 propuesta en la
referencia [22] a partir de la superálgebra de Anti-de-Sitter N= 1 en la misma dimensión

6.2.1. Superálgebra de AdS osp(4|1)

Para el caso en D = 4 se utilizará como punto de partida la superálgebra de AdS osp(4|1)
dada por 8

[
J̃ab, J̃ cd

]
= ηbcJ̃ad − ηbdJ̃ac − ηacJ̃ bd + ηadJ̃ bc,[

J̃ab, P̃ c

]
= ηcbP̃ a − ηcaP̃ b,[

P̃ a, P̃ b

]
= J̃ab,[

J̃ab, Q̃
]

= −σabQ̃,[
P̃ a, Q̃

]
= −1

2
ΓaQ̃,{

Q̃α, Q̃
β
}

= (Γa) β
α P̃ a −

(
σab
) β

α
J̃ab.

Introduciendo los generadores espinoriales derecho e izquierdo

Q̃
±
α =

1

2
(1± iΓ∗)Q̃α , (6.138)

Q̃
±,α

=
1

2
Q̃
α
(1∓ iΓ∗) , (6.139)

8El anticonmutador se diferencia de aquel utilizado en la sección anterior (??) solo en un factor − 1
2 al lado

derecho.
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en esta base la superálgebra de Anti-de-Sitter toma la forma[
J̃ab, J̃ cd

]
= ηbcJ̃ad − ηbdJ̃ac − ηacJ̃ bd + ηadJ̃ bc,[

J̃ab, P̃ c

]
= ηcbP̃ a − ηcaP̃ b,[

P̃ a, P̃ b

]
= J̃ab,[

J̃ab, Q̃
+

α

]
= −σabQ̃

+

α ,[
J̃ab, Q̃

−
α

]
= −σabQ̃

−
α ,[

P̃ a, Q̃
+

α

]
= −1

2
ΓaQ̃

−
α ,[

P̃ a, Q̃
−
α

]
= −1

2
ΓaQ̃

+

α ,{
Q̃
−
α , Q̃

−,β}
=
(
Γa,−

) β

α
P̃ a,{

Q̃
+

α , Q̃
+,β
}

=
(
Γa,+

) β

α
P̃ a,{

Q̃
+

α , Q̃
−,β}

= −
(
σab,+

) β

α
J̃ab,{

Q̃
−
α , Q̃

+,β
}

= −
(
σab,+

) β

α
J̃ab.

6.2.2. S-expansión de la superálgebra AdS

Para la obtención de la superálgebra de Maxwell se utilizará el semigrupo S
(4)
E , con tabla

de multiplicación
λ0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

λ0 λ0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5
λ1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ5
λ2 λ2 λ3 λ4 λ5 λ5 λ5
λ3 λ3 λ4 λ5 λ5 λ5 λ5
λ4 λ4 λ5 λ5 λ5 λ5 λ5
λ5 λ5 λ5 λ5 λ5 λ5 λ5 .

(6.140)

y partición

S0 = {λ0, λ4, λ5} , (6.141)

S1 = {λ1, λ5} , (6.142)

S2 = {λ2, λ5} , (6.143)

S3 = {λ3, λ5} . (6.144)

Para la superálgebra AdS la separación en subespacios es de la siguiente manera: SAdS = G =
V0⊕V1⊕V2⊕V3 , donde V0 corresponde a la subálgebra de Lorentz so (3, 1) generada por J̃ab,

V1 corresponde a las traslaciones de supersimetŕıa derechas generadas por Q̃
+

α , V2 corresponde
a los boosts de AdS generados por P̃a y V3 corresponde a las traslaciones de supersimetŕıa

izquierdas generadas por Q̃
−
α . Con esta partición en subespacios la superálgebra de AdS está en

resonancia con la partición (6.141-6.144) del semigrupo S
(4)
E .
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Luego
GR = W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕W3, (6.145)

es una subálgebra resonante de S
(4)
E × g, 9 donde

W0 = (S0 × V0) = {λ0, λ4, λ5} ⊗
{
J̃ab

}
=
{
λ0J̃ab, λ4J̃ab, λ5J̃ab

}
, (6.146)

W1 = (S1 × V1) = {λ1, λ5} ⊗
{
Q̃

+

α

}
=
{
λ1Q̃

+

α , λ5Q̃
+

α

}
, (6.147)

W2 = (S2 × V2) = {λ3, λ5} ⊗
{
P̃ a

}
=
{
λ3P̃ a, λ5P̃ a

}
, (6.148)

W3 = (S3 × V3) = {λ3, λ5} ⊗
{
Q̃
−
α

}
=
{
λ3Q̃

−
α , λ5Q̃

−
α

}
. (6.149)

Finalmente sobre la subálgebra resonante GR aplicamos 0S-reducción λ5×g = 0GR
, y realizamos

la siguiente identificación

λ0J̃ab → Jab (6.150)

λ4J̃ab → Zab (6.151)

λ1Q̃
+

α → Qα (6.152)

λ2P̃ a → P ab (6.153)

λ3Q̃
− → Σα . (6.154)

La que nos conduce a la superálgebra de Maxwell N= 2

[Jab,J cd] = ηadJ bc + ηbcJad − ηacJ bd − ηbdJac (6.155)

[Jab,P c] = ηbcP a − ηacP b (6.156)

[P a,P b] = Zab (6.157)

[Jab,Zcd] = ηadZbc + ηbcZad − ηacZbd − ηbdZac (6.158)

[Zab,P c] = 0 (6.159)

[Zab,Zcd] = 0 (6.160)

[Jab,Q] = −σabQ (6.161)

[Jab,Σ] = −σabΣ (6.162)

[P a,Q] = −1

2
ΓaΣ (6.163)

[P a,Σ] = 0 (6.164)

[Zab,Q] = 0 (6.165)

[Zab,Σ] = 0 (6.166){
Qα,Q

β
}

=
(
Γa,+

) β

α
P a (6.167){

Σα,Σ
β
}

= (0) β
α (6.168){

Qα,Σ
β
}

= −
(
σab,+

) β

α
Zab (6.169){

Σα,Q
β
}

= −
(
σab,−

) β

α
Zab (6.170)

(6.171)

9Ver Teorema IV.2 de la referencia [12]



Caṕıtulo 7

Conclusiones y comentarios

En este caṕıtulo además de presentar las conclusiones y de resumir los resultados principales
se plantearán algunas de las posibles direcciones y lineas a seguir a futuro a partir del trabajo
aqúı mostrado.
En el caṕıtulo [4] se consiguió obtener la extensión semisimple del álgebra de Poincaré utilizando
el método de S-expansión sobre el álgebra Anti-de-Sitter, fueron reobtenidos los operadores de
Casimir presentados en la referencia [5] y se construyeron tensores invariantes que permitieron la
construcción de un lagrangeano CS en D = 3 invariante bajo el álgebra semisimple extendida
de Poincaré. Este lagrangeano mantiene naturalmente separadas las partes provenientes de
so(D − 1, 1), primera ĺınea en (5.113), de aquellas provenientes de so(D − 1, 2), segunda y
tercera ĺınea en (5.113). Parece prudente afirmar que un CS constrúıdo a partir de un álgebra
que es suma directa de dos o más subálgebras 1 dará como resultado un lagrangeano que es
una suma lagrangeanos menores e independientes de cada subálgebra. Por supuesto existe la
opción de manipular las constantes presentes en el lagrangeano, aquellas arbitrarias, con el fin
de generar interacción entre los términos en el lagrangeano.
En el caṕıtulo [5] se realiza la generalización supersimétrica del trabajo realizado en el caṕıtulo
anterior, una vez más en la construcción del lagrangeano CS quedan sectorizados los términos
asociados al álgebra de Lorentz y aquellos asociados a la superálgebra de Anti-de-Sitter. Los
operadores de Casimir que se obtuvieron en este caso difieren de aquellos obtenidos en la
referencia [5].
En el caṕıtulo [6] se consigue obtener nuevamente el álgebra SSEP a partir del álgebra AdS,
con la diferencia de que el álgebra SSEP se encuentra en su forma original, dependiendo de los
generadores tensoriales Zab y no expĺıcitamente como la suma directa so(D−1, 1)⊕so(D−1, 2).
El lagrangeano obtenido en (6.62), invariante bajo el álgebra SSEP , presenta una estructura
que combina no trivialmente la conexión de esṕın y el vielbein con el campo Bab, asociado con
el generador Zab, en particular si se considera por separado la contribución del invariante de
Euler se obtiene

S
(2+1)
CS = k

∫
β0
l
εabc

(
Rab + F ab +

1

3l2
eaeb

)
ec , (7.1)

el cual modifica la acción de EH con constante cosmológica por la presencia del campo de gauge
Bab. Un trabajo a considerar seŕıa utilizar las relaciones de conmutación (1) − (6) propuestas
en la referencia [28] para el álgebra SSEP 2, con tales relaciones la acción (7.1) seŕıa afectada

1Es decir de la forma (g = g1 ⊕ g2 . . .)
2que se diferencia de la utilizada en esta tesis en constantes
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solo en el término de constante cosmológica y seŕıa una propuesta para solucionar el problema
de la constante cosmológica. Otro camino a seguir seŕıa construir una acción CS invariante
bajo el álgebra (6.27-6.32) en mayores dimensiones, por ejemplo estudiar el caso en D = 5 y
considerar una compactificación dimensional para obtener una acción en D = 4.
En el caṕıtulo [6] se introdujo una nueva forma de aplicar la contracción de Inönü-Wigner en la
construcción del lagrangeano invariante bajo el álgebra y superálgebra de Maxwell, realizando
un reescalamiento no solo en los generadores del (super)-álgebra sino además en los tensores
invariantes a través de las constantes. Es importante hacer la observación de que la elección
del reescalamiento en las constantes es única si se desea construir un lagrangeano con una
estructura simple, que permita entre otras cosas “sumar términos semejantes”.
En este caṕıtulo se presentó también una acción invariante bajo la superálgebra de Maxwell
N= 1 y se obtuvo a través del procedimiento de S-expansión la superálgebra de Maxwell N= 2
presentada en la referencia [6] para dimensión D = 4. Un trabajo en proceso es la obtención de
un lagrangeano en D = 3 invariante bajo la superálgebra de Maxwell propuesta en la referencia
[6]. A futuro seŕıa interesante buscar generalizaciones a D = 5 (o mayores dimensiones) de
acciones invariantes bajo superálgebras de Maxwell.



Apéndice A

Convenciones

A.1. Generalidades

La dimensión del espaciotiempo es denotada con la letra D, para los lagrangeanos en esta
tesis D = 3 en todos los casos. Para las álgebras, D rotula la dimensión de las álgebras de
acuerdo a las dimensiones del espaciotiempo del cual son simetŕıa.

A lo largo de la tesis los ı́ndices rotulan de la siguiente manera:

Las letras mayúsculas (A,B,C, ...) denotan ı́ndices de un álgebra general en los caṕıtulos
[2] y [3], e ı́ndices del álgebra AdS en los caṕıtulos [4] y [5].

Las letras minúsculas (a, b, c, ...) denotan ı́ndices del álgebra de Lorentz.

Las letras griegas (µ, ν, λ, ...) denotan ı́ndices espaciotemporales, con la componente µ = 0
la coordenada temporal. En el caṕıtulo [2] denotan también los ı́ndices de las coordenadas
la variedad base.

Las letras latinas minúsculas (i, j, k, ...) denotan ı́ndices espaciales. En el caṕıtulo [2]
rotulan además vecindades sobre la variedad base.

Las letras griegas (α, β, γ, ...) denotan ı́ndices de los elementos de un semigrupo.

La métrica del espaciotiempo AdS viene dada por

ηAB =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (A.1)

Con A,B = 0.,3.
A partir del caṕıtulo [??] los generadores de cualquier (super)-álgebra son denotados con ne-
grita.
Los generadores para las álgebras que aparecen en esta tesis son denotados como 1

1En orden de aparición en la tesis.
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Jab, Zab, P a son los generadores de la extensión semisimple del álgebra de Poincaré (SSEP )
en su forma original.

N ab, LAB son los generadores de la extensión semisimple del álgebra de Poincaré en su
forma ssep = so(D − 1, 1)⊕ so(D − 1, 2).

J̄ab, P̄ a son los generadores del álgebra AdS.

Jab, Zab, P a, Qα (ó Q′α) son los generadores de la extensión semisimple de la superálgebra
de Poincaré (SSEPS) N = 1 en su forma original.

N ab, Lab, La, Q
′
α son los generadores de la extensión semisimple de la superálgebra de

Ponincaré para N = 1, D = 3 en su forma sseps = so(2, 1)⊕ osp(2|1)⊗ sp(2).

J̃ab, P̃ a, Q̃α son los generadores de la superálgebra AdS.

El śımbolo de Levi-Civita ε toma el valor +1 para

ε012 = +1 = −ε012 (A.2)



Apéndice B

Matrices Gamma

B.1. Definiciones y propiedades generales

Las matrices gamma en cualquier dimensión D = t + s, con t dimensiones temporales y s
dimensiones espaciales satisfacen el álgebra de Clifford

ΓaΓb + ΓbΓa = 2ηab , (B.1)

Donde la métrica es η = diag(−1 . . .− 1 + 1 . . . + 1), con t elementos diagonales −1 y luego s
elementos diagonales +1.
Una representación de las matrices gamma en un espacio con signtura euclidiana es dado por
el siguiente conjunto

Γ1 = σx ⊗ 1⊗ 1⊗ . . . (B.2)

Γ2 = σy ⊗ 1⊗ 1⊗ . . . (B.3)

Γ3 = σz ⊗ σx ⊗ 1⊗ . . . (B.4)

Γ4 = σz ⊗ σy ⊗ 1⊗ . . . (B.5)

Γ5 = σz ⊗ σz ⊗ σx ⊗ . . . (B.6)

Γ6 = σz ⊗ σz ⊗ σy ⊗ . . . (B.7)

...
... (B.8)

Donde σx, σy y σz son las matrices de Pauli

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
y σz =

(
1 0
0 −1

)
, (B.9)

las cuales son hermı́ticas y satisfacen

(σx)
2 = (σy)

2 = (σz)
2 = −iσxσyσz = 1 (B.10)

[σi, σj] = 2εijkσk . (B.11)

Las matrices gamma en (B.2-B.7) son hermı́ticas. En dimensiones pares son una representación
2D/2-dimensional y en dimensiones impares una representación 2(D−1)/2-dimensional. Para di-
mensiones impares la última matriz (por ej. Γ5 para D = 5) debe considerarse sin el último σx.
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Para una representación en espacios con signatura no euclideana, de dimensión D = t+ s, cada
una de las t matrices gamma asociadas a coordenadas temporales se multiplica por i. Aśı las
matrices tipo tiempo se vuelven antihermı́ticas y las tipo espacio se mantienen hermı́ticas

Γ†t = −Γ†t , Γ†s = Γ†s . (B.12)

En dimensiones pares es posible construir un set completo de matrices gamma de 2D/2 × 2D/2

{Γ(n)} con n = 0, 1, . . . , D con

Γ(n) = Γa1a2...an = Γ[a1 Γa2 . . .Γan] , (B.13)

con la última matriz conocida como ΓD+1 ó Γ∗, expĺıcitamente

Γ∗ = ΓD+1 = (−i)D/2+t Γ1 . . .ΓD , (B.14)

la cual conmuta con todas las matrices gamma Γa. En dimensiones impares la matriz ΓD+1,
definida como (B.14) es proporcional a la identidad 1.En dimensiones pares es posible definir
dos proyecciones espinoriales a través de la matriz Γ∗. Dado un espinor λ se definen sus espinores
izquierdo (L) y derecho (R) de la siguiente manera

λL =
1

2
(1 + Γ∗)λ y λR =

1

2
(1− Γ∗)λ . (B.15)

Se define la matriz conjugación de carga como

CT = εC , (B.16)

con ε = ±1 y donde

ΓTa = −ρCΓaC
−1 , y

(
CΓ(n)

)T
= −ε(−1)n(n−1)/2 (−ρ)nCΓ(n) , (B.17)

La regla de simetŕıa de las matrices CΓn es mod 4, es decir, es igual para caso (n+ 4) que para
el caso (n). Los valores de ε y ρ son definidos según las matrices CΓn sean simétricas (S) o
antisimétricas (A) en cada dimensión. Estos valores son resumidos en la referencia [39] en la
siguiente tabla

D (mod 8) S A ε ρ

0 0, 3 2, 1 −1 +1
0, 1 2, 3 −1 −1

1 0, 1 2, 3 −1 −1
2 1, 0 3, 2 −1 −1

1, 2 3, 0 +1 +1
3 1, 2 0, 3 +1 +1
4 2, 1 0, 3 +1 +1

2, 3 0, 1 +1 −1
5 2, 3 0, 1 +1 −1
6 3, 2 1, 0 +1 −1

3, 0 1, 2 −1 +1
7 0, 3 1, 2 −1 +1

(B.18)
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B.2. Indices espinoriales

Las componentes del espinor son definidas con el ı́ndice abajo, es decir, las componentes del
espinor λ vienen dadas por λα. Las componentes del espinor de Majorana conjugado estarán
definidas con el ı́ndice arriba, es decir λ → λα. Luego la acción de las matrices gamma sobre
espinores: Γaλ, viene dada por

(Γaλ)α = (Γa)
β

α λβ , (B.19)

y por lo tanto el producto entre dos matrices gamma respeta el mismo orden de los ı́ndices

(ΓaΓb)
β

α = (Γa)
σ

α (Γb)
β

σ . (B.20)

Para describir la simetŕıa o antisimetŕıa de una matriz gamma, ésta debe ser representada con
ambos ı́ndices abajo o arriba, para esto es necesario utilizar la matriz conjugación de carga

(Γa)
β
α → (CΓa)

αβ = Cασ (Γa)
β

σ . (B.21)

La matriz conjugación de carga hace el papel de métrica para los ı́ndices espinoriales, pero
debido a que puede ser antisimétrica, se debe respetar el siguiente orden para subir y bajar los
ı́ndices

λα = Cαβλβ λα = λβCβα
1 . (B.22)

Además se satisface
CαβCσβ = δασ . (B.23)

Se utilizará también la matriz σab definida como

σab =
1

2
Γab =

1

4
[Γa,Γb] (B.24)

B.3. Caso D = 2 + 1

De acuerdo con (B.2-B.4) en D = 3 las matrices gamma son

Γ1 = σx (B.25)

Γ2 = σy (B.26)

Γ3 = σz (B.27)

se dejará tipo tiempo a Γ2, luego renombrando2

iΓ2 → γ0 = iσy (B.28)

Γ1 → γ1 = σx (B.29)

Γ3 → γ2 = σz . (B.30)

En D = 3 es útil la identidad
γab = −2εabcγ

c . (B.31)

1Estrictamente la matriz Cαβ es CT y la matriz Cαβ es C−1

2Para el caso D = 3 la notación de las matrices gamma es con minúscula(γ).
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La matriz conjugación de carga es

Cαβ =

(
0 1
−1 0

)
= Cαβ . (B.32)

Además

CT = −C (B.33)

γTa = −C−1γaC . (B.34)



Apéndice C

Métrica de Cartan y forma de Killing

Dada un álgebra de Lie g con base {Ta} y constantes de estructura C c
ab ,

[Ta, Tb] = C c
ab Tc , (C.1)

la métrica de Killing-Cartan gab es definida como la contracción

gab = gba ≡ C e
ad C d

be . (C.2)

Esta métrica puede ser utilizada para subir y bajar los ı́ndices del álgebra, por ejemplo

Cabc = C d
ab gdc , (C.3)

las cuales se puede demostrar, a través de las identidades de Jacobi, son totalmente antisimétri-
cas en sus ı́ndices.
La métrica de Killing es singular para álgebras abelianas, en cuyo caso no es posible definir una
inversa. En los casos en que la métrica sea regular es posible definir su inversa gab de forma que

gabgbc = δac . (C.4)

A partir de la métrica de Killing-Cartan se puede definir un producto entre los elementos del
álgebra, en particular entre dos elementos de la base:

〈T a,T b〉 = gab . (C.5)

El producto entre dos elementos arbitrarios del álgebra M = MaT a, N = NaT a viene dado
por

〈M ,N〉 =
〈
MaT a, N

bT b

〉
= gabM

aN b . (C.6)

y es conocido como forma de Killing. Este producto, también es denotado B(M,N) ó solo
(M,N ). La forma de Killing es una forma bilineal simétrica pero no es definida positiva y por
lo tanto tampoco un producto escalar usual.
En la representación adjunta R, donde

R (T a)
c
b ≡ C c

ab , (C.7)
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la forma de Killing toma la forma

〈M ,N〉 = gabM
aN b (C.8)

= C e
ad C d

be MaN b (C.9)

= R (T a)
e
d M

aR (T b)
d
e N

b (C.10)

= R (M ) ed R (N ) de , (C.11)

ó
〈M ,N〉 = Tr (R (M)R (N )) (C.12)



Bibliograf́ıa

[1] L. O’Raifeartaigh & N. Straumann, Gauge theory: Historical origins and some modern
developments, Rev. Mod. Phys. 72 (2000) 1.

[2] S. Chern, J. Simons, Characteristic Forms and Geometric Invariants, Ann.of Math. (2) 99
(1974) 48.

[3] D. V. Soroka & V. A. Soroka, Phys. Lett. B607 (2005) 302; hep-th/0410012.

[4] S.A. Duplij, D. V. Soroka & V. A. Soroka, J. Kharkov National Univ. No.664 (2005),
Physical series ”Nuclei, Particles, Fields”, Issue 2/27/, p. 12.

[5] D. V. Soroka & V. A. Soroka, Adv. High Energy Phys. 2009 (2009) 234147; hep-th/0605251

[6] S. Bonanos, J. Gomis, K. Kamimura & J. Lukierski Maxwell Superalgebra and Super-
particles in Constant Gauge Backgrounds, Phys. Rev. Lett. 104 (2010) 090401; hep-
th/0911.5072

[7] M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, Institute of Physics Publishing, 2nd edition
(2003).

[8] T. Eguchi, P.B. Gilkey, A. J. Hanson., Gravitation, gauge theories and differential geometry,
Phys.Rept. 66 (1980) 213.

[9] R. L. Mills & C. N. Yang, Conservation of Isotopic Spin and Isotopic Gauge Invariance,
Phys. Rev. 96 (1954) 191.

[10] Chern, Shiing-Shen, On the curvatura integra in Riemannian manifold, Annals of Mathe-
matics 46 (1945): 674-684.
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