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Resumen

La presente tesis explora y analiza la teoŕıa de Einstein minimalmente acoplada
a un campo de Maxwell en un espaciotiempo de tres dimensiones con constante cos-
mológica negativa. Las soluciones de esta teoŕıa poseen un comportamiento asintóti-
co relajado en comparación al propuesto por Brown y Henneaux lo cual obscurece
el análisis de sus cargas conservadas. Sin embargo, en el contexto del formalismo
Hamiltoniano, se demuestra que la variación de los generadores canónicos asociados
a los vectores de Killing asintóticos es finita cuando se requiere que estos generen la
derivada de Lie de los campos. Las integrales de superficie asociadas a los generado-
res canónicos adquieren entonces contribuciones expĺıcitas provenientes del campo
electromagnético, y se vuelven bien definidas siempre y cuando satisfagan ciertas
condiciones de integrabilidad.

Se mostrará además, que existe un conjunto de condiciones de borde etiquetadas
por una constante sin variación el cual es compatible con el grupo conforme de
manera tal que el álgebra de los generadores canónicos está dada por la suma directa
de dos copias del álgebra de Virasoro con la extensión central estándar.

Alternativamente, el mismo conjunto de condiciones de borde es obtenido al
requerir su compatibilidad con las simetŕıas de Lorentz y de escalamientos para
soluciones estacionarias y circularmente simétricas de la teoŕıa.

Notablemente, para este conjunto de condiciones de borde se encuentra que el
espectro de enerǵıa del agujero negro con rotación y carga eléctrica es no negativo, y
además, para un valor fijo de la masa, la carga eléctrica adquiere una cota superior.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la actualidad conocemos cuatro interacciones fundamentales: débil, fuerte,
electromagnética y gravitacional. Mientras que el rango de acción de las interacciones
débil y fuerte se restringe a los núcleos atómicos, es decir, al orden de los femtómetros
(1 fm = 1× 10−15m), el rango de acción para las interacciones electromagnética y
gravitacional es infinito. Por otra parte, se observa que las interacciones débil, fuerte
y electromagnética poseen un esquema de cuantización en el cual incluso pueden ser
unificadas, mientras que la interacción gravitacional ha planteado uno de los mayores
retos de la f́ısica contemporánea: la descripción del campo gravitacional a un nivel
microscópico.

Aunque este problema aún no está resuelto, ha habido diferentes propuestas como
supergravedad, teoŕıa de cuerdas, gravedad cuántica de lazos y la correspondencia
entre teoŕıas de gauge y gravedad (véase, por ejemplo, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13] y [14]). Algunas de estas propuestas persiguen un objetivo aún más ambicioso:
construir una única teoŕıa que describa a la materia y sus interacciones. Sin embargo,
debido a que ninguna de las propuestas es completamente satisfactoria, una parte
de la comunidad ha seguido en paralelo un camino más modesto, enfocándose en
“ modelos de juguete” que capturen los aspectos claves del campo gravitacional.
Por ejemplo, Relatividad General formulada en 3 dimensiones resulta ser mucho
más simple que su contraparte cuadridimensional, y por lo tanto, muchas cosas
pueden aprenderse.

En el caso de Relatividad General con constante cosmológica negativa en tres
dimensiones, los agujeros negros son obtenidos a través de identificaciones en el
espacio AdS3 [15, 16]. Esta simplicidad es heredada por la propuesta de Strominger
[17] para el conteo microscópico del crecimiento asintótico del número de estados
de un agujero negro, el cual permitió recuperar la entroṕıa de Bekenstein-Hawking
en términos de la fórmula de Cardy. Esta idea se basa en el conocido resultado
de Brown y Henneaux [18], el cual establece que las simetŕıas asintóticas de la
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Relatividad General con Λ < 0 en tres dimensiones son generadas por el álgebra del
grupo conforme en dos dimensiones con una extensión central precisa. este resultado
sugiere naturalmente que una teoŕıa cuántica de la gravitación en tres dimensiones
seŕıa descrita en términos de una teoŕıa de campo conforme en dos dimensiones.

En este contexto, el conocimiento preciso del comportamiento de los campos y
de la estructura del espaciotiempo en la región asintótica donde se realizan las medi-
ciones cobra relevancia. En Relatividad General el rol de las propiedades asintóticas
del espaciotiempo resulta ser crucial debido a la ausencia de una noción local de
enerǵıa [19]. Es por esta razón que surge la necesidad de una definición adecuada
de cantidades conservadas, las cuales deben ser finitas y que resulta ser indispensa-
ble para discriminar entre configuraciones que son f́ısicas de las que no lo son. En
otras palabras, es el primer chequeo que una solución exacta debe satisfacer para
determinar si es f́ısicamente realizable. La existencia de soluciones bien comportadas
también puede ser usada para discriminar entre distintas teoŕıas de la gravedad [20].

En la actualidad, se conocen algunos ejemplos interesantes donde los campos
de materia pueden modificar el comportamiento asintótico estándar de la métrica,
de manera que el decaimiento es más lento que el de la Relatividad General en el
vaćıo [18, 21, 22]. En los casos explorados en [23, 24, 25, 26, 27], el campo escalar
adquiere un decaimiento muy lento en infinito, lo cual genera una fuerte backreaction
(i.e., una fuerte respuesta por parte del campo gravitacional) de manera tal que las
condiciones asintóticas estándar de AdS se tengan que relajar. Como consecuencia,
el espacio de soluciones admisibles se agranda de manera tal que incluye agujeros
negros con pelo [23, 26, 28, 29, 30], solitones e instantones [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37].

El plan de trabajo es el siguiente. En la sección (2) se hace un repaso de los as-
pectos más generales de la gravitación en 2+1-dimensiones, en particular, se muestra
el rol de las condiciones asintóticas propuestas por Brown y Henneaux en la defi-
nición de la enerǵıa para la solución de agujero negro BTZ. Además se hace una
introducción a la teoŕıa de Einstein-Maxwell en 2+1-dimensiones y se repasa de ma-
nera general los aspectos claves de la solución de agujero negro con rotación y carga
eléctrica descubierta de manera independiente en [38], [39].

En la sección (3) se analiza una clase de soluciones estacionarias y circularmente
simétricas para la teoŕıa de Einstein-Maxwell en 2+1-dimensiones. En el contexto
del formalismo Hamiltoniano, se muestra que es posible construir cargas conserva-
das finitas mediante una elección particular de multiplicador de Lagrange para el
campo electromagnético. Estas cargas conservadas reciben contribuciones expĺıcitas
provenientes del campo electromagnético y además se estudia la compatibilidad de
las condiciones de borde consistentes con la integrabilidad de la enerǵıa con las si-
metŕıas de Lorentz y de escalamientos. Finalmente se muestra que para una elección
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especial de condiciones de borde compatibles con las simetŕıas de Lorentz y de es-
calamientos, el espectro de enerǵıa del agujero negro con rotación y carga eléctrica
es no negativo y además, que para un valor fijo de la masa existe una cota superior
en la carga eléctrica de la solución.

En la sección (4) se estudia la estructura asintótica de la teoŕıa de Einstein-
Maxwell en tres dimensiones con constante cosmológica negativa. Se muestra que a
pesar de que el comportamiento asintótico de los campos es relajado con respecto
a las condiciones de Brown-Henneaux, la variación de los generadores canónicos
asociados a los vectores de Killing asintóticos resulta ser finita cuando se exige que
generen la derivada de Lie de los campos. Se muestra además que las integrales de
superficie están bien definidas siempre y cuando satisfagan ciertas condiciones de
integrabilidad, las cuales relacionan funcionalmente a los términos dominantes de la
forma asintótica del campo electromagnético. Si se exige la compatibilidad de las
condiciones de borde con el grupo conforme entonces se obtiene un conjunto especial
de condiciones de borde, el cual coincide con el conjunto de condiciones de borde
encontrados previamente en la sección (3).

Notablemente, el álgebra de los generadores canónicos está dada por la suma
directa de dos copias del álgebra de Virasoro con carga central y U (1). En la sección
(5) concluimos con algunos comentarios y observaciones.
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Caṕıtulo 2

Gravitación en 2+1-dimensiones

Si la Gravitación corresponde a una interacción fundamental entonces debeŕıa
ser susceptible de admitir una descripción cuántica, es decir, la descripción del cam-
po gravitacional a un nivel microscópico. Esta premisa ha resultado ser uno de los
problemas más desafiantes de la f́ısica teórica y luego de un siglo aún permanece sin
respuesta. Es en este contexto entonces que resulta natural preguntarse por modelos
más simples que capturen las caracteŕısticas fundamentales de la Relatividad Gene-
ral, pero sin las complicaciones asociadas a esta. Una de las posibilidades consiste en
el estudio de la Relatividad General en diversas dimensiones para poder determinar
si los aspectos relevantes de la teoŕıa son genéricos o sólo un accidente en cuatro
dimensiones.

2.1. Relatividad General

La Relatividad General es una teoŕıa que describe al campo gravitacional en
términos de la dinámica de la geometŕıa del espaciotiempo. En esta teoŕıa, el espacio-
tiempo es una variedad pseudo RiemannianaM dotada de una métrica Lorentziana
gµν y es descrita por la acción de Einstein-Hilbert dada por

IEH =
1

2κ

ˆ

M
dDx
√−g (R− 2Λ) + Imat , (2.1)

donde D es la dimensión del espaciotiempo, κ está relacionada con la constante
Newton según κ = 8πG, Λ es la constante cosmológica y Imat corresponde a la
acción que describe a los campos de materia. Además consideraremos unidades tales
que la constante de Planck y la velocidad de la luz son iguales a la unidad, es decir,
~ = c = 1.
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2.1.1. Comportamiento asintótico de la Relatividad General
con constante cosmológica negativa

Una simetŕıa asintótica corresponde a una transformación de coordenadas que
deja la clase de métricas bajo consideración dentro de la misma familia. El compor-
tamiento asintótico para Relatividad General con constante cosmológica negativa
ha sido ampliamente estudiado en el contexto de simetŕıas, cargas conservadas y la
correspondencia AdS/CFT [18, 21, 22, 40, 12].

El comportamiento asintótico de la métrica para D ≥ 3 está dado por [21, 22]

∆grr = O
(
r−(D+1)

)
,

∆grm = O
(
r−D

)
,

∆gmn = O
(
r−D+3

)
,

(2.2)

donde los ı́ndices del espacio tiempo se separan según µ = (r,m), siendo m el
tiempo y las D − 2 coordenadas angulares. La métrica asintótica se escribe como
gµν = ḡµν + ∆gµν , donde ∆gµν corresponde a la desviación respecto a la métrica de
AdS,

ds̄2 = −
(
r2

l2
+ 1

)
dt2 +

(
r2

l2
+ 1

)−1
dr2 + r2dΩ2

D−2 , (2.3)

donde dΩ2
D−2 es el elemento de ĺınea de la esfera SD−2, y la constante cosmológica

se relaciona con el radio de AdS l de acuerdo a

Λ = −(D − 1) (D − 2)

2l2
. (2.4)

El comportamiento asintótico en (2.2) satisface los siguientes requerimientos [21]

Son invariantes bajo el grupo AdS SO (D − 1, 2).

Decaen suficientemente lento como para contener soluciones de interés f́ısico
en la región asintótica.

Implican que las integrales de superficie asociadas a los generadores de SO (D − 1, 2)
son finitas.

Para el conjunto (2.2), las simetŕıas asintóticas corresponden entonces a los difeo-
morfismos

xµ
′
= xµ + ξµ , (2.5)

que mapean el comportamiento asintótico (2.2) en si mismo, i.e., ξµ genera una
simetŕıa asintótica si se satisface que

Lξgµν = O (∆gµν) . (2.6)
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Debido a que en la región asintótica lejos del objeto en cuestión sólo los términos
dominantes son relevantes para calcular la enerǵıa, se concluye que no es necesario
requerir la existencia de vectores de Killing exactos.

2.2. Relatividad General en 2+1-dimensiones

En el año 1986 Brown y Henneaux [18] estudiaron las simetŕıas asintóticas del
espacio Anti de Sitter (AdS3) en tres dimensiones y encontraron que ellas forman
dos copias del álgebra de Virasoro con carga central c = 3l/2G. Este es uno de los
primeros ejemplos de una teoŕıa de campo que admite una carga central clásica e
implica que cualquier teoŕıa cuántica de la gravedad en AdS3 es dual a una teoŕıa
de campo conforme (CFT) en dos dimensiones.

En tres dimensiones la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica
negativa está dada por

I =
1

2κ

ˆ

M
d3x
√−g

(
R +

2

l2

)
, (2.7)

donde la métrica asintótica se escribe como gµν = ḡµν + ∆gµν , y ∆gµν corresponde
a las desviaciones

∆grr =
frr
r4

+O
(
r−5
)
,

∆grm =
frm
r3

+O
(
r−4
)
,

∆gmn = fmn +O
(
r−1
)
,

(2.8)

con respecto de la métrica de AdS en tres dimensiones.
Las condiciones asintóticas (2.8) se mapean en si mismas bajo los difeomorfismos

de la forma

ξ± = T± +
l2

2r2
∂2∓T

∓ + · · ·

ξr = −r
2

(
∂+T

+ + ∂−T
−)+ · · ·

(2.9)

donde T± = T± (x±), con x± = t
l
± φ, y los puntos suspensivos (· · · ) representan

términos subdominantes que no son relevantes para el análisis.

Las condiciones asintóticas (2.8) no sólo son invariantes bajo la acción del grupo
SO (2, 2), sino que también resultan ser invariantes bajo la acción del grupo confor-
me infinito-dimensional en dos dimensiones, cuya álgebra de Lie corresponde a dos
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copias del álgebra de Virasoro con una extensión central dada por

[
L±m, L

±
n

]
= (m− n)L±m+n +

c

12
m2 (m− 1) δm+n,0 ,

[
L+
m, L

−
n

]
= 0 .

donde c = 3l/2G corresponde a la carga central.

Se ha mostrado en la literatura que hay casos en los cuales el comportamiento
asintótico (2.8) para gravitación acoplada a campos de materia puede ser relaja-
do con el fin de acomodar soluciones de interés f́ısico, manteniendo las simetŕıas
asintóticas [23, 24, 25, 26, 27].

2.2.1. Solución de agujero negro BTZ

A pesar de que gravitación en 2+1-dimensiones ha sido ampliamente reconocida
como un laboratorio útil para el estudio de aspectos conceptuales, se créıa que era
poco realista desde el punto de vista f́ısico puesto que no posee ĺımite Newtoniano
ni grados de libertad propagantes. Es por esta razón que el descubrimiento de una
solución de agujero negro (conocida en la literatura como agujero negro BTZ) [15, 16]
para Relatividad General con constante cosmológica negativa resultó ser una gran
sorpresa para la comunidad.

La solución de agujero negro BTZ está contenida dentro del conjunto de condi-
ciones asintóticas propuesto en (2.8) y su métrica está dada por

ds2 = −
(
N⊥
)
2dt2 + f−2dr2 + r2

(
Nφdt+ dφ

)2
, (2.10)

donde la función lapse y shift están dadas, respectivamente, por

(
N⊥
)2

= f 2 = −M +
r2

l2
+
J2

4r2
; Nφ = − J

2r2
; |J | ≤Ml , (2.11)

con −∞ < t <∞, 0 < r <∞ y 0 ≤ φ ≤ 2π.

Las constantes de integración M y J en (2.11) son las cantidades conservadas
asociadas a la invariancia asintótica de la acción bajo desplazamientos temporales
(masa) e invariancia rotacional (momento angular), respectivamente. Estas cargas
están dadas por integrales de superficie en el infinito tipo espacio.

La función lapse se anula para los siguientes valores de r

r± = l


M

2


1±

√
1−

(
J

Ml

)2





1/2

, (2.12)
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mientras que la componente g00 se anula en

rerg = lM1/2 , (2.13)

estos tres valores especiales de r obedecen la siguiente relación

r− ≤ r+ ≤ rerg , (2.14)

tal como ocurre en 3+1-dimensiones para la métrica de Kerr, r+ es el horizonte de
eventos del agujero negro, rerg es la superficie de redshift infinito y la región entre
r+ y rerg es la ergoesfera. Para que esta solución corresponda efectivamente a un
agujero negro se debe cumplir que

M > 0 ; |J | ≤Ml . (2.15)

Se satisface la primera ley de la termodinámica [41],

dM = TdS − Ω+dJ , (2.16)

donde Ω+ es la velocidad angular medida en el horizonte. La temperatura de Haw-
king y la entroṕıa pueden ser expresadas como

Ω+ = −r−l
r+

,

T =
r2+ − r2−
2πl2r+

,

S =
2πr+
4G

.

(2.17)

La métrica dada por (2.10), (2.11) posee sólo dos cargas conservadas, las cuales
pueden ser expresadas en términos de los modos cero del generador L±0 tal que
M = 1

l

(
L+
0 + L−0

)
, J = L+

0 − L−0 . Sin embargo, actuando con el grupo de simetŕıa,
se podŕıa dotar a esta solución con otras cargas, tal como se podŕıa dotar a la
solución de Schwarzschild con momento lineal mediante un boost.

Finalmente, y para concluir esta subsección, siguiendo la deducción de Stromin-
ger [17], con el fin de obtener la entroṕıa microscópica para el agujero negro BTZ
consideramos los valores de L±0 , dados por

∆± =
1

2
(Ml ± J) , (2.18)

Por consiguiente, si se asume que la teoŕıa cuántica para la Relatividad General con
constante cosmológica negativa existe y es descrita por una teoŕıa de campo conforme
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(CFT) dual en el borde, los estados f́ısicos deben formar una representación del
álgebra con una carga central dada por c = 3l/G, luego, si la CFT satisface ciertas
propiedades entonces el crecimiento asintótico del número de estados es dado por la
fórmula de Cardy1 [42]. La entroṕıa, calculada en el ensamble microcanónico como
el logaritmo de la densidad de estados, está dada por

S = 2π

√
c

6
∆+ + 2π

√
c

6
∆− =

2πr+
4G

. (2.19)

Notablemente, la fórmula de Cardy da el resultado esperado aún cuando se carece
de una descripción precisa para los estados microscópicos.

1Esta fórmula nos permite hacer un conteo de los estados microscópicos para valores de la
enerǵıa muy grande en comparación con el gap que hay entre el cero y el estado fundamental.
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2.3. Teoŕıa de Einstein-Maxwell en 2+1-dimensiones

El acoplamiento de un campo electromagnético a la Relatividad General en 2+1-
dimensiones ha sido ampliamente estudiado (véase, por ejemplo, [43, 44, 45, 46, 15,
38, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 39, 55, 56, 57, 58] y [59]). Sin embargo, en esta
sección nos enfocaremos en la solución de agujero negro con carga eléctrica y estático
(Nφ (r) = 0) para la teoŕıa de Einstein-Maxwell en tres dimensiones con constante
cosmológica negativa encontrada en [15], descrita por el siguiente elemento de ĺınea

ds2 = −
(
N⊥
)
2dt2 + f−2dr2 + r2dφ2 ,

A = −Q log (r) dt ,
(2.20)

con (
N⊥
)2

= f 2 = −M +
r2

l2
− 1

2
Q2 log (r) . (2.21)

El tensor de enerǵıa-momentum para la solución de agujero negro con carga
eléctrica no es cero, por lo tanto, el espaciotiempo ya no es de curvatura constante.
En particular, ya no es posible expresar esta solución como un cociente entre el
espacio AdS y un subgrupo de isometŕıas. La solución de agujero negro con rotación y
carga eléctrica fue encontrada de manera independiente en [38], [39]. A continuación,
haremos una pequeña revisión acerca de sus propiedades.

2.3.1. Agujero negro con rotación y carga eléctrica en 2+1-
dimensiones

En esta subsección revisaremos las principales propiedades de la solución de
agujero negro con rotación y carga eléctrica siguiendo el enfoque adoptado en [39].

Consideremos la acción de Einstein-Maxwell en tres dimensiones

I =

ˆ

d3x
√−g

[
1

2κ
(R− 2Λ)− ε0

4
FαβF

αβ

]
, (2.22)

donde la constante de Newton G y el radio l están definidos a través de κ = 8πG
y Λ = −l−2, respectivamente. La “permeabilidad del vaćıo” ε0 tiene unidades de
longitud, y se asumirá igual a la unidad. Supongamos que la solución buscada es
estacionaria y circularmente simétrica,

ds2 = −N2f 2dt2 + f−2dr2 + r2
(
Nφdt+ dφ

)2

con 0 ≤ r <∞, 0 ≤ φ < 2π y t1 ≤ t ≤ t2.

En el contexto del formalismo Hamiltoniano se muestra que no es directo resol-
ver el conjunto de ecuaciones diferenciales que se obtienen de extremizar la acción
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reducida respecto a N, Nφ, f 2, p y Aφ, donde p es la única componente no nula
del momento canónico conjugado al campo gravitacional πrφ. Debido a la dificultad
para resolver el sistema, en [39] se consideran algunos casos ĺımite como lo son el
agujero negro BTZ (Q = 0, J 6= 0, M 6= 0) y el agujero negro con carga eléctrica
estático (Q 6= 0, J = 0, M 6= 0), con el fin de ganar un poco de intuición respecto a
las propiedades que debeŕıa tener solución general (Q 6= 0, J 6= 0, M 6= 0).

Debido a que las propiedades del agujero negro BTZ ya están bien establecidas
[15, 16], nos centraremos en lo que ocurre para el agujero negro estático con car-
ga eléctrica. En este caso, rápidamente nos encontramos con una caracteŕıstica que
pareciera ser inherente a soluciones para la teoŕıa de Einstein-Maxwell en tres di-
mensiones: enerǵıa aparentemente divergente. Este aspecto es simplemente un reflejo
de que en tres dimensiones, el comportamiento asintótico de los campos es relajado
con respecto al prescrito por Brown y Henneaux [18].

La supuesta divergencia presente en la enerǵıa fue manejada encerrando al sis-
tema en un ćırculo de radio r0 y luego considerando el ĺımite r0 →∞. La remoción
de esta divergencia nos permite analizar la solución en el plano masa-carga para la
cual existen agujeros negros. Los agujeros negros existen siempre que2

M −
(
Q

2

)2
[

1− log

(
Q

2

)2
]
≥ 0 . (2.23)

Como se enfatiza en [39], para esta definición de la enerǵıa,

1. El agujero negro con carga eléctrica existe para valores arbitrariamente nega-
tivos de su masa.

2. No existe una cota superior en la carga eléctrica

Consideremos la solución cargada y estática. Es posible dotar a esta solución de
momento angular mediante un boost de la forma

t̃ =
t− ωφ√
1− ω2

,

φ̃ =
φ− ωt√
1− ω2

,

(2.24)

junto con una redefinición adecuada de la coordenada radial. Este procedimiento
claramente produce una solución de las ecuaciones de campo debido a que sólo se está

2Para mayores detalles ver figura 1(a) 3.1.
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llevando a cabo una transformación de coordenadas. Por lo tanto, si consideramos
un elemento de ĺınea de la forma

ds2 = −f 2dt̃2 + f−2dr2 + r2dφ̃ , (2.25)

y aplicamos el boost (2.24), obtenemos

ds2 = −N2F 2dt2 + F−2dR2 +R2
(
dφ+Nφdt

)2
, (2.26)

con

R2 =
r2 − ω2f 2

1− ω2
,

F 2 =

(
dR

dr

)2

f 2 ,

N =
r

R

(
dr

dR

)
=

dr2

dR2
,

Nφ =
ω (f 2 − r2)
(1− ω2)R2

,

(2.27)

donde f 2 = r2−M̃− 1
4
Q̃2 log r2. Aplicando la misma transformación para el potencial

electromagnético A = −Q̃ log (r) dt̃ se obtiene,

A = − Q̃√
1− ω2

log (r) (dt− ωdφ) . (2.28)

A partir de la forma asintótica de la solución es posible relacionar los parámetros
M̃ , Q̃ conM ,Q y J los cuales corresponden a la masa, la carga eléctrica y el momento
angular de la solución cargada y rotante,

M =
1

1− ω2

(
M̃
(
1 + ω2

)
− ω2

2
Q̃2

)
,

J =
2ω

1− ω2

(
M̃ − Q̃2

4

)
,

Q =
Q̃√

1− ω2
.

(2.29)

No obstante, si quisiéramos expresar la métrica de la solución de agujero negro en
términos de las cargas en el infinito, debeŕıamos ser capaces de invertir las relaciones
(2.29) para expresar M̃ , Q̃ y ω como funciones de M , Q y J . Lo anterior puede ser
complicado debido a que estas relaciones dan lugar a la siguiente ecuación cúbica
para ω,

Q2

4
ω3 − J

2
ω2 +

(
M − Q2

4

)
ω − J

2
= 0 . (2.30)
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Para ganar algo de intuición, en [39] se consideran casos ĺımite de esta ecuación
(Q = 0 y Q 6= 0), sin embargo concluyen que no es posible expresar M , J y Q de
manera tal que la ecuación (2.30) admita una única solución real tal que ω2 < 1.

En el siguiente caṕıtulo se extenderá el estudio de cargas conservadas en la teoŕıa
de Einstein-Maxwell en tres dimensiones con constante cosmológica negativa al caso
de soluciones estacionarias con simetŕıa circular y se mostrará que mediante una
elección adecuada de condiciones de borde, el espectro de enerǵıa de la solución de
agujero negro con rotación y carga eléctrica es no negativo y además, para un valor
fijo de la masa, la carga eléctrica posee una cota superior.
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Caṕıtulo 3

Cargas conservadas y agujeros
negros para la teoŕıa de
Einstein-Maxwell en AdS3

En un espaciotiempo de tres dimensiones, el decaimiento del campo electro-
magnético para una distribución localizada de carga es muy lento, por consiguiente,
genera una fuerte backreaction en el comportamiento asintótico de la métrica. Por
lo tanto, encontrar una forma de regularizar la enerǵıa en este tipo de casos resulta
ser un gran problema [43], incluso en el caso con constante cosmológica negativa
[39]. Una situación similar ocurre para Relatividad General en AdS3 acoplada mini-
malmente a un campo escalar [23] o a una dos-forma [60] donde, a pesar de que el
comportamiento asintótico es relajado en comparación al de Brown-Henneaux [18],
las cargas conservadas asociadas a las simetŕıas asintóticas resultan ser finitas, y
adquieren términos que manifiestamente dependen de los campos de materia. La

solución de agujero negro eléctricamente cargado en la teoŕıa de Einstein-Maxwell
con constante cosmológica negativa exhibe propiedades consideradas patológicas. En
efecto, la enerǵıa no posee un valor inferior mı́nimo, y para un valor fijo de la masa,
no hay cota superior en la carga eléctrica [39]. Estas caracteŕısticas sugieren que la
solución puede ser inestable lo cual también impediŕıa su inclusión en una teoŕıa de
supergravedad [61]. Por consiguiente, si se toma en cuenta que tanto la geometŕıa
del agujero negro como el Lagrangiano de Einstein-Maxwell son bien comportados,
esto parece ser una situación muy inesperada. Con el fin de clarificar este punto,
es importante hacer hincapié en que de acuerdo al principio de acción, la teoŕıa no
puede ser bien entendida a menos que un conjunto preciso de condiciones de borde
sea especificado.
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En este caṕıtulo consideramos soluciones estacionarias y circularmente simétricas
de la Relatividad General acoplada a un campo de Maxwell en AdS3, y se muestra
que mediante una elección adecuada de la forma asintótica del multiplicador de
Lagrange electromagnético (At), la acción posee un extremo siempre que satisfaga
una condición de integrabilidad no trivial. Por lo tanto, como en el caso de los campos
escalares y las dos-formas, para una elección genérica de condiciones de borde, la
masa y el momento angular son automáticamente finitos, y adquieren contribuciones
expĺıcitas del campo de materia. Se muestra que al requerir la compatibilidad de las

condiciones de borde con la simetŕıa de escalamientos y de Lorentz para la clase de
soluciones estacionarias, se determina un conjunto muy especial de condiciones de
borde holográficas invariantes de Lorentz, el cual es caracterizado por una función
arbitraria de una sola variable parametrizada por una constante arbitraria, pero fija
y sin variación.

Por último, se comparan las cargas globales que se obtienen para el caso de la
solución de agujero negro con rotación y carga eléctrica para diferentes elecciones de
condiciones de borde. Se muestra que el resultado estándar en [39] corresponde a la
elección más simple de condiciones de borde invariantes de Lorentz. Notablemente,
si las condiciones de borde son compatibles con las simetŕıas de escalamientos y de
Lorentz, el espectro de enerǵıa del agujero negro con carga eléctrica y rotación es
no negativo, y además, para un valor fijo de la masa, la carga eléctrica posee una
cota superior.

3.1. Principio de acción reducido: Soluciones es-

tacionarias, condiciones de integrabilidad y

cargas conservadas

Consideremos un campo electromagnético minimalmente acoplado a Relatividad
General con constante cosmológica negativa en un espaciotiempo de tres dimensiones
cuya acción está dada por (4.5). En la literatura se ha encontrado una gran familia
de soluciones exactas, estacionarias y circularmente simétricas (véase, por ejemplo,
[43, 44, 45, 46, 15, 38, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 39, 55, 56, 57, 58] y [59]).

De aqúı en adelante consideraremos configuraciones genéricas estacionarias y
circularmente simétricas de manera tal que la métrica del espaciotiempo puede es-
cribirse

ds2 = −N (r)2F (r)2 dt2 +
dr2

F (r)2
+R (r)2

(
N φ (r) dt+ dφ

)2
, (3.1)

15



y el campo de gauge puede elegirse como1

A = At (r) dt+Aφ (r) dφ . (3.2)

Es claro entonces que la forma de (3.1) y (3.2) se mapea en si misma bajo la
acción de un boost de Lorentz en el “cilindro t−φ”. Es importante señalar también
que tanto la métrica como el campo de gauge son invariantes bajo escalamientos de
la forma

r → λr , t→ λ−1t , φ→ λ−1φ , (3.3)

tal que

F → λF , R → λR , Aφ → λAφ ,
N → N , N φ → N φ , At → λAt . (3.4)

Estas simetŕıas son entonces automáticamente incorporadas en las ecuaciones de
campo reducidas que son obtenidas de la acción (2.22) para configuraciones estacio-
narias y circularmente simétricas.

El principio de acción reducido se obtiene al reemplazar la forma de la métrica
y el campo de gauge dados por (3.1) y (3.2), respectivamente en (2.22),

I = −2π (t2 − t1)
ˆ

dr
(
NH +N φHφ +AtG

)
+B , (3.5)

donde B es un término de borde que es agregado para asegurar que la acción posea
un extremo. Es claro que N , N φ, At son los multiplicadores de Lagrange asociados
a los v́ınculos dados por

H = − R
κl2

+ 4κR
(
πrφ
)2

+
(pr)2

2R +
F2
(
A′φ
)2

2R +
(F2)

′R′
2κ

+
F2R′′
κ

, (3.6)

Hφ = −prA′φ − 2
(
R2πrφ

)′
, (3.7)

G=− ∂rpr , (3.8)

donde los momenta πrφ y pr están dados por

πrφ = −N
φ′R

4κN ; pr =
R
N
(
A′φN φ −A′t

)
, (3.9)

1Se ha asumido que el campo de gauge es estacionario y circularmente simétrico. Si hubiéramos
hecho el mismo supuesto para el tensor de intensidad de campo Fµν , habŕıamos obtenido una clase
de configuraciones aún más grande, de manera que (3.2) correspondeŕıa a una de las dos posibles
ramas de soluciones (véase, por ejemplo, [59] y [62]).
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En efecto, variando la acción con respecto a los multiplicadores de Lagrange se
deduce que

H = Hφ = G = 0 , (3.10)

mientras que la variación con respecto a Aφ, F , R, conduce a las siguientes ecua-
ciones de campo

(
F2NRA′φ

)′
= 2F2NR′A′φ +R2(N φpr)′ ,

R′′ − [log (N )]′R′ = −κ
(
A′φ
)2R−1 ,

κ
[
A′2φF2 + (pr)2

]
R−2 =

(
F2
)′′

+ 2

[
N ′′F2 +

3

2
N ′
(
F2
)′

+ 4κN φ′Rπrφ
]
N−1

+ 8
(
κπrφ

)2
+ 2Λ . (3.11)

La acción reducida (3.5) posee entonces un extremo (δI = 0) de manera tal que
la variación del término de borde B es dada por

δB = − (t2 − t1) δQ (r)|r→∞ ,

donde

δQ (r) =
2π

κ

[
NF

(
F ′δR− δ (FR′)− κFRA

′
φδAφ

)
+N ′

(
F2δR

)]

+ 2πN φ
[
prδAφ + 2δ

(
πrφR2

)]
+ 2πAtδpr . (3.12)

Con el fin de integrar este término de borde es necesario conocer el comporta-
miento de los campos en la región asintótica. Dados los v́ınculos y las ecuaciones
de campo en (3.10) y (3.11), respectivamente, se observa que las soluciones que son
asintóticamente AdS3 poseen el siguiente perfil de decaimiento

R2 = r2 − κl2

π

[
hR log

(r
l

)
− fR

2

]
+ · · ·

F2 =
r2

l2
− κ

π

[(
2hR +

1

4π

(
q2t + q2φ

))
log
(r
l

)
+ fF

]
+ · · ·

N φ = Nφ
∞ +

κ

2π
N∞

[
l

2π
qtqφ log

(r
l

)
− j
]

1

r2
+ · · · (3.13)

N = N∞ + · · ·

At = − 1

2π

(
qtN∞ + qφlN

φ
∞
)

log
(r
l

)
+Nφ

∞ϕφ +N∞
ϕt
l
− Φ + · · ·

Aφ = −qφl
2π

log
(r
l

)
+ ϕφ + · · ·
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donde hR, fR, fF , j, ϕt, ϕφ, qt, qφ pueden variar en el principio de acción, mientras
que N∞, Nφ

∞, y Φ corresponden a constantes arbitrarias sin variación, cuyos valores
están fijos en el borde. Los puntos suspensivos “· · · ” en el perfil de decaimiento
corresponden a términos subdominantes que son irrelevantes para el análisis.

Además, los parámetros que caracterizan a la deformación de la superficie tipo
espacio en el infinito, N∞ y Nφ

∞, han sido manifiestamente incorporados en la forma
asintótica del potencial electromagnético At. Esto debe ser aśı para preservar la
fijación de gauge del campo electromagnético bajo tales deformaciones. En otras
palabras, esto garantiza que el generador canónico asociado a los parámetros de
deformación genere la derivada de Lie del campo de gauge a lo largo de ellos. Este
procedimiento mejora al Hamiltoniano con una contribución adicional que viene del
generador U (1) (véase, por ejemplo, [63]).

En espaciotiempos de d ≥ 4 dimensiones, esta mejora equivale simplemente a
una transformación de gauge propia la cual no cambia las integrales de superficie
asociadas a los generadores canónicos. Sin embargo, en el caso de tres dimensiones,
debido a que el perfil de decaimiento del campo electromagnético es extremadamente
lento, esta mejora resulta generar una transformación de gauge impropia, es decir,
modifica las cargas globales de una manera no trivial. Por lo tanto, notablemente,
las divergencias logaŕıtmicas que surgen en el término de borde del Hamiltoniano
original se cancelan automáticamente, sin la necesidad de ningún procedimiento de
regularización. Por consiguiente, para el perfil de decaimiento en (3.13), la variación
de las cargas globales (3.12) se reduce a

δQ = N∞δM −Nφ
∞δJ − Φδqt , (3.14)

el cual es manifiestamente finito. De acuerdo a [64], la ec. (3.14) permite identificar
δqt, δJ y δM con la variación de la carga eléctrica, el momento angular, y la masa,
respectivamente. El momento angular integra directamente de acuerdo a

J = j +
l

4π
qtqφ − qtϕφ , (3.15)

mientras que la variación de la masa, dada por

δM = δ

[
fR + fF + hR +

1

l
(qφϕφ)

]
− 1

l
(ϕφδqφ − ϕtδqt) , (3.16)

implica una condición de integrabilidad no trivial que involucra a ϕt, ϕφ, qt, qφ.
Debido a que la condición de integrabilidad es independiente de N∞ y Nφ

∞, sin
pérdida de generalidad, es conveniente expresarla de una forma manifiestamente
covariante de Lorentz. Lo anterior se realiza al asumir que la métrica del borde
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está dada por la métrica plana ηµν = diag(−l−2, 1), módulo una transformación
conforme. La ecuación (3.16) puede escribirse como

δM = δ

[
fR + fF + hR +

1

l
(qφϕφ)

]
− 1

l
ϕµδq

µ , (3.17)

con qµ = (l−1qt, qφ), y ϕµ = (l−1ϕt, ϕφ).

La condición de integrabilidad de la enerǵıa está dada

δ2M = −1

l
(δϕµ ∧ δqµ) = 0 , (3.18)

lo que implica que ϕµ y qµ están funcionalmente relacionados. La condición (3.18)
es resuelta por

ϕµ = − δV
δqµ

, (3.19)

donde V = V (qµ) es una función arbitraria de qt y qφ. Por consiguiente, la masa y
el momento angular se leen

M = fR + fF + hR +
1

l

(
V − qφ

δV
δqφ

)
, (3.20)

J = j +
l

4π
qtqφ + qt

δV
δqφ

, (3.21)

los que manifiestamente adquieren contribuciones del campo electromagnético tam-
bién de la función V , que caracteriza a el conjunto de condiciones de borde que son
compatibles con la integrabilidad de la enerǵıa.

Notablemente, a diferencia de dimensiones mayores, para d = 3, el valor de la
masa y el momento angular dependen expĺıcitamente de la elección de condiciones
de borde. Note que un efecto similar ocurre en el caso de campos escalares con perfil
de decaimiento lento en el infinito [23]. Sin embargo, en este último caso, este efecto
sólo se manifiesta en la masa, pero no en el momento angular.
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3.1.1. Compatibilidad de las condiciones de borde con las
simetŕıas de Lorentz y de escalamientos

Como es el caso de las extensiones auto adjuntas en mecánica cuántica, es natu-
ral preguntarse acerca de condiciones de borde que sean consistentes con un espectro
de enerǵıa bien definido. Para tener una gúıa, es interesante explorar si el conjunto
de condiciones de borde es compatible con las simetŕıas de las configuraciones esta-
cionarias y circularmente simétricas de la forma (3.1) y (3.2). Por lo tanto, debido
a que un conjunto consistente de condiciones de borde resulta ser especificado por
la función V = V (qµ), al requerir su invariancia bajo transformaciones de Lorentz
de la métrica del borde (conformalmente) plana, implica que la función permitida
debe ser de la forma

V = V
(
q2
)
, (3.22)

con q2 = ηµνqµqν = q2φ − q2t . Nótese que la elección mas simple de condiciones de
borde invariantes de Lorentz corresponde a V = V0, donde V0 es una constante
arbitraria fija sin variación, la cual se puede anular debido a la arbitrariedad en la
elección de la enerǵıa del background de referencia.

Como se explicó al principio de este caṕıtulo, la clase de configuraciones esta-
cionarias y circularmente simétricas (3.1), (3.2), es invariante bajo escalamientos
de la forma (3.3), (3.4). En efecto, la acción reducida (3.5) en el bulk escala como
I → λ2I, de manera que las ecuaciones de campo son invariantes bajo la simetŕıa
de escalamientos2. Por lo tanto, es interesante buscar un conjunto de condiciones de
borde holográficas que sea compatible con esta simetŕıa de escalamientos. La forma
precisa de la función V (qµ) se encuentra tomando en cuenta que ϕµ y qµ están fun-
cionalmente relacionados y transforman de una forma diferente bajo la simetŕıa de
escalamientos. Las reglas de transformación de ϕµ y qµ se heredan de las leyes de
transformación de la coordenada radial r y del campo de gauge A, que de acuerdo
a (3.3) y (3.4), están dadas por r → λr, y Aµ → λAµ, y por lo tanto

ϕµ → λ

(
ϕµ +

l

2π
qµ log (λ)

)
; qµ → λqµ .

La relación funcional entre ϕµ y qµ implica entonces que

ϕµ (λqµ) = λ

(
ϕµ +

l

2π
qµ log (λ)

)
. (3.23)

2En [65] se ha reportado una simetŕıa de escalamientos similar, bajo la cual la acción reducida
es invariante.
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Tomando la derivada de (3.23) con respecto a λ, y evaluando para λ = 1, conduce
a la siguiente ecuación diferencial

qν
∂2V

∂qν∂qµ
=
∂V
∂qµ
− l

2π
qµ ,

donde V está definida en la ec. (3.19). El conjunto de condiciones de borde holográfi-
cas compatible con la simetŕıa de escalamientos está dado por

V = q2tF

(
qφ
qt

)
+

l

8π

(
q2t
[
log
(
q2t
)
− 1
]
− q2φ

[
log
(
q2φ
)
− 1
])
, (3.24)

salvo una constante arbitraria sin variación y donde F = F (qφ/qt) es una función
arbitraria.

Nótese que, como se esperaba, la función V en (3.24) transforma anómalamente

bajo escalamientos, i.e., V (λqµ) = λ2
(
V − q2l

4π
log (λ)

)
.

Curiosamente, si uno requiere simultáneamente simetŕıa bajo Lorentz y escala-
mientos simultáneamente, la consistencia de (3.22) con (3.24) fija la forma de la
función F de acuerdo a

F (x) =
l

8π

[
log
[ κ

8π2

(
1− x2

)]
− x2 log

[ κ

8π2

(
x−1 − 1

)]
+ γ

(
1− x2

)]
,

donde γ es una constante arbitraria, pero fija. Por consiguiente, el conjunto de
condiciones de borde holográficas invariantes de Lorentz corresponde a la siguiente
elección

V =
l

8π

(
q2t − q2φ

) [
log
( κ

8π2

(
q2t − q2φ

))
+ γ − 1

]
. (3.25)
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3.2. Espectro del agujero negro y condiciones de

borde invariantes de Lorentz: Elección más

simple vs. elección holográfica

Enfoquémonos en el análisis de las cargas globales en el caso de soluciones de
agujero negro con rotación y carga eléctrica para una elección genérica de condiciones
de borde. Nos concentraremos entonces en las elecciones invariantes de Lorentz para
los casos más simples aśı como también para el caso holográfico. Por simplicidad,
comenzaremos describiendo la solución estática y luego ampliaremos el análisis al
caso rotante.

3.2.1. Agujero negro estático con carga eléctrica

Siguiendo el enfoque adoptado en [94], escribimos la métrica de la solución estáti-
ca y con carga eléctrica encontrada en [15] como

ds2 = −N2
∞

(
r2

l2
− r2+
l2
− κq2t

4π2
log

(
r

r+

))
dt2 +

dr2

r2

l2
− r2+
l2
− κq2t

4π2
log

(
r

r+

) + r2dφ2 ,

A =
(
− qt

2π
N∞ log

(r
l

)
+N∞

ϕt
l
− Φ

)
dt , (3.26)

donde el horizonte de eventos se ubica en r = r+, siempre que la carga eléctrica esté
acotada de acuerdo a

q2t ≤
8π2

κl2
r2+ . (3.27)

Esta cota se satura para el caso extremo. De acuerdo a (3.13), el comportamiento
asintótico es tal que qφ = ϕφ = hR = fR = 0, y

fF =
πr2+
κl2
− q2t

4π
log
(r+
l

)
,

de manera que las cargas globales pueden calcularse a partir de (3.20), (3.21).

Para una elección genérica de V = V (qt) el momento angular es cero, y la masa
se reduce a

M =
πr2+
κl2
− q2t

4π
log
(r+
l

)
+

1

l
V . (3.28)
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Caso más simple de condiciones de borde invariantes de Lorentz.- En el caso
V = 0, el resultado en (3.28) coincide con el encontrado en [39]. Note que en el caso
extremo, la masa es dada por

Mext =
q2t
8π

[
1− log

(
κq2t
8π2

)]
. (3.29)

Como se explica en [39], el espectro de enerǵıa no posee una cota inferior, y para
un valor fijo de la masa, la carga eléctrica no posee un ĺımite superior; véase figura
1 (a)(3.1).

Condiciones de borde holográficas invariantes de Lorentz.- En este caso, de acuer-
do a (3.25), las condiciones de borde consistentes con la simetŕıa de escalamientos
están determinadas determinadas por

V =
l

8π
q2t

[
log
( κ

8π2
q2t

)
+ γ − 1

]
,

la cual depende de un único parámetro fijo γ. La masa del agujero negro en (3.28)
está dada por

M =
πr2+
κl2

+
q2t
8π

[
log

(
κl2

8π2

q2t
r2+

)
+ γ − 1

]
, (3.30)

de manera que en el caso extremo se reduce a

Mext =
γ

8π
q2t . (3.31)

Notablemente, si el parámetro arbitrario es tal que γ > 0, el espectro es no negativo,
y para un valor fijo de la masa, la carga eléctrica está acotada por arriba. Esto está
representado en la figura 1 (b)(3.1). Para γ = 0, el espectro de enerǵıa es no negativo,
pero la carga eléctrica no posee una cota superior. El caso γ < 0 es patológico, debido
a que la enerǵıa no está acotada por debajo y no hay cota superior para la carga
eléctrica.
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****************************************************************************************

****************************************************************************************

Lorentz invariant boundary conditions.- Requiring the boundary conditions to be consis-

tent with Lorentz invariance at the boundary implies that V = V (q2). It is worth pointing

out that, according to eqs. (21) and (22), this is ensures that the angular momentum pos-

sesses the same sign as the rotation parameter, and also guarantees that both the mass and

the angular momentum do not depend on the sign of the electric charge qt. Note that in the

simplest case, V = 0, the expressions (21) and (22) agree with the results found in [1].

Holographic Lorentz invariant boundary conditions.- The boundary conditions in (26) in

this case are determined by

V =
l

32⇡�
q2
t

�
1� !2

� h
log
⇣
�̃q2

t

�
1� !2

�⌘
� 1
i

, (43)

so that the mass and the angular momentum in (21) and (22) now read

M =
⇡



✓
1 + !2

1� !2

◆
r2
+

l2
+

q2
t (1 + !2)

32⇡�

✓
log


�̃

q2
t l

2

r2
+

�
1� !2

��
� 1

◆
, (44)

J =
2l!

1 + !2
M . (45)

It is worth highlighting that the relationship in (45) does not involve the electric charge,

and hence, it precisely agrees with the one for the electrically neutral BTZ black hole.

******************************************************************************

******************************************************************************

******************************************************************************

Hasta aqui quedamos raja !!!

******************************************************************************

******************************************************************************

******************************************************************************

Lo siguiente son comentarios posibles:

***

*****

*************************************************************************

Curious comment: la relación ?? se obtiene si la boundary condition es de la forma

V = qt

�
1� !2

� 
G (qt)�

qtl

32⇡�

�
,
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1 Einstein-Maxwell Theory with Cosmological Constant: Lagrangian formulation

The action is defined by the functional (a) (b)

I [gµ⌫ , A⌫ ] =

ˆ

M
dx3p�g


1

2
(R � 2⇤) � �Fµ⌫F

µ⌫

�
, (1)

where Fµ⌫ is given by
Fµ⌫ = @µA⌫ � @⌫Aµ = rµA⌫ �r⌫Aµ ,

and  = 8⇡G with G the Newton constant.

Let compute the variation of the functional I [g, A].
The variation with respect to the metric gµ⌫ is given by:

�gI [g, A] =
1

2

ˆ

M
dx3�g

⇥p�g
�
gµ⌫Rµ⌫ � 2⇤� 2�gµ↵g⌫�Fµ⌫F↵�

�⇤
,

=
1

2

ˆ

M
dx3

⇥�
�g
p�g

� �
R � 2⇤� 2�F↵�F↵�

�
+

p�g
�
�g (gµ⌫Rµ⌫) � (2)��g

�
gµ↵g⌫�

�
Fµ⌫F↵�

�⇤
,

=
1

2

ˆ

M
dx3p�g


1

2

�
R � 2⇤� 2�F↵�F↵�

�
gµ⌫ (�gµ⌫) + Rµ⌫ (�gµ⌫) + gµ⌫ (�Rµ⌫) � (2)�

�
�gµ↵g⌫� + gµ↵�g⌫�

�
Fµ⌫F↵�

�
,

=
1

2

ˆ

M
dx3p�g


1

2

�
R � 2⇤� 2�F↵�F↵�

�
gµ⌫ (�gµ⌫) � Rµ⌫ (�gµ⌫) � (2)�

�
��gµ↵F �

µ + �gµ�F↵
µ

�
F↵� + gµ⌫ (�Rµ⌫)

�
,

=
1

2

ˆ

M
dx3p�g


�Gµ⌫ (�gµ⌫) � ⇤gµ⌫ (�gµ⌫) � (2)�

1

2
F↵�F↵�gµ⌫ (�gµ⌫) + 2 (2)�F �

µF↵� (�gµ↵) + gµ⌫ (�Rµ⌫)

�
,

=
1

2

ˆ

M
dx3p�g


�Gµ⌫ (�gµ⌫) � ⇤gµ⌫ (�gµ⌫) � � (2)

1

2
F↵�F↵�gµ⌫ (�gµ⌫) + 2� (2) Fµ↵F ⌫

↵ (�gµ⌫) + gµ⌫ (�Rµ⌫)

�
.

using the following properties

�
�
p�g

�
= �1

2

p�gg� (�g�) =
1

2

p�gg�⌘ (�g�⌘) ,

�R� = r��

⌫µ �r⌫��


µ ,

(�gµ⌫) = � (�g↵�) gµ↵g⌫� .

and since, the last term
p�ggµ⌫ (�Rµ⌫) , is a total derivative, the variation �gI [g, A] reads

�gI [g, A] = � 1

2

ˆ

M
dx3p�g


Gµ⌫ + ⇤gµ⌫ � 4�

✓
Fµ↵F ⌫

↵ � 1

4
gµ⌫F↵�F↵�

◆�
(�gµ⌫) . (2)

The variation of the action I [g, A] with respect to the field Aµ reads

�AI [g, A] = ��

ˆ

M
dx3p�g

�
gµ↵g⌫�

�
[(�AFµ⌫) F↵� + Fµ⌫ (�AF↵�)] ,

= ��

ˆ

M
dx3p�g [2 (�AFµ⌫) Fµ⌫ ] = ��

ˆ

M
dx3p�g {2 [rµ (�A⌫) �r⌫ (�Aµ)] Fµ⌫} ,

= ��

ˆ

M
dx3p�g (4rµ (�A⌫) Fµ⌫) ,

= 4�

ˆ

M
dx3p�g (rµFµ⌫) (�A⌫) .

Thus, up to total derivative,

�AI [g, A] = 4�

ˆ

M
dx3p�g (rµFµ⌫) (�A⌫) . (3)

Then, the variation of I [g, A] up to boundary terms reduces to

�I [g, A] =

ˆ

M
dx3p�g


� 1

2
Eµ⌫

g �gµ⌫ + 4�Eµ
A (�A⌫)

�
. (4)

with

Eµ⌫
g := Gµ⌫ + ⇤gµ⌫ � 4�

✓
Fµ↵F ⌫

↵ � 1

4
gµ⌫F↵�F↵�

◆
, (5)

Eµ
A := rµFµ⌫ , (6)

That is, the corresponding field equation are:

Gµ⌫ + ⇤gµ⌫ = 4�

✓
Fµ↵F ⌫

↵ � 1

4
gµ⌫F↵�F↵�

◆
, (7)

rµFµ⌫ = 0 . (8)
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******************************************************************************

Lo siguiente son comentarios posibles:

***

*****

*************************************************************************

Curious comment: la relación ?? se obtiene si la boundary condition es de la forma

V = qt

�
1� !2

� 
G (qt)�

qtl

32⇡�

�
,
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Figura 3.1: Agujeros negros con carga eléctrica existen en la región del plano (M, q2t )
definida para M ≥ Mext, la cual es delimitada por la curva que corresponde a la
solución extrema. La figura (a) describe al caso estándar, que corresponde a la
elección más simple de condiciones de borde invariantes de Lorentz: V = 0, de

manera que Mext =
q2t
8π

[
1− log

(
κq2t
8π2

)]
. El espectro de enerǵıa no posee una cota

inferior, y para un valor fijo de la masa no hay una cota superior para la carga
eléctrica. La figura (b) ilustra el caso de las condiciones de borde invariante de
Lorentz holográficas: V = l

8π
q2t
[
log
(
κ

8π2 q
2
t

)
+ γ − 1

]
, tal que Mext = γ

8π
q2t , para

γ > 0. El espectro de enerǵıa es no negativo y, para un valor fijo de la masa la carga
eléctrica posee una cota superior.

3.2.2. Agujero negro con rotación y carga eléctrica

La solución de agujero negro con rotación y carga eléctrica ha sido obtenida de
manera independiente en [38], [39]. Es conveniente expresar esta solución como en
[94], tal que la métrica del espaciotiempo y el campo de gauge pueden escribirse
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como en las ecs. (3.1), (3.2)

R2 = r2 +

(
ω2

1− ω2

)
r2+ +

κ

4π2
(qtωl)

2 log

(
r

r+

)
,

N φ = Nφ
∞ −

(
ω

1− ω2

)(
r2

l2
−F2

)
l

R2
N∞ ,

N 2 =
r2

R2
N2
∞ ,

F2 =
r2

l2
− r2+
l2
− κ

4π2
q2t
(
1− ω2

)
log

(
r

r+

)
, (3.32)

At = − qt
2π

[
N∞ − ωlNφ

∞
]

log
(r
l

)
+Nφ

∞ϕφ +N∞
ϕt
l
− Φ ,

Aφ =
qtωl

2π
log
(r
l

)
+ ϕφ .

Esta configuración posee un horizonte de eventos en r = r+, siempre que la carga
eléctrica qt y el parámetro de rotación ω satisfagan las siguientes cotas

ω2 ≤ 1 , (3.33)

q2t ≤
8π2

κl2
r2+

1− ω2
, (3.34)

las cuales se saturan en los casos extremos. Las contribuciones relevantes a las car-
gas globales en (3.20), (3.21) pueden leerse directamente desde el comportamiento
asintótico en (3.13), las cuales están determinadas por

hR = −ω
2q2t
4π

; fR =
2π

κl2
r2+ω

2

1− ω2
− q2tω

2

2π
log
(r+
l

)
,

qφ = −qtω ; fF =
πr2+
κl2
− q2t (1− ω2)

4π
log
(r+
l

)
.

Por consiguiente, para una elección genérica de condiciones de borde dadas por
V = V (qµ), la masa y el momento angular se reducen a

M =
πr2+
κl2

(
1 + ω2

1− ω2

)
− q2t

4π

(
ω2 +

(
1 + ω2

)
log
(r+
l

))
+

1

l

(
V − qφ

δV
δqφ

)
, (3.35)

J =
2πr2+ω

κl (1− ω2)
− q2tωl

4π

(
1 + log

(
r2+
l2

))
+ qt

δV
δqφ

, (3.36)

respectivamente.

Nótese que para una elección genérica de condiciones de borde, el valor de la masa
y el momento angular pueden ser sensibles al valor de la carga eléctrica, o incluso
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el signo del momento angular podŕıa ser opuesto al del parámetro de rotación, lo
cual es curioso, pero no necesariamente inconsistente3. En este sentido, a pesar de
que las cargas globales han adquirido contribuciones expĺıcitas debido a la presencia
de la función arbitraria V , en el ĺımite (ingenuo) de rotación extrema (ω2 → 1) se
relacionan como en el caso eléctricamente neutro [15], [16], i.e., J/Ml = 1.

Además, es directo chequear la validez de la primera ley de la termodinámica
cuando las cargas globales están dadas genéricamente por (3.35), (3.36), lo cual se
sabe que ocurre por adelantado, debido a que sólo es un reflejo del hecho de que
la acción reducida Eucĺıdea posee un extremo para soluciones suaves. En efecto, el
exigir la regularidad de la geometŕıa Eucĺıdea y del campo de gauge en torno al
horizonte de eventos, se obtiene

N2
∞ =

4π2l4r2+
1− ω2

(
r2+ −

κl2

8π2
q2t
(
1− ω2

))−2
, (3.37)

Nφ
∞ =

ω

l
N∞ , (3.38)

Φ = − qt
2π

(
N∞ − ωlNφ

∞
)

log
(r+
l

)
−Nφ

∞
δV
δqφ

+
1

l
N∞

δV
δqt

, (3.39)

de manera tal que la variación de la entroṕıa, S = A
4G

= πR(r+)
2G

, satisface

δS = N∞δM −Nφ
∞δJ − Φδqt . (3.40)

Por lo tanto, N∞ corresponde al inverso de la temperatura de Hawking β = T−1,
mientras que el producto de β con los potenciales qúımicos asociados al momento
angular y la carga eléctrica se identifican con Nφ

∞, y Φ, respectivamente.

Caso más simple de condiciones de borde invariantes de Lorentz.- Al requerir la
consistencia de las condiciones de borde con la invariancia de Lorentz en el borde
se obtiene que V = V (q2). Es importante señalar que, de acuerdo a las ecs. (3.20) y
(3.21), esto asegura que el momento angular posee el mismo signo que el parámetro
de rotación, y también garantiza que la masa y el momento angular no dependen
del signo de la carga eléctrica qt.

Nótese además que, en el caso más simple, V = 0, las expresiones (3.35) y (3.36)
concuerdan con los resultados obtenidos en [39].

3En efecto, el signo de J puede diferir del signo de ω para agujeros negros en teoŕıas de la
gravitación con términos de paridad impar en la acción, como en el caso de gravedad topológica-
mente masiva (véase, por ejemplo, [66]). Por otra parte, como se mostró recientemente en [67], en
el caso de agujeros negros en AdS3 dotados de campos de esṕın 4, el rango permitido de las cargas
positivas de esṕın 4 es mayor que el rango de las negativas. Además, el rango permitido para las
cargas de esṕın 4 es consistente, y concuerda precisamente, con el rango que se obtiene de las cotas
que se obtienen a partir de la extensión hipersimétrica localmente de la teoŕıa.
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Condiciones de borde holográficas invariantes de Lorentz.- Las condiciones de
borde en (3.25) en este caso están dadas por

V =
l

8π
q2t
(
1− ω2

) [
log
( κ

8π2
q2t
(
1− ω2

))
+ γ − 1

]
, (3.41)

de manera tal que la masa y el momento angular en (3.35) y (3.36) se reducen a

M =
π

κ

(
1 + ω2

1− ω2

)
r2+
l2

+
q2t (1 + ω2)

8π

(
log

[
κ

8π2

q2t l
2

r2+

(
1− ω2

)]
+ γ − 1

)
, (3.42)

J =
2lω

1 + ω2
M . (3.43)

Es interesante destacar que la relación (3.43) no involucra a la carga eléctrica y, por
lo tanto, concuerda precisamente con la que se obtiene para el caso del agujero negro
BTZ eléctricamente neutro. En el caso extremo para el cual la cota (3.34) se satura,
la masa del agujero negro se lee

Mext =
γ

8π
q2t
(
1 + ω2

)
. (3.44)

Es claro entonces que el espectro de enerǵıa y la cota superior en la carga eléctrica
son bien comportados incluso en el caso rotante.

3.3. Comentarios finales

En este caṕıtulo se mostró que la masa y el momento angular de soluciones
estacionarias y circularmente simétricas de la teoŕıa de Einstein-Maxwell en AdS3

genéricamente adquieren contribuciones debidas al campo electromagnético, y re-
sultan ser sensibles a la elección de condiciones de borde. Este efecto no sólo se
manifiesta para campos de esṕın 1, sino que también se sabe que ocurre para cam-
pos escalares [23], [24], [68] e incluso para campos de esṕın superior [69] en tres
dimensiones.

Es interesante destacar además, que de acuerdo a una serie de resultados en la
literatura [50], [39], [56], [70], [71], [72], [73], [74], [75], [76], [77], el valor preciso de
la masa del agujero negro eléctricamente cargado pareciera depender de los distintos
esquemas de regularización. En este sentido, nuestros resultados podŕıan clarificar
este acertijo debido a que diferentes resultados podŕıan corresponder a elecciones
inequivalentes de condiciones de borde. Seŕıa interesante explorar el efecto de dis-
tintas elecciones de la función V , en el contexto de la superconductividad holográfica
[78], [79], [80], [81], [82], [83].
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Además se muestra que existe una elección muy especial de condiciones de borde
que son obtenidas al requerir su compatibilidad con las simetŕıas de Lorentz y de
escalamientos. Este conjunto de condiciones de borde holográficas está caracterizado
por un parámetro fijo γ, el cual, en el contexto de la mecánica cuántica, jugaŕıa el
rol de la longitud de la caja para una part́ıcula confinada. Las condiciones de borde
holográficas pueden interpretarse también como un análogo de las condiciones de
borde de Robin. Vale la pena destacar que este parámetro aparece manifiestamen-
te en el espectro de enerǵıa de la solución de agujero negro con rotación y carga
eléctrica, tal que para γ > 0 es no negativo, y para un valor fijo de la enerǵıa existe
una cota superior para la carga eléctrica.

Seŕıa interesante reconsiderar si los agujeros negros eléctricamente cargados pue-
den ser incluidos apropiadamente dentro de una teoŕıa de supergravedad. En este
caso, uno esperaŕıa que el caso extremo saturara las cotas de enerǵıa que vienen de
la supersimetŕıa. Note que, de acuerdo a la ec. (3.31), la cota de enerǵıa debeŕıa ser
cuadrática en la carga eléctrica, lo cual parece ir de la mano con la no linealidad del
álgebra superconforme con N > 1 (véase, por ejemplo, [84] y [85]).

En la próxima sección veremos que es posible relajar las condiciones asintóticas
de Brown-Henneaux [18] de manera consistente, con el fin de acomodar agujeros
negros eléctricamente cargados en la teoŕıa de Einstein-Maxwell en AdS3 [98].
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Caṕıtulo 4

Estructura asintótica de la teoŕıa
de Einstein-Maxwell en AdS3

La primera solución de agujero negro acoplado a un campo de materia fue en-
contrada por Reissner y Nordström [87], [88]. Sus propiedades han sido ampliamente
exploradas (véase, por ejemplo, [89], [90] y [91]), lo cual parece ser una consecuen-
cia natural de la interacción de dos de las más grandes teoŕıas de campo que se
han formulado: Relatividad General y Electromagnetismo. La solución de Reissner-
Nordström puede ser generalizada para incluir rotación [92], [93] incluso si la teoŕıa
de Einstein-Maxwell incluye una constante cosmológica en diversas dimensiones. Sin
embargo, en tres dimensiones, el análisis de las propiedades de la solución de agujero
negro con carga eléctrica (rotante) [15], [38], [39] puede verse un tanto obscurecido
debido al decaimiento logaŕıtmico del campo de gauge, lo cual modifica severamen-
te el comportamiento asintótico de la métrica. En efecto, encontrar una definición
adecuada de cargas conservadas globales en este contexto resulta ser una tarea muy
sutil [43], [39]. No obstante, en el caso de soluciones estacionarias y esféricamente
simétricas, se ha mostrado recientemente que los generadores canónicos asociados a
la masa y el momento angular pueden ser naturalmente definidos sin la necesidad de
ningún tipo de regularización [94]. Además, como se mostró en el caṕıtulo anterior
(3), las integrales de superficie adquieren contribuciones expĺıcitas provenientes del
campo electromagnético, y por consiguiente, se vuelven manifiestamente sensibles
a la elección de condiciones de borde1. Este efecto parece reconciliar los diferentes
resultados que se han obtenido siguiendo distintos métodos de regularización en la
literatura para la masa del agujero negro (rotante) con carga eléctrica [50], [49],

1Nos gustaŕıa enfatizar que de aqúı en adelante en adelante haremos una diferencia entre “con-
diciones asintóticas” y “condiciones de borde”. Por condiciones asintóticas nos referimos al decai-
miento de los campos en la región asintótica, la cual corresponde a un conjunto abierto; mientras
que por condiciones de borde nos referimos a las condiciones que son mantenidas fijas en el borde.
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[53], [39], [56], [70], [71], [72], [73], [74], [76], [77], debido a que podŕıan corresponder
distintas elecciones de condiciones de borde. Es interesante entonces explorar si el
efecto se extiende a configuraciones genéricas, que podŕıan no ser estáticas ni cir-
cularmente simétricas. Con este objetivo, en la próxima sección abordamos algunos
de los aspectos geométricos relevantes de espaciotiempos que son asintóticamente
AdS3 en la teoŕıa de Einstein-Maxwell. Se muestra que poseen un comportamiento
relajado comparado con el de Brown-Henneaux [18].

La realización canónica de las simetŕıas asintóticas se realiza a continuación en
la sección 4.2, donde se muestra que la variación de los generadores asociados a
los vectores de Killing asintóticos se vuelve automáticamente finita una vez que se
requiere que generen la derivada de Lie de los campos. Las integrales de superficie
genéricamente adquieren contribuciones provenientes del campo electromagnético
y están sujetas a condiciones de integrabilidad no triviales, lo cual implica una
relación funcional entre los términos dominantes de la forma asintótica del campo
electromagnético. Como los generadores canónicos dependen expĺıcitamente de la
elección de condiciones de borde, en la sección 4.3 se estudia la compatibilidad de
distintas elecciones con las simetŕıas asintóticas. Se muestra que para condiciones
de borde genéricas, las simetŕıas asintóticas se quiebran a R ⊗ U (1) ⊗ U (1). Sin
embargo, hay dos conjuntos diferentes de condiciones de borde para los cuales sólo
una de las copias quirales de la simetŕıas asintóticas de Virasoro se preserva. Vale
la pena destacar que al requerir la preservación del grupo conforme completo, se
selecciona un conjunto muy especial de condiciones de borde, el cual es etiquetado
por un parámetro constante fijo único. La realización canónica del álgebra de las
simetŕıas asintóticas entonces está dada por la suma directa de U (1) con dos copias
del álgebra de Virasoro con la extensión central usual.

La sección 4.4 está dedicada al cálculo de las cargas globales del agujero negro
con rotación y carga eléctrica, las cuales resultan coincidir con las expresiones en-
contradas recientemente en [94] del análisis de configuraciones estacionarias y esféri-
camente simétricas. Concluimos con algunos comentarios adicionales en la sección
4.5.
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4.1. Decaimiento de los campos y simetŕıas asintóti-

cas

El comportamiento asintótico de los campos se puede obtener siguiendo el criterio
descrito en [21, 23, 66, 95]. Para una teoŕıa genérica, los requerimientos que deben
cumplirse pueden enunciarse de la siguiente forma:

El conjunto debe contener tantas simetŕıas asintóticas como sea posible.

El decaimiento de los campos debe ser lo suficientemente relajado como para
contener soluciones de interés f́ısico.

Simultáneamente, el decaimiento deber ser lo suficientemente rápido para ase-
gurar que la variación de las cargas globales sea finita.

Las condiciones de borde deben garantizar que la variación de las cargas pueda
ser integrada.

Una vez que se consideran estos cuatro requerimientos para espaciotiempos que
son asintóticamente AdS3 en la teoŕıa de Einstein-Maxwell, podemos proponer el
siguiente perfil de decaimiento para la métrica y el campo de gauge:

g±± =
κl2

4π2
q2± log

(r
l

)
+ f±± +O

(
log
(r
l

)
r−1
)
,

g+− = −r
2

2
+ f+− +O

(
log
(r
l

)
r−1
)
,

grr =
l2

r2
+
frr
r4

+O
(

log
(r
l

)
r−5
)
, (4.1)

gr± = O
(

log
(r
l

)
r−3
)
,

A± = − l

2π
q± log

(r
l

)
+ ϕ± +O

(
log
(r
l

)
r−2
)
, (4.2)

Ar = O
(

log
(r
l

)
r−3
)
,

donde f±±, f+−, frr y q± corresponden a funciones arbitrarias independientes las
cuales sólo dependen de las coordenadas x± = t

l
± φ. Debe ser enfatizado que las

funciones ϕ± están relacionadas funcionalmente con q± de una forma precisa. Como
se explica en la sección 4.2, esto debe ser aśı con el fin de asegurar la integrabilidad
de la variación de las cargas globales.
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Nótese que el comportamiento asintótico de la métrica en (4.1) podŕıa haber in-
cluido términos adicionales de la forma O (log (r/l)) y O (log (r/l) r−4), en g+− y grr
respectivamente, los cuales no consideramos debido a que pueden ser eliminados de
manera consistente. En efecto, es por esta razón que el decaimiento asintóticamente
AdS3 de la rama de soluciones estacionarias y esféricamente simétricas estudiadas
en [94] está contenido en la estructura asintótica descrita en (4.1) y (4.2). Conse-
cuentemente, el comportamiento asintótico propuesto en [98] no sólo acomoda a un
gran conjunto de soluciones que poseen estas simetŕıas [15], [48], [50], [51], [52], [53],
[54], [39], [55], [56], [57], [58], [59], sino que a una clase de configuraciones aún más
grande, incluyendo aquellas que no son estacionarias ni circularmente simétricas.

Estas simetŕıas asintóticas corresponden al subconjunto de difeomorfismos y si-
metŕıas de gauge U (1), parametrizadas por ξµ = ξµ (xν) y η = η (xµ) respecti-
vamente, que preservan el comportamiento asintótico de los campos, es decir, que
satisfacen la siguiente condición

δξ,ηgµν = £ξgµν = O (gµν) ,

δξ,ηAµ = £ξAµ + ∂µη = O (Aµ) .
(4.3)

Considerando (4.1) y (4.2), los vectores de Killing asintóticos y la forma asintótica
del parámetro U (1) están dados por

ξ± = T± +
l2

2r2
∂2∓T

∓ +O
(

log
(r
l

)
r−4
)
,

ξr = −r
2

(
∂+T

+ + ∂−T
−)+O

(
r−1
)
,

η = λ+O
(

log
(r
l

)
r−2
)
,

(4.4)

respectivamente, los cuales son descritos por tres funciones arbitrarias T± = T± (x±)
y λ = λ (x+, x−). Note que los vectores de Killing asintóticos ξ± en (4.4) decaen más
lento que los de Brown-Henneaux [18].

Por último, cabe señalar que sólo un subconjunto de las simetŕıas asintóticas
generadas por (4.4) están asociadas a generadores canónicos. Esto se explica a con-
tinuación.
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4.2. Estructura canónica

Consideremos la acción de Einstein-Maxwell en un espaciotiempo de tres dimen-
siones, dada por

I [gµν , Aµ] =

ˆ

d3x
√−g

[
1

2κ
(R− 2Λ)− 1

4
FµνF

µν

]
. (4.5)

La forma Hamiltoniana de la acción, asumiendo la descomposición ADM estándar
(véase, por ejemplo, [96] y [97]) es

I =

ˆ

d3x
{
πij γ̇ij + piȦi −N⊥H⊥ −N iHi − ηG

}
, (4.6)

salvo un término de borde, donde los v́ınculos están dados por

H⊥ =
2κ√
γ

(
πijπij − π2

)
−
√
γ

2κ

(
(2)R− 2Λ

)
+

1

2
√
γ
γijp

ipj +
1

4

√
γFijF

ij ,

Hi = −2∇jπ
j
i + pjFij ,

G = −∂ipi ,

(4.7)

donde πij y pi corresponden a los momenta asociados a los campos dinámicos γij y
Ai, respectivamente. El Hamiltoniano total smeared2 puede entonces separarse de
la siguiente forma

H (ξ, η) =

ˆ

d3x
[
ε⊥H⊥ + εiHi + ηG

]
,

= H (ξ) + G (η) ,

(4.8)

con
ε⊥ = N⊥ξt ; εi = ξi +N iξt . (4.9)

Debe enfatizarse que el generador H (ξ) no conduce a la derivada de Lie del
campo de gauge, sino que un “difeomorfismo puro” dado por δξAµ = {Aµ,H (ξ)} =
ξνFνµ. Por consiguiente, con el fin de hacer contacto con las simetŕıas asintóticas en
(4.3), el generador debe ser suplementado con una transformación de gauge adecua-
da. El generador mejorado se obtiene a partir de (4.8), siempre que el parámetro de
la transformación de gauge sea de la forma η = λ + ξµAµ (véase, por ejemplo, [63]
y [60]), de manera que el Hamiltoniano total ahora puede separarse de acuerdo a

H (ξ, λ) = H̃ (ξ) + G (λ) , (4.10)

2El smeared generator corresponde al v́ınculo multiplicado por el parámetro e integrado en la
sección espacial.
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donde
H̃ (ξ) = H (ξ) + G (ξµAµ) , (4.11)

corresponde al generador mejorado que satisface la propiedad que estamos buscando,
es decir,

{Aµ, H (ξ, λ)} =
{
Aµ, H̃ (ξ) + G (λ)

}
= £ξAµ + ∂µλ . (4.12)

Notablemente, una vez que el generador mejorado H̃ (ξ) es suplementado con un
término de borde apropiado de manera que esté bien definido en toda la variedad in-
cluyendo el borde [64], la variación de las correspondientes integrales de superficie es
automáticamente finita. En efecto, la integral de superficie asociada a G (ξµAµ) can-
cela exactamente a la divergencia que proviene de la integral de superficie asociada
al generador de difeomorfismos puros H (ξ).

Este efecto ocurre debido al decaimiento lento del campo electromagnético en
tres dimensiones, de manera que el término mejorado corresponde a una transfor-
mación de gauge impropia que regulariza las cargas globales. Para espaciotiempos
AdS de d ≥ 4, lo anterior no ocurre debido a que el término mejorado en (4.11) sólo
corresponde a una transformación de gauge propia que no modifica las integrales
de superficie asociadas a los generadores canónicos. Esto será mostrado de manera
expĺıcita en la sección (4.5).

4.2.1. Cargas conservadas finitas y sus condiciones de inte-
grabilidad

La variación de los términos de borde que aseguran que los generadores canónicos
H̃ (ξ) y G (λ) estén bien definidos se denotan por δQH̃ (ξ) y δQG (λ) , respectivamen-
te. Considerando el perfil de decaimiento en (4.1), (4.2), la variación del generador
U (1) es finita e integra directamente como

QG (λ) =

ˆ

dSlλp
l =

1

2π

ˆ

dφλ (q+ + q−) =
1

2π

ˆ

dφλqt . (4.13)

La variación de la integral de superficie asociada al generador mejorado, que
corresponde a δQH̃ (ξ), es también finita, pero está sujeta a condiciones de integra-
bilidad no triviales.

Con el fin de ver como el mecanismo de regularización está incorporado intŕınse-
camente, a partir de la ec. (4.11), es instructivo separar la variación de la integral
de superficie de la siguiente forma

δQH̃ (ξ) = δQH (ξ) + δQG (ξµAµ) . (4.14)
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con

δQH (ξ) =

ˆ

dSl

[
1

2κ
ε⊥Gijkl∇kδγij −

1

2κ
∇kε

⊥Gijklδγij + 2εjδ
(
γjkπ

kl
)

−εlπjkδγjk − ε⊥
√
γF liδAi −

(
εlpi − εipl

)
δAi
]
,

δQG (ξµAµ) =

ˆ

dSlξ
µAµδp

l ,

(4.15)

donde Gijkl = 1
2
γ1/2

(
γikγjl + γilγjk − 2γijγkl

)
.

Al hacer uso del decaimiento asintótico de los campos (4.1), (4.2), aśı como
también los vectores de Killing asintóticos (4.4), la variación de las integrales de
superficie se reduce a

δQG
(
T+, T−

)
= δQ+

G
(
T+
)

+ δQ−G
(
T−
)
,

δQH
(
T+, T−

)
= δQ+

H
(
T+
)

+ δQ−H
(
T−
)
,

(4.16)

con

δQ±G
(
T±
)

= − 1

2π

ˆ

dφT±
[
l

2π
(q±δq+ + q±δq−) log

(r
l

)
− ϕ± (δq+ + δq−)

]
,

δQ±H
(
T±
)

=
1

2π

ˆ

dφT±
[
l

2π
(q±δq+ + q±δq−) log

(r
l

)
± q± (δϕ+ ∓ δϕ−)

]

+
1

2π

ˆ

dφT±
[
δ

(
2π

lκ
f±± ∓

l

4π
q± (q+ − q−)

)]
.

(4.17)
Por lo tanto, es claro que las divergencias logaŕıtmicas en (4.17) se cancelan exac-
tamente, de manera tal que la variación del generador mejorado (4.14) está dada
por

δQH̃
(
T+, T−

)
= δQ+

H̃

(
T+
)

+ δQ−H̃
(
T−
)

=

ˆ

dφT+δL+ +

ˆ

dφT−δL− , (4.18)

donde

δL± =
1

2π
δ

(
2π

lκ
f±± ∓

l

4π
q± (q+ − q−)± q± (ϕ+ − ϕ−)

)
+

1

2π
[ϕ+δq− + ϕ−δq+] .

(4.19)
Nótese que los términos entre paréntesis cuadrados en (4.19) conducen a condiciones
de integrabilidad no triviales de la forma

δ2Q±H̃ =
1

2π

ˆ

dφT± [δϕ+ ∧ δq− + δϕ− ∧ δq+] = 0 , (4.20)
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lo cual implica que ϕ± y q± están relacionados funcionalmente. Asumiendo que q+
y q−vaŕıan independientemente, las condiciones de integrabilidad se resuelven por
cualquier función arbitraria V = V (q+, q−) que satisfaga

ϕ± =
1

2

δV
δq∓

. (4.21)

Por consiguiente, las integrales de superficie asociadas a los generadores canónicos
mejorados integran como

Q±H̃
(
T±
)

=

ˆ

dφT±L± , (4.22)

con

L± =
1

lκ
f±± ∓

lq±
8π2

[
q+ − q− −

2π

l

(
δV
δq−
− δV
δq+

)]
+

1

4π
V . (4.23)

Al igual que en la sección (3), las integrales de superficie manifiestamente adquie-
ren contribuciones provenientes del campo electromagnético, y además, dependen
expĺıcitamente de una función arbitraria V , que debe ser especificada por las condi-
ciones de borde con el fin de garantizar la integrabilidad de las cargas globales. Este
punto es crucial porque de otra forma, si la variación de los generadores canónicos
no fuera integrable, la estructura canónica dejaŕıa de existir debido a que se entraŕıa
en conflicto con el hecho de que los corchetes de Poisson satisfacen la identidad de
Jacobi.

Por último, debe enfatizarse que el cumplimiento de las condiciones de inte-
grabilidad implica que sólo un subconjunto de las simetŕıas asintóticas puramente
geométricas en (4.4) está reflejado en la realización canónica. En efecto, la cantidad
de simetŕıas asintóticas que son generadas por los generadores canónicos depende
de la elección de condiciones de borde especificadas por V . Lo anterior se explica
en la siguiente sección.

4.3. Compatibilidad de las condiciones de borde

con las simetŕıas asintóticas

Las condiciones de borde que se caracterizan por una función arbitraria V que,
de acuerdo a (4.21), especifican la relación funcional de los términos dominantes
en la expansión asintótica del campo de gauge, es decir, ϕ± = ϕ± (q+, q−). En
consecuencia, una elección genérica de condiciones de borde resulta ser incompatible
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con el conjunto completo de simetŕıas asintóticas en (4.4), debido a que las reglas
de transformación de ϕ± y q± deben ser consistentes con

δϕ± =
δϕ±
δq+

δq+ +
δϕ±
δq−

δq− . (4.24)

En lo que sigue se analiza lo anterior, primero para transformaciones de gauge U (1)
y luego para los vectores de Killing asintóticos.

4.3.1. Transformaciones de gauge U (1) asintóticas

En el caso de transformaciones de gauge U (1) asintóticas generadas por (4.4)
con T± = 0, las funciones ϕ± y q± transforman de acuerdo a

δϕ± = ∂±λ ; δq± = 0 . (4.25)

Por lo tanto, la ec. (4.24) es compatible con la ley de transformación en (4.25) sólo
si ∂±λ = 0. Uno concluye entonces que, si q+ y q− vaŕıan de manera independiente,
sólo el modo cero de λ es consistente, sin importar la elección de las condiciones
de borde. Por lo tanto, sólo hay una única carga global que es conservada, la cual
corresponde a (4.13) evaluada para λ = λ0 constante. Esta es la carga eléctrica Q.

Alternativamente, es posible verificar la ausencia de corrientes conservadas adi-
cionales a partir de la integral de superficie en (4.13). En efecto, haciendo uso de la
ecuación de Maxwell en la región asintótica, dada por ∂+q−+∂−q+ = ∂φqφ−l∂tqt = 0,
y al requerir que Q̇G (λ) = 0, se concluye que λ se aproxima asintóticamente a una
constante. Entonces podemos deshacernos del parámetro constante U (1) de manera
que (4.13) concuerde con la fórmula de Gauss.

Es importante destacar que, debido a que los modos restantes de λ no dan lugar a
cargas conservadas, estas no pueden ser tratadas como simetŕıas asintóticas leǵıtimas
ya que no poseen generadores canónicos3.

4.3.2. Vectores de Killing asintóticos

Bajo la acción de un vector de Killing asintótico genérico dado por (4.4) con
λ = 0, las leyes de transformación de ϕ± y q± están dadas por

δϕ± = ∂±
(
ϕ±T

±)+ T∓∂∓ϕ± +
`

4π
q±
(
∂+T

+ + ∂−T
−) ,

δq± = ∂±
(
q±T

±)+ T∓∂∓q± .
(4.26)

3Nótese que corrientes U (1) adicionales podŕıan ser consistentes, pero para diferentes clases de
condiciones de borde que no fueron consideradas en este trabajo. En efecto, este seŕıa el caso si se
hubiera considerado que q+ o q−, se anularan sin variación, de manera que los modos de QG (λ)
correspondeŕıan a los generadores de corrientes quirales.
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En el caso de las simetŕıas asintóticas quirales generadas por T+ (con T− = 0),
la compatibilidad de la ley de transformación en (4.26) con la ec. (4.24) implica las
siguientes condiciones:

(
`

4π
q+ +

1

2

δV
δq−
− 1

2
q+

δ2V
δq+δq−

)
∂+T

+ = 0 ,

(
`

4π
q− −

1

2
q+
δ2V
δq2+

)
∂+T

+ = 0 .

(4.27)

Por lo tanto, para una elección genérica de V , las ecs. (4.27) sólo pueden satisfacerse
si ∂+T

+ = 0 , es decir, sólo para el modo cero de T+. Al requerir que el conjunto
completo de modos de T+ sea compatible con las condiciones en (4.27) implica que la
función V debe satisfacer ambas ecuaciones diferenciales dentro de los paréntesis en
(4.27). El conjunto de condiciones de borde que resulta de exigir esta compatibilidad
es caracterizado por

V = V+ =
lq+q−

2π
[log (q+)− 1] + q+C+ (q−) , (4.28)

donde C+ es una función arbitraria de una sola variable.

Si las simetŕıas asintóticas corresponden a aquellas generadas por T−, la compa-
tibilidad de (4.26) con (4.24) implica que

(
`

4π
q− +

1

2

δV
δq+
− 1

2
q−

δ2V
δq+δq−

)
∂−T

− = 0 ,

(
`

4π
q+ −

1

2
q−
δ2V
δq2−

)
∂−T

− = 0 .

(4.29)

Análogamente, para condiciones de borde genéricas especificadas por V , ambas ecua-
ciones en (4.29) pueden satisfacerse sólo para el modo cero de T−. La familia de
condiciones de borde que es consistente con el conjunto completo de modos de T−

corresponde entonces a la elección de V que satisface las ecuaciones diferenciales en-
tre paréntesis en (4.29). Este conjunto se describe por una función arbitraria C− (q+),
de manera que, salvo una constante aditiva, se obtiene

V= V− =
lq+q−

2π
[log (q−)− 1] + q−C− (q+) . (4.30)

Notablemente, se concluye entonces que el conjunto completo de vectores de Ki-
lling asintóticos, generados por T+ y T−, resulta ser compatible con la integrabilidad
de los generadores canónicos siempre que las condiciones de borde sean especificadas
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por un conjunto muy especial, etiquetado por un único parámetro constante arbi-
trario ζ sin variación. Esto se debe a que la preservación simultánea de los modos
quirales, implica que V = V+ = V−. Por lo tanto, en virtud de (4.28) y (4.30), el
conjunto especial de condiciones de borde que preserva al grupo conforme completo
está determinado por la elección

V =
l

2π
q+q− log (ζq+q−) . (4.31)

Este resultado concuerda con el encontrado en la sección (3.1.1) y en [94], el cual
se obtuvo a partir de un enfoque completamente diferente. En efecto, la misma
elección de condiciones de borde es recuperada, pero requiriendo la compatibilidad
con simetŕıas de escalamiento y de Lorentz para la clase de soluciones estacionarias
y circularmente simétricas bajo consideración.

4.3.3. Álgebra de los generadores canónicos

De los resultados obtenidos anteriormente, se concluye que el álgebra de los
generadores canónicos depende de la elección de condiciones de borde especificadas
por V .

Para una elección genérica de V , las simetŕıas asintóticas que son compatibles
con las condiciones de borde corresponden sólo a los modos cero de T+, T−, λ
en (4.4). Por lo tanto, sólo hay tres cargas conservadas dadas por (4.13) y (4.22)
con parámetros constantes. Por consiguiente, debido a que las simetŕıas asintóticas
resultan ser generadas por ∂t, ∂φ y una transformación U (1) global, el grupo de
simetŕıa asintótico está dado por R⊗U (1)⊗U (1), de manera que las cargas globales
corresponden a la masa, el momento angular y la carga eléctrica.

En caso de escoger el conjunto especial de condiciones de borde dado por V
en (4.31), las simetŕıas asintóticas leǵıtimas que poseen generadores canónicos bien
definidos corresponden al grupo conforme generado por T+, T−, y la transformación
U (1) global generada por el modo cero de λ. Las integrales de superficie asociadas a
los generadores canónicos mejorados en (4.22) son tal que en este caso la ec. (4.23)
se reduce a

L± =
1

lκ
f±± +

lq2±
8π2

log (ζq+q−) . (4.32)

Vale la pena destacar que las componentes +r y −r de las ecuaciones de campo
de Einstein, las cuales están dadas por

∂∓f±± +
κ`2

8π2

[
q∓∂±q± ±

2π

`
q±

(
∂−

(
δV
δq−

)
− ∂+

(
δV
δq+

)
+

3`

2π
∂+q−

)]
= 0 ,

(4.33)
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en este caso se reducen a
∂∓L± = 0 . (4.34)

En consecuencia, debido a que los corchetes de Poisson satisfacen {Q (Y1) , Q (Y2)} =
δY2Q (Y1), el álgebra de los generadores canónicos se puede obtener fácilmente a
partir de la ley de transformación de q± en (4.25), (4.26), aśı como de la ley de
transformación para f±±:

δf±± = 2f±±∂±T
± + T±∂±f±± −

`2

2
∂3±T

+ − κl2

8π2
q2±
(
∂+T

+ + ∂−T
−)+ T∓∂∓f±± .

(4.35)
Por lo tanto, la ley de transformación para L± en (4.32) se lee

δL± = 2L±∂±T± + T±∂±L± −
l

2κ
∂3±T

±
. (4.36)

Expandiendo en modos de Fourier, L± = 1
2π

∑
m L±meimφ, el álgebra de los genera-

dores canónicos se puede escribir como

i
{
L±m,L±n

}
= (m− n)L±m+n +

c

12
m3δm+n,0 ,

i
{
L±m,Q

}
= 0 ,

i {Q,Q} = 0 ,

(4.37)

con c = 3l/2G, la cual cooresponde a la suma directa de U (1) y dos copias del
álgebra de Virasoro con la extensión central estándar.

Como comentario final de esta subsección, vale la pena mencionar que si las con-
diciones de borde fueran escogidas de manera que V = V+ en (4.28), las simetŕıas
asintóticas leǵıtimas son generadas por T+, y los modos cero de T− y λ. Los genera-
dores canónicos corresponden entonces a L+

m, L−0 , y Q, cuya álgebra está dada por
la suma directa de la copia derecha del álgebra de Virasoro con la extensión central
de Brown-Henneaux con dos generadores Abelianos. Análogamente, para la elección
V = V− en (4.30), lo mismo ocurre para la copia izquierda.

4.4. Masa y momento angular del agujero negro

con rotación y carga eléctrica

Por conveniencia escribiremos la métrica y el campo de gauge de la solución
cargada y rotante como en la sección (3.2.2) y en [94]. En estas coordenadas se tiene
que

ds2 = −N2F 2dt2 +
dρ2

F 2
+R2

(
Nφdt+ dφ

)2
,

A = Atdt+ Aφdφ ,
(4.38)
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con

R2 = ρ2 +

(
ω2

1− ω2

)
r2+ +

κ

4π2
(qtωl)

2 log

(
ρ

r+

)
,

Nφ = −
(

ω

1− ω2

)(
ρ2

l2
− F 2

)
l

R2
,

N2 =
ρ2

R2
,

F 2 =
ρ2

l2
− r2+
l2
− κ

4π2
q2t
(
1− ω2

)
log

(
ρ

r+

)
,

At = − qt
2π

log
(ρ
l

)
+
ϕt
l
,

Aφ =
qtωl

2π
log
(ρ
l

)
+ ϕφ ,

(4.39)

donde r+, ω, qt, ϕt, ϕφ corresponden a constantes arbitrarias. Los multiplicadores
de Lagrange han sido escogidos de manera tal que N∞ = 1, y Nφ

∞ = Φ = 0.
Nótese que en la región asintótica, ρ → ∞, las componentes de la métrica g+− y
gρρ poseen términos de la forma O (log (ρ/l)) y O (log (ρ/l) ρ−4), respectivamente,
los cuales pueden ser consistentemente eliminados mediante una transformación de
coordenadas, tal como fue explicado en la sección (4.1). En efecto, cambiando las
coordenadas de acuerdo a x± = t

l
± φ, y ρ = r + κl2

16π2 q
2
t (1− ω2) log

(
r
l

)
r−1, el

comportamiento asintótico de la solución está dado por

g±± =
κl2

4π2
q2± log

(r
l

)
+ f±± +O

(
log
(r
l

)
r−1
)
,

g+− = −r
2

2
+ f+− +O

(
log
(r
l

)
r−1
)
,

grr =
l2

r2
+
frr
r4

+O
(

log
(r
l

)
r−5
)
, (4.40)

gr± = 0 ,

A± = − l

2π
q± log

(r
l

)
+ ϕ± +O

(
log
(r
l

)
r−2
)
,

Ar = 0 ,
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con

q± =
1

2
(qt ± qφ) ; qφ = −ωqt ,

f±± =

(
1∓ ω
1± ω

)
r2+
4
− l2q2t κ (1∓ ω)2

16π2
log
(r+
l

)
,

f+− =
4π2r2+ − l2q2t κ log

(
r+
l

)
(1− ω2)

16π2
,

frr = 8l2π2r2+ + l4q2t κ
(
1− ω2

)(
1− log

(
r2+
l2

))
,

ϕ± =
1

2
(ϕt ± ϕφ) ,

(4.41)

el cual se acomoda perfectamente dentro del conjunto de condiciones asintóticas dado
por (4.1), (4.2). En consecuencia, las cargas globales restantes pueden ser obtenidas
de las integrales de superficie (4.13) y (4.22).

Para una elección genérica de condiciones de borde, especificada por la función
arbitraria V , la carga eléctrica está dada por Q = qt, mientras que las cargas restan-
tes son determinadas por L± en la ec. (4.23). Por lo tanto, la masa y el momento
angular están dados por

M =
2π

l
(L+ + L−)

=
πr2+
κl2

(
1 + ω2

1− ω2

)
− q2t

4π

[
ω2 +

(
1 + ω2

)
log
(r+
l

)]
+

1

l

(
V − qφ

∂V
∂qφ

)
,

(4.42)

y

J = 2π (L+ − L−)

= − 2πr2+ω

κl (1− ω2)
+
lq2tω

4π

(
1 + log

(
r2+
l2

))
− qt

δV
δqφ

,
(4.43)

respectivamente. En completo acuerdo con las expresiones encontradas en la sección
(3.2.2), para un minisuperespacio de configuraciones estacionarias y circularmente
simétricas4. En el caso de condiciones de borde con V = 0, la masa y el momento
angular coinciden con los encontrados en [39].

Para el caso especial de condiciones de borde que son compatibles con la simetŕıa
conforme completa en el infinito, donde V está especificado por (4.31), los modos

4La diferencia de signo en el momento angular se debe a que en este caso hemos elegido una
orientación opuesta a la escogida en [94].

42



cero de los generadores de Virasoro se leen

L± =
r2+
4lκ

(
1∓ ω
1± ω

)
+
lq2t (1∓ ω)2

32π2

[
log

(
κ

8π2

q2t l
2

r2+

(
1− ω2

))
+ γ − 1

]
, (4.44)

de manera tal que la masa y el momento angular se reducen a

M =
π

κ

(
1 + ω2

1− ω2

)
r2+
l2

+
q2t (1 + ω2)

8π

[
log

(
κ

8π2

q2t l
2

r2+

(
1− ω2

))
+ γ − 1

]
, (4.45)

y

J = − 2lω

1 + ω2
M . (4.46)

donde la constante fija arbitraria ζ que caracteriza este conjunto de condiciones de

borde ha sido redefinida de acuerdo a γ = 1 + log
(

2π2

κ
ζ
)

. En consecuencia, como se

explicó en la sección (3.2.2), este parámetro puede ser interpretado como la pendiente
que limita la región permitida en el espacio de los parámetros donde la solución
describe a un agujero negro. Notablemente, para este conjunto de condiciones de
borde, el espectro de enerǵıa del agujero negro es no negativo y, para un valor fijo
de la masa, la carga eléctrica posee una cota superior.
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4.5. Comentarios finales

El mejoramiento de los generadores canónicos de acuerdo a (4.11), de manera
tal que generen la derivada de Lie de los campos, resultó ser crucial para develar
la estructura asintótica de la teoŕıa electromagnética acoplada a la gravitación con
constante cosmológica negativa en tres dimensiones. A pesar de que el decaimiento
de los campos es extremadamente relajado en comparación al caso estándar, las car-
gas globales resultan ser finitas, y además, adquieren contribuciones provenientes del
campo electromagnético. Por otra parte, la existencia de la estructura canónica re-
quiere de condiciones de integrabilidad no triviales que deben ser satisfechas, lo cual
implica una relación funcional entre los términos dominantes en la forma asintótica
del campo electromagnético. Las cargas globales entonces dependen expĺıcitamente
de la elección de las condiciones de borde. Se ha mostrado que este efecto también
ocurre para Relatividad General acoplada a campos escalares y de esṕın superior en
tres dimensiones [23], [24], [68], [69].

En el caso del campo de Maxwell, las condiciones de borde genéricamente rom-
pen la mayoŕıa de las simetŕıas puramente geométricas, pero sin embargo, existe un
conjunto muy especial que resulta ser compatible con la simetŕıa conforme comple-
ta en el infinito5. Es entonces claro que la posibilidad de estudiar holograf́ıa en el
contexto de la correspondencia AdS3/CFT2 [99], [100], [101], [102], se ve ampliada
al caso de un campo de Maxwell con una backreaction fuerte. Más aún, las dife-
rentes elecciones de condiciones de borde compatibles con la integrabilidad de las
cargas globales pueden incluso ser de interés en el contexto de los superconductores
holográficos [78], [79], [80], [81], [82], [83].

Es importante destacar que estos resultados han sido obtenidos asumiendo que
las funciones que caracterizan a los términos dominantes en el decaimiento del campo
electromagnético, dados por q+ y q−, vaŕıan de manera independiente. Esto debe ser
aśı para acomodar la solución de agujero negro con rotación y carga eléctrica genérica
dentro de las condiciones asintóticas en (4.1), (4.2). No obstante, podŕıa construirse
un conjunto diferente de condiciones de borde en el cual ya no se asume que q+ y q−
vaŕıen de manera independiente. Sin embargo, todo el análisis tendŕıa que hacerse
desde el principio.

Nuestro conjunto de condiciones que son asintóticamente AdS3 difiere de los
explorados previamente en el contexto de la teoŕıa de Einstein-Maxwell [71], [86].

5Una situación intermedia ocurre para espaciotiempos que son asintóticamente AdS3 en gra-
vedad topológicamente masiva, donde las condiciones de integrabilidad son aún más severas, de
manera que las condiciones de borde preservan a lo más una copia quiral del álgebra de Virasoro,
mientras que para la otra copia sólo sobrevive el modo cero [95].
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Finalmente, el efecto de mejorar los generadores canónicos de acuerdo a (4.11)
no se manifiesta para espaciotiempos que son asintóticamente AdS en dimensiones
d ≥ 4. En efecto, en el caso de más dimensiones, el decaimiento del campo electro-
magnético es suficientemente lento, de manera que la métrica satisface el compor-
tamiento asintóticamente AdS estándar [21], [22]. En consecuencia, la componentes
temporal y angular de los vectores de Killing asintóticos es de orden uno O (1)
en la región asintótica, la variación del término mejorado dado por

´

dSlξ
µAµδp

l,
necesariamente se anula cuando r →∞. Por consiguiente, los generadores de difeo-
morfismos estándar y mejorado sólo difieren en una transformación de gauge propia
que no contribuye a las cargas globales.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Esta tesis se compone de dos partes. En la primera se consideraron soluciones
estacionarias y circularmente simétricas para la teoŕıa de Einstein-Maxwell en tres
dimensiones con constante cosmológica negativa, para las cuales se mostró que tanto
la masa como el momento angular adquieren contribuciones provenientes del cam-
po electromagnético, y por lo tanto, dependen manifiestamente de la elección de
condiciones de borde. Este efecto no resulta ser exclusivo para la teoŕıa de Einstein-
Maxwell, debido a que también se manifiesta en el caso de campos escalares [23] y
campos de esṕın superior [60]. En este contexto, seŕıa interesante explorar el efecto
de escoger distintas condiciones de borde, lo cual podŕıa conciliar la variedad de
resultados encontrados en la literatura, los cuales en principio, parecen depender del
esquema de regularización.

Dentro de las elecciones posibles de condiciones de borde, existe un conjunto
muy particular que es determinado a partir de su compatibilidad con las simetŕıas
de Lorentz y de escalamientos. Este conjunto especial de condiciones de borde está
caracterizado por un único parámetro fijo, el cual en el contexto de la mecánica
cuántica, juega el rol similar al de la longitud de la caja para una part́ıcula libre
confinada. Si este parámetro es mayor a cero, entonces el espectro de enerǵıa de la
solución de agujero negro es no negativo y además, la carga eléctrica posee una cota
superior para un valor fijo de la masa.

Seŕıa interesante además explorar el efecto de distintas elecciones de condiciones
de borde en el contexto de la superconductividad holográfica [78], [79], [80], [81], [82],
[83], y además seŕıa interesante reconsiderar si los agujeros negros con carga eléctrica
pueden ser incluidos apropiadamente dentro de una teoŕıa de supergravedad.

En la segunda parte de esta tesis se mostró que es posible definir los generadores
canónicos de manera tal que estos generen la derivada de Lie de los campos, lo cual
resultó ser crucial para develar la estructura asintótica del electromagnetismo aco-
plado a la gravitación con constante cosmológica negativa en tres dimensiones. A
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pesar de que el decaimiento de los campos es relajado con respecto al caso estándar,
las cargas globales resultan ser finitas, y además, adquieren expĺıcitamente contri-
buciones provenientes del campo electromagnético.

La existencia de la estructura canónica requiere de condiciones de integrabilidad
no triviales para las cargas globales que deben ser satisfechas, lo cual implica una
relación funcional entre los términos dominantes en la forma asintótica del cam-
po electromagnético, por lo tanto, las cargas globales dependen expĺıcitamente de la
elección de condiciones de borde. Genéricamente, estas condiciones de borde rompen
la mayoŕıa de las simetŕıas puramente geométricas; sin embargo, existe un conjunto
especial que resulta ser compatible con la simetŕıa conforme en el infinito. Lo ante-
rior abre la posibilidad de estudiar holograf́ıa en el contexto de la correspondencia
AdS3/CFT2 para el caso de un campo de Maxwell con una backreaction muy fuer-
te. Es importante destacar que estos resultados se obtuvieron asumiendo que las
funciones que caracterizan a los términos dominantes en el decaimiento del campo
electromagnético, dados por q+ y q−, vaŕıan de manera independiente. Esto debe ser
aśı con el fin de acomodar la solución de agujero negro con rotación y carga eléctrica
genérica en las condiciones asintóticas en (4.1), (4.2).

Notablemente, el conjunto de condiciones de borde que es compatible con la
simetŕıa conforme en el infinito coincide con el que se obtuvo en la primera parte
de la tesis al exigir compatibilidad de las condiciones de borde con las simetŕıas de
Lorentz y de escalamientos.

En esta misma ĺınea, debido a la existencia de esta simetŕıa conforme, es natural
preguntarse acerca de la posibilidad de escribir la entroṕıa del agujero negro con
carga eléctrica a través de la fórmula de Cardy, siguiendo una deducción similar a
la hecha por Strominger para el agujero negro BTZ.

Resultados preliminares indican que esto si es posible, siempre y cuando se con-
sidere que el estado fundamental del sistema corresponde a un solitón magnético,
como en [57]. De manera análoga al caso de agujeros negros con campo escalar [35],
[36] y [37].

La analoǵıa sugiere que es la enerǵıa del estado fundamental y no la carga central
la que jugaŕıa el rol principal al momento de reproducir la entroṕıa del agujero negro
con carga eléctrica mediante un conteo microscópico.
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[57] M. Cataldo, J. Crisóstomo, S. del Campo and P. Salgado, “On magnetic so-
lution to (2+1) Einstein-Maxwell gravity,” Phys. Lett. B 584, 123 (2004)
doi:10.1016/j.physletb.2004.01.062 [hep-th/0401189]. 2.3, 3.1, 4.1, 5

[58] J. Matyjasek and O. B. Zaslavskii, “Extremal limit for charged and ro-
tating (2+1)-dimensional black holes and Bertotti-Robinson geometry,”
Class. Quant. Grav. 21, 4283 (2004) doi:10.1088/0264-9381/21/17/014 [gr-
qc/0404090]. 2.3, 3.1, 4.1

[59] A. A. Garcia-Diaz, “Three dimensional stationary cyclic symmetric Einstein-
Maxwell solutions; black holes,” Annals of Physics 324, 2004 (2009)
doi:10.1016/j.aop.2009.04.004 [arXiv:1307.6655 [gr-qc]]. 2.3, 3.1, 1, 4.1
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