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Introducción

El problema isoperimétrico clásico dice lo siguiente:

“entre todos los conjuntos de un volumen dado el que tiene la menor superficie es la bola”.

Siguiendo la línea de este problema, se han estudiado diversos problemas isoperimétricos [28].

Por ejemplo, la desigualdad de Faber-Krahn:

“entre todos los conjuntos de un mismo volumen el que minimiza el primer valor propio

Laplaciano Dirichlet es la bola”.

Dado que la bola es el conjunto más simétrico para un volumen dado, Pólya y Szegö con-

jeturaron que entre todos los polígonos de n-lados de área dada en R2, el polígono regular

minimiza el primer valor propio del Laplaciano Dirichlet.

A pesar de que la conjetura es fácil de intuir, sólo se ha demostrado para los casos n = 3

y n = 4. Para n ≥ 5, está aún abierta.

Hace un tiempo se ha generado interés por el estudio de la desigualdad de Faber-Krahn para

variantes del Laplaciano. En este contexto, los resultados anteriores han sido generalizados

para el p-Laplaciano [28] [35].

Recientemente se ha estudiado fuertemente versiones no locales del Laplaciano. En este

contexto, se ha demostrado la desigualdad de Faber-Krahn para p-Laplaciano Fraccionario-

Dirichlet [4]. Motivados por este resultado y la conjetura de Pólya y Szegö en esta tesis

nos dedicaremos a demostrar el resultado para el caso del polígono para n=3 y n=4 para

p-Laplaciano Fraccionario con condiciones de Dirichlet sobre la frontera, es decir, queremos

demostrar la desigualdad de Faber-Krahn restringida a triángulos y cuadriláteros de una

misma área. La demostración se basará en el uso de simetrización de Steiner de conjuntos y

funciones.
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Como el operador p-Laplaciano fraccionario es no local, los espacios naturales para estudiarlo

son los espacios de Sobolev fraccionario, por eso iniciaremos el primer capítulo con un breve

estudio de dichos espacios. Daremos su definición, y versiones no locales de la desigualdad

Poincaré, teorema de Rellich-Kondrachov y desigualdad de Sobolev.

En el segundo capítulo , revisamos la definición y principales propiedades de rearreglo simétrico

decreciente (rearreglo de Schwarz) y simetrización de Steiner de conjuntos y funciones. También

daremos algunos rudimentos de geometría de cuerpos convexos, convergencia respecto a la

distancia Hausdorff, adición y sustracción de Minkowski de conjuntos. Los anteriores conceptos

nos van a permitir usar sucesiones que converjan a nuestros conjuntos minimizantes, el

cuadrado y triángulo equilátero. Además en este mismo capítulo se estudiará la demostración

de una desigualdad general de rearreglos, actualmente llamada desigualdad de Brascamp-Lieb-

Luttinger (BLL) [3],[34], de la cual la desigualdad de rearreglo de Riesz es un caso particular.

Una herramienta importante para la demostración de la desigualdad BBL es la desigualdad de

Prékopa-Leindler, a la que presentaremos una demostración argumentada en la desigualdad

de Brunn-Minkowski para el caso unidimensional e inducción sobre la dimensión del espacio .

Para finalizar este capítulo , se dará el caso de igualdad para la desigualdad de rearreglo de

Riesz para simetrización de Steiner con la función intermedia fija, el que resulta esencial para

demostrar la unicidad de nuestro problema. Para finalizar este capítulo de herramientas se

dará la definición de distancia Hausdorff para conjuntos compactos y también para conjuntos

abiertos acotados.

En el tercer capítulo se presentarán las propiedades básicas del primer valor propio del

p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet, tales como monotonía, la invariancia bajo traslaciones y

transformaciones ortogonales, además de su regla de homotecia. Con las anteriores propiedades

junto a herramientas de análisis convexo , demostraremos la continuidad del primer valor

propio del p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet para el caso convexo.

En el último capítulo se dará la demostración del principio (desigualdad) de Pólya y Szegö

no local bajo la simetrización de Steiner [16] [4] con su respectivo caso de igualdad, dicha

desigualdad la ocuparemos para dar la demostración de la desigualdad de Faber-Krahn

fraccionaria para triángulos y cuadriláteros, con su respectivo caso de igualdad.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Para esta sección nos basaremos en Di Nezza [12], Brasco y otros [4] y F. Demengel y

otros [11]. Al ser el p-Laplaciano fraccionario un operador no local, los espacios naturales para

estudiarlo son los espacios de Sobolev fraccionario, por esto en este capítulo los estudiaremos;

daremos su definición y la demostración de una serie de desigualdades que lo involucran. En

la literatura los espacios Sobolev fraccionarios también son llamados espacios de Aronszajn,

Gagliardo o Slobodeckij, en honor a los matemáticos que lo introdujeron entre 1955 a 1958.

Definición 1.1.1. Dado Ω un conjunto abierto arbitrario en Rn, p ∈ (1,∞) y s ∈ (0, 1),

definimos el espacio Sobolev fraccionario W s,p(Ω) como sigue

W s,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : [u]W s,p(Ω) <∞}

donde a

[u]W s,p(Ω) :=
(∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy

) 1
p

se le llama seminorma de Gagliardo de u.

En W s,p(Ω) definimos la norma

‖u‖W s,p(Ω) :=
(
‖u‖pLp(Ω) + [u]pW s,p(Ω)

) 1
p

. (1.1)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Ejemplo 1.1.2. función que no pertenezca a W 1,2(−1, 1) pero si a un espacio Sobolev

fraccionario adecuado.

Sea h la función Heaviside restringida a (−1, 1). Recordemos que h ∈ L2(−1, 1) pero su

derivada débil es la función delta centrada en 0, la que no pertenece a L2(−1, 1). Luego

h 6∈ W 1,2(−1, 1) (espacio Sobolev usual). Estudiemos la integral que define la seminorma de

Gagliardo para h
∫ 1

−1

∫ 1

−1

|h(x)− h(y)|p
|x− y|1+ps dxdy =

∫ 1

−1

∫ 0

−1

|h(x)− h(y)|p
|x− y|1+ps dxdy +

∫ 1

−1

∫ 1

0

|h(x)− h(y)|p
|x− y|1+ps dxdy

=
∫ 1

0

∫ 0

−1

1
|x− y|1+psdxdy +

∫ 0

−1

∫ 1

0

1
|x− y|1+psdxdy

= 2
∫ 0

−1

∫ 1

0

1
|x− y|1+psdxdy <∞⇔ sp < 1.

Así, h ∈ W s,p(−1, 1)⇔ sp < 1. En particular, h ∈ W 1/2−ε,2(−1, 1) para cualquier 0 < ε ≤ 1/2

pero h 6∈ W 1/2,2(−1, 1).

Proposición 1.1.3. El espacio W s,p(Ω) dotado con la norma (1.1) es un espacio Banach.

Demostración: Sea {un}∞n=1 una sucesión de Cauchy en W s,p(Ω) dotado con la norma (1.1),

es decir,

ĺım
n,m→∞

‖un − um‖W s,p(Ω) = ĺım
n,m→∞

(
‖un − um‖pLp(Ω) + [un − um]pW s,p(Ω)

) 1
p

= 0.

Esto implica que {un}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en Lp(Ω), y por la completitud de

este espacio, existe u ∈ Lp(Ω) tal que ĺımn→∞ un = u. También por lo anterior, la sucesión

{vn}∞n=1 de funciones

vn(x, y) = un(x)− un(y)
|x− y|s+

n
p

es una sucesión de Cauchy en Lp(Ω× Ω), luego, tenemos que {vn}∞n=1 es convergente a un

elemento de Lp(Ω× Ω). Extrayendo una subsucesión {unk}∞k=1 de {un}∞n=1 que converge en

casi todas partes a u, podemos observar que {vnk(x, y)}∞k=1 converge para casi todo par (x, y)

a
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

v(x, y) = u(x)− u(y)
|x− y|s+

n
p
.

Aplicando el lema de Fatou, obtenemos que∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy ≤ lim

n→∞

∫
Ω

∫
Ω

|unk(x)− unk(y)|p
|x− y|n+ps dxdy <∞.

Así, u ∈ W s,p(Ω). Observamos que ,

‖un − um‖W s,p(Ω) = ‖un − um‖pLp(Ω) + ‖vn − vm‖Lp(Ω×Ω).

haciendo m −→∞ en la última expresión se concluye ĺımn→∞‖un − u‖W s,p(Ω) = 0.

�

Proposición 1.1.4. Para 1 < p < ∞ el espacio W s,p(Ω) dotado con la norma (1.1) es un

espacio reflexivo.

Demostración: definimos

T : W s,p(Ω) −→ Lp(Ω)× Lp(Ω× Ω) por T (u) = (u, u(x)− u(y)
|x− y|s+

n
p

),

donde W s,p(Ω) es equipado con la norma (1.1) y Lp(Ω)×Lp(Ω×Ω) es equipado con la norma

‖(u, v)‖ = ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω×Ω). Observe que

‖T (u)‖ = ‖u‖Lp(Ω) + [u]W s,p(Ω),

es decir, T es un isometría. Dado que W s,p(Ω) es un espacio Banach, T (W s,p(Ω)) es un espacio

Banach, así es cerrado en el espacio reflexivo (Lp(Ω)× Lp(Ω× Ω), ‖·‖), luego, T (W s,p(Ω)) es

reflexivo. Por lo tanto W s,p(Ω) es reflexivo.

�

Desde ahora nos enfocaremos en el siguiente espacio

W s,p(Rn) = {u ∈ Lp(Rn) : [u]W s,p(Rn) <∞},

al que lo dotaremos con la norma

‖u‖W s,p(Rn) := [u]W s,p(Rn) + ‖u‖Lp(Rn). (1.2)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Si se hace Ω = Rn en la Proposición 1.1.3 y Proposición 1.1.4 sus demostraciones siguen

siendo válidas, así W s,p(Rn) es Banach y Reflexivo.

Notemos que [u]W s,p(Rn) <∞, para toda u ∈ C∞0 (Ω).

Ahora definiremos el espacio de Sobolev fraccionario con el que trabajaremos posteriormente.

Definición 1.1.5. El espacio W̃ s,p
0 (Ω) esta definido como la clausura de C∞0 (Ω) sobreW s,p(Rn)

con respecto a la norma (1.2).

Como W̃ s,p
0 (Ω) es un subespacio cerrado de W s,p(Rn), luego es un espacio Banach y

reflexivo.

La semi norma de Gagliardo cumple la siguiente desigualdad del tipo Poincaré.

Proposición 1.1.6. (Desigualdad de Poincaré para seminorma de Gagliardo). Sea 1 ≤ p <∞

y s ∈ (0, 1), Ω ⊂ Rn,un conjunto abierto y acotado, entonces,

‖u‖pLp(Ω) ≤ In,s,p(Ω)[u]pW s,p(Rn) para u ∈ C∞0 (Ω),

donde la cantidad geométrica In,s,p(Ω) está definida por

In,s,p(Ω) = ı́nf{ diam(Ω ∪B)n+sp

|B|
: B ⊂ Rn\Ω es una bola }.

Demostración: sean u ∈ C∞0 (Ω) y BR ⊂ Rn\Ω una bola de radio R contenida en el

complemento de Ω. Para x ∈ Ω e y ∈ BR, tenemos,

|u(x)|p = |u(x)−u(y)|p
|x−y|n+ps |x− y|n+ps.

Integrando la expresión anterior sobre BR con respecto a y, se deduce,

|BR||u(x)|p ≤ supx∈Ω,y∈BR |x− y|n+ps
∫
BR

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dy

Integrando sobre Ω con respecto x obtenemos∫
Ω
|u(x)|pdx ≤ diam(Ω ∪BR)n+sp

|BR|

∫
Ω

∫
BR

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy.

Como BR fue seleccionada arbitrariamente, la demostración queda concluida.

�
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Observación 1.1.7. El resultado anterior muestra que para un conjunto abierto y acotado

Ω ⊂ Rn el espacio W̃ s,p
0 (Ω) puede ser equivalentemente definido como la clausura de C∞0 (Ω)

sobre W s,p(Rn) con respecto a la seminorma [.]W s,p(Rn).

Daremos una demostración de una desigualdad del tipo Sobolev para espacios Sobolev

fraccionario siguiendo a Di Nezza [12], se realizará vía algunas estimaciones algebraicas, no

haciendo uso de técnicas de interpolación o espacios de Besov.

Lema 1.1.8. Fijando x ∈ Rn. Sean p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1), Ω ⊂ Rn,un conjunto medible con

medida finita. Entonces, ∫
Rn\Ω

dy

|x− y|n+sp ≥ ωn−1
ωsp/nn

sp
|Ω|−sp/n

Demostración: Sea ρ :=
(
|Ω|
ωn

) 1
n , así

|(Rn\Ω) ∩B(x, ρ)| = |B(x, ρ)\(Ω ∩B(x, ρ))|

= |B(x, ρ)| − |Ω ∩B(x, ρ)|

= |Ω| − |Ω ∩B(x, ρ)|

= |Ω ∩ (Rn\B(x, ρ))|.

Considerando la identidad anterior y usando coordenadas polares centradas en x, tenemos∫
Rn\Ω

dy

|x− y|n+sp =
∫

(Rn\Ω)∩B(x,ρ)

dy

|x− y|n+sp +
∫

(Rn\Ω)∩(Rn\B(x,ρ))

dy

|x− y|n+sp

≥
∫

(Rn\Ω)∩B(x,ρ)

dy

ρn+sp +
∫

(Rn\Ω)∩(Rn\B(x,ρ))

dy

|x− y|n+sp

= |(Rn\Ω) ∩B(x, ρ)|
ρn+ps +

∫
(Rn\Ω)∩(Rn\B(x,ρ))

dy

|x− y|n+sp

= |Ω ∩ (Rn\B(x, ρ))|
ρn+ps +

∫
(Rn\Ω)∩(Rn\B(x,ρ))

dy

|x− y|n+sp

≥
∫

Ω∩(Rn\B(x,ρ))

dy

|x− y|n+sp +
∫

(Rn\Ω)∩(Rn\B(x,ρ))

dy

|x− y|n+sp

=
∫
Rn\B(x,ρ)

dy

|x− y|n+sp

= ωn−1

∫ ∞
ρ

r−sp−1dr

= ωn−1
ωsp/nn

sp
|Ω|−sp/n.
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

�

Lema 1.1.9. Sean p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1) tal que sp < n. Fijo T > 1. Sea N ∈ Z y {xk}k∈Z
una sucesión decreciente no negativa y acotada con xk = 0 para cualquier k ≥ N . Entonces,

∑
k∈Z

x
(n−sp)/n
k T k ≤ T

n
n−sp

∑
k∈Z
xk 6=0

xk+1x
−sp/n
k T k

.

Demostración: Por hipótesis claramente tenemos que
∑
k∈Z

x
(n−sp)/n
k T k y

∑
k∈Z
xk 6=0

xk+1x
−sp/n
k T k son series convergentes.

Usando una sustitución para trasladar indices y la desigualdad de Hölder para los exponentes

conjugados α = n/sp y β = n/(n− sp), se consigue que

1
T

∑
k∈Z

x
(n−sp)/n
k T k =

∑
k∈Z

x
(n−sp)/n
k+1 T k

=
∑
k∈Z
xk 6=0

x
(n−sp)/n
k+1 T k

=
∑
k∈Z
xk 6=0

(xsp/nβk T k/α)(x1/β
k+1x

−sp/nβ
k T k/β)

≤
(∑
k∈Z

(xsp/nβk T k/α)α
) 1
α
(∑
k∈Z
xk 6=0

(x1/β
k+1x

−sp/nβ
k T k/β)β

) 1
β

≤
(∑
k∈Z

x
(n−sp)/n
k T k

)sp/n(∑
k∈Z
xk 6=0

xk+1x
−sp/n
k T k

)(n−sp)/n

.

De esta desigualdad tenemos que(∑
k∈Z

x
(n−sp)/n
k T k

)1−sp/n

≤ T

(∑
k∈Z

xk+1x
−sp/n
k T k

)(n−sp)/n

.

Desde la última desigualdad el lema queda demostrado.

�

En la siguiente proposición y posterior teorema se usará una constante genérica C(n, p, s), la

que no representando necesariamente la misma constante.
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Lema 1.1.10. Sean p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1) tal que sp < n.

Sea f ∈ L∞(Rn) con soporte compacto. (1.3)

Para cualquier k ∈ Z, definimos

xk := |{|f | > 2k}|. (1.4)

Luego, ∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dxdy ≥ C

∑
k∈Z,xk 6=0

xk+1x
−sp/n
k 2pk (1.5)

para una constante C = C(n, p, s) > 0.

Demostración: Sabemos que ||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| para todo x, y ∈ Rn. Debido

a esto podemos considerar que f ≥ 0, remplazando f por |f | si es necesario. Definimos

Xk := {|f | > 2k} = |f |−1(2k,∞). (1.6)

Claramente observamos que Xk+1 ⊆ Xk, luego

xk+1 ≤ xk. (1.7)

Definimos

Dk := Xk\Xk+1 = {2k < f ≤ 2k+1} y dk := |Dk|. (1.8)

Debido a sus definiciones y (1.3), se deduce que:

dk y xk son acotados y se hacen cero cuando k es suficientemente grande. (1.9)

Desde la definición de los conjuntos Dn, se observan los siguientes hechos:

Dn ∩Dm = ∅ si m 6= n (1.10)

⋃
l∈Z
l≤k

Dl = Rn\Xk+1 y
⋃
l∈Z
l≥k

Dl = Xk (1.11)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Por simetría
∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dxdy =

∑
i,j∈Z

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dxdy

= 2
∑
i,j∈Z
j≤i

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dxdy

≥ 2
∑
i∈Z

xi−1 6=0

∑
j∈Z
j≤i−2

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dxdy

(1.12)

Ahora, fijemos i ∈ Z y x ∈ Di, entonces, para cualquier j ∈ Z con j ≤ i − 2 y cualquier

y ∈ Dj tenemos que

|f(x)− f(y)| ≥ |f(x)| − |f(y)| ≥ 2i − 2j+1 ≥ 2i − 2i−1 = 2i−1 (1.13)

Por (1.11), (1.13) y el Lema 1.1.8, se consigue

∑
j∈Z
j≤i−2

∫
Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dy ≥ 2p(i−1) ∑

j∈Z
j≤i−2

∫
Dj

dy

|x− y|n+ps

= 2p(i−1)
∫
Rn\Xi−1

dy

|x− y|n+ps

≥ C02pix
−sp
n
i−1 ,

(1.14)

donde C0 es una constante adecuada (independiente de i).

Integrando sobre Di en (1.14) y considerando que Di ×Dj son disjuntos obtenemos

∑
j∈Z
j≤i−2

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dydx ≥ C02pix−sp/ni−1 di. (1.15)

Sumando sobre i ∈ Z y xi−1 6= 0 en (1.15)

∑
i∈Z

xi−1 6=0

∑
j∈Z
j≤i−2

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dydx ≥ C0

∑
i∈Z

xi−1 6=0

2pix−sp/ni−1 di. (1.16)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Por (1.4) y teorema de Fubini para series dobles se obtiene que
∑
i∈Z

xi−1 6=0

∑
l∈Z
l≥i+1

2pix−sp/ni−1 dl =
∑
l∈Z

xl−1 6=0

∑
i∈Z
i≤l−1

2pix−sp/ni−1 dl

≤
∑
l∈Z

xl−1 6=0

x
−sp/n
l−1

2pl
2p − 1dl

≤
∑
l∈Z

xl−1 6=0

x
−sp/n
l−1 2pldl. (1.17)

Por (1.16), definición (1.8) y posteriormente usando (1.17) se consigue que
∑
i∈Z

xi−1 6=0

∑
j∈Z
j≤i−2

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dydx ≥ C0

∑
i∈Z

xi−1 6=0

2pix−sp/ni−1 xi − C0
∑
i∈Z

xi−1 6=0

∑
l∈Z
l≥i+1

2pix−sp/ni−1 dl

≥ C0
∑
i∈Z

xi−1 6=0

2pix−sp/ni−1 xi − C0
∑
l∈Z

xl−1 6=0

x
−sp/n
l−1 2pldl

(1.18)

Desde (1.16) y (1.18) tenemos que
∑
i∈Z

xi−1 6=0

∑
j∈Z
j≤i−2

∫
Di×Dj

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+ps dydx ≥ C0

1 + C0

∑
i∈Z

xi−1 6=0

2pix−sp/ni−1 xi

(1.19)

Usando (1.12) y (1.19) el lema queda demostrado.

�

Usando los lemas anteriores demostraremos la desigualdad del tipo Sobolev fraccionaria.

Teorema 1.1.11. Sea 0 < s < 1 y p ∈ [1,∞) tal que sp < n. Entonces existe una constante

positiva C = C(n, s, p) tal que, para cualquier función medible f : Rn −→ R con soporte

compacto, tenemos

‖f‖p
Lp∗ (Rn) ≤ C

∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+sp dxdy = C[f ]W s,p(Rn) (1.20)

donde p∗ = p∗(n, s) es llamado exponente fraccionario crítico y es igual a np
n−sp . Conse-

cuentemente, el espacio W s,p(Rn) esta continuamente incluido en Lq(Rn) para cualquier

q ∈ [p, p∗].
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Demostración: Si suponemos que [f ]W s,p(Rn) es infinito, el teorema en este caso queda

demostrado. Ahora supongamos que f cumple [f ]W s,p(Rn) < ∞. Para N ∈ N definimos las

funciones fN como

fN(x) := máx{mı́n{f(x), N},−N} para todo x ∈ Rn, (1.21)

según esta definición se obtiene

|fN | = |f |N y |fN(x)− fN(y)| ≤ |f(x)− f(y)|. (1.22)

Además

ĺım
N→∞

|fN(x)− fN(y)| = |f(x)− f(y)| (1.23)

Por el teorema de convergencia monótona se observa claramente que

ĺım
N−→+∞

‖fN‖pLq(Rn) = ‖f‖pLq(Rn). (1.24)

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que

ĺım
N→∞

∫
Rn

∫
Rn

|fN(x)− fN(y)|p
|x− y|n+sp dxdy =

∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+sp dxdy. (1.25)

Por (1.24) y (1.25) el teorema quedará demostrado si se establece para f acotada.

Sean xk y Xk definidos como en (1.4) y (1.6), respectivamente.

Entonces,

‖f‖p
∗

Lp∗ (Rn) =
∑
k∈Z

∫
Xk\Xk+1

|f(x)|p∗dx

≤
∑
k∈Z

∫
Xk\Xk+1

(2k+1)p∗dx

=
∑
k∈Z
|Xk\Xk+1|2p

∗(k+1)

≤
∑
k∈Z

2p∗(k+1)xk. (1.26)

Elevando a p/p∗ la desigualdad (1.26), se consigue

‖f‖p
Lp∗ (Rn) ≤ 2p

(∑
k∈Z

2p∗kxk
)p/p∗

. (1.27)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Por definición de p∗, tenemos que p/p∗ = (n− sp)/n < 1, por esto y la subaditividad de la

función x 7→ |x|r con r < 1, obtenemos que

‖f‖p
Lp∗ (Rn) ≤ 2p

∑
k∈Z

2pkx(n−sp)/n
k . (1.28)

Ocupando el Lema 1.1.9 con T = 2p, y luego usando el Lema 1.1.10 en (1.28) obtenemos que

‖f‖p
Lp∗ (Rn) ≤ C(n, p, s)

∑
k∈Z
ak 6=0

2pkxk+1x
−sp
n
k .

≤ C(n, p, s)
∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|p
|x− y|n+sp dxdy, (1.29)

abusando de notación para C(n, p, s) si es necesario.

Ahora demostraremos la conclusión final del teorema. Si q = p caemos en el caso de la

desigualdad de Poincaré para seminorma de Gagliardo, así nos falta demostrar solamente

para q ∈ (p, p∗). Definimos θ = θ(p, p∗, q) ∈ (0, 1) tal que 1/q = θ/p+ (1− θ)/p∗. Usando la

desigualdad de Hölder para p/(θq) y p∗/((1− θ)q) se consigue que
∫

Ω
|f |qdx =

∫
Ω
|f |θq|f |(1−θ)qdx

≤
(∫

Ω
|f |pdx

) θq
p
(∫

Ω
|f |p∗dx

) (1−θ)q
p∗

. (1.30)

Luego,

‖f‖Lq(Ω) ≤ ‖f‖θLp(Ω)‖f‖1−θ
Lp∗ (Ω) (1.31)

De la desigualdad de Poincaré ( Proposición 1.1.6) y (1.31) el teorema queda demostrado.

�

La demostración del siguiente lema la seguimos en Brasco [4].

Lema 1.1.12. Sean p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1), para toda u ∈ W̃ s,p
0 (Ω), luego se cumple que

sup
|h|>0

∫
Rn

|u(x+ h)− u(x)|p
|h|sp

dx ≤ C[u]W s,p(Rn)

para una constante C = C(n, p) > 0.
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Demostración: Sea ρ ∈ C∞0 (Rn) una función positiva radialmente simétrica con soporte en

la región

B(0, 1)\B(0, 1/2) = {x ∈ Rn : 1/2 <| x |< 1} y con
∫
Rn ρ = 1. Para h ∈ Rn\{0} y tomando

ε > 0 tal que |h|/2 < ε < |h| definimos,

ρε(x) = 1
εn
ρ(x
ε
.

Usando esta definición y la conmutatividad de la convolución, podemos escribir

|u(x+ h)− u(x)| =
∣∣∣∣∣
∫
u(y)ρε(x+ h− y)dy +

∫
[u(x+ h)− u(x+ h− y)]ρε(y)dy

−
∫
u(y)ρε(x− y)dy −

∫
[u(x)− u(x− y)]ρε(y)dy

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫
u(y)[ρε(x+ h− y)− ρε(x− y)]dy

∣∣∣∣∣
+

∫
|u(x+ h)− u(x+ h− y)|ρε(y)dy +

∫
|u(x)− u(x− y)|ρε(y)dy.

(1.32)

El segundo y tercer término de la expresión final de (1.32) se puede estimar como sigue∫
|u(x+ h)− u(x+ h− y)|ρε(y)dy +

∫
|u(x)− u(x− y)|ρε(y)dy

≤ ‖ρ‖∞
εn

[∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ h)− u(x+ h− y)|dy +
∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x)− u(x− y)|dy
]
.

(1.33)

Debido a que ρ tiene soporte compacto, por el teorema de la divergencia se observa que∫
Rn∇ρ = 0, usando este hecho podemos estimar el primer término de la expresión final de

(1.32), de la siguiente manera∣∣∣∣∣
∫
u(y)[ρε(x+ h− y)− ρε(x− y)]dy

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫
u(y)〈∇ρε(x− y + sh), h〉dyds

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫
[u(y)− u(x+ sh)]〈∇ρε(x− y + sh), h〉dyds

∣∣∣∣∣
≤ ‖∇ρ‖∞|h|

εn+1

∫ 1

0

∫
B(x+sh,ε)\B(x+sh, ε2 )

|u(y)− u(x+ sh)|dyds

=‖∇ρ‖∞|h|
εn+1

∫ 1

0

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ z + sh)− u(x+ sh)|dzds,

(1.34)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

donde en la tercera igualdad se ha usado que ρ es radialmente simétrica.

Usando (1.34) y (1.33) en (1.32) y la convexidad de t 7−→ tp se obtiene que

|u(x+ h)− u(x)|p ≤ 3p−1
{
‖∇ρ‖p∞|h|p

εp(n+1)

(∫ 1

0

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ y + sh)− u(x+ sh)|dyds
)p

+ ‖ρ‖p∞
εpn

(∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ h)− u(x+ h− y)|dy
)p

+ ‖ρ‖p∞
εpn

(∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x)− u(x− y)|dy
)p}

.

(1.35)

Aplicando la desigualdad de Jensen a cada una de las tres integrales de (1.35) se consigue que

|u(x+ h)− u(x)|p ≤ C(n, p)
{
‖∇ρ‖p∞|h|p

εn+p

∫ 1

0

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ y + sh)− u(x+ sh)|pdyds

+ ‖ρ‖p∞
εn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ h)− u(x+ h− y)|pdy

+ ‖ρ‖p∞
εn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x)− u(x− y)|pdy
}

(1.36)

donde

C(n, p) =
(

3π n
2

Γ(n2 + 1)

)p−1

.

Integrando las funciones que componen (1.36) sobre Rn y redifiniendo C := C(n, p) adecuada-
mente podemos conseguir que∫
Rn
|u(x+ h)− u(x)|pdx ≤ C

{‖∇ρ‖p∞|h|p
εn+p

∫ 1

0

∫
Rn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ y + sh)−u(x+ sh)|p|y|ps+n

|(x+ y + sh)− (x+ sh)|ps+n dydxds

+ ‖ρ‖p∞
εn

∫
Rn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ h)− u(x+ h− y)|p|y|ps+n

|(x+ h)− (x+ h− y)|ps+h dydx

+ ‖ρ‖p∞
εn

∫
Rn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x)− u(x− y)|p|y|ps+n

|x− (x− y)|ps+h dydx

}
. (1.37)

Como |y| < ε y |h|2 < ε < |h|, entonces |y| < ε < |h| usando esto se observa

|y|ps+n

εn
= |y|ps

(
|y|
ε

)n
≤ |y|ps < |h|ps (1.38)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Usando (1.38) en (1.37) obtenemos que∫
Rn
|u(x+ h)− u(x)|pdx ≤ C

{
‖∇ρ‖p∞2p|h|ps

∫ 1

0

∫
Rn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ y + sh)−u(x+ sh)|p

|(x+ y + sh)− (x+ sh)|ps+ndydxds

+ |h|ps‖ρ‖p∞
∫
Rn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x+ h)− u(x+ h− y)|p

|(x+ h)− (x+ h− y)|ps+hdydx

+ |h|ps‖ρ‖p∞
∫
Rn

∫
B(0,ε)\B(0, ε2 )

|u(x)− u(x− y)|p

|x− (x− y)|ps+h dydx
}

≤ C|h|ps[u]pW s,p(Rn). (1.39)

Por (1.39) el lema queda demostrado.

�

Para la demostración del siguiente teorema, necesitamos recordar el criterio de compacidad

de Kolmogorov.

Teorema 1.1.13. (Kolmogorov-M.Riesz-Fréchet) Sea K un subconjunto acotado de Lp(Rn),

1 ≤ p < +∞, asuma que

ĺım
|h|−→0

∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|p = 0

uniformemente para f ∈ K. Entonces la clausura de K|Ω es compacto para cualquier Ω ⊂ Rn

con medida finita. (Donde K|Ω denota la restricción a Ω de las funciones de K).

Demostración: Ver [6] Capítulo 4, página 111.

Teorema 1.1.14. ( Teorema de Rellich-Kondrachov Fraccionario). Sean p ∈ [1,∞) y s ∈

(0, 1), Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado. Sea {un}n∈N ⊂ W̃ s,p
0 (Ω) una sucesion acotada, es

decir, sup{‖un‖W̃ s,p
0 (Ω) : n ∈ N} <∞. Entonces existe una subsucesión {unk}k∈N que converge

fuertemente en Lp(Ω) a una función u. Además, si p > 1 entonces u ∈ W̃ s,p
0 (Ω).

Demostración: Por desigualdad Poincairé se tiene que ‖un‖pLp(Ω) ≤ In,s,p(Ω)‖un‖pW̃ s,p
0 (Ω)

y

de una de las hipótesis sigue que {un}n∈N es acotada en Lp(Ω). Extendiendo las funciones

un por cero a todo Rn, se tiene que la sucesión {un}n∈N esta acotada en Lp(Rn). Por el lema
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

anterior obtenemos que∫
Rn
|un(x+ h)− un(x)|pdx = |h|sp

∫
Rn

|un(x+ h)− un(x)|p
|h|sp

dx

≤ C|h|sp[un]pW s,p(Rn)

≤ C|h|sp sup{‖um‖pW̃ s,p
0 (Ω)

: m ∈ N} para cada n ∈ N.

Entonces,

sup
n∈N

∫
Rn
|un(x+ h)− un(x)|dx ≤ C|h|sp sup{‖um‖pW̃ s,p

0 (Ω)
: m ∈ N}.

Tomando |h| −→ 0 en la expresión anterior, obtenemos que

ĺım
|h|−→0

sup
n∈N

∫
Rn
|un(x+ h)− un(x)|dx = 0.

Por Teorema 1.1.13 tenemos que {un}n∈N es un conjunto relativamente compacto en Lp(Ω), así

existe una subsucesión {unk}k∈N que converge fuertemente en Lp(Ω) a una función u. Luego

{unk}k∈N converge débilmente a u. Para p > 1, W̃ s,p
0 (Ω) es un espacio Banach y reflexivo, por

teorema de Banach–Alaoglu existe una subsucesión de {unkj }k∈N que converge débilmente a v

con v ∈ W̃ s,p
0 (Ω). Por desigualdad Poincairé se puede ver que el dual de Lp(Ω) está incluido

en el dual de W̃ s,p
0 (Ω), entonces {unkj }j∈N converge débilmente a v en Lp(Ω). Por unicidad de

limites débiles tenemos que v = u. Por lo tanto, u ∈ W̃ s,p
0 (Ω).

Corolario 1.1.15. Sean p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1) tal que sp < n. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto

abierto y acotado. Toda sucesión acotada {un} ⊂ W̃ s,p
0 (Ω) admite una sucesión convergente

en Lq(Ω) a una función u, para todo q ≥ 1 tal que q < p∗.

Demostración: Sea 1 ≤ q < p, usando la desigualdad de Hölder se puede demostrar que

‖u‖Lq(Ω) ≤ |Ω|
1
q
− 1
p‖u‖Lp(Ω). (1.40)

Por (1.40) y Teorema 1.1.14 el teorema queda demostrado en este caso. Sea p < q; definimos

θ(p, p∗, q) ∈ (0, 1) tal que 1
q

= θ
p

+ 1−θ
p∗

. Usando la desigualdad de Hölder para p
θq

y p∗

(1−θ)q se

obtiene que

‖u‖Lq(Ω) ≤ ‖u‖θLp(Ω)‖u‖1−θ
Lp∗ (Ω). (1.41)
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1.1. Espacio de Sobolev Fraccionario

Usando los Teorema 1.1.11, Teorema 1.1.14 y (1.41) se demuestra el segundo caso y esto

finaliza la demostración del teorema.

�
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Capítulo 2

Herramientas

2.1. Desigualdad de Prékopa-Leindler

El propósito central de esta sección es demostrar la desigualdad de Prékopa-Leindler, la

que tiene como aplicación notable, la desigualdad isoperimétrica clásica (realmente usando

una de sus consecuencias, el teorema de Brunn-Minkowski). En esta tesis, se ocupará una

consecuencia de la desigualdad de Prékopa-Leindler para demostrar una desigualdad general

de rearreglos de funciones, de la cual la desigualdad de rearreglo de Riesz es un caso particular.

Para dicho propósito nos inspiramos principalmente por las notas de R. J. Gardner [17].

Proposición 2.1.1. (Representación capa de pastel) Sea ν una medida en los conjuntos de

Borel de R+ tal que φ(t) := ν([0, t)) es finito para todo t > 0. Sea (Ω,Σ,m) un espacio de

medida y f una función medible no negativa en Ω. Luego,∫
Ω
φ(f(x))m(dx) =

∫ ∞
0

m({x ∈ Ω : f(x) > t})ν(dt). (2.1)

En particular, si m es la medida de Dirac de algún punto x ∈ Rn y ν(dt) = dt, luego 2.1 toma

la forma

ν(x) =
∫ ∞

0
χ{y∈Ω:f(y)>t}(x)dt. (2.2)

Demostración: Primero observamos que

m({x ∈ Ω : f(x) > t}) =
∫

Ω
χ{f>t}(x)m(dx) (2.3)
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y luego usando el teorema de Fubini tenemos que∫ ∞
0

m({x ∈ Ω : f(x) > t})ν(dt) =
∫ ∞

0

∫
Ω
χ{f>t}(x)m(dx)ν(dt)

=
∫

Ω

∫ ∞
0

χ{f>t}(x)ν(dt)m(dx)

=
∫

Ω

∫ f(x)

0
χ{f>t}(x)dν(t)m(dx)

=
∫

Ω
ν([0, f(x)))m(dx)

=
∫

Ω
φ(f(x))m(dx).

�

Corolario 2.1.2. Sea f una función medible no negativa en Rn y t ≥ 0, entonces∫
Rn
f(x)dx =

∫ ∞
0
|{f ≥ t}|dt.

Demostración: Usar Proposición 2.1 con m igual a la medida de Lebesgue.

�

Ahora daremos unas definiciones que ocuparemos en esta sección.

Definición 2.1.3. La suma de Minkowski de dos conjuntos A,B ⊂ Rn se define como

A⊕B := {z ∈ Rn : z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B}.

Definición 2.1.4. Sea A ⊂ Rn y α ∈ R se define el conjunto producto como

αA = {z ∈ Rn : z = αx, x ∈ A}.

Teorema 2.1.5. (Desigualdad de Brunn-Minkowski en R) Sea 0 < λ < 1. Sean A y B dos

conjuntos no vacíos medibles acotados en R tal que (1− λ)A⊕ λB es también medible. Luego

|(1− λ)A⊕ λB| ≥ |(1− λ)A|+ |λB| (2.4)

Demostración: Supongamos que A e B son conjuntos compactos. Como la operación ⊕ es

continua, A⊕B es compacta. Traslademos a A y B en u, v ∈ R de modo que (A+u)∩(B+v) =

{0}, A+u ⊂ {x : x ≤ 0} y B+ v ⊂ {x : x ≥ 0}. Luego, (A+u)∪ (B+ v) ⊂ (A+u)⊕ (B+ v),
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esto junto a la invariancia de la medida de Lebesgue bajo traslación, nos permite justificar la

siguiente estimación

|A⊕B| = |(A+ u)⊕ (B + v)|

≥ |(A+ u) ∪ (B + v)|

= |[(A+ u)\(B + v)] ∪ [(B + v)\(A+ u)] ∪ {0}|

= |(A+ u)\(B + v)|+ |(B + v)\(A+ u)|+ |{0}|

= |A+ u|+ |B + v|

= |A|+ |B|.

Si remplazamos A y B por (1− λ)A y λB, respectivamente; obtenemos (2.7) para conjuntos

compactos. Finalmente la demostración del teorema se obtiene para los conjuntos A y B de la

hipótesis, mediante una aproximación por la regularidad interior de la medida de Lebesgue.

�

Teorema 2.1.6. (Desigualdad de Prékopa-Leindler en Rn) Sea 0 < λ < 1. Sean f , g y h

funciones no negativas integrables en Rn que satisface

h((1− λ)x+ λy) ≥ f(x)1−λg(y)λ para todo x, y ∈ Rn.

Entonces,

∫
Rn
h(x)dx ≥

∫
Rn
f(x)dx

1−λ∫
Rn
g(x)dx

λ.
Demostración: Esta demostración se realizará mediante inducción. Primero demostraremos el

caso n = 1. Si t ≥ 0, f(x) ≥ t y g(y) ≥ t, entonces por hipótesis tenemos que

h((1− λ)x+ λy) ≥ f(x)1−λg(y)λ ≥ t1−λtλ = t.

Luego

(1− λ){f ≥ t} ⊕ λ{g ≥ t} ⊂ {h ≥ t}.
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2.1. Desigualdad de Prékopa-Leindler

Por el Teorema 2.1.5 se deduce que

(1− λ)|{f ≥ t}|+ λ|{g ≥ t}| ≤ |{h ≥ t}|. (2.5)

Por (2.5), Corolario 2.1.2 y desigualdad de las medias aritmética y geométrica se obtiene que∫
R
h(x)dx =

∫ ∞
0
|{h ≥ t}|dt

≥ (1− λ)
∫ ∞

0
|{f ≥ t}|dt+ λ

∫ ∞
0
|{g ≥ t}|

= (1− λ)
∫
R
f(x)dx+ λ

∫
R
g(x)dx

≥
(∫

R
f(x)dx

)1−λ(∫
R
g(x)dx

)λ
.

Supongamos que es cierto para n− 1, con n ∈ N.

Para un c ∈ R fijo, definimos hc : Rn−1 −→ [0,∞) por hc(z) = h(c, z), similarmente definimos

fc y gc. Sean x, y ∈ Rn−1, y c0, c1 ∈ R tales que c = (1− λ)c0 + λc1. Entonces,

hc((1− λ)x+ λy) = h((1− λ)c0 + λc1, (1− λ)x+ λy)

= h((1− λ)(c0, x) + λ(c1, y))

≥ f(c0, x)1−λg(c1, y)λ

= fc0(x)1−λgc1(y)λ.

Por lo tanto, por la hipótesis inductiva tenemos que

∫
Rn−1

hc(x)dx ≥
∫

Rn−1
fc0(x)dx

1−λ∫
Rn−1

gc1(x)dx
λ.

Por el Teorema de Fubini y desigualdad Prékopa-Leindler para n = 1 se consigue que∫
Rn
h(x)dx =

∫
R

∫
Rn−1

hc(z)dzdc

≥

∫
R

∫
Rn−1

fc0(z)dzdc0

1−λ∫
R

∫
Rn−1

gc1(z)dzdc1

λ

=
∫

Rn
f(x)dx

1−λ∫
Rn
g(x)dx

λ.
�
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2.1. Desigualdad de Prékopa-Leindler

Ahora demostraremos la versión multiplicativa de la desigualdad de Brunn-Minkowski para

Rn.

Teorema 2.1.7. Sea 0 ≤ λ ≤ 1. Sean A y B dos conjuntos no vacíos medibles acotados en

Rn tal que (1− λ)A⊕ λB es también medible. Luego

|(1− λ)A⊕ λB| ≥ |A|1−λ|λB|λ

Demostración: Sean f = χA, g = χB y h = χ(1−λ)A+λB. Sea x, y ∈ Rn. Si x ∈ Rn\A

o y ∈ Rn\B, entonces h((1 − λ)x + λy) = 0 = f(x)1−λg(y)λ. Si x ∈ A e y ∈ B, entonces

h((1− λ)x+ λy) = 1 = f(x)1−λg(y)λ. En ambos casos se cumple las hipótesis del Teorema

2.1.6, usando dicho teorema se obtiene que

|(1− λ)A⊕ λB| =
∫
Rn
χ(1−λ)A+λB(x)dx

≥

∫
Rn
χA(x)dx

1−λ∫
Rn
χB(x)dx

λ

= |A|1−λ|B|λ,

�

Teorema 2.1.8. (Desigualdad de Brunn-Minkowski en Rn ) Sea 0 ≤ λ ≤ 1. Sean A y B dos

conjuntos no vacíos medibles acotados en Rn tal que (1−λ)A⊕λB es también medible. Luego

|(1− λ)A⊕ λB| 1n ≥ (1− λ)|A| 1n + λ|B|
1
n (2.6)

Demostración: Sean A y B dos conjuntos no vacíos medibles acotados en Rn. Definamos

λ′ = |B|
1
n

|A|
1
n+|B|

1
n
, A′ = |A|− 1

nA y B′ = |B|− 1
nB. Entonces, 1 − λ′ = |A|

1
n

|A|
1
n+|B|

1
n
. Por otra parte,

usando la homogeneidad de la medida de Lebesgue, se tiene que |A′| = 1 y |B′| = 1.

Por Teorema 2.1.7 tenemos que

|(1− λ′)A′ ⊕ λ′B′| 1n ≥ |A′|1−λ
′

|B′|λ
′

= 1, (2.7)

pero

|(1− λ′)A′ ⊕ λ′B′| = |A⊕B|
(|A| 1n + |B| 1n )n

≥ 1.
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2.1. Desigualdad de Prékopa-Leindler

Entonces,

|A⊕B|
1
n ≥ |A|

1
n + |B| 1n . (2.8)

Remplazando A por (1− λ)A y B por λB en (2.8) el teorema queda demostrado

�

Recordemos la definición de un conjunto convexo y función convexa.

Definición 2.1.9. Sea C ⊆ Rn. C es un conjunto convexo si para cualquier par de puntos

x, y ∈ C, y cualquier α ∈ [0, 1], se tiene αx+ (1− α)y ∈ C.

Definición 2.1.10. Una función f : C → R, donde C es un cojunto convexo, es convexa si

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) para cada x, y ∈ C, y α ∈ [0, 1].

Definición 2.1.11. Dado un conjunto S ⊆ Rn no vacío, definimos la cápsula convexa de S,

a la cual denotaremos como co(S), como la intersección de todos los conjuntos convexos que

contienen a S. La cápsula convexa de un conjunto finito es llamado politopo convexo.

Corolario 2.1.12. Sea C un conjunto convexo en Rn. Sea t ∈ R y definimos

C(t) = {z ∈ Rn−1 : (z, t) ∈ C}, entonces

|C(θt+ (1− θ)s)| ≥ |C(t)|θ|C(s)|1−θ para t, s ∈ R y θ ∈ [0, 1].

Demostración: Sea θ ∈ [0, 1] y definimos χC(θt+(1−θ)s) la función característica de

C(θt+ (1− θ)s), debido a la convexidad de C tenemos la siguiente desigualdad

χC(θt+(1−θ)s)((1− θ)x+ θy) ≥ (χC(t)(x))θ(χC(s)(y))1−θ para x, y ∈ Rn−1.

Tomando h(x) = χC(θt+(1−θ)s)(x), f(x) = χC(t)(x) y g(x) = χC(1)(x) en la desigualdad de

Prékopa-Leindler en Rn−1 se tiene que

∫
Rn−1

h(x)dx ≥
∫

Rn−1
f(x)dx

1−θ∫
Rn−1

g(x)dx
θ. (2.9)

Se observa que∫
Rn−1

h(x)dx = |C(θt+ (1− θ)s)|,
∫
Rn−1

f(x)dx = |C(t)| y
∫
Rn−1

g(x)dx = |C(s)|.
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Con esto en mente y (2.9) se consigue

|C(θt+ (1− θ)s)| ≥ |C(t)|θ|C(s)|1−θ.

�

2.2. Rearreglo simétrico decreciente de conjuntos y fun-

ciones

Para esta sección usaremos Lieb y Loss [25] junto con Kesavan [13].

Un rearreglo mapea una función dada u en una nueva función u∗ más simétrica. Esto se

realizá mediante un rearreglo de los conjunto de nivel de u. Por esto, los rearreglos se definen

para los conjuntos y luego se extiende a funciones.

Definición 2.2.1. Si A ⊂ Rn es un conjunto de Borel de medida de Lebesgue finita, definimos

A∗,el rearreglo simétrico decreciente (simetrización de Schwarz) del conjunto A, como la bola

abierta centrada en el origen cuyo volumen es el de A.

Las funciones adecuadas para aplicarle rearreglos son las funciones Borel medibles que

cumple la siguiente definición.

Definición 2.2.2. Sea f : Rn → R una función Borel medible, se dirá que f se desvanece en

el infinito si |{x : |f(x)| > t}| es finito para todo t > 0.

Observación 2.2.3. Sea f : Rn → R una función Borel medible que se desvanece en el

infinito, entonces {x : |f(x)| > t} ⊆ {: |f(x)| > s} para cualquier t > s.

Luego, {x : |f(x)| > t}∗ ⊆ {: |f(x)| > s}∗ para cualquier t > s. Ahora, observemos que

{x : |f(x)| > t} decrece a cero cuando t −→ ∞. En particular, los radios rt de las bolas

{x : |f(x)| > t}∗ decrece a cero cuando t −→∞. En vista de esto, para todo x ∈ Rn existe un

T > 0 tal que x /∈ {|f | > t}∗ para todo t ≥ T .

Definición 2.2.4. Sea f : Rn → R una función Borel medible que se desvanece en el infinito,

definiremos el rearreglo simétrico decreciente f ∗ de f por,

f ∗(x) :=
∫ ∞

0
χ{|f |>t}∗(x)dt.
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donde la integral es en el sentido Riemann.

Observamos directamente de la definición que f ∗ es no negativa.

Observación 2.2.5. Sea αx = sup{t ∈ R : x ∈ {|f | > t}∗}. Entonces, para cada t < αx,

χ{|f |>t}∗(x) = 1 y para cada t > αx, χ{|f |>t}∗(x) = 0 . Luego,

f ∗(x) =
∫ ∞

0
χ{|f |>t}∗(x)dt =

∫ αx

0
χ{|f |>t}∗(x)dt+

∫ ∞
αx

χ{|f |>t}∗(x)dt = αx. (2.10)

Así, f ∗se puede redefinir, como

f ∗(x) = sup{t : x ∈ {|f | > t}∗}.

Proposición 2.2.6. Si E ⊂ Rn es un conjunto de Borel de medida de Lebesgue finita,

entonces

(χE)∗ = χE∗ .

Demostración: Por definición, tenemos que

χE∗(x) =


1 si x ∈ E∗

0 si x ∈ (E∗)C .

Por otra parte,

{χE > t} =



∅ si t ≥ 1

E si 0 ≤ t < 1

Rn si t < 0.

Así,

{χE > t}∗ =



∅ si t ≥ 1

E∗ si 0 ≤ t < 1

Rn si t < 0.

Con esto último, podemos escribir

(χE)∗(x) = sup{t : x ∈ {χE > t}∗} =


1 si x ∈ E∗

0 si x ∈ (E∗)C .
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�

Proposición 2.2.7. f ∗ es radialmente simétrico y decreciente como función de |x|, es decir,

f ∗(x) = f ∗(y) si |x| = |y| y f ∗(x) ≥ f ∗(y) si |x| ≤ |y|.

Demostración: Dado que el integrando de la definición de f ∗ es en término de la función

característica de bolas, claramente f ∗ es radialmente simétrica y no decreciente como función

de |x|.

�

Proposición 2.2.8. Los conjuntos de nivel de f ∗ son los rearreglos de los conjuntos de nivel

de |f |, es decir, {x : f ∗(x) > t} = {x : |f(x)| > t}∗ para todo t ∈ R. Luego, f ∗ es Borel

medible y |{x : f ∗(x) > t}| = |{x : |f(x)| > t}| para todo t ∈ R, o sea, f y f ∗ son equimedibles.

Demostración: Sea x ∈ {y : f ∗(y) > t}. Supongamos que x /∈ {y : |f(y)| > t}∗. Para todo

r > t, se tiene que

{y : |f(y)| > r} ⊂ {y : |f(y)| > t}.

Aplicando rearreglo en la última inclusión se consigue que

{y : |f(y)| > r}∗ ⊂ {y : |f(y)| > t}∗,

de esto se desprende que , x /∈ {y : |f(y)| > r}∗.

Luego,

f ∗(x) =
∫ ∞

0
χ{|f |>t}∗(x)dt

=
∫ t

0
χ{|f |>t}∗(x)dt+

∫ ∞
t

χ{|f |>t}∗(x)dt

≤
∫ t

0
1dt+ 0 = t,

esto es una contradicción. Por lo tanto, x ∈ {y : |f(y)| > t}∗.

Recíprocamente, si x ∈ {y : |f(y)| > t}∗, entonces t no es supremo de |f |, esto garantiza que

se pueda encontrar un m > t tal que x ∈ {y : |f(y)| > m}∗ (esta es una bola centrada en el
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origen más pequeña que {y : |f(y)| > t}∗). Ahora, si r < m, entonces x ∈ {y : |f(y)| > r}∗.

En virtud de lo anterior tenemos que

f ∗(x) =
∫ ∞

0
χ{|f |>r}∗(x)dr

=
∫ m

0
χ{|f |>r}∗(x)dr +

∫ ∞
m

χ{|f |>r}∗(x)dr

=
∫ m

0
1dr +

∫ ∞
m

χ{|f |>r}∗(x)dr ≥ m > t.

Por lo tanto,

{x : f ∗(x) > t} = {x : |f(x)| > t}∗.

En particular, {x : f ∗(x) > t} es una bola abierta para todo t. Esto significa que f ∗ es una

función Borel medible y de hecho es semi-continua inferior.

De la identidad anterior se deduce que

|{x : f ∗(x) > t}| = |{x : |f(x)| > t}∗| = |{x : |f(x)| > t}|.

�

Corolario 2.2.9. Sea f una función no negativa medible. Entonces, (f + τ)∗ = f ∗ + τ

Demostración: Usando Proposición 2.2.8 y un cambio de variable pertinente se justifica las

siguientes igualdades

f ∗(x) + τ = sup{v : x ∈ {y : f ∗(y) > v − τ}}

= sup{v : x ∈ {y : f(y) + τ > v}∗}

= (f(x) + τ)∗.

�

Corolario 2.2.10. Sean f : Rn −→ R una función medible Borel que se desvanece en el

infinito y Φ : R+ → R+ continua y monótona creciente con Φ(0) = 0. Entonces,
∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx =
∫
Rn

Φ(f(x)∗)dx.
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Demostración: Por las hipótesis de Φ se puede garantizar la existencia de una medida ν,

tal que Φ(t) = ν([0, t)). Por el Teorema 2.1 tenemos que∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx =
∫ ∞

0
|{x : |f(x)| > t})|ν(dt)

y ∫
Rn

Φ(f(x)∗)dx =
∫ ∞

0
|{x : f(x)∗ > t}|ν(dt).

Por la Proposición 2.2.8 sabemos que |{x : |f(x)| > t})| = |{x : f(x)∗ > t}|, así∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx =
∫
Rn

Φ(f(x)∗)dx.

�

El corolario anterior es cierto para toda Φ : R+ −→ R+ función medible Borel.

Corolario 2.2.11. Si f : Rn −→ R es una función medible Borel, entonces, ‖f‖p = ‖f ∗‖p.

Demostración: La demostración de este corolario sigue de la aplicación del corolario anterior

a la función x 7−→ |x|p.

�

Proposición 2.2.12. Si Φ : R+ −→ R+ es monótona creciente, entonces (Φ ◦ |f |)∗ = Φ ◦ f ∗.

Demostración: Con el fin de demostrar esta proposición, primero se probará que,

{x : (Φ ◦ |f |)(x) > τ} = {x : |f(x)| > αΦ(τ)}

donde

αΦ(τ) = ı́nf{γ : Φ(γ) > τ}.

Considerando w ∈ {x : |f(x)| > αΦ(τ)}, y usando la monotonía creciente de Φ , tenemos

Φ(|f(x)|) > Φ(αΦ(τ)) ≥ τ.

Debido a esto, w ∈ {x : (Φ ◦ |f |)(x) > τ}.

Ahora consideremos w ∈ {x : (Φ ◦ |f |)(x) > τ}, entonces (Φ ◦ |f |)(w) > τ . Así, tenemos

|f(w)| > αΦ(τ). Usando Teorema 2.1 la proposición queda demostrada.
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�

En esta tesis no se va usar el rearreglo simétrico decreciente en toda su generalidad sino que

su definición y propiedades en una dimensión.

2.3. Simetrización de Steiner de conjuntos y funciones

Para esta sección usaremos Gruber[18].

Definición 2.3.1. Sea Ω un conjunto abierto y acotado o un conjunto compacto de Rn y H

un hiperplano que pasa por el origen.

La simetrización de Steiner Ω? de Ω con respecto a H se define como sigue: para cada recta

L ortogonal a H tal que Ω ∩ L 6= ∅, el segmento Ω ∩ L se mueve hasta que su punto medio

este en H. La unión de todos los segmentos así obtenidos es Ω?. (ver una figura explicativa

más abajo).

Figura 2.1: Simetrización de Steiner

Se observa claramente de esta última definición que Ω? es simétrica respecto a H.

Definición 2.3.2. Se dirá que un subconjunto K de Rn es un cuerpo convexo si es compacto

y convexo. Se dirá que es un cuerpo convexo propio si su interior es no vacio, en otro caso,
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impropio. El inradio r(K) y el circunradio R(K) son, respectivamente, el máximo radio de

las bolas contenidas en K y el mínimo radio de las bolas que contienen a K.

Definición 2.3.3. La área o contenido de Minkowski S(M) de un subconjunto adecuado M

en Rn es

S(M) = ĺım
ε→0+

V (M ⊕ εB(0, 1))− V (M)
ε

donde V (M) es el volumen de M .

En el caso de un politopo convexo o un conjunto convexo, existe este límite y el área de

superficie en el sentido de Minkowski coincide con un significado habitual de superficie, para

ver detalles de esto consultar [19].

Antes de ver una serie de propiedades de simetrización de Steiner de cuerpos convexos,

necesitamos un lema previo.

Lema 2.3.4. Sean K un cuerpo convexo, x ∈ K y L una recta con K∩(L+x) 6= ∅. Entonces,

para cualquier sucesión {xn}n∈N ⊂ K tal que K ∩ (L+ xn) 6= ∅ para cada n ∈ N y xn −→ x

se tiene que

lim
n→∞

|K ∩ (L+ xn)| ≤ |K ∩ (L+ x)|.

Demostración: Sea v el vector director de L. Tenemos que

K ∩ (L+ xn) = [xn + anv, xn + bnv] con an ≤ bn.

De esta forma, |K ∩ (L+ xn)| = bn − an. Debido a que

sup
n∈N
|K ∩ (L+ xn)| <∞,

podemos econtrar una subsucesión tal que

lim
n→∞

|K ∩ (L+ xn)| = ĺım
n→∞

|K ∩ (L+ xn)|

(en esta expresión hemos abusado de la notación).

Debido a la compacidad de K, las sucesiones {an} y {bn} son acotadas, y podemos encontrar
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una subsucesión de los naturales que vamos a notar nuevamente por n, tal que ĺımn→∞ an = a

y ĺımn→∞ bn = b. Luego, x + av = ĺımn→∞(xn + anv) pertenece a K, de la misma forma

x+ bv ∈ K.

Luego, por la convexidad de K

|K ∩ (L+ x)| ≥ |[x+ av, x+ bv]| = b− a = ĺım
n→∞

(bn − an) = ĺım
n→∞

|K ∩ (L+ xn)|.

�

Proposición 2.3.5. Sean K y V cuerpos convexos de Rn y H un hiperplano. Tenemos las

siguientes propiedades:

(a) Si K ⊆ V , entonces K? ⊆ V ?.

(b) (λK)? = λK? (salvo traslación) para λ ≥ 0.

(c) Si K es un cuerpo convexo, entonces K? es un cuerpo convexo.

(d) K? + V ? ⊆ (K + V )? (salvo traslación).

(e) Si K es un cuerpo convexo, entonces |K| = |K∗|.

(f) Si K es un cuerpo convexo, entonces S(K?) ≤ S(K).

(g) Si K es un cuerpo convexo propio, entonces r(K) ≤ r(K?).

(h) Si K es un cuerpo convexo, entonces R(K?) ≤ R(K).

Demostración: Sin perdida de generalidad supongamos que 0 ∈ H. Sea L una recta ortogonal

a H que pasa por el origen.

(a) Si x ∈ K?, luego x = h+ l con h ∈ H y l ∈ L tal que

|l| ≤ 1
2 |K ∩ (L+ x)| ≤ 1

2 |V ∩ (L+ x)|,

con lo cual x ∈ V ?.

(b) Si x ∈ λK?, esto equivale a que x = λy con y = h+ l donde h ∈ H y l ∈ L tal que

|l| ≤ 1
2 |K ∩ (L+ y)|.
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Debido a que L es un subespacio vectorial, la última desigualdad equivale a

|λl| ≤ 1
2 |λK ∩ (L+ λy)|.

Lo que concluye que x = λy ∈ (λK)?. Esto demuestra que λK? ⊆ (λK)?. Ahora, usando la

inclusión anterior se tiene que 1
λ
(λK)? ⊆ ( 1

λ
λK)? = K?. Esto da la otra inclusión (λK)? ⊆

λK?.

c) Sea πH : Rn −→ H la proyección ortogonal sobre H. Primero demostraremos que la

convexidad se mantiene bajo aplicación de simetrización de Steiner.

Sea x, y ∈ K? y λ ∈ [0, 1]. Por lo anterior, la linealidad de πH y desigualdad de Brunn

Minkowski se tiene que

|λx+ (1− λ)y − πH(λx+ (1− λ)y)| = |λ(x− πH(x)) + (1− λ)(y − πH(y))|

≤ λ|x− πH(x)|+ (1− λ)|y − πH(y)|

≤ 1
2((1− λ)|K ∩ (L+ y)|+ λ|K ∩ (L+ x)|)

≤ 1
2 |(1− λ)(K ∩ (L+ y))⊕ λ(K ∩ (L+ x))|

≤ 1
2 |K ∩ (L+ (λx+ (1− λ)y))|.

Esta última desigualdad muestra que x+ (1− λ)y ∈ K?.

Ahora demostraremos que la compacidad se mantiene bajo aplicación de simetrización de

Steiner.

Como K es compacto, K es acotado, es decir, existe h ∈ H y R > 0 tal que K ⊆ B(h,R).

Por (a) se desprende que K? ⊆ B(h,R)? = B(h,R), luego K? también es acotado.

Ahora demostraremos que K? es cerrado, en efecto, sea {xn}n∈N ⊂ K? con xn −→ x cuando

n −→ ∞. Por la continuidad de πH se tiene πH(xn) −→ πH(x). Usando el Lema 2.3.4 se

consigue que

|x− πH(x)| = ĺım
n→∞

|xn − πH(xn)| ≤ 1
2 lim
n→∞

|K ∩ (L+ xn)| ≤ 1
2 |K ∩ (L+ x)|.

Con lo cual se deduce que x ∈ K? y de esta forma K? es compacto.

d) Sean x ∈ K? e y ∈ V ? , equivalentemente x = h+ l e y = k+m donde h, k ∈ H y l,m ∈ L
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son tal que

|l +m| ≤ |l|+ |m|

≤ 1
2(|K ∩ (L+ x)|+ |D ∩ (L+ y)|)

≤ 1
2 |K ∩ (L+ x) +D ∩ (L+ y)|

= 1
2 |(K +D) ∩ (L+ x+ y)|,

donde en la tercera desigualdad se a ocupando la desigualdad Brunn-Minkowski. Así, x+ y ∈

(K +D)?.

e) Sea πH la proyección sobre H. Supongamos sin perdida de generalidad que H es el

hiperplano xn = 0. Usando el teorema de Fubini, obtenemos que

|K| =
∫

(x1,...,xn−1)∈πH(K)

(∫
xn∈K∩(L+(x1,...,xn−1,0))

dxn

)
dx1 . . . dxn−1

=
∫

(x1,...,xn−1)∈πH(K)
|K ∩ (L+ (x1, . . . , xn−1, 0))|dx1 . . . dxn−1

=
∫

(x1,...,xn−1)∈πH(K)
|K? ∩ (L+ (x1, . . . , xn−1, 0))|dx1 . . . dxn−1

=
∫

(x1,...,xn−1)∈πH(K)

(∫
xn∈K?∩(L+(x1,...,xn−1,0))

dxn

)
dx1 . . . dxn−1

= |K?|.

f) Por parte (b) y (d), tenemos que

(K +B(0, ε))? ⊇ K? + (εB(0, 1))? = K? + εB(0, 1)? = K? + εB(0, 1) (2.11)

Si ε > 0, entonces

|K? + εB(0, 1)| − |K?|
ε

≤ |(K + εB(0, 1))?| − |K?|
ε

= |K + εB(0, 1)| − |K|
ε

.

La primera desigualdad se justifica por (2.11) y la última igualdad por la parte (e). El resultado

sigue tomando ε −→ 0+ en la desigualdad anterior y de la Definición 2.3.3.

g) Como K es un cuerpo convexo propio, existe un k ∈ Rn y ε > 0 tal que B(k, ε) ⊆ K.

Entonces, B(d, ε) = (B(k, ε))? ⊆ K?, para algún d adecuado. Por definición de máximo y de
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inradio, se tiene r(K) ≤ r(K?).

h) Como K es acotado, existe un k ∈ Rn y ε > 0 tal que K ⊆ B(k, ε). Entonces, K? ⊆

B(k, ε)? = B(d, ε), para algún d adecuado. Por definición de mínimo y de circunradio, se tiene

R(K?) ≤ R(K).

�

A continuación corresponde dar la definición de la simetrización de Steiner de una función.

Definición 2.3.6. Sea f una función no negativa Lipschitz con soporte compacto en un

conjunto abierto Ω. La simetrización de Steiner de f es la función f ? definida en Ω? por

f ?(x) = sup{c : x ∈ {y ∈ Ω : f(y) > c}?}

Una definición de función de Steiner equivalente es la siguiente:

Definición 2.3.7. Sea f una función no negativa medible definida en Rn, y sea V un

hiperplano n−1 dimensional que pasa por el origen de Rn. Seleccionando un sistema coordenado

ortogonal en Rn, tal que la xn-dirección sea perpendicular a V . Una función negativa medible

f ? en Rn es llamada una simetrización de Steiner con respecto a V de la función f , si

f ?(x1, x2, . . . , xn) es un rearreglo simétrico decreciente con respecto a xn de f(x1, x2, . . . , xn)

para cada x1, x2, . . . , xn−1 fijo.

Ahora daremos una serie de propiedades de la simetrización de Steiner de funciones.

Proposición 2.3.8. Si A ⊂ Rn es un conjunto de Borel de medida de Lebesgue finita,entonces

(χA)? = χA? .

Demostración: la demostración es completamente análoga a la Proposición 2.2.6.

�

Proposición 2.3.9. Sea f una función no negativa medible. Entonces,

{x : f ?(x) > t} = {x : f(x) > t}? para todo t ∈ R+. Con esto se deduce que

|{x : f ?(x) > t}| = |{x : f(x) > t}| para todo t ∈ R+, o sea, f y f ? son equimedibles.
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Demostración: De la definición de simetrización de Steiner de funciones se deduce que

f ?(x′, xn) > t, xn ∈ R y t ∈ R+ ⇔ |xn| <
1
2 |{xn ∈ R : f(x′, xn) > t}|,

y de esta equivalencia es inmediato notar que {x : f ?(x) > t} = {x : f(x) > t}? para todo

t ∈ R+.

�

Proposición 2.3.10. Sea Φ : R+ → R+ una función creciente, luego

(Φ ◦ |f |)? = Φ ◦ f ?.

Demostración: la demostración es completamente análoga al Corolario 2.2.12.

�

Proposición 2.3.11. Sean f : Rn −→ R una función medible Borel que se desvanece en el

infinito y Φ : R+ → R+ continua y monótona creciente con Φ(0) = 0. Entonces,
∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx =
∫
Rn

Φ(f(x)?)dx.

Demostración: Se demuestra de la misma forma que el Corolario 2.2.10 usando Proposición

2.3.9.

�

2.4. Desigualdad de Brascamp-Lieb-Luttinger

El propósito central de esta sección es demostrar una desigualdad general de rearreglos

[3], de la cual la desigualdad de rearreglo de Riesz es un caso particular, para tal fin usaremos

[3], [25], [34].
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Teorema 2.4.1. Sea fj, 1 ≤ j ≤ k, funciones no negativa medible en R que se desvanecen

en el infinito, y sea ajm, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ m ≤ n, números reales. Sea

I(f1, . . . , fk) :=
∫
Rn
dx1 . . . dxn

k∏
j=1

fj(
n∑

m=1
ajmxm).

Entonces,

I(f1, . . . , fk) ≤ I(f ∗1 , . . . , f ∗k )

Demostración: Si k < n, claramente ambas integrales divergen. Si k = n y det | ajm |= 0,

ambas integrales divergen. Si k = n y det | ajm |6= 0, la igualdad se cumple (cambiando

variable a yj = ∑n
m=1 ajmxm y usando que

∫
fj =

∫
f ∗j ).

Así nos falta demostrar el caso n < k. Usando la Proposición 2.1.1 y Teorema de Fubini

podemos escribir que

I(f1, . . . , fk) :=
∫
Rn
dx1 . . . dxn

k∏
j=1

fj(
n∑

m=1
ajmxm)

=
∫ ∞

0
. . .
∫ ∞

0

∫
Rn

k∏
j=1

χ{fj>tj}(
n∑

m=1
ajmxm)dx1 . . . dxndt1 . . . dtk

y el mismo argumento sirve para escribir que

I(f1, . . . , fk) =
∫ ∞

0
. . .
∫ ∞

0

∫
Rn

k∏
j=1

χ{f∗j >tj}(
n∑

m=1
ajmxm)dx1 . . . dxndt1 . . . dtk.

Teniendo en mente las anteriores identidades, como fj son funciones que se desvanecen en

el infinito, sus respectivos conjuntos de niveles tienen medida finita, de esta forma, para

demostrar el teorema, bastará probarlo para funciones características de conjuntos de medidas

Lebesgue finita.

Sean O1,. . . , Ok conjuntos de medida finita. Por regularidad exterior de la medida de Lebesgue,

para cada j ∈ {1, . . . , k} existe una sucesión de conjuntos abiertos {Ojr}r∈N tal queOj ⊂ Ojr ⊂

Ojr−1 para todo r ∈ N y ĺımr→∞|Ojr| = |Oj|, eso también significa que ĺımr→∞|O∗jr| = |O∗j | .

De la inclusión anterior se determina que cada Ojr tiene medida finita y de la última igualdad

tenemos χOjr converge en medida a χOj , y similarmente se puede justificar que χ∗Ojr converge
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en medida a χ∗Oj . Por el teorema de convergencia dominada para convergencia en medida

tenemos que

ĺım
r→∞

I(χO1r , . . . , χOkr) = I(χO1 , . . . , χOk) y ĺım
r→∞

I(χ∗O1r , . . . , χ
∗
Okr

) = I(χ∗O1 , . . . , χ
∗
Ok

).

Así, para demostrar el teorema basta realizarlo para conjuntos abiertos de medida finita

G1, . . . , Gk .

Es un hecho bien conocido que todo abierto Gi en la topología usual de la recta real es la

unión numerable de intervalos abiertos disjuntos. Denotemos aquellos intervalos por Ii1, Ii2, . . .

donde la numeración es seleccionada de tal forma que |Iin+1| ≤ |Iin|. Si definimos,

Fim =
m⋃
j=1

Iij con i ∈ {1, . . . , k} (2.12)

tenemos que

ĺımm→∞|Fim| =
∑∞
k=1|Iik| = |Gi| para cada i ∈ {1, . . . , k}.

Por el teorema de la convergencia monótona obtenemos que

ĺım
m→∞

I(χF1m , . . . , χFkm) = I(χG1 , . . . , χGk) y ĺım
m→∞

I(χ∗F1m , . . . , χ
∗
Fkm

) = I(χ∗G1 , . . . , χ
∗
Gk

).

De esta manera, basta demostrar el teorema para funciones características de unión finita de

intervalos abiertos disjuntos.

Para esto, primero demostremos el teorema para funciones características de un intervalo

abierto. Sea Aj un intervalo definido por

Aj = (αj − βj, αj + βj).

Sea J(t) la integral definida por

J(t) =
∫
Rn
dx1 . . . dxn

k∏
j=1

χAj(t)(
n∑

m=1
ajmxm) (2.13)

donde

Aj(t) = (αjt− βj, αjt+ βj) t ∈ [−1, 1].
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Sea C el conjunto,

C = {(x1, x2, . . . , xn, t) : αjt− βj ≤
n∑

m=1
ajmxm ≤ αjt+ βj, j = 1, . . . , k}.

C es convexo pues es la intersección de semi-espacios (los que son convexos) y es balanceado,

es decir, (x1, x2, . . . , xn, t) ∈ C, entonces −(x1, x2, . . . , xn, t) ∈ C. Para t fijo, definimos

C(t) = {(x1, x2, . . . , xn) : (x1, x2, . . . , xn, t) ∈ C}. Como C es balanceado, C = −C y esto da,

C(−t) = C(t). También se observa que J(t) = |C(t)|. Tomando θ = 1
2 en el Corolario 2.1.12

conseguimos

J(0) ≥ J(1) 1
2J(−1) 1

2 .

Dado que C(t) = C(−t), tenemos que J(t) = J(−t), así

J(0) ≥ J(1). (2.14)

La desigualdad (2.14) demuestra el teorema para el caso de intervalo abierto.

Podemos probar más que lo anterior. Nuevamente por Corolario 2.1.12 tenemos que

J(t) ≥ J(s)θJ(−s)1−θ = J(s) dados 0 ≤ t ≤ s ≤ 1 (2.15)

donde 0 ≤ θ = t+s
2s , es decir, J es decreciente.

Ahora demostraremos el teorema para funciones características de unión finita de intervalos

disjuntos. Sea χAj(x) la función característica del conjunto

Aj =
nj⋃
p=1
{x ∈ R : αjp − βjp ≤ x ≤ αjp + βjp}

con αjp + βjp < αjp+1 − βjp+1, 1 ≤ p ≤ nj − 1 y 1 ≤ j ≤ k.

La prueba se realizará por inducción sobre N = (n1, n2, . . . , nk).

Se entenderá por M < N cuando mj ≤ nj para 1 ≤ j ≤ k y mi < ni para algún i.

La demostración para el caso del intervalo nos da la prueba para el caso N = {1, . . . , 1}.

Asumamos que el teorema es verdadero para M < N .

Definimos χAj(t)(x) como la función característica del conjunto

Aj(t) =
nj⋃
p=1
{x ∈ R : αjpt− βjp ≤ x ≤ αjpt+ βjp}
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para 0 ≤ τ < t, donde

τ = máx
j,p
{ βjp + βjp+1

αjp+1 − αjp
} > 0.

Para cada τ < t ≤ 1 los intervalos de cada función χAj(t) permanecen disjuntos, en t = τ al

menos dos intervalos se intersectan. Dado que cada función χAj(t) es una suma de funciones

característica de intervalos, aplicando (2.15) intervalo por intervalo encontramos que

J(1) =
∫
Rn
dx

k∏
j=1

χAj(
n∑

m=1
ajmxm) ≤

∫
Rn
dx

k∏
j=1

χAj(τ)(
n∑

m=1
ajmxm) = J(τ)

En t = τ , la familia de funciones {χAj(t)} satisface la hipótesis de este teorema, pero se ha

reducido a algún M < N , debido a esto, podemos ocupar la hipótesis inductiva, y concluir

que ∫
Rn
dx

k∏
j=1

χAj(τ)(
n∑

m=1
ajmxm) ≤

∫
Rn
dx

k∏
j=1

χA∗j (τ)(
n∑

m=1
ajmxm).

Observando que A∗j(τ)(.) = A∗j(.) el teorema ha quedado demostrado.

�

Corolario 2.4.2. Sean fj, 1 ≤ j ≤ k, funciones medibles no negativas en Rp, sean ajm,

1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ m ≤ n, números reales, y sea V cualquier plano que pasa por el origen de Rp.

Luego, ∫
Rnp

dx1 . . . dxn
k∏
j=1

fj(
n∑

m=1
ajmxm) ≤

∫
Rnp

dx1 . . . dxn
k∏
j=1

f ?j (
n∑

m=1
ajmxm)

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnp con xi ∈ Rp para i ∈ {1, . . . , n} y f ?j es la simetrización de

Steiner de fj respecto a V .

Demostración: Sea (x1, . . . , xp) un sistema coordenado para Rp tal que, el eje xp es ortogonal

a V . Manteniendo fijas las coordenadas xqm, 1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ q ≤ p− 1 y aplicando el teorema

anterior sobre (xp1, xp2, . . . , xpn) tenemos que
∫
Rn
dxp1 . . . dx

p
n

k∏
j=1

fj(
n∑

m=1
ajmxm) ≤

∫
Rn
dxp1 . . . dx

p
n . . .

k∏
j=1

f ?j (
n∑

m=1
ajmxm).

La demostración del corolario sigue integrando con respecto a xqm, 1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ q ≤ p− 1.
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�

Corolario 2.4.3. (La desigualdad de Riesz para simetrización de Steiner) Sean f, g y h

funciones no negativas medibles en Rn. Sea

I(f, g, h) =
∫
Rn

∫
Rn
f(x)g(x− y)h(y)dxdy.

Entonces,

I(f, g, h) ≤ I(f ?, g?, h?), (2.16)

donde f ?, g? y h? son las simetrizaciones de Steiner de f, g y h respectivamente, respecto a

un hiperplano arbitrario V .

Demostración: La demostración queda establecida haciendo k = 3, n = 2 y

(ajm) =

 1 1 0

0 −1 1

 en el Corolario 2.4.2.

�

Intuitivamente se ve que el rearreglo decreciente simétrico puede ser obtenido como el limite-

L1(Rp) de una sucesión de simetrización de Steiner respecto a diferentes plano (esto se

demuestra en el apéndice del artículo [3] ). Usando este hecho junto al corolario 2.4.2, se

consigue una versión análoga de este corolario, pero para rearreglo decreciente simétrico.

Definición 2.4.4. Diremos que un punto x es un punto de Lebesgue de un conjunto medible

A en Rn, si

ĺım
ε→0+

|A ∩B(x, ε)|
|B(x, ε)| = 1.

Denotaremos el conjunto de puntos de Lebesgue de A como DA. Claramente desde su

definición, el interior de un conjunto A esta contenido en DA y DA esta contenido en la

clausura de A. También se observa, que si x es punto de Lebesgue de A, entonces x+y es

punto de Lebesgue de A+ y y −x es un punto de Lebesgue de −A. Finalmente, es cierto que

x es un punto de Lebesgue de C ∩D si x es un punto de Lebesgue de C y x es un punto de

Lebesgue de D.
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Teorema 2.4.5. (Teorema densidad de Lebesgue) Sea A ⊆ R tal que m(A) > 0. Casi todo

punto de A es un punto de Lebesgue de A.

Demostracción: Ver apéndice D de [22].

�

Lema 2.4.6. Sean A y B conjuntos medibles en R, χA y χB sus funciones características.

Entonces,

DA −DB ⊆ sop(χA ∗ χB) := {x ∈ Rn : (χA ∗ χB)(x) > 0}

donde

(χA ∗ χB)(x) =
∫
R
χA(y + x)χB(y)dy

Demostracción: Desde la definición de χA ∗ χB se obtiene que

(χA ∗ χB)(x) = |(A− x) ∩B|.

Si x ∈ DA −DB, entonces x = a− b con a ∈ DA y b ∈ DB. De esto se deduce que b = a− x

es un punto de Lebesgue de B ∩ (A− x). Luego, |(A− x) ∩B| > 0, o sea, x ∈ sop(χA ∗ χB).

�

Lema 2.4.7. Sea A ⊆ R tal que |A| > 0. Si A = A + x para algún x ∈ R− {0} , entonces

|A| =∞.

Demostración: Como |A| > 0, existe un n ∈ N tal que |B| > 0 con B := A ∩ [n, n + 1].

Entonces, B + x ⊆ A + x = A, así B + mx ⊆ A para todo m ∈ N. Por definición de B,

n ≤ b ≤ n+ 1 para cada b ∈ B. Por propiedad arquimediana existe M ∈ N tal que Mx > 1,

de esta forma Msx+ n+ 1 < M(s+ 1)x+ n para todo s ∈ N ∪ {0}. Entonces los intervalos

[n+ sMx, n+ 1 + sMx] para todo s ∈ N ∪ {0} son disjuntos. Consecuentemente, A contiene

a los conjuntos disjuntos B + sMx con s ∈ N ∪ {0}. Debido a que |B + sMx| = |B| > 0 , se

tiene que A contiene infinitos conjunto de medida |B|. Así, queda establecido que |A| =∞.
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�

Lema 2.4.8. Sean A y B conjuntos medibles de medida finita en R y sea JA y JB los

intervalos más pequeños tal que

|A ∩ JA| = |A| y |B ∩ JB| = |B|, (2.17)

respectivamente. Entonces, el intervalo más pequeño que contiene el soporte de

χA ∗ χB := {x : (χA ∗ χB)(x) > 0} tiene longitud |JA|+|JB|.

Demostración: Sean JA = (a, b) y JB = (c, d) con las características descritas en la

hipótesis, entonces JA− JB = (a− d, b− c). Se puede ver que sop(χA ∗χB) ⊆ JA− JB. Ahora,

supongamos que existe un intervalo M = (r, s) tal que M ⊂ JA − JB y sop(χA ∗ χB) ⊂ M .

Sin perdida de generalidad podemos suponer que s = b− c, ahora podemos encontrar a < a′

y d′ < d tales que a′ − d′ = r. Como JA y JB son los intervalos mínimos que cumplen (2.17)

se obtiene que

0 < |A| − |A ∩ (a′, b)| = |A ∩ (a, a′)| y 0 < |B| − |B ∩ (c, d′)| = |B ∩ (d′, d)|. (2.18)

Por Teorema de Lebesgue y (2.18) tenemos que

A ∩ (a, a′)−B ∩ (d′, d) ⊆ DA −DB y |(A ∩ (a, a′)−B ∩ (d′, d)) ∩ (R\M)| > 0.

Por la contención anterior y Lema 2.4.6 se tiene A∩ (a, a′)−B ∩ (d′, d) ⊆ sop(χA ∗ χB) ⊂M .

Esto es una contradicción.

�

Lema 2.4.9. Sean A y B conjuntos de medida finita en Rn. Entonces χA ∗χB es una función

continua en Rn.

Demostración: Sigue de la aplicación del teorema de la convergencia dominada.

�
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Teorema 2.4.10. Suponga que g es una función positiva esféricamente simétrica decreciente

en Rn y g es estrictamente decreciente ( es decir, |x| < |y| ⇒ g(x) > g(y) > 0). Sean f y h

funciones no negativas en Rn con f ∈ Lp(Rn) y h ∈ Lq(Rn). Entonces, existe igualdad en

(2.16) si y solamente si f(x) = f ?(x− y) y h(x) = h?(x− y) c.t.p. para algún y ∈ Rn, donde

f ? y h? son las simetrizaciones de Steiner de f y h, respectivamente, respecto a un hiperplano

arbitrario V .

Demostración: Desde las hipótesis de las funciones f, g y h se puede suponer sin perdida

de generalidad que f, h, g y sus respectivos rearreglos van a cero en el infinito. Además se

puede suponer que ni f ni h son las funciones nulas. Primero demostraremos el teorema para

funciones f, h y g unidimensionales. Debido a que g es estrictamente decreciente existe una

medida positiva µ tal que

g(x) =
∫
gr(x)dµ(r),

donde gr es la función característica del intervalo (−r/2, r/2). Por Teorema 2.1.1, el teorema

de Fubini y esta última representación, tenemos

I(f, g, h) =
∫
R

∫
R
f(x)g(x− y)h(y)dxdy

=
∫
R

∫
R

∫ ∞
0

∫ ∫ ∞
0

χ{f>s}(x)gr(x− y)χ{h>t}(y)dsdµ(r)dtdxdy

=
∫ ∞

0

∫ ∫ ∞
0

I(χ{f>s}, gr, χ{h>t})dsdµ(r)dt. (2.19)

De la misma forma

I(f ∗, g, h∗) =
∫ ∞

0

∫ ∫ ∞
0

I(χ{f∗>s}, gr, χ{h∗>t})dsdµdt, (2.20)

tomando en cuenta que g = g∗. Ahora, la igualdad en la desigualdad de Riesz implica que

I(χ{f>s}, gr, χ{h>t}) = I(χ{f∗>s}, gr, χ{h∗>t}) c.t.p µ, s, t. (2.21)

Las hipotesis de g implican que µ((a, b)) > 0, así la medida µ es absolutamente continua con

respecto a la medida de Lebesgue . Entonces para demostrar (2.21) basta probar

I(χ{f>s}, gr, χ{h>t}) = I(χ{f∗>s}, gr, χ{h∗>t}) c.t.p r, s, t. (2.22)
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2.4. Desigualdad de Brascamp-Lieb-Luttinger

Sea As = {f > s} y Bt = {h > t}, así A∗s = {f ∗ > s} y B∗t = {h∗ > t}. Para r ≥ |As|+ |Bt|

tenemos que, x−y ∈ [−r/2, r/2] para todo x ∈ A∗s e y ∈ B∗t . Luego, para tales r, s y t tenemos

que

I(χ{f∗>s}, gr, χ{h∗>t}) =
∫
R

∫
R
χ{f∗>s}(x)gr(x− y)χ{h∗>t}(y)dxdy

= |A∗s||B∗t |

= |As||Bt|.

Afirmación: Si I(χ{f>s}, gr, χ{h>t}) = I(χ{f∗>s}, gr, χ{h∗>t}) c.t.p. r, s, t. Entonces para todo

s, r se tiene que {f > s} y {h > t} son intervalos concéntricos.

Demostración: Paso 1: Como As, Bt son conjuntos de medida finito, {(r, s, t) : r > |As|+ |Bt|}

es un conjunto de medida no negativa. Consideremos un (s0, t0) ∈ R× R en la proyección de

este último conjunto. Para casi todo r > |As0|+ |Bt0| tenemos que

0 = I(χ{f∗>s0}, gr, χ{h∗>t0})− I(χ{f>s0}, gr, χ{h>t0})

= |As0||Bt0| −
∫
R

∫
R
χ{f>s0}(y + z)gr(z)χ{h>t0}(y)dydz

= |As0||Bt0|−
∫
R

∫
R
χ{f>s0}(y + z)χ{h>t0}(y)dydz +

∫
(− r2 ,

r
2 )C

∫
R
χ{f>s0}(y + z)χ{h>t0}(y)dydz

=
∫

(− r2 ,
r
2 )C

∫
R
χ{f>s0}(y + z)χ{h>t0}(y)dydz,

la tercera igualdad se justifica por gr(z) = 1− χ(− r2 ,
r
2 )C (z).

Como

z 7−→
∫
R χ{f>s0}(y + z)χ{h>t0}(y)dy es una función no negativa y continua, se tiene que

{z ∈ R :
∫
R
χ{f>s0}(y + z)χ{h>t0}(y)dy > 0} ⊆ (−r2 ,

r

2) para casi todo r > |As0|+|Bt0|(2.23)

Paso 2: Sea Js0 el intervalo más pequeño tal que |As0 ∩ Js0| = |As0 | y Jt0 el intervalo más

pequeño tal que |Bt0 ∩ Jt0| = |Bt0| . El Lema 2.4.8 asegura que el intervalo más pequeño

que contiene a {z ∈ R :
∫
R χ{f>s0}(y + z)χ{h>t0}(y)dy > 0} tiene longitud igual a |Js0|+|Jt0|.

Entonces por (2.23), se tiene que, |Js0 |+|Jt0| ≤ r para casi todo r > |As0| + |Bt0|. Esto da,

|As0|+ |Bt0 | ≥ |Js0|+|Jt0|. Esto justifica la siguiente desigualdad

|Js0|+|Jt0| ≥ |As0|+ |Bt0 | = |As0 ∩ Js0|+ |Bt0 ∩ Jt0| ≥ |Js0|+|Jt0|,
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2.4. Desigualdad de Brascamp-Lieb-Luttinger

o bien, |As0|+ |Bt0| = |Js0|+ |Jt0|. De esto podemos concluir que,

|Js0 ∩ As0|= |Js0|= |As0| y |Jt0 ∩Bt0|= |Jt0|= |Bt0|,

en otras palabras, As0 es casi todo el intervalo Js0 y Bt0 es casi todo el intervalo Jt0 . Además,

por Lema 2.4.6 se obtiene la inclusión,

DAs0
−DBt0

⊆ (−r2 ,
r

2).

La última inclusión y el hecho que casi todo punto de As0 −Bt0 pertenece a DAs0
−DBt0

, nos

permite concluir que casi todo punto de Js0 − Jt0 pertenece a (− r
2 ,

r
2) para casi todo

r > |As0|+ |Bt0|. Esto da, que casi todo punto de Js0 − Jt0 pertenece a

(−1
2(|Js0| + |Jt0|), 1

2(|Js0| + |Jt0|)) y esto es posible sólo cuando Js0 y Jt0 son intervalos

concéntricos, así la afirmación ha quedada demostrada.

Ahora volvamos a la demostración del teorema del caso unidimensional. Fijando t0 en la

proyección de {(r, s, t) : r > |As|+ |Bt0 |}, por la conclusión del paso anterior, para casi todo

s en la proyección {s : ∃ r tal que r > |As| + |Bt0|}, As y Bt0 son intervalos concéntricos.

Entonces, casi todo los intervalos {f > s} tienen el mismo centro (el centro de {h > t0}).

Luego, {f > s} y {f ∗ > s} son traslados uno del otro por un vector independiente del nivel s.

Esto significa f = f ∗ salvo por una traslación.

De la misma forma, fijando s y variando t se concluye como antes que h = h∗ salvo por una

traslación.

Ahora, consideremos f, g y h como funciones sobre Rn. Si I(f, g, h) = I(f ?, g, h?), esto se

puede expresar como∫
Rn−1×Rn−1

∫
R×R

f(x′, xn)g(x′ − y′, xn − yn)h(y′, yn)dxndyndx′dy′

=
∫
Rn−1×Rn−1

∫
R×R

f ?(x′, xn)g(x′ − y′, xn − yn)h?(y′, yn)dxndyndx′dy′,

con x′, y′ ∈ Rn−1 × Rn−1.

Usando la desigualdad de Riesz a la identidad anterior se tiene la siguiente expresión en

sentido x′, y′ c.t.p.∫
R×R

f(x′, xn)g(x′ − y′, xn − yn)h(y′, yn)dxndyn

=
∫
R×R

f ?(x′, xn)g(x′ − y′, xn − yn)h?(y′, yn)dxndyn.
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Aplicando el resultado unidimensional a la identidad anterior obtenemos que

f(x′, xn) = f ?(x′, xn − k′) y h(y′, yn) = h?(y′, yn − k′) x′, y′ c.t.p..

Necesitamos demostrar que k′ no depende de la sección. Basta restringirse a secciones de f y
h que son no nulas (es decir, no son ceros c.t.p.).
Sean

S = {(x′, y′) : ∼ (f(x′, .) = 0 c.t.p.) y ∼ (h(y′, .) = 0 c.t.p.)} y

N = {(x′, y′) : ∼ (f(x′, xn − k′) = f∗(x′, xn − k′) c.t.p.) o ∼ (h(y′, yn) = h∗(y′, yn − k′) c.t.p.)},

(la medida de Lesbesgue de N es cero).

Fijemos, ahora (x′, y′) y (x′′, y′) en S ∩NC . Tenemos que,

f(x′, xn) = f ?(x′, xn − kx′,y′) y h(y′, yn) = h?(y′, yn − kx′,y′) x′, y′c.t.p.

f(x′′, xn) = f ?(x′′, xn − kx′′,y′) y h(y′, yn) = h?(y′, yn − kx′′,y′) x′′, y′c.t.p..

De lo anterior se desprende que

h(y′, yn) = h(y′, yn + kx′′,y′ − kx′,y′) yn c.t.p. (2.24)

Debido a que (x′, y′) ∈ S se tiene que h(y′, .) es no trivial, esto justifica que existe un t > 0

tal que |A| > 0 con A = {yn : h(y′, yn) > t}. Como h(y′, .) se desvanece en el infinito, se tiene

que |A| <∞. Por (2.24), obtenemos A = A+ kx′′,y′ − kx′,y′ . Finalmente usando el Lema 2.4.7

tenemos que kx′′,y′ = kx′,y′ . Esto es válido para todas las secciones x′, x′′ para la cual f(x′, .) y

f(x′′, .) son no triviales (fijando un y′). Esto demuestra que f es simétrica en cada sección con

respecto a un mismo centro. De la misma forma, fijando x′ y considerando secciones y′, y′′

arbitrarias de la función h, podemos concluir que h es simétrica en cada sección con respecto

a un mismo centro ( el mismo centro de f).

�

2.5. Adición y Sustracción de Minkowski

Para desarrollar esta sección ocupamos Schneider [33].

53



2.5. Adición y Sustracción de Minkowski

Definición 2.5.1. La adicción de Minkowski de dos conjuntos A,B ⊂ Rn se define como

A⊕B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

La definición anterior se puede reescribir como

A⊕B := ⋃
b∈B(A+ b).

Se asumirá que A⊕ {0} = A y A⊕ ∅ = ∅.

La adición de Minkowski satisface las propiedades conmutativa y asociativa .

Proposición 2.5.2.

1) A⊕B = B ⊕ A.

2) (A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C).

Demostración: aplicar definición de adición de Minkowski y la conmutativa y asociativa de la

suma usual de vectores en Rn.

�

Definición 2.5.3. La sustracción de Minkowski de dos conjuntos A,B ⊂ Rn se define como

A	B := ⋂
b∈B(A− b).

Claramente la definición anterior se puede reescribir como

A	B := {x ∈ Rn : B + x ⊂ A}.

Por convención se tiene que A	 ∅ = Rn.

Si B = −B, entonces

A	B := ⋂
b∈B(A+ b).

Proposición 2.5.4. Si A,B,C ⊂ Rn tal que B = −B y A ⊂ C y B ⊂ C. Entonces

A	B = C\((C\A)⊕B)
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Demostración: Por hipótesis tenemos, A	B := ⋂
b∈B(A+ b).

Por otra parte,

(C\A)⊕B = ⋃
b∈B((C\A) + b) = C\

(⋂
b∈B(A+ b)

)
.

Entonces,

C\((C\A)⊕B) = ⋂
b∈B(A+ b) = A	B.

�

Definición 2.5.5. Sea A un subconjunto de Rn. Sea r el inradio de A. Si 0 ≤ ε ≤ r, el

conjunto paralelo interno de A a distancia ε, que vamos a denotar A−ε, es el subconjunto de

A definido por

A−ε = A	B(0, ε).

Observar que A−ε es cerrado si A es cerrado. Si Å = ∅ entonces A−ε = ∅.

Teorema 2.5.6. Sea A un conjunto convexo de Rn. Entonces, Ȧ = Ȧ.

Demostración: Ver Teorema 2.28 página 102 de [30] .

�

Proposición 2.5.7. Sea A un conjunto abierto convexo de Rn. Entonces

A	B(0, ε) = A	B(0, ε).

Demostración: claramente A	B(0, ε) ⊆ A	B(0, ε). Si x ∈ A	B(0, ε), entonces B(x, ε) ⊆ A.

Usando el Teorma 2.5.6 se obtiene, B(x, ε) ⊆ Ȧ = Ȧ = A, o bien x ∈ A	B(0, ε).

�

Definición 2.5.8. Sea A un subconjunto de Rn. Se dirá que H es el hiperplano soporte de A

si cumple:

i) A esta contenida en uno de los semiespacios determinado por H, y
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ii) A ∩H 6= ∅.

En palabras simples, H es un hiperplano que toca a A, de tal forma que A esta completamente

en uno de los lados de H.

Teorema 2.5.9. (Separación) Sea A un cerrado convexo de Rn. Sea x0 6∈ A. Entonces:

(1) Existe un único punto x1 ∈ A tal que d(x0, x1) = d(x0, A). Aquí d(., .) : Rn × Rn −→ R+

representa la función distancia euclidiana . La función distancia de un punto x a un

conjunto A se define como d(x,A) := ı́nf{d(y, x) : y ∈ A}.

(2) Sea x1 el punto definido en la parte 1. Luego el hiperplano H que pasa por x1 y es

ortogonal a x0 − x1 es un hiperplano soporte de A.

(3) Si u = x0−x1
‖x0−x1‖ se tiene que h(A, u) < 〈x0, u〉, donde h se define a continuación de la

demostración de este teorema.

Demostración: 1) Sea α = ı́nf{d(x0, x) : x ∈ A}. Debido a que d(x0, x) es no negativa,

existe una sucesión minimizante {xn}n∈N tal que d(x0, xn) −→ α cuando n −→ ∞. Por la

ley del paralelógramo se puede probar que, {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy en Rn y,

por lo tanto, converge a x1 = ĺım xn ∈ A (pues A es cerrado). Esto significa que existe un

punto x1 ∈ A tal que d(x0, x1) = d(x0, A). Usando convexidad de A y el hecho que d(x0, .) es

estrictamente convexa, se puede demostrar que ese x1 es único.

2) Sea H el hiperplano de ecuación

{x ∈ Rn : 〈x− x1, x0 − x1〉 = 0}

y H− el semiespacio de ecuación

{x ∈ Rn : 〈x− x1, x0 − x1〉 ≤ 0}. (2.25)

Demostremos que A ⊆ H−. Si x ∈ A y x 6∈ H−, entonces tenemos

〈x− x1, x0 − x1〉 = ε > 0.
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Por otra parte, la distancia al cuadrado de un punto del segmento x1x (por convexidad este

segmento pertence a A) a x0 esta dada por

‖((1− λ)x1 + λx)− x0‖2 = ‖x1 − x0 + λ(x− x1)‖2

= 〈x1 − x0 + λ(x− x1), x1 − x0 + λ(x− x1)〉

= ‖x1 − x0‖2 − 2λ〈x− x1, x0 − x1〉+ λ2‖x− x0‖2

= ‖x1 − x0‖2 − 2λε+ λ2‖x− x1‖2.

Si 0 < λ < 2ε
‖x−x1‖2 , entonces −2λε+ λ2‖x− x1‖2 < 0. De esta forma

‖(1− λ)x1λx− x0‖ < ‖x1 − x0‖.

Esto contradice que x1 es el punto de A más cercano a x0. Por lo tanto, A ⊆ H−.

3) Por (2.25),

h(A, u) = 1
‖x0 − x1‖

sup
a∈A
〈a, x0 − x1〉 = 〈x1,

x0 − x1

‖x0 − x1‖
〉 < 〈x0, u〉.

�

Definición 2.5.10. Sea A un conjunto de Rn. La función soporte de A es una función

asociada con A, definida para todo x ∈ Rn, como

h(A, x) := sup
a∈A
〈a, x〉, x ∈ Rn.

Si A es compacto en Rn, el valor máximo de 〈a, x〉, para a ∈ A se alcanza en algún punto

a0 ∈ A, debido a que 〈a, x〉 es una función continua de a.

En este caso, la función soporte h(A, u) de A tiene una interpretación geométrica para un

vector unitario u. Sea a0 un punto de A que maximiza 〈., u〉 restringida al conjunto A, así

h(A, u) = sup
a∈A
〈a, u〉 = 〈a0, u〉.

De esta manera, h(A, u) es la distancia (signada) desde 0 al hiperplano de A con vector

normal exterior u.

A continuación probaremos unas útiles propiedades para la función soporte de un cuerpo

convexo.
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Proposición 2.5.11. Sea A un convexo cerrado de Rn y x, y ∈ Rn. Entonces,

1) h(A,αx) = αh(A, x), si α > 0.

2) h(A, x+ y) ≤ h(A, x) + h(A, y).

Demostración: 1) Si α > 0, entonces

h(A,αx) = sup
a∈A
〈a, αx〉 = sup

a∈A
α〈a, x〉 = α sup

a∈A
〈a, x〉 = αh(A, x).

2)

h(A, x+ y) = sup
a∈A
〈a, x+ y〉 = sup

a∈A
(〈a, x〉+ 〈a, y〉)

≤ sup
a∈A
〈a, x〉+ sup

a∈A
〈a, y〉 = h(A, x) + h(A, y).

�

Sea H el hiperplano con ecuación

〈x, u〉 = h(A, u) = 〈a0, u〉.

Consideremos el semiespacio H−(A, u) := {x ∈ Rn : 〈x, u〉 ≤ 〈a0, u〉}. Claramente A ⊆

H−(A, u) y H−(A, u) ∩ A = {a0}. Por lo tanto, H−(A, u) es un hiperplano soporte de A.

Proposición 2.5.12. Sea A un cuerpo convexo, entonces la función h(A, .) es continua.

Demostración: A es un conjunto acotado, así, existe M > 0 tal que |a| < M para todo

a ∈ A. Sea a0 ∈ A tal que h(A, x) = 〈a0, x〉. Por desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

|h(A, x)| = |〈a0, x〉| ≤ ‖a0‖‖x‖ ≤M‖x‖.

Aplicando la parte 2 de la Proposición 2.5.11 se consigue

h(A, x)− h(A, x0) ≤ h(A, x− x0) ≤M‖x− x0‖,

y también una desigualdad análoga a la anterior pero con roles intercambiados de x y x0.

Luego,

|h(A, x)− h(A, x0)| ≤M‖x− x0‖,

lo que demuestra que h(A, .) es continua Lipschitz.
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�

Teorema 2.5.13. ⋂u∈Sn−1 H−(A, u) = co(A). Si A es convexo y cerrado, entonces 〈x, u〉 ≤

h(A, u) para cada vector unitario u, luego x ∈ A.

Demostración: Debido a que H−(A, u) es convexo que contiene a A para cada u ∈ Sn−1, se

tiene que co(A) ⊆ H−(A, u) para cada u ∈ Sn−1. Por otra parte, si x 6∈ co(A), por parte 3 del

Teorema 2.5.9, existe u tal que h(A, u) ≤ h(co(A), u) < 〈x, u〉, entonces x 6∈ H−(A, u).

�

Corolario 2.5.14. Sean A1 ⊆ Rn y A2 cerrado convexo en Rn. Así, A1 ⊆ A2 si y solamente

si h(A1, u) ≤ h(A2, u) para cada vector unitario u.

Demostración: Si h(A1, u) ≤ h(A2, u) para cada vector unitario u, entonces 〈x, u〉 ≤ h(A2, u)

para cada vector unitario u y x ∈ A1, usando el Teorema 2.5.13, obtenemos que x ∈ A2. La

otra implicancia es directa desde la definición de función soporte.

�

El siguiente teorema da una nueva caracterización de conjunto paralelo interno.

Proposición 2.5.15. Sea A un convexo cerrado de Rn con 0 ∈ A e inradio r > 0. Si

0 < ε < r, entonces

A−ε =
⋂

u∈Sn−1

[H−(A, u)− εu].

Demostración:

x ∈
⋂

u∈Sn−1

[
H− (A, u)− εu

]
⇔〈x+ εu, u〉 ≤ h (A, u) ∀u ∈ Sn−1

⇔〈x+ su, u〉 ≤ h (A, u) ∀0 < s < ε, ∀u ∈ Sn−1

⇔〈x+ sv, u〉 ≤ h (A, u) ∀0 < s < ε, ∀u, v ∈ Sn−1

(como 〈u, v〉 ≤ 1 y sup
v∈Sn−1

〈u, v〉 = 1)
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⇔h (B(x, ε), u) ≤ h (A, u)

⇔B(x, ε) ⊆ A

⇔x ∈ A−ε

�

Lema 2.5.16. Sea A ⊂ Rn un cuerpo convexo con interior no vacio, tal que

B(0, r) ⊂ A ⊂ B(0, R). Si 0 < ε < r2

4R , entonces

(1− 4Rε
r2 )A ⊂ A−ε ⊂ A

Demostración: La contención A−ε ⊂ A sigue de la Definición 2.5.7. Ahora demostraremos la

otra contención. Por la convexidad de A y que 0 ∈ A, basta probar que (1−4Rε
r2 )Fr(A) ⊆ A−ε.

Afirmación: Sea x ∈ Fr(A−ε), entonces, existe un u1 ∈ Sn−1 tal que

h(A, u1) = ε〈u1, u1〉+ 〈x, u1〉. (2.26)

Demostremos esta afirmación. Para todo u ∈ Sn−1, debido a que x + εu ∈ A tenemos que

ε〈u, u〉 + 〈x, u〉 ≤ h(A, u) (es decir, h(A−ε, u) ≤ h(A, u) − ε). Suponga ahora que, 〈x, u〉 +

ε〈u, u〉 < h(A, u) para cada u ∈ Sn−1. Sea f(u) = h(A, u)− (〈x, u〉+ ε). El ínfimo de la función

f es alcanzada en algún u1 ∈ Sn−1 (pues esta es continua), entonces f(u1) = ı́nf f(u) > 0.

Sea ε′ = ε + f(u1). Afirmo, que B(x, ε′) ⊆ A. En efecto, si z ∈ B(x, ε′), así z = x + sv con

v ∈ Sn−1, 0 < s < ε′ = ε+ f(u1). Estimando conseguimos que

〈z, u〉 = 〈x+ sv, u〉 ≤ 〈x+ su, u〉 = 〈x, u〉+ s < 〈x, u〉+ ε+ f(u1) < h(A, u), (2.27)

entonces z ∈ A. Lo anterior prueba (2.26).

Por proposición 2.5.12, la función h(A−x, .) es continua, y Sn−1 es compacto, así esta alcanza

un mínimo, digamos en u.

Observamos que no puede ocurrir que h(A− x, u)− ε > 0, pues esto contradice (2.26) y que u

es mínimo de h(A− x, .). Luego, h(A− x, u) ≤ ε, o bien 〈x, u〉 = h(A, u)− ε. Por desigualdad

de Cauchy-Schwarz tenemos que

‖x‖ = ‖x‖‖u‖ ≥ 〈x, u〉 = h(A, u)− ε ≥ r − ε ≥ r − 1
4r >

1
2r (2.28)

60



2.5. Adición y Sustracción de Minkowski

, la penúltima desigualdad se tiene debido a que r < R implica ε < r
4 .

Sea θ el ángulo que forma los vectores u y x, por (2.28) se tiene que

〈x, u〉 = cos θ‖x‖ > 1
2r. (2.29)

Debido a que 1
R
< 1
‖x‖ y (2.29) se consigue que

cos θ ≥ r

2R. (2.30)

Sea z = αx con α > 0 y z ∈ Fr(A). Claramente,

〈z − x, u〉 = ‖z − x‖ cos θ ≤ ε (2.31)

Usando (2.28), (2.29) y (2.30) en (2.31) obtenemos que

‖z − x‖
‖x‖

≤ ε

cos θ
2
r
≤ ε2R

r

2
r

= 4Rε
r2 .

Esto implica que,
‖z‖
‖x‖
− 1 ≤ ‖z − x‖

‖x‖
< 4Rε

r2 ,

o bien,
‖z‖
‖x‖

< 1 + 4Rε
r2 .

Observamos que 4Rε
r2 < 1, entonces

‖z‖
‖x‖

<
1

1− 4Rε
r2

.

Luego, (1− 4Rε
r2 )z ∈ A−ε.

Ahora para cualquier y ∈ Fr(A) el segmento [0, y] intersecta Fr(A−ε) en un punto x y el

punto z en Fr(A) asociado a x en la discusión anterior es evidentemente y mismo. Entonces,

(1− 4Rε
r2 )y ∈ A−ε. Por lo tanto (1− 4Rε

r2 )Fr(A) ⊆ A−ε.

�
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2.6. Distancia Hausdorff

2.6. Distancia Hausdorff

Definición 2.6.1. Sea K1 y K2 conjuntos no vacíos compactos de Rn. Definimos

ρ(K1, K2) := sup{d(x,K2) : x ∈ K1}.

Sea Cn la familia de subconjunto compactos de Rn. Cn es un espacio métrico con la

distancia Hausdorff

dH(K1, K2) := máx(ρ(K1, K2), ρ(K2, K1)). (2.32)

Observación 2.6.2. dH(Kn, K) −→ 0 cuando n→∞ si y sólo si cualquier ε > 0 existe nε
tal que Kn ⊆ K ⊕B(0, ε) y K ⊆ Kn ⊕B(0, ε) para todo n ≥ nε.

Para conjuntos abiertos en un conjunto compacto, definimos la distancia mediante su

complemento.

Definición 2.6.3. Sean O1, O2 dos conjuntos abiertos del conjunto compacto B ⊂ Rn. Su

distancia Hausdorff se define por

dH(O1, O2) = dH(B\O1, B\O2). (2.33)

Enunciaremos una útil propiedad de la compacidad de la distancia Hausdorff.

Teorema 2.6.4. Sea B un compacto fijo en Rn y {Ωn} una sucesión de conjuntos abiertos

de B. Entonces, existen un conjunto abierto Ω ⊂ B y una subsucesión {Ωnk} de {Ωn} que

converge respecto a la distancia Hausdorff a Ω.

Demostración: Ver Corolario 2.2.24 en página 40 de [21].

Observación 2.6.5. Sea {Pk} una sucesión de polígonos de n lados, que se encuentra al

interior de una bola cerrrada B, entonces por Teorema 2.6.4 tenemos que existe un abierto

P tal que una subsucesión de {Pk} converge respecto a la distancia Hausdorff a P . Como

los vertices de todos los polígonos Pk estan contenidos en B, podemos usar el Teorema de

Heine-Borel para concluir que las sucesiones formado por los vertices de cada polígono tienen

una subsucesiones que converge a álgun punto de B. Desde la definición de convergencia

Hausdorff, y la unicidad de limite se ve que P es un polígono de m lados con m ≤ n.
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2.6. Distancia Hausdorff

Proposición 2.6.6. Sea B un conjunto compacto en Rn y Ωn una familia de subconjuntos

abiertos y convexos de B que converge, para la distancia Hausdorff, a un conjunto Ω. Además,

asuma que existe un r > 0 tal que B(0, r) ⊂ Ωn y B(0, r) ⊂ Ω. Entonces, Ω?
n converge a Ω?,

respecto a la distancia Hausdorff, donde Ω? y Ω?
n son las simetrizaciones de Steiner de Ω y

Ωn, respectivamente, para un hiperplano H.

Demostración: Por hipótesis, para cada ε > 0 existe Nε ∈ N tal que

B\Ωn ⊆ B\Ω⊕B(0, ε) y B\Ω ⊆ B\Ωn ⊕B(0, ε) para cada n ≥ Nε.

Estas contenciones equivalen a que, para cada ε > 0 existe Nε ∈ N tal que

Ω	B(0, ε) ⊆ Ωn y Ωn 	B(0, ε) ⊆ Ω para cada n ≥ Nε.

Por Lema 2.5.16 tenemos que
(

1− 4Rε
r2

)
Ω ⊆ Ω	B(0, ε) ⊆ Ωn y

(
1− 4Rε

r2

)
Ωn ⊆ Ωn 	B(0, ε) ⊆ Ω,

para cada n ≥ Nε.

Desde las últimas contenciones se obtiene que
(

1− 4Rε
r2

)
Ω? ⊆ Ω?

n y
(

1− 4Rε
r2

)
Ω?
n ⊆ Ω? para cada n ≥ Nε,

así

B\Ω?
n ⊆ B\

(
1− 4Rε

r2

)
Ω? y B\Ω? ⊆ B\

(
1− 4Rε

r2

)
Ω?
n para cada n ≥ Nε.

Para cada convexo abierto A ⊆ B se puede demostrar que

B\
(

1− 4Rε
r2

)
A ⊆ B\A⊕B(0, 8R2ε

r2 ).

Según esto último, para cada ε > 0 existe Nε ∈ N tal que

B\Ω?
n ⊆ B\Ω?

n ⊕B(0, 8R2ε

r2 ) y B\Ω?
n ⊆ B\Ω? ⊕B(0, 8R2ε

r2 ) para cada n ≥ Nε.

�

63



2.6. Distancia Hausdorff

Proposición 2.6.7. Sea M un triángulo arbitrario. Definimos M1=M y sucesivamente, Mn+1

como la simetrización de Steiner de Mn con respecto a la mediatriz (recta perpendicular a un

segmento que se traza en su punto medio) a uno de sus lados (al lado con respecto al que

no existe simetría). La sucesión {Mn} converge a un triángulo equilátero con respecto a la

distancia Hausdorff.

Figura 2.2: sucesión triángulos

Demostración: Sea M(a) la mediatriz al lado de longitud a. Sea un triangulo M arbitrario

cuyos lados tiene longitudes a1, b1 y c1, sin perdida de generalidad supongamos que a1 ≥ b1 ≥ c1,

simetrizando a M1:=M respecto a M(a1) obtenemos el triángulo isósceles M2 de lados cuyas

longitudes son a2, b2 y c2. Ahora simetrizando a M2 con respecto a M(b2) se obtiene un M3 de

lados de longitudes a3, b3 y c3. En general la sucesión se genera simetrizando con respecto a

l(an), luego con l(bn+1) y continuando con l(an+2).

Debido a que el primer valor propio del p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet (que se define en

el siguiente capítulo) es invariante bajo traslación, podemos asumir que todos los Mn están

contenidos en una bola fija B. Por Observación 2.6.5, tenemos que existe un triángulo T y

una subsucesión {Mnk} que converge a T respecto a la distancia Hausdorff. Si en cualquier

etapa, Mn es un triángulo equilátero entonces Mn+1 también lo es, y así en este caso el teorema
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2.6. Distancia Hausdorff

queda demostrado.

Supongamos que ningún miembro de {Mn} es un triangulo equilátero. Sea Ln y ln las longitudes

de los lados mayores y menores de Mn, respectivamente. Simetrizando a Mn con respecto a

M(Ln) se consigue Ln = Ln+1 y ln < ln+1. Si simetrizamos con respecto a M(ln), entonces

Ln > Ln+1 y ln = ln+1. Entonces {Ln − ln} es una sucesión monótona decreciente. Así

ĺımn→∞(Ln − ln) existe. Supongamos que ĺımn→∞(Ln − ln) = ε > 0, y sea M un triángulo

tal que dH(Mnjk ,M) −→ 0 para alguna subsucesión de {Mnk}. Sea M?ε el conjunto que se

obtiene aplicando continuamente dos simetrizaciones (como las descritas anteriormente) a

M?ε . La diferencia entre la longitudes de los lados mayores y menores para M?ε es L? − l? < ε.

Para n suficientemente grande se tiene que Mn es arbitrariamente cercano a Mε en el sentido

de la distancia Hausdorff, por Teorema 2.6.6 se tiene que M?n+2 es arbitrariamente cercano

a M?ε . Entonces, Ln+2 − ln+2 < ε, lo que es una contradicción. Así, ĺımn→∞(Ln − ln) = 0.

Consecuentemente, existe una subsucesión de Mn que converge a un triángulo equilátero.

�

Proposición 2.6.8. La sucesión infinita construida a partir de un cuadrilátero arbitrario C,

alternando una simetrización de Steiner respecto a una mediatriz de una diagonal y luego

respecto a una mediatriz de un lado, converge a un cuadrado respecto a la distancia Hausdorff.

Demostración: Simetrizando un cuadrilátero no convexo respecto a la perpendicular a su

diagonal exterior, se obtiene un cuadrilátero convexo. Así, supondremos C que e un cuadrilátero

convexo arbitrario cuyas diagonales tienen longitudes M y n con M > n. En primer lugar

simetrizando C con respecto a una recta perpendicular a cualquiera de sus diagonales. Al

cuadrilátero C ′ (volantín) lo simetrizamos respecto la mediatriz a una de sus diagonales.

El cuadrilátero obtenido C1 es un rombo, simetrizando este respecto a la mediatriz de

uno de sus lados obtenemos un cuadrilátero C2 que es un rectángulo. Simetrizando C2

respecto a una mediatriz respecto una diagonal obtenmos un rombo C3. Si continuamos de

esta manera conseguimos una sucesión {Cn} en que Cn es un rombo para un n impar y

un rectángulo para un n par. Si en cualquier etapa Cn es un cuadrado, luego Cn+1 es un

cuadrado. Supongamos que ningún miembro de {Cn} es un cuadrado. Sea CN cualquier rombo,
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2.6. Distancia Hausdorff

para este tenemos MN > MN+2 > mN+2 > mN+2 (estas desigualdades se puede justificar

básicamente por Teorema de Pitagoras, la invariancia del área bajo simetrización de Steiner

y que el área de un rombo es el semi producto de la longitud de sus diagonales). Entonces,

MN−mN > MN+2−mN+2 > MN+4−mN+4 > . . .. De lo que se deduce que, {M2k−1−m2k−1}

es una sucesión de números no negativos monotona creciente. Siguiendo argumentos análogos

al caso del triángulo se puede demostrar que esta sucesión converge a un cuadrado ( Un

cuadrado es tanto un rectángulo como un rombo).

�

Figura 2.3: sucesión de cuadriláteros
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Capítulo 3

Primer valor propio del p-Laplaciano

fraccionario-Dirichlet

3.1. Propiedades del primer valor propio del p-Laplaciano

fraccionario-Dirichlet

Definición 3.1.1. Sea p ∈ (1,∞) y s ∈ (0, 1). Dado un conjunto abierto y acotado Ω ⊂ Rn

definimos

λs1,p(Ω) = ı́nf



∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy∫

Rn
|u(x)|pdx

: u ∈ W̃ s,p
0 (Ω)

 , (3.1)

por homogeneidad se puede escribir

λs1,p(Ω) = ı́nf{[u]pW s,p(Ω) : u ∈ W̃ s,p
0 (Ω), ‖u‖Lp(Ω) = 1} (3.2)

Observación 3.1.2. Por la desigualdad de Poincairé para la seminorma de Gagliardo (Pro-

posición (1.1.6)), tenemos que λs1,p es acotado inferiormente.

Teorema 3.1.3. Existe una función u ∈ W̃ s,p
0 (Ω), u 6= 0 y u = 0 en Rn\Ω que minimiza

(3.2). Además satisface la ecuación de Euler Lagrange∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))
|x− y|n+ps dxdy = λ1

∫
Rn
|u(x)|p−2u(x)φ(x)dx
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3.1. Propiedades del primer valor propio del p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet

para cada φ ∈ W̃ s,p
0 (Ω), que es justamente la formulación variacional de (−∆p)su = λ|u|p−2u,

donde

(−∆p)su(x) := 2 ĺım
δ→0+

∫
{y∈Rn:δ≤|x−y|}

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|n+ps dy

= 2P.V.
∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|n+ps dy.

Demostración: Se demostrará la existencia de u por medio del método directo del cálculo de

variaciones. Sea {un}n∈N una sucesión minimizante en (3.2). Se deduce ‖un‖W̃ s,p
0 (Ω) <∞ , así

por el Teorema de Rellich-Kondrachov Fraccionario (Teorema 1.1.14) existe una subsucesión

{unk} de {un} tal que unk −→ u en Lp(Ω) y u ∈ W̃ s,p
0 (Ω). Debido a que ‖unk‖Lp(Ω) = 1, se

deduce que ‖u‖Lp(Ω) = 1. Como {unk} es una sucesión acotada sobre el espacio Banach y

reflexivo W̃ s,p
0 (Ω), existe {unkj } ⊆ {unk} que converge débilmente a u. Por la semicontinuidad

débil de la seminorma de Gagliardo tenemos que

λs1,p(Ω) ≤ [u]pW s,p(Ω) ≤ limn→∞[unkj ]
p
W s,p(Ω) = λs1,p(Ω)

esto prueba que λs1,p(Ω) es alcanzado en u ∈ W̃ s,p
0 (Ω).

Si u es la función minimizante en (3.1), para cada φ ∈ W̃ s,p
0 (Ω) se tiene

d

dt

(∫
Rn
∫
Rn
|u(x)+tφ(x)−(u(y)+tφ(y))|p

|x−y|n+ps dxdy∫
Rn|u(x) + tφ(x)|p

)
|t=0 = 0.

Derivando y evaluando en t = 0 la expresión anterior tenemos que,(∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− (u(y))|p−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))
|x− y|n+ps dxdy

)(∫
Rn
|u(x)|pdx

)

−
(∫

Rn

∫
Rn

|u(x)− (u(y))|p
|x− y|n+ps dxdy

)(∫
Rn
|u(x)|p−2(u(x))φ(x)dx

)
= 0.

Despejando
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))
|x− y|n+ps dxdy = λ1

∫
Rn
|u(x)|p−2u(x)φ(x)dx,

Ahora probaremos algunas propiedades para λs1,p(Ω).
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3.1. Propiedades del primer valor propio del p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet

Proposición 3.1.4. (Regla de homotecia) Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado.

Entonces,

λs1,p(tΩ) = t−spλs1,p(Ω) con t > 0.

Demostración: Sea Ω un conjunto abierto y acotado y t > 0. Definimos T (x) = tx.

Evidentemente T−1(x) = 1
t
x. Con esto definamos una función auxiliar U(z) = u(T−1(z))

para cualquier u ∈ W̃ s,p
0 (Ω). Teniendo en mente esto, transformamos el cociente de Rayleigh

usando el cambio de variable T (x) = w y T (y) = v,
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy∫

Rn
|u(x)|pdx

=

∫
Rn

∫
Rn

|U(T (x))− U(T (y))|p
|x− y|n+ps dxdy∫

Rn
|u(x)|pdx

=

∫
Rn

∫
Rn

|U(w)− U(v)|p
|T−1(w)− T−1(v)|n+ps |detT

−1||detT−1|dwdv∫
Rn
|u(T−1(w))|p|detT−1|dw

=

∫
Rn

∫
Rn

|U(w)− U(v)|p
|1
t
w − 1

t
v|n+ps

1
tn
dwdv∫

Rn
|U(w)|pdw

= tps

∫
Rn

∫
Rn

|U(w)− U(v)|p
|w − v|n+ps dwdv∫

Rn
|U(w)|pdw

.

(3.3)

Tomando el ínfimo en u ∈ W̃ s,p
0 (Ω) en la última identidad las funciones U recorren completa-

mente W̃ s,p
0 (tΩ).

�

Proposición 3.1.5. (invariante bajo traslación) Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado.

Entonces,

λs1,p(Ω) = λs1,p(Ω + w) para todo w ∈ Rn.
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3.1. Propiedades del primer valor propio del p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet

Demostración: Sea Ω un conjunto abierto y acotado y w ∈ Rn. Definimos U(x) = u(x− w)

para cualquier u ∈ W̃ s,p
0 (Ω). Según estas expresiones y un cambio de variable z = x + w y

v = y + w tenemos∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy =

∫
Rn

∫
Rn

|U(z)− U(v)|p
|z − v|n+ps dxdy

De la última identidad, la demostración de este teorema queda establecida.

�

Proposición 3.1.6. (Invariante bajo transformaciones ortogonal) λs1,p(Ω) = λs1,p(T (Ω)) para

toda transformación ortogonal T .

Demostración: Sea T una transformaciones ortogonal. Con esto definamos una función auxiliar

U(z) = u(T−1(z)) para cualquier u ∈ W̃ s,p
0 (Ω). Con lo anterior y el hecho que |detT−1| = 1,

transformamos el cociente de Rayleigh usando el cambio de variable T (x) = w y T (y) = v,∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy =

∫
Rn

∫
Rn

|U(T (x))− U(T (y))|p
|x− y|n+ps dxdy

=
∫
Rn

∫
Rn

|U(w)− U(v)|p
|T−1(w)− T−1(v)|n+ps |detT

−1||detT−1|dwdv

=
∫
Rn

∫
Rn

|U(w)− U(v)|p
|w − v|n+ps dwdv. (3.4)

Tomando el ínfimo en u ∈ W̃ s,p
0 (Ω) en la última identidad las funciones U recorren completa-

mente W̃ s,p
0 (T (Ω)), así la demostración de este teorema queda establecida.

�

Proposición 3.1.7. Si A ⊂ B, entonces λs1,p(B) ≤ λs1,p(A).

Demostración: Si A ⊂ B, entonces C∞0 (A) ⊂ C∞0 (B). Por otra parte W̃ s,p
0 (A) es definido como

la clausura de C∞0 (A) en W s,p(Rn) con respecto a la norma (1.2), así W̃ s,p
0 (A) ⊂ W̃ s,p

0 (B),

luego

λs1,p(B) = mı́n{‖u‖p
W̃ s,p

0 (Ω)
: u ∈ W̃ s,p

0 (B), ‖u‖Lp(B) = 1}

≤ mı́n{‖u‖p
W̃ s,p

0 (A)
: u ∈ W̃ s,p

0 (A), ‖u‖Lp(A) = 1}

= λs1,p(A)
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�

Proposición 3.1.8. Sea B un conjunto compacto en Rn y Ωn una familia de subconjuntos

abiertos y convexos de B que converge, para la distancia Hausdorff, a un conjunto Ω. Además,

asuma que existe un r > 0 tal que B(0, r) ⊂ Ωn y B(0, r) ⊂ Ω. Entonces, λs1,p(Ω) =

ĺımn→∞ λ
s
1,p(Ωn).

Demostración: Por hipótesis {Ωn}∞n=1 converge, para la distancia Hausdorff, a Ω. Entonces

para cualquier ε > 0 existe nε tal que

B\Ωn ⊆ (B\Ω)⊕B(0, ε) para todo n ≥ nε (3.5)

y

B\Ω ⊆ (B\Ωn)⊕B(0, ε) para todo n ≥ nε. (3.6)

Por Proposición 2.5.4, tenemos que

Ω	B(0, ε) = B \ ((B \ Ω)⊕B(0, ε)). (3.7)

Por Proposición 2.5.7, se tiene que

Ω	B(0, ε) = Ω	B(0, ε). (3.8)

Usando (3.5) (y posteriormente tomando complemento), (3.7) y (3.8) obtenemos que

Ω	B(0, ε) = B \ ((B \ Ω)⊕B(0, ε)) ⊂ Ωn. (3.9)

Usando Lema 2.5.16 y (3.9) obtenemos que(
1− 4Rε

r2

)
Ω ⊂

(
1− 4Rε

r2

)
Ω ⊂ Ω	B(0, ε) ⊂ Ωn. (3.10)

Entonces aplicando las Proposiciones 3.1.4 y 3.1.7 se consigue que(
1− 4Rε

r2

)sp
λs1,p(Ωn) ≤ λs1,p(Ω). (3.11)

Tomando el limite superior en (3.11) se tiene que(
1− 4Rε

r2

)sp
lim
n→∞

λs1,p(Ωn) ≤ λs1,p(Ω). (3.12)
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3.1. Propiedades del primer valor propio del p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet

Haciendo tender ε a 0 en (3.12) obtenemos que

lim
n→∞

λs1,p(Ωn) ≤ λs1,p(Ω) (3.13)

Similarmente, aplicando (3.7) y (3.8) en (3.6), por el mismo argumento anterior, obtenemos

que

λs1,p(Ω) ≤ lim
n→∞

λs1,p(Ωn). (3.14)

El resultado sigue inmediatamente de (3.13) y (3.14).

�
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Capítulo 4

Minimización del primer valor propio

p-Laplaciano fraccionario-Dirichlet

4.1. Desigualdad de Pólya-Szegö no local

Para una función no negativa convexa J sobre R con J(0) = 0 y k una función no negativa

sobre Rn, definimos

E[u] :=
∫
Rn
∫
Rn J(u(x)− u(y))k(x− y)dxdy.

Siguiendo la mismas ideas dadas en [16] pero para simetrización Steiner en vez de rearreglo

decreciente simétrica, obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Sea J una función no negativa, convexa en R con J(0) = 0 y k ∈ L1(Rn)

una función simétrica y decreciente. Entonces para toda función medible no negativa u con

E[u] <∞ y |{u > τ}| <∞ para todo τ > 0 uno tiene

E[u] ≥ E[u?],

donde u? es la simetrización de Steiner de u con respecto a un hiperplano. Si, en adición, J

es estrictamente convexa y k es estrictamente decreciente, entonces la igualdad se cumple si y

solo si u es un traslado de una función que es simétrico con respecto al hiperplano.
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Demostración: Primero escribamos J = J+ + J− con

J+(y) =


J(y) si y > 0

0 si y ≤ 0,

y J−(t) = J+(−t). Con esto definimos

E+[u] :=
∫
Rn

∫
Rn
J+(u(x)− u(y))k(x− y)dxdy (4.1)

y similarmente se define E−. Con el acuerdo anterior, podemos escribir E[u] = E+[u] +E−[u].

Basta demostrar el teorema para E+, debido a que la afirmación para E− (y de este modo

para la E original) sigue de que, J−(u(x)− u(y)) = J+(u(y)− u(x)) y k es simetrica respecto

a x e y.

Paso 1: Primero demostraremos el lema para el caso particular en que u es acotada. Como J

es convexa también lo es J+. Esto último nos garantiza que la derivada derecha J ′+ de J+ es

una función no negativa y creciente. Además, dado que J+(t) =
∫ t

0
J ′+(τ)dτ se puede estimar

que ∫ ∞
0

J ′+(u(x)− τ)χ{z:u(z)≤τ}(y)dτ =
∫ u(x)

u(y)
J ′+(u(x)− τ)χ{z:u(z)≤τ}(y)dτ

=
∫ u(x)

u(y)
J ′+(u(x)− τ)dτ

= −
∫ 0

u(x)−u(y)
J ′+(w)dw

= J+(u(x)− u(y)). (4.2)

Sea

e+
τ [u] :=

∫
Rn

∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)k(x− y)χ{z:u(z)≤τ}(y)dxdy.

Usando el teorema de Tonelli para funciones no negativa y (4.2) tenemos que∫ ∞
0

e+
τ [u]dτ =

∫ ∞
0

∫
Rn

∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)k(x− y)χ{z:u(z)≤τ}(y)dxdydτ

=
∫
Rn

∫
Rn
k(x− y)

∫ ∞
0

J ′+(u(x)− τ)χ{z:u(z)≤τ}(y)dτdxdy

=
∫
Rn

∫
Rn
J+(u(x)− u(y))k(x− y)dxdy

= E+[u]. (4.3)
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4.1. Desigualdad de Pólya-Szegö no local

Se afirma que
∫
Rn J

′
+(u(x)− τ)dx <∞ para todo τ ∈ R+ arbitrario. En efecto, sea τ ∈ R+

fijo. Debido a que u es acotada existe M ∈ R+ tal que u(x) ≤ M para todo x ∈ Rn. Lo

anterior, junto a los hechos que J ′+ es creciente y que u se desvanece en el infinito, nos permite

deducir que ∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)dx =

∫
{z:u(z)≥τ}

J ′+(u(x)− τ)dx

≤ J ′+(M − τ)
∫
{z:u(z)≥τ}

dx <∞.

Escribiendo χ{u≤τ} = 1 − χ{u>τ} y usando que la integral de Lebesgue es invariante bajo

traslación se obtiene que

e+
τ [u] =

∫
Rn

∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)k(x− y)χ{u≤τ}(y)dxdy

=
∫
Rn

∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)k(x− y)(1− χ{u>τ})(y)dxdy

= ‖k‖1

∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)dx−

∫
Rn

∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)k(x− y)χ{u>τ}dxdy. (4.4)

Por Proposición 2.3.11 tenemos que∫
Rn
J ′+(u(x)− τ)dx =

∫
Rn
J ′+(u?(x)− τ)dx (4.5)

Usando la Proposición 2.3.8 y Corolario 2.4.3 la integral doble en la parte derecha de (4.4)

crece bajo rearreglo. Este hecho, junto con (4.4) y (4.5) implica que

e+
τ [u?] ≤ e+

τ [u].

Por (4.3) y lo anterior tenemos que

E+[u?] ≤ E+[u].

Paso 2: Afirmamos que E+[u] ≥ E+[u?] para cualquier función no negativa u con E+[u] <∞

y |{u > τ}| <∞ para todo τ ∈ R+. Sea uM :=mı́n{u,M}.

E+[uM ] =
∫
Rn

∫
Rn
J+(min{u(x),M} −min{u(y),M})k(x− y)dxdy. (4.6)

Observamos que J+ es una función creciente (ya que J+ es una función convexa no negativa

con J+(0) = 0). Con este hecho en mente se puede analizar todos los posibles casos, y se
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4.1. Desigualdad de Pólya-Szegö no local

obtiene la siguiente desigualdad

J+(min{u(x),M} −min{u(y),M}) ≤ J+(u(x)− u(y)). (4.7)

Por (4.6), (4.7) y monotonía de la integral tenemos que

E+[uM ] ≤ E+[u] (4.8)

La función uM satisface la hipótesis del paso 1, esto junto a (4.8) permite obtener que

E+[(uM)?] ≤ E+[uM ] ≤ E+[u]. (4.9)

Observaremos que Φ(w) := min{w,M} es creciente, por esto podemos usar la Proposición

2.3.10 y conseguimos que

(uM)? = (u?)M (4.10)

Por (4.9) y (4.10) tenemos que

E+[(u?)M ] ≤ E+[u] para todo M ∈ N (4.11)

Sean x, y ∈ Rn fijos. Analizando todos los posibles casos tenemos que

J+((u?)M(x)− (u?)M(y))k(x− y) ≤ J+((u?)M+1(x)− (u?)M+1(y))k(x− y).

Debido a la definición de uM se tiene que (u?)M(x) −→ u∗(x) cuando M −→ ∞ para cada

x ∈ Rn, de esto último se desprende que

ĺım
n→∞

J+((u?)M(x)− (u?)M(y))k(x− y)) = J+(u?(x)− u?(y))k(x− y)). (4.12)

Por el teorema de convergencia monótona de Lebesgue se deduce que

ĺım
N→∞

E+[(u?)M ] = E+[u?] (4.13)

Desde (4.11) y (4.13) obtenemos que

E+[u?] ≤ E+[u].
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Paso 3: Ahora demostraremos el caso de la igualdad, sean k estrictamente decreciente y J

estrictamente convexa, primero asumamos que E+[u?] = E+[u] para funciones u acotadas.

Por (4.3) se tiene que e+
τ [u?] = e+

τ [u] para τ > 0 c.t.p. y por el Teorema 2.4.10 se tiene que

para τ > 0 c.t.p. existe aτ ∈ Rn tal que

χ{u < τ}(x′, xn) = χ{u? < τ}(x′, xn − aτ ) y J ′±(u(x′, xn)− τ) = J ′±(u?(x′, xn − aτ )− τ)

(4.14)

para toda (x′, xn)-c.t.p.. Por hipótesis J+ es estrictamente convexa en R+ pues J lo es, luego

J ′+ es estrictamente creciente en R+, así es inyectiva, esto junto con (4.14) nos permite deducir

que (u(x′, xn) − τ)+ = (u?(x′, xn − aτ ) − τ)+ para τ y x′-c.t.p. (x′ ∈ Rn−1). Sean τ1, τ2 > 0

tal que u?(x′, xn) = u(x′, xn + aτ1) = u(x′, xn + aτ2) x′- c.t.p., de lo que se desprende que

u(x′, xn) = u(x′, xn + aτ1 − aτ2) x′-c.t.p.. Seleccionando x′ tal que u(x′, xn) 6= 0 xn-c.t.p.,

luego existe un t > 0 tal que {(x′, xn) ∈ Rn : u(x′, xn) > 0} = {(x′, xn) ∈ Rn : u(x′, xn) >

0}+ aτ1 − aτ2 y

|{(x′, xn) ∈ Rn : u(x′, xn) > 0}| > 0. Luego usando el Lema 2.4.7 y que u se desvanece en

infinito tenemos que aτ1 − aτ2 = 0, así aτ es independiente de τ . Notemos aτ por a luego

u(x′, xn) = u?(x′, xn − a) (x′, xn)-c.t.p.

Paso 4: Ahora, caracterizamos el caso de la igualdad E+[u?] = E+[u] para funciones u generales

que cumplan las hipótesis del teorema. Para cualquierM > 0 descomponemos u de la siguiente

manera u = uM + vM con uM := mı́n{u,M}, con esto en mente, mediante cálculos directos,

pero engorrosos se puede encontrar

E+[u] = E+[uM ] + E+[vM ] +
∫
Rn

∫
Rn
FM(vM(x), uM(y))k(x− y)dxdy, (4.15)

con

FM(v, u) = J+(v +M − u)− J+(v)− J+(M − u).

Debido a que E+[u] <∞ entonces entonces los tres términos del lado derecho de (4.15) son

finitos, además, por la definición de E+ se tiene que E+[uM ] y E+[vM ] son no negativas .

Debido a que J+ es estrictamente convexo con J+(0) = 0, uno tiene que J+ es superaditiva. Si
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0 ≤ u ≤M y v ≥ 0, por la superaditividad se tiene que J+(v+M − u) ≥ J+(v) + J+(M − u),

entonces el tercer término del lado derecho de (4.15) también es no negativa. Por la definición

de vM se observa que se desvanece en el infinito, así por el paso 2, se tiene que

E+[vM ] ≥ E+[(v?)M ] y E+[uM ] ≥ E+[(u?)M ]. (4.16)

Supongamos sin demostración, por el momento, que es cierto
∫
Rn

∫
Rn
FM(vM(x), uM(y))k(x− y)dxdy

≥
∫
Rn

∫
Rn
FM((v?)M)(x), (u?)M(y))k(x− y)dxdy, (4.17)

esto junto a (4.16) y la hipótesis del teorema E+[u?] = E+[u], nos llevan a concluir que

E+[(u?)M ] = E+[uM ] para cada M > 0, y si a esta última identidad se le aplica el resultado

del paso 3, el teorema quedará demostrado. Por lo anterior, nuestro objetivo es demostrar

(4.17).

Debido a que J+ es estrictamente convexa, su derivada lateral derecha J ′+ es estrictamente

creciente y continua por la derecha, de esta forma existe una medida no negativa µ tal que

J ′+(t) =
∫ t

0 dµ(τ) . Por cálculos simples se tiene que J+(t) =
∫∞

0 (t− τ)+dµ(τ) y desde esto se

desprende que

FM(v, u) =
∫ ∞

0
fM,τ (v, u)dµ(τ)

con

fM,τ (v, u) := (v +M − u− τ)+ − (v − τ)+ − (M − u− τ)+.

Analizando todos los caso para τ > 0, 0 ≤ u ≤M y v ≥ 0, se observa que fM,τ (v, u) ≥ 0. Por

teorema de Tonelli se tiene que
∫
Rn

∫
Rn
FM(vM(x), uM(y))k(x− y)dxdy =

∫ ∞
0

∫
Rn

∫
Rn
fM,τ (vM(x), uM(y))k(x− y)dxdydµ(τ),

según lo anterior para lograr demostrar (4.17) bastará con probar que para cada τ > 0,
∫
Rn

∫
Rn
fM,τ (vM(x), uM(y))k(x− y)dxdy
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no crece bajo simetrización de Steiner.

Descomponiendo fM,τ = f
(1)
M,τ − f

(2)
M,τ , donde

f
(1)
M,τ (v) := v − (v − τ)+

y

f
(2)
M,τ (v, u) := v − (v +M − u− τ)+ + (M − u− τ)+ = mı́n{v, (u−M + τ)+}.

Debido a que u se desvanece en el infinito tenemos que sop(vM) = {x ∈ Rn : u(x) > M}

tiene medida finita. Claramente f (1)
M,τ es acotado por τ . Por lo anterior, teorema de Tonelli e

invariancia de la integral de Lebesgue se tiene que∫
Rn

∫
Rn
f

(1)
M,τ (vM(x))k(x− y)dxdy = ‖k‖1

∫
Rn
f

(1)
M,τ (vM(x))dx

es finita. Además, debido a que f (1)
M,τ es creciente por Teorema 2.3.11, la anterior integral es

invariante bajo simetrización de Steiner aplicada a vM .

Por el teorema capa de pastel y el teorema de Tonelli tenemos que

∫
Rn×Rn

f
(2)
M,τ (vM(x), uM(y))k(x− y)dxdy

=
∫
Rn×Rn

∫ ∞
0

χ{mı́n{vM (x),(uM (y)−M−τ)+}>t}(x, y)k(x− y)dtdxdy

=
∫
Rn×Rn

∫ ∞
0

χ{(x,y):vM (x)>t,(uM (y)−M−τ)+>t}(x, y)k(x− y)dtdxdy

=
∫ ∞

0

∫
Rn×Rn

χ{vM (x)>t}(x)χ{(uM (y)−M−τ)+>t}(y)k(x− y)dxdydt (4.18)

Usando la desigualdad de Riesz en la última igualdad de (4.18) se observa que crece bajo

simetrización de Steiner y con esto el lema queda demostrado.

�

Proposición 4.1.2. (Desigualdad de Pólya-Szegö no local). Sean n ≥ 1, 0 < s < 1, 1 ≤ p < n
s

y u ∈ W̃ s,p
0 (Ω). Luego,∫

Rn

∫
Rn

|u?(x)− u?(y)|p
|x− y|n+ps dxdy ≤

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy, (4.19)
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donde u? es la simetrización de Steiner de u con respecto a un hiperplano dado. Si p > 1,

entonces la igualdad se cumple si y solo si u es proporcional a un traslado de una función que

es simétrica con respecto al hiperplano.

Demostración: Dado que u?(x) es no negativa y ||u(x)|−|u(y)|| ≤ |u(x)−u(y)|, es suficiente

probar el teorema para funciones no negativa. Por definición de función Gamma y un cambio

de variable obtenemos que

1
Γ(n+ps

2 )

∫ ∞
0

α
n+ps

2 −1e−α|x−y|2dα = 1
|x− y|n+ps (4.20)

Usando (4.20) y teorema de Tonelli para integrando no negativo
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy = C

∫
Rn

∫
Rn

∫ ∞
0

α
n+ps

2 −1e−α|x−y|2 |u(x)− u(y)|pdαdxdy

= C
∫ ∞

0
Iα[u]α

n+ps
2 −1dα,

con

Iα[u] :=
∫
Rn

∫
Rn
|u(x)− u(y)|pe−α|x−y|2dxdy y C = 1

Γ(n+ps
2 )

.

La función J : R → R, x 7−→ |x|p es estrictamente convexa y no negativa con J(0) = 0.

La función k : Rn → R, x 7−→ e−|x|2 es una función simétrica estrictamente decreciente con

k ∈ L1(Rn). Aplicando el Lema 4.1.1 al funcional Iα obtenemos el resultado deseado.

�

4.2. El caso del polígono

Teorema 4.2.1. El triángulo equilátero tiene el menor primer valor propio p-Laplaciano

Dirichlet fraccionario entre todos los triángulos de área dada . El cuadrado tiene el menor

primer valor propio p-Laplaciano Dirichlet fraccionario entre todos los cuadriláteros de área

dada. Además, el triangulo equilátero y el cuadrado son los únicos minimizantes en el problema

anterior.
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Demostración: Dado que λs1,p es invariante bajo traslación y rotación, para demostrar este

teorema para triángulos, es suficiente encontrar un triángulo equilátero T ′ que cumpla

λs1,p(T ′) ≤ λs1,p(T ).

Sea T1 un triángulo arbitrario. Sea {Tn} la sucesión construida en la Proposición 2.6.7. Sea un
una función propia normalizada para el primer valor propio p-Laplaciano Dirichle fraccionario

sobre Tn. Luego, por Proposición 4.1.2 tenemos que

λs1,p(Tn) =
∫
Rn

∫
Rn

|un(x)− un(y)|p
|x− y|n+ps dxdy

≥
∫
Rn

∫
Rn

|u?n(x)− u?n(y)|p
|x− y|n+ps dxdy

y por part 5 de la Proposición 2.3.5 tenemos ‖un‖p = ‖u?n‖p = 1. Por lo tanto, usando la

Definición 3.1.1, obtenemos que

λs1,p(Tn+1) ≤ λs1,p(Tn) para cada n . (4.21)

Ahora, recordemos que {Tn} converge a un triangulo equilatero T con respecto a la distancia

Hausdorff. Luego, usando la parte (g)de la Proposición 2.3.5, y si es neceario una traslación,

podemos probar que existe una bola fija contenida en todos los triángulos Tn. Usando la parte

(h) de la Proposición 2.3.5 también concluimos que todos los triángulos Tn están contenido en

una bola fija. Esto permite aplicar la Proposición 3.1.8, y obtenemos

λs1,p(T ) = ĺım
n→∞

λs1,p(Tn) ≤ λs1,p(T1) .

Veamos el caso del cuadrilátero. Sea {Cn} la sucesión definida en la Proposición 2.6.8,

Ahora, recordemos que esta converge a un cuadrado C con respecto a la distancia Hausdorff.

Este hecho junto con un razonamiento similar al caso del triángulo conduce a la desigualdad

Faber-Krahn para cuadriláteros.

Ahora trataremos el tema de la unicidad. Suponga que T es cualquier triángulo en que

el mínimo es alcanzado en la desigualdad de Faber-Krahn. Podemos asumir sin perdida

de generalidad que T no es un triangulo equilátero. Así, T no es simétrico respecto a una

81



4.2. El caso del polígono

mediatriz L de alguno de sus lados l. Sea T ? la simetrización de Steiner de T respecto a L. Sea

u la función propia normalizada de λs1,p(T ). Aplicando Proposición 4.1.2 y ‖u‖p = ‖u?‖p = 1,

obtenemos

λs1,p(T ?) ≤
∫
Rn

∫
Rn

|u?(x)− u?(y)|p
|x− y|n+ps dxdy ≤

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+ps dxdy = λs1,p(T ) .

dado que , λs1,p(T ) es mínimo, obtenemos que λs1,p(T ?) = λs1,p(T ). Esto significa que existe

igualdad en la desigualdad de Pólya-Szegö no local y así, por la parte de la igualdad de la

Proposición 4.1.2, obtenemos que u es un translado de u?. Esto es posible sólo si los triángulos

T y T ? son traslados uno del otro. Por otra parte, T ? es simétrico respecto a la mediatriz L,

pero como T y T ? son traslados uno del otro, entonces, T necesariamente debe ser simétrico

con respecto a L. Esto da una contradicción. Así, el único mínimo es el triángulo equilátero.

La unicidad en el caso del cuadrilátero es completamente análogo al caso de los triángulos.

�
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