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RESUMEN

Esta tesis se enmarca en el contexto general de las excitaciones localizadas en
sistemas discretos. En primer lugar, aplicamos un modelo discreto al estudio de con-
densados de Bose-Einstein con interacciones dipolares entre sus atomos, atrapados en
redes Opticas. La accion conjunta de las interacciones dipolar y de contacto afecta la
estabilidad y las propiedades dindmicas de los modos localizados. En segundo, lugar,
abordamos la propagacion de estados foténicos en arreglos de guias de ondas cuya
particular disposicion tranversal permite la existencia de autoestados localizados del
hamiltoniano general. Finalmente, estudiamos el efecto de la polarizacién en el aco-
plamiento evanescente entre guias cercanas que transportan modos fundamentales
del campo eléctrico. Presentamos un nuevo acercamiento analitico, que concuerda

con los resultados de un experimento de localizacion sistemas desordenados.
ABSTRACT

This thesis is set in the general framework of localized excitations in discrete sys-
tems. First, we apply a discrete model to the study of Bose-Einstein Condensates
with dipolar interactions between atoms, trapped in optical lattices. The interplay of
dipolar and contact interaction affects the stability and dynamical properties of the
localized modes. Second, we address the propagation of photonic states in waveguide
arrays with specific tranverse configurations, which allow the existence of localized
eigenstates of the general Hamiltonian. Finally, we study the effect of polarization
on the evanescent coupling between neighboring waveguides carrying fundamental
modes of the electric field. A new analytical approach is introduced, which agrees

with experimental results regarding localization in disordered systems.



Capitulo 1

Introduccion



Los sistemas fisicos en que se centra esta tesis presentan dos puntos en comun.
Por una parte, son sistemas que pueden ser estudiados bajo un modelo discreto, es
decir, en que las magnitudes relevantes para su descripcién pueden asociarse a nodos
que conforman una red. A partir de la segunda mitad del siglo XX, la utilizacién
de modelos discretos ha tenido gran influencia en la descripcién de fenémenos tanto
clésicos como cudnticos [1]. Entre los acercamientos més importantes esté la extra-
polacién del modelo de enlace fuerte (tight-binding) desde la fisica de sélidos a otras
areas que permiten una descripcién analoga. Bajo este enfoque, que también recibe el
nombre de ecuacidn discreta de Schroedinger 2], los sitios puntuales que componen
el sistema concentran la distribucién de algin campo (por ejemplo la amplitud del
campo eléctrico), y pueden interactuar con sitios cercanos mediante el traslape de sus
campos respectivos. El primer sistema que estudiaremos es un condensado de Bose-
Finstein (BEC) en que la discretitud estda dada por la periodicidad de la red éptica
que lo contiene. Posteriormente, nos centraremos en arreglos de guias de ondas, los
cuales, bajo un enfoque discreto, constituyen redes donde cada sitio corresponde a
una guia.

El segundo punto en comin de los sistemas bajo estudio es su capacidad para
sustentar excitaciones localizadas. Por excitacion localizada entendemos una distri-
bucién de la intensidad del campo relevante para el sistema, tal que su amplitud
maxima se centra en uno o pocos sitios de la red, mientras que en los restantes
decae o es nula. Para entender los mecanismos que permiten la existencia de estas
soluciones, introduzcamos con mayor detalle los sistemas que analizaremos.

La caracteristica que define un condensado de Bose-Einstein, en tanto estado de la
materia, es la integracién de la estadistica bosénica con la distribucion espacial de

un gas diluido, lo que permite tener muchas particulas en un mismo nivel de energia,



con una separacién promedio entre ellas mucho mayor que las magnitudes relevantes
para su interaccion. La condensacién de Bose-Einstein es uno de los pocos fenémenos
cuanticos observables macroscépicamente. Si bien fue propuesta por Satyendra Bose
y Albert Einstein en los anos veinte, su realizacién experimental sélo pudo realizarse
décadas més tarde [3]. Tras muchos experimentos realizados durante en los anos
ochenta [4,[5], finalmente se logré la formacién de BECs con atomos de Rubidio y
Sodio [61,7].

Para el estudio de un BEC, es necesario confinarlo mediante un potencial externo
(trampa). Generalmente se utilizan potenciales magnéticos u épticos, o una combina-
cion de los dos. En el caso de una trampa optica generada por haces de luz laser, es
posible formar un patrén de interferencia que produce un potencial peridédico sobre
el condensado, el cual, como dijimos anteriormente, define una red de sitios en que
podemos observar fenomenologia discreta. Ahora bien, la interaccién de contacto o
colisional entre los bosones, inherente a los BECs, implica necesariamente efectos no
lineales [4}5]. Estos efectos son los que permiten la existencia de excitaciones colec-
tivas (que involucran todos los sitios de la red) y localizadas, llamadas solitones o
breathers discretos.

En anos recientes, un nuevo tipo de BEC ha estado a disposiciéon de los fisicos
experimentales, gracias a la formacién de condensados con atomos de **Cr [§]. En
este medio, la interacciéon atéomica no es sélo de contacto, sino también de largo
alcance, lo que se debe a la gran magnitud del momento dipolar magnético que
presenta el *?Cr. Si bien hay moléculas cuyo momento dipolar eléctrico es mucho
mas fuerte que el momento magnético del Cromo, hasta ahora no ha sido posible
condensarlas, principalmente debido a la pérdida de atomos durante el proceso de

enfriamiento [9,|10]. Nuestro estudio abordara las soluciones localizadas discretas



que pueden existir en un BEC dipolar atrapado en una red 6ptica bidimensional,
cuyas propiedades estaran determinadas determinadas por la accién conjunta de la
interaccién dipolar (no local) y la interaccién de contacto (local).

El otro sistema fisico en nuestro estudio lo constituyen los arreglos de guias de
ondas. Una guia de ondas Optica es cualquier estructura que confina ondas elec-
tromagnéticas en el espectro éptico, permitiendo su propagacion a lo largo de una
direccién especifica (la direcciéon de propagacién). Generalmente, las guias de onda
consisten en un material dieléctrico conforma cilindrica (nticleo), rodeado de otro
material envolvente (cladding) con menor indice de refraccién, de modo que la luz se
concentra en el nticleo y decae exponencialmente como radiaciéon en la envolvente.
Una guia de ondas puede transportar haces de luz con distribuciones tranversales
de intensidad especificas, que definen sus modos normales, y que corresponden a va-
lores caracteristicos de la componente longitudinal del vector de onda, llamada la
constante de propagacion.

Si dos guias paralelas son situadas a corta distancia (~ 20 ym), la luz puede trans-
mitirse entre ellas mediante acoplamiento evanescente, equivalente al efecto tinel de
los paquetes de onda transportados, el cual es inducido por el solapamiento resonante
de los campos evanescentes. La tasa a la que ocurre este acoplamiento (en relacién a
la distancia de propagacién) puede definirse a través de un parametro, la constante
de acoplamiento, y depende de (i) la longitud de onda de la luz, (ii) la separacién en-
tre las gufas, y (iii) el tamano y forma de la seccién tranversal de las guias. Multiples
guias paralelas forman un arreglo de guias de ondas, que constituye una herramien-
ta muy versatil en el diseno de circuitos foténicos. Los arreglos de guias de ondas

son usados en muchas aplicaciones, tales como transporte cuéntico [11], transposi-



cién de senales [12], deformacién de flujo de luz [13], transmisién de imagenes [14],
enrutamiento de haces |15], y analogias cudnticas [16].

La técnica mas exitosa para la fabricacién de arreglos de guias de ondas es la escri-
tura con ldser de femto-sequndos (femto-second laser writing). Este método consiste
en el enfoque de un laser pulsado de alta potencia en una regién precisa de un material
(generalmente silicio fundido). Esto induce un cambio permanente en la estructura
molecular del material en la region del foco, lo que a su vez incrementa su indice de
refraccion [17]. Al desplazar el foco del léser a lo largo de la trayectoria deseada, una
guia de ondas es grabada en el material.

En su mayor parte, el estudio de modos colectivosﬂ localizados, en arreglos de
gufas de ondas, ha sido asociado a respuestas no lineales debidas al efecto Kerr,
formalmente similares a la interaccién atomica en un BEC. La localizaciéon debida a
este efecto s6lo puede observarse cuando la potencia del haz propagado es grande [18].
Ahora bien, en anos recientes, otro tipo de modos no difractantes ha generado gran
interés, ya que su existencia se basa en el posicionamiento tranversal de las guias
en el arreglo [141/19,]20]. Estas excitaciones son soluciones lineales del sistema, por
lo que pueden ser observarse con haces de baja potencia, y dentro del espectro de
frecuencias lineales forman una banda plana (es decir, son modos degenerados). Esto
permite que una combinacién de estos modos sea también una solucién con la misma
frecuencia, que se propaga sin difractar. La relacion entre la geometria del arreglo y
la ausencia de difraccién se debe a que aquella favorece la interferencia destructiva
de la luz fuera de los sitios excitados, por lo que las soluciones son exactamente

localizadas. Como parte de esta tesis evaluaremos si el mismo principio permite la

No debemos confundir los modos de oscilacién de toda la red (a veces llamados metamodos),
con los modos individuales de cada guia, mencionados més arriba.



existencia de autoestados localizados cuanticos, en el caso de que un nimero fijo de
fotones se propague a lo largo de las guias.

Pero hay otro tipo de localizacién relacionada con el ordenamiento de los sitios
de la red, o mas bien con su desorden. En efecto, el desorden en un medio discre-
to lleva a que todos sus modos normales sean localizados espacialmente, fenémeno
conocido como localizacion de Anderson, ya que su trabajo de 1958 relaciondé por
primera vez el problema de la localizacién con la ausencia de difusién, dentro del
lenguaje de la mecénica cudntica [21]. Su contribucién no se reduce sélo a la for-
mulacién del problema, sino que incluye también una estimaciéon cuantitativa de la
fuerza del potencial desordenado necesario para cancelar la difusién. Es importante
destacar que los dos sistemas fisicos mas apropiados para la observacién directa de
este fendmeno son justamente los arreglos de guias de ondas [22-24], y los BECs
atrapados en redes épticas [25,26]. Ambos medios han permitido observar la locali-
zacion dinamica de paquetes de onda, asi como la excitacion de modos de Anderson
particulares. En nuestro andlisis abordaremos el desorden no diagonal en arreglos de
guias, que corresponde a un espaciamiento aleatorio entre éstas, el cual se traduce
en una distribucién aleatoria de las constantes de acoplamiento a lo largo de la red.

Nuestro trabajo esta organizado de la manera siguiente. En el capitulo 2| presenta-
mos los conceptos tedricos fundamentales para nuestro anélisis, proporcionando una
interpretacion formal para todos los elementos que hemos mencionado en los péarra-
fos anteriores. El capitulo (3| trata sobre soluciones localizadas en un BEC dipolar
bidimensional. Las diferencias con el caso unidimensional — asi como con los con-
densados sin interaccion dipolar — son estudiadas en relacién a la localizacién debida
a los efectos no lineales. En el capitulo [4] estudiamos arreglos de guias de ondas que

sustentan soluciones ezactamente localizadas, cuya existencia se debe a la disposicion



geométrica de las guias. A diferencia de los otros capitulos, aqui nos centramos en es-
tados cudnticos, es decir, estados con un niimero reducido de particulas (en este caso
fotones), cuya dindmica se aleja de la obtenida con campos clésicos. Finalmente, en
el capitulo o], estudiamos el efecto de la seccién tranversal de las guias que componen
un arreglo, manifestada en un comportamiento distinto segun la direccién de polari-
zacion de la luz propagada. Para describir este efecto, proponemos una correccion al
modelo escalar derivado de las ecuaciones de Maxwell. Ademads, aplicamos nuestro
modelo a la descripcion de arreglos desordenados, en que se observa localizacion de
Anderson.

Asi, nuestro estudio involucra tres diferentes mecanismos de localizacién en siste-

mas discretos, a saber: no linealidad, disposicion geométrica, y desorden.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales



En este capitulo presentaremos los conceptos y derivaciones tedricas que fundamen-
tan nuestro trabajo. En primer lugar, introduciremos la teoria basica para describir
los modos normales del campo eléctrico en una guia de ondas. En particular, nos
detendremos en el modelo aproximado que permite explicar la existencia de modos
linealmente polarizados (LP modes) que se utilizan en aplicaciones experimenta-
les. En segundo lugar, presentaremos la derivacién del modelo discreto que permite
describir la dindmica de excitaciones luminicas en arreglos de guias de ondas. Uti-
lizaremos aqui la teoria de modos acoplados, enfatizando la posibilidad de describir
dinamica clasica o cudntica, segin se asocie una amplitud del campo eléctrico o un
operador de creacion con cada guia. Finalmente, senaralemos los pasos principales de
la derivacion andloga para condensados de Bose-Einstein en redes épticas, que nos
lleva al mismo modelo discreto. No obstante, veremos que al aplicar este modelo a un
condensado cuyos atomos tienen un momento dipolar magnético, las interacciones
entre dipolos posibilitan una fenomenologia diferente, que no tiene equivalencia en

sistemas fotonicos.

2.1. Campo electromagnético en una guia de on-
das

La base de un analisis del campo electromagnético en un medio, necesariamente
debe vincularse a las ecuaciones de Maxwell. Este conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales fundamentan la electrodindmica clasica (y en particular la 6ptica). En su

forma general, que mostramos a continuacion, las ecuaciones tienen como variables
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tanto las coordenadas espaciales como el tiempo:

0B

E=——— 2.1

V x 5 (2.1a)
oD

H = — 2.1
V x J+ T (2.1b)
V.-D=p, (2.1c)
V. -B=0. (2.1d)

Aqui, E designa el campo eléctrico y B el campo magnético. Estos se relacionan
con la excitaciéon magnética H y el campo de desplazamiento eléctrico D segun las

ecuaciones constitutivas en ausencia de polarizacién externa, a saber,

B
D = ¢n’E, H="—". (2.2)
Ho

donde €y (p0) es la permitividad (permeabilidad) del vacio. Usualmente las guias
de ondas estan compuestas de un material no magnético, por lo cual asumimos que
en cuaquier punto la permeabilidad magnética es igual a py. Finalmente, J y p
corresponden a la corriente de desplazamiento y a la densidad de carga eléctrica,
respectivamente.

A lo largo de esta seccién seguiremos el planteamiento recogido por Snyder y Love
[27], asumiendo que todos los campos tienen una dependencia temporal en la forma
general

F =F(z,y,2)e ™",

con una frecuencia w — igual para todos los campos — que se relaciona con el vector
de onda en el vacio, de acuerdo a la relacion de dispersién

2T

3 =k =wec, (2.3)

donde A es la longitud de onda de los campos. De este modo, las ecuaciones de

Maxwell, en conjunto con las relaciones constitutivas y la dependencia temporal pro-
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puesta, determinan la dependencia espacial del campo eléctrico y el campo magnético

VxE=i/"kH, (2.4a)
€o

VxH:J—z‘,/%anE, (2.4b)
0

como sigue:

V- (n’E) = Gﬁ, (2.4c)
V-B=0. (2.4d)

En cualquier regién, el indice de refraccion n y la constante dieléctrica e estdn

relacionados:
e(x,y, Z) v 60%2(.1'731,2) : (25)

La dinamica del sistema puede deducirse de las ecuaciones de Maxwell en conjunto
con las condiciones de borde en las interfaces, a saber, (i) continuidad del campo
magnético y la componente del campo eléctrico tangencial, y (ii) continuidad de la
componente normal del vector desplazamiento eléctrico egn?E.

En nuestro andlisis consideramos guias cuyo eje de simetria corresponde al eje z.
Es decir, el perfil del indice de refraccién no varia con z y puede expresarse como
n = n(z,y). Luego, el campo eléctrico y el campo magnético en la guia de ondas son

expresables en una forma separable, a saber:

E(z,y,2) = e(z,y) exp(iBz) (2.6a)
H(z,y,z) = h(z,y) exp(iBz) , (2.6b)
con los ejes orientados como se muestra en la figura 2.1, El factor 3 en el exponente

define los ciclos de oscilacién del campo a lo largo de z y es llamada la constante

de propagacion. (En algunos casos la geometria del perfil del indice de refraccién
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Figura 2.1: Una guia de ondas cuyo eje esta orientado en la direccién z. Consideramos
que la polarizacién horizontal (vertical) corresponde a la direccién x (y). Fuente:
Elaboracién propia.

favorece el uso de otros sistemas de coordenadas bidimensionales para describir la
variacién tranversal del campo, como por ejemplo las coordenadas polares.) Por la
misma invariancia traslacional en z, es conveniente expresar los vectores e y h como

combinacion de una componente tranversal y una longitudinal, es decir,
e=e; ez, y h=h,+h.z. (2.7)

Sustituyendo e y h con las expresiones en las ecuaciones de Maxwell
sin fuente, es decir, considerando J = 0 = p = 0, podemos relacionar las componen-
tes tangenciales y longitudinales de los campos. Por ejemplo, reemplazando en las
ecuaciones y despejamos directamente las componentes tranversales del

campo magnético en términos del campo eléctrico, y a la inversa:

feg 1
ht = 6—0 —i X (/Bet + Z.thfz) s (283:)
po k
1
e = — |20~ x (Bh, +iV,h,) . (2.8b)

€0 kn?
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Con ayuda de las ecuaciones restantes, expresamos las componentes longitudinales

de los campos en funcién de las tranversales:

. e 1, 1
h,=—i,|— ~2- =—-V h, 2.
1 10 ]{;Z Vtxet BV t ( 80)
.o 1 i )
€, =1 ——z-Vtxet:—[V-et—i-et-thogn], (2.8d)
Eok ﬁ

donde hemos usado la invariancia traslacional del perfil de indice de refraccién al
evaluar el término V - (n?E) en las ecuaciones de Maxwell:

Vvn?

n2

V-E=- E=Vliogn?-E=—-V,logn®-e,.

Mas ain, de las ecuaciones ([2.8)) es posible despejar e; y h; en funcién de las

componentes longitudinales e, y h, para obtener

7 [ 1o , .
et = m {/BVtez - g ]{JZ X Vthz} 9 (29&)
1 €0 2 A
ht:m{ﬂvthz—i—”%kanVez} : (2.9Db)

2.1.1. Ecuaciones vectoriales para los campos

A fin de derivar las ecuaciones que rigen la dinamica de los campos eléctrico y
magnético, necesitamos eliminar los términos que contienen uno u otro en las ecua-
ciones de Maxwell (2.4a.,b). Este procedimientoﬂ nos lleva a las siguientes ecuaciones

vectoriales inhomogéneas:

(V2 +n?k?)

_V(E, - 2y Moy ty (VS
V(E;-V,logn®) —i ” [kJ—i—kV( > )], (2.10a)

E
(V> +n’k*) H=—(V xH) x V,logn> =V x J —J x V,logn®>. (2.10b)

Siguiendo a Snyder y Young [28], enfatizamos que el operador laplaciano en estas

ecuaciones es un operador vectorial, que solamente corresponde al operador laplaciano

IPara propésitos de esta tesis, hemos desarrollado explicitamente este paso en el apéndice
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escalar cuando los campos vectoriales E y H son descompuestos en coordenadas
cartesianas, es decir,

E=Ex+Ey+FE.z, E=Hx+ H)y+ H.z,

donde los vectores unitarios corresponden a las direcciones mostradas en la figura

2.1 En este caso, las ecuaciones (2.10)) pueden ser rescritas con la sustitucién
Vv — V.
Si consideramos ademsés el caso sin fuentes (esto es, cuando la corriente J es nula),

la dependencia espacial de los campos [ecuaciones (2.6]) y (2.7)] nos permite obtener

las siguientes ecuaciones de onda vectoriales:

{Vi+n®k® - B’ e, = —V,(e, - V,logn?), (2.11a)
{Vi+n’k?—p’}e, = —ife,- V,logn?, (2.11b)
{Vi+n’k? =B hy = (Vy x hy) x V;logn?, (2.11c¢)
{V}+nk* = 8%} h, = (Vihe — iBhy) - Vi logn?, (2.11d)

Las expresiones constituyen en conjunto una ecuacion de autovalores para
el campo electromagnético, donde el autovalor buscado es la constante de propaga-
cién B, y que da como resultado los campos vectoriales de los modos normales reales
Generalmente, para guias tipo step-index (esto es, en que el indice de refraccién
es constante en el nicleo de las guias y en la envolvente), las soluciones se obtie-
nen calculando primero la componente longitudinal, y obteniendo luego los campos

tranversales mediante las relaciones (2.9) en conjunto con las condiciones de borde.

2.1.2. Aproximacion weakly guiding

Si bien las ecuaciones ([2.11]) permiten encontrar los modos exactos de una guia,

no describen directamente los modos normales del campo eléctrico con polarizacién
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lineal (utilizados en la mayoria de las aplicaciones experimentales), que sélo aparecen
como combinacion lineal de modos vectoriales cuando existe degeneracién entre al-
gunos de ellos. Esta degeneracion se da cuando la guia de ondas tiene una diferencia
muy baja en el indice de refraccién del ntcleo y el de la envolvente. En este caso,
cobra validez una importante simplificacion de las ecuaciones diferenciales para los
campos, conocida como la aproximacion weakly guiding, que presentamos en lo que
sigue.

En primer lugar, es necesario introducir dos pardmetros adimensionales que recogen
la informacion relativa a las propiedades de la guia de ondas, conviene a saber, el
pardametro de guia

2mp
Y= T(ngore - nglad) ) (212>

donde n¢qre €s el maximo valor del indice de refraccion en el nicleo de la guia, ng.q €s

el valor en el medio envolvente (lejos del nicleo), y p es una longitud caracteristica

de la seccion tranversal de la guiaﬁ y el pardmetro de altura del perfil

2 2
Vi Neore — Melad

2
2ncore

(2.13)

Esta definicién nos muestra que A es proporcional a la diferencia relativa entre la
constante dieléctrica € ~ n? del centro del nticleo y de la envolvente. Un perfil de

indice de refraccién arbitrario puede expresarse en funcién de su altura:

n?(x,y) = nlye [1 — 2Af(z,y)] (2.14)

para alguna funcién f > 0. Notemos que con esta notaciéon n(z,y) queda definido
tanto para el nucleo como para la envolvente.
Dado que la informacién relevante sobre las propiedades de las guias esta contenida

en los parametros v y A, los campos modales pueden expandirse en funcién de estos.

2Por ejemplo, para guias circulares se considera el radio de la seccién tranversal.
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Ahora bien, un paso clave para la aproximacién weakly guiding (ver discusién en las
referencias [28] y [27]) es suponer que estos dos pardmetros son independientes, lo

que posibilita la siguiente expansion del campo eléctrico tranversal
et(’% A) = ét + Aegl) + A2e§2) + o ) (215)

en que el parametro de guia v se mantiene fijo. Asimismo, el pardmetro modal del

nucleo
U= PV angore - 62 (216>

puede expresarse como
U, A)=U+AUY + - (2.17)

donde la relacién U = py/k2n2,,, — 52 se cumple para el valor 3 de la constante de

propagacién obtenido en el limite A — 0. En general, la constante de propagacién

puede expresarse en funcion de los parametros v, A y U — utilizando sus respectivas

definiciones (2.12), (2.13)) y (2.16) — lo que junto con la ecuacién (2.17)) posibilita

su expansion en potencias de A:

(2.18)

La expresion anterior indica que en el limite A — 0 el primer término en la
expansion sera el mas relevante.

Las definiciones de los pardametros v, U y p nos permiten normalizar el operador
gradiente tranversal como

Vt — th
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y asi rescribir la ecuacion diferencial para el campo tranversal, (2.11al) como sigue:
{p2Vf +U? - 72f} e, = —pV, (et - pV, 10gn2) . (2.19)

donde hemos utilizado la expresién ([2.14]) para el perfil de indice de refraccién, que

a st vez permite expandir el factor V,logn? en la ecuacién anterior segin
V.logn? = V,log(l — 2Af) = —2AV,f —2A*V,f? — ... (2.20)

Luego, las ecuaciones diferenciales para cada término en la expansién del campo

eléctrico tranversal se obtienen introduciendo las expansiones (2.15)), (2.17) y (2.20)

en la ecuacién vectorial ([2.19)). En una guia con un incremento bajo del indice de
refraccion en el nicleo, el término del campo predominante correspondera a €, que

satisface la ecuacion de orden cero en A:
{p2v§+02 —fny} & =0, (2.21)

Esta es la ecuacion escalar para el campo eléctrico tranversal €. Notamos que en
tanto ecuaciéon homogénea, no contiene términos relativos al perfil del indice de re-
fraccion en el miembro derecho. En consecuencia, las tinicas condiciones de borde que
deben satisfacer las componentes del campo son la continuidad y diferenciabilidad
en todo el plano z,y.

La homogeneidad de la ecuacién escalar permite que tenga como solucion
un modo polarizado en una sola direccion, es decir, compuesto de un solo término
e;X 0 e,y, lo que no ocurre con las ecuaciones de orden superior. No obstante, esto
tiene una contraparte: la ausencia de operadores vectoriales sobre el perfil del indice
de refraccién lleva a que la ecuacién escalar sea la misma para cualquier direccién de
polarizacion, y por tanto, a que la forma de las soluciones sea la misma en cualquier

caso. No obstante, en anos recientes, algunos experimentos con guias de ondas han
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mostrado una diferencia entre los perfiles modales linealmente polarizados (LP) en
la direccién horizontal y vertical. De aqui la necesidad de introducir una correccion
a fin de describir adecuadamente la dependencia de los modos LP con respecto a la

direccién de polarizacién.

2.2. Teoria de modos acoplados

En esta seccién presentamos la descripciéon para la evolucién del campo eléctrico
en un sistema de dos guias de onda cercanas, que puede extenderse directamente a
un sistema de multiples guias paralelas, es decir, a un arreglo de guias. Nuevamente
nos basamos en las ecuaciones de Maxwell , que nos permitiran deducir la ecua-
ciéon de onda para el campo eléctrico, pero incluyendo en la relacién constitutiva un

término de fuente, correspondiente a la polarizacion del medio:
D=c¢E+P. (2.22)
En este caso, la ecuaciéon de onda para el campo eléctrico en cada guia resulta ser

10°E 0’P(E
VzE - = = Uo 8152 )

(2.23)

Trataremos primero el caso homogéneo, esto es, en que el miembro derecho de la

ecuacion anterior es igual a cero:

V?E — - =0. (2.24)

Aligual que en la seccién anterior, consideramos la solucion en la forma de una onda
plana (en general se puede tener una superposicién de ondas, pero nos limitaremos

al caso de guias single-mode),

E(r,t) = E(r)e™". (2.25)
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La sustitucién en la ecuacién de onda (2.24]) nos lleva a que la amplitud E(r)

obedece la ecuacién de Helmholtz, a saber,

V2E(r) + (%)2 E(r) = 0. (2.26)

Si identificamos z con la direcciéon de propagacién — en que el indice de refraccion es
invariante, podemos expresar nuevamente la dependencia espacial del campo eléctrico

como siguef]
E(r) = u(z,y) exp(ifz), (2.27)

donde 3 es la constante de propagacién (real) de la guia de onda y u(x,y) es el perfil
tranversal correspondiente a un modo normal. Para simplificar el desarrollo, en lo
que sigue nos restringimos a un sistema unidimensional, es decir, consideramos una
sola direccién tranversal, digamos xz, que identificamos también como la direccion del
campo: u = u(z)X.

Examinemos ahora el sistema compuesto de dos guias, considerando que inicial-

mente estan separadas por una distancia infinita. En ese limite, las guias estan des-

acopladas y el campo en cada una de ellas evoluciona segin

Ei(z,2) = ayu (z)e P17 (2.28)

Ey(x, 2) = agus(z)e™"* (2:29)

donde q; es la amplitud con que es excitado el modo u;(x) de cada guia. Es importante
indicar que en el regimen cuédntico, estos coeficientes corresponderan a los operadores
de creacion a; de un fotén en la guia i-ésima. Ahora bien, el efecto de acercar las

dos guias se manifiesta en una variacion — que suponemos lenta en comparaciéon a

3Cambiamos la notacién del modo espacial con respecto a la seccién anterior (usamos u en lugar
de e) para evitar confusién con los multiples factores exponenciales que aparecen en el presente
desarrollo.
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T I

N2 — Nclad

! |

Figura 2.2: Dos guias de onda de ancho d y separadas por una distancia 2a sustentan
sendos modos tranversales u;(z) y us(x). Fuente: Elaboracién propia.

la distancia ;' — de los coeficientes a; a lo largo de la direccién de propagacién:
a; — a1(2), as — as(z).

Lo anterior se debe a un cambio del indice de refraccion en el exterior de la guia,
como se muestra en la figura 2.2} a una distancia 2a aparece una seccién con indice
de refraccién adicional ny — ng.q v ancho d, la cual, junto con el campo Fs de la
segunda gufa, implica una modificacién en la polarizaciéon, P = €g(n3 —n?,q) E2, que
a su vez crea una fuente de radiacion sobre la primera guia a través del término

— P _ P = (n —n’, )k Ey = (k3 — k2,4 FE 2.30
NOW = oW 3 (n2 nclad) 2 — ( 2 clad) 2 - ( : )
Luego, la ecuacién de Helmholtz para la guia 1 toma la forma
V2E, + kB, = — (k2 — k2, ,)E> . (2.31a)
Asimismo, para la segunda guia obtenemos
V2Ey + k3Ey = — (ki — k2.4)Er - (2.31b)
Entonces, siguiendo nuestro ansatz, escribimos

Ey(z,2) = ay(2)uy (x)e P17 BEy(x, 2) = ag(2)ug(x)e™ 2% . (2.32)

Para sustituir en las ecs. (2.31]), usamos primero la aproximacién de que las ampli-

tudes a; varfan lentamente con z, es decir,

2.
d*a;

22

=0,
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de donde se sigue que

O*E;
022

= —2@’@}%%6_%2 — 6?ajuje_7ﬂfz . (2.33)

Luego, reemplazando con a1 (2)u;(z)e""'* en la ec. (2.31a]) obtenemos

d? ; . da Bz
“ (@ulﬂ—ﬁf%ﬂuo e =20y mwe M = — (k] — k) Ba . (2:34)

Pero notemos que el producto u;e~"1# (asf como el andlogo para la gufa 2) resuelve

la ec. de Helmholtz,
V2 {ule_wlz} + k% {ule_wlz} =0,

por lo que la ecuacién (2.34)) resulta equivalente a

,dal 1 —1 — z
) | g 2—51(755 = kaa)e T a3u, = 0. (2.35)

Multiplicando esta ecuacién por uy(x), integrando con respecto a la direccién tran-

versal z, y usando la normalizacion de los modos, obtenemos

. d 2 1(B1—P2)z
i1 (z) = — (K ~ Fa) / s () s () 1P () (2.36)
1

Definiendo la constante de acoplamiento entre la guia 2 y la 1,

2
= = (0~ ) [ do (@), (237)
1
obtenemos
d .
—i—a1(2) = ke P ay(2) (2:38a)

Si procedemos de forma andloga para la segunda guia, se obtiene la ecuacién

: d i(B2—P1)z
—zﬂag(z) = ke P27 BZ, (7). (2.38b)
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Para el caso de dos guias idénticas se cumple que 31 = (o, de donde k91 = K12 = K,

y se tiene
—iia (2) = Kas(2) (2.39a)
7z 1\2) = Kas :
d
—ZECLQ(Z) = kay(z). (2.39b)

En conclusion, de acuerdo a la teoria de modos acoplados, la dindamica de una guia
de ondas es afectada por la presencia de otra guia vecina a través de un término
lineal. Como podemos ver en la definicion de la constante k, ecuacion , este
término define la tasa de acoplamiento evanescente entre los campos mediante la
integral de la superposicién de los campos vecinos. Este concepto es fundamental en
la definiciéon de la constante de acoplamiento, atin si se en algunos contextos se la
expresa con factores diferentes.

La teoria de modos acoplados puede extenderse directamente a un sistema de
multiples guias, es decir, a un arreglo de guias de ondas, en que la propagacion de
excitaciones es descrita por la generalizacion de las ecuaciones dinamicas , a
saber,

d

—ZECLI = K(ai_l + ai—l—l) . (240)

La ecuacién ([2.40)) es valida siempre que podamos considerar que el acoplamien-
to se da solamente entre guias vecinas, lo que se cumple para la mayoria de los

experimentos con arreglos de guias de ondas.

2.2.1. Efectos no lineales

Cuando la intensidad del campo eléctrico transportado por las guias es grande —
por ejemplo, por tratarse de un laser de alta potencia — es posible excitar respuestas

no lineales en el medio que las sustenta. En este caso, debemos considerar un término
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de orden superior en la polarizacion,
P(E) = xWE +x¥|E*|E,

lo que esta acompanado de una dependencia del indice de refraccion con respecto a

la la intensidad del campo. Tomando como ejemplo la primera guia,
ny — nl(ll) =ny + ngQ)ll . (241)

Aqui hemos llamado n§2) al coeficiente no lineal del indice de refraccién en la

primera guia. La correspondiente ecuacion diferencial para el campo toma la forma:
V2E (r) + k*ni(L) EBi(r) = —(k3 — kguq) Ba(r)
o bien, con el ansatz para los campos E;(r),
2a1 (2)k*nin'? Lyuy (v)e % — 22ﬁ1%u1( e 7 = (k2 — k2,0)Es, (2.42)

Dividiendo por e~#1# y sustituyendo [, = |a;(2)|*u?(x) obtenemos
nlngz)k;Q

da1 1
_7'_ + _( kclad) 1=A2) T

261 a1 (2)Pay(2)ui(z) = 0.

Fag(2)ug(x) +

Como antes, multiplicamos por u;(x) e integramos con respecto a z:

d i(B1—B2)z ”1”9/{?2 4 2
—zaal(z) = ko112 ay(2) + —5 /dx ui(z) |ar(2)%ar1(2) . (2.43)
1

Definiendo el coeficiente no lineal

2
%—m%k/mﬁ@,

llegamos a la ecuacién diferencial para la amplitud del campo en la guia 1:

; d i(B1—P2)z
—ZECH(Z) = Ky P1=52) as(2) + 71 a1 (2)?a1(2) . (2.44)
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Para la segunda guia se obtiene una ecuacion analoga. El sistema de ecuaciones

diferenciales para las envolventes del campo en las guias no lineales idénticas (en que

Y1 =72 =7)es
- idizal(z) = kay(2) + yla1(2) a1 (2) (2.45a)
- idizag(z) = ka1 (2) + y|as(2)*az(2) . (2.45b)

Considerando la direccion de propagacién z como la variable dinamica, las ecs.

(2.45)) pueden derivarse del Hamiltoniano

* * 1
H=- {nalag + asa; + 57(](11]4 + |a2]4)} . (2.46)
Nuevamente, podemos extender la descripcién a un arreglo de guias de ondas con
la generalizacién de las ecuaciones ([2.45)), lo que nos lleva a la célebre ecuacion no

lineal de Schrodinger discreta para la amplitud del campo en la guia i-ésima:

. d
—zaai = K(ai_1 + air1) + v|ail?a; . (2.47)

2.2.2. Regimen cuantico

Cuando se quiere describir la dindmica de pocos fotones en un sistema de dos guias
de ondas (esto es, en un dimero cudntico), las amplitudes complejas a; y a} intro-
ducidas en el desarrollo previo deben reemplazarse por operadores de destrucciéon y
creacién de fotones en la guia i-ésima, a; y dj-. Esta sustitucion requiere considerar
con cuidado las relaciones de conmutacién entre los operadores. Asi, para la cuanti-

zacién de los términos cudrticos |a;|* en el hamiltoniano (2.46) debemos simetrizar
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Utilizando las relaciones de conmutacion
la;, al] = 6 (2.49)
obtenemos
|a;|* — alala;a; + ala; +1/2. (2.50)
Luego, la cuantizacion del hamiltoniano (2.46)) resulta en

~
A

1 . o
H= {/falag + /m2a1 + 27( ]; I aiaq + dngaZag)} — 7(@{@1 +a a2 +1). (2.51)

Los ultimos términos sélo anaden una constante al espectro de energias, por lo que
pueden ser descartados. Comprobamos esto evaluando el conmutador entre los dos

términos del hamiltoniano:

[kalas + kabas + Sy(a

es una cantidad conservada del sistema. De este modo, hemos obtenido el hamilto-
niano de Bose-Hubbard que describe la evolucion de fotones en un arreglo de dos

guias de ondas:
. 1
H= { kalay + kada, + 27( alara; + &5&2@@)} . (2.52)

No obstante, es necesario aclarar que, generalmente, los términos no lineales en el ha-
miltoniano no tendran efecto para un sistema de pocos fotones, ya que la interaccion

entre ellos, asociada al parametro v, requiere haces de luz de potencia alta.
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Las ecuaciones diferenciales para los operadores a;, que rigen su evolucion en el

cuadro de interaccién, resultan ser

— z'dilzal(z) = kig(2) 4+ yal (2)ay(2)ay(2) (2.53a)
- i%dg(z) = Ky (2) + al(2)an(2)as(2) . (2.53b)

El método recién expuesto puede ser extendido para M > 2 guias de onda idénticas
(asumiendo que cada guia tiene efecto solamente en sus primeras vecinas), obtenien-

dose asi un conjunto de M ecuaciones acopladas:

—%an(z) — Wl 1(2) + ne1 (2)] + 1! (2)8n(2)in(2) (2.54)

2.2.3. Solucidon del dimero cuantico

En lo que sigue, expresamos el coeficiente de acoplamiento lineal en (2.52) en
unidades del parametro de interaccién no lineal, por lo que el hamiltoniano queda

expresado como sigue:
= —rlalan +ata Stata A atata 9 55
K(ayas + ayan) + (a1a1a1a1 + ayasasas) (2.55)

Introduciendo las definiciones

.1
= é(&ldz + dgdl) , (2.56a)

Iy = %(&1&2 — abay) (2.56b)
~ 1 . e

J. = S(akas + ajan), (2.56¢)

podemos rescribir el hamiltoniano en la forma siguiente:
A A 1 9
Hd:H+§N - N. (2.57)

con

H=—2rJ,+2J%. (2.58)
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Los operadores J; obedecen el algebra de momento angular. Dado que para cual-
quier numero de bosones NN, los dltimos términos en (2.57)) son una constante, nos
restringimos a las soluciones de H. Podemos ver directamente que éste conmuta con

J?, lo que implica la conservacién del momento angular total:

NN
2 _ 72 2 2 _
J _Jx+Jy+Jz——2 (—2 +1> : (2.59)

Luego, nuestro espacio de Hilbert tiene dimensién finita (igual a 25 +1 = N + 1),
determinado por el niimero total de bosones, que también se conserva, como se mostro
anteriormente.

En primer lugar nos interesa el caso de dos fotones inyectados en las guias, por lo
que tenemos un espacio tridimensional. Usaremos la base de autoestados de J, para
expresar el hamiltoniano.

En esa representacion (considerando h = 1),

A 010 100 1 —/2k 0
H=—V2[1 0 1]+{000]=[-v2x 0 —V2:]. (260
010 00 1 0 2k 1

Los autovalores (autofrecuencias) del hamiltoniano resultan ser

| 1
Bi=1, E2:§<1—\/1+16n2>, E3=§<1+\/1+16/<02>. (2.61)

Notamos que para k = 0, los niveles F; y Fy son degenerados, ya que en ese caso,

las dos guias estan desacopladas y por tanto los estados simétricos y antisimétricos

T o

NG (1) y 5 _01 , (2.62)

tienen igual energia.
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Frecuencia

10} (b)

Frecuencia
o

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 2.3: Autofrecuencias o autoenergias del dimero cudntico (curva negra) en
funcién del acoplamiento x para 2 fotones (a) y 3 fotones (b). Las lineas discontinuas
de color naranja corresponden a los niveles de energia clasicos. Fuente: Elaboracion
propia.
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Ahora bien, si consideramos el dimero con tres fotones el hamiltoniano normalizado

tiene la siguiente representacién matricial

2 V3 0 0

~ —V/3k 1 —2K 0

H= 2 . 2.63
0 —2K % —\/5/-1 ( )
0 0 V3 2

Presentamos las autoenergfas (autofrecuencias) de este sistema en la figura (2.3),
donde se muestra también el caso de dos fotones. Vemos que a medida que aumenta x
(respuesta no lineal baja en comparacién con la constante de acoplamientos), los ex-
tremos del espectro corresponden con los niveles de energia clasicos correspondientes

a los estados simétrico y antisimétrico.

2.3. Cuantizacién del campo electromagnético

En la seccion anterior se senalé que las amplitudes con que son excitados los mo-
dos del campo ele¢trico en las guias deben ser reemplazadas con operadores cuando
estudiamos el regimen cudntico (dindmica de un nimero bajo de fotones). Aunque,
bajo la aproximacion proporcionada por la teoria de modos acoplados, este método
de cuantizacion es completamente heuristico, sigue los lineamientos tedricos funda-
mentales de la cuantizacion del campo electromagnético.

En lo que sigue proporcionaremos los elementos tedricos principales para la cuanti-
zacién. A fin de mantener la concordancia con la literatural] en esta seccién conside-
ramos al tiempo como la variable dinamica, si bien los resultados pueden ser aplicados

a los sistemas de guias de ondas en que la variable es la direcciéon de propagacién z.

4Véanse por ejemplo las referencias [294[30].
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2.3.1. Potenciales e invariancia de gauge

Nuevamente, comenzaremos nuestro analisis a partir de las ecuaciones de Maxwell,

(2.1). Notamos que, en particular, las ecuaciones (2.1a)) y (2.1d]) pueden deducirse

definiendo el potencial vector A y el potencial escalar U, tales que

B=VxA, (2.64a)
oA
E=-"7"~VU. (2.64b)

A partir de estas definiciones podemos ver que los campos E y B son invariantes

ante una transformacion de gauge de la forma

A— A =A+VF, (2.65a)
U—»W—U—%F, (2.65b)

donde F' es una funcion arbitraria de la posicion r y el tiempo t. La eleccion del
gauge determina el valor de V - A. Escogeremos el gauge de Coulomb en ausencia

de cargas,

V-A=0, U=0. (2.66)

por ser el méas apropiado para estudios de electrodinamica no relativista cuando el

sistema no involucra fuentes.

2.3.2. Espacio reciproco

En su trabajo pionero de , Dirac propuso un paso esencial para la cuantizacion,
a saber, expresar los campos en sus componentes de Fourier, para posteriormente
imponer las relaciones de conmutacién correspondientes sobre los distintos factores

que aparecen en los términos. La transformada de Fourier de los campos E(r,t) y
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B(r,t) se define como

Ek,t) = (27:)3 7 / d*r, E(r,t)e ™", (2.67a)
B(k,t) = (273)3 7 / d*r, B(r,t)e ™" (2.67b)

mientras que la transformada inversa de cada campo esta dada por

1 3 ik-r
E(r,t)= CEE /d k,E(k,t)e™", (2.68a)
B(r,t) = (273)3 7 / d*k , B(k, t)e™”. (2.68b)

Los potenciales A y U introducidos anteriormente transforman de forma analoga,
A— A, y U—u,
de modo que su relacién con los campos en el espacio reciproco estéd dada por

B=ikx A (2.69a)
0
E=——A—kU. (2.69b)
ot
La transformada de Fourier ofrece multiples ventajas para el presente analisis.

En primer lugar, las ecuaciones de Maxwell — que en su forma original involucran

derivadas parciales — pasan a ser estrictamente locales’}

ik-& = lg7 (2.70a)
€o
ik-B=0, (2.70D)
. 0
ik x € = —EB, (2.70¢)
. 10 1
ik x B = ga + 607.7, (270(1)

5Al decir que las ecuaciones son estrictamente locales, nos referimos a que las derivadas tempo-
rales de los campos dependen de los valores de estos en un mismo punto k.
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siendo J la transformada de Fourier de la corriente J, y o la transformada de la

distribucién de carga p. Mas atn, el espacio reciproco pone en evidencia que las

dos primeras ecuaciones de Maxwell, (2.70a) y (2.70bf), definen las componentes

longitudinales (paralelas al vector de onda k) de los campos € y B. Asi, vemos que
mientras el campo magnético es puramente tranversal, la componente longitudinal
&) del campo eléctrico se relaciona con la distribucién de cargas. Es decir, en el

espacio real se tiene

1 I
B = /d3r'p(r’, t)|r—r (2.71)

 dme r—r/|3
Por otra parte, las ecuaciones de Maxwell ([2.70]) y las relaciones entre los campos

y los potenciales [ec. (2.64]) o ec. (2.69)], nos permiten ver que se cumple

0 0
E =—A E,=——A — ) 2.72
1 s Yy I p VU (2.72)

Podemos entender ahora la nomenclatura asociada al gauge de Coulomb, también
llamado gauge tranversal: en él, la componente longitudinal del potencial vector, A,

es nula, de donde sigue que

E = -VU, (2.73)

y la comparacién con la ecuacién (2.72)) implica que U es el potencial de Coulomb

de la distribucién de carga p.

2.3.3. Cuantizacion de la energia electromagnética

La ventaja del desarrollo previo es que nos permite identificar la contribucién
de cada elemento del sistema a su energia total, en el gauge de Coulomb. Asi, la
energia propia de los campos eléctrico y magnético esta asociada a sus componentes
tranversales, mientras que las componentes longitudinales contribuyen a través de su

interaccion con la distribucién de carga. Luego, en ausencia de cargas y fuentes, la
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energia total corresponde a la del campo electromagnético tranversal:

=2 / dr [E2 (r) + *B2(r)]

. (2.74)
0
= O [k (e (K + B2
Como un paso previo a la cuantizacién, introducimos la variable normal
7 A~
K {) = — [ k) — ck k,t}, 2.
ale ) =~ [£10k.1) — ko x Blle. (275)
donde el coeficiente de normalizacién A se considera igual a
hw
AE) =1/ — 2.
() = /5= (2.76)

a fin de obtener las expresiones para la energia presentadas mas abajo. Invirtiendo

la relacion ([2.75)) podemos expresar los campos en funcién de la variable normal:

£, (k1) = iA(k) [o(k, t) — (=K, 1)] | (2.77a)
B(k.t) = @ [k x a(k,t) + k x a*(~k, 1)] . (2.77h)

Por ser combinacion de € y B, la variable o también es un campo tranversal y
puede ser expresada en componentes ortogonales al vector de onda, a lo largo de dos

direcciones €; y € como se muestra en la figura [2.4] Es decir,
ak,t) = ejo., (k,t) + er0a, (k, 1) Z ea.(k, ) (2.78)

Utilizando estas definiciones, la energia electromagnética toma la forma siguiente
30]

H= /dSk: Z f(k, t)ae(k, t) + ae(k, t)ar (k, t)] . (2.79)

Asi, vemos que H queda expresada como la suma de energias correspondientes a

un conjunto de osciladores armonicos con frecuencia w = ck, caracterizados por el
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ks

Figura 2.4: El campo a puede descomponerse a lo largo de dos vectores unitarios &,
y &9 perpendiculares al vector de onda k. Fuente: Elaboracién propia.
vector de onda k y el de polarizacion €. Es decir, estos vectores definen los modos
de oscilacion del campo electromagnético.

Volviendo a la expresion para el campo eléctrico, ec. (2.77a)), vemos que la inversa

de la transformada de Fourier nos lleva a su expresiéon en el espacio real es

E, (r,t)= i/d3k ZTW [a- (K, t)ee™ ™ — af(k, t)ee 7] | (2.80)

donde los coeficientes 7, son incluidos para efectos de normalizacién, determinados
por las condiciones de borde. A este respecto, el acercamiento estandar consiste en
suponer que el sistema esta contenido en un cubo de arista L, en cuyos bordes se
aplican condiciones periddicas, para al final evaluar el limite L. — oo. La ventaja de
este procedimiento es que las integrales en la ecuacién son reemplazadas por
series de Fourier. Es decir, las integrales respecto a k son reemplazadas por sumas

sobre valores discretos k., = 2mn,, ./L, siendo n,, . enteros. Asi, las variables
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a.(k, t) son reemplazadas por variables discretas
a:(k,t) — a(t).

De este modo, el campo eléctrico tranversal queda expresado como la siguiente

E = ZZ \/ % [aisieiki'r — afsie’iki'r} ) (2.81)

La expresion (2.81)) tiene los elementos necesarios para aplicar el método de cuan-

suma.

tizacién propuesto por Dirac, a saber: (i) considerar las amplitudes de los modos del
campo — es decir, las variables normales . y « correspondientes a cada modo,

como operadores de destruccion y creaciéon:
o —> a4, of — al, (2.82)
y (ii) imponer las relaciones de conmutacién canénicas:

J

[a,.,a}} =5,

(2.83)

La expresion para el campo eléctrico en la expresion ([2.81) nos permite entender
la correspondencia entre las amplitudes del campo que hemos identificado aqui y
las que encontramos en nuestro andlisis anterior del acoplamiento entre guias de
ondas cercanas (teniendo en cuenta la equivalencia entre el tiempo y la direccién
de propagacién en uno y otro contexto). Esto fundamenta el método aplicado en el
analisis del régimen cudntico, que presentamos en la seccién anterior.

Para terminar queremos destacar que si bien el reemplazo de las variables clasicas
por operadores [ec. (2.82)] puede parecer una imposicién forzada, es posible una

derivacion lagrangiana, mucho mas rigurosa, cuya extension impide abordarla en este
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trabajo. Para una presentacion detallada de este acercamiento, puede consultarse el

capitulo 2 de la referencia [30].

2.4. Condensados de Bose-Einstein en potenciales
opticos

Cuando un condensado de Bose-Einstein (BEC) estd contenido en una red éptica
periédica (formada a partir de interferencia de haces), es posible describirlo como un
sistema discreto, cuya dindmica se rige por una ecuacion discreta no lineal de Schroe-
dinger, que formalmente es igual a la ecuacion obtenida para la propagacion
de excitaciones en arreglos de guias de ondas. No obstante, tanto su derivacién como
el significado fisico de los parametros involucrados es diferente para cada caso.

La condensacién de Bose-Einstein es un fenémeno cuéntico, por lo que su estudio
debe considerar en primer lugar el hamiltoniano de varios cuerpos que describe N
bosones interactuantes sometidos a un potencial externo V:

N A h2 N
i / dr i (r, 1) [——W Vi, t)} P (r, )
2m
) ) - ) ) (2.84)
+3 / drdr’ Ui (e, )T (x', )V (r — )W (r, ) U(r', 1).

Aqui Uf(r) [U(r)] es el operador de creacién [destruccién] de un bosén en la posicién
r. El potencial V(r —r’) es un potencial interatémico que da cuenta de las colisiones
entre las particulas del condensado. Dado que un BEC consiste en un gas diluido
de dtomos (en que el camino medio entre las particulas es mucho mayor que la
longitud de scattering que permite su interaccién), podemos considerar tinicamente

interacciones binarias.
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2.4.1. Teoria de campo medio

Cuando el sistema estad compuesto de un nimero grande de particulas, su descrip-
cion cuantitativa puede realizarse en un marco clasico gracias a la teoria de campo
medio. La idea basica de este enfoque consiste en considerar la parte operatorial de

A A

U(r, t) como una perturbacién promedio de su valor de expectacién 1» = (V) es decir

U(r,t) = (r,t) + U'(r,t), (2.85)

La funcién ¥(r,t) es un campo cldsico con fase bien definida, y recibe el nombre
de funcion de onda macroscopica, ya que da cuenta de la amplitud de probabilidad
de encontrar una particula en una posicion y tiempo determinados.

Cuando el condensado es suficientemente homogéneo (como es esperable para un
ntmero grande de particulas), las fluctuaciones cudnticas pueden descartarse y puede
sustituirse el operador \i/(r, t) por su promedio ¥(r,t) en la ecuacién de Heisenberg
proveniente del hamiltoniano . Esto nos lleva a la ecuacion de Gross-Pitaevskit,
que para el caso unidimensional tiene la forma

h? 0?

—5= 558+ Vext(®) + N (@, )| du (1), (2.86)

L0
Zha%(% t) -

donde el efecto de las interacciones colisionales estd dado en el pardmetro ~;p (pro-

porcional a la longitud de scattering entre los atomos).

2.4.2. Potencial peridédico

Cuando dos laseres de igual intensidad, polarizacion y longitud de onda se propagan

en sentido opuesto, su superposicién da origen a un potencial 6ptico periddico:

Vext () = Vy cos®(mar/d) | (2.87)
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Figura 2.5: Dos laseres propagandose en contra forman una red éptica unidimensio-
nal. El patrén de interferencia da origen a un potencial éptico que, en cierta region,
puede considerarse periédico con periodo d. Fuente: Elaboracién propia.

donde d = A\/2 es el espaciamiento de la red y Vj es su profundidad, proporcional
al cuadrado de la amplitud del campo 6ptico. Vf suele medirse en unidades de la
energia de retroceso (recoil energy) dada por

h2r?

que corresponde a la energia entregada a un atomo que interactiia con un féton de
los que componen el campo 6ptico ﬂ

Antes de incluir las interacciones atomicas presentes en un BEC — es decir, con-
siderando solamente los términos lineales en la ecuacion , la periodicidad del
potencial nos permite deducir algunas propiedades de los autoestados del sistema.
En particular, es posible extrapolar un importante resultado de la fisica de sélidos
relacionado con potenciales periddicos, a saber, el teorema de Bloch. Este teorema
establece que las autofunciones ¢(z) del sistema, son producto de una funcién pe-

riédica (con el mismo periodo d del potencial) y de una onda plana cuyo vector de

5El ensanchamiento de los haces gaussianos que forman la red, lleva a una pérdida de la pe-
riodicidad lejos del ancho minimo (foco), como se ilustra en la figura No obstante, como el
espaciamiento d es proporcional a la longitud de onda del laser y mucho menor que la longitud
de Reyleigh zR, el potencial puede ser considerado periédico y descrito por en una regién
extendida sobre varios cientos de pozos de potencial (sitios de la red) ||
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Figura 2.6: Funciones de Bloch para un potencial 6ptico de profundidad ~ 4F,,
correspondientes a cuasimomento g = 0 (abajo) y ¢ = 7 (arriba). Fuente: Elaboracién
propia.

onda es llamado el cuasimomento q:

P(z) = e uy(z) = dy(z) . (2.89)

El teorema de Bloch, junto a la ecuacién ([2.86)), permite concluir que las auto-
energias del sistema estan organizadas en bandas, cuyo ancho y separacién depen-
derd de la profundidad del potencial periédico (amplitud V; en la definicién (2.87))

del potencial V). Dado que las particulas de un BEC estén en el estado de minima

Figura 2.7: Funciones de Wannier de orden cero para un potencial débil (~ 0.5E,,
arriba) y uno fuerte (~ 8F,, abajo). Fuente: Elaboracién propia.
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energia, consideraremos solamente la primera banda. En la figura mostramos las
autofunciones o funciones de Bloch correspondientes a sus bordes, para un potencial
profundo.

Podemos ver que las autofunciones en ¢ = 0 y en ¢ = w/d, difieren en la fase rela-
tiva de la funcién de onda entre dos minimos adyacentes del potencial (para ¢ = 0
la funcién es no escalonada o unstaggered, mientras que para m/d es escalonada o
staggered), pero comparten una caracteristica importante, a saber: son combinacién
de funciones localizadas en cada sitio del potencial éptico. Por esta razén, para estu-
diar la dinamica de un condensado atrapado en un potencial periddico, resulta til
la introduccién de las funciones de Wannier ®,,(z), definidas como la transformada
de Fourier de las funciones de Bloch, y que se localizan en cada sitio m de la red
(esto es, en cada minimo del potencial V). En la figura mostramos ejemplos de
funciones de Wannier para dos distintas profundidades del potencial externo.

Luego, la funcién de onda macroscépica para un condensado de Bose-Einstein en

un potencial 6ptico profundo puede descomponerse como

M
Y@, t) =Y (t) Py () | (2.90)
donde u,,(t) € C y el indice m corre sobre los M sitios de la red.

2.4.3. Interacciones atomicas

Como mostramos anteriormente, la interaccién de contacto (colisional) entre pares
de atomos esta representada por el parametro v;p en la ecuacion de Gross-Pitaevskii
unidimensional (2.86). Si reemplazamos la funcién de onda (z,¢) en esta ecuacién
con la descomposicién , multiplicamos por ®,(x) (para utilizar la ortonor-

malidad del las funciones de Wannier) e integramos en todo el espacio, obtenemos
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nuevamente una ecuacién discreta no lineal de Schroedinger, en que la interaccion

de contacto es incluida a través de un término no lineal cibico:

Ouy, (t)
ot

ih = €qtn(t) + K [un—1(t) + uni1(8)] + qlun(t)Pun(t) . (2.91)

Aqui k es la constante de acoplamiento (o hopping atémico) dada por
h2
R = —/dr |:2—V(bm : V(I)m+1 + CDmV;)xt(I)m—i-l s (292)
m

y €, corresponde a la energia de sitio (también llamada constante de autoacopla-
miento) definida de forma analoga.

La magnitud del término de interaccién no lineal, en tanto, esta dado por el parame-
tro g:

¢ =nph, / 02|, [4(x) (2.93)

siendo NV; el nimero total de atomos. Es decir, el término no lineal en la ecuacién
depende del nimero total de atomos, tal como el término no lineal que en-
contramos al estudiar arreglos de guias de ondas depende de la potencia de la luz
transmitida.

Ahora bien, en condensados cuyos atomos presentan un momento dipolar magnéti-
co considerable, la interaccién entre los dipolos actia en conjunto a la interaccién de
contacto. Si el medio estd polarizado magnéticamente (por ejemplo por la accién de
un campo magnético externo), todos los dipolos apuntan en una misma direccién,

por lo que la energia de interaccién Ugq entre los dipolos es igual a

2 1 — 2
_ fofh [ 3 cos 6} | (2.04)

Udalr) = 47 r3

donde 1 es el momento magnético permanente de las particulas, y 6 denota el angulo

entre la direccién de magnetizaciéon y la posicion relativa entre las ellas.
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Dos propiedades importantes de la interacciéon dipolo-dipolo se muestran en la ec.
([2.94), a saber, (i) su largo alcance (del orden de 1/r?), el cual — a diferencia de
la interaccion colisional — da origen a un acoplamiento no lineal entre particulas
situadas entre distintos pozos del potencial periddico; y (ii) su caracter anisotrépico,
dado por el factor cos? f. Esto ultimo implica que la magnitud, e incluso el efecto, de
la interaccién dipolar puede variar de acuerdo a la orientacion de los dipolos entre si:
es repulsiva para dipolos alineados lado a lado, y es atractiva para dipolos puestos
en fila, teniendo en el segundo caso el doble de fuerza que en el primero (fig. .
A pesar de esta dependencia de la interaccién con respecto a la posicién relativa
entre los dipolos, es posible ajustar globalmente su magnitud e incluso su sentido a
través de un campo magnético externo [10]. Aqui simplemente absorbemos ese factor
variable en el coeficiente p.

Al incluir el término de interaccién dipolar en la ecuacién GP unidimensional (2.86))

obtenemos
0 h? 0?
2y (1) = |~ 2 Vi (@) + i |tha )
ot 2m Ox
ot () (295)
7o AR /
0 /(1 + cos0) e dx' | ¥ (z,t),

A partir de la ecuacién ([2.95)), podemos incorporar la interaccién dipolar a nuestro
modelo discreto (2.91]) expandiendo la funcién de onda en las funciones de Wannier

®,,(x) centradas en los minimos del potencial, es decir ¥(x,t) = > u,(t)®,(z). Al

(a) (b)
Figura 2.8: (a) Cuando los dipolos estan orientados lado a lado (6 = 7/2), la fuerza de

interaccion es repulsiva. (b) Cuando estén en fila (6 = 0), la interaccién es atractiva.
Fuente: Elaboracion propia.
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reemplazar en ([2.95)), surgen integrales de traslape representando el acoplamiento
dipolar entre dos sitios n y m de la red:

1+ cos6
|z — '3

2
J/— Hort /dwdx/ O, ()P, () {
47

] P, (2) P, () (2.96)
Luego, vemos que la interaccion dipolar también contribuye a la no linealidad en
sitio a través del coeficiente g,,, junto a la interaccién de contacto. En lo que sigue

descartamos la contribucién local g,,, y retenemos solamente g, ,+1 = g, el coeficiente

de acoplamiento no lineal a primeros vecinos, de donde se sigue que

d
_Z%u"(t) = K(Unt1 + Un—1) + Q|un|2un + g(|un+1|2 + |Un—1|2)un (2.97)

es la ecuacién que describe la dindmica de la amplitud w,(t) de la funcién de onda.

En conclusion, hemos visto que las interacciones atémicas de contacto se manifies-
tan en términos no lineales equivalentes a los que induce la potencia de la luz en
arreglos de guias de ondas. En tanto, las interacciones atémicas de largo alcance,
presentes en un BEC compuesto de atomos dipolares, posibilitan una fenomenologia
unica en el contexto de los sistemas discretos, que afecta particularmente a la exis-
tencia de soluciones localizadas en sistemas bidimensionales, como estudiaremos en

el capitulo siguiente.



Capitulo 3

Soluciones localizadas en un
condensado dipolar bidimensional
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En aflos recientes, el estudio de los condensados de Bose-Einstein (BECs) se ha ex-
pandido gracias a la realizacion experimental de condensados dipolares cuyos atomos
presentan un momento dipolar magnético. En los primeros experimentos de conden-
sacién con atomos dipolares se ocuparon dtomos de Cromo [8], y posteriormente se
ha conseguido la condensacién de Disprosio [32}33].

Aparece como una pregunta natural, entonces, el posible efecto de la interaccion
atémica dipolar en las propiedades de las soluciones localizadas (solitones o breathers)
existentes en el BEC. La existencia de éstas en condensados dipolares ha sido predicha
tanto para sistemas unidimensionales [34-40] como bidimensionales [41-43]. Recien-
temente se ha dado incluso una propuesta experimental para su observacion [44].

En este capitulo presentamos un estudio de soluciones localizadas discretas en un
condensado de Bose-Einstein atrapado en una red éptica peridédica bidimensional.
Usaremos el acercamiento dado por la ecuacion discreta no lineal de Schroedinger
(DNLS), que presentamos en el capitulo [2. Veremos que en presencia de la interac-
cion dipolar surgen propiedades interesantes, tales como regiones en el espacio de
parametros en que dos soluciones fundamentales son simultdneamente estables, y
un cambio en la norma minima necesaria para la formacién de breathers discretos

bidimensionales.

3.1. Modelo

Bajo el enfoque discreto cuya derivacién presentamos en la funcién de onda
macroscépica que describe el comportamiento de un BEC dipolar en una red 6ptica

periodica es representada por su amplitud en todos los sitios o nodos de una red.
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Aqui estudiaremos una red isotropica cuadrada, cuyos sitios son identificados por su
posicion 4, j. Si llamamos u;; a la amplitud de la funcién de onda en el sitio 1, j, su

dinamica es descrita por la ecuacion DNLS generalizada en la forma siguiente:

—it ;=R (Uit iU U j—1) + qluPug
(3.1)
+ g([tierg 4 o P i o [P+ [ -

Aqui, k es el coeficiente de acoplamiento lineal, inducido por el salto (hopping)
de atomos entre sitios vecinos de la red. La magnitud de la interaccién no lineal
en sitio (asociada con las colisiones atémicas) es representada por el parametro q.
El coeficiente de acoplamiento no lineal g, en tanto, cuantifica la magnitud de la
interaccion dipolar de largo alcance entre atomos de sitios adyacentes. Consideramos
que todas las cantidades en la ecuacion son adimensionales.

Nuestro objetivo es buscar soluciones estacionarias, correspondientes a oscilaciones

colectivas de todas las amplitudes de la red, en la forma

Ui’j(t) — ui,jei’\t s

donde u; ; € R, y A representa la energfa de la solucién. La sustitucién en la ecuacion

(3.1) lleva al siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

Ntti = (Ui 401+t o1) + qu
(3.2)
2 2 2 2
+ g(uiy jrug g gy g g )

La constante de acoplamiento x define el espectro lineal de energias o banda lineal
para la red cuadrada: fijando ¢ = g = 0 en el sistema (3.2 e introduciendo una onda
plana como ansatz, obtenemos la banda lineal correspondiente a un sistema infinito,
A = 2k(cosk, + cosk,), donde k, y k, representan el cuasimomento horizontal y

vertical, respectivamente. Es decir, las energias lineales estan contenidas en el rango

A € [—4k, 4k], que constituye el espectro lineal de autoenergias para una red infinita.
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Figura 3.1: Modos fundamentales no lineales centrados en tres posiciones diferentes.
Fuente: Elaboracion propia.

Para un sistema finito de n x n sitios, los bordes de la banda lineal se reducen a
+4k cos(m/[n + 1]) (que tiende a +4k en el limite n — o).

Nuestro estudio del caso general (con los dos términos no lineales) se centra en tres
clases de soluciones estacionarias localizadas: la solucién en sitio (1s), centrada en
un sitio particular de la red; la solucién entre dos sitios (2s), centrada entre dos sitios
contiguos a los que corresponde la misma amplitud; y la solucién entre cuatro sitios
(4s), centrada entre cuatro sitios con igual amplitud. En la figura presentamos

ejemplos de estas tres soluciones.

3.2. Soluciones estacionarias localizadas

Desde esta seccion, sin pérdida de generalidad, consideramos Kk = 1y ¢ = 1 [esto
puede conseguirse redefiniendo las variables y pardmetros en la ecuacién (3.1))]. Para
encontrar soluciones estacionarias, resolvemos el sistema utilizando el método
de Newton-Raphson, que requiere como punto de partida una semilla, esto es, valores
aproximados para el perfil de la solucién y su constante de propagacion. En primer
lugar, escogemos un valor inicial para la energia de la solucién buscada, o bien para

su norma, dada por
N = fuil (3.3)
1,3
La norma da cuenta del nimero total de dtomos en el condensado, y su relacion

con la energia es caracteristica de cada familia de soluciones. Una vez hemos fijado
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el valor de energia o de norma, utilizamos como semilla uno de los siguientes perfiles

centrados alrededor de la posicion g, jo,

ui,j = \/Néi,io(sj,jo s (34&)
N

Uiy =\l 5 (0iio[050 + 0jjor1]) 5 (3.4b)
N

uig =\l (0iiol050 + 0jjor1] + Giigr1[0540 + Gjgor1]) (3.4c)

seguiin busquemos soluciones 1s, 2s, o 4s, respectivamente. La existencia de soluciones
localizadas es debida a las interacciones presentes en el sistema a través de los térmi-
nos no lineales en la ec. , los que a su vez dependen de la norma. En sistemas
modelados por ecuaciones tipo DNLS, el regimen de muy alta norma (equivalente a
potencia alta en arreglos de guias de ondas) es conocido como limite anticontinuo,
donde el acoplamiento entre sitios es despreciable en comparacion a la energia de
interaccién en sitio. En este limite casi cualquier perfil (en particular uno localizado)
es solucién del sistema. Por esta razon, comenzamos buscando soluciones localizadas
para valores grandes de N y para energias A muy por encima del borde de la banda
lineal. Una vez encontrado un perfil {u;;} que resuelve el sistema, reducimos leve-
mente la energia y lo utilizamos como semilla. La iteracién de este procedimiento
hasta que la energia X\ llega a la banda lineal nos lleva a contruir toda la familia
de soluciones localizadas no lineales, que caracterizamos a través de la respectiva
relacién entre norma y energia, como las presentadas en la figura (a) para un
arreglo de 15 x 15 sitios.

Para cada solucién estacionaria {u;;} encontrada, calculamos su estabilidad lineal

anadiendo una pequena perturbacién compleja de la forma

(1) = Xij(t) +iYi;(0) . (3.5)
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Figura 3.2: (a) Norma o numero de dtomos N y (b) pardmetro de estabilidad G,
en funcién de la energia A para soluciones localizadas 1s (linea delgada), 2s (linea
gruesa) y 4s (linea discontinua), en un arreglo de 15 x 15 sitios. Las curvas grises
corresponden al caso DNLS esténdar sin interaccién dipolar (¢ = 0), mientras que las
curvas negras son para una interaccién de g = 0.3. (c) y (d) Perfiles tranversales de las
soluciones 2s y 4s, respectivamente, para g = 0.3 y una energia A = 4.177 [destacada
con un circulo en (a)]. Puede notarse cémo la paridad del arreglo (ntimero impar de
sitios por lado) modifica la forma de estos perfiles cuando se unen con la familia de
soluciones 1s antes de decaer a la banda lineal. Fuente: Elaboracion propia.
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El efecto de esta perturbacion en la evolucion temporal de la solucién nos permite
determinar si es linealmente estable o inestable. En efecto, la sustitucion {u,} —
{un + ¢n} en lleva a dos ecuaciones diferenciales para los vectores X e Y que
se componen respectivamente de todas las partes reales X, ; e imaginarias Y; ; de la

perturbacion. Las ecuaciones diferenciales son de la forma

X + ABX =0,
) (3.6)
Y + BAY =0,

donde A y B son matrices cuyo orden para una red de n x n sitios es n? x n?. Dado
que las matrices AB y BA tienen los mismos autovalores {n}, podemos elegir cual-
quiera de ellas para estudiar la estabilidad. Si algin autovalor tiene parte imaginaria
positiva, la perturbacién crecera en el tiempo, de modo que, en tal caso, la solucién

estacionaria {u; ;} serd inestable. Entonces, definimos la ganancia
G = max{Im(ng)} (3.7)

como parametro para medir la inestabilidad de una solucién, de modo que las solu-
ciones son estables solamente si G = 0. La dependencia de la ganancia G respecto a
la energia A para los casos g = 0y g = 0.3 es presentada en la figura (b).

Es importante notar que las soluciones con energia cercana al borde superior de la
banda lineal (que, como dijimos anteriormente, se ubica en 4 cos(w/[n + 1]) para un
arreglo de tamano n x n) se vuelven mas anchas a medida que se asimilan al modo
fundamental lineal. Esto se manifiesta en una fusion de las curvas correspondientes
a los tres modos 1s, 2s y 4s en una sola, y en la modificaciéon de estos modos para
satisfacer la paridad del nimero de sitios en la red. Como en nuestro analisis usamos
un arreglo de 15 x 15 sitios, los perfiles de las soluciones 2s y 4s se deforman cerca

de la banda para converger en el modo lineal extendido [figura 3.2| (c) y (d)].
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Junto con la norma N, el hamiltoniano es otra cantidad conservada en nuestro
sistema:

1 = =3 [y gy + L+ g Pl + e = 5 3 fu |

— 2 ’ 2~
1) )

(3.8)
donde los dos primeros términos representan las interacciones lineal y no lineal entre
los sitios vecinos de la red cuadrada. El hamiltoniano es particularmente ultil al
estudiar las propiedades dinamicas del sistema, es decir, la movilidad de soluciones
localizadas a través de la red (esto se estudiard en detalle en la seccién [3.5)). Con
respecto a la posicién del centro de las soluciones, un valor minimo (méximo) del
hamiltoniano H corresponde a una solucién estable (inestable).

En las figuras mostramos gréficos de la norma y la ganancia (estabilidad) en
funcion de \ para valores mas grandes de la interaccion dipolar g. Los resultados
obtenidos resaltan otra caracteristica particular del sistema cerca de la banda lineal,
a saber, un cambio en la curvatura de los diagramas N vs A. Es conocido el hecho
de que en ausencia de interacciones dipolares (esto es, en el caso DNLS standard con

= 0) existe un umbral de energfa [45], sobre el cual las soluciones localizadas pueden
existir en sistemas finitos. Generalmente, este umbral esta asociado a un minimo
local en las curvas de norma vs energia [46], el cual implica ademds un cambio en
la estabilidad de la solucién 1s. Cualitativamente, podemos explicar este minimo a
partir de la extensién de los modos: la familia de soluciones localizadas existentes en
el regimen no lineal ocupan solamente unos pocos sitios de la red, mientras que las
soluciones que bifurcan desde la banda lineal son extendidas, por lo que su norma se
incrementa rapidamente sobre la banda lineal. Por tanto, la conexién entre estas dos
ramas no lineales implica un minimo en la curva N vs A. Ahora bien, observamos

que al incrementar la interaccion dipolar g, el umbral de norma tiende a desaparecer.
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Figura 3.3: Norma N (izquierda) y pardmetro de estabilidad G (derecha, fondo
beige) en funcién de la autoenergia A para modos 1s (linea delgada), 2s (linea gruesa)
y 4s (linea discontinua), en un arreglo de tamano 15 x 15. (a) y (b) Interaccién
dipolar g = 1. Observamos que las curvas de norma para las soluciones 1s y 2s estan
superpuestas. (¢) y (d) Interaccién dipolar g = 1.2. Fuente: Elaboracién propia.
Comparando los resultados en las figuras 3.2y [3.3] vemos que el minimo todavia existe
para g = 0.3, pero ha desaparecido para g = 1. En efecto, al incrementar g hay una
disminucién en la pendiente de la curva N vs A que bifurca desde la banda, lo que
permite una conexién suave con la rama de soluciones localizadas con norma alta.
Para valores mas grandes de la norma y la energia — esto es, lejos de la banda
lineal, la relacién entre estas dos cantidades es aproximadamente lineal. Para las
soluciones 2s y 4s, observamos una disminuciéon en la pendiente asintética de las

curvas N vs A al incrementar el acoplamiento no lineal g. En particular, cuando

g = q = 1 [figura (a)], la curva de modos 2s tiene la misma pendiente que los
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modos 1s, de modo que ambas curvas se superponen en el regimen de norma alta.
Para ¢ > ¢ = 1, la curva asintética 2s esta siempre bajo la 1s [figura 3.3 (c)].

Este cambio en la pendiente de las curvas de norma, son reflejo de una variaciéon en
los perfiles de las soluciones respectivas. Como ilustracion, en la figura|3.4| mostramos
un corte de los tres modos en la fila central de la red, para una energia A = 12.7 y
distintos valores de g. Podemos ver una notable reduccion en la amplitud del sitio
central de la solucién 1s, a la vez que se incrementa la amplitud de los sitios proximos,
por lo que mantiene aproximadamente el mismo valor de la norma para cada energia
A. En cambio, los modos 2s y 4s presentan una reduccién global de su amplitud,
consistente con el decrecimiento de la norma para energias lejos del espectro lineal,
lo que se manifiesta en la reducciéon de la pendiente en las respectivas curvas de
norma y energia.

La transicién descrita anteriormente se manifiesta también en un cambio de la es-
tabilidad de la solucién 2s, que se vuelve estable para normas altas, como puede verse
en la ﬁgura (b). Cuando g es mayor que ¢, la solucién 1s sigue siendo estable en un
rango de A antes de volverse inestable [fig. [3.3| (d)]. De este modo aparece una regién
bi-estable, es decir, en que dos modos fundamentales son simultdaneamente estables.
En otros sistemas [46-48] se ha observado que cuando dos soluciones fundamentales
comparten la misma condicién de estabilidad, existen soluciones intermedias, sin una
distribucién de amplitud simétrica, cuya existencia y propiedades estudiaremos en la
seccion [3.4] Antes, examinaremos en mayor detalle la variacién del umbral de norma

con el acoplamiento no lineal.
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Figura 3.4: Amplitudes en la fila central j, de las soluciones 1s (a), 2s (b), y 4s (c)
con energia A = 12.7. Las curvas negra delgada, gris gruesa y discontinua gruesa,
corresponden a acoplamiento no lineal dipolar g = 0, g = 0.3, and g = 1, respectiva-
mente. El cambio en la forma de las soluciones esta relacionado a la variacion de las

curvas en las figuras y B3] Fuente: Elaboracién propia.

3.3. Efectos de tamano y condiciones de borde

Es esperable que el valor critico de la interaccion dipolar g en que desaparece el
minimo local en la norma de las soluciones 1s tenga una dependencia ya en el tamano
del arreglo, ya en las condiciones de borde. Para lograr una mayor comprension de
esta dependencia, estudiamos la relaciéon entre norma y energia de la solucion 1s
utilizando arreglos de tres tamanos diferentes, a saber, 5 x 5, 15 x 15 y 25 x 25; y
con dos condiciones de borde distintas: (i) condiciones fijas, en que asumimos que no
hay sitios fuera del arreglo, por lo que la amplitud decae a cero en los bordes, y (ii)
condiciones periddicas, que permite acoplamiento entre un borde del arreglo con el

opuesto. Fuera de esta seccidén, nuestro analisis considera solamente condiciones de
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borde fijas, ya que son las mas adecuadas para describir una realizacion experimental,
y han sido empleadas en multiples trabajos previos

En la columna izquierda de la figura (3.5, correspondiente a condiciones fijas, pode-
mos ver que mientras mas pequeno es el arreglo, mas bajo es el valor de g para el que
ocurre la transicion: para n = 15 y n = 25, el minimo desaparece en 0.3 < g < 0.4,
mientras que para n = 5 desaparece en el intervalo 0.1 < g < 0.2 (notamos ademas
que al disminuir el tamano también decrece la pendiente de la rama que bifurca desde
la banda lineal). Lo anterior sugiere una explicacién cualitativa: el ensanchamiento
de las soluciones 1s debido a la interaccién dipolar [tal como se mostrd en la figu-
ra (a)] hace que aquellas se asemejen al modo normal fundamental en el borde
superior de la banda lineal. Esto permite una transiciéon suave entre el regimen no
lineal y la bifurcacién lineal cuando N — 0. En concordancia con lo anterior, vemos
que para redes pequenas (~ 5 x 5), los modos 1s de baja norma son de por si muy
similares al modo fundamental, por lo que incluso un leve ensanchamiento, inducido
por la interaccion dipolar g, basta para obtener una correspondencia formal entre
sus respectivos perfiles. En la figura [3.5] presentamos algunos perfiles que ilustran
nuestras observaciones. Para arreglos de tamano menor que 5 X 5, no hay minimo en
la norma para ningun valor de g.

Los argumentos anteriores se refuerzan al estudiar arreglos con condiciones de borde
periédicas [figuras (d-f)]. Es razonable suponer que la fenomenologia de estos
sistemas sea mas cercana a la de las redes infinitas, en cuanto a la estructura de los
modos normales de onda plana. A diferencia de los sistemas con condiciones de borde
fijas, en este caso las familias de soluciones localizadas no lineales no pueden bifurcar
directamente de la banda lineal. Fisicamente, esto es consistente con la existencia

de un niimero minimo de atomos en un condensado de Bose-Einstein necesario para
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Figura 3.5: Variacién en el umbral de norma con respecto al tamano del arreglo y
la interaccion dipolar g, para condiciones de borde fijas (a-c) y periddicas (d-f). Las
curvas muestran la dependencia de la norma en la energia de la solucién 1s, para
arreglos de (a,d) 5 x5, (b,e) 15 x 15, y (c,f) 25 x 25 sitios. Los graficos (g-1) muestran

diferentes perfiles correspondientes a g = 0.2. Fuente: Elaboracion propia.

observar los fenémenos macroscopicos en el rango de validez de la teoria de campo
medio [4], entre los que se cuenta la existencia de modos localizados. En efecto, el
regimen en que existen estas soluciones difiere del estado lineal cuantico de un BEC en
una red periddica, que tiene el mismo nimero medio de d&tomos en todos los sitios, a
la vez que exhibe completa localizacién en el espacio de momentum. En consecuencia,
las familias de soluciones no lineales estan conectadas al modo fundamental mediante
una seccion de soluciones completamente uniformes, correspondientes a las lineas
rectas que bifurcan de la banda en los diagramas de la figura (d-f). Dado que las
soluciones uniformes tienen la misma amplitud en todos los sitios, la relacion entre

la norma N y la energia \ puede calcularse de forma exacta:

~ n*(A—4kcos(t/[n +1]))
N = oy . (3.9)
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3.4. Soluciones intermedias.

Es esperable que como complemento a la estabilidad simultanea de los modos 1s
y 2s exista una solucién intermedia centrada entre ellas. Para encontrarla, imple-
mentamos el método del constraint , el que nos permite construir el potencial
efectivo de energia, es decir, el valor del hamiltoniano definido en ([3.8]) como funcién

del centro de masa de la solucion,

2 (3.10)

1 .
(X7 Y) = NZ(%])’”%j
4]

para una norma fija N [47,[48,/51].

H
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Figura 3.6: Potencial efectivo para interaccién dipolar g = 2.1. (a) Hamiltoniano H
en funcion de la posicion X, Y del centro de masa de la solucién, para soluciones con
norma N = 8. (b) H en funcién de X (o Y') variable en el rango desde el centro de
la solucion 1s al de la solucion 2s for N = 8. Marcamos con un circulo la posicién de
un maximo local, correspondiente a una solucién intermedia inestable intl. Fuente:
Elaboracién propia.
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Extendemos nuestro célculo sobre un érea cuadrada en el plano (X,Y), alrededor
del centro de una red de 15 x 15 sitios. De este modo, las coordenadas (8,8) corres-
ponden a soluciones 1s, la posicién (8.5,8) [o (8,8.5)] a soluciones 2s, y (8.5,8.5) a
soluciones 4s. La condicién de estabilidad de cada una de estas soluciones se refleja
en el valor del seudopotencial en las respectivas posiciones de su centro de masa,
como mostramos en la figura para norma N = 8 y a una interaccién dipolar
g = 2.1. Podemos ver que las soluciones 1s y 2s corresponden a minimos locales del
potencial. Entre ellas un méximo local (marcado con un circulo blanco) muestra la
existencia de una solucién intermedia inestable, que llamamos int1.

Tal como hicimos en la seccién anterior para los otros modos no lineales, podemos
usar una solucién intermedia encontrada como semilla para construir toda la familia
de soluciones intermedias en su rango de existencia, con las correspondientes cur-
vas de norma y estabilidad versus frecuencia. Nuestros resultados se muestran en los
gréaficos de la figura[3.7], en que puede verse cémo la existencia de la solucién interme-
dia esta restringida exactamente a la region bi-estable. (La estabilidad es graficada
en funcién de la norma para facilitar la interpretacién de su efecto en la dindmica
de soluciones localizadas, que estudiamos mas abajo). Ahora bien, desde el punto en
que la solucién 1s deja de ser estable (en N ~ 11), una segunda solucién intermedia
aparece. Nuevamente el estudio del potencial efectivo nos permite encontrarla: en
la figura (3.8 correspondiente a una norma N = 16.5 y ¢ = 2.1, podemos ver que
la segunda solucién intermedia (int2) constituye un punto saddle en la superficie
del potencial, situado entre la solucién 1s y 4s, que son simultdneamente inestables.
Ahora bien, ya que al incrementar la norma no ocurren mas intercambios de esta-

bilidad entre los modos, la familia de soluciones intermedias int2 no se une con las
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Figura 3.7: (a) y (b) Diagramas de norma y energia para las soluciones fundamentales
no lineales con interaccion dipolar g = 2.1. Las lineas grises corresponden a modos
Is (linea delgada), 2s (linea gruesa) y 4s (linea discontinua). La curva negra delgada
continua (gruesa punteada) describe la dependencia de la primera (segunda) solucién
intermedia. (c) Pardmetro de estabilidad en funcién de la norma para las mismas
familias de soluciones. (d) Perfil de intensidad para la primera solucién intermedia de
norma N = 6.4, gréifico 3D a la izquierda y gréfico de densidad a la derecha. (e) Lo
mismo para la segunda solucion intermedia de norma N = 33.9. Fuente: Elaboracion
propia.
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de soluciones 1s o 4s, al contrario de lo que ocurre con la solucién intl en el borde

superior del rango bi-estable.

3.5. Dinamica de excitaciones localizadas

La movilidad de soluciones localizadas estacionarias puede inducirse al anadir una
cierta cantidad de energia cinética o kick, mediante una diferencia de fase entre los si-
tios del perfil {u,, ,, }. Es decir, multiplicamos la amplitud u,, ,,, por exp [i(k,n + k,m)],
y usamos el nuevo perfil como condiciéon inicial para integrar la ecuacion de movi-
miento . Fisicamente, introducir este gradiente de fase entre sitios corresponde
a dar un momento tranversal a la funciéon de onda del BEC, o bien acelerar la red
6ptica que lo contiend’| Tal como en la seccién anterior, fijamos el pardmetro de in-
teraccion dipolar en g = 2.1, en que la solucién 4s es siempre inestable para cualquier
valor de N, con un valor de la ganancia G mayor que el de las soluciones 1s y 2s.
Es esperable que esta condicion de inestabilidad favorezca la movilidad de la solu-
ci6én 4s: las soluciones inestables son méximos locales del potencial efectivo (ver la
superficie en las figuras y , por lo que la accion de un kick, aunque pequeno,
puede permitir su movilidad. Si la perturbacién inducida en la soluciéon es demasia-
do fuerte, o la direccién del kick no lleva a ninguna otra solucién fundamental en la
superficie del potencial, la solucién puede decaer en otros modos localizados (fijos)
y como radiacion.

A diferencia del sistema con linealidad cibica descrito por la ecuacién DNLS
estandar, el presente modelo permite la movilidad de solucion altamente localiza-
das. Presentamos dos ejemplos en la figura [3.9] que registra la posicién del centro de

masa de una solucion localizada (inicialmente un modo 4s) en funcién del tiempo.

LCfr. seccién IV de [5].
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Es importante notar que a medida que la solucion se desplaza por la red, va toman-
do la forma de los distintos modos estacionarios correspondientes a cada posicion,
cuya estabilidad se refleja en la aceleracién o desaceleracién del centro de masa de
la solucién mévil.

La existencia de soluciones intermedias, estudiadas en la seccién anterior, modifica
la barrera de Peierls-Nabarro, definida como la diferencia en el valor del hamilto-
niano entre las soluciones localizadas, la cual debe ser superada por la energia de
la solucion movil, y que por tanto tiene un importante efecto en su evoluciéon. En
nuestro caso, la existencia de soluciones inestables intermedias impide la movilidad.
A diferencia de trabajos anteriores en redes tipo DNLS-saturable [47], en nuestro
caso no encontramos movilidad de soluciones en la vecindad del segundo punto de
bifurcaciéon (norma en que la solucién intermedia int1 deja de existir). Tanto intl y
int2 son claramente inestables en su rango de existencia, como puede verse en los
gréaficos de la figura 3.7 lo que indica que la barrera efectiva de energia es demasia-
do grande para que exista movilidad. En consecuencia, nuestro sistema permite el
transporte de excitaciones localizadas solamente en regiones de norma baja, inferior
al rango de existencia de las soluciones intermedias, y para una interaccién no lineal
fuerte (aunque encontramos movilidad desde g ~ 1.8, nuestros mejores resultados
fueron obtenidos con g = 2.1). En efecto, el ensanchamiento de los modos, inducido
por la interaccion dipolar no lineal, contribuye al intercambio de estabilidad entre

ellos, y asi a la movilidad mostrada en la figura |3.9|

3.6. Interaccién dipolar atractiva

Hasta aqui hemos considerado que la interaccién dipolar entre los atomos es repul-

siva. Ahora estudiaremos el caso contrario, que se manifiesta en un valor negativo del
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coeficiente g. Con respecto a los pardametros estudiados anteriormente — la norma
y la ganancia o estabilidad — el punto g = 0 no constituye un punto critico, sino
que las tendencias observadas anteriormente cotintian para g < 0. Asi, la pendiente
asintética de la curvas de norma vs energia para soluciones 2s y 4s se incrementa al
disminuir g. La familia de soluciones 1s, en tanto, mantiene un minimo de norma
antes de unirse a las otras soluciones en su decaimiento hacia la banda lineal, como
puede verse en la figura [3.10] (a) para g = —0.05.

Sin embargo, a medida que nos aproximamos al valor ¢ — —0.25, observamos que
las soluciones cerca de la banda lineal exhiben una particular dependencia de N en
A: el decaimiento final de la norma, antes de converger a la banda lineal, es ahora
muy abrupto y ocurre muy cerca de su limite superior, de modo que las familias de
soluciones tienden a llegar a la banda con una norma finita, a la vez que se vuelven
inestables [figuras (c) y (d)]. En efecto, para el valor ¢ = —0.25 [figuras (e)
y (f)], una discontinuidad aparece en la curva N vs X de la solucién 1s, mientras que
la norma de los modos fundamentales 2s y 4s ya no decae a cero, sino que diverge
al borde del espectro lineal. Para g < —0.25, todas las curvas tienen continuacién
en el interior del espectro de autoenergias como familias de soluciones cuya norma
se incrementa rapidamente a medida que su energfa decrece [ver figura [3.10] (g)]. A
partir de este valor, todas las soluciones presentan un umbral de norma, originado en
la conexion entre las dos curvas con pendiente opuesta (provenientes desde la banda
lineal y desde el gap).

Lo anterior puede ser interpretado a la luz de una observacién similar reportada
en [48] para un sistema unidimensional, en que el valor critico del pardmetro de
interaccion no lineal no es g = —0.25, sino g = —0.5. En ese articulo, la existencia

de soluciones no lineales (de alta norma) con energias dentro de la banda lineal se
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explica a partir de la estabilidad de ondas planas no lineales debajo del valor critico,
es decir, a la ausencia de inestabilidad modulacional (IM) en el regimen g < gerit-
Es sabido que la IM facilita la aparicion de modos localizados no lineales, por lo
que es razonable pensar que su ausencia, por el contrario, favorece la existencia de
soluciones extendidas de alta norma dentro de la banda lineal. En concordancia con
este resultado, vemos que en nuestro caso, cuando g < —0.25, las familias de modos
localizados no lineales dejan de bifurcar desde la banda lineal: los modos alrededor
del borde superior del espectro no exhiben un perfil extendido de baja norma como
en el regimen g > —0.25 [para comparacién, veanse las ﬁgurasm (i) y (j)], sino que
mas bien consisten en una superposicién de una solucién localizada con un fondo de

intensidad extendido.

3.7. Aproximaciones analiticas

Con el fin de caracterizar la dependencia de la norma de las soluciones localizadas
con respecto a su energia, usaremos una aproximacion similar a la que se presenta
en la referencia [48]. Para cualquier valor de la norma N, la solucién 1s se compone
de una excitacién central de amplitud A rodeada de cuatro amplitudes menores en

los sitios vecinos, es decir,
uij = Aldiig0550 + a(0iiox10550 + Giig0jjox1)]

con a < 1. Sustituyendo con este ansatz en la ecuacion (3.2) para el sitio central se
sigue que

A? = (X —dar)/(q + 4ga®). (3.11)

Ahora bien, a medida que la norma N se reduce y la energia A se acerca a las del

espectro lineal, la solucién se ensancha, por lo que poddemos tomar el limite a — 1,
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obteniendo
n?(\ — 4k)
(¢ +49)

donde n? es el ntimero total de sitios del arreglo. A partir de esta expresién resulta

N ~n?A? = : (3.12)

claro que la tasa a la cual N se incrementa, para energias ligeramente arriba de la
banda lineal, es cada vez mayor y se vuelve indeterminada a medida que la interaccion
dipolar ¢ tiende a —q/4 = —0.25, corroborando nuestros resultados numéricos de la
seccién anterior. La figura [3.11] muestra la bifurcaciéon desde el espectro lineal para
cuatro valores distintos de g alrededor de —¢q/4, evidenciando la concordancia entre
la aproximacién y los resultados numéricos anteriores.

Esta estimacién también permite un acercamiento a la fenomenologia observada
en el interior de la banda. Para g < —0.25¢, el denominador en la expresion (3.12))
toma un valor negativo. Dado que la norma N es definida positiva, esto implica que
las soluciones cercanas a la banda lineal (« & 1) poseen una frecuencia menor a 4x,
por lo que existen dentro de aquella [ver figura [3.10] (d)].

Por otra parte, si nos situamos lejos (arriba) de la banda lineal, la solucién se
vuelve mas localizada a medida que A y N aumentan, por lo que podemos usar la

aproximacién o — 0, de donde sigue que

Nig ~ A? ~ (3.13)

| >

Repitiendo el andlisis anterior para la solucién 2s, y considerando el mismo limite
de norma y energia altas, obtenemos

2(A — k)

NQSQQAZZ
q+yg

(3.14)

Ambas expresiones concuerdan con los cdlculos numéricos anteriores para alta nor-

ma (y energfa) cuando g < ¢. La ecuacién (3.14)) predice correctamente el decaimiento
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en la pendiente de la curva N vs A para la solucion 2s, incluyendo el hecho de que
para g = ¢, tanto la solucion 1s como la 2s tienen la misma dependencia asintética de
N en ), resultado que obtuvimos numéricamente en la seccién [3.2] figura [3.3] Para
una interaccion dipolar g > ¢, observamos que esta relacion cambia, y la curva de la
solucién 2s posee una pendiente menor que la de la solucién 1s, lo cual, como hemos
visto en este capitulo, implica cambios efectivos en la fenomenologia, dinamica y

estabilidad del sistema.
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Figura 3.8: Potencial efectivo para interaccién dipolar g = 2.1 y norma N = 16.5 (a)
Hamiltoniano H en funcién de la posicién X, Y del centro de masa de las soluciones
(b) H calculado sobre la diagonal X =Y que va desde el centro de la solucién 1s
al de la solucién 4s. Marcamos con un circulo la posicién de un punto silla (saddle),
correspondiente a una solucion intermedia inestable int2.



67

14
13
12

DN
><~11 i
10

8

0 2 4 6 8 10 12 14 16

t
(b) (©) () +
12 B
i
8
4

4 8 12 4 8 12 4 8 12

13
12
11
10

>~

0 2 4 6 8 10 12 14 16

t
() (€3] (h)
12
8 - - -
4

4 8 12 4 8 12 4 8 12

Figura 3.9: Dindmica de soluciones localizadas en un arreglo de tamano 15 x 15 para
acoplamiento no lineal g = 2.1. (a) Evolucién del centro de masa de la excitacién
cuando un kick k, = k, = 0.35 es aplicado a una solucién 4s de norma N = 4.6. Los
graficos (b-d) muestran el perfil espacial de la solucién mévil para tiempos especificos.
(e) Evolucién de la componente Y del centro de masa cuando una solucién 4s de
norma N = 5.8 es puesta en movimiento mediante un kick k, = 0.3. Los graficos
(f-h) muestran el perfil espacial de la excitacién en los tiempos destacados en (e).
Tanto en (a) como en (e) podemos notar céomo la velocidad del centro de masa
de la solucién mévil cambia a medida que su perfil toma la forma de las distintas
soluciones estacionarias, cuyo centro de masa es indicado por lineas horizontales.
Fuente: Elaboraciéon propia.
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Figura 3.10: Diagramas de norma (columna izquierda) y estabilidad (columna dere-
cha, fondo beige) en funcién de la energia A\ para soluciones localizadas con interac-
cion dipolar atractiva g = —0.05, —0.2, —0.25, —0.4, respectivamente. En todos los
graficos, la linea punteada vertical indica el borde superior de la banda lineal. (i-k)
Perfiles de intensidad de las soluciones en los puntos indicados. Fuente: Elaboracion
propia.
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Figura 3.11: Aproximacién analitica para la relacion N vs A de las soluciones cerca
del borde superior del espectro lineal de energias. Desde la linea mas delgada a la
mas gruesa, el correspondiente valor de la interaccién dipolar g es 0.2, 0.1, 0, —0.1, y
—0.2. Las lineas discontinuas muestran el ajuste obtenido usando la expresién (3.12]).
En particular la linea vertical, correspondiente a g = —0.25, ilustra la divergencia
de la pendiente en la misma expresion; en este caso el nimero de particulas N no
tiende a cero cuando la energia cae a la banda lineal. Fuente: Elaboracion propia.
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La existencia de estados localizados en arreglos de guias de ondas suele asociarse con
efectos Gpticos no lineales, presentados en la seccién [2.2.1] que se observan cuando
la potencia de la luz propagada es suficientemente grande. No obstante, en afios
recientes se han desarrollado muchos estudios en torno a excitaciones no difractantes
que existen gracias a la geometria de la red, es decir, a la disposicién tranversal de
las gufas que componen el arreglo [14}/19,20./52}53].

En estas redes, los estados localizados son modos normales (autoestados) del sis-
tema lineal, y son degenerados, es decir, forman una banda plana en el espectro de
frecuencias. Esto permite que una combinacion lineal de ellos sea también un au-
toestado con la misma autofrecuencia, por lo que puede pensarse en los modos no
difractantes como blogques para construir excitaciones de complejidad arbitraria [14].

Hasta ahora, los estudios — tedricos y experimentales — de arreglos de guias con
bandas planas, han considerado solamente luz clésica, es decir, estados macroscépicos
de luz coherente (léser). En este capitulo nos dedicamos a estudiar la existencia y
propiedades de estados localizados cuanticos en dichos arreglos, es decir, estados
formados por un nimero definido NV > 1 de fotones. Nos centramos principalmente
en dos redes cuasi-unidimensionales de distinta complejidad, a fin de presentar un
analisis comprensivo de su forma general y su relacién con los estados clasicos, que

puede ser facilmente extendido a otros arreglos con bandas planas.

4.1. Modelo

Estudiaremos la propagacién de luz en un arreglo de guias idénticas que permiten
acoplamiento evanescente entre los campos transportados por guias vecinas. En el
caso clasico, las excitaciones luminicas que se propagan en el arreglo son producidas

mediante el acoplamiento de un haz de luz laser, por lo que su dinamica queda
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bien descrita por la teorfa de modos acoplados, presentada en el capitulo 2] En
este contexto, cada guia de ondas 7 es representada por un nodo o sitio en una
red, al cual le corresponde una amplitud del campo a;. Si la potencia de la luz no
es suficientemente alta para la observacion de efectos no lineales, la evolucién de la
amplitud a; a lo largo de la direccién de propagacion z estd dada por el hamiltoniano
clasico

H= —mZa;‘aj + c.c. (4.1)
(,4)

donde la sumatoria cubre todos los pares de guias vecinas ¢, 7. El pardmetro x co-
rresponde a la constante de acoplamiento. Como en este capitulo consideramos un
arreglo isotrépico, con igual separacién entre todos los pares de guias adyacentes, la
constante x es la misma en toda la red. Del hamiltoniano se deriva la ecuacion

discreta de Schroedinger,

idai =K Z aj. (4.2)
dz -
J

La suma en esta ecuacion cubre todas las guias préoximas a la i-ésima. Esta expre-
sion es mas general que el caso unidimensional presentado en la seccién (el cual
serd utilizado en el capitulo siguiente).

Para ciertas disposiciones tranversales de las guias en el arreglo, es posible obte-
ner una red periddica cuyo espectro de autofrecuencias exhibe una banda plana no
dispersiva, esto es, un subconjunto de estados degenerados exactamente localizados.
Con localizacién exacta nos referimos a la excitaciéon de un grupo definido de guias,
a diferencia de los solitones comunes, que consisten en una excitacién colectiva de
todos los sitios, con una amplitud que decae exponencialmente desde la excitacion
central; los modos exactamente localizados (también llamados compactones [54,55])

no presentan esa cola exponencial. Son muchas las configuraciones geométricas que
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dan origen a (al menos) una banda plana. A lo largo de este capitulo, estudiaremos
dos geometrias cuasi-unidimensionales: (i) la red romboidal, que posiblemente es la
red més simple que permite una banda plana; y (ii) la red stub, cuya complejidad
es suficiente para sugerir el modo de extender nuestros resultados a geometrias mas
complejas. En la figura mostramos la disposicién de las guias en las dos redes de
interés.

Cuando la luz inyectada en los arreglos consiste de un nimero fijo de fotones, cons-
tituye un estado cuantico, cuya dinamica puede ser descrita con precision mediante
el operador hamiltoniano

H=3x (a}aj + a}ai) , (4.3)

0.3)
donde &j» y a; son respectivamente el operador de creacion y de destruccién de un
foton en el modo correspondiente la guia 2. Los estados foténicos, en tanto, son
representados como combinaciones lineales de productos tensoriales de estados de
Fock |p),, que describen p fotones en la gufa m. Notemos que el espacio de Hilbert
que contiene a los estados del sistema depende tanto del nimero de sitios en la red

como del nimero total de fotones.

4.2. Estados cuanticos localizados

Nos centraremos primero en la red romboidal, ya que nos permite ilustrar clara-
mente la derivacion de los autoestados que nos interesan. En el caso clasico, sus
estados base localizados estan compuestos de luz coherente que se propaga en dos
guifas, digamos A y B, como se muestra en la figura (a). La luz se propaga con la
misma intensidad en ambas guias, pero con una diferencia de fase 7 entre ellas [52].

Esta diferencia de fase relativa tiene un rol esencial, a saber, permite la interferencia
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Figura 4.1: Disposicién tranversal de las guias de ondas en una red romboidal (a), y
en una red stub (b). Destacamos los sitios que componen un estado no difractante
de cada red, y los sitios cercanos —1 y +1 necesarios para nuestro analisis. Fuente:
Elaboracién propia.
destructiva entre las ondas evanescentes provenientes de las guias A y B. De este
modo, la luz no puede acoplarse a las guias vecinas (guias —1 y +1 en la figura [4.1)
a medida que se propaga, lo que garantiza su localizacién exacta.

Estos estados localizados son autoestados degenerados del sistema clésico [es decir,
soluciones de la ecuacién discreta (4.2)], con energia o frecuencia nula. Esto nos
sugiere que para encontrar estados cuanticos localizados debemos buscar soluciones

del operador hamiltoniano (4.3) con autovalor cero. Consideremos por ejemplo el

siguiente estado de un fotén

V) = al0)a|1) + B[1)4]0)5, (4.4)

tal que todas las guias fuera de A y B estdn en el estado vacio. La accién del

hamiltoniano sobre este estado produce el estado

(@ + B)(11)-110) 41 +10)1[1)41)10) 4|0) 5 ,
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el cual se anula si « difiere de § s6lo por una fase de m. Vemos que la dindamica de
un fotén una vez mas emula la dindmica de la luz clasica: en correspondencia con
la interferencia destructiva de las ondas cldsicas, una diferencia de fase 7 entre los
términos del estado cancela el salto (hopping) del fotén desde las guias A y B hacia
las guia —1 o la +1, a través de los operadores &ildA + &ildB y &ildA + &ildB.

Las consideraciones anteriores son de utilidad para deducir la forma de los estados

con un numero definido N de fotones. Empezamos con la expresion general

[¥a) = > Coplp)ulN = p)p (4.5)

donde las guias restantes no tienen fotones. El estado [¢y) es un autoestado del
operador de nimero total de fotones, con autovalor N, para cualquier conjunto {C,}

de amplitudes de probabilidad:
N o) = 3 by = (haa+ aban ) low) = N ow) - (4.6)
J

Dado que el estado [1)) 5, consiste en el estado vacio para todas las guias a excepcion
de A y B, la accién del operador hamiltoniano involucra solamente a las guias A,
B, —1 y +1. Esto nos permite separar el hamiltoniano en sus dos contribuciones
efectivas, a saber,

Hyy =aljaq+al,ap +he. (4.7)

las que pueden ser consideradas de forma independiente. El término H.; (fl_l)
describe el salto de un fotén desde las gufas A o B hacia la guia +1 (—1). Ahora
bien, dado que queremos la localizacién del estado [¢y), es necesario que el salto
foténico propiciado por las contribuciones H,, se cancele. Luego, imponemos las

condiciones

Hyyln) =0, (4.8)
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es decir la aniquilacién del estado [iy) por los operadores Hy, y asi por el hamilto-

niano H. La accién de Hyy sobre |tn) produce el estado siguiente:

WE

Hyy [UN) = [Cp\/ﬁllm p—D4IN—p)p

I
o

p

+CoV/N = b1 [P} 4 IN = p = 1)) (4.9)
=S (Cop+ Cor /N = p+ 1) 1), D)4 IN =)

p=1

De (4.9) se sigue la siguiente relacién de recurrencia:

VN=pF1

C,=—-C,_ , 4.10
P p—1 \/]—9 ( )
parap=1,...,N. La soluciéon de esta relacién de recursién esta dada por
N /2
Cp = (—1)p( ) Co (4.11)
p

donde (];[ ) es el coeficiente binomial:

s w12

La expresion (4.11]) para las amplitudes de probabilidad C),, en conjunto con la
condicién de normalizacion Z;V:o |C,|* = 1, nos lleva a la definicién general para un

estado localizado de luz cuéntica en la red romboidal:

o) =5z 2 () DI ah

p=0 p
1 (4.13)
1 N \?2
s X (o) 0
paz0 P 4
p+q=N

(Desde esta expresion en adelante usaremos el superindice r para designar estados

de la red romboidal, y s para estados de la red stub; si omitimos el indice nos referimos



77

a cualquiera de los dos casos.) Dado que hemos deducido la expresién a partir
de las condiciones Hyq = 0, es claro que |Yn)" es autoestado del hamiltoniano con
autovalor cero, por lo cual se propaga a lo largo de las gufas A y B sin difractarse.
En el caso de la red stub, figura (b), los estados clasicos no difractantes estan
dados por luz coherente distribuida con igual intensidad sobre tres guias de ondas,
digamos A, By C, con una diferencia de fase 7 en la guia B con respecto a las demas.
Luego, en analogia con el desarrollo previo para la red romboidal, encontramos la

forma general del autoestado cuantico localizado de N fotones para la red stub:

[n)” = 31\1f/2 Z ( . )2 (=D P ald)plt)o - (4.14)

p,q,t>0 pqt
p+q+t=N

4.3. Estados coherentes

Consideremos ahora estados localizados coherentes, es decir, estados macroscopicos
de luz, que han sido el objeto de estudio en experimentos con luz cldsica. A diferen-
cia de los estados [¢y) tratados en la seccién anterior, un estado coherente no tiene
un numero de fotones fijo, sino que consiste en una distribucién estadistica de ellos
definida por su cantidad promedio. De la propia definicion de un estado coherente,
sabemos que debe ser un autoestado de los operadores de destruccion a, correspon-

dientes a los sitios 0 = A, B (y C) en la red romboidal (en la red stub). Siguiendo el
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procedimiento estandar [56] construimos en primer lugar el estado localizado cohe-

rente |a)" para la red romboidal:

e—lol? Z \/p'_ ’q>B

p,q=0

e 4.15a
= ¢ |2exp( [CLL—CLB])\O) ( )
=la),|—)p

Asimismo, el estado coherente localizado para la red stub se define como
ja)® = ealel? Z f PYala)s 1)
p,q,t=0 p' 1t
(4.15Db)

= ¢ alo exp (o [ L—aB-I—aCD |0)
=la),|—a)pla)e
Notamos que tanto |a)" como |«)” son estados separables. En lo que sigue, queremos
expresar ambos estados en términos de los autoestados no-difractantes |¢y).
Analicemos en primer lugar la posibilidad de tal descomposicion. Vemos que de
acuerdo a las definiciones (4.13)) y (4.14]), cada estado [i)y) es combinacién lineal
de todos los estados de Fock con numero total de fotones N (bipartitos o triparti-
tos segin se trate de la red romboidal o stub). Este conjunto de estados define un

subespacio de Hilbert que llamamos .7’ y. Por ejemplo, para la red stub,
Hn={IP)al)pt)clp+a+t=N}. (4.16)

Por otro lado, designamos como /& % al subespacio de todos los estados de Fock

definidos sobre el sitio j-ésimo, es decir,

,%”;:{|o>j,|1>j,|2>j,...}. (4.17)

Luego, podemos ver que el espacio de Hilbert completo 77, en el cual estd defi-

nido el correspondiente estado |a), puede expresarse como dos productos tensoriales
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diferentes. Continuando el ejemplo de la red stub, lo anterior se traduce en la igualdad

siguiente:
G0 ="\ T @ FCp
= %N:()@c%ﬂ]v:l@%]v:z@"'

(4.18)

Gracias a esta equivalencia, es valido rescribir las sumatorias en las ecuaciones
(4.15) usando el nimero de fotones N como el indice de suma. En efecto, al com-
pararlas con las definiciones de los autoestados localizados (4.13]) y (4.14]), podemos

expresar los estados coherentes |a)" y |a)® como

r —|a|? - d r
o) = e 37 1/ 2 fw) (4.192)
N=0 ’

s _ 3|2 = BY s
|a)® = e2l Z\/WQNWN) . (4.19b)
N=0 y

En conclusidn, los estados separables |a)” y |a)® son combinaciones lineales de los
autoestados no difractantes |1y ), los cuales — como veremos en la seccién siguiente

— son estados entrelazados.

4.4. Entrelazamiento de los estados no difractan-
tes en la red romboidal

El estado localizado de un fotén (N = 1) tiene la forma

1

V2

Esto corresponde a un estado entrelazado en camino (path-entangled field [57]). Este

1) = = (Ha—11)p) - (4.20)

concepto sin duda es polémico, pues parte de la literatura (ej. [58,/59]) considera que
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el fendmeno de entrelazamiento requiere la interaccion de dos o mas particulas. No
obstante, desde el trabajo de van Enk [60], estd demostrado que el entrelazamiento
en camino de un fotén es de la misma naturaleza fisica que el entrelazamiento en un
sistema de igual dimensién que involucra dos particulas. A continuacién apuntaremos

a esclarecer el grado de entrelazamiento de los estados |1y)".

4.4.1. Negatividad y concurrencia

El grado de entrelazamiento de un estado |1x)" puede cuantificarse mediante la

negatividad [61,(62], definida para sistemas bipartitos de qudits p = [11)" (¢1|" como

N=(lp" - 1/(d-1). (4.21)
En esta expresion, d es la dimensién de cada subsistema (en nuestro caso, d =
N +1), y p™ es la transpuesta parcial de la matriz densidad p con respecto al sitio
A. Explicitamente, si expresamos la matriz p en la forma
p=> 010 ald)p (Kla(Cls =D plli) (kI @15) (¢, (4.22)
ijkt ijkt
entonces la transpuesta parcial con respecto al subsistema (sitio) A estd dada por
P = pllay (kDT @ 15) (el = P Ik) (il ® k) (4] - (4.23)
ijkt ikt
La negatividad puede interpretarse considerando su valor en dos casos limite, a
saber: un estado separable, que tiene negatividad nula, y un estado bidimensional
maximamente entrelazado [como el estado [¢1)" en (4.20)] cuya negatividad es igual
a uno. La definicion de la negatividad presentada en estd normalizada (por
el denominador d — 1) de modo que el maximo valor que puede tomar en cualquier

dimensién es uno. En la figura presentamos la negatividad de los estados |¢y)"
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Figura 4.2: (a) Negatividad y (b) concurrencia normalizada de los autoestados foténi-
cos no difractantes en la red romboidal, en funcién de su niimero de fotones. Fuente:
Elaboracién propia.
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en funcién del niimero de fotones N. Nuestros resultados sugieren que para cualquier
numero finito de fotones la negatividad es mayor que cero, pero decrece lentamente
y de forma mondtona (en la seccién siguiente precisaremos esta observacién prelimi-
nar).

Otra medida de entrelazamiento de un estado bipartito p es la concurrencia, dada
por

C=4/2(1—-"Trp?3), (4.24)

donde p4 es la matriz densidad reducida obtenida al trazar la matriz p con respecto

a la base del sitio B, es decir,

pa = Trpp.

Sin pérdida de generalidad, en nuestro andlisis consideramos solamente la ma-
triz densidad reducida del sitio A. Para el estado de un fotén |¢)" el valor de la
concurrencia es igual a uno, al igual que la negatividad, por tratarse de un estado
maximamente entrelazado. La definicion de concurrencia puede extenderse a siste-
mas de mas de dos dimensiones, es decir, a sistemas de qudits. Y al igual que con la

negatividad, podemos normalizar la concurrencia con respecto al valor maximo que

puede tomar en cada dimensién, a saber, 1/2[1 — 1/(N + 1)]. En general, un estado
con concurrencia mayor que cero es entrelazado. En la figura graficamos la concu-
rrencia normalizada de los estados |1x)" en funcién de su correspondiente nimero de
fotones. En un primer acercamiento, observamos que la concurrencia de estos estados
tiene un valor cercano al maximo para todo N. En efecto, a medida que aumentamos
el nimero de fotones, encontramos que la concurrencia normalizada del correspon-
diente estado no difractante es cada vez més cercana a la unidad (para N = 103,

difiere de 1 en menos que 1073).
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4.4.2. Coeficientes de Schmidt y expresiones asintéticas

Como los estados no difractantes de la red romboidal |¢x)" son puros, es posible
discernir si son o no entrelazados a partir de su descomposicién en la forma de
Schmidt. Para un estado puro |¢) de dos qudits de dimensién d, su expresién en la

forma de Schmidt estd dada por

d—1
|¢> = Z k; |Ui>A |wi>B ) (4.25)

donde los coeficientes de Schmidt k; son reales y positivos, ademas de cumplir la

normalizacion
E 2 __

. Un estado separable tiene solamente un estado en su forma de Schmidt por lo que
solo uno de sus coeficientes de Schmidt es no nulo.
De la definicién (4.13)) podemos deducir que el i-ésimo coeficiente del estado |¢y)"

estd dado por
1 N 1/2
kin = oN/2 (2', N Z) 7 (4.26)

donde el indice i = 0,1,... N. En tanto, los estados base |v;) y |w;) se relacionan con

los estados de Fock en los sitios A y B como sigue:
vi) = [8) , wi) = (=1 IN — i) . (4.27)

Entonces, para cada estado |[)x)" hay N + 1 coeficientes de Schmidt no nulos, una
cantidad igual a la dimensién de cada qudit (y a la del sistema compuesto bajo la
restriccion de un nimero fijo de fotones), lo que evidencia su entrelazamiento. Ahora
bien, las medidas de entrelazamiento introducidas en la seccién anterior, pueden

expresarse en funcion de los coeficientes de Schmidt. La negatividad, en primer lugar,
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cumple la identidad
2 1 Yoy
N = 5 S biskss = 7 (Z() ) o
Podemos confirmar entonces que la negatividad es positiva para cualquier niimero
finito de fotones, si bien decae a medida que N grows. En efecto, si evaluamos el
limite N — oo en la ecuacion (4.28)), y usamos el hecho de que para N muy grande
el término central i = N/2 en la sumatoria contribuye mucho méas que los otros,
vemos que la negatividad decae a cero como \/2/_7rN —3/2 _q /N.

Asimismo, la concurrencia puede expresarse como sigue

1/2
C(je)) =2 (Z kiNk?,N>

1<j

_gl/2N [i (7)] | f: (1‘7)2 (4.29)

=0

2N
= ol/2=lV, [92N _ :
N

Para una gran cantidad de fotones, N — 00, la expresion anterior permite aplicar

inmediatamente la formula de Stirling para valores grandes de N, conviene a saber,

2N 1
(N> ~ WQQN’ (4.30)

lo que nos permite comprobar que nuestros estados |¢y) tienden a un valor de
concurrencia maximo, v/2, cuando el nimero de fotones es grande, y son, por tanto,

maximamente entrelazados.
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4.5. Entrelazamiento de los autoestados no difrac-
tantes de la red stub.

Los autoestados localizados de la red stub, [1)y)°, se extienden sobre tres sitios,
por lo que determinar (y cuantificar) su entrelazamiento es dificil. Aunque tanto la
negatividad como la concurrencia pueden definirse para este caso, su evaluacion no
entrega informacién conclusiva, ya que se ha reportado la existencia de estados en-
trelazados en sistemas tripartitos con valor nulo para la concurrencia y negatividad
tripartita [63]. Ademds, recurrir a la descomposicién de Schmidt no es una opcién
simple en este caso, ya que hay multiples modos de extender su definicién para siste-
mas multipartitos [64-67], cada una de las cuales presenta dificultades. Por ejemplo,
si intentamos expresar un estado [¢y)° en la forma general para la descomposicién
introducida por Carteret et. al. |66], encontramos que no es posible hacerlo solamente
a través de transformaciones locales, lo que es un requisito basico en el procedimien-
to de la descomposicién de Schmidt. Asimismo, la forma de Schmidt mas intuitiva
(aunque maés restrictiva) propuesta por Sokoli et. al. no puede aplicarse sobre los es-

tados |¢y)°, ya que no cumplen las condiciones para ser considerados descomponibles

de Schmidt [67).

4.5.1. Descomposicion en base bipartita.

Incluso si las condiciones que definen la descomposicién de Schmidt no pueden
satisfacerse para los estados [1x)°, podemos demostrar que son superposiciones no
separables de méas de un término. Para este propdsito, introducimos los siguientes

estados base definidos sobre los sitios B y C' (la eleccién de estos sitios es arbitraria
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y no quita generalidad al desarrollo):
4 N
i) s = D A 115 1V)c (431)
7%

donde A;];f) es el coeficiente que acompaiia al respectivo estado |p) 4 |¢) 5 |t)o en la
definicién del estado |1n)* [ecuacion (.14)] [f

Luego, el estado [iy) puede ser expresado en la forma

[Yn)° = Z Kin |i>A WN>BC’ ) (4.32)

con los coeficientes K; y definidos segin

" 1/2
1 N Z N
Kin=—=1|. , , 4.33
N3Ny (z,N — z) p.a;t=>0 (p,q,t) (4:33)
p+g+t=N—1

para i = 0,1,..., N. Queremos remarcar que, en general, no es posible obtener

una descomposiciéon de Schmidt tripartita en la forma de la ecuacién [68].
En efecto, la definicién de los estados |i’y) 5, nos muestra que para su construccion
necesitamos operar sobre los estados de Fock en los sitios B y C' conjuntamente. Es
decir, la descomposicién propuesta necesita una operacién no local, a diferencia de
la descomposicion de Schmidt. No obstante, el hecho de que los coeficientes dados
por son no nulos para ¢ = 0,1,..., N, implica que al descomponer cualquier
estado |[¢n)® en la forma (4.32)) se tendrén N + 1 términos no factorizables, lo que

manifiesta el entrelazamiento de los autoestados no difractantes en la red stub.

4.5.2. Entrelazamiento de las matrices reducidas

A fin de profundizar la descripcién del entrelazamiento en la red stub, estudiaremos

los estados bipartitos obtenidos al eliminar (trazar) una de las partes, es decir, una

'Nétese que los estados |i%y) 5 satisfacen la relacién de recurrencia |ily) o = |(z - 1)3V—1>BC'
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Figura 4.3: Criterio de Peres-Horodecki aplicado a los estados reducidos obtenidos al
trazar un sitio de los autoestados |¢y)°. Graficamos el minimo autovalor de la matriz
densidad reducida transpuesta parcialmente. El hecho de que (al menos) un autovalor
de esta matriz sea negativo implica el entrelazamiento del estado correspondiente.
Fuente: Elaboracion propia.

de las guias que componen el estado completo [¢y). Consideremos como ilustracién

el estado de un foton
s 1
|th1)" = %(H)A — g+ 1))
La matriz densidad que describe este estado es la siguiente
|100)  |010)  |001)
1 1 -1 1\ (00|
P = g( -1 1 —1) (10| - (4.34)

1 -1 1/ (oo1

Consideremos también el estado que se obtiene al trazar la matriz con respecto

a la primera guia del sistema, es decir, al suprimir el sitio A en el estado total
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(fisicamente, esto puede darse por una medicién en la guia A):

Tra(p7) = (0], p710) 4 + (1] 4 07 [1) 4
|00) |10) |01) |11)

1 0 0 0\ (oo

:1 0 1 -1 01 (o (4.35)
31 0 -1 1 0| (o1
0 0 0 0/ @y

Llamamos M; a transpuesta parcial de esta matriz, definida anteriormente, ec.

(4.23), que en este caso es igual a

1 0 0 —1\ (oo
s If 0o 1 0 o0
Mi={Tea@* =3l 0 5 1 ofen (4.36)
—1 0 0 0/ (1

Ahora bien, de acuerdo al criterio de Peres-Horodecki (P-H) [68] si esta matriz
tiene al menos un autovalor negativo, el estado definido por la matriz reducida |ty )*
es entrelazado. En efecto, vemos que en nuestro ejemplo, uno de los autovalores de
M es negativo, (1 — \/5) /6, mientras que los restantes son positivos. Se cumple
luego el criterio de P-H, confirmando el entrelazamiento del estado reducido pj. Este
criterio es valido también para dimensiones mayores, por lo cual, continuando el
proceso anterior para N > 1, podemos obtener el entrelazamiento de los estados
reducidos para cada ntimero de fotones. La razén de que elijamos este método para
determinar el entrelazamiento, en vez de seguir el camino usado en el andlisis de la
red romboidal, es que carecemos de una expresioén general para la descomposicion
de Schmidt del estado reducido, por lo que en algiin punto debemos abordar el caso
general numéricamente.

Y dentro del andlisis numérico hay una razon de eficiencia en esta eleccion sobre

la negatividad y la concurrencia, ya que nos permite encontrar solamente la menor
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raiz de la matriz My, usando un algoritmo mucho mas rapido que la diagonalizacion
completa. Notemos que la matriz densidad reducida es de orden mayor que la del
estado completo, ya que incluye todos los posibles estados de Fock en las dos guias
preservadas, no solamente los que tienen un nimero total de fotones N. En efecto,
para cualquier valor de N, la matriz densidad total p}; sera de tamano
3+ N -1 3+ N -1
()0

lo que para un nimero muy grande de fotones se aproxima a (N?/2) x (N?/2), mien-
tras que la matriz densidad reducida es de tamafio (N + 1)? x (N + 1), es decir,
tiene aproximadamente cuatro veces mas elementos que aquella, si bien la mayoria
de esos elementos son nulos. Este ultimo dato es relevante a la hora de implementar
la solucién, ya que permite almacenar las matrices de forma mas eﬁcienteﬂ Pero por
otra parte, para programar la transposicion parcial de matrices se requiere un orde-
namiento en la base de autoestados, por lo que el tiempo de cémputo se incrementa
enormemente.

En nuestros resultados, encontramos que cualquiera sea la guia a suprimir, el au-
tovalor minimo obtenido es el mismo. Esto es razonable, ya que la tinica distincién
formal entre los sitios estd dada por la diferencia de fase 7, lo que no deberia afec-
tar el entrelazamiento en camino de los estados [¢y). En la figura mostramos
el minimo autovalor de la matriz reducida obtenida para cada nimero de fotones
N. Podemos ver que hay un autovalor menor que cero para todos los valores de N
estudiados, que al ser independiente de la eleccion de las guias nos indica que el
entrelazamiento del estado esta distribuido igualmente en los pares de caminos. Pero
mas aun, el analisis anterior nos permite precisar la naturaleza del entrelazamiento

de los estados |1x)°: si los estados reducidos fueran separables nos hallarfamos ante

2Por ejemplo en Mathematica se las puede definir como arreglos dispersos (SparseArray).
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una variedad de los estados GHZ (por Greenberger, Horne y Zeilinger [69]) una clase
de estados tripartitos con propiedades muy alejadas de la fenomenologia clasica, una
de cuyas caracteristicas es la pérdida de entrelazamiento cuando se realizan medicio-
nes sobre una de las partes; en cambio, como en nuestro caso los estados reducidos
son entrelazados, podemos entender a los estados [1y)° como una generalizacién de
los estados W definidos para qubits [70] (el estado [1;)” tiene la forma de un estado
W), cuyo entrelazamiento persiste incluso tras la remocién de una de las partes, lo
cual los distingue como una rama independiente de los estados GHZ, dentro de los
estados entrelazados tripartitos. En otras palabras, el entrelazamiento de nuestros
estados es de a pares (pairwise), en oposicién al entrelazamiento en tres direcciones
(three-way), propio de los estados GHZ [71].

Los resultados previos entregan evidencia conclusiva del entrelazamiento de los es-
tados no difractantes |1y ). Ahora bien, como vimos en la seccién anterior, ecs. ,
la representacion cudntica de los estados clésicos (coherentes) |«) es combinacién li-
neal de los estados |¢y). En consecuencia, los estados macroscépicos separables son

una superposicion estadistica de infinitos estados entrelazados.

4.6. Implementaciéon experimental de los autoes-
tados no difractantes.

Desde un punto de vista formal, los autoestados no difractantes |¢x) pueden ser
generados por operaciones unitarias sobre un estado de Fock de N fotones |N). No
obstante, en la practica es dificil realizar esas operaciones con instrumentos épticos
convencionales, dado que requiere controlar las fases de varios estados multifotonicos
(los distintos términos que componen el estado) distribuidos sobre diferentes caminos

opticos. Afortunadamente, es posible aprovechar los principios que rigen el acopla-
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miento en arreglos de guias de ondas para preparar los estados con cualquier nimero
de fotones, como mostramos a continuacién.

En la figura presentamos dos configuraciones factibles para guias de ondas,
que puden ser realizadas mediante el método de escritura con laser fs (descrito en la
Introduccién y en la referencia [17]), y que permiten la preparacién de los estados
localizados |[¢n)" v [¥n)® en sitios especificos de las redes respectivas. En ambos
casos, un estado de Fock |N) es acoplado a una guia input en el punto 1y se propaga
hasta el punto 2.

Desde el punto 2, los fotones pueden saltar desde la guia input a guias adyacentes
mediante el acoplamiento evanescente de los modos del campo. La propagacion del
estado en esta seccién es descrita por un hamiltoniano de la misma forma que H en
. Si las guias estan equiespaciadas, después de cierta distancia (punto 3), la pro-
babilidad de encontrar fotones en la guia input es nula. En experimentos con arreglos
de guias de ondas, el valor de las constantes de acoplamiento es aproximadamente

I cuando las gufas estdn separadas por 8 mum [72], lo que implica que la

0.5mm™
longitud entre las etapas 2 y 3 debe ser ~ 5mm, y puede ser variada en un amplio
rango cambiando la separacion entre las guiaﬂ

Los autoestados [1y) que queremos construir requieren una diferencia de fase 7
en los términos con una cantidad impar de fotones en la guia B. Para conseguir
esta diferencia, introducimos una modificacion en el indice de refraccién de la guia
correspondiente a lo largo de la seccién entre los puntos 3 y 4 [marcada con rojo en
la figura , a la vez que suprimimos la guia input para prevenir el acoplamiento.

Esta diferencia en el indice de refraccion puede conseguirse ya cambiando la velocidad

de escritura del laser en el proceso de fabricacién, ya aplicando un campo eléctrico

3Esto debido al decaimiento exponencial de la constante de acoplamiento con la separacién entre
gufas, como se muestra en el capitulo siguiente, figura
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externo . A su vez, este incremento produce un incremento Af en la constante de
propagacion de la gufa escogida B (un efecto que ya se ha utilizado en experimentos
que requieren un cambio de fase controlado [73]). Luego, el hamiltoniano en esta
seccion es

Hsy = ABabag (4.37)

De este modo, todas las componentes de un estado expresado en la base de Fock
adquieren una fase que depende solamente en el nimero de fotones en la guia B.
Luego, para la preparacién del estado solamente requerimos encontrar la longitud
de la seccion entre los puntos 3 y 4 que acumula una fase m a cada estado con un
nimero impar de fotones en la guia B. Esto garantiza que todos los términos con un
numero impar de fotones en esta guia adquiriran la misma fase, lo que cubre todos los
casos posibles, como podemos ver en la definicién general para las dos redes, (4.13) y
(4.14). La distancia requerida para obtener el cambio de fase deseado es ~ 1 cm [73].
Finalmente, en el punto 4, el estado esta preparado y es acoplado como condicion
inicial en el arreglo correspondiente. Es importante destacar que si bien la posicion
de entrada del estado queda fija en el proceso de fabricacién, es posible incluir varios
puertos en un mismo arreglo, lo que permite la construccion de perfiles compuestos
por miiltiples estados |¢y).

La configuracién propuesta permite la preparacion de autoestados no difractantes
con cualquier nimero de fotones, definido en la entrada por el estado |N) acoplado
a la guia input. La principal ventaja de este método es que no requiere instrumentos
opticos externos al vidrio que contiene los arreglos. La excitacion de los autoesta-
dos de la banda plana no sélo permite mantener la localizacion espacial de la luz
propagada, sino también, como hemos visto en este capitulo, la propagacion de su

entrelazamiento.
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Figura 4.4: Diseno para la preparacién de los autoestados localizados [¢y) en la
red romboidal (a) y en la red stub (b). En ambos casos, un estado de Fock |N)
acoplado a una guia de entrada (input) en el punto 1, es convertido en un autoestado
localizado para luego ser introducido como condicién inicial en una posicién especifica
del arreglo en (punto 4) Fuente: Elaboracién propia.
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El estudio de modos linealmente polarizados (LP) del campo eléctrico en una guia
de ondas ha sido descrito con gran éxito por el enfoque weakly guiding [28.[74] (sec-
ci6n ). La ventaja descriptiva de este enfoque tiene como contraparte la pérdida de
informacion relativa al efecto de la polarizaciéon de la luz transportada por la guia.
Aunque puede parecer que los modos son afectados por la polarizacion de forma
muy leve, es sabido que incluso una pequena variacion de su perfil tranversal tiene
un efecto importante en la constante de acoplamiento entre guias cercanas, el que ha
sido observado en experimentos recientes |75,/76] con guias cuya seccién tranversal
tiene un grado de excentricidad o elipticidad.

En este capitulo presentamos un nuevo acercamiento teorico para modelar la depen-
dencia de los perfiles modales del campo eléctrico en guias de ondas, que aplicamos
en conjunto con métodos numéricos para describir guias elipticas. A través de un ex-
perimento con un arreglo unidimensional de guias elipticas equiespaciadas, podemos
estimar el contraste del indice de refraccion entre el niicleo de las guias y el material
envolvente. Ademds, aplicamos nuestro modelo a la descripcién de arreglos de guias
de onda desordenados — en que la separacién entre guias adyacentes varia a través
del arreglo — que también estudiamos experimentalmente. Finalmente, presentamos

algunas extensiones y aplicaciones de nuestro trabajo.

5.1. Dependencia del perfil tranversal espacial de
los modos del campo eléctrico con respecto a
la polarizacion

Como estudiamos en la seccién [2.1.2) en la aproximacion mas simple provista por el

acercamiento weakly guiding, los modos linealmente polarizados satisfacen la ecuacién
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escalar
{Vi+ [F°n*(z,y) — B%] } e(z,y) =0, (5.1)

donde e(z,y) es un campo escalar correspondiente a un modo del campo eléctrico
polarizado linealmente, con su correspondiente constante de propagacion 3, V; es
el operador laplaciano tranversal (es decir, involucra solamente las coordenadas x
ey),y k = 2r/X es el nimero de onda. El perfil del indice de refraccién varia
tranversalmente como n(z,y) y es invariante a lo largo de la direccién de propagacién
z. Consideramos que se trata de una guia step-indez, es decir, con un valor uniforme
Neaa €N la region envolvente o cladding y otro n..,. en el nicleo, de modo que
la discontinuidad entre estas regiones define una interfaz nicleo-envolvente, la que
debe ser tenida en cuenta al aplicar las condiciones de borde.

La ecuacién es una ecuaciéon diferencial parcial, que podemos representar en
distintos sistemas coordenadas. Como estamos interesados en una guia con seccién
tranversal eliptica, una eleccion natural son las coordenadas elipticas. No obstante,
incluso en este sistema de coordenadas, la solucion analitica presenta dificultades
para una descripcion realista de los modos, al menos con la precision que buscamos.
Por esta razon, usaremos una solucion numérica, a saber, el método de elementos
finitos. En los apéndices explicamos los pasos de la solucion analitica y el método
de elementos finitos, respectivamente. Mediante la implementacién de éste, resolve-
mos la ecuacion ([5.1)) para obtener una aproximacion al modo fundamental de orden
cero con respecto al parametro A, presentado en la seccién [2.1.2] proporcional a la
diferencia relativa entre las constantes dieléctricas del ntcleo y de la envolvente. La
solucion de orden cero, que designamos como ¢, es independiente de la direccion de

polarizacion, pues las condiciones de borde que satisface son tnicamente la continui-
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dad y diferenciabilidad en la interfaz entre el nicleo y la envolvente. Luego, é puede
corresponder a un campo con polarizacion horizontal H o vertical V', indistintamente.

Hasta aqui nos hemos apegado a los lineamientos fundamentales del método weakly
guiding, de forma similar a su exposiciéon por Snyder y Love en su libro de 1983 [27].
Ahora bien, para introducir una dependencia del modo fundamental con respecto a la
polarizacién asumiremos que (al menos hasta orden A) se trata de un modo tranversal
eléctrico, esto es, el campo eléctrico tiene solamente una componente tranversal,
cuyo término principal, €, induce una componente del campo magnético longitudinal.
En efecto, la ecuacién de Maxwell-Faraday y la dependencia espacial de los
campos,

E=ee”x, H=(h+h,z)e’, (5.2)

nos permiten deducir la existencia de la componente h, del campo magnético asociada
al campo eléctrico polarizado en la direccién z (escogemos esta direccion sin pérdida

de generalidad), a saber:

. e 1, . 601861,
h,=—i,|—+2-V ~ g, —— : 5.3
i Mokz ¢ X € i ok Oy (5.3)

Ahora bien, el nimero de onda k puede expresarse en funcion de los parametros

y A introducidos anteriormente:

gl

PNcore’V 2A ’

lo que evidencia el orden en A de la componente h,:

he ~ iAV2, 260 Peore DCx _ n1j2py2) (5.4)
po Vo 0y :

Nuestra definicién de h{"? coincide con la presentada en la referencia [27], donde

k:

términos de orden superior para h, y los dem&ds campos son obtenidos a través
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de las ecuaciones diferenciales correspondientes. Aqui proponemos una correccion
alternativa, obtenida al utilizar nuevamente las ecuaciones de Maxwell para expresar
el término de orden A en la expansién del campo eléctrico tranversal, originado a

partir de la componente h,:

i o
Aegl) = —m gz X Vthz . (55)

Antes de mostrar que el miembro derecho en esta expresién es efectivamente de
orden A, es conveniente mostrar cémo los términos en nuestra aproximacion se rela-

cionan con los de la ecuacién de Maxwell-Faraday (2.4a):
po 1 .
e = — EWZ X [ﬁht S thhz]

LB x Wk,

kn2\ €

~ g — AL B0, g a2
kn?\ e

e =€ + Aegl) )

€

12

Entonces introduciendo la expresién ((5.4)) para h, en la definicién (5.5)) para Aegl),
reconocemos un factor k? en el denominador, el que da origen a una potencia de
primer orden en A. Para el campo polarizado en la direccion z, la forma explicita

del término Aegl) es

v .
Aeg) = _W % [Z X Vthz}m
1%,
— k2n2 Oy?
2p 0%,
=A . 5.6
Vi i, O (5:68)

La correccién para el campo polarizado en la direccion y, en tanto, puede ser
obtenida de forma andloga:

o) 2p 8Qéy .
Y Vn2/n?. ., 0x?

core

(5.6b)
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Para clarificar el contexto en que se enmarca nuestra correccion, presentamos en la
figura [5.1| un esquema con los elementos de la teoria general que describe los campos

electromagnéticos en guias de ondas.

5.2. Efectos de polarizacién en el acoplamiento
evanescente

Las derivadas en las correcciones tienen un efecto diferente para cada polari-
zacion, lo que implica una diferencia en las expansiones de los campos ey y ey . Los
perfiles tranversales de los campos para estos modos LP se muestra en la figura (5.2}
donde consideramos z (y) como la direccién de polarizacién horizontal H (vertical
V). En la figura, hemos escogido los valores de los parametros en concordancia con
la realizacion experimental que presentamos méas abajo. Puede verse que el modo de
cada polarizacion tiene un perfil caracteristico.

Nos interesa estudiar la propagacion de la luz en arreglos de guias de onda elipticas.
Situamos nuestro anélisis en el marco de la teoria de modos acoplados (explicado en
la seccion [2.2)), segtn el cual el campo en cada gufa estd dado por u,(z) - e(z — 25, y)
— donde z,, corresponde a la posicién central de la n-ésima guia — y la luz entre

sitios vecinas se acopla a una razén o tasa dada por la constante de acoplamiento [27]:

k[ dedy [n(z,y) — neore] ez, y)e(z — 5, y)
2ncore f dxdy 6(1‘, y)2 ’

donde e es el campo eléctrico tranversal correspondiente a un modo (ya ey, ya ey ),

C:

(5.7)

n(z,y) representa el perfil tranversal del indice de refraccion, y s designa la separacién
entre guias vecinas. A partir de esta definicién y utilizando los perfiles de los modos
LP obtenidos anteriormente, podemos calcular las constantes de acoplamiento Cy

and Cy para cada direccion de polarizacion lineal. En la figura graficamos el
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polarizacién longitudinal

Figura 5.1: Teoria general del campo eléctrico en las guias de onda. El marco azul
destaca la contribuciéon del presente trabajo. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.2: Contornos de los perfiles de amplitud del campo eléctrico (correspondien-
tes a su decaimiento e~2) para los modos con polarizacién horizontal (linea azul) y
vertical (linea naranja). La linea punteada negra representa el contorno de la solucién
de orden cero € de la ecuaciéon escalar. El area gris indica la seccién tranversal del
nicleo de la guia de ondas. Fuente: Elaboraciéon propia.
valor de las constantes en funcion de la separacion entre guias vecinas. En esta figura
podemos observar la considerable diferencia entre las constantes de acoplamiento
correspondientes a los modos H y V', que disminuye al aumentar la separacion.
Extendiendo el modelo a un arreglo de guias de ondas, obtenemos el conjunto

de ecuaciones que describen la dindmica de las amplitudes u,(z) a lo largo de la

direccién de propagacién z (variable dindmica)
_i_ua(z) = Og,n+1un+1(z) + Og,n—lun—l(z) ) (58)

donde 0 = H,V define la polarizacion lineal, y 7, es la respectiva constante de

acoplamiento entre los sitios n and n/'.
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Figura 5.3: Constantes de acoplamiento entre dos guias vecinas que transportan luz
con polarizacién H (linea azul) y V (linea naranja), en funcién de la separacién entre
ellas. Los graficos insertos muestran la amplitud del campo eléctrico correspondiente
a cada modo. Fuente: Elaboracion propia.

5.3. Resultados

5.3.1. Arreglo ordenado

En primer lugar, estudiaremos la propagacion de luz en un arreglo ordenado de
guias de onda elipticas, esto es, en que la separacion entre las guias adyacentes es
la misma a través de todo el arreglo. Para nuestro experimento, usamos un arreglo
fabricado en silicio fundido (fused silica) mediante la técnica de escritura por ldser
pulsado. El arreglo consta de 71 guias separadas por 23 um, y una longitud de

propagacién de 10 cm. Las guias tienen un perfil de indice de refraccion eliptico,
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con ejes de 12 ym y 4 mum, respectivamente. El acoplamiento de luz en el arreglo
se consigue enfocando un haz laser con longitud de onda de 637 nm en una sola
guia de onda, por lo que inicialmente se tiene una excitacion single-site. En la salida
del vidrio que contiene las guias, registramos el perfil de intensidad final o output
mediante una cdmara CCD. El montaje experimental se muestra en la figura [5.4]

Las distribuciones de intensidad obtenidas para ambas polarizaciones H y V' co-
rresponden a los perfiles esperados caractaristicos de la difraccion discreta, como
mostramos en la figura (a). Si la guia de entrada corresponde al sitio n = 0, la
amplitud del campo en cada guia, después de propagarse una distancia z, estd dada
por

ul(z) x i"J,(2C%%) ,

donde J, es la funcién de Bessel de n-ésimo orden. Este resultado es obtenido al
resolver la ecuacion con un solo sitio excitado como condicién inicial.

Luego, nuestro experimento nos permite medir el perfil de salida a la distancia
2y = 10 cm, y, comparando con el perfil tedrico, determinar C. Para realizar esta
comparacion, requerimos que la soluciéon analitica corresponda a una distribucion
continua, por lo cual asociamos un perfil gaussiano del campo en cada guia, cu-
yo ancho entrega aproximadamente la misma potencia que los modos reales (esta
aproximacion es plausible, ya que los perfiles del modo fundamental obtenidos en la
seccién anterior exhiben un decaimiento exponencial, que implica una distribucion
de potencia semajante al de una funcién gaussiana). Asi obtenemos una expresién
continua para el campo tranversal U%(z, zy), la cual, como puede verse en la figura
(a), permite una buena correspondencia con los resultados experimentales.

Optimizando el ajuste, obtenemos una constante de acoplamiento igual a (0.223 +

0.001) em™! para luz con polarizacién H, y (0.112 4 0.001) cm™! para polarizacién
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Figura 5.4: Montaje experimental (a) Un laser de 637 nm con polarizacién definida
es enfocado en uno de los arreglos de guias de ondas contenido en una muestra
de silicio fundido. El perfil final a la salida del vidrio es amplificado con un lente
objetivo de 10x para ser proyectado posteriormente en una camara CCD. (b) Imagen
de microscopio de la cara frontal de dos arreglos de guias de ondas, uno ordenado
(arriba) y otro desordenado (abajo). Fuente: Elaboracién propia.

V. Los errores en estos valores se obtuvieron minimizando la norma-2 cuadrada de
los residuos, implementada en Matlab. Asi, encontramos un cuociente cercano a 2
entre las constantes de acoplamiento obtenidas con luz horizontal y vertical, lo que
se manifiesta en el ensanchamiento de los perfiles de intensidad correspondientes.
Una vez conocidas las constantes de acoplamiento, podemos estimar el contraste de
indice de refraccién An entre la envolvente y el nicleo que permite reproducirlas

[a través de la expresién (5.7)]. Es decir, An es el pardametro de ajuste en nuestro

modelo, que en nuestro caso resulta ser igual a
An =9.37x 107, (5.9)

un valor que se encuentra dentro del rango de valores anteriormente reportados en

la literatura. Con este valor, obtenemos concordancia entre las constantes tedricas
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Figura 5.5: (a) Perfiles finales obtenidos para un arreglo ordenado. Las regiones colo-
readas corresponden a los datos experimentales, mientras que las lineas negras son los
resultados tedricos correspondientes a la ecuacién ((5.8). (b) Volumen de localizacién
final promediado, en funcién del grado de desorden: las lineas continuas correspon-
den a la teoria y los cuadrados a los datos experimentales. Las lineas discontinuas
y las barras muestran la desviacion estandar de los resultados tedricos y los experi-
mentales, respectivamente. En todos los gréficos el color azul (naranja) corresponde
a polarizacion H (V). Fuente: Elaboracién propia.
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y experimentales (ver los puntos en las curvas de la figura correspondientes a la
separacién 23 um). Como indicamos anteriormente, nuestros resultados tedricos han
sido obtenidos bajo el supuesto de que las guias son step-index. Las guias de ondas
reales tienen un perfil continuo — aunque abrupto, por lo que nuestro valor An es
una buena aproximacion para el contraste entre el valor central del nicleo y el de la

envolvente.

5.3.2. Arreglos desordenados

Ahora consideramos el caso en que la constante de acoplamiento depende tanto
de la polarizacién o como del par de sitios acoplados, n y n’. Si la separacién entre
los sitios vecinos (y asimismo el valor de la constante de acoplamiento) varia aleato-
riamente a través del arreglo, éste constituye un sistema desordenado. Experimen-
talmente, esto se consigue durante el proceso de fabricacién, variando la separaciéon
en un rango s + ¢, donde s es la separacion media, y llamamos desorden de espacia-
miento al parametro e. Estudiamos el efecto del desorden en la propagacion de una
excitacion que inicialmente es single-site y tiene la forma uJ(0) = d,,,,, donde ng
define la posicion input. En primer lugar, resolvemos numéricamente el conjunto de
ecuaciones hasta una distancia final z; = 10 cm. Para cada grado de desorden,
promediamos los perfiles resultantes usando 1000 realizaciones diferentes, esto es,
1000 distribuciones de separaciones diferentes.

El pardmetro que utilizamos para caracterizar la extension de los perfiles finales es

el volumen de localizaciondefinido como

Ve=+vV12mg + 1, (5.10)
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donde my es el sequndo momento del perfil, dado por

o @ = 2PV @2 e
R

(5.11)

con T = [ x|U(x)|?dz. El pardmetro V, cuantifica la distancia entre las colas expo-
nenciales del perfil, y puede ser calculado directamente a partir de los datos numéri-
cos y experimentales. El resultado tedrico, representado por lineas continuas en la
figura (b), muestra un decaimiento del volumen de localizacién al incrementar
el grado de desorden, para ambas polarizaciones. Independientemente, estos resulta-
dos concuerdan con el comportamiento conocido para redes desordenadas, a saber,
una atenuacién de la difusion al incrementar la variacién de las separaciones entre
guias, manifestacién de la localizacion de Anderson, que domina la dinamica cuando
el grado de desorden es alto [23]|77,/78] . En consecuencia, la diferenciacién de ambas
polarizaciones lineales es mas notable en la cadena ordenada, debido a la tasa de
dispersion de los 16bulos en el perfil de difraccién discreta.

Como senalamos anteriormente, el desorden es introducido en las realizaciones
experimentales mediante la variacién del espaciamiento entre guias de ondas vecinas.
utilizamos un conjunto de nueve tipos de arreglos, en que el espaciamiento varia en el
rango 23+e pum, con € = (0.25,0.5,0.75,1,1.5,2, 3,4, 6) um [por ejemplo, ver la figura
5.4(b)]. Esto nos permite estudiar el efecto de desorden débil, intermedio y fuerte,
los que son claramente distinguibles en el contexto de la dptica no lineal [79,80].
Siguiendo el método estdndar (cfr. [23]), usamos 40 guias distintas de cada arreglo
como entrada, con el fin de realizar un analisis estadistico conclusivo. Los simbolos
en la figura (b) muestran el volumen de localizacién promedio correspondientes
a los perfiles de salida experimentales. Observamos coémo la diferencia en el volumen

de localizacién de los pulsos H y V' disminuye al incrementar el grado de desorden,
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Figura 5.6: Promedio de la potencia final medida a la salida de los arreglos, para luz
con polarizacién H (linea azul) y V' (linea naranja). (a) Caso ordenado. (b) Desorden
de espaciamiento € = 0.75 pm. (c¢) € = 3 pum. Nétese el decaimiento exponencial a
ambos lados de los perfiles. (d) ¢ = 6 um. En estos casos, el decaimiento es mas
marcado y similar para ambas polarizaciones. Fuente: Elaboracién propia.

€T

poniendo de manifiesto la localizacion de Anderson. Este fenémeno se manifiesta
claramente en el decaimiento exponencial de los perfiles de intensidad finales, que
podemos apreciar en la figura[5.6] Los diagramas de V, vs. grado de desorden indican
que nuestra descripcion analitica es correcta, pues se tiene una clara correspondencia
entre los resultados tedricos y experimentales. Cuantificamos la calidad del ajuste
mediante el cuadrado de la distancia euclidiana normalizada que resulta ser 0.006
and 0.009 para las curvas H y V respectivamente (una distancia nula corresponde a

un ajuste perfecto, mientras que el valor 1 implica que no existe correlacion).
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Figura 5.7: Volumen de localizacion en funcién del dngulo de polarizacién para un
grado de desorden € = 2 um. La linea negra continua describe los resultados experi-
mentales promediados. La linea discontinua y los insertos muestran datos experimen-
tales correspondientes a una realizacion particular. La linea gruesa en rojo muestra
los resultados tedricos promediados sobre 1000 realizaciones. Fuente: Elaboracion
propia.

5.4. Aplicaciones

A continuacién presentamos dos posibles aplicaciones de los resultados obtenidos
anteriormente. La primera es una consecuencia directa de las diferencias observadas
en el volumen de localizacién para las polarizaciones H y V| que puede aplicarse a
cualquier implementacion experimental que requiera control del regimen de propa-
gacion sobre la marcha. La segunda, en tanto, consiste en la implementacién de un

polarizing beam splitter mediante un arreglo de dos guias solamente, el que puede ser
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de utilidad en muchos circuitos foténicos integrados, para protocolos de comunicacion

tanto clasica como cuéntica.

5.4.1. Control del volumen de localizacion

En la seccién anterior observamos una clara diferencia en la propagacién de pul-
sos con polarizacién horizontal y vertical. Esto sugiere la posibilidad de controlar
el volumen de localizacion a la salida del arreglo mediante el ajuste del vector de
polarizacion del haz incidente. A fin de caracterizar este efecto, iluminamos una
guia en diferentes muestras (es decir, con distintos grados de desorden y en distintas
posiciones para cada arreglo), y variamos el angulo de polarizacién desde 0°(H) a
90°(V'). Al promediar, observamos una transiciéon suave del volumen de localizacién
para desorden débil e intermedio. Un ejemplo ilustrativo se presenta en la figura[5.7]
Vemos ahi que con polarizacién horizontal (0°), el perfil final se compone de excita-
ciones en tres sitios separados, donde el central corresponde a la guia de entrada y
los dos laterales estan situados a 3 sitios de aquél (ver inserto superior en la figura
. A medida que la polarizacion rota, la amplitud de las excitaciones laterales se
atenta suavemente, y la luz comienza a mantenerse enfocada mas cerca del centro.
Por ejemplo, para 6§ = 45°, observamos una distribuciéon mas uniforme debido a la
excitacién de dos sitios préximos a la guia central (ver inserto en el medio de la figura
. Este perfil corresponde a una combinacion lineal de estados con polarizacion
H y V. Finalmente, para polarizacion V (0 = 90°), el estado se compone de tres
guias contiguas excitadas con aproximadamente la misma amplitud, donde la guia
central sigue correspondiendo a la gufa de entrada (inserto en el fondo de la figura

5.7)). Asi, en este caso particular fue posible variar el volumen de localizacién hasta
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aproximadamante la mitad del que se tenia con la distribucién inicial polarizada

horizontalmente.

5.4.2. Diseno de un polarizing beam splitter

Ahora aplicamos nuestro modelo a un sistema compuesto tinicamente por dos guias
de ondas cercanas, esto es, un dimero o acoplador direccional. En este caso, cuando
se introduce luz en una guia, la potencia se transfiere periédicamente de una guia a
la otra, a una tasa dada por la correspondiente constante de acoplamiento. Es decir,
la transmitancia depende directamente de la constante de acoplamiento. De este
modo, si contamos con un valor apropiado de las constantes C y C'V', es posible que
después de cierta longitud de propagacién, la luz con una de las dos polarizaciones
se concentre solamente en una guia de ondas; y la luz con polarizaciéon opuesta, en
la otra. Esta idea se ha usado anteriormente para construir polarizing beam splitters
(PBS) . Ahora queremos mostrar que con el analisis de la seccion , es posible

encontrar una configuracion geométrica adecuada para fabricar un PBS con alta tasa

/ 7 pum /
f——

3.40 pm

5.13 um

Figura 5.8: Configuracién de dos guias de ondas para producir un PBS compacto,
balanceado y determinista. Mostramos en graficos de densidad los respectivos perfiles
tranversales del campo eléctrico con polarizacion H y V. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.9: Transmitancia de luz con polarizacion H (linea azul gruesa) y V' (linea
naranja delgada) a lo largo del sistema de guias propuesto como PBS. Fuente: Ela-
boracion propia.

de separacién y una longitud de interaccién (en que puede producirse acoplamiento
evanescente) del orden de milimetros.

Para disenar un PBS estudiamos la transmitancia 7, de una guia a la otra. Esta

es funcion de la constante de acoplamiento C, y de la longitud de interaccion L:
T, = sin*(C, L), (5.12)

donde ¢ = H,V. (Para describir algunos sistemas en que las guias, inicialmente
distantes, son acercadas adiabaticamente mediante una seccién curva, debe anadirse
un término en el argumento de la funcién seno en la expresién anterior.) Con el fin
de obtener separacion completa de las componentes H y V' del haz propagado, debe

cumplirse la condicién siguiente:
— = — (5.13)

donde m es impar y n es entero. Luego, la longitud de interaccién correspondiente es
dada por Lgpi = mn/Cp, y nuestro proposito es buscar valores de las constantes que

la minimicen. En un caso real, el cuociente Cy/Cy difiere de la expresién racional
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en la ecuaciéon por un término de error §. De la ecuacién , podemos
ver que hasta primer orden, el término de error se propagara linealmente al evaluar
la transmitancia. Entonces, obtenemos la configuraciéon 6ptima fijando el error en
un valor méximo § = 5 x 10~ y variando la separacién y elipticidad de las gufas
que componen el dimero. Encontramos que si utilizamos guias con seccion tranversal
de semiejes 1.70 pm y 2.56 um separadas tranversalmente por 7 pum (ver figura
5.8), obtenemos constantes de acoplamiento Cy = 1.8609 mm~' y C} = 1.6754
mm ', lo que permite separar los haces con polarizacién H y V usando una longitud
de interaccion de sélo 8.4 mm. Esto es consistente con los resultados reportados

anteriormente en las referencias [75],81].

5.4.3. Consideraciones adicionales

La idea de fabricar un PBS haciendo uso de las diferencia en las constantes de aco-
plamiento para luz con polarizacion ha sido propuesta anteriormente por Crespi et.
al. en su trabajo de 2011 [75], aunque con diferencias importantes en su planteamien-
to. En primer lugar, su propuesta considera una concatenacion de tres acopladores
direccionales con una longitud de interaccion entre 5.6 y 8.2 mm, cada uno de los
cuales actia como un divisor de haz parcial (partial beam splitter). En conjunto,
el montaje actiia como un PBS para estados fotonicos, aunque a costa de volverse
probabilistico. Es decir, los fotones pueden emerger por uno de cuatro puertos de
salida. Ademads, dado que se requieren secciones curvas para acercar las guias a las
distintas regiones de interaccion, la longitud total del montaje se incrementa, lo que
no es deseable para su integracién en circuitos fotonicos. Ahora bien, a partir de la
informacion disponible en su articulo, deducimos que las constantes de acoplamiento

en su sistema son Cy = 1.17 ecm™! y Oy = 1.06 cm™ !, de modo que un polarizing
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beam splitter determinista como el que propusimos en la seccion anterior requeriria
una longitud de interaccion de alrededor de 1.04 m.

Pero mas importante es destacar que la interpretacion de la diferencia en las trans-
mitancias es diferente a la nuestra. Los autores asumen que las constantes difieren
debido a una birrefringencia residual en las guias de ondas, esto es, una diferencia
Ap entre las constantes de propagacion correspondiente a cada polarizacién. Sin
embargo, las guias que se utilizan en su experimento, escritas en vidrio de boro-
silicato, no tienen birrefringencia apreciable debido al material, como se senala en
el mimso articulo. De modo que la tnica posibilidad seria que existiera una birre-
fringencia geométrica importante debido a la distinta elipticidad de los perfiles H
y V', que hemos descrito en este capitulo. Para nuestras guias, hemos calculado la
birrefringencia geométrica AS siguiendo dos métodos diferentes, presentados en las
referencias [82,[83], obteniendo en ambos casos un valor A3 ~ x107% um™!, esto es,
siete ordenes de magnitud menos que la aproximaciéon de orden cero B~ 10 w1
Luego, cualquier efecto proveniente de esta diferencia no podria ser observado con la
longitud de interaccion usada en nuestro experimento, por lo que consideramos que
la birrefringencia residual puede ser ignorada, en comparacion al fuerte efecto que

tiene la diferencia en los perfiles.



Conclusiones generales

El trabajo precedente da una muestra de los muchos conceptos y posibilidades que
ofrece el estudio de excitaciones localizadas en sistemas discretos. Esta diversidad
se manifiesta tanto en los diferentes mecanismos que las producen, como en las
caracteristicas que adquieren en cada contexto.

Examinamos en primer lugar un condensado de Bose-Einstein atrapado en un po-
tencial optico periédico — que permite su descripcion como un sistema discreto, y
cuyos atomos tienen un momento dipolar magnético. Al anadir un campo magnético
externo, es posible excitar una interaccién dipolar entre los atomos, de un alcance
mucho mayor que su interacciéon de contacto. La libertad para variar la orientacion
e intensidad del campo se traduce en una amplia gama de regimenes para la interac-
cion atémica dipolar, pudiendo esta ultima pasar de ser repulsiva a atractiva, lo que
afecta la existencia y propiedades de los modos de oscilacion localizados. En parti-
cular, el nimero de atomos requerido para la generacién de una solucién localizada
estable, varia con la magnitud de la interaccién dipolar. Asimismo, hemos visto que
para interacciones repulsivas (representadas por términos no lineales positivos en la
ecuacién diferencial) existe una region en el espacio de parametros donde dos modos
fundamentales son simultaneamente estables. Esto marca una diferencia notable res-
pecto al caso unidimensional [48], en que dos soluciones pueden ser simultdneamente

inestables. La correcta prediccion de la estabilidad de las soluciones entregada por
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el potencial efectivo (hamiltoniano en funcién de la posicién) confirma la validez de
este método incluso en presencia de interacciones no lineales de largo alcance.

Si bien los BECs dipolares constituyen un campo de estudio por si mismo, también
sirven como herramientas para multiples aplicaciones. La movilidad de soluciones
colectivas localizadas, observada en nuestro analisis, tiene aplicaciones para el estu-
dio de los efectos macroscépicos de la coherencia propia de un BE(ﬂ. Ademas, los
atomos neutros atrapados en redes opticas han sido propuestos anteriormente como
candidatos para la realizacién de un computador cuéntico [84,85]; es esperable que
el amplio rango de ajuste ofrecido por las interacciones dipolares sea de utilidad en
este contexto.

En segundo lugar nos centramos en ciertos arreglos de guias de ondas con una
geometria particular (en la disposicién tranversal de sus guias). La reinterpretacion
de la amplitud del campo eléctrico en cada guia como un operador cuantico nos
permitié interpretar correctamente el efecto de la geometria en la localizacién de los
estados, y deducir asi la forma general de los autoestados cudnticos en una de las
redes estudiadas (red romboidal). Comprobamos que estos autoestados forman una
banda plana con el mismo autovalor que el caso clasico. Este y los demaés resultados
del capitulo |4 pueden ser generalizados para otros sistemas con bandas planas, como
hicimos para el ejemplo particular de la red stub.

Al analizar el entrelazamiento de los autoestados no difractantes, la principal di-
ficultad estda dada por las generalizaciones de miultiples conceptos necesarios para
su estudio. Por una parte, en la red romboidal estudiamos estados con mas de un
foton, lo que requirié extender las medidas de entrelazamiento definidas para qu-

bits a sistemas de mayor dimension. En este caso, sin embargo, la descomposicion

LCfr. [5], pp. 209-211 y sus referencias.
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de Schmidt esta definida sin ambigiiedad, permitiéndonos establecer claramente que
los estados [¢)) son entrelazados. Con respecto a la cuantificacién de este entrela-
zamiento, sin embargo, obtuvimos resultados interesantes, ya que tanto los valores
de la concurrencia como la descomposicion de Schmidt apuntan a que se trata de
estados maximamente entrelazados. Por otra parte, la negatividad, si bien es siempre
mayor que cero y exhibe un decaimiento lento, se aleja de su valor maximo a medida
que aumentamos el nimero de fotones. Se sigue, entonces, que la concurrencia y el
numero de Schmidt son medidas mas conclusivas para medir el entrelazamiento —
en concordancia con la literatura [62,86] — aunque su definicién nos parece un poco
menos intuitiva que la negatividad, que se relaciona estrechamente con el criterio
de Peres-Horodecki [68]. Otras medidas de entrelazamiento para sistemas bipartitos
podrian ser generalizadas para el estudio de nuestros autoestados localizados (como
la entropia de entrelazamiento) si bien su relacién con la concurrencia o la nega-
tividad nos lleva a esperar resultados similares. Con respecto a la clasificacién de
los autoestados entrelazados de la red stub, una extensién de este trabajo seria la
aplicacién del concepto de tangles [71] para precisar el entrelazamiento de a pares
que encontramos al estudiar los estados reducidos. Como tultima consideracion so-
bre el entrelazamiento, quisieramos destacar que los estados coherentes separables
— representacion de los haces de luz clésica utilizados en experimentos — son su-
perposicién de infinitos autoestados no difractantes entrelazados. Este resultado nos
parece interesante por si mismo, y porque podria entregar un criterio para distinguir
el regimen cuantico del clasico en propagacion de estados de luz.

Como una contribucién practica al estudio de los autoestados no difractantes, he-
mos disenado un método factible para su preparacién experimental (seccién .

La versatilidad del procedimiento actual para la construccién de arreglos de guias
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de ondas se extiende a la propuesta particular que hemos presentado aqui. En efec-
to, dado que el método de preparacion que proponemos es completamente on chip,
puede mejorar la estabilidad en todas las aplicaciones que requieran combinaciones
precisas de los modos localizados (como por ejemplo la transmisiéon de imagenes y
su aplicacién en llaves épticas [14]), a la vez que permite su integracién en montajes
experimentales mas complejos. Aunque las posibilidades ofrecidas por los correspon-
dientes estados cuanticos no han sido exploradas todavia, es esperable que en el
futuro cercano la capacidad de propagar estados cuanticos compuestos por multi-
ples excitaciones, preservando su entrelazamiento y localizacion espacial, encuentre
aplicaciones en diversos protocolos de informaciéon cuantica. Ademas, la propuesta
experimental presentada en la seccion puede ser extendida de forma directa a las
demas geometrias que han sido estudiadas experimentalmente hasta ahora.

Finalmente, buscamos caracterizar el efecto que la direccion de polarizacion lineal
tiene sobre el perfil tranversal de los modos normales en una guia de ondas eliptica.
Reinterpretando los términos en la aproximacion weakly guiding (que constituye el
marco tedrico fundamental para el estudio de modos linealmente polarizados) pu-
dimos introducir una correccion al campo eléctrico tranversal que da cuenta de la
diferencia entre los modos fundamentales con polarizacién horizontal y vertical. Con
los resultados obtenidos para las formas modales, pudimos calcular la constante de
acoplamiento, que en nuestro caso es dos veces mayor para luz con polarizacién
horizontal. En el futuro queremos extender este método para encontrar los modos
dependientes en polarizacion de orden superior.

La plausibilidad de nuestras correcciones se mostré al utilizar los resultados ante-
riores para simular la dindmica de excitaciones (inicialmente localizadas) a lo largo

de arreglos de guias de ondas desordenados, que estudiamos también experimen-
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talmente. Encontramos que la tendencia descrita por la teoria exhibia una clara
correspondencia con los resultados experimentales. Para grados de desorden en que
la localizacion de Anderson no es tan fuerte, mostramos la posibilidad de modificar
la extension tranversal del perfil de salida, cambiando la direccién de polarizacion.
Esto entrega una herramienta de ajuste que modifica sobre la marcha la propagacion
de excitaciones en arreglos de guias de ondas.

Con las estimaciones proporcionadas por nuestro modelo, encontramos una confi-
guracién geométrica razonable (en cuanto a las dimensiones y separacién entre las
guias) para construir un PBS compacto, balanceado, y determinista a partir de un
dimero, esto es, un sistema de dos guias. Queremos destacar que aunque actualmente
la optica del bulk ya ha proporcionado PBS ciibicos cuyo volumen es de aproxima-
damente 5 mm?, hay grandes ventajas en el uso de gufas de ondas para implementar

estos y otros dispositivos [87].



Apéndice A

Derivacion de las ecuaciones vectoriales
para los campos en una guia de ondas.
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A continuacién presentamos la derivacion detallada de las ecuaciones vectoriales
que rigen la dindmica del campo eléctrico y magnético en guias de onda con un
perfil de indice de refraccion arbitrario. Nos basamos en dos ecuaciones de Maxwell,

asumiendo la misma dependencia temporal ¢! para todos los campos:

V xE=i/%kH, (A.la)
€0

VxH=J-i /2 knE, (A.1b)
Ho

Ademas, es necesario tener en cuenta las siguientes identidades, validas para cual-

quier campo vectorial A y cualquier campo escalar ¢:

Vx(VxA)=V(V-A) - VA, (A.2a)
V. (VxA)=0, (A.2b)
V X (pA)=¢(V X A)+ Vo x A. (A.2¢)

Nuestro objetivo es eliminar la dependencia ya en E, ya en H de las correspondien-

tes ecuaciones de Maxwell. En primer lugar, calculamos el rotor de ambos miembros

en la ecuacion de Faraday (A.1a)), con lo que se obtiene

VxVxE=i [MrwxH. (A.3)
€o

Sustituyendo el rotor de la excitacién magnética con la ecuaciéon de Maxwell-

Ampere (A.1bf), v utilizando la identidad (A.2a]), rescribimos la expresiéon anterior

V(V-E)-V°E =i, /"% (J—i,/e—olme) ,
€0 Ko

de donde se sigue que

para obtener

(V24+En )E=V(V-E) — z\/?m. (A.4)
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Sélo resta evaluar el término V - E. Para esto, operamos con la divergencia sobre

la ecuacién (A.1b)), lo que junto a la identidad vectorial (A.2bf) implica la igualdad

siguiente:
V (VxH) =V-J—i %k(nQV-EJrE-VnQ) ~0,
de donde podemos despejar
v.E——i /Y g Gl
eo kn?

Sustituyendo en la ecuacién ((A.4]) obtenemos finalmente

(V2 +1*n2)E = —V (B- Viogn?®) —i, /22 [kJ i iy (V : J)] . (AB)

€0 k n?
Ahora bien, para derivar la ecuacién vectorial para el campo magnético comenza-

mos aplicando el rotor a la ecuacién de Maxwell-Ampere ((A.1b):
VxVxH=VxJ—i/2kV x (n’E). (A.6)
Ho
De esta ecuacion y las igualdades (|A.2)) se sigue que

V(V-H -VH=VxJ—i %k(nQVxEJrVanE).
0

Utilizando la expresién para V x E dada por la ley de Faraday (A.lal) obtenemos

V(V-H) - V2H=V xJ +k*n?H —i, | 2kVn? x E. (A7)
Ho

Luego, como V - H = 0, se cumple que
(V2 + k2n2)H = -V x J +1, /%kVnQ < E. (A.8)
0

Despejando E de la ecuacion ((A.1b)) y reemplazando en la ecuacién anterior llega-

mos a la igualdad siguiente:

2

(V2 4+ k22 H = -V x J 4+

n2

x (J — V x H)

= -V xJ+Vliogn*x (J-V xH).
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Invirtiendo el orden del producto vectorial en el iltimo término de la ecuacion

anterior, se obtiene la ecuacion vectorial para el campo H:
(V2 4+ En* )H = (V xH) x Viogn? -V xJ —J x Vlogn?. (A.9)

Es importante notar que para el caso de un indice de refraccién invariante en la
direccién de propagacién, los factores V logn? en las ecuaciones vectoriales (A.5]) y
(A.9) pueden reemplazarse directamente por V;logn?, con lo que recuperamos la

forma exacta de las ecuaciones presentadas en el capitulo [2|
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