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2.1. Campo electromagnético en una gúıa de ondas . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1. Ecuaciones vectoriales para los campos . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.2. Aproximación weakly guiding . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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2.2.2. Regimen cuántico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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3.7. Aproximaciones anaĺıticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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RESUMEN

Esta tesis se enmarca en el contexto general de las excitaciones localizadas en

sistemas discretos. En primer lugar, aplicamos un modelo discreto al estudio de con-

densados de Bose-Einstein con interacciones dipolares entre sus átomos, atrapados en

redes ópticas. La acción conjunta de las interacciones dipolar y de contacto afecta la

estabilidad y las propiedades dinámicas de los modos localizados. En segundo, lugar,

abordamos la propagación de estados fotónicos en arreglos de gúıas de ondas cuya

particular disposición tranversal permite la existencia de autoestados localizados del

hamiltoniano general. Finalmente, estudiamos el efecto de la polarización en el aco-

plamiento evanescente entre gúıas cercanas que transportan modos fundamentales

del campo eléctrico. Presentamos un nuevo acercamiento anaĺıtico, que concuerda

con los resultados de un experimento de localización sistemas desordenados.

ABSTRACT

This thesis is set in the general framework of localized excitations in discrete sys-

tems. First, we apply a discrete model to the study of Bose-Einstein Condensates

with dipolar interactions between atoms, trapped in optical lattices. The interplay of

dipolar and contact interaction affects the stability and dynamical properties of the

localized modes. Second, we address the propagation of photonic states in waveguide

arrays with specific tranverse configurations, which allow the existence of localized

eigenstates of the general Hamiltonian. Finally, we study the effect of polarization

on the evanescent coupling between neighboring waveguides carrying fundamental

modes of the electric field. A new analytical approach is introduced, which agrees

with experimental results regarding localization in disordered systems.
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Los sistemas f́ısicos en que se centra esta tesis presentan dos puntos en común.

Por una parte, son sistemas que pueden ser estudiados bajo un modelo discreto, es

decir, en que las magnitudes relevantes para su descripción pueden asociarse a nodos

que conforman una red. A partir de la segunda mitad del siglo XX, la utilización

de modelos discretos ha tenido gran influencia en la descripción de fenómenos tanto

clásicos como cuánticos [1]. Entre los acercamientos más importantes está la extra-

polación del modelo de enlace fuerte (tight-binding) desde la f́ısica de sólidos a otras

áreas que permiten una descripción análoga. Bajo este enfoque, que también recibe el

nombre de ecuación discreta de Schroedinger [2], los sitios puntuales que componen

el sistema concentran la distribución de algún campo (por ejemplo la amplitud del

campo eléctrico), y pueden interactuar con sitios cercanos mediante el traslape de sus

campos respectivos. El primer sistema que estudiaremos es un condensado de Bose-

Einstein (BEC) en que la discretitud está dada por la periodicidad de la red óptica

que lo contiene. Posteriormente, nos centraremos en arreglos de gúıas de ondas, los

cuales, bajo un enfoque discreto, constituyen redes donde cada sitio corresponde a

una gúıa.

El segundo punto en común de los sistemas bajo estudio es su capacidad para

sustentar excitaciones localizadas. Por excitación localizada entendemos una distri-

bución de la intensidad del campo relevante para el sistema, tal que su amplitud

máxima se centra en uno o pocos sitios de la red, mientras que en los restantes

decae o es nula. Para entender los mecanismos que permiten la existencia de estas

soluciones, introduzcamos con mayor detalle los sistemas que analizaremos.

La caracteŕıstica que define un condensado de Bose-Einstein, en tanto estado de la

materia, es la integración de la estad́ıstica bosónica con la distribución espacial de

un gas dilúıdo, lo que permite tener muchas part́ıculas en un mismo nivel de enerǵıa,
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con una separación promedio entre ellas mucho mayor que las magnitudes relevantes

para su interacción. La condensación de Bose-Einstein es uno de los pocos fenómenos

cuánticos observables macroscópicamente. Si bien fue propuesta por Satyendra Bose

y Albert Einstein en los años veinte, su realización experimental sólo pudo realizarse

décadas más tarde [3]. Tras muchos experimentos realizados durante en los años

ochenta [4, 5], finalmente se logró la formación de BECs con átomos de Rubidio y

Sodio [6, 7].

Para el estudio de un BEC, es necesario confinarlo mediante un potencial externo

(trampa). Generalmente se utilizan potenciales magnéticos u ópticos, o una combina-

ción de los dos. En el caso de una trampa óptica generada por haces de luz láser, es

posible formar un patrón de interferencia que produce un potencial periódico sobre

el condensado, el cual, como dijimos anteriormente, define una red de sitios en que

podemos observar fenomenoloǵıa discreta. Ahora bien, la interacción de contacto o

colisional entre los bosones, inherente a los BECs, implica necesariamente efectos no

lineales [4, 5]. Estos efectos son los que permiten la existencia de excitaciones colec-

tivas (que involucran todos los sitios de la red) y localizadas, llamadas solitones o

breathers discretos.

En años recientes, un nuevo tipo de BEC ha estado a disposición de los f́ısicos

experimentales, gracias a la formación de condensados con átomos de 52Cr [8]. En

este medio, la interacción atómica no es sólo de contacto, sino también de largo

alcance, lo que se debe a la gran magnitud del momento dipolar magnético que

presenta el 52Cr. Si bien hay moléculas cuyo momento dipolar eléctrico es mucho

más fuerte que el momento magnético del Cromo, hasta ahora no ha sido posible

condensarlas, principalmente debido a la pérdida de átomos durante el proceso de

enfriamiento [9, 10]. Nuestro estudio abordará las soluciones localizadas discretas
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que pueden existir en un BEC dipolar atrapado en una red óptica bidimensional,

cuyas propiedades estarán determinadas determinadas por la acción conjunta de la

interacción dipolar (no local) y la interacción de contacto (local).

El otro sistema f́ısico en nuestro estudio lo constituyen los arreglos de gúıas de

ondas. Una gúıa de ondas óptica es cualquier estructura que confina ondas elec-

tromagnéticas en el espectro óptico, permitiendo su propagación a lo largo de una

dirección espećıfica (la dirección de propagación). Generalmente, las gúıas de onda

consisten en un material dieléctrico conforma ciĺındrica (núcleo), rodeado de otro

material envolvente (cladding) con menor ı́ndice de refracción, de modo que la luz se

concentra en el núcleo y decae exponencialmente como radiación en la envolvente.

Una gúıa de ondas puede transportar haces de luz con distribuciones tranversales

de intensidad espećıficas, que definen sus modos normales, y que corresponden a va-

lores caracteŕısticos de la componente longitudinal del vector de onda, llamada la

constante de propagación.

Si dos gúıas paralelas son situadas a corta distancia (∼ 20 µm), la luz puede trans-

mitirse entre ellas mediante acoplamiento evanescente, equivalente al efecto túnel de

los paquetes de onda transportados, el cual es inducido por el solapamiento resonante

de los campos evanescentes. La tasa a la que ocurre este acoplamiento (en relación a

la distancia de propagación) puede definirse a través de un parámetro, la constante

de acoplamiento, y depende de (i) la longitud de onda de la luz, (ii) la separación en-

tre las gúıas, y (iii) el tamaño y forma de la sección tranversal de las gúıas. Múltiples

gúıas paralelas forman un arreglo de gúıas de ondas, que constituye una herramien-

ta muy versátil en el diseño de circuitos fotónicos. Los arreglos de gúıas de ondas

son usados en muchas aplicaciones, tales como transporte cuántico [11], transposi-
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ción de señales [12], deformación de flujo de luz [13], transmisión de imágenes [14],

enrutamiento de haces [15], y analoǵıas cuánticas [16].

La técnica más exitosa para la fabricación de arreglos de gúıas de ondas es la escri-

tura con láser de femto-segundos (femto-second laser writing). Este método consiste

en el enfoque de un láser pulsado de alta potencia en una región precisa de un material

(generalmente śılicio fundido). Esto induce un cambio permanente en la estructura

molecular del material en la región del foco, lo que a su vez incrementa su ı́ndice de

refracción [17]. Al desplazar el foco del láser a lo largo de la trayectoria deseada, una

gúıa de ondas es grabada en el material.

En su mayor parte, el estudio de modos colectivos1 localizados, en arreglos de

gúıas de ondas, ha sido asociado a respuestas no lineales debidas al efecto Kerr,

formalmente similares a la interacción atómica en un BEC. La localización debida a

este efecto sólo puede observarse cuando la potencia del haz propagado es grande [18].

Ahora bien, en años recientes, otro tipo de modos no difractantes ha generado gran

interés, ya que su existencia se basa en el posicionamiento tranversal de las gúıas

en el arreglo [14, 19, 20]. Estas excitaciones son soluciones lineales del sistema, por

lo que pueden ser observarse con haces de baja potencia, y dentro del espectro de

frecuencias lineales forman una banda plana (es decir, son modos degenerados). Esto

permite que una combinación de estos modos sea también una solución con la misma

frecuencia, que se propaga sin difractar. La relación entre la geometŕıa del arreglo y

la ausencia de difracción se debe a que aquella favorece la interferencia destructiva

de la luz fuera de los sitios excitados, por lo que las soluciones son exactamente

localizadas. Como parte de esta tesis evaluaremos si el mismo principio permite la

1No debemos confundir los modos de oscilación de toda la red (a veces llamados metamodos),
con los modos individuales de cada gúıa, mencionados más arriba.
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existencia de autoestados localizados cuánticos, en el caso de que un número fijo de

fotones se propague a lo largo de las gúıas.

Pero hay otro tipo de localización relacionada con el ordenamiento de los sitios

de la red, o más bien con su desorden. En efecto, el desorden en un medio discre-

to lleva a que todos sus modos normales sean localizados espacialmente, fenómeno

conocido como localización de Anderson, ya que su trabajo de 1958 relacionó por

primera vez el problema de la localización con la ausencia de difusión, dentro del

lenguaje de la mecánica cuántica [21]. Su contribución no se reduce sólo a la for-

mulación del problema, sino que incluye también una estimación cuantitativa de la

fuerza del potencial desordenado necesario para cancelar la difusión. Es importante

destacar que los dos sistemas f́ısicos más apropiados para la observación directa de

este fenómeno son justamente los arreglos de gúıas de ondas [22–24], y los BECs

atrapados en redes ópticas [25, 26]. Ambos medios han permitido observar la locali-

zación dinámica de paquetes de onda, aśı como la excitación de modos de Anderson

particulares. En nuestro análisis abordaremos el desorden no diagonal en arreglos de

gúıas, que corresponde a un espaciamiento aleatorio entre éstas, el cual se traduce

en una distribución aleatoria de las constantes de acoplamiento a lo largo de la red.

Nuestro trabajo está organizado de la manera siguiente. En el caṕıtulo 2 presenta-

mos los conceptos teóricos fundamentales para nuestro análisis, proporcionando una

interpretación formal para todos los elementos que hemos mencionado en los párra-

fos anteriores. El caṕıtulo 3 trata sobre soluciones localizadas en un BEC dipolar

bidimensional. Las diferencias con el caso unidimensional — aśı como con los con-

densados sin interacción dipolar — son estudiadas en relación a la localización debida

a los efectos no lineales. En el caṕıtulo 4 estudiamos arreglos de gúıas de ondas que

sustentan soluciones exactamente localizadas, cuya existencia se debe a la disposición
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geométrica de las gúıas. A diferencia de los otros caṕıtulos, aqúı nos centramos en es-

tados cuánticos, es decir, estados con un número reducido de part́ıculas (en este caso

fotones), cuya dinámica se aleja de la obtenida con campos clásicos. Finalmente, en

el caṕıtulo 5, estudiamos el efecto de la sección tranversal de las gúıas que componen

un arreglo, manifestada en un comportamiento distinto según la dirección de polari-

zación de la luz propagada. Para describir este efecto, proponemos una corrección al

modelo escalar derivado de las ecuaciones de Maxwell. Además, aplicamos nuestro

modelo a la descripción de arreglos desordenados, en que se observa localización de

Anderson.

Aśı, nuestro estudio involucra tres diferentes mecanismos de localización en siste-

mas discretos, a saber: no linealidad, disposición geométrica, y desorden.
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Conceptos fundamentales
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En este caṕıtulo presentaremos los conceptos y derivaciones teóricas que fundamen-

tan nuestro trabajo. En primer lugar, introduciremos la teoŕıa básica para describir

los modos normales del campo eléctrico en una gúıa de ondas. En particular, nos

detendremos en el modelo aproximado que permite explicar la existencia de modos

linealmente polarizados (LP modes) que se utilizan en aplicaciones experimenta-

les. En segundo lugar, presentaremos la derivación del modelo discreto que permite

describir la dinámica de excitaciones lumı́nicas en arreglos de gúıas de ondas. Uti-

lizaremos aqúı la teoŕıa de modos acoplados, enfatizando la posibilidad de describir

dinámica clásica o cuántica, según se asocie una amplitud del campo eléctrico o un

operador de creación con cada gúıa. Finalmente, señaralemos los pasos principales de

la derivación análoga para condensados de Bose-Einstein en redes ópticas, que nos

lleva al mismo modelo discreto. No obstante, veremos que al aplicar este modelo a un

condensado cuyos átomos tienen un momento dipolar magnético, las interacciones

entre dipolos posibilitan una fenomenoloǵıa diferente, que no tiene equivalencia en

sistemas fotónicos.

2.1. Campo electromagnético en una gúıa de on-

das

La base de un análisis del campo electromagnético en un medio, necesariamente

debe vincularse a las ecuaciones de Maxwell. Este conjunto de ecuaciones diferenciales

parciales fundamentan la electrodinámica clásica (y en particular la óptica). En su

forma general, que mostramos a continuación, las ecuaciones tienen como variables
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tanto las coordenadas espaciales como el tiempo:

∇×E = −∂B
∂t

, (2.1a)

∇×H = J +
∂D

∂t
, (2.1b)

∇ ·D = ρ , (2.1c)

∇ ·B = 0 . (2.1d)

Aqúı, E designa el campo eléctrico y B el campo magnético. Estos se relacionan

con la excitación magnética H y el campo de desplazamiento eléctrico D según las

ecuaciones constitutivas en ausencia de polarización externa, a saber,

D = ε0n
2E , H =

B

µ0

. (2.2)

donde ε0 (µ0) es la permitividad (permeabilidad) del vaćıo. Usualmente las gúıas

de ondas están compuestas de un material no magnético, por lo cual asumimos que

en cuaquier punto la permeabilidad magnética es igual a µ0. Finalmente, J y ρ

corresponden a la corriente de desplazamiento y a la densidad de carga eléctrica,

respectivamente.

A lo largo de esta sección seguiremos el planteamiento recogido por Snyder y Love

[27], asumiendo que todos los campos tienen una dependencia temporal en la forma

general

F = F(x, y, z)e−iωt ,

con una frecuencia ω — igual para todos los campos — que se relaciona con el vector

de onda en el vaćıo, de acuerdo a la relación de dispersión

2π

λ
= k = ωc , (2.3)

donde λ es la longitud de onda de los campos. De este modo, las ecuaciones de

Maxwell, en conjunto con las relaciones constitutivas y la dependencia temporal pro-



11

puesta, determinan la dependencia espacial del campo eléctrico y el campo magnético

como sigue:

∇× E = i

√
µ0

ε0
kH , (2.4a)

∇×H = J− i
√
ε0
µ0

kn2 E , (2.4b)

∇ · (n2E) =
ρ

ε0
, (2.4c)

∇ ·B = 0 . (2.4d)

En cualquier región, el ı́ndice de refracción n y la constante dieléctrica ε están

relacionados:

ε(x, y, z) = ε0n
2(x, y, z) . (2.5)

La dinámica del sistema puede deducirse de las ecuaciones de Maxwell en conjunto

con las condiciones de borde en las interfaces, a saber, (i) continuidad del campo

magnético y la componente del campo eléctrico tangencial, y (ii) continuidad de la

componente normal del vector desplazamiento eléctrico ε0n
2E.

En nuestro análisis consideramos gúıas cuyo eje de simetŕıa corresponde al eje z.

Es decir, el perfil del ı́ndice de refracción no vaŕıa con z y puede expresarse como

n = n(x, y). Luego, el campo eléctrico y el campo magnético en la gúıa de ondas son

expresables en una forma separable, a saber:

E(x, y, z) = e(x, y) exp(iβz) , (2.6a)

H(x, y, z) = h(x, y) exp(iβz) , (2.6b)

con los ejes orientados como se muestra en la figura 2.1. El factor β en el exponente

define los ciclos de oscilación del campo a lo largo de z y es llamada la constante

de propagación. (En algunos casos la geometŕıa del perfil del ı́ndice de refracción
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Figura 2.1: Una gúıa de ondas cuyo eje está orientado en la dirección z. Consideramos
que la polarización horizontal (vertical) corresponde a la dirección x (y). Fuente:
Elaboración propia.

favorece el uso de otros sistemas de coordenadas bidimensionales para describir la

variación tranversal del campo, como por ejemplo las coordenadas polares.) Por la

misma invariancia traslacional en z, es conveniente expresar los vectores e y h como

combinación de una componente tranversal y una longitudinal, es decir,

e = et + ezẑ , y h = ht + hzẑ . (2.7)

Sustituyendo e y h con las expresiones (2.7) en las ecuaciones de Maxwell (2.4)

sin fuente, es decir, considerando J = 0 = ρ = 0, podemos relacionar las componen-

tes tangenciales y longitudinales de los campos. Por ejemplo, reemplazando en las

ecuaciones (2.4a) y (2.4b) despejamos directamente las componentes tranversales del

campo magnético en términos del campo eléctrico, y a la inversa:

ht =

√
ε0
µ0

1

k
ẑ× (βet + i∇tez) , (2.8a)

et = −
√
µ0

ε0

1

kn2
ẑ× (βht + i∇thz) . (2.8b)
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Con ayuda de las ecuaciones restantes, expresamos las componentes longitudinales

de los campos en función de las tranversales:

hz = −i
√
ε0
µ0

1

k
ẑ ·∇t × et =

i

β
∇ · ht , (2.8c)

ez = i

√
µ0

ε0

1

k
ẑ ·∇t × et =

i

β

[
∇ · et + et ·∇t log n2

]
, (2.8d)

donde hemos usado la invariancia traslacional del perfil de ı́ndice de refracción al

evaluar el término ∇ · (n2E) en las ecuaciones de Maxwell:

∇ · E = −∇n2

n2
E = −∇ log n2 · E = −∇t log n2 · et .

Más aún, de las ecuaciones (2.8) es posible despejar et y ht en función de las

componentes longitudinales ez y hz para obtener

et =
i

k2n2 − β2

{
β∇tez −

√
µ0

ε0
kẑ×∇thz

}
, (2.9a)

ht =
i

k2n2 − β2

{
β∇thz +

√
ε0
µ0

kn2ẑ×∇ez

}
. (2.9b)

2.1.1. Ecuaciones vectoriales para los campos

A fin de derivar las ecuaciones que rigen la dinámica de los campos eléctrico y

magnético, necesitamos eliminar los términos que contienen uno u otro en las ecua-

ciones de Maxwell (2.4a,b). Este procedimiento1 nos lleva a las siguientes ecuaciones

vectoriales inhomogéneas:

(
∇2 + n2k2

)
E = −∇(Et ·∇t log n2)− i

√
µ0

ε0

[
kJ +

1

k
∇
(
∇ · J
n2

)]
, (2.10a)(

∇2 + n2k2
)
H = −(∇×H)×∇t log n2 −∇× J− J×∇t log n2 . (2.10b)

Siguiendo a Snyder y Young [28], enfatizamos que el operador laplaciano en estas

ecuaciones es un operador vectorial, que solamente corresponde al operador laplaciano

1Para propósitos de esta tesis, hemos desarrollado expĺıcitamente este paso en el apéndice A.
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escalar cuando los campos vectoriales E y H son descompuestos en coordenadas

cartesianas, es decir,

E = Exx̂ + Eyŷ + Ezẑ , E = Hxx̂ +Hyŷ +Hzẑ ,

donde los vectores unitarios corresponden a las direcciones mostradas en la figura

2.1. En este caso, las ecuaciones (2.10) pueden ser rescritas con la sustitución

∇2 −→ ∇2 .

Si consideramos además el caso sin fuentes (esto es, cuando la corriente J es nula),

la dependencia espacial de los campos [ecuaciones (2.6) y (2.7)] nos permite obtener

las siguientes ecuaciones de onda vectoriales :{
∇2
t + n2k2 − β2

}
et = −∇t(et ·∇t log n2) , (2.11a){

∇2
t + n2k2 − β2

}
ez = −iβet ·∇t log n2 , (2.11b){

∇2
t + n2k2 − β2

}
ht = (∇t × ht)×∇t log n2 , (2.11c){

∇2
t + n2k2 − β2

}
hz = (∇thz − iβht) ·∇t log n2 , (2.11d)

Las expresiones (2.11) constituyen en conjunto una ecuación de autovalores para

el campo electromagnético, donde el autovalor buscado es la constante de propaga-

ción β, y que da como resultado los campos vectoriales de los modos normales reales

Generalmente, para gúıas tipo step-index (esto es, en que el ı́ndice de refracción

es constante en el núcleo de las gúıas y en la envolvente), las soluciones se obtie-

nen calculando primero la componente longitudinal, y obteniendo luego los campos

tranversales mediante las relaciones (2.9) en conjunto con las condiciones de borde.

2.1.2. Aproximación weakly guiding

Si bien las ecuaciones (2.11) permiten encontrar los modos exactos de una gúıa,

no describen directamente los modos normales del campo eléctrico con polarización
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lineal (utilizados en la mayoŕıa de las aplicaciones experimentales), que sólo aparecen

como combinación lineal de modos vectoriales cuando existe degeneración entre al-

gunos de ellos. Esta degeneración se da cuando la gúıa de ondas tiene una diferencia

muy baja en el ı́ndice de refracción del núcleo y el de la envolvente. En este caso,

cobra validez una importante simplificación de las ecuaciones diferenciales para los

campos, conocida como la aproximación weakly guiding, que presentamos en lo que

sigue.

En primer lugar, es necesario introducir dos parámetros adimensionales que recogen

la información relativa a las propiedades de la gúıa de ondas, conviene a saber, el

parámetro de gúıa

γ =
2πρ

λ
(n2

core − n2
clad) , (2.12)

donde ncore es el máximo valor del ı́ndice de refracción en el núcleo de la gúıa, nclad es

el valor en el medio envolvente (lejos del núcleo), y ρ es una longitud caracteŕıstica

de la sección tranversal de la gúıa2; y el parámetro de altura del perfil

∆ =
n2
core − n2

clad

2n2
core

. (2.13)

Esta definición nos muestra que ∆ es proporcional a la diferencia relativa entre la

constante dieléctrica ε ∼ n2 del centro del núcleo y de la envolvente. Un perfil de

ı́ndice de refracción arbitrario puede expresarse en función de su altura:

n2(x, y) = n2
core [1− 2∆f(x, y)] , (2.14)

para alguna función f ≥ 0. Notemos que con esta notación n(x, y) queda definido

tanto para el núcleo como para la envolvente.

Dado que la información relevante sobre las propiedades de las gúıas está contenida

en los parámetros γ y ∆, los campos modales pueden expandirse en función de estos.

2Por ejemplo, para gúıas circulares se considera el radio de la sección tranversal.
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Ahora bien, un paso clave para la aproximación weakly guiding (ver discusión en las

referencias [28] y [27]) es suponer que estos dos parámetros son independientes, lo

que posibilita la siguiente expansión del campo eléctrico tranversal

et(γ,∆) = ẽt + ∆e
(1)
1 + ∆2e

(2)
t + · · · , (2.15)

en que el parámetro de gúıa γ se mantiene fijo. Asimismo, el parámetro modal del

núcleo

U = ρ
√
k2n2

core − β2 (2.16)

puede expresarse como

U(γ,∆) = Ũ + ∆U (1) + · · · , (2.17)

donde la relación Ũ = ρ
√
k2n2

core − β̃2 se cumple para el valor β̃ de la constante de

propagación obtenido en el ĺımite ∆ → 0. En general, la constante de propagación

puede expresarse en función de los parámetros γ, ∆ y U — utilizando sus respectivas

definiciones (2.12), (2.13) y (2.16) — lo que junto con la ecuación (2.17) posibilita

su expansión en potencias de ∆:

β =
γ

ρ

1√
2∆

√
1− 2∆

U2

γ2

=
γ

ρ

1√
2∆
− Ũ2

ργ

√
∆

2
− · · ·

(2.18)

La expresión anterior indica que en el ĺımite ∆ → 0 el primer término en la

expansión será el más relevante.

Las definiciones de los parámetros γ, U y ρ nos permiten normalizar el operador

gradiente tranversal como

∇t −→ ρ∇t
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y aśı rescribir la ecuación diferencial para el campo tranversal, (2.11a) como sigue:

{
ρ2∇2

t + U2 − γ2f
}

et = −ρ∇t

(
et · ρ∇t log n2

)
. (2.19)

donde hemos utilizado la expresión (2.14) para el perfil de ı́ndice de refracción, que

a su vez permite expandir el factor ∇t log n2 en la ecuación anterior según

∇t log n2 = ∇t log(1− 2∆f) = −2∆∇tf − 2∆2∇tf
2 − · · · (2.20)

Luego, las ecuaciones diferenciales para cada término en la expansión del campo

eléctrico tranversal se obtienen introduciendo las expansiones (2.15), (2.17) y (2.20)

en la ecuación vectorial (2.19). En una gúıa con un incremento bajo del ı́ndice de

refracción en el núcleo, el término del campo predominante corresponderá a ẽ, que

satisface la ecuación de orden cero en ∆:{
ρ2∇2

t + Ũ2 − γ2f
}

ẽt = 0 . (2.21)

Esta es la ecuación escalar para el campo eléctrico tranversal ẽ. Notamos que en

tanto ecuación homogénea, no contiene términos relativos al perfil del ı́ndice de re-

fracción en el miembro derecho. En consecuencia, las únicas condiciones de borde que

deben satisfacer las componentes del campo son la continuidad y diferenciabilidad

en todo el plano x, y.

La homogeneidad de la ecuación escalar (2.21) permite que tenga como solución

un modo polarizado en una sola dirección, es decir, compuesto de un solo término

exx̂ o eyŷ, lo que no ocurre con las ecuaciones de orden superior. No obstante, esto

tiene una contraparte: la ausencia de operadores vectoriales sobre el perfil del ı́ndice

de refracción lleva a que la ecuación escalar sea la misma para cualquier dirección de

polarización, y por tanto, a que la forma de las soluciones sea la misma en cualquier

caso. No obstante, en años recientes, algunos experimentos con gúıas de ondas han
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mostrado una diferencia entre los perfiles modales linealmente polarizados (LP) en

la dirección horizontal y vertical. De aqúı la necesidad de introducir una corrección

a fin de describir adecuadamente la dependencia de los modos LP con respecto a la

dirección de polarización.

2.2. Teoŕıa de modos acoplados

En esta sección presentamos la descripción para la evolución del campo eléctrico

en un sistema de dos gúıas de onda cercanas, que puede extenderse directamente a

un sistema de múltiples gúıas paralelas, es decir, a un arreglo de gúıas. Nuevamente

nos basamos en las ecuaciones de Maxwell (2.1), que nos permitirán deducir la ecua-

ción de onda para el campo eléctrico, pero incluyendo en la relación constitutiva un

término de fuente, correspondiente a la polarización del medio:

D = ε0E + P . (2.22)

En este caso, la ecuación de onda para el campo eléctrico en cada gúıa resulta ser

∇2E − 1

c

∂2E

∂t2
= µ0

∂2P (E)

∂t2
. (2.23)

Trataremos primero el caso homogéneo, esto es, en que el miembro derecho de la

ecuación anterior es igual a cero:

∇2E − 1

c

∂2E

∂t2
= 0 . (2.24)

Al igual que en la sección anterior, consideramos la solución en la forma de una onda

plana (en general se puede tener una superposición de ondas, pero nos limitaremos

al caso de gúıas single-mode),

E(r, t) = E(r)eiωt . (2.25)
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La sustitución en la ecuación de onda (2.24) nos lleva a que la amplitud E(r)

obedece la ecuación de Helmholtz, a saber,

∇2E(r) +
(ω
c

)2
E(r) = 0. (2.26)

Si identificamos z con la dirección de propagación — en que el ı́ndice de refracción es

invariante, podemos expresar nuevamente la dependencia espacial del campo eléctrico

como sigue:3

E(r) = u(x, y) exp(iβz) , (2.27)

donde β es la constante de propagación (real) de la gúıa de onda y u(x, y) es el perfil

tranversal correspondiente a un modo normal. Para simplificar el desarrollo, en lo

que sigue nos restringimos a un sistema unidimensional, es decir, consideramos una

sola dirección tranversal, digamos x, que identificamos también como la dirección del

campo: u = u(x)x̂.

Examinemos ahora el sistema compuesto de dos gúıas, considerando que inicial-

mente están separadas por una distancia infinita. En ese ĺımite, las gúıas están des-

acopladas y el campo en cada una de ellas evoluciona según

E1(x, z) = a1u1(x)e−iβ1z (2.28)

E2(x, z) = a2u2(x)e−iβ2z , (2.29)

donde ai es la amplitud con que es excitado el modo ui(x) de cada gúıa. Es importante

indicar que en el regimen cuántico, estos coeficientes corresponderán a los operadores

de creación âi de un fotón en la gúıa i-ésima. Ahora bien, el efecto de acercar las

dos gúıas se manifiesta en una variación — que suponemos lenta en comparación a

3Cambiamos la notación del modo espacial con respecto a la sección anterior (usamos u en lugar
de e) para evitar confusión con los múltiples factores exponenciales que aparecen en el presente
desarrollo.
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u1(x)
u2(x)n1 − nclad

n2 − nclad

d d2a

Figura 2.2: Dos gúıas de onda de ancho d y separadas por una distancia 2a sustentan
sendos modos tranversales u1(x) y u2(x). Fuente: Elaboración propia.

la distancia β−1i — de los coeficientes ai a lo largo de la dirección de propagación:

a1 −→ a1(z) , a2 −→ a2(z) .

Lo anterior se debe a un cambio del ı́ndice de refracción en el exterior de la gúıa,

como se muestra en la figura 2.2: a una distancia 2a aparece una sección con ı́ndice

de refracción adicional n2 − nclad y ancho d, la cual, junto con el campo E2 de la

segunda gúıa, implica una modificación en la polarización, P = ε0(n
2
2−n2

clad)E2, que

a su vez crea una fuente de radiación sobre la primera gúıa a través del término

−µ0
∂2P

∂t2
= µ0ω

2P = (n2
2 − n2

clad)k2E2 = (k22 − k2clad)E2 . (2.30)

Luego, la ecuación de Helmholtz para la gúıa 1 toma la forma

∇2E1 + k21E1 = −(k22 − k2clad)E2 . (2.31a)

Asimismo, para la segunda gúıa obtenemos

∇2E2 + k22E2 = −(k21 − k2clad)E1 . (2.31b)

Entonces, siguiendo nuestro ansatz, escribimos

E1(x, z) = a1(z)u1(x)e−iβ1z , E2(x, z) = a2(z)u2(x)e−iβ2z . (2.32)

Para sustituir en las ecs. (2.31), usamos primero la aproximación de que las ampli-

tudes aj vaŕıan lentamente con z, es decir,

d2aj
z2

= 0 ,
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de donde se sigue que

∂2Ej
∂z2

= −2iβj
daj
z
uje
−iβjz − β2

j ajuje
−iβjz . (2.33)

Luego, reemplazando con a1(z)u1(x)e−iβ1z en la ec. (2.31a) obtenemos

a1

(
d2

dx2
u1 + [−β2

1 + k21]u1

)
e−iβ1z − 2iβ1

da1
dz

u1e
−iβ1z = −(k22 − k2clad)E2 . (2.34)

Pero notemos que el producto u1e
−iβ1z (aśı como el análogo para la gúıa 2) resuelve

la ec. de Helmholtz,

∇2
{
u1e
−iβ1z

}
+ k21

{
u1e
−iβ1z

}
= 0 ,

por lo que la ecuación (2.34) resulta equivalente a

−ida1
dz

+
1

2β1
(k22 − k2clad)e−i(β1−β2)za2u2 = 0 . (2.35)

Multiplicando esta ecuación por u1(x), integrando con respecto a la dirección tran-

versal x, y usando la normalización de los modos, obtenemos

−i d
dz
a1(z) = − 2

β1
(k22 − k2clad)

∫
dx u1(x)u2(x) ei(β1−β2)za2(z) . (2.36)

Definiendo la constante de acoplamiento entre la gúıa 2 y la 1,

κ21 = − 2

β1
(k22 − k2clad)

∫
dx u1(x)u2(x) , (2.37)

obtenemos

−i d
dz
a1(z) = κ21e

i(β1−β2)za2(z) . (2.38a)

Si procedemos de forma análoga para la segunda gúıa, se obtiene la ecuación

−i d
dz
a2(z) = κ12e

i(β2−β1)za2(z) . (2.38b)
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Para el caso de dos gúıas idénticas se cumple que β1 = β2, de donde κ21 = κ12 = κ,

y se tiene

−i d
dz
a1(z) = κa2(z) (2.39a)

−i d
dz
a2(z) = κa1(z) . (2.39b)

En conclusión, de acuerdo a la teoŕıa de modos acoplados, la dinámica de una gúıa

de ondas es afectada por la presencia de otra gúıa vecina a través de un término

lineal. Como podemos ver en la definición de la constante κ, ecuación (2.37), este

término define la tasa de acoplamiento evanescente entre los campos mediante la

integral de la superposición de los campos vecinos. Este concepto es fundamental en

la definición de la constante de acoplamiento, aún si se en algunos contextos se la

expresa con factores diferentes.

La teoŕıa de modos acoplados puede extenderse directamente a un sistema de

múltiples gúıas, es decir, a un arreglo de gúıas de ondas, en que la propagación de

excitaciones es descrita por la generalización de las ecuaciones dinámicas (2.39), a

saber,

−i d
dz
ai = κ(ai−1 + ai+1) . (2.40)

La ecuación (2.40) es válida siempre que podamos considerar que el acoplamien-

to se da solamente entre gúıas vecinas, lo que se cumple para la mayoŕıa de los

experimentos con arreglos de gúıas de ondas.

2.2.1. Efectos no lineales

Cuando la intensidad del campo eléctrico transportado por las gúıas es grande —

por ejemplo, por tratarse de un láser de alta potencia — es posible excitar respuestas

no lineales en el medio que las sustenta. En este caso, debemos considerar un término
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de orden superior en la polarización,

P (E) = χ(1)E + χ(3)|E2|E ,

lo que está acompañado de una dependencia del ı́ndice de refracción con respecto a

la la intensidad del campo. Tomando como ejemplo la primera gúıa,

n1 −→ n1(I1) = n1 + n
(2)
1 I1 . (2.41)

Aqúı hemos llamado n
(2)
1 al coeficiente no lineal del ı́ndice de refracción en la

primera gúıa. La correspondiente ecuación diferencial para el campo toma la forma:

∇2E1(r) + k2n2
1(I1)E1(r) = −(k22 − k2clad)E2(r) ,

o bien, con el ansatz (2.32) para los campos Ei(r),

2a1(z)k2n1n
(2)
1 I1u1(x)e−iβ1z − 2iβ1

da1
dz

u1(x)e−iβ1z = −(k22 − k2clad)E2 , (2.42)

Dividiendo por e−iβ1z y sustituyendo I1 = |a1(z)|2u21(x) obtenemos

−ida1
dz

+
1

2β1
(k22 − k2clad)ei(β1−β2)za2(z)u2(x) +

n1n
(2)
1 k2

β1
|a1(z)|2a1(z)u31(x) = 0 .

Como antes, multiplicamos por u1(x) e integramos con respecto a x:

−i d
dz
a1(z) = κ21e

i(β1−β2)za2(z) +
n1n

(2)
1 k2

β1

∫
dx u41(x) |a1(z)|2a1(z) . (2.43)

Definiendo el coeficiente no lineal

γ1 =
n1n

(2)
1 k2

β1

∫
dx u41(x) ,

llegamos a la ecuación diferencial para la amplitud del campo en la gúıa 1:

−i d
dz
a1(z) = κ21e

i(β1−β2)za2(z) + γ1 |a1(z)|2a1(z) . (2.44)
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Para la segunda gúıa se obtiene una ecuación análoga. El sistema de ecuaciones

diferenciales para las envolventes del campo en las gúıas no lineales idénticas (en que

γ1 = γ2 ≡ γ) es

− i d
dz
a1(z) = κa2(z) + γ|a1(z)|2a1(z) (2.45a)

− i d
dz
a2(z) = κa1(z) + γ|a2(z)|2a2(z) . (2.45b)

Considerando la dirección de propagación z como la variable dinámica, las ecs.

(2.45) pueden derivarse del Hamiltoniano

H = −
{
κa∗1a2 + a∗2a1 +

1

2
γ(|a1|4 + |a2|4)

}
. (2.46)

Nuevamente, podemos extender la descripción a un arreglo de gúıas de ondas con

la generalización de las ecuaciones (2.45), lo que nos lleva a la célebre ecuación no

lineal de Schrödinger discreta para la amplitud del campo en la gúıa i-ésima:

−i d
dz
ai = κ(ai−1 + ai+1) + γ|ai|2ai . (2.47)

2.2.2. Regimen cuántico

Cuando se quiere describir la dinámica de pocos fotones en un sistema de dos gúıas

de ondas (esto es, en un d́ımero cuántico), las amplitudes complejas ai y a∗i intro-

ducidas en el desarrollo previo deben reemplazarse por operadores de destrucción y

creación de fotones en la gúıa i-ésima, âi y â†i . Esta sustitución requiere considerar

con cuidado las relaciones de conmutación entre los operadores. Aśı, para la cuanti-

zación de los términos cuárticos |ai|4 en el hamiltoniano (2.46) debemos simetrizar

|ai|4 −→
1

6

(
â†i â
†
i âiâi + â†i âiâ

†
i âi + â†i âiâiâ

†
i + âiâ

†
i â
†
i âi + âiâ

†
i âiâ

†
i + âiâiâ

†
i â
†
i

)
.

(2.48)
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Utilizando las relaciones de conmutación

[ai, a
†
j] = δi,j (2.49)

obtenemos

|ai|4 −→ â†i â
†
i âiâi + â†i âi + 1/2 . (2.50)

Luego, la cuantización del hamiltoniano (2.46) resulta en

Ĥ =−
{
κâ†1â2 + κâ†2â1 +

1

2
γ(â†1â

†
1â1â1 + â†2â

†
2â2â2)

}
− γ(â†1â1 + â†2â2 + 1) . (2.51)

Los últimos términos sólo añaden una constante al espectro de enerǵıas, por lo que

pueden ser descartados. Comprobamos esto evaluando el conmutador entre los dos

términos del hamiltoniano:

[
κâ†1â2 + κâ†2â1 + 1

2
γ(â†1â

†
1â1â1 + â†2â

†
2â2â2) , γ(â†1â1 + â†2â2 + 1)

]
= κγ

(
−â†1â2 + â†1â2 + â†2â1 − â

†
2â1

)
= 0 .

El hecho de que estos operadores conmuten implica que el número total de fotones

N̂ = â†1â1 + â†2â2

es una cantidad conservada del sistema. De este modo, hemos obtenido el hamilto-

niano de Bose-Hubbard que describe la evolución de fotones en un arreglo de dos

gúıas de ondas:

Ĥ = −
{
κâ†1â2 + κâ†2â1 +

1

2
γ(â†1â

†
1â1â1 + â†2â

†
2â2â2)

}
. (2.52)

No obstante, es necesario aclarar que, generalmente, los términos no lineales en el ha-

miltoniano no tendrán efecto para un sistema de pocos fotones, ya que la interacción

entre ellos, asociada al parámetro γ, requiere haces de luz de potencia alta.
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Las ecuaciones diferenciales para los operadores âi, que rigen su evolución en el

cuadro de interacción, resultan ser

− i d
dz
â1(z) = κâ2(z) + γâ†1(z)â1(z)â1(z) , (2.53a)

− i d
dz
â2(z) = κâ1(z) + γâ†2(z)â2(z)â2(z) . (2.53b)

El método recién expuesto puede ser extendido para M > 2 gúıas de onda idénticas

(asumiendo que cada gúıa tiene efecto solamente en sus primeras vecinas), obtenien-

dose aśı un conjunto de M ecuaciones acopladas:

−i d
dz
ân(z) = κ[ân−1(z) + ân+1(z)] + γâ†n(z)ân(z)ân(z) . (2.54)

2.2.3. Solución del d́ımero cuántico

En lo que sigue, expresamos el coeficiente de acoplamiento lineal en (2.52) en

unidades del parámetro de interacción no lineal, por lo que el hamiltoniano queda

expresado como sigue:

Ĥ = −κ(â†1â2 + â†2â1) + (â†1â
†
1â1â1 + â†2â

†
2â2â2) , (2.55)

Introduciendo las definiciones

Ĵx =
1

2
(â†1â2 + â†2â1) , (2.56a)

Ĵx =
i

2
(â†1â2 − â

†
2â1) , (2.56b)

Ĵz =
1

2
(â†2â2 + â†1â1) , (2.56c)

podemos rescribir el hamiltoniano en la forma siguiente:

Ĥd = Ĥ +
1

2
N2 −N . (2.57)

con

Ĥ = −2κĴx + 2Ĵ2
z . (2.58)
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Los operadores Ĵi obedecen el álgebra de momento angular. Dado que para cual-

quier número de bosones N , los últimos términos en (2.57) son una constante, nos

restringimos a las soluciones de Ĥ. Podemos ver directamente que éste conmuta con

Ĵ2, lo que implica la conservación del momento angular total:

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z =

N̂

2

(
N̂

2
+ 1

)
. (2.59)

Luego, nuestro espacio de Hilbert tiene dimensión finita (igual a 2j + 1 = N + 1),

determinado por el número total de bosones, que también se conserva, como se mostró

anteriormente.

En primer lugar nos interesa el caso de dos fotones inyectados en las gúıas, por lo

que tenemos un espacio tridimensional. Usaremos la base de autoestados de Ĵz para

expresar el hamiltoniano.

En esa representación (considerando ~ = 1),

Ĥ = −
√

2κ

0 1 0
1 0 1
0 1 0

+

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 =

 1 −
√

2κ 0

−
√

2κ 0 −
√

2κ

0 −
√

2κ 1

 . (2.60)

Los autovalores (autofrecuencias) del hamiltoniano resultan ser

E1 = 1 , E2 =
1

2

(
1−
√

1 + 16κ2
)
, E3 =

1

2

(
1 +
√

1 + 16κ2
)
. (2.61)

Notamos que para κ = 0, los niveles E1 y E2 son degenerados, ya que en ese caso,

las dos gúıas están desacopladas y por tanto los estados simétricos y antisimétricos

1√
2

1
0
1

 y
1√
2

 1
0
−1

 , (2.62)

tienen igual enerǵıa.
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Figura 2.3: Autofrecuencias o autoenerǵıas del d́ımero cuántico (curva negra) en
función del acoplamiento κ para 2 fotones (a) y 3 fotones (b). Las ĺıneas discont́ınuas
de color naranja corresponden a los niveles de enerǵıa clásicos. Fuente: Elaboración
propia.
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Ahora bien, si consideramos el d́ımero con tres fotones el hamiltoniano normalizado

tiene la siguiente representación matricial

Ĥ =


9
2

−
√

3κ 0 0

−
√

3κ 1
2

−2κ 0

0 −2κ 1
2

−
√

3κ

0 0 −
√

3κ 9
2

 . (2.63)

Presentamos las autoenerǵıas (autofrecuencias) de este sistema en la figura (2.3),

donde se muestra también el caso de dos fotones. Vemos que a medida que aumenta κ

(respuesta no lineal baja en comparación con la constante de acoplamientos), los ex-

tremos del espectro corresponden con los niveles de enerǵıa clásicos correspondientes

a los estados simétrico y antisimétrico.

2.3. Cuantización del campo electromagnético

En la sección anterior se señaló que las amplitudes con que son excitados los mo-

dos del campo elećtrico en las gúıas deben ser reemplazadas con operadores cuando

estudiamos el regimen cuántico (dinámica de un número bajo de fotones). Aunque,

bajo la aproximación proporcionada por la teoŕıa de modos acoplados, este método

de cuantización es completamente heuŕıstico, sigue los lineamientos teóricos funda-

mentales de la cuantización del campo electromagnético.

En lo que sigue proporcionaremos los elementos teóricos principales para la cuanti-

zación. A fin de mantener la concordancia con la literatura4, en esta sección conside-

ramos al tiempo como la variable dinámica, si bien los resultados pueden ser aplicados

a los sistemas de gúıas de ondas en que la variable es la dirección de propagación z.

4Véanse por ejemplo las referencias [29,30].
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2.3.1. Potenciales e invariancia de gauge

Nuevamente, comenzaremos nuestro análisis a partir de las ecuaciones de Maxwell,

(2.1). Notamos que, en particular, las ecuaciones (2.1a) y (2.1d) pueden deducirse

definiendo el potencial vector A y el potencial escalar U , tales que

B = ∇×A , (2.64a)

E = −∂A
∂t
−∇U . (2.64b)

A partir de estas definiciones podemos ver que los campos E y B son invariantes

ante una transformación de gauge de la forma

A −→ A′ = A+ ∇F , (2.65a)

U −→ U ′ = U − ∂

∂t
F , (2.65b)

donde F es una función arbitraria de la posición r y el tiempo t. La elección del

gauge determina el valor de ∇ ·A. Escogeremos el gauge de Coulomb en ausencia

de cargas,

∇ ·A = 0 , U = 0 . (2.66)

por ser el más apropiado para estudios de electrodinámica no relativista cuando el

sistema no involucra fuentes.

2.3.2. Espacio rećıproco

En su trabajo pionero de , Dirac propuso un paso esencial para la cuantización,

a saber, expresar los campos en sus componentes de Fourier, para posteriormente

imponer las relaciones de conmutación correspondientes sobre los distintos factores

que aparecen en los términos. La transformada de Fourier de los campos E(r, t) y
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B(r, t) se define como

E(k, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3r ,E(r, t)e−ik·r , (2.67a)

B(k, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3r ,B(r, t)e−ik·r , (2.67b)

mientras que la transformada inversa de cada campo está dada por

E(r, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3k ,E(k, t)eik·r , (2.68a)

B(r, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3k ,B(k, t)eik·r . (2.68b)

Los potenciales A y U introducidos anteriormente transforman de forma análoga,

A −→ A , y U −→ U ,

de modo que su relación con los campos en el espacio rećıproco está dada por

B = ik×A (2.69a)

E = − ∂

∂t
A− ikU . (2.69b)

La transformada de Fourier ofrece múltiples ventajas para el presente análisis.

En primer lugar, las ecuaciones de Maxwell — que en su forma original involucran

derivadas parciales — pasan a ser estrictamente locales5:

ik · E =
1

ε0
% , (2.70a)

ik ·B = 0 , (2.70b)

ik× E = − ∂

∂t
B , (2.70c)

ik×B =
1

c2
∂E
∂t

+
1

ε0c2
J , (2.70d)

5Al decir que las ecuaciones son estrictamente locales, nos referimos a que las derivadas tempo-
rales de los campos dependen de los valores de estos en un mismo punto k.
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siendo J la transformada de Fourier de la corriente J , y % la transformada de la

distribución de carga ρ. Más aún, el espacio rećıproco pone en evidencia que las

dos primeras ecuaciones de Maxwell, (2.70a) y (2.70b), definen las componentes

longitudinales (paralelas al vector de onda k) de los campos E y B. Aśı, vemos que

mientras el campo magnético es puramente tranversal, la componente longitudinal

E‖ del campo eléctrico se relaciona con la distribución de cargas. Es decir, en el

espacio real se tiene

E‖ =
1

4πε0

∫
d3r′ρ(r′, t)

r− r′

|r− r′|3
. (2.71)

Por otra parte, las ecuaciones de Maxwell (2.70) y las relaciones entre los campos

y los potenciales [ec. (2.64) o ec. (2.69)], nos permiten ver que se cumple

E⊥ = − ∂

∂t
A , y E‖ = − ∂

∂t
A−∇U . (2.72)

Podemos entender ahora la nomenclatura asociada al gauge de Coulomb, también

llamado gauge tranversal: en él, la componente longitudinal del potencial vector, A‖,

es nula, de donde sigue que

E‖ = −∇U , (2.73)

y la comparación con la ecuación (2.72) implica que U es el potencial de Coulomb

de la distribución de carga ρ.

2.3.3. Cuantización de la enerǵıa electromagnética

La ventaja del desarrollo previo es que nos permite identificar la contribución

de cada elemento del sistema a su enerǵıa total, en el gauge de Coulomb. Aśı, la

enerǵıa propia de los campos eléctrico y magnético está asociada a sus componentes

tranversales, mientras que las componentes longitudinales contribuyen a través de su

interacción con la distribución de carga. Luego, en ausencia de cargas y fuentes, la
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enerǵıa total corresponde a la del campo electromagnético tranversal:

H =
ε0
2

∫
d3r

[
E2
⊥(r) + c2B2(r)

]
=
ε0
2

∫
d3k

[
|E⊥(k)|2 + c2|B(k)|2

]
.

(2.74)

Como un paso previo a la cuantización, introducimos la variable normal

α(k, t) = − i

2Λ(k)

[
E⊥(k, t)− ck̂×B(k, t)

]
, (2.75)

donde el coeficiente de normalización Λ se considera igual a

Λ(k) =

√
~ω
2ε0

, (2.76)

a fin de obtener las expresiones para la enerǵıa presentadas más abajo. Invirtiendo

la relación (2.75) podemos expresar los campos en función de la variable normal:

E⊥(k, t) = iΛ(k) [α(k, t)−α∗(−k, t)] , (2.77a)

B(k, t) =
iΛ(k)

c

[
k̂×α(k, t) + k̂×α∗(−k, t)

]
. (2.77b)

Por ser combinación de E y B, la variable α también es un campo tranversal y

puede ser expresada en componentes ortogonales al vector de onda, a lo largo de dos

direcciones ε1 y ε2 como se muestra en la figura 2.4. Es decir,

α(k, t) = ε1αε1(k, t) + ε2αε2(k, t) =
∑
ε

εαε(k, t) . (2.78)

Utilizando estas definiciones, la enerǵıa electromagnética toma la forma siguiente

[30]

H =

∫
d3k

∑
ε

~ω
2

[α∗ε (k, t)αε(k, t) + αε(k, t)α
∗
ε (k, t)] . (2.79)

Aśı, vemos que H queda expresada como la suma de enerǵıas correspondientes a

un conjunto de osciladores armónicos con frecuencia ω = ck, caracterizados por el
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Figura 2.4: El campo α puede descomponerse a lo largo de dos vectores unitarios ε1
y ε2 perpendiculares al vector de onda k. Fuente: Elaboración propia.

vector de onda k y el de polarización ε. Es decir, estos vectores definen los modos

de oscilación del campo electromagnético.

Volviendo a la expresión para el campo eléctrico, ec. (2.77a), vemos que la inversa

de la transformada de Fourier nos lleva a su expresión en el espacio real es

E⊥(r, t) = i

∫
d3k

∑
ε

τω
[
αε(k, t)εe

ik·r − α∗ε(k, t)εe−ik·r
]
, (2.80)

donde los coeficientes τω son incluidos para efectos de normalización, determinados

por las condiciones de borde. A este respecto, el acercamiento estándar consiste en

suponer que el sistema está contenido en un cubo de arista L, en cuyos bordes se

aplican condiciones periódicas, para al final evaluar el ĺımite L −→∞. La ventaja de

este procedimiento es que las integrales en la ecuación (2.80) son reemplazadas por

series de Fourier. Es decir, las integrales respecto a k son reemplazadas por sumas

sobre valores discretos kx,y,z = 2πnx,y,z/L, siendo nx,y,z enteros. Aśı, las variables
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αε(k, t) son reemplazadas por variables discretas

αε(k, t) −→ αi(t) .

De este modo, el campo eléctrico tranversal queda expresado como la siguiente

suma:

E⊥ = i
∑
i

√
~ωi

2ε0L3

[
αiεie

iki·r − α∗i εie−iki·r
]
. (2.81)

La expresión (2.81) tiene los elementos necesarios para aplicar el método de cuan-

tización propuesto por Dirac, a saber: (i) considerar las amplitudes de los modos del

campo — es decir, las variables normales αε y α∗ε correspondientes a cada modo,

como operadores de destrucción y creación:

αi −→ âi , α∗i −→ â†i , (2.82)

y (ii) imponer las relaciones de conmutación canónicas:

[âi, âj] =
[
â†i , â

†
j

]
= 0 ,[

âi, â
†
j

]
= δij .

(2.83)

La expresión para el campo eléctrico en la expresión (2.81) nos permite entender

la correspondencia entre las amplitudes del campo que hemos identificado aqúı y

las que encontramos en nuestro análisis anterior del acoplamiento entre gúıas de

ondas cercanas (teniendo en cuenta la equivalencia entre el tiempo y la dirección

de propagación en uno y otro contexto). Esto fundamenta el método aplicado en el

análisis del régimen cuántico, que presentamos en la sección anterior.

Para terminar queremos destacar que si bien el reemplazo de las variables clásicas

por operadores [ec. (2.82)] puede parecer una imposición forzada, es posible una

derivación lagrangiana, mucho más rigurosa, cuya extensión impide abordarla en este
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trabajo. Para una presentación detallada de este acercamiento, puede consultarse el

caṕıtulo 2 de la referencia [30].

2.4. Condensados de Bose-Einstein en potenciales

ópticos

Cuando un condensado de Bose-Einstein (BEC) está contenido en una red óptica

periódica (formada a partir de interferencia de haces), es posible describirlo como un

sistema discreto, cuya dinámica se rige por una ecuación discreta no lineal de Schroe-

dinger, que formalmente es igual a la ecuación (2.47) obtenida para la propagación

de excitaciones en arreglos de gúıas de ondas. No obstante, tanto su derivación como

el significado f́ısico de los parámetros involucrados es diferente para cada caso.

La condensación de Bose-Einstein es un fenómeno cuántico, por lo que su estudio

debe considerar en primer lugar el hamiltoniano de varios cuerpos que describe N

bosones interactuantes sometidos a un potencial externo Vext:

Ĥ =

∫
dr Ψ̂†(r, t)

[
− ~2

2m
∇2 + Vext(r, t)

]
Ψ̂(r, t)

+
1

2

∫
drdr′ Ψ̂†(r, t)Ψ̂†(r′, t)V (r− r′)Ψ̂(r, t)Ψ̂(r′, t) .

(2.84)

Aqúı Ψ̂†(r) [Ψ̂(r)] es el operador de creación [destrucción] de un bosón en la posición

r. El potencial V (r− r′) es un potencial interatómico que da cuenta de las colisiones

entre las part́ıculas del condensado. Dado que un BEC consiste en un gas dilúıdo

de átomos (en que el camino medio entre las part́ıculas es mucho mayor que la

longitud de scattering que permite su interacción), podemos considerar únicamente

interacciones binarias.
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2.4.1. Teoŕıa de campo medio

Cuando el sistema está compuesto de un número grande de part́ıculas, su descrip-

ción cuantitativa puede realizarse en un marco clásico gracias a la teoŕıa de campo

medio. La idea básica de este enfoque consiste en considerar la parte operatorial de

Ψ̂(r, t) como una perturbación promedio de su valor de expectación ψ = 〈Ψ̂〉, es decir

Ψ̂(r, t) = ψ(r, t) + Ψ̂′(r, t) , (2.85)

La función ψ(r, t) es un campo clásico con fase bien definida, y recibe el nombre

de función de onda macroscópica, ya que da cuenta de la amplitud de probabilidad

de encontrar una part́ıcula en una posición y tiempo determinados.

Cuando el condensado es suficientemente homogéneo (como es esperable para un

número grande de part́ıculas), las fluctuaciones cuánticas pueden descartarse y puede

sustituirse el operador Ψ̂(r, t) por su promedio ψ(r, t) en la ecuación de Heisenberg

proveniente del hamiltoniano (2.84). Esto nos lleva a la ecuación de Gross-Pitaevskii,

que para el caso unidimensional tiene la forma

i~
∂

∂t
ψx(x, t) =

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ Vext(x) + γ1D|ψx(x, t)|2

]
ψx(x, t) , (2.86)

donde el efecto de las interacciones colisionales está dado en el parámetro γ1D (pro-

porcional a la longitud de scattering entre los átomos).

2.4.2. Potencial periódico

Cuando dos láseres de igual intensidad, polarización y longitud de onda se propagan

en sentido opuesto, su superposición da origen a un potencial óptico periódico:

Vext(x) = V0 cos2(πx/d) , (2.87)
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d

Figura 2.5: Dos láseres propagándose en contra forman una red óptica unidimensio-
nal. El patrón de interferencia da origen a un potencial óptico que, en cierta región,
puede considerarse periódico con periodo d. Fuente: Elaboración propia.

donde d = λ/2 es el espaciamiento de la red y V0 es su profundidad, proporcional

al cuadrado de la amplitud del campo óptico. V0 suele medirse en unidades de la

enerǵıa de retroceso (recoil energy) dada por

Er =
~2π2

2md2
, (2.88)

que corresponde a la enerǵıa entregada a un átomo que interactúa con un fóton de

los que componen el campo óptico 6.

Antes de incluir las interacciones atómicas presentes en un BEC — es decir, con-

siderando solamente los términos lineales en la ecuación (2.86), la periodicidad del

potencial nos permite deducir algunas propiedades de los autoestados del sistema.

En particular, es posible extrapolar un importante resultado de la f́ısica de sólidos

relacionado con potenciales periódicos, a saber, el teorema de Bloch. Este teorema

establece que las autofunciones φ(x) del sistema, son producto de una función pe-

riódica (con el mismo periodo d del potencial) y de una onda plana cuyo vector de

6El ensanchamiento de los haces gaussianos que forman la red, lleva a una pérdida de la pe-
riodicidad lejos del ancho mı́nimo (foco), como se ilustra en la figura 2.5. No obstante, como el
espaciamiento d es proporcional a la longitud de onda del láser y mucho menor que la longitud
de Reyleigh zR, el potencial puede ser considerado periódico y descrito por (2.87) en una región
extendida sobre varios cientos de pozos de potencial (sitios de la red) [31].
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Figura 2.6: Funciones de Bloch para un potencial óptico de profundidad ∼ 4Er,
correspondientes a cuasimomento q = 0 (abajo) y q = π (arriba). Fuente: Elaboración
propia.

onda es llamado el cuasimomento q:

φ(x) = eiqxuq(x) ≡ φq(x) . (2.89)

El teorema de Bloch, junto a la ecuación (2.86), permite concluir que las auto-

enerǵıas del sistema están organizadas en bandas, cuyo ancho y separación depen-

derá de la profundidad del potencial periódico (amplitud V0 en la definición (2.87)

del potencial Vext). Dado que las part́ıculas de un BEC están en el estado de mı́nima

−2d −d 0 d 2d

x

Figura 2.7: Funciones de Wannier de orden cero para un potencial débil (∼ 0.5Er,
arriba) y uno fuerte (∼ 8Er, abajo). Fuente: Elaboración propia.
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enerǵıa, consideraremos solamente la primera banda. En la figura 2.6 mostramos las

autofunciones o funciones de Bloch correspondientes a sus bordes, para un potencial

profundo.

Podemos ver que las autofunciones en q = 0 y en q = π/d, difieren en la fase rela-

tiva de la función de onda entre dos mı́nimos adyacentes del potencial (para q = 0

la función es no escalonada o unstaggered, mientras que para π/d es escalonada o

staggered), pero comparten una caracteŕıstica importante, a saber: son combinación

de funciones localizadas en cada sitio del potencial óptico. Por esta razón, para estu-

diar la dinámica de un condensado atrapado en un potencial periódico, resulta útil

la introducción de las funciones de Wannier Φm(x), definidas como la transformada

de Fourier de las funciones de Bloch, y que se localizan en cada sitio m de la red

(esto es, en cada mı́nimo del potencial Vext). En la figura 2.7 mostramos ejemplos de

funciones de Wannier para dos distintas profundidades del potencial externo.

Luego, la función de onda macroscópica para un condensado de Bose-Einstein en

un potencial óptico profundo puede descomponerse como

ψ(x, t) =
M∑
m

um(t)Φm(x) , (2.90)

donde um(t) ∈ C y el ı́ndice m corre sobre los M sitios de la red.

2.4.3. Interacciones atómicas

Como mostramos anteriormente, la interacción de contacto (colisional) entre pares

de átomos está representada por el parámetro γ1D en la ecuación de Gross-Pitaevskii

unidimensional (2.86). Si reemplazamos la función de onda ψ(x, t) en esta ecuación

con la descomposición (2.90), multiplicamos por Φn(x) (para utilizar la ortonor-

malidad del las funciones de Wannier) e integramos en todo el espacio, obtenemos
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nuevamente una ecuación discreta no lineal de Schroedinger, en que la interacción

de contacto es inclúıda a través de un término no lineal cúbico:

i~
∂un(t)

∂t
= εnun(t) + κ [un−1(t) + un+1(t)] + q|un(t)|2un(t) . (2.91)

Aqúı κ es la constante de acoplamiento (o hopping atómico) dada por

κ = −
∫
dr

[
~2

2m
∇Φm ·∇Φm+1 + ΦmVextΦm+1

]
, (2.92)

y εn corresponde a la enerǵıa de sitio (también llamada constante de autoacopla-

miento) definida de forma análoga.

La magnitud del término de interacción no lineal, en tanto, está dado por el paráme-

tro q:

q = γ1DNt

∫
dx |Φn|4(x) , (2.93)

siendo Nt el número total de átomos. Es decir, el término no lineal en la ecuación

(2.91) depende del número total de átomos, tal como el término no lineal que en-

contramos al estudiar arreglos de gúıas de ondas depende de la potencia de la luz

transmitida.

Ahora bien, en condensados cuyos átomos presentan un momento dipolar magnéti-

co considerable, la interacción entre los dipolos actúa en conjunto a la interacción de

contacto. Si el medio está polarizado magnéticamente (por ejemplo por la acción de

un campo magnético externo), todos los dipolos apuntan en una misma dirección,

por lo que la enerǵıa de interacción Udd entre los dipolos es igual a

Udd(r) =
µ0µ

2

4π

[
1− 3 cos2 θ

r3

]
, (2.94)

donde µ es el momento magnético permanente de las part́ıculas, y θ denota el ángulo

entre la dirección de magnetización y la posición relativa entre las ellas.
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Dos propiedades importantes de la interacción dipolo-dipolo se muestran en la ec.

(2.94), a saber, (i) su largo alcance (del orden de 1/r3), el cual — a diferencia de

la interacción colisional — da origen a un acoplamiento no lineal entre particulas

situadas entre distintos pozos del potencial periódico; y (ii) su carácter anisotrópico,

dado por el factor cos2 θ. Esto último implica que la magnitud, e incluso el efecto, de

la interacción dipolar puede variar de acuerdo a la orientación de los dipolos entre śı:

es repulsiva para dipolos alineados lado a lado, y es atractiva para dipolos puestos

en fila, teniendo en el segundo caso el doble de fuerza que en el primero (fig. 2.8).

A pesar de esta dependencia de la interacción con respecto a la posición relativa

entre los dipolos, es posible ajustar globalmente su magnitud e incluso su sentido a

través de un campo magnético externo [10]. Aqúı simplemente absorbemos ese factor

variable en el coeficiente µ.

Al incluir el término de interacción dipolar en la ecuación GP unidimensional (2.86)

obtenemos

i~
∂

∂t
ψx(x, t) =

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ Vext(x) + γ1D|ψx(x, t)|2

+
µ0µ

2

4π

∫
(1 + cos θ)

|ψ(x′)|2

|x− x′|3
dx′
]
ψx(x, t) ,

(2.95)

A partir de la ecuación (2.95), podemos incorporar la interacción dipolar a nuestro

modelo discreto (2.91) expandiendo la función de onda en las funciones de Wannier

Φn(x) centradas en los mı́nimos del potencial, es decir ψ(x, t) =
∑

n un(t)Φn(x). Al

(a) (b)

Figura 2.8: (a) Cuando los dipolos están orientados lado a lado (θ = π/2), la fuerza de
interacción es repulsiva. (b) Cuando están en fila (θ = 0), la interacción es atractiva.
Fuente: Elaboración propia.
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reemplazar en (2.95), surgen integrales de traslape representando el acoplamiento

dipolar entre dos sitios n y m de la red:

gnm =
µ0µ

2

4π

∫
dxdx′Φn(x)Φm(x′)

[
1 + cos θ

|x− x′|3

]
Φn(x)Φm(x′) (2.96)

Luego, vemos que la interacción dipolar también contribuye a la no linealidad en

sitio a través del coeficiente gnn, junto a la interacción de contacto. En lo que sigue

descartamos la contribución local gnn y retenemos solamente gn,n+1 = g, el coeficiente

de acoplamiento no lineal a primeros vecinos, de donde se sigue que

−i d
dt
un(t) = κ(un+1 + un−1) + q|un|2un + g(|un+1|2 + |un−1|2)un (2.97)

es la ecuación que describe la dinámica de la amplitud un(t) de la función de onda.

En conclusión, hemos visto que las interacciones atómicas de contacto se manifies-

tan en términos no lineales equivalentes a los que induce la potencia de la luz en

arreglos de gúıas de ondas. En tanto, las interacciones atómicas de largo alcance,

presentes en un BEC compuesto de átomos dipolares, posibilitan una fenomenoloǵıa

única en el contexto de los sistemas discretos, que afecta particularmente a la exis-

tencia de soluciones localizadas en sistemas bidimensionales, como estudiaremos en

el caṕıtulo siguiente.



Caṕıtulo 3

Soluciones localizadas en un
condensado dipolar bidimensional
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En años recientes, el estudio de los condensados de Bose-Einstein (BECs) se ha ex-

pandido gracias a la realización experimental de condensados dipolares cuyos átomos

presentan un momento dipolar magnético. En los primeros experimentos de conden-

sación con átomos dipolares se ocuparon átomos de Cromo [8], y posteriormente se

ha conseguido la condensación de Disprosio [32,33].

Aparece como una pregunta natural, entonces, el posible efecto de la interacción

atómica dipolar en las propiedades de las soluciones localizadas (solitones o breathers)

existentes en el BEC. La existencia de éstas en condensados dipolares ha sido predicha

tanto para sistemas unidimensionales [34–40] como bidimensionales [41–43]. Recien-

temente se ha dado incluso una propuesta experimental para su observación [44].

En este caṕıtulo presentamos un estudio de soluciones localizadas discretas en un

condensado de Bose-Einstein atrapado en una red óptica periódica bidimensional.

Usaremos el acercamiento dado por la ecuación discreta no lineal de Schroedinger

(DNLS), que presentamos en el caṕıtulo 2. Veremos que en presencia de la interac-

ción dipolar surgen propiedades interesantes, tales como regiones en el espacio de

parámetros en que dos soluciones fundamentales son simultáneamente estables, y

un cambio en la norma mı́nima necesaria para la formación de breathers discretos

bidimensionales.

3.1. Modelo

Bajo el enfoque discreto cuya derivación presentamos en 2.4, la función de onda

macroscópica que describe el comportamiento de un BEC dipolar en una red óptica

periódica es representada por su amplitud en todos los sitios o nodos de una red.
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Aqúı estudiaremos una red isotrópica cuadrada, cuyos sitios son identificados por su

posición i, j. Si llamamos ui,j a la amplitud de la función de onda en el sitio i, j, su

dinámica es descrita por la ecuación DNLS generalizada en la forma siguiente:

−iu̇i,j =κ(ui+1,j+ui−1,j+ui,j+1+ui,j−1) + q|ui,j|2ui,j

+ g(|ui+1,j|2+|ui−1,j|2+|ui,j+1|2+|ui,j−1|2)ui,j .
(3.1)

Aqúı, κ es el coeficiente de acoplamiento lineal, inducido por el salto (hopping)

de átomos entre sitios vecinos de la red. La magnitud de la interacción no lineal

en sitio (asociada con las colisiones atómicas) es representada por el parámetro q.

El coeficiente de acoplamiento no lineal g, en tanto, cuantifica la magnitud de la

interacción dipolar de largo alcance entre átomos de sitios adyacentes. Consideramos

que todas las cantidades en la ecuación (3.1) son adimensionales.

Nuestro objetivo es buscar soluciones estacionarias, correspondientes a oscilaciones

colectivas de todas las amplitudes de la red, en la forma

ui,j(t) = ui,je
iλt ,

donde ui,j ∈ R, y λ representa la enerǵıa de la solución. La sustitución en la ecuación

(3.1) lleva al siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

λui,j = κ(ui+1,j+ui−1,j+ui,j+1+ui,j−1) + qu3i,j

+ g(u2i+1,j+u
2
i−1,j+u

2
i,j+1+u2i,j−1)ui,j .

(3.2)

La constante de acoplamiento κ define el espectro lineal de enerǵıas o banda lineal

para la red cuadrada: fijando q = g = 0 en el sistema (3.2) e introduciendo una onda

plana como ansatz, obtenemos la banda lineal correspondiente a un sistema infinito,

λ = 2κ(cos kx + cos ky), donde kx y ky representan el cuasimomento horizontal y

vertical, respectivamente. Es decir, las enerǵıas lineales están contenidas en el rango

λ ∈ [−4κ, 4κ], que constituye el espectro lineal de autoenerǵıas para una red infinita.
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1s 2s 4s

Figura 3.1: Modos fundamentales no lineales centrados en tres posiciones diferentes.
Fuente: Elaboración propia.

Para un sistema finito de n × n sitios, los bordes de la banda lineal se reducen a

±4κ cos(π/[n+ 1]) (que tiende a ±4κ en el ĺımite n→∞).

Nuestro estudio del caso general (con los dos términos no lineales) se centra en tres

clases de soluciones estacionarias localizadas: la solución en sitio (1s), centrada en

un sitio particular de la red; la solución entre dos sitios (2s), centrada entre dos sitios

contiguos a los que corresponde la misma amplitud; y la solución entre cuatro sitios

(4s), centrada entre cuatro sitios con igual amplitud. En la figura 3.1 presentamos

ejemplos de estas tres soluciones.

3.2. Soluciones estacionarias localizadas

Desde esta sección, sin pérdida de generalidad, consideramos κ = 1 y q = 1 [esto

puede conseguirse redefiniendo las variables y parámetros en la ecuación (3.1)]. Para

encontrar soluciones estacionarias, resolvemos el sistema (3.2) utilizando el método

de Newton-Raphson, que requiere como punto de partida una semilla, esto es, valores

aproximados para el perfil de la solución y su constante de propagación. En primer

lugar, escogemos un valor inicial para la enerǵıa de la solución buscada, o bien para

su norma, dada por

N =
∑
i,j

|ui,j|2 . (3.3)

La norma da cuenta del número total de átomos en el condensado, y su relación

con la enerǵıa es caracteŕıstica de cada familia de soluciones. Una vez hemos fijado
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el valor de enerǵıa o de norma, utilizamos como semilla uno de los siguientes perfiles

centrados alrededor de la posición i0, j0,

ui,j =
√
Nδi,i0δj,j0 , (3.4a)

ui,j =

√
N

2
(δi,i0 [δj,j0 + δj,j0+1]) , (3.4b)

ui,j =

√
N

4
(δi,i0 [δj,j0 + δj,j0+1] + δi,i0+1[δj,j0 + δj,j0+1]) , (3.4c)

según busquemos soluciones 1s, 2s, o 4s, respectivamente. La existencia de soluciones

localizadas es debida a las interacciones presentes en el sistema a través de los térmi-

nos no lineales en la ec. (3.1), los que a su vez dependen de la norma. En sistemas

modelados por ecuaciones tipo DNLS, el regimen de muy alta norma (equivalente a

potencia alta en arreglos de gúıas de ondas) es conocido como ĺımite anticont́ınuo,

donde el acoplamiento entre sitios es despreciable en comparación a la enerǵıa de

interacción en sitio. En este ĺımite casi cualquier perfil (en particular uno localizado)

es solución del sistema. Por esta razón, comenzamos buscando soluciones localizadas

para valores grandes de N y para enerǵıas λ muy por encima del borde de la banda

lineal. Una vez encontrado un perfil {ui,j} que resuelve el sistema, reducimos leve-

mente la enerǵıa y lo utilizamos como semilla. La iteración de este procedimiento

hasta que la enerǵıa λ llega a la banda lineal nos lleva a contruir toda la familia

de soluciones localizadas no lineales, que caracterizamos a través de la respectiva

relación entre norma y enerǵıa, como las presentadas en la figura 3.2 (a) para un

arreglo de 15× 15 sitios.

Para cada solución estacionaria {uij} encontrada, calculamos su estabilidad lineal

añadiendo una pequeña perturbación compleja de la forma

φi,j(t) = Xi,j(t) + iYi,j(t) . (3.5)
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Figura 3.2: (a) Norma o número de átomos N y (b) parámetro de estabilidad G,
en función de la enerǵıa λ para soluciones localizadas 1s (ĺınea delgada), 2s (ĺınea
gruesa) y 4s (ĺınea discont́ınua), en un arreglo de 15 × 15 sitios. Las curvas grises
corresponden al caso DNLS estándar sin interacción dipolar (g = 0), mientras que las
curvas negras son para una interacción de g = 0.3. (c) y (d) Perfiles tranversales de las
soluciones 2s y 4s, respectivamente, para g = 0.3 y una enerǵıa λ = 4.177 [destacada
con un ćırculo en (a)]. Puede notarse cómo la paridad del arreglo (número impar de
sitios por lado) modifica la forma de estos perfiles cuando se unen con la familia de
soluciones 1s antes de decaer a la banda lineal. Fuente: Elaboración propia.
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El efecto de esta perturbación en la evolución temporal de la solución nos permite

determinar si es linealmente estable o inestable. En efecto, la sustitución {un} →

{un + φn} en (3.1) lleva a dos ecuaciones diferenciales para los vectores X e Y que

se componen respectivamente de todas las partes reales Xi,j e imaginarias Yi,j de la

perturbación. Las ecuaciones diferenciales son de la forma

Ẍ + ABX = 0 ,

Ÿ + BAY = 0 ,
(3.6)

donde A y B son matrices cuyo orden para una red de n× n sitios es n2 × n2. Dado

que las matrices AB y BA tienen los mismos autovalores {ηk}, podemos elegir cual-

quiera de ellas para estudiar la estabilidad. Si algún autovalor tiene parte imaginaria

positiva, la perturbación crecerá en el tiempo, de modo que, en tal caso, la solución

estacionaria {ui,j} será inestable. Entonces, definimos la ganancia

G = max{Im(ηk)} (3.7)

como parámetro para medir la inestabilidad de una solución, de modo que las solu-

ciones son estables solamente si G = 0. La dependencia de la ganancia G respecto a

la enerǵıa λ para los casos g = 0 y g = 0.3 es presentada en la figura 3.2 (b).

Es importante notar que las soluciones con enerǵıa cercana al borde superior de la

banda lineal (que, como dijimos anteriormente, se ubica en 4 cos(π/[n+ 1]) para un

arreglo de tamaño n× n) se vuelven más anchas a medida que se asimilan al modo

fundamental lineal. Esto se manifiesta en una fusión de las curvas correspondientes

a los tres modos 1s, 2s y 4s en una sola, y en la modificación de estos modos para

satisfacer la paridad del número de sitios en la red. Como en nuestro análisis usamos

un arreglo de 15 × 15 sitios, los perfiles de las soluciones 2s y 4s se deforman cerca

de la banda para converger en el modo lineal extendido [figura 3.2 (c) y (d)].
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Junto con la norma N , el hamiltoniano es otra cantidad conservada en nuestro

sistema:

H = −
∑
ij

[
(ui+1,j + ui,j+1)u

∗
ij +

g

2
(|ui+1,j|2 + |ui,j+1|2)|uij|2 + c.c.

]
− 1

2

∑
ij

|uij|4 ,

(3.8)

donde los dos primeros términos representan las interacciones lineal y no lineal entre

los sitios vecinos de la red cuadrada. El hamiltoniano es particularmente últil al

estudiar las propiedades dinámicas del sistema, es decir, la movilidad de soluciones

localizadas a través de la red (esto se estudiará en detalle en la sección 3.5). Con

respecto a la posición del centro de las soluciones, un valor mı́nimo (máximo) del

hamiltoniano H corresponde a una solución estable (inestable).

En las figuras 3.3 mostramos gráficos de la norma y la ganancia (estabilidad) en

función de λ para valores más grandes de la interacción dipolar g. Los resultados

obtenidos resaltan otra caracteŕıstica particular del sistema cerca de la banda lineal,

a saber, un cambio en la curvatura de los diagramas N vs λ. Es conocido el hecho

de que en ausencia de interacciones dipolares (esto es, en el caso DNLS standard con

g = 0) existe un umbral de enerǵıa [45], sobre el cual las soluciones localizadas pueden

existir en sistemas finitos. Generalmente, este umbral está asociado a un mı́nimo

local en las curvas de norma vs enerǵıa [46], el cual implica además un cambio en

la estabilidad de la solución 1s. Cualitativamente, podemos explicar este mı́nimo a

partir de la extensión de los modos: la familia de soluciones localizadas existentes en

el regimen no lineal ocupan solamente unos pocos sitios de la red, mientras que las

soluciones que bifurcan desde la banda lineal son extendidas, por lo que su norma se

incrementa rápidamente sobre la banda lineal. Por tanto, la conexión entre estas dos

ramas no lineales implica un mı́nimo en la curva N vs λ. Ahora bien, observamos

que al incrementar la interacción dipolar g, el umbral de norma tiende a desaparecer.
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Figura 3.3: Norma N (izquierda) y parámetro de estabilidad G (derecha, fondo
beige) en función de la autoenerǵıa λ para modos 1s (ĺınea delgada), 2s (ĺınea gruesa)
y 4s (ĺınea discont́ınua), en un arreglo de tamaño 15 × 15. (a) y (b) Interacción
dipolar g = 1. Observamos que las curvas de norma para las soluciones 1s y 2s están
superpuestas. (c) y (d) Interacción dipolar g = 1.2. Fuente: Elaboración propia.

Comparando los resultados en las figuras 3.2 y 3.3 vemos que el mı́nimo todav́ıa existe

para g = 0.3, pero ha desaparecido para g = 1. En efecto, al incrementar g hay una

disminución en la pendiente de la curva N vs λ que bifurca desde la banda, lo que

permite una conexión suave con la rama de soluciones localizadas con norma alta.

Para valores más grandes de la norma y la enerǵıa — esto es, lejos de la banda

lineal, la relación entre estas dos cantidades es aproximadamente lineal. Para las

soluciones 2s y 4s, observamos una disminución en la pendiente asintótica de las

curvas N vs λ al incrementar el acoplamiento no lineal g. En particular, cuando

g = q = 1 [figura 3.3 (a)], la curva de modos 2s tiene la misma pendiente que los
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modos 1s, de modo que ambas curvas se superponen en el regimen de norma alta.

Para g > q = 1, la curva asintótica 2s está siempre bajo la 1s [figura 3.3 (c)].

Este cambio en la pendiente de las curvas de norma, son reflejo de una variación en

los perfiles de las soluciones respectivas. Como ilustración, en la figura 3.4 mostramos

un corte de los tres modos en la fila central de la red, para una enerǵıa λ = 12.7 y

distintos valores de g. Podemos ver una notable reducción en la amplitud del sitio

central de la solución 1s, a la vez que se incrementa la amplitud de los sitios próximos,

por lo que mantiene aproximadamente el mismo valor de la norma para cada enerǵıa

λ. En cambio, los modos 2s y 4s presentan una reducción global de su amplitud,

consistente con el decrecimiento de la norma para enerǵıas lejos del espectro lineal,

lo que se manifiesta en la reducción de la pendiente en las respectivas curvas de

norma y enerǵıa.

La transición descrita anteriormente se manifiesta también en un cambio de la es-

tabilidad de la solución 2s, que se vuelve estable para normas altas, como puede verse

en la figura 3.3 (b). Cuando g es mayor que q, la solución 1s sigue siendo estable en un

rango de λ antes de volverse inestable [fig. 3.3 (d)]. De este modo aparece una región

bi-estable, es decir, en que dos modos fundamentales son simultáneamente estables.

En otros sistemas [46–48] se ha observado que cuando dos soluciones fundamentales

comparten la misma condición de estabilidad, existen soluciones intermedias, sin una

distribución de amplitud simétrica, cuya existencia y propiedades estudiaremos en la

sección 3.4. Antes, examinaremos en mayor detalle la variación del umbral de norma

con el acoplamiento no lineal.
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Figura 3.4: Amplitudes en la fila central j0 de las soluciones 1s (a), 2s (b), y 4s (c)
con enerǵıa λ = 12.7. Las curvas negra delgada, gris gruesa y discont́ınua gruesa,
corresponden a acoplamiento no lineal dipolar g = 0, g = 0.3, and g = 1, respectiva-
mente. El cambio en la forma de las soluciones está relacionado a la variación de las
curvas en las figuras 3.2 y 3.3. Fuente: Elaboración propia.

3.3. Efectos de tamaño y condiciones de borde

Es esperable que el valor cŕıtico de la interacción dipolar g en que desaparece el

mı́nimo local en la norma de las soluciones 1s tenga una dependencia ya en el tamaño

del arreglo, ya en las condiciones de borde. Para lograr una mayor comprensión de

esta dependencia, estudiamos la relación entre norma y enerǵıa de la solución 1s

utilizando arreglos de tres tamaños diferentes, a saber, 5 × 5, 15 × 15 y 25 × 25; y

con dos condiciones de borde distintas: (i) condiciones fijas, en que asumimos que no

hay sitios fuera del arreglo, por lo que la amplitud decae a cero en los bordes, y (ii)

condiciones periódicas, que permite acoplamiento entre un borde del arreglo con el

opuesto. Fuera de esta sección, nuestro análisis considera solamente condiciones de
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borde fijas, ya que son las más adecuadas para describir una realización experimental,

y han sido empleadas en múltiples trabajos previos

En la columna izquierda de la figura 3.5, correspondiente a condiciones fijas, pode-

mos ver que mientras más pequeño es el arreglo, más bajo es el valor de g para el que

ocurre la transición: para n = 15 y n = 25, el mı́nimo desaparece en 0.3 < g < 0.4,

mientras que para n = 5 desaparece en el intervalo 0.1 < g < 0.2 (notamos además

que al disminuir el tamaño también decrece la pendiente de la rama que bifurca desde

la banda lineal). Lo anterior sugiere una explicación cualitativa: el ensanchamiento

de las soluciones 1s debido a la interacción dipolar [tal como se mostró en la figu-

ra 3.4 (a)] hace que aquellas se asemejen al modo normal fundamental en el borde

superior de la banda lineal. Esto permite una transición suave entre el regimen no

lineal y la bifurcación lineal cuando N → 0. En concordancia con lo anterior, vemos

que para redes pequeñas (∼ 5 × 5), los modos 1s de baja norma son de por śı muy

similares al modo fundamental, por lo que incluso un leve ensanchamiento, inducido

por la interacción dipolar g, basta para obtener una correspondencia formal entre

sus respectivos perfiles. En la figura 3.5 presentamos algunos perfiles que ilustran

nuestras observaciones. Para arreglos de tamaño menor que 5× 5, no hay mı́nimo en

la norma para ningún valor de g.

Los argumentos anteriores se refuerzan al estudiar arreglos con condiciones de borde

periódicas [figuras 3.5 (d-f)]. Es razonable suponer que la fenomenoloǵıa de estos

sistemas sea más cercana a la de las redes infinitas, en cuanto a la estructura de los

modos normales de onda plana. A diferencia de los sistemas con condiciones de borde

fijas, en este caso las familias de soluciones localizadas no lineales no pueden bifurcar

directamente de la banda lineal. F́ısicamente, esto es consistente con la existencia

de un número mı́nimo de átomos en un condensado de Bose-Einstein necesario para
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Figura 3.5: Variación en el umbral de norma con respecto al tamaño del arreglo y
la interacción dipolar g, para condiciones de borde fijas (a-c) y periódicas (d-f). Las
curvas muestran la dependencia de la norma en la enerǵıa de la solución 1s, para
arreglos de (a,d) 5×5, (b,e) 15×15, y (c,f) 25×25 sitios. Los gráficos (g-l) muestran
diferentes perfiles correspondientes a g = 0.2. Fuente: Elaboración propia.

observar los fenómenos macroscópicos en el rango de validez de la teoŕıa de campo

medio [4], entre los que se cuenta la existencia de modos localizados. En efecto, el

regimen en que existen estas soluciones difiere del estado lineal cuántico de un BEC en

una red periódica, que tiene el mismo número medio de átomos en todos los sitios, a

la vez que exhibe completa localización en el espacio de momentum. En consecuencia,

las familias de soluciones no lineales están conectadas al modo fundamental mediante

una sección de soluciones completamente uniformes, correspondientes a las ĺıneas

rectas que bifurcan de la banda en los diagramas de la figura 3.5 (d-f). Dado que las

soluciones uniformes tienen la misma amplitud en todos los sitios, la relación entre

la norma N y la enerǵıa λ puede calcularse de forma exacta:

N =
n2(λ− 4κ cos(π/[n+ 1]))

q + 4g
. (3.9)
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3.4. Soluciones intermedias.

Es esperable que como complemento a la estabilidad simultánea de los modos 1s

y 2s exista una solución intermedia centrada entre ellas. Para encontrarla, imple-

mentamos el método del constraint [49,50], el que nos permite construir el potencial

efectivo de enerǵıa, es decir, el valor del hamiltoniano definido en (3.8) como función

del centro de masa de la solución,

(X, Y ) =
1

N

∑
i,j

(i, j)|ui,j|2 , (3.10)

para una norma fija N [47, 48,51].
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Figura 3.6: Potencial efectivo para interacción dipolar g = 2.1. (a) Hamiltoniano H
en función de la posición X, Y del centro de masa de la solución, para soluciones con
norma N = 8. (b) H en función de X (o Y ) variable en el rango desde el centro de
la solución 1s al de la solución 2s for N = 8. Marcamos con un ćırculo la posición de
un máximo local, correspondiente a una solución intermedia inestable int1. Fuente:
Elaboración propia.
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Extendemos nuestro cálculo sobre un área cuadrada en el plano (X, Y ), alrededor

del centro de una red de 15× 15 sitios. De este modo, las coordenadas (8, 8) corres-

ponden a soluciones 1s, la posición (8.5, 8) [o (8, 8.5)] a soluciones 2s, y (8.5, 8.5) a

soluciones 4s. La condición de estabilidad de cada una de estas soluciones se refleja

en el valor del seudopotencial en las respectivas posiciones de su centro de masa,

como mostramos en la figura 3.6 para norma N = 8 y a una interacción dipolar

g = 2.1. Podemos ver que las soluciones 1s y 2s corresponden a mı́nimos locales del

potencial. Entre ellas un máximo local (marcado con un ćırculo blanco) muestra la

existencia de una solución intermedia inestable, que llamamos int1.

Tal como hicimos en la sección anterior para los otros modos no lineales, podemos

usar una solución intermedia encontrada como semilla para construir toda la familia

de soluciones intermedias en su rango de existencia, con las correspondientes cur-

vas de norma y estabilidad versus frecuencia. Nuestros resultados se muestran en los

gráficos de la figura 3.7, en que puede verse cómo la existencia de la solución interme-

dia esta restringida exactamente a la región bi-estable. (La estabilidad es graficada

en función de la norma para facilitar la interpretación de su efecto en la dinámica

de soluciones localizadas, que estudiamos más abajo). Ahora bien, desde el punto en

que la solución 1s deja de ser estable (en N ∼ 11), una segunda solución intermedia

aparece. Nuevamente el estudio del potencial efectivo nos permite encontrarla: en

la figura 3.8, correspondiente a una norma N = 16.5 y g = 2.1, podemos ver que

la segunda solución intermedia (int2) constituye un punto saddle en la superficie

del potencial, situado entre la solución 1s y 4s, que son simultáneamente inestables.

Ahora bien, ya que al incrementar la norma no ocurren más intercambios de esta-

bilidad entre los modos, la familia de soluciones intermedias int2 no se une con las
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mismo para la segunda solución intermedia de norma N = 33.9. Fuente: Elaboración
propia.
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de soluciones 1s o 4s, al contrario de lo que ocurre con la solución int1 en el borde

superior del rango bi-estable.

3.5. Dinámica de excitaciones localizadas

La movilidad de soluciones localizadas estacionarias puede inducirse al añadir una

cierta cantidad de enerǵıa cinética o kick, mediante una diferencia de fase entre los si-

tios del perfil {un,m}. Es decir, multiplicamos la amplitud un,m por exp [i(kxn+ kym)],

y usamos el nuevo perfil como condición inicial para integrar la ecuación de movi-

miento (3.1). F́ısicamente, introducir este gradiente de fase entre sitios corresponde

a dar un momento tranversal a la función de onda del BEC, o bien acelerar la red

óptica que lo contiene1 Tal como en la sección anterior, fijamos el parámetro de in-

teracción dipolar en g = 2.1, en que la solución 4s es siempre inestable para cualquier

valor de N , con un valor de la ganancia G mayor que el de las soluciones 1s y 2s.

Es esperable que esta condición de inestabilidad favorezca la movilidad de la solu-

ción 4s: las soluciones inestables son máximos locales del potencial efectivo (ver la

superficie en las figuras 3.6 y 3.8), por lo que la acción de un kick, aunque pequeño,

puede permitir su movilidad. Si la perturbación inducida en la solución es demasia-

do fuerte, o la dirección del kick no lleva a ninguna otra solución fundamental en la

superficie del potencial, la solución puede decaer en otros modos localizados (fijos)

y como radiación.

A diferencia del sistema con linealidad cúbica descrito por la ecuación DNLS

estándar, el presente modelo permite la movilidad de solución altamente localiza-

das. Presentamos dos ejemplos en la figura 3.9, que registra la posición del centro de

masa de una solución localizada (inicialmente un modo 4s) en función del tiempo.

1Cfr. sección IV de [5].
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Es importante notar que a medida que la solución se desplaza por la red, va toman-

do la forma de los distintos modos estacionarios correspondientes a cada posición,

cuya estabilidad se refleja en la aceleración o desaceleración del centro de masa de

la solución móvil.

La existencia de soluciones intermedias, estudiadas en la sección anterior, modifica

la barrera de Peierls-Nabarro, definida como la diferencia en el valor del hamilto-

niano entre las soluciones localizadas, la cual debe ser superada por la enerǵıa de

la solución móvil, y que por tanto tiene un importante efecto en su evolución. En

nuestro caso, la existencia de soluciones inestables intermedias impide la movilidad.

A diferencia de trabajos anteriores en redes tipo DNLS-saturable [47], en nuestro

caso no encontramos movilidad de soluciones en la vecindad del segundo punto de

bifurcación (norma en que la solución intermedia int1 deja de existir). Tanto int1 y

int2 son claramente inestables en su rango de existencia, como puede verse en los

gráficos de la figura 3.7, lo que indica que la barrera efectiva de enerǵıa es demasia-

do grande para que exista movilidad. En consecuencia, nuestro sistema permite el

transporte de excitaciones localizadas solamente en regiones de norma baja, inferior

al rango de existencia de las soluciones intermedias, y para una interacción no lineal

fuerte (aunque encontramos movilidad desde g ∼ 1.8, nuestros mejores resultados

fueron obtenidos con g = 2.1). En efecto, el ensanchamiento de los modos, inducido

por la interacción dipolar no lineal, contribuye al intercambio de estabilidad entre

ellos, y aśı a la movilidad mostrada en la figura 3.9.

3.6. Interacción dipolar atractiva

Hasta aqúı hemos considerado que la interacción dipolar entre los átomos es repul-

siva. Ahora estudiaremos el caso contrario, que se manifiesta en un valor negativo del
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coeficiente g. Con respecto a los parámetros estudiados anteriormente — la norma

y la ganancia o estabilidad — el punto g = 0 no constituye un punto cŕıtico, sino

que las tendencias observadas anteriormente cotinúan para g < 0. Aśı, la pendiente

asintótica de la curvas de norma vs enerǵıa para soluciones 2s y 4s se incrementa al

disminuir g. La familia de soluciones 1s, en tanto, mantiene un mı́nimo de norma

antes de unirse a las otras soluciones en su decaimiento hacia la banda lineal, como

puede verse en la figura 3.10 (a) para g = −0.05.

Sin embargo, a medida que nos aproximamos al valor g → −0.25, observamos que

las soluciones cerca de la banda lineal exhiben una particular dependencia de N en

λ: el decaimiento final de la norma, antes de converger a la banda lineal, es ahora

muy abrupto y ocurre muy cerca de su ĺımite superior, de modo que las familias de

soluciones tienden a llegar a la banda con una norma finita, a la vez que se vuelven

inestables [figuras 3.10 (c) y (d)]. En efecto, para el valor g = −0.25 [figuras 3.10 (e)

y (f)], una discontinuidad aparece en la curva N vs λ de la solución 1s, mientras que

la norma de los modos fundamentales 2s y 4s ya no decae a cero, sino que diverge

al borde del espectro lineal. Para g < −0.25, todas las curvas tienen continuación

en el interior del espectro de autoenerǵıas como familias de soluciones cuya norma

se incrementa rápidamente a medida que su enerǵıa decrece [ver figura 3.10 (g)]. A

partir de este valor, todas las soluciones presentan un umbral de norma, originado en

la conexión entre las dos curvas con pendiente opuesta (provenientes desde la banda

lineal y desde el gap).

Lo anterior puede ser interpretado a la luz de una observación similar reportada

en [48] para un sistema unidimensional, en que el valor cŕıtico del parámetro de

interacción no lineal no es g = −0.25, sino g = −0.5. En ese art́ıculo, la existencia

de soluciones no lineales (de alta norma) con enerǵıas dentro de la banda lineal se
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explica a partir de la estabilidad de ondas planas no lineales debajo del valor cŕıtico,

es decir, a la ausencia de inestabilidad modulacional (IM) en el regimen g < gcrit.

Es sabido que la IM facilita la aparición de modos localizados no lineales, por lo

que es razonable pensar que su ausencia, por el contrario, favorece la existencia de

soluciones extendidas de alta norma dentro de la banda lineal. En concordancia con

este resultado, vemos que en nuestro caso, cuando g < −0.25, las familias de modos

localizados no lineales dejan de bifurcar desde la banda lineal: los modos alrededor

del borde superior del espectro no exhiben un perfil extendido de baja norma como

en el regimen g > −0.25 [para comparación, veanse las figuras 3.10 (i) y (j)], sino que

más bien consisten en una superposición de una solución localizada con un fondo de

intensidad extendido.

3.7. Aproximaciones anaĺıticas

Con el fin de caracterizar la dependencia de la norma de las soluciones localizadas

con respecto a su enerǵıa, usaremos una aproximación similar a la que se presenta

en la referencia [48]. Para cualquier valor de la norma N , la solución 1s se compone

de una excitación central de amplitud A rodeada de cuatro amplitudes menores en

los sitios vecinos, es decir,

ui,j = A [δi,i0δj,j0 + α(δi,i0±1δj,j0 + δi,i0δj,j0±1)] ,

con α < 1. Sustituyendo con este ansatz en la ecuación (3.2) para el sitio central se

sigue que

A2 = (λ− 4ακ)/(q + 4gα2) . (3.11)

Ahora bien, a medida que la norma N se reduce y la enerǵıa λ se acerca a las del

espectro lineal, la solución se ensancha, por lo que poddemos tomar el ĺımite α→ 1,
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obteniendo

N ∼ n2A2 =
n2(λ− 4κ)

(q + 4g)
, (3.12)

donde n2 es el número total de sitios del arreglo. A partir de esta expresión resulta

claro que la tasa a la cual N se incrementa, para enerǵıas ligeramente arriba de la

banda lineal, es cada vez mayor y se vuelve indeterminada a medida que la interacción

dipolar g tiende a −q/4 = −0.25, corroborando nuestros resultados numéricos de la

sección anterior. La figura 3.11 muestra la bifurcación desde el espectro lineal para

cuatro valores distintos de g alrededor de −q/4, evidenciando la concordancia entre

la aproximación (3.12) y los resultados numéricos anteriores.

Esta estimación también permite un acercamiento a la fenomenoloǵıa observada

en el interior de la banda. Para g < −0.25q, el denominador en la expresión (3.12)

toma un valor negativo. Dado que la norma N es definida positiva, esto implica que

las soluciones cercanas a la banda lineal (α ≈ 1) poseen una frecuencia menor a 4κ,

por lo que existen dentro de aquella [ver figura 3.10 (d)].

Por otra parte, si nos situamos lejos (arriba) de la banda lineal, la solución se

vuelve más localizada a medida que λ y N aumentan, por lo que podemos usar la

aproximación α→ 0, de donde sigue que

N1s ' A2 ' λ

q
. (3.13)

Repitiendo el análisis anterior para la solución 2s, y considerando el mismo ĺımite

de norma y enerǵıa altas, obtenemos

N2s ' 2A2 ' 2(λ− κ)

q + g
. (3.14)

Ambas expresiones concuerdan con los cálculos numéricos anteriores para alta nor-

ma (y enerǵıa) cuando g ≤ q. La ecuación (3.14) predice correctamente el decaimiento
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en la pendiente de la curva N vs λ para la solución 2s, incluyendo el hecho de que

para g = q, tanto la solución 1s como la 2s tienen la misma dependencia asintótica de

N en λ, resultado que obtuvimos numéricamente en la sección 3.2, figura 3.3. Para

una interacción dipolar g > q, observamos que esta relación cambia, y la curva de la

solución 2s posee una pendiente menor que la de la solución 1s, lo cual, como hemos

visto en este caṕıtulo, implica cambios efectivos en la fenomenoloǵıa, dinámica y

estabilidad del sistema.
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acoplamiento no lineal g = 2.1. (a) Evolución del centro de masa de la excitación
cuando un kick kx = ky = 0.35 es aplicado a una solución 4s de norma N = 4.6. Los
gráficos (b-d) muestran el perfil espacial de la solución móvil para tiempos espećıficos.
(e) Evolución de la componente Y del centro de masa cuando una solución 4s de
norma N = 5.8 es puesta en movimiento mediante un kick ky = 0.3. Los gráficos
(f-h) muestran el perfil espacial de la excitación en los tiempos destacados en (e).
Tanto en (a) como en (e) podemos notar cómo la velocidad del centro de masa
de la solución móvil cambia a medida que su perfil toma la forma de las distintas
soluciones estacionarias, cuyo centro de masa es indicado por ĺıneas horizontales.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 3.11: Aproximación anaĺıtica para la relación N vs λ de las soluciones cerca
del borde superior del espectro lineal de enerǵıas. Desde la ĺınea más delgada a la
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tiende a cero cuando la enerǵıa cae a la banda lineal. Fuente: Elaboración propia.
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La existencia de estados localizados en arreglos de gúıas de ondas suele asociarse con

efectos ópticos no lineales, presentados en la sección 2.2.1, que se observan cuando

la potencia de la luz propagada es suficientemente grande. No obstante, en años

recientes se han desarrollado muchos estudios en torno a excitaciones no difractantes

que existen gracias a la geometŕıa de la red, es decir, a la disposición tranversal de

las gúıas que componen el arreglo [14, 19,20,52,53].

En estas redes, los estados localizados son modos normales (autoestados) del sis-

tema lineal, y son degenerados, es decir, forman una banda plana en el espectro de

frecuencias. Esto permite que una combinación lineal de ellos sea también un au-

toestado con la misma autofrecuencia, por lo que puede pensarse en los modos no

difractantes como bloques para construir excitaciones de complejidad arbitraria [14].

Hasta ahora, los estudios — teóricos y experimentales — de arreglos de gúıas con

bandas planas, han considerado solamente luz clásica, es decir, estados macroscópicos

de luz coherente (láser). En este caṕıtulo nos dedicamos a estudiar la existencia y

propiedades de estados localizados cuánticos en dichos arreglos, es decir, estados

formados por un número definido N ≥ 1 de fotones. Nos centramos principalmente

en dos redes cuasi-unidimensionales de distinta complejidad, a fin de presentar un

análisis comprensivo de su forma general y su relación con los estados clásicos, que

puede ser fácilmente extendido a otros arreglos con bandas planas.

4.1. Modelo

Estudiaremos la propagación de luz en un arreglo de gúıas idénticas que permiten

acoplamiento evanescente entre los campos transportados por gúıas vecinas. En el

caso clásico, las excitaciones lumı́nicas que se propagan en el arreglo son producidas

mediante el acoplamiento de un haz de luz láser, por lo que su dinámica queda
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bien descrita por la teoŕıa de modos acoplados, presentada en el caṕıtulo 2. En

este contexto, cada gúıa de ondas i es representada por un nodo o sitio en una

red, al cual le corresponde una amplitud del campo ai. Si la potencia de la luz no

es suficientemente alta para la observación de efectos no lineales, la evolución de la

amplitud ai a lo largo de la dirección de propagación z está dada por el hamiltoniano

clásico

H = −κ
∑
〈i,j〉

a∗i aj + c.c. (4.1)

donde la sumatoria cubre todos los pares de gúıas vecinas i, j. El parámetro κ co-

rresponde a la constante de acoplamiento. Como en este caṕıtulo consideramos un

arreglo isotrópico, con igual separación entre todos los pares de gúıas adyacentes, la

constante κ es la misma en toda la red. Del hamiltoniano (4.1) se deriva la ecuación

discreta de Schroedinger,

i
dai
dz

= κ
∑
j

aj . (4.2)

La suma en esta ecuación cubre todas las gúıas próximas a la i-ésima. Esta expre-

sión es más general que el caso unidimensional presentado en la sección 2.2 (el cual

será utilizado en el caṕıtulo siguiente).

Para ciertas disposiciones tranversales de las gúıas en el arreglo, es posible obte-

ner una red periódica cuyo espectro de autofrecuencias exhibe una banda plana no

dispersiva, esto es, un subconjunto de estados degenerados exactamente localizados.

Con localización exacta nos referimos a la excitación de un grupo definido de gúıas,

a diferencia de los solitones comunes, que consisten en una excitación colectiva de

todos los sitios, con una amplitud que decae exponencialmente desde la excitación

central; los modos exactamente localizados (también llamados compactones [54,55])

no presentan esa cola exponencial. Son muchas las configuraciones geométricas que
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dan origen a (al menos) una banda plana. A lo largo de este caṕıtulo, estudiaremos

dos geometŕıas cuasi-unidimensionales: (i) la red romboidal, que posiblemente es la

red más simple que permite una banda plana; y (ii) la red stub, cuya complejidad

es suficiente para sugerir el modo de extender nuestros resultados a geometŕıas más

complejas. En la figura 4.1 mostramos la disposición de las gúıas en las dos redes de

interés.

Cuando la luz inyectada en los arreglos consiste de un número fijo de fotones, cons-

tituye un estado cuántico, cuya dinámica puede ser descrita con precisión mediante

el operador hamiltoniano

Ĥ =
∑
〈i,j〉

κ
(
â†i âj + â†j âi

)
, (4.3)

donde â†i y âi son respectivamente el operador de creación y de destrucción de un

fotón en el modo correspondiente la gúıa i. Los estados fotónicos, en tanto, son

representados como combinaciones lineales de productos tensoriales de estados de

Fock |p〉m que describen p fotones en la gúıa m. Notemos que el espacio de Hilbert

que contiene a los estados del sistema depende tanto del número de sitios en la red

como del número total de fotones.

4.2. Estados cuánticos localizados

Nos centraremos primero en la red romboidal, ya que nos permite ilustrar clara-

mente la derivación de los autoestados que nos interesan. En el caso clásico, sus

estados base localizados están compuestos de luz coherente que se propaga en dos

gúıas, digamos A y B, como se muestra en la figura 4.1 (a). La luz se propaga con la

misma intensidad en ambas gúıas, pero con una diferencia de fase π entre ellas [52].

Esta diferencia de fase relativa tiene un rol esencial, a saber, permite la interferencia
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Figura 4.1: Disposición tranversal de las gúıas de ondas en una red romboidal (a), y
en una red stub (b). Destacamos los sitios que componen un estado no difractante
de cada red, y los sitios cercanos −1 y +1 necesarios para nuestro análisis. Fuente:
Elaboración propia.

destructiva entre las ondas evanescentes provenientes de las gúıas A y B. De este

modo, la luz no puede acoplarse a las gúıas vecinas (gúıas −1 y +1 en la figura 4.1)

a medida que se propaga, lo que garantiza su localización exacta.

Estos estados localizados son autoestados degenerados del sistema clásico [es decir,

soluciones de la ecuación discreta (4.2)], con enerǵıa o frecuencia nula. Esto nos

sugiere que para encontrar estados cuánticos localizados debemos buscar soluciones

del operador hamiltoniano (4.3) con autovalor cero. Consideremos por ejemplo el

siguiente estado de un fotón

|ψ〉 = α|0〉A|1〉B + β|1〉A|0〉B , (4.4)

tal que todas las gúıas fuera de A y B están en el estado vaćıo. La acción del

hamiltoniano sobre este estado produce el estado

(α + β)(|1〉−1|0〉+1 + |0〉−1|1〉+1)|0〉A|0〉B ,
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el cual se anula si α difiere de β sólo por una fase de π. Vemos que la dinámica de

un fotón una vez más emula la dinámica de la luz clásica: en correspondencia con

la interferencia destructiva de las ondas clásicas, una diferencia de fase π entre los

términos del estado cancela el salto (hopping) del fotón desde las gúıas A y B hacia

las gúıa −1 o la +1, a través de los operadores â†−1âA + â†−1âB y â†+1âA + â†+1âB.

Las consideraciones anteriores son de utilidad para deducir la forma de los estados

con un número definido N de fotones. Empezamos con la expresión general

|ψN〉 =
N∑
p=0

Cp |p〉A |N − p〉B , (4.5)

donde las gúıas restantes no tienen fotones. El estado |ψN〉 es un autoestado del

operador de número total de fotones, con autovalor N , para cualquier conjunto {Cp}

de amplitudes de probabilidad:

N̂ |ψN〉 =
∑
j

â†j âj =
(
â†AâA + â†BâB

)
|ψN〉 = N |ψN〉 . (4.6)

Dado que el estado |ψ〉N consiste en el estado vaćıo para todas las gúıas a excepción

de A y B, la acción del operador hamiltoniano involucra solamente a las gúıas A,

B, −1 y +1. Esto nos permite separar el hamiltoniano en sus dos contribuciones

efectivas, a saber,

Ĥ±1 = â†±1âA + â†±1âB + h.c. , (4.7)

las que pueden ser consideradas de forma independiente. El término Ĥ+1 (Ĥ−1)

describe el salto de un fotón desde las gúıas A o B hacia la gúıa +1 (−1). Ahora

bien, dado que queremos la localización del estado |ψN〉, es necesario que el salto

fotónico propiciado por las contribuciones Ĥ±1 se cancele. Luego, imponemos las

condiciones

Ĥ±1 |ψN〉 = 0 , (4.8)
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es decir la aniquilación del estado |ψN〉 por los operadores Ĥ±1 y aśı por el hamilto-

niano Ĥ. La acción de Ĥ±1 sobre |ψN〉 produce el estado siguiente:

Ĥ±1 |ψN〉 =
N∑
p=0

[
Cp
√
p |1〉±1 |p− 1〉A |N − p〉B

+Cp
√
N − p |1〉±1 |p〉A |N − p− 1〉B

]
=

N∑
p=1

(Cp
√
p+ Cp−1

√
N − p+ 1) |1〉±1 |p〉A |N − p〉B ,

(4.9)

De (4.9) se sigue la siguiente relación de recurrencia:

Cp = −Cp−1
√
N − p+ 1
√
p

, (4.10)

para p = 1, . . . , N . La solución de esta relación de recursión está dada por

Cp = (−1)p
(
N

p

)1/2

C0 , (4.11)

donde
(
N
p

)
es el coeficiente binomial:(

N

p

)
=

N !

p!(N − p)!
. (4.12)

La expresión (4.11) para las amplitudes de probabilidad Cp, en conjunto con la

condición de normalización
∑N

p=0 |Cp|2 = 1, nos lleva a la definición general para un

estado localizado de luz cuántica en la red romboidal:

|ψN〉r =
1

2N/2

N∑
p=0

(
N

p

) 1
2

(−1)q |p〉A |N − p〉B

=
1

2N/2

∑
p,q≥0
p+q=N

(
N

p, q

) 1
2

(−1)q |p〉A |q〉B .

(4.13)

(Desde esta expresión en adelante usaremos el supeŕındice r para designar estados

de la red romboidal, y s para estados de la red stub; si omitimos el ı́ndice nos referimos
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a cualquiera de los dos casos.) Dado que hemos deducido la expresión (4.13) a partir

de las condiciones Ĥ±1 = 0, es claro que |ψN〉r es autoestado del hamiltoniano con

autovalor cero, por lo cual se propaga a lo largo de las gúıas A y B sin difractarse.

En el caso de la red stub, figura 4.1 (b), los estados clásicos no difractantes están

dados por luz coherente distribúıda con igual intensidad sobre tres gúıas de ondas,

digamos A, B y C, con una diferencia de fase π en la gúıa B con respecto a las demás.

Luego, en analoǵıa con el desarrollo previo para la red romboidal, encontramos la

forma general del autoestado cuántico localizado de N fotones para la red stub:

|ψN〉s =
1

3N/2

∑
p,q,t≥0

p+q+t=N

(
N

p q t

) 1
2

(−1)q |p〉A |q〉B |t〉C . (4.14)

4.3. Estados coherentes

Consideremos ahora estados localizados coherentes, es decir, estados macroscópicos

de luz, que han sido el objeto de estudio en experimentos con luz clásica. A diferen-

cia de los estados |ψN〉 tratados en la sección anterior, un estado coherente no tiene

un número de fotones fijo, sino que consiste en una distribución estad́ıstica de ellos

definida por su cantidad promedio. De la propia definición de un estado coherente,

sabemos que debe ser un autoestado de los operadores de destrucción âσ correspon-

dientes a los sitios σ = A,B (y C) en la red romboidal (en la red stub). Siguiendo el
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procedimiento estándar [56] constrúımos en primer lugar el estado localizado cohe-

rente |α〉r para la red romboidal:

|α〉r = e−|α|
2
∞∑

p,q=0

αp(−α)q√
p!q!

|p〉A |q〉B

= e−|α|
2

exp
(
α
[
â†A − â

†
B

])
|0〉

= |α〉A |−α〉B ,

(4.15a)

Asimismo, el estado coherente localizado para la red stub se define como

|α〉s = e−
3
2
|α|2

∞∑
p,q,t=0

αp(−α)qαt√
p!q!t!

|p〉A |q〉B |t〉C

= e−
3
2
|α|2 exp

(
α
[
â†A − â

†
B + â†C

])
|0〉

= |α〉A |−α〉B |α〉C .

(4.15b)

Notamos que tanto |α〉r como |α〉s son estados separables. En lo que sigue, queremos

expresar ambos estados en términos de los autoestados no-difractantes |ψN〉.

Analicemos en primer lugar la posibilidad de tal descomposición. Vemos que de

acuerdo a las definiciones (4.13) y (4.14), cada estado |ψN〉 es combinación lineal

de todos los estados de Fock con número total de fotones N (bipartitos o triparti-

tos según se trate de la red romboidal o stub). Este conjunto de estados define un

subespacio de Hilbert que llamamos H N . Por ejemplo, para la red stub,

H N = {|p〉A |q〉B |t〉C | p+ q + t = N} . (4.16)

Por otro lado, designamos como H ′
j al subespacio de todos los estados de Fock

definidos sobre el sitio j-ésimo, es decir,

H ′
j =

{
|0〉j , |1〉j , |2〉j , . . .

}
. (4.17)

Luego, podemos ver que el espacio de Hilbert completo H α, en el cual está defi-

nido el correspondiente estado |α〉, puede expresarse como dos productos tensoriales
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diferentes. Continuando el ejemplo de la red stub, lo anterior se traduce en la igualdad

siguiente:

H α = H ′
A ⊗H ′

B ⊗H ′
C

= H N=0 ⊗H N=1 ⊗H N=2 ⊗ · · ·
(4.18)

Gracias a esta equivalencia, es válido rescribir las sumatorias en las ecuaciones

(4.15) usando el número de fotones N como el ı́ndice de suma. En efecto, al com-

pararlas con las definiciones de los autoestados localizados (4.13) y (4.14), podemos

expresar los estados coherentes |α〉r y |α〉s como

|α〉r = e−|α|
2
∞∑
N=0

√
2N

N !
αN |ψN〉r , (4.19a)

y

|α〉s = e−
3
2
|α|2

∞∑
N=0

√
3N

N !
αN |ψN〉s . (4.19b)

En conclusión, los estados separables |α〉r y |α〉s son combinaciones lineales de los

autoestados no difractantes |ψN〉, los cuales — como veremos en la sección siguiente

— son estados entrelazados.

4.4. Entrelazamiento de los estados no difractan-

tes en la red romboidal

El estado localizado de un fotón (N = 1) tiene la forma

|ψ1〉r =
1√
2

(|1〉A − |1〉B) . (4.20)

Esto corresponde a un estado entrelazado en camino (path-entangled field [57]). Este

concepto sin duda es polémico, pues parte de la literatura (ej. [58,59]) considera que
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el fenómeno de entrelazamiento requiere la interacción de dos o más part́ıculas. No

obstante, desde el trabajo de van Enk [60], está demostrado que el entrelazamiento

en camino de un fotón es de la misma naturaleza f́ısica que el entrelazamiento en un

sistema de igual dimensión que involucra dos part́ıculas. A continuación apuntaremos

a esclarecer el grado de entrelazamiento de los estados |ψN〉r.

4.4.1. Negatividad y concurrencia

El grado de entrelazamiento de un estado |ψN〉r puede cuantificarse mediante la

negatividad [61,62], definida para sistemas bipartitos de qudits ρ = |ψ1〉r 〈ψ1|r como

N = (‖ρTA‖ − 1)/(d− 1) . (4.21)

En esta expresión, d es la dimensión de cada subsistema (en nuestro caso, d =

N + 1), y ρTA es la transpuesta parcial de la matriz densidad ρ con respecto al sitio

A. Expĺıcitamente, si expresamos la matriz ρ en la forma

ρ =
∑
ijk`

pikj` |i〉A |j〉B 〈k|A 〈`|B =
∑
ijk`

pikj` |i〉 〈k| ⊗ |j〉 〈`| , (4.22)

entonces la transpuesta parcial con respecto al subsistema (sitio) A está dada por

ρTA =
∑
ijk`

pikj`(|i〉 〈k|)T ⊗ |j〉 〈`| =
∑
ijk`

pikj` |k〉 〈i| ⊗ |k〉 〈`| . (4.23)

La negatividad puede interpretarse considerando su valor en dos casos ĺımite, a

saber: un estado separable, que tiene negatividad nula, y un estado bidimensional

máximamente entrelazado [como el estado |ψ1〉r en (4.20)] cuya negatividad es igual

a uno. La definición de la negatividad presentada en (4.21) está normalizada (por

el denominador d − 1) de modo que el máximo valor que puede tomar en cualquier

dimensión es uno. En la figura 4.2 presentamos la negatividad de los estados |ψN〉r
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Figura 4.2: (a) Negatividad y (b) concurrencia normalizada de los autoestados fotóni-
cos no difractantes en la red romboidal, en función de su número de fotones. Fuente:
Elaboración propia.
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en función del número de fotones N . Nuestros resultados sugieren que para cualquier

número finito de fotones la negatividad es mayor que cero, pero decrece lentamente

y de forma monótona (en la sección siguiente precisaremos esta observación prelimi-

nar).

Otra medida de entrelazamiento de un estado bipartito ρ es la concurrencia, dada

por

C =
√

2(1− Trρ2A) , (4.24)

donde ρA es la matriz densidad reducida obtenida al trazar la matriz ρ con respecto

a la base del sitio B, es decir,

ρA = TrBρ .

Sin pérdida de generalidad, en nuestro análisis consideramos solamente la ma-

triz densidad reducida del sitio A. Para el estado de un fotón |ψ1〉r el valor de la

concurrencia es igual a uno, al igual que la negatividad, por tratarse de un estado

máximamente entrelazado. La definición de concurrencia puede extenderse a siste-

mas de más de dos dimensiones, es decir, a sistemas de qudits. Y al igual que con la

negatividad, podemos normalizar la concurrencia con respecto al valor máximo que

puede tomar en cada dimensión, a saber,
√

2[1− 1/(N + 1)]. En general, un estado

con concurrencia mayor que cero es entrelazado. En la figura graficamos la concu-

rrencia normalizada de los estados |ψN〉r en función de su correspondiente número de

fotones. En un primer acercamiento, observamos que la concurrencia de estos estados

tiene un valor cercano al máximo para todo N . En efecto, a medida que aumentamos

el número de fotones, encontramos que la concurrencia normalizada del correspon-

diente estado no difractante es cada vez más cercana a la unidad (para N = 103,

difiere de 1 en menos que 10−3).
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4.4.2. Coeficientes de Schmidt y expresiones asintóticas

Como los estados no difractantes de la red romboidal |ψN〉r son puros, es posible

discernir si son o no entrelazados a partir de su descomposición en la forma de

Schmidt. Para un estado puro |φ〉 de dos qudits de dimensión d, su expresión en la

forma de Schmidt está dada por

|φ〉 =
d−1∑
i=0

ki |vi〉A |wi〉B , (4.25)

donde los coeficientes de Schmidt ki son reales y positivos, además de cumplir la

normalización ∑
k2i = 1

. Un estado separable tiene solamente un estado en su forma de Schmidt por lo que

sólo uno de sus coeficientes de Schmidt es no nulo.

De la definición (4.13) podemos deducir que el i-ésimo coeficiente del estado |ψN〉r

está dado por

ki,N =
1

2N/2

(
N

i,N − i

)1/2

, (4.26)

donde el ı́ndice i = 0, 1, . . . N . En tanto, los estados base |vi〉 y |wi〉 se relacionan con

los estados de Fock en los sitios A y B como sigue:

|vi〉 = |i〉 , |wi〉 = (−1)N−i |N − i〉 . (4.27)

Entonces, para cada estado |ψN〉r hay N + 1 coeficientes de Schmidt no nulos, una

cantidad igual a la dimensión de cada qudit (y a la del sistema compuesto bajo la

restricción de un número fijo de fotones), lo que evidencia su entrelazamiento. Ahora

bien, las medidas de entrelazamiento introducidas en la sección anterior, pueden

expresarse en función de los coeficientes de Schmidt. La negatividad, en primer lugar,
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cumple la identidad

N (|ψ〉) =
2

N

∑
i<j

ki,Nkj,N =
1

N2N

( N∑
i=0

(
N

i

)1/2
)2

− 1

N

 . (4.28)

Podemos confirmar entonces que la negatividad es positiva para cualquier número

finito de fotones, si bien decae a medida que N grows. En efecto, si evaluamos el

ĺımite N →∞ en la ecuación (4.28), y usamos el hecho de que para N muy grande

el término central i = N/2 en la sumatoria contribuye mucho más que los otros,

vemos que la negatividad decae a cero como
√

2/πN−3/2 − 1/N .

Asimismo, la concurrencia puede expresarse como sigue

C(|ψ〉) = 2

(∑
i<j

k2i,Nk
2
j,N

)1/2

= 21/2−N

[ N∑
i=0

(
N

i

)]2
−

N∑
i=0

(
N

i

)2
1/2

= 21/2−N

√
22N −

(
2N

N

)
.

(4.29)

Para una gran cantidad de fotones, N −→∞, la expresión anterior permite aplicar

inmediatamente la fórmula de Stirling para valores grandes de N , conviene a saber,(
2N

N

)
∼
√

1

πN
22N , (4.30)

lo que nos permite comprobar que nuestros estados |ψN〉 tienden a un valor de

concurrencia máximo,
√

2, cuando el número de fotones es grande, y son, por tanto,

máximamente entrelazados.
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4.5. Entrelazamiento de los autoestados no difrac-

tantes de la red stub.

Los autoestados localizados de la red stub, |ψN〉s, se extienden sobre tres sitios,

por lo que determinar (y cuantificar) su entrelazamiento es dif́ıcil. Aunque tanto la

negatividad como la concurrencia pueden definirse para este caso, su evaluación no

entrega información conclusiva, ya que se ha reportado la existencia de estados en-

trelazados en sistemas tripartitos con valor nulo para la concurrencia y negatividad

tripartita [63]. Además, recurrir a la descomposición de Schmidt no es una opción

simple en este caso, ya que hay múltiples modos de extender su definición para siste-

mas multipartitos [64–67], cada una de las cuales presenta dificultades. Por ejemplo,

si intentamos expresar un estado |ψN〉s en la forma general para la descomposición

introducida por Carteret et. al. [66], encontramos que no es posible hacerlo solamente

a través de transformaciones locales, lo que es un requisito básico en el procedimien-

to de la descomposición de Schmidt. Asimismo, la forma de Schmidt más intuitiva

(aunque más restrictiva) propuesta por Sokoli et. al. no puede aplicarse sobre los es-

tados |ψN〉s, ya que no cumplen las condiciones para ser considerados descomponibles

de Schmidt [67].

4.5.1. Descomposición en base bipartita.

Incluso si las condiciones que definen la descomposición de Schmidt no pueden

satisfacerse para los estados |ψN〉s, podemos demostrar que son superposiciones no

separables de más de un término. Para este propósito, introducimos los siguientes

estados base definidos sobre los sitios B y C (la elección de estos sitios es arbitraria
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y no quita generalidad al desarrollo):

|i′N〉BC =
∑
µν

A
(N)
iµν |µ〉B |ν〉C , (4.31)

donde A
(N)
pqt es el coeficiente que acompaña al respectivo estado |p〉A |q〉B |t〉C en la

definición del estado |ψN〉s [ecuación (4.14)] 1

Luego, el estado |ψN〉 puede ser expresado en la forma

|ψN〉s =
∑
i

Ki,N |i〉A |i
′
N〉BC , (4.32)

con los coeficientes Ki,N definidos según

Ki,N =
1

3N/2

(
N

i,N − i

)1/2
 ∑

p,q,t≥0
p+q+t=N−i

(
N

p, q, t

)1/2

, (4.33)

para i = 0, 1, . . . , N . Queremos remarcar que, en general, no es posible obtener

una descomposición de Schmidt tripartita en la forma de la ecuación (4.32) [68].

En efecto, la definición de los estados |i′N〉BC nos muestra que para su construcción

necesitamos operar sobre los estados de Fock en los sitios B y C conjuntamente. Es

decir, la descomposición propuesta necesita una operación no local, a diferencia de

la descomposición de Schmidt. No obstante, el hecho de que los coeficientes dados

por (4.33) son no nulos para i = 0, 1, . . . , N , implica que al descomponer cualquier

estado |ψN〉s en la forma (4.32) se tendrán N + 1 términos no factorizables, lo que

manifiesta el entrelazamiento de los autoestados no difractantes en la red stub.

4.5.2. Entrelazamiento de las matrices reducidas

A fin de profundizar la descripción del entrelazamiento en la red stub, estudiaremos

los estados bipartitos obtenidos al eliminar (trazar) una de las partes, es decir, una

1Nótese que los estados |i′N 〉BC satisfacen la relación de recurrencia |i′N 〉BC =
∣∣(i− 1)′N−1

〉
BC

.
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Figura 4.3: Criterio de Peres-Horodecki aplicado a los estados reducidos obtenidos al
trazar un sitio de los autoestados |ψN〉s. Graficamos el mı́nimo autovalor de la matriz
densidad reducida transpuesta parcialmente. El hecho de que (al menos) un autovalor
de esta matriz sea negativo implica el entrelazamiento del estado correspondiente.
Fuente: Elaboración propia.

de las gúıas que componen el estado completo |ψN〉. Consideremos como ilustración

el estado de un fotón

|ψ1〉s =
1√
3

(|1〉A − |1〉B + |1〉C) .

La matriz densidad que describe este estado es la siguiente

ρs1 =
1

3

|100〉 |010〉 |001〉( )1 −1 1 〈100|

−1 1 −1 〈010|

1 −1 1 〈001|

. (4.34)

Consideremos también el estado que se obtiene al trazar la matriz con respecto

a la primera gúıa del sistema, es decir, al suprimir el sitio A en el estado total
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(f́ısicamente, esto puede darse por una medición en la gúıa A):

TrA (ρs1) = 〈0|A ρ
s
1 |0〉A + 〈1|A ρ

s
1 |1〉A

=
1

3

|00〉 |10〉 |01〉 |11〉


1 0 0 0 〈00|

0 1 −1 0 〈10|

0 −1 1 0 〈01|

0 0 0 0 〈11|

(4.35)

Llamamos M1 a transpuesta parcial de esta matriz, definida anteriormente, ec.

(4.23), que en este caso es igual a

M1 = {TrA (ρs1)}
TB =

1

3

|00〉 |10〉 |01〉 |11〉


1 0 0 −1 〈00|

0 1 0 0 〈10|

0 0 1 0 〈01|

−1 0 0 0 〈11|

(4.36)

Ahora bien, de acuerdo al criterio de Peres-Horodecki (P-H) [68] si esta matriz

tiene al menos un autovalor negativo, el estado definido por la matriz reducida |ψN〉s

es entrelazado. En efecto, vemos que en nuestro ejemplo, uno de los autovalores de

M1 es negativo, (1 −
√

5)/6, mientras que los restantes son positivos. Se cumple

luego el criterio de P-H, confirmando el entrelazamiento del estado reducido ρs1. Este

criterio es válido también para dimensiones mayores, por lo cual, continuando el

proceso anterior para N > 1, podemos obtener el entrelazamiento de los estados

reducidos para cada número de fotones. La razón de que elijamos este método para

determinar el entrelazamiento, en vez de seguir el camino usado en el análisis de la

red romboidal, es que carecemos de una expresión general para la descomposición

de Schmidt del estado reducido, por lo que en algún punto debemos abordar el caso

general numéricamente.

Y dentro del análisis numérico hay una razón de eficiencia en esta elección sobre

la negatividad y la concurrencia, ya que nos permite encontrar solamente la menor
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ráız de la matriz MN , usando un algoritmo mucho más rápido que la diagonalización

completa. Notemos que la matriz densidad reducida es de orden mayor que la del

estado completo, ya que incluye todos los posibles estados de Fock en las dos gúıas

preservadas, no solamente los que tienen un número total de fotones N . En efecto,

para cualquier valor de N , la matriz densidad total ρsN será de tamaño(
3 +N − 1

N

)
×
(

3 +N − 1

N

)
,

lo que para un número muy grande de fotones se aproxima a (N2/2)× (N2/2), mien-

tras que la matriz densidad reducida es de tamaño (N + 1)2 × (N + 1)2, es decir,

tiene aproximadamente cuatro veces más elementos que aquella, si bien la mayoŕıa

de esos elementos son nulos. Este último dato es relevante a la hora de implementar

la solución, ya que permite almacenar las matrices de forma más eficiente2. Pero por

otra parte, para programar la transposición parcial de matrices se requiere un orde-

namiento en la base de autoestados, por lo que el tiempo de cómputo se incrementa

enormemente.

En nuestros resultados, encontramos que cualquiera sea la gúıa a suprimir, el au-

tovalor mı́nimo obtenido es el mismo. Esto es razonable, ya que la única distinción

formal entre los sitios está dada por la diferencia de fase π, lo que no debeŕıa afec-

tar el entrelazamiento en camino de los estados |ψN〉. En la figura 4.3 mostramos

el mı́nimo autovalor de la matriz reducida obtenida para cada número de fotones

N . Podemos ver que hay un autovalor menor que cero para todos los valores de N

estudiados, que al ser independiente de la elección de las gúıas nos indica que el

entrelazamiento del estado está distribuido igualmente en los pares de caminos. Pero

más aún, el análisis anterior nos permite precisar la naturaleza del entrelazamiento

de los estados |ψN〉s: si los estados reducidos fueran separables nos hallaŕıamos ante

2Por ejemplo en Mathematica se las puede definir como arreglos dispersos (SparseArray).
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una variedad de los estados GHZ (por Greenberger, Horne y Zeilinger [69]) una clase

de estados tripartitos con propiedades muy alejadas de la fenomenoloǵıa clásica, una

de cuyas caracteŕısticas es la pérdida de entrelazamiento cuando se realizan medicio-

nes sobre una de las partes; en cambio, como en nuestro caso los estados reducidos

son entrelazados, podemos entender a los estados |ψN〉s como una generalización de

los estados W definidos para qubits [70] (el estado |ψ1〉s tiene la forma de un estado

W ), cuyo entrelazamiento persiste incluso tras la remoción de una de las partes, lo

cual los distingue como una rama independiente de los estados GHZ, dentro de los

estados entrelazados tripartitos. En otras palabras, el entrelazamiento de nuestros

estados es de a pares (pairwise), en oposición al entrelazamiento en tres direcciones

(three-way), propio de los estados GHZ [71].

Los resultados previos entregan evidencia conclusiva del entrelazamiento de los es-

tados no difractantes |ψN〉. Ahora bien, como vimos en la sección anterior, ecs. (4.19),

la representación cuántica de los estados clásicos (coherentes) |α〉 es combinación li-

neal de los estados |ψN〉. En consecuencia, los estados macroscópicos separables son

una superposición estad́ıstica de infinitos estados entrelazados.

4.6. Implementación experimental de los autoes-

tados no difractantes.

Desde un punto de vista formal, los autoestados no difractantes |ψN〉 pueden ser

generados por operaciones unitarias sobre un estado de Fock de N fotones |N〉. No

obstante, en la práctica es dif́ıcil realizar esas operaciones con instrumentos ópticos

convencionales, dado que requiere controlar las fases de varios estados multifotónicos

(los distintos términos que componen el estado) distribuidos sobre diferentes caminos

ópticos. Afortunadamente, es posible aprovechar los principios que rigen el acopla-
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miento en arreglos de gúıas de ondas para preparar los estados con cualquier número

de fotones, como mostramos a continuación.

En la figura 4.4 presentamos dos configuraciones factibles para gúıas de ondas,

que puden ser realizadas mediante el método de escritura con laser fs (descrito en la

Introducción y en la referencia [17]), y que permiten la preparación de los estados

localizados |ψN〉r y |ψN〉s en sitios espećıficos de las redes respectivas. En ambos

casos, un estado de Fock |N〉 es acoplado a una gúıa input en el punto 1 y se propaga

hasta el punto 2.

Desde el punto 2, los fotones pueden saltar desde la gúıa input a gúıas adyacentes

mediante el acoplamiento evanescente de los modos del campo. La propagación del

estado en esta sección es descrita por un hamiltoniano de la misma forma que Ĥ en

(4.3). Si las gúıas están equiespaciadas, después de cierta distancia (punto 3), la pro-

babilidad de encontrar fotones en la gúıa input es nula. En experimentos con arreglos

de gúıas de ondas, el valor de las constantes de acoplamiento es aproximadamente

0.5 mm−1 cuando las gúıas están separadas por 8mum [72], lo que implica que la

longitud entre las etapas 2 y 3 debe ser ∼ 5 mm, y puede ser variada en un amplio

rango cambiando la separación entre las gúıas3.

Los autoestados |ψN〉 que queremos construir requieren una diferencia de fase π

en los términos con una cantidad impar de fotones en la gúıa B. Para conseguir

esta diferencia, introducimos una modificación en el ı́ndice de refracción de la gúıa

correspondiente a lo largo de la sección entre los puntos 3 y 4 [marcada con rojo en

la figura 4.4], a la vez que suprimimos la gúıa input para prevenir el acoplamiento.

Esta diferencia en el ı́ndice de refracción puede conseguirse ya cambiando la velocidad

de escritura del láser en el proceso de fabricación, ya aplicando un campo eléctrico

3Esto debido al decaimiento exponencial de la constante de acoplamiento con la separación entre
gúıas, como se muestra en el caṕıtulo siguiente, figura 5.3.
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externo . A su vez, este incremento produce un incremento ∆β en la constante de

propagación de la gúıa escogida B (un efecto que ya se ha utilizado en experimentos

que requieren un cambio de fase controlado [73]). Luego, el hamiltoniano en esta

sección es

H34 = ∆βâ†BâB (4.37)

De este modo, todas las componentes de un estado expresado en la base de Fock

adquieren una fase que depende solamente en el número de fotones en la gúıa B.

Luego, para la preparación del estado solamente requerimos encontrar la longitud

de la sección entre los puntos 3 y 4 que acumula una fase π a cada estado con un

número impar de fotones en la gúıa B. Esto garantiza que todos los términos con un

número impar de fotones en esta gúıa adquirirán la misma fase, lo que cubre todos los

casos posibles, como podemos ver en la definición general para las dos redes, (4.13) y

(4.14). La distancia requerida para obtener el cambio de fase deseado es ∼ 1 cm [73].

Finalmente, en el punto 4, el estado está preparado y es acoplado como condición

inicial en el arreglo correspondiente. Es importante destacar que si bien la posición

de entrada del estado queda fija en el proceso de fabricación, es posible incluir varios

puertos en un mismo arreglo, lo que permite la construcción de perfiles compuestos

por múltiples estados |ψN〉.

La configuración propuesta permite la preparación de autoestados no difractantes

con cualquier número de fotones, definido en la entrada por el estado |N〉 acoplado

a la gúıa input. La principal ventaja de este método es que no requiere instrumentos

ópticos externos al vidrio que contiene los arreglos. La excitación de los autoesta-

dos de la banda plana no sólo permite mantener la localización espacial de la luz

propagada, sino también, como hemos visto en este caṕıtulo, la propagación de su

entrelazamiento.
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Figura 4.4: Diseño para la preparación de los autoestados localizados |ψN〉 en la
red romboidal (a) y en la red stub (b). En ambos casos, un estado de Fock |N〉
acoplado a una gúıa de entrada (input) en el punto 1, es convertido en un autoestado
localizado para luego ser introducido como condición inicial en una posición espećıfica
del arreglo en (punto 4) Fuente: Elaboración propia.
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El estudio de modos linealmente polarizados (LP) del campo eléctrico en una gúıa

de ondas ha sido descrito con gran éxito por el enfoque weakly guiding [28, 74] (sec-

ción ). La ventaja descriptiva de este enfoque tiene como contraparte la pérdida de

información relativa al efecto de la polarización de la luz transportada por la gúıa.

Aunque puede parecer que los modos son afectados por la polarización de forma

muy leve, es sabido que incluso una pequeña variación de su perfil tranversal tiene

un efecto importante en la constante de acoplamiento entre gúıas cercanas, el que ha

sido observado en experimentos recientes [75, 76] con gúıas cuya sección tranversal

tiene un grado de excentricidad o elipticidad.

En este caṕıtulo presentamos un nuevo acercamiento teórico para modelar la depen-

dencia de los perfiles modales del campo eléctrico en gúıas de ondas, que aplicamos

en conjunto con métodos numéricos para describir gúıas eĺıpticas. A través de un ex-

perimento con un arreglo unidimensional de gúıas eĺıpticas equiespaciadas, podemos

estimar el contraste del ı́ndice de refracción entre el núcleo de las gúıas y el material

envolvente. Además, aplicamos nuestro modelo a la descripción de arreglos de gúıas

de onda desordenados — en que la separación entre gúıas adyacentes vaŕıa a través

del arreglo — que también estudiamos experimentalmente. Finalmente, presentamos

algunas extensiones y aplicaciones de nuestro trabajo.

5.1. Dependencia del perfil tranversal espacial de

los modos del campo eléctrico con respecto a

la polarización

Como estudiamos en la sección 2.1.2, en la aproximación más simple provista por el

acercamiento weakly guiding, los modos linealmente polarizados satisfacen la ecuación
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escalar {
∇2
t +

[
k2n2(x, y)− β2

]}
e(x, y) = 0 , (5.1)

donde e(x, y) es un campo escalar correspondiente a un modo del campo eléctrico

polarizado linealmente, con su correspondiente constante de propagación β, ∇t es

el operador laplaciano tranversal (es decir, involucra solamente las coordenadas x

e y), y k = 2π/λ es el número de onda. El perfil del ı́ndice de refracción vaŕıa

tranversalmente como n(x, y) y es invariante a lo largo de la dirección de propagación

z. Consideramos que se trata de una gúıa step-index, es decir, con un valor uniforme

nclad en la región envolvente o cladding y otro ncore en el núcleo, de modo que

la discontinuidad entre estas regiones define una interfaz núcleo-envolvente, la que

debe ser tenida en cuenta al aplicar las condiciones de borde.

La ecuación (5.1) es una ecuación diferencial parcial, que podemos representar en

distintos sistemas coordenadas. Como estamos interesados en una gúıa con sección

tranversal eĺıptica, una elección natural son las coordenadas eĺıpticas. No obstante,

incluso en este sistema de coordenadas, la solución anaĺıtica presenta dificultades

para una descripción realista de los modos, al menos con la precisión que buscamos.

Por esta razón, usaremos una solución numérica, a saber, el método de elementos

finitos. En los apéndices explicamos los pasos de la solución anaĺıtica y el método

de elementos finitos, respectivamente. Mediante la implementación de éste, resolve-

mos la ecuación (5.1) para obtener una aproximación al modo fundamental de orden

cero con respecto al parámetro ∆, presentado en la sección 2.1.2, proporcional a la

diferencia relativa entre las constantes dieléctricas del núcleo y de la envolvente. La

solución de orden cero, que designamos como ẽ, es independiente de la dirección de

polarización, pues las condiciones de borde que satisface son únicamente la continui-
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dad y diferenciabilidad en la interfaz entre el núcleo y la envolvente. Luego, ẽ puede

corresponder a un campo con polarización horizontal H o vertical V , indistintamente.

Hasta aqúı nos hemos apegado a los lineamientos fundamentales del método weakly

guiding, de forma similar a su exposición por Snyder y Love en su libro de 1983 [27].

Ahora bien, para introducir una dependencia del modo fundamental con respecto a la

polarización asumiremos que (al menos hasta orden ∆) se trata de un modo tranversal

eléctrico, esto es, el campo eléctrico tiene solamente una componente tranversal,

cuyo término principal, ẽ, induce una componente del campo magnético longitudinal.

En efecto, la ecuación de Maxwell-Faraday (2.4a) y la dependencia espacial de los

campos,

E = exe
iβz x̂ , H = (ht + hzẑ)eiβz , (5.2)

nos permiten deducir la existencia de la componente hz del campo magnético asociada

al campo eléctrico polarizado en la dirección x (escogemos esta dirección sin pérdida

de generalidad), a saber:

hz = −i
√
ε0
µ0

1

k
ẑ ·∇t × et ' i

√
ε0
µ0

1

k

∂ẽx
∂y

. (5.3)

Ahora bien, el número de onda k puede expresarse en función de los parámetros γ

y ∆ introducidos anteriormente:

k =
γ

ρncore

√
2∆

,

lo que evidencia el orden en ∆ de la componente hz:

hz ' i∆1/2

√
2ε0
µ0

ρncore

V

∂ex
∂y
≡ ∆1/2h(1/2)z . (5.4)

Nuestra definición de h
(1/2)
z coincide con la presentada en la referencia [27], donde

términos de orden superior para hz y los demás campos son obtenidos a través
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de las ecuaciones diferenciales correspondientes. Aqúı proponemos una corrección

alternativa, obtenida al utilizar nuevamente las ecuaciones de Maxwell para expresar

el término de orden ∆ en la expansión del campo eléctrico tranversal, originado a

partir de la componente hz:

∆e
(1)
t = − i

kn2

√
µ0

ε0
ẑ×∇thz . (5.5)

Antes de mostrar que el miembro derecho en esta expresión es efectivamente de

orden ∆, es conveniente mostrar cómo los términos en nuestra aproximación se rela-

cionan con los de la ecuación de Maxwell-Faraday (2.4a):

et = −
√
µ0

ε0

1

kn2
ẑ× [βht + i∇thz]

' ẽt −
i

kn2

√
µ0

ε
ẑ×∇thz

' ẽt −∆(1/2) i

kn2

√
µ0

ε
ẑ×∇th

(1/2)
z

et ≡ ẽt + ∆e
(1)
t .

Entonces introduciendo la expresión (5.4) para hz en la definición (5.5) para ∆e
(1)
t ,

reconocemos un factor k2 en el denominador, el que da origen a una potencia de

primer orden en ∆. Para el campo polarizado en la dirección x, la forma expĺıcita

del término ∆e
(1)
t es

∆e(1)x = − i

kn2

√
µ0

ε

[
ẑ×∇thz

]
x

=
1

k2n2

∂2ẽx
∂y2

= ∆
2ρ

V n2/n2
core

∂2ẽx
∂y2

. (5.6a)

La corrección para el campo polarizado en la dirección y, en tanto, puede ser

obtenida de forma análoga:

e(1)y =
2ρ

V n2/n2
core

∂2ẽy
∂x2

. (5.6b)
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Para clarificar el contexto en que se enmarca nuestra corrección, presentamos en la

figura 5.1 un esquema con los elementos de la teoŕıa general que describe los campos

electromagnéticos en gúıas de ondas.

5.2. Efectos de polarización en el acoplamiento

evanescente

Las derivadas en las correcciones (5.6) tienen un efecto diferente para cada polari-

zación, lo que implica una diferencia en las expansiones de los campos eH y eV . Los

perfiles tranversales de los campos para estos modos LP se muestra en la figura 5.2,

donde consideramos x (y) como la dirección de polarización horizontal H (vertical

V ). En la figura, hemos escogido los valores de los parámetros en concordancia con

la realización experimental que presentamos más abajo. Puede verse que el modo de

cada polarización tiene un perfil caracteŕıstico.

Nos interesa estudiar la propagación de la luz en arreglos de gúıas de onda eĺıpticas.

Situamos nuestro análisis en el marco de la teoŕıa de modos acoplados (explicado en

la sección 2.2), según el cual el campo en cada gúıa está dado por un(z) · e(x−xn, y)

— donde xn corresponde a la posición central de la n-ésima gúıa — y la luz entre

sitios vecinas se acopla a una razón o tasa dada por la constante de acoplamiento [27]:

C = − k

2ncore

∫
dxdy [n(x, y)− ncore] e(x, y)e(x− s, y)∫

dxdy e(x, y)2
, (5.7)

donde e es el campo eléctrico tranversal correspondiente a un modo (ya eH , ya eV ),

n(x, y) representa el perfil tranversal del ı́ndice de refracción, y s designa la separación

entre gúıas vecinas. A partir de esta definición y utilizando los perfiles de los modos

LP obtenidos anteriormente, podemos calcular las constantes de acoplamiento CH

and CV para cada dirección de polarización lineal. En la figura 5.3 graficamos el
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Figura 5.1: Teoŕıa general del campo eléctrico en las gúıas de onda. El marco azul
destaca la contribución del presente trabajo. Fuente: Elaboración propia.
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Figura 5.2: Contornos de los perfiles de amplitud del campo eléctrico (correspondien-
tes a su decaimiento e−2) para los modos con polarización horizontal (ĺınea azul) y
vertical (ĺınea naranja). La ĺınea punteada negra representa el contorno de la solución
de orden cero ẽ de la ecuación escalar. El área gris indica la sección tranversal del
núcleo de la gúıa de ondas. Fuente: Elaboración propia.

valor de las constantes en función de la separación entre gúıas vecinas. En esta figura

podemos observar la considerable diferencia entre las constantes de acoplamiento

correspondientes a los modos H y V , que disminuye al aumentar la separación.

Extendiendo el modelo a un arreglo de gúıas de ondas, obtenemos el conjunto

de ecuaciones que describen la dinámica de las amplitudes un(z) a lo largo de la

dirección de propagación z (variable dinámica)

−i d
dz
uσn(z) = Cσ

n,n+1un+1(z) + Cσ
n,n−1un−1(z) , (5.8)

donde σ = H,V define la polarización lineal, y Cσ
n,n′ es la respectiva constante de

acoplamiento entre los sitios n and n′.
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Figura 5.3: Constantes de acoplamiento entre dos gúıas vecinas que transportan luz
con polarización H (ĺınea azul) y V (ĺınea naranja), en función de la separación entre
ellas. Los gráficos insertos muestran la amplitud del campo eléctrico correspondiente
a cada modo. Fuente: Elaboración propia.

5.3. Resultados

5.3.1. Arreglo ordenado

En primer lugar, estudiaremos la propagación de luz en un arreglo ordenado de

gúıas de onda eĺıpticas, esto es, en que la separación entre las gúıas adyacentes es

la misma a través de todo el arreglo. Para nuestro experimento, usamos un arreglo

fabricado en śılicio fundido (fused silica) mediante la técnica de escritura por láser

pulsado. El arreglo consta de 71 gúıas separadas por 23 µm, y una longitud de

propagación de 10 cm. Las gúıas tienen un perfil de ı́ndice de refracción eĺıptico,
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con ejes de 12 µm y 4 mum, respectivamente. El acoplamiento de luz en el arreglo

se consigue enfocando un haz láser con longitud de onda de 637 nm en una sola

gúıa de onda, por lo que inicialmente se tiene una excitación single-site. En la salida

del vidrio que contiene las gúıas, registramos el perfil de intensidad final o output

mediante una cámara CCD. El montaje experimental se muestra en la figura 5.4.

Las distribuciones de intensidad obtenidas para ambas polarizaciones H y V co-

rresponden a los perfiles esperados caractaŕısticos de la difracción discreta, como

mostramos en la figura 5.5 (a). Si la gúıa de entrada corresponde al sitio n = 0, la

amplitud del campo en cada gúıa, después de propagarse una distancia z, está dada

por

uσn(z) ∝ inJn(2Cσz) ,

donde Jn es la función de Bessel de n-ésimo orden. Este resultado es obtenido al

resolver la ecuación (5.8) con un solo sitio excitado como condición inicial.

Luego, nuestro experimento nos permite medir el perfil de salida a la distancia

zf = 10 cm, y, comparando con el perfil teórico, determinar Cσ. Para realizar esta

comparación, requerimos que la solución anaĺıtica corresponda a una distribución

cont́ınua, por lo cual asociamos un perfil gaussiano del campo en cada gúıa, cu-

yo ancho entrega aproximadamente la misma potencia que los modos reales (esta

aproximación es plausible, ya que los perfiles del modo fundamental obtenidos en la

sección anterior exhiben un decaimiento exponencial, que implica una distribución

de potencia semajante al de una función gaussiana). Aśı obtenemos una expresión

cont́ınua para el campo tranversal Uσ(x, zf ), la cual, como puede verse en la figura

5.5 (a), permite una buena correspondencia con los resultados experimentales.

Optimizando el ajuste, obtenemos una constante de acoplamiento igual a (0.223±

0.001) cm−1 para luz con polarización H, y (0.112 ± 0.001) cm−1 para polarización
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Figura 5.4: Montaje experimental (a) Un láser de 637 nm con polarización definida
es enfocado en uno de los arreglos de gúıas de ondas contenido en una muestra
de silicio fundido. El perfil final a la salida del vidrio es amplificado con un lente
objetivo de 10× para ser proyectado posteriormente en una cámara CCD. (b) Imagen
de microscopio de la cara frontal de dos arreglos de gúıas de ondas, uno ordenado
(arriba) y otro desordenado (abajo). Fuente: Elaboración propia.

V . Los errores en estos valores se obtuvieron minimizando la norma-2 cuadrada de

los residuos, implementada en Matlab. Aśı, encontramos un cuociente cercano a 2

entre las constantes de acoplamiento obtenidas con luz horizontal y vertical, lo que

se manifiesta en el ensanchamiento de los perfiles de intensidad correspondientes.

Una vez conocidas las constantes de acoplamiento, podemos estimar el contraste de

ı́ndice de refracción ∆n entre la envolvente y el núcleo que permite reproducirlas

[a través de la expresión (5.7)]. Es decir, ∆n es el parámetro de ajuste en nuestro

modelo, que en nuestro caso resulta ser igual a

∆n = 9.37× 10−4 , (5.9)

un valor que se encuentra dentro del rango de valores anteriormente reportados en

la literatura. Con este valor, obtenemos concordancia entre las constantes teóricas
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Figura 5.5: (a) Perfiles finales obtenidos para un arreglo ordenado. Las regiones colo-
readas corresponden a los datos experimentales, mientras que las ĺıneas negras son los
resultados teóricos correspondientes a la ecuación (5.8). (b) Volumen de localización
final promediado, en función del grado de desorden: las ĺıneas cont́ınuas correspon-
den a la teoŕıa y los cuadrados a los datos experimentales. Las ĺıneas discont́ınuas
y las barras muestran la desviación estándar de los resultados teóricos y los experi-
mentales, respectivamente. En todos los gráficos el color azul (naranja) corresponde
a polarización H (V ). Fuente: Elaboración propia.
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y experimentales (ver los puntos en las curvas de la figura 5.3 correspondientes a la

separación 23µm). Como indicamos anteriormente, nuestros resultados teóricos han

sido obtenidos bajo el supuesto de que las gúıas son step-index. Las gúıas de ondas

reales tienen un perfil cont́ınuo — aunque abrupto, por lo que nuestro valor ∆n es

una buena aproximación para el contraste entre el valor central del núcleo y el de la

envolvente.

5.3.2. Arreglos desordenados

Ahora consideramos el caso en que la constante de acoplamiento depende tanto

de la polarización σ como del par de sitios acoplados, n y n′. Si la separación entre

los sitios vecinos (y asimismo el valor de la constante de acoplamiento) vaŕıa aleato-

riamente a través del arreglo, éste constituye un sistema desordenado. Experimen-

talmente, esto se consigue durante el proceso de fabricación, variando la separación

en un rango s± ε, donde s es la separación media, y llamamos desorden de espacia-

miento al parámetro ε. Estudiamos el efecto del desorden en la propagación de una

excitación que inicialmente es single-site y tiene la forma uσn(0) = δn,n0 , donde n0

define la posición input. En primer lugar, resolvemos numéricamente el conjunto de

ecuaciones (5.8) hasta una distancia final zf = 10 cm. Para cada grado de desorden,

promediamos los perfiles resultantes usando 1000 realizaciones diferentes, esto es,

1000 distribuciones de separaciones diferentes.

El parámetro que utilizamos para caracterizar la extensión de los perfiles finales es

el volumen de localizacióndefinido como

Vc ≡
√

12m2 + 1 , (5.10)
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donde m2 es el segundo momento del perfil, dado por

m2 ≡
∫

(x− x)2|Uσ(x, zf )|2 dx∫
|Uσ(x, zf )|2 dx

, (5.11)

con x ≡
∫
x|U(x)|2 dx. El parámetro Vc cuantifica la distancia entre las colas expo-

nenciales del perfil, y puede ser calculado directamente a partir de los datos numéri-

cos y experimentales. El resultado teórico, representado por lineas cont́ınuas en la

figura 5.5 (b), muestra un decaimiento del volumen de localización al incrementar

el grado de desorden, para ambas polarizaciones. Independientemente, estos resulta-

dos concuerdan con el comportamiento conocido para redes desordenadas, a saber,

una atenuación de la difusión al incrementar la variación de las separaciones entre

gúıas, manifestación de la localización de Anderson, que domina la dinámica cuando

el grado de desorden es alto [23,77,78] . En consecuencia, la diferenciación de ambas

polarizaciones lineales es más notable en la cadena ordenada, debido a la tasa de

dispersión de los lóbulos en el perfil de difracción discreta.

Como señalamos anteriormente, el desorden es introducido en las realizaciones

experimentales mediante la variación del espaciamiento entre gúıas de ondas vecinas.

utilizamos un conjunto de nueve tipos de arreglos, en que el espaciamiento vaŕıa en el

rango 23±ε µm, con ε = (0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.5, 2, 3, 4, 6) µm [por ejemplo, ver la figura

5.4(b)]. Esto nos permite estudiar el efecto de desorden débil, intermedio y fuerte,

los que son claramente distinguibles en el contexto de la óptica no lineal [79, 80].

Siguiendo el método estándar (cfr. [23]), usamos 40 gúıas distintas de cada arreglo

como entrada, con el fin de realizar un análisis estad́ıstico conclusivo. Los śımbolos

en la figura 5.5 (b) muestran el volumen de localización promedio correspondientes

a los perfiles de salida experimentales. Observamos cómo la diferencia en el volumen

de localización de los pulsos H y V disminuye al incrementar el grado de desorden,
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Figura 5.6: Promedio de la potencia final medida a la salida de los arreglos, para luz
con polarización H (ĺınea azul) y V (ĺınea naranja). (a) Caso ordenado. (b) Desorden
de espaciamiento ε = 0.75 µm. (c) ε = 3 µm. Nótese el decaimiento exponencial a
ambos lados de los perfiles. (d) ε = 6 µm. En estos casos, el decaimiento es más
marcado y similar para ambas polarizaciones. Fuente: Elaboración propia.

poniendo de manifiesto la localización de Anderson. Este fenómeno se manifiesta

claramente en el decaimiento exponencial de los perfiles de intensidad finales, que

podemos apreciar en la figura 5.6. Los diagramas de Vc vs. grado de desorden indican

que nuestra descripción anaĺıtica es correcta, pues se tiene una clara correspondencia

entre los resultados teóricos y experimentales. Cuantificamos la calidad del ajuste

mediante el cuadrado de la distancia euclidiana normalizada que resulta ser 0.006

and 0.009 para las curvas H y V respectivamente (una distancia nula corresponde a

un ajuste perfecto, mientras que el valor 1 implica que no existe correlación).
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Figura 5.7: Volumen de localización en función del ángulo de polarización para un
grado de desorden ε = 2 µm. La ĺınea negra cont́ınua describe los resultados experi-
mentales promediados. La ĺınea discont́ınua y los insertos muestran datos experimen-
tales correspondientes a una realización particular. La ĺınea gruesa en rojo muestra
los resultados teóricos promediados sobre 1000 realizaciones. Fuente: Elaboración
propia.

5.4. Aplicaciones

A continuación presentamos dos posibles aplicaciones de los resultados obtenidos

anteriormente. La primera es una consecuencia directa de las diferencias observadas

en el volumen de localización para las polarizaciones H y V , que puede aplicarse a

cualquier implementación experimental que requiera control del regimen de propa-

gación sobre la marcha. La segunda, en tanto, consiste en la implementación de un

polarizing beam splitter mediante un arreglo de dos gúıas solamente, el que puede ser
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de utilidad en muchos circuitos fotónicos integrados, para protocolos de comunicación

tanto clásica como cuántica.

5.4.1. Control del volumen de localización

En la sección anterior observamos una clara diferencia en la propagación de pul-

sos con polarización horizontal y vertical. Esto sugiere la posibilidad de controlar

el volumen de localización a la salida del arreglo mediante el ajuste del vector de

polarización del haz incidente. A fin de caracterizar este efecto, iluminamos una

gúıa en diferentes muestras (es decir, con distintos grados de desorden y en distintas

posiciones para cada arreglo), y variamos el ángulo de polarización desde 0o(H) a

90o(V ). Al promediar, observamos una transición suave del volumen de localización

para desorden débil e intermedio. Un ejemplo ilustrativo se presenta en la figura 5.7.

Vemos ah́ı que con polarización horizontal (0o), el perfil final se compone de excita-

ciones en tres sitios separados, donde el central corresponde a la gúıa de entrada y

los dos laterales están situados a 3 sitios de aquél (ver inserto superior en la figura

5.7). A medida que la polarización rota, la amplitud de las excitaciones laterales se

atenúa suavemente, y la luz comienza a mantenerse enfocada más cerca del centro.

Por ejemplo, para θ = 45o, observamos una distribución más uniforme debido a la

excitación de dos sitios próximos a la gúıa central (ver inserto en el medio de la figura

5.7). Este perfil corresponde a una combinación lineal de estados con polarización

H y V . Finalmente, para polarización V (θ = 90o), el estado se compone de tres

gúıas contiguas excitadas con aproximadamente la misma amplitud, donde la gúıa

central sigue correspondiendo a la gúıa de entrada (inserto en el fondo de la figura

5.7). Aśı, en este caso particular fue posible variar el volumen de localización hasta
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aproximadamante la mitad del que se teńıa con la distribución inicial polarizada

horizontalmente.

5.4.2. Diseño de un polarizing beam splitter

Ahora aplicamos nuestro modelo a un sistema compuesto únicamente por dos gúıas

de ondas cercanas, esto es, un d́ımero o acoplador direccional. En este caso, cuando

se introduce luz en una gúıa, la potencia se transfiere periódicamente de una gúıa a

la otra, a una tasa dada por la correspondiente constante de acoplamiento. Es decir,

la transmitancia depende directamente de la constante de acoplamiento. De este

modo, si contamos con un valor apropiado de las constantes CH y CV , es posible que

después de cierta longitud de propagación, la luz con una de las dos polarizaciones

se concentre solamente en una gúıa de ondas; y la luz con polarización opuesta, en

la otra. Esta idea se ha usado anteriormente para construir polarizing beam splitters

(PBS) [75,81]. Ahora queremos mostrar que con el análisis de la sección 5.1, es posible

encontrar una configuración geométrica adecuada para fabricar un PBS con alta tasa

5.
13

µ
m

3.40µm

7µm

Figura 5.8: Configuración de dos gúıas de ondas para producir un PBS compacto,
balanceado y determinista. Mostramos en gráficos de densidad los respectivos perfiles
tranversales del campo eléctrico con polarización H y V . Fuente: Elaboración propia.
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Figura 5.9: Transmitancia de luz con polarización H (ĺınea azul gruesa) y V (ĺınea
naranja delgada) a lo largo del sistema de gúıas propuesto como PBS. Fuente: Ela-
boración propia.

de separación y una longitud de interacción (en que puede producirse acoplamiento

evanescente) del orden de miĺımetros.

Para diseñar un PBS estudiamos la transmitancia Tσ de una gúıa a la otra. Ésta

es función de la constante de acoplamiento Cσ y de la longitud de interacción L:

Tσ = sin2(CσL) , (5.12)

donde σ = H, V . (Para describir algunos sistemas en que las gúıas, inicialmente

distantes, son acercadas adiabáticamente mediante una sección curva, debe añadirse

un término en el argumento de la función seno en la expresión anterior.) Con el fin

de obtener separación completa de las componentes H y V del haz propagado, debe

cumplirse la condición siguiente:

CV
CH

=
m

2n
, (5.13)

donde m es impar y n es entero. Luego, la longitud de interacción correspondiente es

dada por Lsplit = πn/CH , y nuestro propósito es buscar valores de las constantes que

la minimicen. En un caso real, el cuociente CV /CH difiere de la expresión racional
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en la ecuación (5.13) por un término de error δ. De la ecuación (5.12), podemos

ver que hasta primer orden, el término de error se propagará linealmente al evaluar

la transmitancia. Entonces, obtenemos la configuración óptima fijando el error en

un valor máximo δ = 5 × 10−4 y variando la separación y elipticidad de las gúıas

que componen el d́ımero. Encontramos que si utilizamos gúıas con sección tranversal

de semiejes 1.70 µm y 2.56 µm separadas tranversalmente por 7 µm (ver figura

5.8), obtenemos constantes de acoplamiento CH = 1.8609 mm−1 y CV = 1.6754

mm−1, lo que permite separar los haces con polarización H y V usando una longitud

de interacción de sólo 8.4 mm. Esto es consistente con los resultados reportados

anteriormente en las referencias [75,81].

5.4.3. Consideraciones adicionales

La idea de fabricar un PBS haciendo uso de las diferencia en las constantes de aco-

plamiento para luz con polarización ha sido propuesta anteriormente por Crespi et.

al. en su trabajo de 2011 [75], aunque con diferencias importantes en su planteamien-

to. En primer lugar, su propuesta considera una concatenación de tres acopladores

direccionales con una longitud de interacción entre 5.6 y 8.2 mm, cada uno de los

cuales actúa como un divisor de haz parcial (partial beam splitter). En conjunto,

el montaje actúa como un PBS para estados fotónicos, aunque a costa de volverse

probabiĺıstico. Es decir, los fotones pueden emerger por uno de cuatro puertos de

salida. Además, dado que se requieren secciones curvas para acercar las gúıas a las

distintas regiones de interacción, la longitud total del montaje se incrementa, lo que

no es deseable para su integración en circuitos fotónicos. Ahora bien, a partir de la

información disponible en su art́ıculo, deducimos que las constantes de acoplamiento

en su sistema son CH = 1.17 cm−1 y CV = 1.06 cm−1, de modo que un polarizing
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beam splitter determinista como el que propusimos en la sección anterior requeriŕıa

una longitud de interacción de alrededor de 1.04 m.

Pero más importante es destacar que la interpretación de la diferencia en las trans-

mitancias es diferente a la nuestra. Los autores asumen que las constantes difieren

debido a una birrefringencia residual en las gúıas de ondas, esto es, una diferencia

∆β entre las constantes de propagación correspondiente a cada polarización. Sin

embargo, las gúıas que se utilizan en su experimento, escritas en vidrio de boro-

silicato, no tienen birrefringencia apreciable debido al material, como se señala en

el mimso art́ıculo. De modo que la única posibilidad seŕıa que existiera una birre-

fringencia geométrica importante debido a la distinta elipticidad de los perfiles H

y V , que hemos descrito en este caṕıtulo. Para nuestras gúıas, hemos calculado la

birrefringencia geométrica ∆β siguiendo dos métodos diferentes, presentados en las

referencias [82,83], obteniendo en ambos casos un valor ∆β ∼ ×10−6 µm−1, esto es,

siete órdenes de magnitud menos que la aproximación de orden cero β̃ ∼ 10 µ−1.

Luego, cualquier efecto proveniente de esta diferencia no podŕıa ser observado con la

longitud de interacción usada en nuestro experimento, por lo que consideramos que

la birrefringencia residual puede ser ignorada, en comparación al fuerte efecto que

tiene la diferencia en los perfiles.



Conclusiones generales

El trabajo precedente da una muestra de los muchos conceptos y posibilidades que

ofrece el estudio de excitaciones localizadas en sistemas discretos. Esta diversidad

se manifiesta tanto en los diferentes mecanismos que las producen, como en las

caracteŕısticas que adquieren en cada contexto.

Examinamos en primer lugar un condensado de Bose-Einstein atrapado en un po-

tencial óptico periódico — que permite su descripción como un sistema discreto, y

cuyos átomos tienen un momento dipolar magnético. Al añadir un campo magnético

externo, es posible excitar una interacción dipolar entre los átomos, de un alcance

mucho mayor que su interacción de contacto. La libertad para variar la orientación

e intensidad del campo se traduce en una amplia gama de regimenes para la interac-

ción atómica dipolar, pudiendo esta última pasar de ser repulsiva a atractiva, lo que

afecta la existencia y propiedades de los modos de oscilación localizados. En parti-

cular, el número de átomos requerido para la generación de una solución localizada

estable, vaŕıa con la magnitud de la interacción dipolar. Asimismo, hemos visto que

para interacciones repulsivas (representadas por términos no lineales positivos en la

ecuación diferencial) existe una región en el espacio de parámetros donde dos modos

fundamentales son simultáneamente estables. Esto marca una diferencia notable res-

pecto al caso unidimensional [48], en que dos soluciones pueden ser simultáneamente

inestables. La correcta predicción de la estabilidad de las soluciones entregada por
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el potencial efectivo (hamiltoniano en función de la posición) confirma la validez de

este método incluso en presencia de interacciones no lineales de largo alcance.

Si bien los BECs dipolares constituyen un campo de estudio por śı mismo, también

sirven como herramientas para múltiples aplicaciones. La movilidad de soluciones

colectivas localizadas, observada en nuestro análisis, tiene aplicaciones para el estu-

dio de los efectos macroscópicos de la coherencia propia de un BEC1. Además, los

átomos neutros atrapados en redes ópticas han sido propuestos anteriormente como

candidatos para la realización de un computador cuántico [84, 85]; es esperable que

el amplio rango de ajuste ofrecido por las interacciones dipolares sea de utilidad en

este contexto.

En segundo lugar nos centramos en ciertos arreglos de gúıas de ondas con una

geometŕıa particular (en la disposición tranversal de sus gúıas). La reinterpretación

de la amplitud del campo eléctrico en cada gúıa como un operador cuántico nos

permitió interpretar correctamente el efecto de la geometŕıa en la localización de los

estados, y deducir aśı la forma general de los autoestados cuánticos en una de las

redes estudiadas (red romboidal). Comprobamos que estos autoestados forman una

banda plana con el mismo autovalor que el caso clásico. Este y los demás resultados

del caṕıtulo 4 pueden ser generalizados para otros sistemas con bandas planas, como

hicimos para el ejemplo particular de la red stub.

Al analizar el entrelazamiento de los autoestados no difractantes, la principal di-

ficultad está dada por las generalizaciones de múltiples conceptos necesarios para

su estudio. Por una parte, en la red romboidal estudiamos estados con más de un

fotón, lo que requirió extender las medidas de entrelazamiento definidas para qu-

bits a sistemas de mayor dimensión. En este caso, sin embargo, la descomposición

1Cfr. [5], pp. 209-211 y sus referencias.
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de Schmidt está definida sin ambigüedad, permitiéndonos establecer claramente que

los estados |ψ〉N son entrelazados. Con respecto a la cuantificación de este entrela-

zamiento, sin embargo, obtuvimos resultados interesantes, ya que tanto los valores

de la concurrencia como la descomposición de Schmidt apuntan a que se trata de

estados máximamente entrelazados. Por otra parte, la negatividad, si bien es siempre

mayor que cero y exhibe un decaimiento lento, se aleja de su valor máximo a medida

que aumentamos el número de fotones. Se sigue, entonces, que la concurrencia y el

número de Schmidt son medidas más conclusivas para medir el entrelazamiento —

en concordancia con la literatura [62,86] — aunque su definición nos parece un poco

menos intuitiva que la negatividad, que se relaciona estrechamente con el criterio

de Peres-Horodecki [68]. Otras medidas de entrelazamiento para sistemas bipartitos

podŕıan ser generalizadas para el estudio de nuestros autoestados localizados (como

la entroṕıa de entrelazamiento) si bien su relación con la concurrencia o la nega-

tividad nos lleva a esperar resultados similares. Con respecto a la clasificación de

los autoestados entrelazados de la red stub, una extensión de este trabajo seŕıa la

aplicación del concepto de tangles [71] para precisar el entrelazamiento de a pares

que encontramos al estudiar los estados reducidos. Como última consideración so-

bre el entrelazamiento, quisieramos destacar que los estados coherentes separables

— representación de los haces de luz clásica utilizados en experimentos — son su-

perposición de infinitos autoestados no difractantes entrelazados. Este resultado nos

parece interesante por śı mismo, y porque podŕıa entregar un criterio para distinguir

el regimen cuántico del clásico en propagación de estados de luz.

Como una contribución práctica al estudio de los autoestados no difractantes, he-

mos diseñado un método factible para su preparación experimental (sección 4.6).

La versatilidad del procedimiento actual para la construcción de arreglos de gúıas
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de ondas se extiende a la propuesta particular que hemos presentado aqúı. En efec-

to, dado que el método de preparación que proponemos es completamente on chip,

puede mejorar la estabilidad en todas las aplicaciones que requieran combinaciones

precisas de los modos localizados (como por ejemplo la transmisión de imágenes y

su aplicación en llaves ópticas [14]), a la vez que permite su integración en montajes

experimentales más complejos. Aunque las posibilidades ofrecidas por los correspon-

dientes estados cuánticos no han sido exploradas todav́ıa, es esperable que en el

futuro cercano la capacidad de propagar estados cuánticos compuestos por múlti-

ples excitaciones, preservando su entrelazamiento y localización espacial, encuentre

aplicaciones en diversos protocolos de información cuántica. Además, la propuesta

experimental presentada en la sección 4.6 puede ser extendida de forma directa a las

demás geometŕıas que han sido estudiadas experimentalmente hasta ahora.

Finalmente, buscamos caracterizar el efecto que la dirección de polarización lineal

tiene sobre el perfil tranversal de los modos normales en una gúıa de ondas eĺıptica.

Reinterpretando los términos en la aproximación weakly guiding (que constituye el

marco teórico fundamental para el estudio de modos linealmente polarizados) pu-

dimos introducir una corrección al campo eléctrico tranversal que da cuenta de la

diferencia entre los modos fundamentales con polarización horizontal y vertical. Con

los resultados obtenidos para las formas modales, pudimos calcular la constante de

acoplamiento, que en nuestro caso es dos veces mayor para luz con polarización

horizontal. En el futuro queremos extender este método para encontrar los modos

dependientes en polarización de orden superior.

La plausibilidad de nuestras correcciones se mostró al utilizar los resultados ante-

riores para simular la dinámica de excitaciones (inicialmente localizadas) a lo largo

de arreglos de gúıas de ondas desordenados, que estudiamos también experimen-
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talmente. Encontramos que la tendencia descrita por la teoŕıa exhib́ıa una clara

correspondencia con los resultados experimentales. Para grados de desorden en que

la localización de Anderson no es tan fuerte, mostramos la posibilidad de modificar

la extensión tranversal del perfil de salida, cambiando la dirección de polarización.

Esto entrega una herramienta de ajuste que modifica sobre la marcha la propagación

de excitaciones en arreglos de gúıas de ondas.

Con las estimaciones proporcionadas por nuestro modelo, encontramos una confi-

guración geométrica razonable (en cuanto a las dimensiones y separación entre las

gúıas) para constrúır un PBS compacto, balanceado, y determinista a partir de un

d́ımero, esto es, un sistema de dos gúıas. Queremos destacar que aunque actualmente

la óptica del bulk ya ha proporcionado PBS cúbicos cuyo volumen es de aproxima-

damente 5 mm3, hay grandes ventajas en el uso de gúıas de ondas para implementar

estos y otros dispositivos [87].



Apéndice A

Derivación de las ecuaciones vectoriales
para los campos en una gúıa de ondas.
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A continuación presentamos la derivación detallada de las ecuaciones vectoriales

que rigen la dinámica del campo eléctrico y magnético en gúıas de onda con un

perfil de ı́ndice de refracción arbitrario. Nos basamos en dos ecuaciones de Maxwell,

asumiendo la misma dependencia temporal eiωt para todos los campos:

∇× E = i

√
µ0

ε0
kH , (A.1a)

∇×H = J− i
√
ε0
µ0

kn2 E , (A.1b)

Además, es necesario tener en cuenta las siguientes identidades, válidas para cual-

quier campo vectorial A y cualquier campo escalar φ:

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A , (A.2a)

∇ · (∇×A) = 0 , (A.2b)

∇× (φA) = φ(∇×A) + ∇φ×A . (A.2c)

Nuestro objetivo es eliminar la dependencia ya en E, ya en H de las correspondien-

tes ecuaciones de Maxwell. En primer lugar, calculamos el rotor de ambos miembros

en la ecuación de Faraday (A.1a), con lo que se obtiene

∇×∇× E = i

√
µ0

ε0
k∇×H . (A.3)

Sustituyendo el rotor de la excitación magnética con la ecuación de Maxwell-

Ampère (A.1b), y utilizando la identidad (A.2a), rescribimos la expresión anterior

para obtener

∇(∇ · E)−∇2E = i

√
µ0

ε0
k

(
J− i

√
ε0
µ0

kn2E

)
,

de donde se sigue que

(∇2 + k2n2)E = ∇(∇ · E)− i
√
µ0

ε0
kJ . (A.4)
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Sólo resta evaluar el término ∇ · E. Para esto, operamos con la divergencia sobre

la ecuación (A.1b), lo que junto a la identidad vectorial (A.2b) implica la igualdad

siguiente:

∇ · (∇×H) = ∇ · J− i
√
ε0
µ0

k
(
n2∇ · E + E ·∇n2

)
= 0 ,

de donde podemos despejar

∇ · E = −i
√
µ0

ε0

∇ · J
kn2

− E ·∇logn2 .

Sustituyendo en la ecuación (A.4) obtenemos finalmente

(∇2 + k2n2)E = −∇
(
E ·∇ log n2

)
− i
√
µ0

ε0

[
kJ +

1

k
∇
(
∇ · J
n2

)]
. (A.5)

Ahora bien, para derivar la ecuación vectorial para el campo magnético comenza-

mos aplicando el rotor a la ecuación de Maxwell-Ampère (A.1b):

∇×∇×H = ∇× J− i
√
ε0
µ0

k∇× (n2E) . (A.6)

De esta ecuación y las igualdades (A.2) se sigue que

∇(∇ ·H)−∇2H = ∇× J− i
√
ε0
µ0

k
(
n2∇× E + ∇n2 × E

)
.

Utilizando la expresión para ∇×E dada por la ley de Faraday (A.1a) obtenemos

∇(∇ ·H)−∇2H = ∇× J + k2n2H− i
√
ε0
µ0

k∇n2 × E . (A.7)

Luego, como ∇ ·H = 0, se cumple que

(∇2 + k2n2)H = −∇× J + i

√
ε0
µ0

k∇n2 × E . (A.8)

Despejando E de la ecuación (A.1b) y reemplazando en la ecuación anterior llega-

mos a la igualdad siguiente:

(∇2 + k2n2)H = −∇× J +
∇n2

n2
× (J−∇×H)

= −∇× J + ∇ log n2 × (J−∇×H) .
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Invirtiendo el orden del producto vectorial en el último término de la ecuación

anterior, se obtiene la ecuación vectorial para el campo H:

(∇2 + k2n2)H = (∇×H)×∇ log n2 −∇× J− J×∇ log n2 . (A.9)

Es importante notar que para el caso de un ı́ndice de refracción invariante en la

dirección de propagación, los factores ∇ log n2 en las ecuaciones vectoriales (A.5) y

(A.9) pueden reemplazarse directamente por ∇t log n2, con lo que recuperamos la

forma exacta de las ecuaciones presentadas en el caṕıtulo 2.
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