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PROLOGO

El ensefiar es para mi la mejor forma de aprender. En la ensefianza de la fisica
el objetivo es ensefiar a pensar y razonar, y para eso se debe estimular el
aprendizaje por problemas, no sélo teoricos, sino que también practicos. El
aprendizaje por problemas debe tender a terminar con la clase magistral y fo-
mentar el trabajo en grupo de los alumnos, con el propdsito de que aprendan
por si solos. Por ello, este curso de Fisica estara disponible en formato pdf en
la pagina web www2.udec.cl/~jinzunza/fisica, para que los alumnos puedan de
forma mas expedita obtener sus documentos para estudiar de manera auténo-
ma. Lo ideal seria que la asistencia al aula fuera para aclarar las dudas y resol-
ver los problemas que se le presentan durante su autoestudio.

En el mundo globalizado, en la era de las comunicaciones, el estudiante debe
estar preparado para aprender a traves de su propio esfuerzo investigativo, so-
bre la base de problemas que se le plantean y que el alumno debe resolver in-
dividual o en grupo. Los alumnos pueden trabajar de forma autbnoma y des-
pues relacionarse con el profesor y el resto de sus compafieros, pero para ello
deben realizar un trabajo previo de estudio y tener preguntas para plantearlas o
respuestas para darlas a los otros compafieros que preguntan. Esto supone un
cambio de mentalidad, un cambio cultural en los alumnos, donde él debe
aprender a aprender, y eso hay que producirlo, no se produce solo. ElI alumno
esta acostumbrado a una forma de trabajo en la cual viene a la Universidad a
oir al profesor, donde el primero es el que sabe y el otro el que aprende, no a
trabajar en forma auténoma. Hay que evitar que el alumno pase seis 0 mas
horas diarias, cinco dias a la semana, escuchando, y luego se va a tratar de
aprender a su casa; lo mas sensato seria que dedicara un alto porcentaje de ese
tiempo directamente a aprender. Para eso hay que tratar de centrar la actividad
docente en el aprendizaje y no en la ensefianza, donde el profesor debiera pre-
ocuparse de que los alumnos retengan lo expuesto y no solamente tratar de
cumplir el programa de estudio.

Este texto a nivel basico de Introduccién a la Mecanica y Calor, se basa en la
experiencia de varios afios de docencia de pregrado y posgrado en el Depar-
tamento de Geofisica de la Universidad de Concepcion. En particular se tratd
de escribir las clases de la asignatura de Fisica, parte de Mecéanica y Calor, la
rama de la fisica que se ocupa de describir el movimiento y las transformacio-
nes de energia producidas por variaciones de temperatura, realizadas durante



los ultimos afios en las aulas. Esta disefiado para alumnos que realizan un pri-
mer curso de fisica universitaria de las carreras de ciencias basicas, ingenieri-
as, tecnoldgicas, pedagogias y en general para toda carrera que requiera un
curso de este nivel. Se profundiza la descripcién de algunos fenGmenos en
particular, con el uso de matematicas de nivel intermedio, como calculo dife-
rencial e integral elemental, pero en todos los casos esta descripcion se puede
obviar si el alumno no tiene la formacién en esas herramientas matematicas,
sin que ésta pierda su validez. La descripcion de los fendmenos fisicos se
complementa con figuras esquematicas, en un intento por dar la mayor clari-
dad posible al problema. En el texto se ha pretendido hacer la descripcion ne-
cesaria, evitando escribir méas de lo que se requiere, para no cansar al alumno
con lectura de parrafos extensos.

Cada tema tratado se complementa con ejemplos seleccionados, resueltos de-
talladamente, que tienen como objetivo reforzar la comprension de la teoria.
Al final de cada capitulo se plantean un ndmero considerado suficiente de
problemas, muchos de ellos originales preparados por el autor, especialmente
para hacer notar la aplicacién de los contenidos tedricos a situaciones reales en
diferentes areas de la fisica. La dificultad de su resolucion se puede considerar
en general de nivel apropiado a un primer curso de Fisica universitaria, aun-
que siempre se presenta alguno de elevada dificultad. Se dan los resultados de
un numero importante de problemas y aquellos que no tienen respuesta es
porque su resultado va a depender de los valores que el alumno asigne a las
variables o porque su resolucién es similar a otro problema que ya tiene res-
puesta, por lo que el alumno se puede asegurar que su resultado ha sido obte-
nido por un procedimiento correcto. Los resultados se dan al final de cada
problema, evitando asi el engorroso proceso de ir a las Gltimas paginas del tex-
to a ver la respuesta, generalmente del problema impar.

Juan C. Inzunza

Concepcidn, Chile
Marzo de 2007.
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Cap. 1 Introduccion a la Fisica

CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA FISICA
1.1 INTRODUCCION.

Los adelantos de la ciencia han provocado muchos cambios en el mundo. Por
ejemplo, desde Aristoteles en el 350 AC y hasta hace 500 afios se creia que la
Tierra era plana y que estaba en el centro del universo, hace 70 afios no se co-
nocia la television, los aviones jet ni la forma de prevenir las picaduras denta-
les, hace pocos afios se descubri6 la clonacion de seres vivos, recientemente se
descifro el codigo del genoma humano (dicen que Dios esta hecho un diablo
por esto). La ciencia no es nueva, data de la prehistoria. El ser humano ha es-
tado sobre la Tierra desde hace 100 mil afios y desde entonces ha empezado a
hacer ciencia. Por ejemplo en el comienzo se descubrieron las primeras regu-
laridades y relaciones en la naturaleza. Una de las regularidades era la forma
de los patrones de las estrellas que aparecian en el cielo nocturno. Otra eviden-
te era el ciclo del clima a lo largo del afio, distinguiéndose claramente el co-
mienzo de la temporada de lluvias o la de calor. La gente aprendio a usar estos
ciclos para hacer predicciones y surgieron los primeros pronosticos del tiem-
po. De este modo fueron aprendiendo méas y mas acerca del comportamiento
de la naturaleza. Todos estos conocimientos forman parte de la ciencia, pero la
parte principal esta formada por los métodos que se usan para adquirir esos
conocimientos.

La ciencia es una actividad humana, formada por un conjunto de conocimien-
tos. La ciencia es el equivalente contemporéaneo de lo que se llamaba filosofia
natural. La filosofia natural era el estudio de las preguntas acerca de la natura-
leza que aln no tenian respuesta. A medida que se iban encontrando esas res-
puestas, pasaban a formar parte de lo que hoy Ilamamos ciencia. La ciencia
hizo sus mayores progresos en el siglo XVI, cuando se descubrié que era po-
sible describir la naturaleza por medio de las matematicas. Cuando se expre-
san las ideas de la ciencia en términos matematicos no hay ambigiedad, es
mas facil verificarlos o refutarlos por medio del experimento. La ciencia con-
temporanea se divide en el estudio de los seres vivos y en el estudio de los ob-
jetos sin vida, es decir, en ciencias de la vida y en ciencias fisicas. Las ciencias
de la vida se dividen en areas como la biologia, zoologia y la botanica. Las
ciencias fisicas se dividen en areas como la fisica, geologia, astronomia y
quimica.
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Cap. 1 Introduccion a la Fisica

La fisica es mas que una rama de las ciencias fisicas: es la mas fundamental de
las ciencias. Estudia la naturaleza de realidades basicas como el movimiento,
las fuerzas, energia, materia, calor, sonido, luz y el interior de los &tomos. La
quimica estudia la manera en que esta integrada la materia, la manera en que
los &tomos se combinan para formar moléculas y la manera en que las molécu-
las se combinan para formar los diversos tipos de materia que nos rodea. La
biologia es ain mas compleja, pues trata de la materia viva. Asi, tras la biolo-
gia esta la quimica y tras la quimica esta la fisica. Las ideas de la fisica se ex-
tienden a estas ciencias mas complicadas, por eso la fisica es la mas funda-
mental de las ciencias. Podemos entender mejor la ciencia en general si antes
entendemos algo de fisica jes lo que vamos a prender en este curso!

El entender la naturaleza se busca por diferentes formas: la ciencia, el arte, la
religion, cuyas origenes datan de miles de afios. Estas formas son distintas,
pero sus dominios se traslapan. La ciencia investiga los fendmenos naturales y
el arte es la creacion de los objetos o eventos que estimulan los sentidos, pero
ambas son comparables debido a que son esfuerzos que muestran como son
las cosas y cuales son posibles. Por otra parte, los objetivos de la ciencia y la
religién son diferentes, ya que esta Gltima se ocupa del proposito de la natura-
leza. Las creencias y ceremonias religiosas generan convivencia humana, sin
ocuparse directamente de los métodos de la ciencia. En este sentido son dife-
rentes, como las manzanas con las peras, pero no se contradicen, son comple-
mentarias, de manera que no es necesario elegir entre ambas, se pueden adop-
tar ambas, entendiendo que tratan aspectos distintos de la experiencia humana.
Una persona realmente culta posee conocimientos tanto de la religién, como
del arte y de la ciencia.

En este capitulo se da una breve explicacion de algunas definiciones de con-
ceptos usados en el curso. Se hace una descripcion de los sistemas de unidades
de medida, de las magnitudes fisicas fundamentales y derivadas, se definen los
maultiplos, submdltiplos y los prefijos. Se hace notar la necesidad de expresar
los valores numéricos de las magnitudes en ciencias en notacion cientifica, se
explica como expresar los valores numéricos dando sélo su orden de magnitud
0 haciendo una estimacion de su valor. Se dan reglas de analisis dimensional,
lo que proporciona un método para determinar la forma funcional de las leyes
fisicas y permite verificar si esta bien planteada. Se definen los sistemas de
referencias y de coordenadas y finalmente se hace un breve repaso del algebra
vectorial y se presentan algunos ejemplos basicos.

14



Cap. 1 Introduccion a la Fisica

La figura 1.1 tal vez la conozcan: es una imagen de nuestra Tierra, sobre la
cual haremos la mayoria de las aplicaciones de este curso. Los colores sobre
los océanos representan los valores de la temperatura de la superficie del mar,
siendo mayores los tonos en rojo y menores los tonos en azul. En la imagen se
observa claramente la presencia del fendmeno de El Nifio en el Pacifico sur.
Se representa también un esquema de las nubes en la atmosfera con tonos de
color gris claro. En Chile se observa un frente ubicado entre la novena y de-
cima regiones.

Figura 1.1. Imagen de satélite modificada de la Tierra.

Este es nuestro planeta, al que le estamos dando un muy mal trato, con todos
los desperdicios y contaminantes que estamos arrojando a los rios, lagos,
océanos, tierra y atmosfera. No olvidemos que los recursos de nuestra Tierra
son finitos y no renovables, por lo que a nosotros nos corresponde cuidar estos
recursos, para dejarlos de la mejor forma a las futuras generaciones, que tam-
bién querran vivir en un ambiente limpio. Las mediciones ya indican que la

15



Cap. 1 Introduccion a la Fisica

humanidad esta consumiendo los recursos de la Tierra mas rapidamente de lo
que esta es capaz de renovarlos, por lo que es clara la tendencia a que los re-
cursos naturales se agoten. Lo peor de todo es que la distribucién de los recur-
S0S No €s equitativa, ya que una minoria de empresas y paises mas ricos se en-
riqguecen mas y la mayor parte de la poblacion mundial se empobrece mas, in-
cluyendo un importante porcentaje de la poblacidén que nada tiene. Lo mas que
podemos hacer nosotros como profesionales y habitantes de la Tierra, es crear
conciencia para no seguir dafiando nuestro ambiente, que nos permite la vida.
Evitemos que el ser humano evolucione rdpidamente a una nueva especie, que
se podria llamar Homo Furioso, que al final de este siglo se pregunte ‘;en que
pensarian esos prehistoricos Homo Sapiens de principios de siglo que nos de-
jaron el planeta en estas lamentables condiciones?’

1.2 DEFINICIONES.

En esta seccion se dan las definiciones de algunos términos usados en ciencias
y de temas relacionados, que usaremos durante el curso, sin pretender profun-
dizar en el contenido tedrico del concepto definido.

Fisica: Es una ciencia fundamental que estudia y describe el comportamiento
de los fendbmenos naturales que ocurren en nuestro universo. Es una ciencia
basada en observaciones experimentales y en mediciones. Su objetivo es des-
arrollar teorias fisicas basadas en leyes fundamentales, que permitan describir
el mayor nimero posible de fendmenos naturales con el menor nimero posi-
ble de leyes fisicas. Estas leyes fisicas se expresan en lenguaje matematico,
por lo que para entender sin inconvenientes el tratamiento del formalismo te6-
rico de los fenomenos fisicos se debe tener una apropiada formacion en mate-
maticas, en este curso basta un nivel basico de matematicas.

Teoria cientifica: Sintesis de una gran cantidad de informacion que abarca
diversas hipdtesis probadas y verificables de ciertos aspectos del mundo natu-
ral. Ningun experimento resulta aceptable a menos que sea reproducible, es
decir que produzca un resultado idéntico independientemente de cuando, don-
de y por quien sea realizado. Los resultados de los distintos experimentos se
retnen para formar una teoria. Una teoria es la sintesis de todas las observa-
ciones realizadas en los experimentos, que deberia hacer posible predecir el
resultado de nuevos experimentos antes de que se realicen. Pero no se debe
esperar que una teoria explique ciertos fenomenos de una vez por todas, sino
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Cap. 1 Introduccion a la Fisica

mas bien los coordine dentro de un conjunto sistematico de conocimientos. La
validez de una teoria puede probarse unicamente con el experimento.

Una teoria cientifica no debe contener elemento alguno metafisico o mitologi-
co, se deben eliminar los mitos y prejuicios. Hoy en dia se debe tener especial
cuidado, puesto que nuestro mitos contemporaneos gustan de ataviarse con
ropajes cientificos, pretendiendo con ello alcanzar gran respetabilidad. Los
charlatanes siempre buscan mencionar el nombre de algin gran cientifico en
un intento por hacer creibles sus charlatanerias.

Mecanica. Es una rama de la fisica. Su objetivo es describir (con la cinemati-
ca) y explicar (con la dinamica) el movimiento de los cuerpos.

Cinematica. Describe el movimiento de los cuerpos sin preocuparse de las
causas que lo producen.

Dinamica. Describe el movimiento de los cuerpos considerando las causas
que lo producen, y las causas del movimiento son las fuerzas.

Hipdtesis: Suposicion bien fundamentada, considerada como un hecho cuan-
do se demuestra experimentalmente.

Hecho: Acuerdo entre observadores competentes sobre una serie de observa-
ciones de un fendmeno particular.

Ley: Comprobacion de una hipotesis sin ninguna contradiccion. Una ley fisica
se considera como tal cuando todos los experimentos obedecen esa ley, si en
algun caso no se cumple, deja de ser ley fisica. ;Son las leyes terrestres vali-
das en todo el Universo? Hay que usarlas y despues evaluar su resultado. No
se debe pretender buscar una nueva ley para explicar algin fenémeno en el
cual las leyes ya existentes no parecen encajar satisfactoriamente, porque esto
conduce al caos logico. Aunque se debe estar dispuesto a aceptar nuevas leyes
naturales si su adopcion demuestra ser necesaria.

Ciencia: Método para dar respuestas a preguntas tedricas. La ciencia descubre
hechos y formula teorias.

Tecnologia: Método para resolver problemas practicos, usa técnicas y proce-
dimientos para aplicar los descubrimientos de la ciencia.
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Modelo: Concepto introducido por los cientificos para ayudarse a visualizar
posibles procesos dentro de un sistema fisico. Un modelo se usa para repre-
sentar la realidad fisica y debe tener en cuenta dos aspectos conflictivos entre
si: a) tiene que ser lo bastante simple para como para ser elaborado con méto-
dos matematicamente rigurosos, b) debe ser realista para que los resultados
obtenidos sean aplicables al problema considerado. La sencillez del modelo,
su belleza matematica, es incompatible con la fidelidad al problema real. Lo
bello raramente es fiel y lo fiel raramente es bello.

Matematicas: Es el lenguaje de las ciencias, es lo que establece una conexion
entre la teoria y el experimento. Las leyes Fisicas se expresan en lenguaje ma-
tematico, en general de nivel muy avanzado.

Religidn: Se ocupa del propdsito de la naturaleza, no se preocupa por usar los
métodos de la ciencia, tiene que ver con la Fe y la adoracién de un ser supre-
mo, que es Dios. Ciencia y religion no son contradictorias, son complementa-
rias. No es necesario elegir entre ambas, se pueden adoptar las dos.

1.3 EL METODO CIENTIFICO.

El método cientifico es un método efectivo para adquirir, organizar y aplicar
nuevos conocimientos. Su principal fundador fue Galileo (1564-1642). Se ba-
sa en la formulacion de hipétesis y en la recopilacidn de pruebas objetivas que
traten de probar la veracidad de tales hipotesis establecidas previamente. El
método cientifico puede dividirse a grandes rasgos en varios pasos:

a. Observar el medio natural.

b. Hacerse una pregunta sobre el comportamiento del medio.

c. Formular una hipétesis y derivar de ella predicciones que puedan ser de-
mostradas.

d. Planear un experimento que pueda verificar esa hipétesis.

e. Analizar los datos obtenidos de ese experimento. Si los datos coinciden
con las derivaciones de la hipotesis, se podra decir que ésta funciona y es
valida en ese contexto.

f. A partir de esa hipdtesis demostrada, elaborar una Teoria.

Nuevamente acudir a la Naturaleza para contrastarla.
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h.  Si la Teoria se cumple y demuestra, a partir de ella se formulara una Ley,
que tratara de describir el fenémeno.

Antes de Galileo, la mayor parte de los experimentos no seguian este orden de
pensamiento, sino que se basaban en la observacion del medio y emision de
teorias, sin mayor comprobacion posterior de éstas. La novedad que trajo con-
sigo el método cientifico fue que se trabajaba con hipdtesis que debian ser
demostradas. Todo ello supuso un gran avance para la fisica como ciencia,
puesto que se empezd a observar la naturaleza y a afirmar expresiones, hoy en
dia tan comunes como “parece que va a llover”.

Este método no siempre ha sido la clave de los descubrimientos, en muchos
casos gran parte del progreso de la ciencia se ha debido a resultados obtenidos
por error o por casualidad.

1.4 SISTEMAS DE MAGNITUDES Y UNIDADES.

Medir una magnitud consiste en compararla con una cantidad arbitraria fija de
la magnitud. Una medicion se expresa con un nimero seguida de un simbolo
de la unidad usada. Existen medidas directas e indirectas, por ejemplo el largo
y el ancho de una sala son medidas directas, pero la superficie de la sala es
una medida indirecta. Gran parte de la Fisica tiene que ver con la medida de
cantidades fisicas tales como distancia, tiempo, volumen, masa, temperatura,
etc. Las leyes Fisicas se expresan en términos de cantidades basicas que re-
quieren una definicion clara, Ilamadas magnitudes fisicas fundamentales. En
mecanica las magnitudes fisicas fundamentales son tres: longitud, tiempo y
masa. Se Illaman magnitudes fisicas fundamentales porque estan definidas en
forma independiente de cualquier otra magnitud fisica.

Para que sean Utiles deben ser invariables y reproducibles y se debe definir
una unidad de medida Unica para la magnitud fisica, llamada patron de medi-
da. El Sistema Internacional (SI) de unidades determina el conjunto de patro-
nes de medida. En este sistema, las unidades de medida de las magnitudes fi-
sicas fundamentales en Mecénica, son las que se dan en la tabla 1.1. Este se
conoce también como el sistema MKS (abreviaturas de metro, kilogramo y
segundo). También existe el sistema CGS cuyas unidades de medida son el
centimetro, gramo y segundo, y el sistema inglés de ingenieria, que es extre-
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madamente confuso, por lo que no lo usaremos en este curso. El Sl es el que
se usa mayoritariamente en todas las areas de las ciencias.

La definicion operacional actual de las magnitudes fisicas fundamentales se da
a continuacion.

Tabla 1.1. Unidades de medida de las magnitudes fisicas fundamentales en mecanica.

Magnitud Fisica | Unidad de medida
Longitud Metro

Tiempo Segundo
Masa Kilogramo

Longitud: Se han desarrollado muchos sistemas de medicion de longitud, pero
se han abandonado por razones de precision. Desde 1983, la unidad de longi-
tud, el metro, se define como la distancia recorrida por la luz en el vacio du-
rante un tiempo de 1/299792458 segundos. De paso esta definicion establece
que la rapidez de la luz en el vacio es de 299 792 458 m/s.

Tiempo: En 1967 se definid el segundo como unidad de tiempo igual a 9 192
631 770 periodos de la radiacion de atomos de cesio 133. Con un reloj atémi-
co de cesio, se puede medir la frecuencia de su radiacion con una precision de
una parte en 10%, lo que equivale a una incertidumbre menor que un segundo
cada 30000 afios.

Masa: Desde 1987 se considera como unidad de masa, el kilogramo, que se
define como la masa de una aleacidn de platino e iridio que se conserva en el
Laboratorio Internacional de Pesas y Medidas en Sevres, cerca de Paris, Fran-
cia. Este patrdn es confiable porque dicha aleacion es muy estable.

Las otras magnitudes fundamentales de la Fisica, que con las anteriores suman
siete en total, estan indicadas en la tabla 1.2.

En ciencias se usan muchas otras magnitudes fisicas, que se obtienen como
una combinacién de las magnitudes fisicas fundamentales. Se llaman magni-
tudes fisicas derivadas, porque se derivan de las magnitudes fisicas funda-
mentales. Por ejemplo:
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r . . . 2
drea = longitud por longitud, se mide en m
., . . ) 2
aceleracion = longitud/tiempo al cuadrado, se mide en m/s
- . 2
fuerza = masa por aceleracion, se mide en Newton, N = kg m/s

densidad = masa/volumen, se mide en kg/m’, etc.

Tabla 1.2. Unidades de medida de las magnitudes fisicas fundamentales.

Magnitud Fisica | Unidad de medida | Simbolo
Temperatura Kelvin K
Corriente eléctrica Ampere A
Intensidad luminosa Candela Cd

Cantidad de sustancia Mol

1.5 MULTIPLQOS, SUBMULTIPLOS Y PREFIJOS.

Teniendo en cuenta que la Fisica estudia el comportamiento del universo, los
valores numéricos de las magnitudes fisicas varian en un rango muy amplio,
desde cantidades muy pequefias a muy grandes. Por ejemplo, para comprender
el origen del Universo, a los astrofisicos y cosmologos les preocupa actual-
mente saber que paso entre el Big Bang y el mindsculo instante j10™ s!, o
como determinar bien la edad del Universo cuyas ultimas mediciones dan un
valor de 1.45x10" afios, con una incertidumbre de un par de miles de millones
de afos. La Tierra tiene una edad de 4600 millones de afios. Especialistas han
estudiado la cronologia de la Biblia para calcular cuanto tiempo ha pasado
desde los dias del Edén, sumando la edad de Adan y sus descendientes. En
1650 el arzobispo irlandés James Ussher propuso que Dios creo la Tierra el 22
de octubre del aflo 4004 antes de nuestra era, valor que no concuerda con las
mediciones.

Los valores numéricos de la fisica pueden ser muy complicados de leer en su
forma tradicional, por lo que generalmente se expresan en potencias de 10,
que es la notacion cientifica. Ejemplos de algunos valores comunes se mues-
tran en la tabla 1.3.
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Tabla 1.3. Algunos valores numéricos de magnitudes fisicas conocidas.

Sol

Masa (kg) Humano
Electrén

Distancia Tierra - Sol

Longitud (m) Cancha de fatbol
Diametro ndcleo atbmico

Edad de la Tierra
Tiempo (s) Edad de estudiante UdeC
Duracién choque nuclear

Si el exponente de la potencia de 10 es positivo (o negativo) el valor de la
magnitud fisica es un multiplo (o submdltiplo). Para medir magnitudes muy
grandes 0 muy pequefias se expresan los valores en potencias de 10 y se usan
los prefijos del SI que es el nombre que se le da a la potencia de 10. Existen
algunas unidades de medicion que tienen nombres especiales, como por ejem-
plo el arnio luz que es la distancia que recorre la luz en un afo, igual a 9.45 x
10" m, o el Angstrom que es igual a 70"’ m. En la tabla 1.4 se dan los nom-
bres de los prefijos del Sistema Internacional.

1.5.1 Orden de magnitud.

El orden de magnitud es la potencia de 10 mas cercana al valor verdadero de
una magnitud fisica conocida cuyo valor numérico se conoce. Para indicarla se
usa el simbolo virgula, ~. Cuando se compara entre magnitudes fisicas simila-
res, se dice que una magnitud fisica difiere de la otra en un orden de magnitud,
cuando es mayor o menor en un factor de 10.

Ejemplo 1.1. EI orden de magnitud de 1 es cero 6 10°, el orden de magnitud
de 10 es uno 6 10, el orden de magnitud de 100 es dos 6 107, etc.

Ejemplo 1.2. a) Determinar el orden de magnitud de la masa de la Tierra,
cuyo valor es aproximadamente 6 x 10°* kg. b) Si la masa del Sol ~ 10°’ kg,
Jen cuantos ordenes de magnitud difiere de la masa de la Tierra?
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Solucion:
a) considerando que 6 es un valor mas cercano a 10 = 10" que a 1 = 10°, su

orden de magnitud es 6 ~ 10", por lo tanto el orden de magnitud de la ma-
sa de la Tierra es 6 x 10°* ~ 10'x10°* ~ 107 kg ~ 10 Ykg 6 del orden de 25.

b) Sila masa del Sol ~10°° kg, ;en cuantos érdenes de magnitud difiere de la
masa de la Tierra?

masadelSol ~ 10%
masa de la Tierra 10%

Solucion: =10°

Por lo tanto la masa del Sol es 5 ordenes de magnitud mayor (cien mil veces
mas grande) que la masa de la Tierra.

Tabla 1.4 Prefijos del Sistema Internacional.

Potencia 10 | Prefijo | Simbolo
-24 yocto
-21 zepto
-18 atto.
femto
pico
nano
micro
mili
centi
deci
deca
hecto
kilo
mega
giga
tera
peta
exa
zeta
yota

<|IN[M|O|H|OZ|=~ || |x|c|BFE |5 |+ |N <
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1.5.2 Estimacion.

Hacer una estimacion es asignar un valor numerico razonable a una magnitud
Fisica conocida, cuyo valor verdadero, en el momento de usar esa magnitud,
no se conoce.

Ejemplo 1.3. Estimar la edad de los alumnos del curso de Fisica I.

Solucion: Considerando que los alumnos ingresan a la universidad a la edad
aproximada de 18 anos, que el curso de Fisica I lo realizan en el segundo se-
mestre, que algunos alumnos ingresan a la carrera tiempo después de egresar
de la enserianza media y que es probable que el curso de fisica no lo estén
cursando en el semestre que corresponde, se puede considerar que la edad de
los alumnos del curso de Fisica I varia entre 18 y 22 anos, por lo que se pue-
de estimar como edad de cualquier alumno en ~ 20 anos. Su orden de magni-
tud es ~ 10 arios.

1.5.3 Transformacion de unidades.

Muchos calculos en Fisica requieren convertir unidades de un sistema a otro.
Las unidades pueden convertirse sustituyéndolas por cantidades equivalentes.
En toda respuesta numérica de los problemas siempre debe escribirse las uni-
dades en el resultado final.

Ejemplo 1.4. Transformar 18 km/hora a m/s.

Solucion: Se sabe que 1h = 3600 s y que 1 km = 1000 m, entonces:

km  1hr  1000m m
18— x X =5—
hr  3600s  1km s

1.5.4 Andlisis dimensional.

Se usa para verificar que todos los términos de una ecuacion tengan las mis-
mas dimensiones, lo que garantiza que la ecuacion esta planteada en forma
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correcta. Cuando se hace el analisis dimensional, los términos no se operan
con el algebra corriente, por ejemplo las unidades de medida no se suman o
restan, solo se comparan sus unidades entre términos de la ecuacion a dimen-
sionar, generalmente se usa el simbolo [ ] en cada término al hacer el anélisis.

Ejemplo 1.5. Hacer el andlisis dimensional para el siguiente modelo fisico
2 2 . 2
V- =Vv_ +2ax, donde v se mide en m/s, x en my a en m/s".

Solucion: se escriben las unidades de medida en cada término de la ecuacion,
considerando que las unidades no se suman ni restan y que el 2 es un numero
sin unidades de medida que no multiplica a la unidad de medida:

V=V’ +2ax =
2 2 2 2
m m m m m
S S S S S
Por lo tanto la expresion es dimensionalmente consistente.

1.6 SISTEMAS DE REFERENCIA.

En mecanica se tratan problemas relacionados con la descripcion del movi-
miento de un objeto en el espacio, por lo que se requiere un método para co-
nocer la posicidn de ese objeto. Para esto se definen los sistemas de coordena-
das y marcos de referencia. Un sistema de coordenadas usado para indicar las
posiciones en el espacio consta de:

1. Un punto de referencia fijo O, llamado origen.

2. Un conjunto de ejes o direcciones con una escala apropiada.

3. Instrucciones sobre como identificar un punto en el espacio respecto al ori-
geny alos gjes.

1.6.1 Coordenadas cartesianas o rectangulares.

Un sistema de coordenadas frecuentemente usado es el sistema de coordena-
das cartesiano o rectangular, que se muestra en la figura 1.2, con ejes x sa-
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liendo del plano de la figura, eje y horizontal y eje z vertical. En este sistema
un punto P arbitrario se identifica con tres coordenadas identificadas por
(x,y,z), con los valores positivos de los ejes hacia fuera del plano de la figura,
hacia la derecha y hacia arriba, respectivamente en cada eje, como se indica en
la figura 1.2. Es el espacio comun en el que vivimos, se llama espacio tridi-
mensional porque tiene tres dimensiones, para indicarlo usamos en simbolo
3D. En ocasiones bastan dos o una coordenadas para fijar la posicién del obje-
to, estos se llaman espacio bidimensional (2D) o unidimensional (1D), respec-
tivamente.

Z |+ Fixyz)
_|_
- I:j y }
A
+ -

Figura 1.2. Coordenadas cartesianas.

1.6.2 Coordenadas polares.

Otro sistema de coordenadas conocido es el de las coordenadas polares (r, &)
(figura 1.3), donde r es la distancia desde el origen al punto (x,y), generalmen-
te llamado radio, y @ el angulo entre el eje x y r, por convencidn, considerado

positivo cuando es medido en sentido antihorario desde el eje x hacia r. La
relacion entre las coordenadas cartesianas y polares es

x=rcosf, y=rsend.

Se deja como ejercicio al alumno demostrar que sus relaciones inversas son:
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Figura 1.3. Coordenadas polares.

De paso aprovechemos de recordar el teorema de Pitagoras y las funciones
trigonomeétricas basicas seno, coseno y tangente, que se definen para un trian-
gulo rectangulo, como el que se muestra en la figura 1.4, estas son:

1’2 :x2+y2

cateto opuesto
sena = P = Y

hipotenusa r
cateto adyacente  x
cosa = : =
hipotenusa r
cateto opuesto
tana = P p4

cateto adyecente X
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Figura 1.4. Un triangulo rectangulo.

1.7 CONCEPTOS BASICOS DE VECTORES.

Las magnitudes fisicas con las que trataremos en el curso pueden ser escalares
0 vectoriales. Las magnitudes fisicas escalares quedan completamente defini-
das mediante un nimero y sus respectivas unidades de medida, por ejemplo la
densidad del agua de 1 gr/cm® o la temperatura del aire de 20° C, son un esca-
lar. Para las magnitudes fisicas vectoriales debe especificarse su magnitud
(un namero con sus unidades), su direcciéon (un nimero que puede ser un an-
gulo si el espacio es bi o tridimensional) y su sentido (que indica hacia adonde
se dirige o apunta el vector), por ejemplo una velocidad de 80 km/h hacia el
noreste. Un vector se representa graficamente como un trazo dirigido (flecha)
y se simboliza mediante letras mayusculas o mindsculas, con una flecha sobre
la letra o escrita en negrita, como V 0 V., ro¥, OPo OP.La longitud de la
flecha indica la magnitud relativa del vector, el punto desde donde se comien-
za a dibujar el vector se llama punto de aplicacion, la direccion se mide desde
algun eje de referencia, generalmente horizontal, el sentido esta dado por la
punta de la flecha y la recta sobre la cual se ubica el vector se llama linea de
accion. En la figura 1.5, el vector A tiene magnitud A4, su punto de aplicacion
es Oy su direccion es « grados sobre la horizontal.

1.7.1 Igualdad de vectores.

Dos 0 més vectores son iguales si: a) apuntan en la misma direccion, b) si sus

: . . [ .
magnitudes son iguales. En la figura 1.6, g:g: P d independientemente
de la ubicacion de los vectores en el espacio.

28



Cap. 1 Introduccion a la Fisica

-
=" Linea de aceidn

Figura 1.5. Representacion de un vector.

ST

Figura 1.6 Igualdad de vectores.

1.7.2 Multiplicacion de un vector por un escalar.

El resultado de multiplicar un vector por un escalar A es un vector, de magni-
tud distinta y de direccion igual (o contraria) al vector original. En la figura

1.7 se muestra que B=2b y b= —2/3a}’J.

v o/ P

Figura 1.7.

1.7.3 Vectores especiales.

e Vector nulo: es un vector de magnitud igual a cero (0).
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e Vector unitario: vector de magnitud igual a uno (1).

1.7.4 Adicidn de vectores y algunas de sus propiedades.

Los vectores se pueden sumar en forma geométrica por diversos métodos, ta-
les como los que se muestran en la figura 1.8, a) el método del poligono o b)
el método del paralelogramo.

a)

Figura 1.8. a) Método del poligono, b) método del paralelogramo.

Ademas los vectores cumplen con las siguientes propiedades del algebra:

Conmutatividad de lasuma:a+b =a+b.

Asociatividad de lasuma:a+b+c=(a+b)+c=a+ (b +c).

Distributividad de la multiplicacion por un escalar en la suma de vectores.

Conmutatividad del producto:a-b =b-a,a-a =d’.

Asociatividad del producto:a- (b+c)=a-b+a:-c

Inverso aditivo: si a + b = 0, entonces b es el inverso aditivo de a y se es-

cribe b =-a.

e La resta de vectores es un caso especial de adicion, donde el vector restan-
do se suma con su inverso aditivo: a-b =a +(- b).

e Ladivision entre vectores no esta definida.

1.7.5 Representacion de los vectores en coordenadas cartesianas.
Las componentes vectoriales de un vector son aquellas que sumadas dan como

resultado el vector original. Las componentes vectoriales de un vector en el
espacio se calculan a lo largo de un conjunto de 3 lineas mutuamente perpen-
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diculares que se cortan en un mismo punto, es decir en lineas paralelas a los
ejes de un sistema de coordenadas cartesiano. Los vectores unitarios y las
componentes vectoriales del vector A en estas direcciones se designan por

i,7.k ypor A, A,, A., respectivamente, tal que:
B 4 ’
A=Ai+A,j+ Ak
En el plano (x, y) de la figura 1.9, se tiene:
. it 2 A
Vector: A=A4i+A4,j
Componentes: A=A cosa, A,=A sena

Magnitud: A=A} + 4]

Direccion: tana = A/Ax

Figura 1.9. Componentes de un vector.

1.7.6 Igualdad de vectores en componentes.

Dos vectores son iguales si todas sus componentes son iguales, esto es, A =B
sid, =B, A, =B,yA.=B..
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1.7.7 Suma, resta y multiplicacion por un escalar.

Se opera sobre las componentes escalares analogas de los vectores. Para el
caso tridimensional se realizan tres operaciones escalares por cada operacion
vectorial, como se indica, donde A representa un escalar:

/}Ij+§: (Axf+ij+Azl€)+ (Bxf+By}+le€)
£+£:(Ax+Bx)f+(Ay +By)j'+(AZ +B. )k
A-B= (Axf+ij'+Azl€)—(Bxf+Byj'+BZl€)
d-B-(a —B)i+(4,-B))j+(4 -B)

A

4 2 -
A=A + (24, )7 + (A )k
1.7.8 Producto escalar entre vectores.
El producto escalar entre vectores da como resultado un escalar, se lee 4 punto
B, y se define como:

E-EJ:ABcosa

donde 4 y B es la magnitud y « es el angulo entre los vectores Ay B. Aplica-
do a vectores unitarios y a las componentes de un vector, se tiene:

ii=j j=k-k=I

i j=ik=jk=0

p

A-B=AB +A4,B,+ 4B,
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1.7.9 Producto vectorial de vectores.

El producto vectorial entre vectores da como resultado un vector, se lee 4 cruz
B, y se define como:

5: }ljxg con g = ABsena

donde 4 y B es la magnitud y « es el angulo entre los vectores Ay B, y la di-
reccion de C esta dada por la regla de la mano derecha o del tornillo derecho,
C es un vector perpendicular al plano formado por A y B. El producto vecto-
rial se calcula resolviendo el siguiente determinante:

:& ey
N ~.o

Axb -

X y

k
AZ
BZ

S5
S8

X y

Aplicado a vectores unitarios, se obtiene que:

Ejemplo 1.6. Un gato se mueve en el plano (x,y) desde la posicion P; en (-3,-
5) m hasta la posicion P, en (10,2) m. (a) Dibujar los vectores de posicion y
escribirlos en coordenadas cartesianas. Calcular (b) la variacion de la posi-
cion del gato, (c) magnitud la variacion y (d) su direccion.

Solucion: a) en la figura 1.10 se dibuja el diagrama vectorial.
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y
J2
7 , g
-3 o) iy
¥
Py ¥ 5

Figura 1.10. Ejemplo 6.

Posiciones:
};) o A [N 4
T =x0+Y,] r,==31—=3]

b=xi+y,)  R=10i+2]

b) La variacion de la posicion es la diferencia entre las posiciones del objeto,
esto es la posicion final menos la posicion inicial denotada por AF.

AP =F—F =(10i +2j)-(-3i-5f)=13i+7] m

¢) Magnitud: |NFl = \[(13) +(7)" = 14.8m

d) Direccion: tan@ = % = 60=28.3°

Ejemplo 1.7: Una hormiga camina por el borde de un CD de 6 cm de radio,
rodeando la mitad del disco. Calcular: (a) la variacion de su posicion, (b)
Jcudnto camina?, (c) su variacion de posicion si completa el circulo.

Solucion: Usando el sistema de referencia de la figura 1.11, donde i es la po-
sicion inicial, que se elige en el origen, y f la posicion final.
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a) Ayzi‘j, —};;, de la figura 11

»em)
P=0i+0j, P =12i+0] ;'/—\;
UJ

i xfem)
AF = 12i em

Figura 1.11.

b) Se pide distancia d recorrida desde i hasta [ por el borde (por ejemplo el
superior) del disco, si P es el perimetro, entonces:

d:§P2§27zR:7zR:67z cm=18.8 cm

se observa que d # ‘AH

c) Hay que calcular AF después que la hormiga ha dado una vuelta comple-
ta.

F=F=0=aF=0i-0j=0cm

35



1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Cap. 1 Introduccion a la Fisica

PROBLEMAS.

Escribir usando prefijos, en unidades del Sistema Internacional: longitud
del ecuador, radios del nucleo y atomo, segundos de un milenio, edad de
la Tierra, volumen de una pulga, masa del Sol, distancia de la estrella
mas cercana a la Tierra (después del Sol).

El Sol es un “adulto joven’ de apenas casi 5 mil millones de afios, escri-
ba la edad del Sol siny con prefijos del Sistema Internacional. (Cuando
el Sol se apague, se acabara la fuente de energia que mantiene todos los
procesos sobre la Tierra y por lo tanto la vida sobre ella.) R: 1.57x10"" s.

La energia que la Tierra recibe del Sol es del orden de 220 watts/m?, es-
timar la cantidad de energia sobre toda la superficie terrestre. Expresar
el resultado con prefijos.

Estimar la cantidad de kilémetros que tu has caminado desde que naciste
a la fecha.

Estimar el nimero de pinos y su valor en pesos para un bosque de pinos
tipico de la 82 Region.

Si durante un evento de lluvia en la zona cayeron 25 mm de agua, esto
es 25 It/m?, estime la cantidad de agua que cay6 sobre la Bahia Concep-
cion. (A cuantas casas se podria abastecer con agua durante todo un dia
con esa cantidad?

Transformar 10 m/s a km/h, 300000 km/h a m/s, 250 Glt a m®, 1.25
kg/m® a gr/cm®, 500 hPa a atm, 4500 m? a cm®.

La Tierra tiene una edad de 4600 millones de afios y el ser humano ha
estado sobre ella desde hace unos 150 mil afios. Si la edad la Tierra la
hacemos equivalente a un dia, ¢cuantos segundos tiene el ser humano
sobre la Tierra?

Para las expresiones x = At+Bt’ y v= A+ 3B¢t’ donde x se mide en
m, tensy ven m/s, determine las unidades de medida de 4 y de B.
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Demuestre que las ecuaciones p+(1/2)pv’ + pgh=cte, v’ =v, + 2ax
y T'=2x./l/g son dimensionalmente correctas, donde x, # y A son lon-

gitudes, v y v, son velocidad (m/s), a y g aceleracion (m/s°), T tiempo
(s), p presion (kg/ms’), y p densidad (kg/m’).

Un vector de 5 unidades se orienta en direccion positiva del eje x, y otro
de 3 unidades se orienta en 230°. Determine la suma y la resta de estos
vectores, grafica y analiticamente.

El vector A se extiende desde el origen hasta un punto que tiene coorde-
nadas polares (8,60°) y el vector B se extiende desde el origen hasta un
punto que tiene coordenadas polares (3,340°). Calcular su producto es-
calar, vectorial y el angulo que forman los vectores.

e P -
Si A=4i+3jy B=—i+ 57, calcular su producto escalar, vectorial y el
angulo que forman los vectores. Dibujar todos los vectores.

Para los siguientes vectores: ¥, =2i+3j, V,=-3i+15]+2k,
% =2.5 —7}' — 5k, calcular la magnitud y direccion de cada vector.

Para los vectores del problema 1.14 calcular: a) su suma, b) 3V, -V, ¢)
5V; +V,, d) 2V, +3V, - 0.5V;. Dibujar los vectores y los resultados.

Para los vectores del problema 1.14, calcular a) el producto escalar en-
tre cada par de vectores, f) el producto vectorial entre cada par.

El vector F; tiene una magnitud de 5 unidades y el vector F, tiene una
magnitud de 10 unidades. Ambos vectores forman un angulo de 120° en-
tre si. Calcular su producto escalar y vectorial.

Demostrar que: A-B=A,B, +A,B, + A,B,

A

Demostrar que: i xi = jx j=kxk=0

A

Demostrar que: i x j =k, jxk=i, kxi=j



Cap. 2 Movimiento en una dimensién.

CAPITULO 2. MOVIMIENTO EN UNA DIMENSION.

La cinematica es la rama de la mecéanica que estudia la geometria del movi-
miento. Usa las magnitudes fundamentales longitud, en forma de camino reco-
rrido, de posicion y de desplazamiento, con el tiempo como parametro. La
magnitud fisica masa no interviene en esta descripcién. Ademas surgen como
magnitudes fisicas derivadas los conceptos de velocidad y aceleracion.

Para conocer el movimiento del objeto es necesario hacerlo respecto a un sis-
tema de referencia, donde se ubica un observador en el origen del sistema de
referencia, que es quien hace la descripcion. Para un objeto que se mueve, se
pueden distinguir al menos tres tipos de movimientos diferentes: traslacion a
lo largo de alguna direccion variable pero definida, rotacion del cuerpo alre-
dedor de algun eje y vibracion. Generalmente el movimiento de traslacién en
el espacio esta acompafiado de rotacién y de vibracion del cuerpo, lo que hace
que su descripcion sea muy compleja. Por esto, se considera un estudio con
simplificaciones y aproximaciones, en el cual se propone un modelo simple
para estudiar cada movimiento en forma separada,. La primera aproximacion
es considerar al cuerpo como una particula, la segunda es considerar sélo el
movimiento de traslacion, una tercera aproximacion es considerar el movi-
miento en una sola direccion.

2.1 DEFINICIONES.
Antes de hacer la descripcion del movimiento, es necesario definir algunos
conceptos y variables fisicas que se usaran en este curso.

Cinematica: describe el movimiento de los cuerpos en el universo, sin consi-
derar las causas que lo producen.

Movimiento: es el cambio continuo de la posicion de un objeto en el transcur-
so del tiempo.

Particula: el concepto intuitivo que tenemos de particula corresponde al de un
objeto muy pequefio que puede tener forma, color, masa, etc., como por ejem-
plo un grano de arena. El concepto fisico abstracto es una idealizacion de un
objeto considerado como un punto matematico sin dimensiones, que tendra
solo posicion, masa y movimiento de traslacion. Esto significa que cualquier
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objeto puede ser considerado como particula, independiente de su tamafio,
considerando su masa concentrada en un punto que lo representa. Ejemplos de
objetos que se pueden considerar como una particula son un atomo, una hor-
miga, un avion, la Tierra, etc., en este Ultimo caso se justifica si se estudia su
movimiento de traslacion en torno al Sol.

Posicion: es la ubicacion de un objeto (particula) en el espacio, relativa a un
sistema de referencia. Es un vector y se denota por:

P=xi+yj+zk (2.1)

donde x, y y z son los valores de la posicion en cada direccion, e i, jyK son

los vectores unitarios en la direccion de cada eje x, y y z, respectivamente. En
una dimension es simplemente P=xi. Es una de las variables basicas del
movimiento, junto con el tiempo, en el SI se mide en metros. La posicion se
puede dibujar en un sistema de referencia en una y dos dimensiones como se
muestra en la figura 2.1a y 2.1b respectivamente:

iy

xi

X

Figura 2.1a: Posicién en una dimension. Figura 2.1b: Posicion en dos dimensiones.

Desplazamiento: el desplazamiento se define como el cambio de posicion de
una particula en el espacio (para indicar cambios o diferencias finitas de cual-
quier variable en fisica se usa el simbolo delta, A). Es independiente de la tra-
yectoria que se siga para cambiar de posicién. Para determinarlo se debe co-
nocer la posicion inicial P y final Pf de la particula en movimiento. E1 des-
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Cap. 2 Movimiento en una dimensién.

plazamiento es un vector, que puede ser positivo, negativo o cero, en el Sl se
mide en metros; se dibuja en el esquema de la figura 2.2. En una dimension y
en dos dimensiones, el desplazamiento es:

AR = (x, — )i (2.2)

AP=F, —P=(xi+y, )-(x7+v,])

O
L}
5

Figura 2.2. Vector desplazamiento en dos dimensiones.

Trayectoria: es la curva geométrica que describe una particula en movimiento
en el espacio, y se representa por una ecuacion de la trayectoria. En una di-
mension es una recta y = cte, paralela al eje x; en dos dimensiones puede ser
una parabolay = a + bx?* o una circunferencia x*+y® = r?u otra curva.

Distancia: es la longitud que se ha movido una particula a lo largo de una tra-
yectoria desde una posicion inicial a otra final. Su valor numérico en general
no coincide con el valor numérico del desplazamiento, excepto en casos muy
particulares.

Tiempo: ¢Qué es el tiempo? No es facil definir fisicamente el concepto de
tiempo. Es mas simple hablar de intervalo de tiempo, que lo podemos definir
como la duracion de un evento, o si consideramos la posicién y sus cambios,
podemos decir que el tiempo es lo que tarda una particula en moverse desde
una posicion inicial a otra final.
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2.2 VELOCIDAD Y ACELERACION.

Para describir el movimiento debemos definir otras variables cinematicas, que
son la velocidad y la aceleracion.

2.2.1 Velocidad media.

Para una particula que se mueve en direccion del eje x, desde la posicion ini-
cial x; que en un instante inicial t; se encuentra en el punto P, hasta la posicion
final x; que en un instante final t; se encuentra en el punto Q, el desplazamien-
to de la particula en el intervalo de tiempo At =t, —t, es AX = ff —k’i. Se

elige el sistema de referencia que se muestra en la figura 2.3. Se define la
componente x de la velocidad media ¥ de la particula como el cambio de

posicion en un intervalo de tiempo por la expresion:

K -%

%:ﬁzf' (2.3)
At t, -t
. V.. t

! I ———— }_I

', i, AL e x=0fm)
P &

Figura 2.3 Sistema de referencia en una dimension para definir la velocidad media.

De su definicion se obtiene que la unidad de medida de la velocidad media en
el Sl es el cuociente entre la unidad de medida de longitud y de tiempo, esto es
m/s, que se lee metros por segundo. La velocidad media es independiente de la
trayectoria en el movimiento desde P a Q, es un vector y puede ser positiva,
negativa o cero, segun el signo o valor del desplazamiento (ya que At > 0
siempre). En una dimension, si la posicion x aumenta con el tiempo (X > X;) Ax
> 0, entonces \me >0,y la particula se mueve en direccion positiva del eje x, y

viceversa si Ax < 0.
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Una interpretacion geométrica de la velocidad media se puede ilustrar en un
gréafico x/t llamado gréafico posicion - tiempo. La recta PQ es la hipotenusa del
triangulo de lados Ax y At, que se muestra en la figura 2.4. La pendiente de la
recta PQ, que tiene el mismo valor numérico que la \‘fmx, esta dada por la tan-

gente del &ngulo « que forma la pendiente con el eje horizontal, cuyo valor es:

AX i
tana = — = pendiente
At

xﬁj £(t)
Xp|-mmmmmm oo = ()
Wpendz’enfe
| 2
e : Xr- ;:E-Lﬂpemﬁenfé
I L !
% P_r; Al i - i
| | ;
ol ¢ T ¢ i)
Figura 2.4a Figura 2.4b

Notar que el grafico de la figura 2.4 no es un sistema de referencia en dos di-
mensiones, a pesar de tener dos ejes, ya que el eje horizontal no es de posi-
cion, sino de tiempo.

2.2.2 Velocidad instantanea.

Es la velocidad de la particula en un instante determinado. Si se considera que
el intervalo de tiempo At se puede hacer cada vez mas y mas pequefio, de tal
manera que el instante final t; tiende a coincidir con el instante inicial t;, en-
tonces se dice que el intervalo de tiempo tiende a cero, o sea At — 0. En el
limite cuando 4t — 0, At también tiende a cero, por lo que la particula se en-
cuentra en una posicion instantanea. Por lo tanto se puede definir el vector ve-
locidad instantanea ¥ de la siguiente forma:
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§— timAF _ dF (2.4)
At—0 At dt

La velocidad instantanea, que llamaremos simplemente velocidad, puede ser
positiva (negativa) si la particula se mueve en direccion positiva (negativa) del
eje X, 0 cero, en este caso se dice que la particula esta en reposo. La velocidad
tiene la misma interpretacion geomeétrica que la velocidad media y en la figura
2.4b se ilustra en el grafico x/t una curva de pendiente positiva, que representa
una velocidad positiva.

Rapidez.
Se define como rapidez instantanea v a la magnitud o valor numérico del vec-
tor velocidad, por lo tanto es siempre positiva.

2.2.3 Aceleracion media.

Lo normal es que la velocidad de una particula en movimiento varie en el
transcurso del tiempo, entonces se dice que la particula tiene aceleracion. Se
define la aceleraciéon media a,, como el cambio de velocidad en un intervalo
de tiempo, lo que se escribe como:

boop
V., —V.

g _AY_Yi -4 (2.5)
Attt

La aceleracién media es un vector, su unidad de medida en el Sl es el resulta-
do de dividir la unidad de medida de velocidad y de tiempo, esto es (m/s)/s,
que se lee m/s%.

2.2.4 Aceleracion instantanea.
Es la aceleracion a de la particula en un instante determinado. De manera ana-
loga a la definicion de la velocidad, se escribe:
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B jimAY _ 4V

A0 At (2.6)

Como vector, si la aceleracion es positiva (negativa) apunta en direccion posi-
tiva (negativa) del eje x, independientemente de la direccion del movimiento
de la particula. Puede existir una aceleracién positiva 0 negativa y la particula
puede estar aumentando su velocidad, y viceversa. En el esquema de la figura
2.5 se muestra para algunos casos el sentido de la aceleracion para diferentes
valores y signos de la velocidad.

V v SV, v, V.
- - - -
En £
V=, a =<
e —_— T
v V. Vv V.
——= - A =
A A
Q}D &=

Figura 2.5 Esquema de diferentes sentidos de la aceleracion.

Si la aceleracion es constante, entonces la rapidez promedio se puede calcular
como el promedio aritmético entre los distintos valores de rapidez de la forma:

Una interpretacion geometrica de la aceleracion se obtiene del grafico rapidez
versus tiempo o gréafico v/t, donde la pendiente de la curva representa el valor
numérico de la aceleracion, como se ve en la figura 2.6. Si la rapidez, esto es
la pendiente de la curva, es positiva (negativa), la aceleracién es positiva (ne-
gativa). En el grafico se observa una curva con pendiente positiva que dismi-
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nuye su valor hasta cero, que representa un movimiento con aceleracion posi-
tiva, pero disminuyendo su valor, luego la pendiente se hace negativa, aumen-
tando negativamente su valor y lo mismo ocurre con la aceleracion.

tana = AV pendiente = a
At

i)

pendente

(. fiz)

Figura 2.6 Grafico rapidez versus tiempo.

La aceleracion también se puede escribir como:

oo (ohy_o
dt dt dt dt?

que corresponde a la segunda derivada de la posicion respecto al tiempo.

La aceleracion también puede variar en el tiempo, pero esa variacion no tiene
significado fisico de importancia, por lo que no se le da un nombre en particu-
lar. Aunque da/dt podria representar o Ilamarse algo asi como “sacudon” o
“empujon”. También puede existir un d(empujon)/dt y asi hasta el infinito.

Ejemplo 2.1: Una particula se mueve en direccion x > 0 durante 10 s con ra-
pidez constante de 18 km/h, luego acelera hasta 25 m/s durante 5 s. Calcular:
a) su desplazamiento en los primeros 10 s, b) la aceleracién media en cada
intervalo de tiempo, ¢) la rapidez media del movimiento.
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Solucion: Datos At; =10s, v; = 18 km/h =5 m/s, At, =5, v; = 25 m/s

a) v:ii[(:Ax:vAt:Smxlos:SOm
S

b) para At;: vi=cte=>a=0

Av _(25-5m/s _ m

araadt,: a=—=~——"——=4
g ? At 5s s?
V. +V
Q) v = f:(5+25)m/s:15m
2 2 S

2.3 DESCRIPCION CINEMATICA DEL MOVIMIENTO EN UNA DI-
MENSION CON ACELERACION CONSTANTE.

E1 movimiento de una particula se describe por completo si se conoce su po-
sicion en cualquier instante. Para encontrar leyes que expliquen los diferentes
cambios de los cuerpos en el tiempo, se deben registrar los cambios y descri-
birlos. Algunos cambios son dificiles de describir, como por ejemplo los mo-
vimientos de una nube, formada por billones de gotitas de agua que se mueven
al azar y pueden evaporarse o unirse para formar gotas mas grandes, o bien los
cambios de opinion de una mujer.

Describir el movimiento significa poder responder a la pregunta ¢en que posi-
cidn se encuentra el cuerpo en movimiento en cualquier instante de tiempo? Si
la aceleracion & varia en el tiempo el movimiento puede ser muy complejo y
dificil de analizar. Un caso simple de movimiento es aquel que se realiza en
una direccion con aceleracion constante. Si la aceleracion es constante, enton-
cesla &= gm, lo que significa que la velocidad cambia de manera uniforme en

todo el movimiento.

Consideremos primero el caso de una particula que se mueve en direccién del
eje x con la magnitud de la aceleracion a constante. Si vq es el valor de la ve-
locidad o rapidez en el instante inicial to, y v su valor en el instante t, de la de-
finicion de a se tiene:
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dv v t t
a= = dv = adt = Lodv :jto adt = aLdt

v-v,=at-t) =

JOEUALGEI] | e

La ecuacion 2.7 permite determinar la velocidad v = v(t) de una particula que
se mueve en una direccion con aceleracion & constante, para cualquier instan-
te t > to. Como vy, a y tp son valores conocidos, se observa que v es una fun-
cion lineal del tiempo t, por lo tanto el grafico rapidez versus tiempo o grafico
v/t es de la forma que se muestra en la figura 2.7a. Para a < 0, y para el caso
de una particula que esta disminuyendo su rapidez, los graficos v/t y a/t se
muestran en la figura 2.7b.

af/st

a=cte

sl o tfs)

Figura 2.7a. Gréficos v/t y a/t, paraa > 0.

arm/s

', t)

i) =0

Figura 2.7b. Graficos v/ty a/t, paraa < 0.
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El valor de la pendiente de la tangente a la curva v(t) en el grafico v/t es igual
al valor numerico de la aceleracion. Para el movimiento con aceleracion cons-
tante v(t) es la ecuacion de una recta.

Conocida v = v(t) se puede usar la definicion de la velocidad para obtener la
posicion de la particula en cualquier instante.

v:%:dx:vdt:jdx:jvdt
dt

Si inicialmente, para t = t,, la particula se encuentra en la posicion x, y en
cualquier instante t se encuentra en la posicion x, la velocidad en funcién del
tiempo es v(t)=v, +a(t—t, ), reemplazando en la integral, con los limites

de integracion correspondientes queda:
x t 1 ,
jxo dx = jt v, +a(t—t, )t = v, (t —t, )+§a(t ~t,)
Escrita en forma vectorial, se obtiene:
PR —Qt-t)+18t-t y
0 VO( 0 )+ 2 ( 0 )

Como Xo, Vo Y a son los valores conocidos parat = t,, se deduce que x es s6lo
funcion del tiempo, asi la ecuacion que describe la posicion de una particula
en movimiento en funcién del tiempo x = x(t) es:
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La ecuacion 2.8 es la expresion que permite determinar el valor de la posicion
de la particula en cualquier instante, conocido los valores iniciales. El grafico
posicion/tiempo es una parabola, ya que la ecuacion x = x(t) es cuadratica en t.
La pendiente de la tangente a la curva en cualquier instante t representa el va-
lor numérico de la velocidad de la particula (figura 2.8). Esta ecuacion x(t)
también se conoce como “ecuacion de itinerario”.

peredients

xfin) x(i)};M

ffz)

Figura 2.8 Gréafico x/t

Las ecuaciones x = x(t), v = v(t) y a = cte., forman el conjunto de ecuaciones
cinematicas, que permiten describir el movimiento simple de una particula que
se mueve con aceleracion constante en una direccion, y como con esas ecua-
ciones se pueden determinar los valores de esas variables para la particula en
cualquier instante, el movimiento queda completamente descrito. Para el caso
particular de un movimiento con rapidez constante, la aceleracion de la parti-
cula es cero, y las ecuaciones del movimiento 2.7 y 2.8 se reducen a:

X = JZ)o'l'\l;:)(t_to)

V=V =cte.

Ejemplo 2.2: Demostrar que si la aceleracion de una particula en movimiento
es constante, se tiene que v =v> + 2aAX.
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Solucion:

De v(t)=v,+a(t—t,), se despeja t—t, = :
reemplazando en X:X0+v0(t—t0)+%a(t—t0)2,

:vo—(V_V°)+1a

2
V-V,
a Z(aj

X— X,
VAVARRVASN (Vs [VYANRVAS!
X—X, =————"+ .0~ dividiendo por 2a
a a 2a
2 2 2 2 2
2a(X—X, ) =2V,V—2V,” +V° =2w, +V," =V° -V,

= Vv? = V] +2aAX

Esta es una expresion escalar independiente del tiempo, no es una ecuacion
general, por lo que no se puede usar en cualquier problema, es de utilidad res-
tringida ya que sélo permite obtener la magnitud de las variables que contiene.

Ejemplo 2.3. un mdvil parte desde el reposo en el instante t = 5 s y acelera
hacia la derecha a razén de 2 m/s® hasta t = 10 s. A continuacién mantiene su
velocidad constante durante 10 s. Finalmente frena hasta detenerse, lo que
logra hacer 3 segundos mas tarde. a) Determinar a qué distancia del punto de
partida se encuentra en t = 10 s. b) ¢Con qué velocidad se mueve en ese ins-
tante? c) ¢A qué distancia de la partida se encuentra cuando empieza a fre-
nar? d) ¢Donde se detiene respecto al punto de partida? e) Escriba las ecua-
ciones correspondientes a: a(t), v(t), x(t) para cada etapa del movimiento.

Solucion: Se puede elegir el SR como el cliente guste; una posibilidad se ilus-
tra en la figura 2.9, donde inicialmente se ubica a la particula en el origen O y
se empieza a medir el tiempo desde el instante inicial 5 s.

a) Se pide evaluar x(t) parat = 10 s, con las condiciones X, = 0, v, = 0, a, =
2m/s?, t, = 5s, t; = 10s, en el tramo A
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X(t) =%y +Vo(t—t, )+;ao(t ~t,)°

1 . m
x(10)=0+0+2-22(10—5)252 =25m
s
w=0  a,=cte vyl 0 e =0 Ve (20
| = = V=i —— <
o | A ' B ' o, =l
ﬁg—jﬁ' f,;—i‘ Us ﬁ3=2ﬂ3 f,g::i'..‘?.'i'
Figura 2.9

b) Ahora hay que calcular v(t) ent = 10 s, usando la ecuacion:

V(t)=vo +ay(t—1)
m
v(10)=0+2(10-5)s=10m/s
S
c) Piden evaluar x(t) parat = 20 s, usando esquema y datos del tramo B:

1
X(t) = Xy +v10(t—t1)+5a1(t—tl )?

x(20):25m+10T(20—10)3+0=125m

d) Aqui se pide calcular x(t) parat = 23 s, se conoce v; = 0, t3 =23 s, pero no
se conoce ay, por lo que se debe calcular.

X(1) = Xy + Vg (1, —20)+;a2(t—20 %

calculo de a,:

52



Cap. 2 Movimiento en una dimensién.

V=V, +a,(t—t,) eneltramo C

\7
t, - 20

O=v,+a,(t;-20)=>a, =-

Pero v, = cte en el tramo B v, = 10 m/s

10m/s 10 m

(23-20)s 3§

110

x(t)=125+10(23—20)—23-(23—20)2 =140m

— x(23)=140m

e) Ecuaciones de movimiento:

Para el tramo A: x('[):xo+v0('[—t0)+;ao(t—t0 )?
Conx,=0,V, =0, a, =2m/s?, t, = 5s
x(t)=;ao(t—5)2 — X(t)=(t—5)

V(t)=v, +a,(t—t, )= Vv(t)=2(t-5)

Las ecuaciones para los tramos B y C las puede deducir el alumnos de los re-
sultados obtenidos en c) y d), donde basta reemplazar los valores en las fun-
ciones de posicion y rapidez en funcién de t.

Ejemplo 2.4. Un auto ingresa en Concepcion al puente nuevo a San Pedro
con una rapidez de 54 km/h, la que mantiene constante mientras recorre el
puente. En el mismo instante en San Pedro otro auto ingresa lentamente al
puente con una rapidez inicial de 10.8 km/h hacia Concepcion, acelerando a 1
m/s®. Si la longitud del puente es de 1838 m. Calcular a) la posicién donde se
cruzan, b) la rapidez del auto de San Pedro en el instante en que se cruzan,
¢qué comentario puede hacer de este resultado?
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Solucién: Datos: toa = tog = 0, Xon = 0, Xz = 1838m

km 1h 1000m
vV, =54——x X
h 3600s 1km

2159, aA:0
S

v, =10.8km/h =3m/s, ag = 1m/s°

El esquema de la figura 2.10, muestra el sistema de referencia elegido:

4 £
|an=f5m,-"s tin V5= Smis
|
Glz A:ﬂl f’aE‘:G I}O_F
Figura 2.10.

a) El movimiento es en una dimension con a =cte, las ecuaciones para cada
movil (A en Concepcidn, B en San Pedro) son:

X, :x0A+v0A(t—t0)+;aA(t—to)Z = X, = Vot = X, =15t
1

Xz = X5 JrvOB(t—to)+;aB(t—to)2 = Xg :1838—3t—2t2

Cuando se cruzan: X, = Xg, entonces

15t =1838 — 3t —0,5t2 = 0.5t?> + 18t — 1838 =0
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N E /18 + 4(0.5)(1838)
- 1

=1 =45.2s, t, =-40.6s

. X(45.2)=15(45.2) =678m

b) v,(45.2)=-3-45.2 =-48.2m/s =173.5 km/h

El automovil de San Pedro no puede acelerar durante todo ese tiempo, porque
alcanzaria una rapidez muy alta, superando en mucho la maxima permitida y
posible de alcanzar.

2.4 CALCULO GRAFICO DE AX Y Av.

El proceso de integracion es graficamente equivalente a encontrar el area bajo
la curva y = f(x). Se puede usar esta propiedad de las integrales para calcular
graficamente el valor del desplazamiento Ax y el cambio de rapidez Av de una

particula en movimiento.

De la definicion de velocidad se tiene:

dx X t
V= =dx=vdt= | dx=| v(t)dt =
dt jxo J.tO ()

Ax = [ v(t)dt

donde v(t) es la velocidad en cualquier instante. Si se conoce la forma analitica
de v(t) se puede calcular la integral, pero si no se conoce, se puede evaluar
graficamente y por definicion de integral, la expresion anterior se interpreta
como (ver figura 2.11a):

desplazamiento = &rea bajo la curva v/t

Considerando primero el caso en que la particula se mueve con rapidez cons-
tante v, (significa que su aceleracion es cero), entonces del grafico v/t, que se
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muestra en la figura 2.11a, el desplazamiento es el area del rectangulo de la-
dos v, y At, esto es:

desplazamiento = area rectangulo

AX =V At, conyv, = cte.

vimss)
At

Araa=dyx ¥

@

2, £ r ts)

Figura 2.11 a) izquierda, b) derecha.

Considerando ahora el caso en que la particula se mueve con rapidez v(t) fun-
cion lineal del tiempo (en este caso la aceleracion es constante), o sea v(t) = v,
+ a(t - t,), el desplazamiento Ax de la particula durante el intervalo de tiempo
desde t, a t es igual al area bajo la recta v(t) de la figura 2.11b:

desplazamiento = area rectangulo + area triangulo

AX =V At +%AvAt =
1 2
AX =V, At +§a(At)

De manera similar se obtiene el calculo grafico para el cambio de rapidez.
Considerar una particula que se mueve con rapidez v, en el instante inicial t, y
con rapidez v en el instante t, que aumenta su aceleracién linealmente con el
tiempo, o sea a(t) = a, + K(t - t,), donde a, es el valor inicial de la aceleracién
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y k representa el valor de la pendiente de la recta en el grafico aceleracion ver-
sus tiempo, que debe tener unidad de medida de m/s®. En este caso estamos
extendiendo la descripcion del movimiento al caso de una particula con acele-
racion variable, dejando de lado la restriccion impuesta al principio de este
capitulo. EI cambio de rapidez Av de la particula durante el intervalo de tiem-
po desde t, a t es igual al area bajo la recta a(t) de la figura 2.12:

cambio de rapidez = area rectangulo + area tridngulo
1
Av =a At + EAaAt

Como se propuso, a es una funcion lineal de t de la forma a(t) = a, +k(t - t,),
entonces a(t) - a, = k(t - to), 0 bien Aa = kAt, reemplazando se tiene:

Av = a At +%k(At )?

Observar que en este caso se tiene un método para describir un movimiento
con aceleracion variable (en este caso linealmente) en el tiempo.

(s
a ____________________________
Aa
Area=dy
a ___________________________
L] ﬂi ivo
a t, £ tfs)

Figura 2.12

Ejemplo 2.5: En la figura 2.13 se muestra el grafico rapidez/tiempo para una
particula que se mueve en direccion positiva del eje x. a) calcular el despla-
zamiento de la particula, b) hacer el grafico aceleracion/tiempo, c) determi-
nar las ecuaciones de movimiento en cada intervalo de tiempo, d) calcular su
posicion en los instantes 5, 10 y 20 segundos.
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Vimds)
207"

10 |

o 5 10 15 20 45

Figura 2.13 Ejemplo 5.

Solucion. a) El desplazamiento es igual al area (A) bajo la curva v/t, que es
conveniente calcular por intervalos de tiempo, entonces:

0<t<5s: Al:AXI:;(ZOTj(SS):SOm
5<t<10s: A, = Ax, =(20Tj(5$):100m
10<t<20s: A, = AX; = ;(10 Tj(105)+ (10 r:j(105) =150m

AX; = AX; + AX, + AX; =50 4100 + 150 = 300m

b) Los valores de la aceleracion que se pueden calcular de la pendiente del
grafico v/t en cada intervalo de tiempo, se indican en el grafico a/t de la figura
2.14,

a(mf.s;?)

I
i 10 15 20
o/ 3 ' ' fs)

Figura 2.14. Ejemplo 5, parte b).

c) Determinacion de las ecuaciones de movimiento, suponiendo que X, =
parat, = 0.
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0<t<5s: x(t):vot+;at2:>x(t)=2t2

_ B 1 . .y
5<t<10s: X(1)=X(5)+V,t 5)+23(t 5) =

x(t)=50+20(t-5)

x(t)= x(10)+v0(t—10)+;a(t—10)2 =

10<t<20s:

x(t) =150+ 20(t —10)—;(t ~10Y

d) La posicién en los instantes pedidos (y en cualquier otro tiempo) se puede
calcular con las ecuaciones de movimiento anteriores

parat = 5s: x(t) = 2t* = x(5) = 2(5)* =50 m
parat = 10s: x(t) = 50+20(t-5) = x(10)=50+20(10-5) = 150 m
para t = 20s: x(t) = 150+20(t-10)- ¥5(t-10)> = x(20) = 300 m

Ejercicio: calcular la posicién en los instantes 2.5, 8 y 15 segundos.

2.5 CUERPOS EN CAIDA LIBRE.

Un caso particular de movimiento en una dimension, es aquel de los objetos
que se mueven libremente en direccion vertical cerca de la superficie de la
Tierra, que se conoce como movimiento de caida libre. Galileo (1564 — 1642),
fisico y astronomo italiano, fue el primero en estudiar el movimiento de caida
libre, al observar que dos cuerpos diferentes, al dejarlos caer desde la torre
inclinada de Pisa, llegaban al suelo casi al mismo tiempo.

Experimentalmente se demuestra que todos los cuerpos que se dejan caer cer-
ca de la superficie de la Tierra, lo hacen con una aceleracion aproximadamente
constante. Esta aceleracidn, que se llama aceleracion de gravedad, es produci-
da por una fuerza que existe entre cuerpos con masa, llamada fuerza de atrac-
cion gravitacional, cuyo origen sera explicado en el Capitulo 9.
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La aceleraciéon de gravedad, que se denota por & es un vector que apunta

hacia el centro de la Tierra, su magnitud aumenta levemente al aumentar la
latitud, es decir desde el ecuador hacia los polos, y disminuye al aumentar la
altura sobre la superficie terrestre. Su valor medio en la superficie de la Tierra
es aproximadamente de 9.8 m/s’.

Se dice que un objeto esta en caida libre cuando se mueve bajo la influencia
solo de la aceleracion de gravedad, despreciando la resistencia (es otra fuerza
que se resiste al movimiento y que tambien sera estudiada més adelante) que
el aire opone a los cuerpos en movimiento, sin importar la velocidad inicial
del objeto. Todos los cuerpos que se lanzan hacia arriba o hacia abajo, o se
dejan caer, lo hacen libremente una vez que se dejan en libertad. La acele-
racion que adquieren es siempre la aceleracion de gravedad, vertical hacia
abajo, cualquiera sea la direccion inicial del movimiento.

Como el movimiento de caida libre es en una dimension, con aceleracion
constante, se puede adoptar como direccidon del movimiento al eje vertical y.
Por lo tanto se pueden aplicar las ecuaciones para el movimiento en una di-
mension, tomando al eje y en la direccion del movimiento de caida, por con-
vencion positivo hacia arriba. Con esta convencion, un movimiento de caida
libre de ascenso o de descenso tiene una aceleracion g negativa. También se
debe tener en cuenta que si el cuerpo asciende (desciende) su velocidad sera
positiva (negativa) en este sistema de referencia. De esta forma las ecuaciones
de movimiento 2.7 y 2.8 se transforman en las ecuaciones para caida libre:

Los graficos posicion/tiempo, velocidad/tiempo y aceleracion/tiempo para una
particula que se lanza verticalmente hacia arriba, desde una posicion inicial y,,
gue no tiene porque ser el suelo, son los que se muestran en la figura 2.15
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Jim)

Yo n(t)

ol i ts)

ifs)

afms)

Figura 2.15. Gréaficos y/t, v/t y alt, paraa = -g

Ejemplo 2.6: Tito lanza una piedra hacia arriba desde la terraza de un edifi-
cio de 50 m de alto, con una rapidez inicial de 20 m/s. Cuando esta cayendo
la piedra pasa justo por el costado del edificio. Calcular a) el tiempo para
que la piedra alcance su altura maxima, b) la altura maxima, c) el tiempo que
tarda en pasar por el punto inicial, d) la velocidad de la piedra en ese instan-
te, e) el tiempo que tarda en llegar al suelo, f) la velocidad en ese instante.

Solucion: Considerando un sistema de referencia que se muestra en la figura
2.16, con el eje y positivo vertical hacia arriba y el origen y, = 0 donde co-
mienza el movimiento de la piedra, cont, =0y v, = 20 m/s.

a) Cuando la piedra alcanza la maxima altura v = 0:

20m/s
10m/s?

vt) =v, —gt=0=>v, =0t =t= =25

b) Se pide evaluar y(t) parat=2s
1 2 1 2
V:Vo'l_voy(t_to)_z&(t_to) - y:Vot_Egt

Ymax = ¥(2) = (20m/s)(2s) —;(lOmISZXZS)Z — 20m
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¢) Cuando pasa por el punto inicial y=0=

1 ., 1
=vVt-—gt°=0=|v.——qgtt=0=>
Y=Y, 29 (0 29}

4s

2V, _ (2)(20) _
==

t1=0yv0—;gt:0:>t= . 0

d) Hay que evaluar v parat = 4s
m
v(t) =v, — gt = v(4) = 20— (10)(4) = -20—
S

e) En esta posiciony =-50 m =

y:vot—;gtz — —50 = 20t — 5t°

t?-4t-10=0=1t, =57s y t, =-1.7s

Se descarta el tiempo negativo, porque fisicamente no es posible.

f) v(t)=v, — gt = V(5.7) = 20— (10)(5.7) = —37:‘

2.5.1 Efectos de g en las personas.

La capacidad de una persona para soportar una aceleracion depende tanto de la
magnitud como de la duracién de ésta. Debido a la inercia de la sangre y de
los organos dilatables, las aceleraciones pequefias tienen poca importancia si
duran sélo fracciones de segundo. El limite de tolerancia se encuentra cercano
a 10g y depende de la resistencia estructural de los cuerpos. La mayoria de las
personas han experimentado aceleraciones verticales moderadas en los ascen-
sores. La sangre circula por vasos dilatables de manera que cuando el cuerpo
es acelerado hacia arriba, la sangre se acumula en la parte inferior de éste.
Cuando la aceleracion es hacia abajo, aumenta el volumen de sangre en la par-
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te superior del cuerpo, a su vez los 6rganos internos no se mantienen rigidos
en su sitio y su desplazamiento durante la aceleracion puede producir sensa-
ciones desagradables.

Cuando un avidn despega, aterriza o realiza giros muy rapidos, esta sometido
a aceleraciones de hasta 99. El grado de tolerancia de un humano a esta acele-
racion dependera entre otros factores del peso, edad y condicion fisica de la
persona. A modo de ejemplo, un piloto que en tierra pesa 80 kilos, cuando es
sometido a este valor de aceleracion siente repentinamente que su peso es al-
rededor de 720 kilos. Esta misma aceleracion hace que la sangre fluya hacia
los pies del piloto, esto disminuye el retorno venoso al corazon con lo cual la
presion baja y el piloto puede perder la vision temporalmente, para luego per-
der la conciencia. También existen aceleraciones negativas durante el vuelo en
la cual el piloto experimenta la aceleracion en posicion invertida. En ese caso
la aceleracion hace que la sangre fluya al cerebro, el piloto sufre de palidez y
su vision se torna roja.

Estudios han determinado que los humanos pueden soportar hasta 9g de acele-
raciones positivas y 3g para aceleraciones negativas. Un piloto que viaja en
aviones modernos que incluso alcanzan velocidades cercanas a la del sonido,
podria detenerse sin peligro en una distancia aproximada de 200 m, pero si
esta velocidad fuese unas 100 veces mayor (valores que pueden ser alcanzados
en viajes interplanetarios), la distancia de frenado que necesitaria para no pro-
ducir efectos nocivos en sus tripulantes debe ser de aproximadamente
16000km. La razén de esta diferencia esta en que la cantidad total de energia
que se disipa durante la desaceleracion es proporcional al cuadrado de la velo-
cidad, lo que es suficiente para aumentar la distancia unas 10000 veces. Por
esta razon se han creado procedimientos y aparatos especiales para proteger a
los pilotos del colapso circulatorio que aparece durante aceleraciones positi-
vas. Primero, si el piloto aprieta sus musculos abdominales en grado extremo
y se inclina hacia adelante para comprimir el abdomen, puede evitar la acumu-
lacion de sangre en los grandes vasos abdominales, evitando asi la perdida de
conciencia. Ademas se han disefiado trajes “anti-g” para prevenir el estanca-
miento de sangre en la parte mas baja del abdomen y las piernas. Este tipo de
traje aplica una presién positiva en piernas y abdomen, inflando comparti-
mientos de aire a medida que aumenta la aceleracion positiva. Ademas el
cuerpo humano presenta de 1 a 2 cm de tejido blando externo, lo que aumenta
la distancia de desaceleracion y por lo tanto disminuye la fuerza de impacto,
por ejemplo, durante una caida.
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PROBLEMAS.

Cuando Carlos viaja en una autopista, pasa por la marca de 260 km.
Después sigue moviendose hasta la marca de 150 km. y luego se de-
vuelve hasta la marca 175 km. ¢Cual es su desplazamiento resultante
respecto a la marca de 260 km.? R: =85 km.

Un gato negro se encuentra en una posicion final de 3.6 m en direccion
240° respecto a x, después de realizar un desplazamiento de 120 cm en
135° respecto de x. Determine su posicion inicial. R: 4.1m, 256.5°.

La luz del Sol llega a la Tierra en 8.3 min. La rapidez de la luz es de 3 x
10°m/s. Calcular la distancia de la Tierra al Sol. R: 1.5 x 10" m.

Usted y un amigo conducen recorriendo 50 km. Usted viaja a 90 km/h y
su amigo a 95 km/h. ;Cuanto tiempo tiene que esperarlo su amigo al fi-
nal del viaje? R: 1.8 min.

Ana conduce calle abajo a 55 km/h. Repentinamente un nifio atraviesa la
calle. Si Ana demora 0.75 s en reaccionar y aplicar los frenos, ¢cuantos
metros alcanza a moverse antes de comenzar a frenar? R: 11 m.

Las condiciones de movimiento de una particula que se mueve en direc-
cion x son X, =7im, ¥, = -3 m/s, & =—4i m/s, en el instante inicial
to = 0. a) Escribir las ecuaciones vectoriales de la posicion y velocidad
del cuerpo en cualquier instante. b) Calcular la posicion del cuerpo res-
pecto al origen a los 10 s de iniciado el movimiento. c) Averiguar si el
cuerpo se detiene en algun instante. R: b) —223i m, ¢) no.

Una particula se mueve a lo largo del eje x de acuerdo con la ecuacion
x(t)=(3t?-2t+3)m. Calcular a) la rapidez promedio entre t = 2sy t = 3s,
y b) la velocidad instantdnea ent = 2s y t = 3s, ) la aceleracion prome-
dioentret =2sy t = 3s y d) la aceleracion instantaneaent =2syt =
3s.

Una particula se mueve a lo largo del eje x de acuerdo con la ecuacion
x(t)=2+3t-t°, donde x esta en metros y t en segundos. Para t=3s, calcular
a) la posicion de la particula , b) su velocidad c) su aceleracién. R: a)
2m, b) =3m/s, ¢) —2m/s.
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Las ecuaciones de movimiento para dos particulas A y B que se mueven
en la misma direccidn son las siguientes (xenmy tens).

X, (t) = 3.2t% — 6t — 20
Xg (t) = 29 + 8.5t — 4.1t

Calcular: a) el instante para el cual las posiciones de A y B coinciden, b)
las velocidades de A y B en el instante en que se encuentran en la misma
posicion.R: a) 3.8s, b) 18.3 m/s, -22.7 m/s.

Un electrén en un tubo de rayos catddicos acelera de 2x10°m/s hasta
6x10°m/s en 1.5cm. a) ¢ Cuénto tiempo tarda el electrén en recorrer esta
distancia? b) ¢Cual es su aceleracion?

Un electron tiene una velocidad inicial de 3x10°m/s. Si experimenta una
aceleracion de 8x10™ m/s?, a) ¢Cuénto tardara en alcanzar una velocidad
de 5.4x10° m/s, y b) qué distancia recorre en ese tiempo?

Determine la velocidad final de un protdn que tiene una velocidad ini-
cial de 2.35 x 10° m/s, y es acelerado uniformemente en un campo eléc-
trico a razén de —1.10x10" m/s® durante 1.5x10’s. R: 7.0 x 10* m/s.

Un jet supersénico que vuela a 145 m/s acelera uniformemente a razon
de 23.1 m/s* durante 20s. a) ¢Cudl es su velocidad final? b) La rapidez
del sonido en el aire es 331 m/s. ;Cuantas veces mayor es la velocidad
final del avion comparada con la del sonido? R: a) 607 m/s, b) 1.83 ve-
ces la rapidez del sonido.

Dos autos A y B se mueven en linea recta en direccion positiva del eje
x. En el instante inicial A esta en reposo y acelera con 2m/s% El movi-
miento de B es con rapidez constante de 20m/s. Calcular: a) la distancia
que recorren en un minuto, b) el tiempo que demoraria A en igualar la
rapidez de B, c) la distancia que los separa cuando sus rapideces son
iguales, d) la aceleracion que deberia ejercerse sobre B para que pudiera
detenerse en 4 s. R: a) 3600m, 1200 m, b) 10s, ¢) 100 m, d) =5 m/s>.
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Un auto que se mueve con aceleracion constante recorre en 6 s la distan-
cia de 60 m que separa dos puntos; su rapidez al pasar por el segundo
punto es de 14 m/s. Calcular: a) la aceleracion del auto, b) su velocidad
al pasar por el primer punto, c) la posicion donde se encontraba en repo-
so. R: a) 4/3 m/s?, b) 6 m/s, c) —14.4m.

Dos autos viajan a lo largo de una carretera recta. En el instante t = Oh,
el auto A tiene una posicion X, = 48 km y una rapidez constante de 36
km/h. Maés tarde en t=0.5h, el auto B esta en la posicion xg=0 km con
una rapidez de 48 km/h. Responda las siguientes preguntas: primero,
graficamente, haciendo una grafica de posicion versus tiempo; segundo,
algebraicamente, escribiendo las ecuaciones para las posiciones Xa Y Xg
en funcion del tiempo t. a) ¢Cual es la lectura del crondmetro cuando el
auto B sobrepasa al auto A? b) ¢En qué posicion A es alcanzado por B?
¢) ¢Cuanto tiempo transcurre desde que A estaba en su punto de refe-
rencia hasta que B lo alcanza? R: a) 6 h, b) 260 km, c) 7.3 h.

Un auto y un tren se mueven al mismo tiempo a lo largo de trayectorias
paralelas a 25m/s. Debido a una luz roja el auto experimenta una acele-
racion uniforme de —2.5m/s” y se detiene. Permanece en reposo durante
45s, después acelera hasta una velocidad de 25m/s a una tasa de 25m/s’.
¢A qué distancia del tren esta el auto cuando alcanza la velocidad de
25m/s, suponiendo que la velocidad del tren se ha mantenido en 25m/s?

Una particula parte desde el reposo de la parte superior de un plano in-
clinado y se desliza hacia abajo con aceleracién constante. El plano in-
clinado tiene 2m de largo, y la particula tarda 3s en alcanzar la parte in-
ferior. Determine a) la aceleracion de la particula, b) su velocidad en la
parte inferior de la pendiente, c) el tiempo que tarda la particula en al-
canzar el punto medio del plano inclinado, y d) su velocidad en el punto
medio. R: a) 0.44m/s?, b) 1.3m/s, c) 2.1s, d) 0.94m/s.

Dos trenes expresos inician su recorrido con una diferencia de 5 min. A
partir del reposo cada uno es capaz de alcanzar una velocidad maxima
de 160km/h después de acelerar uniformemente en una distancia de 2km.
a) ¢Cual es la aceleracién de cada tren? b) ¢A que distancia esta el pri-
mer tren cuando el segundo inicia su trayecto? c) ¢Qué tan separados se
encuentran cuando ambos viajan a maxima velocidad?
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Un automovil que se mueve a una velocidad constante de 30m/s pierde
velocidad repentinamente en el pie de una colina. El auto experimenta
una aceleracion constante de —2 m/s* (opuesta a su movimiento) mien-
tras efectla el ascenso. a) escriba ecuaciones para la posicion y la velo-
cidad como funciones del tiempo considerando x = 0 en la parte inferior
de la colina, donde v, = 30m/s. b) Determine la distancia maxima reco-
rrida por el auto después de que pierde velocidad. R: a) —30t-t%, -30-2t b)
225m.

Paco manejando a 30m/s entra en un tdnel de una sola pista. Después
observa una camioneta que se mueve despacio 155m adelante viajando a
5m/s. Paco aplica sus frenos pero puede desacelerar s6lo a 2m/s?, debido
a que el camino estad humedo. ¢Chocara? Si es asi, calcular a que distan-
cia dentro del tanel y en qué tiempo ocurre el choque. Si no choca, cal-
cular la distancia de maximo acercamiento entre el auto de Paco y la
camioneta. R: 11.4s, 212m.

Una bala indestructible de 2cm de largo se dispara en linea recta a través
de una tabla que tiene 10cm de espesor. La bala entra en la tabla con una
velocidad de 420m/s y sale con una velocidad de 280m/s. a) ¢Cuél es la
aceleracion promedio de la bala a través de la tabla? b) ¢Cuél es el tiem-
po total que la bala esta en contacto con la tabla? c) ¢Qué espesor de la
tabla se requeriria para detener la bala?

Un africano que se encuentra a 20 m de un ledn hambriento arranca con
una rapidez constante de 36 km/hr, alejandose en linea recta del ledn,
que esta inicialmente detenido. El ledn tarda 2 segundos en reaccionar
cuando empieza a perseguir al africano con una aceleracion de 4 m/s?,
siempre en linea recta hacia el africano, que huye hacia un arbol que se
encuentra mas adelante en la misma recta. a) Hacer un esquema ilustra-
tivo de la situacion. b) ¢Cuél debe ser la méxima distancia a la que debe
estar el arbol para que el africano pueda subirse justo antes que el ledn
lo alcance? ¢) Calcular la rapidez con la que el ledn llega al arbol. R: b)
116m, c) 30.4 m/s.

Un camion se mueve a 90 km/hr en una carretera recta. Cuando se en-
cuentra a 70 m de un arbol atravesado en la carretera, el conductor se da
cuenta de ello, tardando 0.5 s en reaccionar y presionar los frenos del
camion que le imprimen una aceleracién de -5 m/s®. Determinar si el
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camion choca o no con el arbol cruzado en la carretera. R: si a 25.5
km/h.

Dos autos se aproximan uno al otro; ambos se mueven hacia el oeste,
uno a 78 km/h y el otro a 64 km/h. a) ¢Cudl es la velocidad del primer
auto relativa al (en el sistema de referencia del) segundo auto? b) ¢Cam-
bian su velocidad relativa después de que el uno sobrepasa al otro? R: a)
14km/h, oeste, b) no.

En la figura 2.17 se muestra el gréafico rapidez/tiempo para una particula
que se mueve en direccion del eje x. a) Dibujar el grafico posi-
cion/tiempo, b) calcular el desplazamiento de la particula, c) hacer el
gréafico aceleracion/tiempo, d) calcular su posicion en los instantes 5, 10,
20, 25, 30 y 40 segundos, e) calcular el cambio de rapidez en los inter-
valos0y 5,5y 20, 20y 25, 25 y 40 segundos.

wirafs)
14
5\ _________________ : .
2 5 10 20 25 30 0 i)

el

Figura 2.17. Problema 2.26.

Dos autos viajan a lo largo de una linea en la misma direccion, el que va
adelante a 25m/s y el otro a 30m/s. En el momento en que los autos es-
tan a 40m de distancia, el conductor del auto delantero aplica los frenos
de manera que el vehiculo acelera a —2 m/s®. @) ¢,Cuanto tiempo tarda el
carro para detenerse? b) suponiendo que el carro trasero frena al mismo
tiempo que el carro delantero, ¢Cual debe ser la aceleracion negativa
minima del auto trasero de manera que no choque con el auto delantero?
c) ¢Cuanto tiempo tarda en detenerse el auto trasero? R: a) 1.25s, b) —
2.3m/s? ¢) 13.1s.

68



2.28

2.29

2.30

2.31

Cap. 2 Movimiento en una dimensién.

Un automovilista conduce por un camino recto a una velocidad constan-
te de 15m/s. Cuando pasa frente a un policia motociclista estacionado,
éste empieza a acelerar a 2 m/s* para alcanzarlo. Suponiendo que el po-
licia mantiene esta aceleracion, determine a) el tiempo que tarda el poli-
cia en alcanzar al automovilista, encuentre b) la velocidad y c) el des-
plazamiento total del policia cuando alcanza al automovilista.

Dos objetos se conectan mediante una barra rigida de longitud L. Los
objetos deslizan a lo largo de rieles perpendiculares, como se muestra en
la figura 2.18. Si el que esté en el eje x se desliza hacia la izquierda con
rapidez constante v,, calcular la rapidez del otro cuando o = 60°. R:
0.58v,.

Figura 2.18 Problema 2.29.

Un tren viaja de la siguiente manera: en los primeros 60 minutos se des-
plaza con velocidad v, en los siguientes 30 minutos lleva una velocidad
de 3v, en los 90 minutos que le siguen viaja con una velocidad v/2; en
los 120 minutos finales, se mueve con una velocidad de v/3. a) Dibuje la
grafica velocidad-tiempo para este recorrido. b) ¢;Qué distancia recorre
el tren en el viaje? c) ¢Cudl es la velocidad promedio del tren en el viaje
completo?

Un tren puede minimizar el tiempo t entre dos estaciones acelerando a
razon de a;= 0.1 m/s” por un tiempo t; y después experimenta una acele-
racién negativa a; = -0.5 m/s? cuando el maquinista usa los frenos du-
rante un tiempo t,. Puesto que las estaciones estan separadas solo por
1km, el tren nunca alcanza su velocidad méaxima. Encuentre el tiempo
minimo de viaje ty el tiempo t;. R: 155s, 129s.
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Cuando un seméaforo cambia a verde, un auto arranca con una acelera-
cion constante de 6 m/s°. En el instante en que comienza a acelerar es
sobrepasado por un camién con una velocidad constante de 21 m/s. a)
¢Qué distancia recorre el auto antes de alcanzar el camién? b) ¢Qué ve-
locidad tendra el auto cuando alcance el camion? R: 150 m, b) 42 m/s

El conductor de un auto que viaja a 90 km/h subitamente ve las luces de
una barrera que se encuentra 40 m adelante. Transcurren 0.75 s antes de
qué él aplique los frenos; la aceleracién media durante la frenada es —10
m/s®. a) Determine si el carro choca contra la barrera. b) ¢Cuél es la ra-
pidez maxima a la cual puede viajar el auto para no chocar contra la ba-
rrera? Suponga aceleracion constante. R: a) Si, golpea la barrera, b) 22
m/s.

Con el fin de proteger su alimento de osos, un boy scout eleva su paque-
te de comida, de masa m, con una cuerda que lanza sobre la rama de un
arbol de altura h. El scout camina alejandose de la cuerda vertical con
velocidad constante vs mientras sostiene en sus manos el extremo libre.
a) Hacer un esquema de la situacion. b) Demuestre que la velocidad v,

del paquete de comida es x(x? +h?)™*'2y_, donde x es la distancia que
el muchacho ha caminado alejandose de la cuerda vertical. c) Demuestre
que la aceleracion a, del paguete de comida es h®(x? +h?)2/2yZ. d)

¢Qué valores de la aceleracion y la velocidad se tienen después que él se
aleja de la cuerda vertical? €) (A qué valores se aproximan la velocidad
y la aceleracion cuando la distancia x contintia aumentando?

Un objeto se mueve en un medio donde experimenta una aceleracién de
resistencia al movimiento proporcional a su rapidez, esto es a = -kv,
donde k es una constante positiva igual a 0.5 s™. a) Calcular la rapidez y
posicion del objeto en cualquier instante. b) Si parat = 0 el objeto se
encuentra en el origen moviéndose con una rapidez de 10 m/s, calcular
la posicion donde se detiene. R: b) 20 m.

NOTA: En algunos problemas de caida libre, se usa g = 10 m/s*
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Un astronauta deja caer una pluma a 1.2 m de la superficie de la Luna.
Si la aceleracion de la gravedad en la Luna es 1.62 m/s%, ;cuanto tiempo
emplea la pluma en llegar a la superficie? R: 1.2 s.

Una piedra cae libremente desde el reposo durante 8 s. a) Calcule la ve-
locidad de la piedra a los 8 s. b) ¢Cual es el desplazamiento de la piedra
durante ese tiempo? R: a) —78 m/s, hacia abajo, b) —310 m.

Un estudiante deja caer una roca al agua desde un puente de 12 m de
altura. ¢Cudl es la rapidez de la roca cuando llega al agua? R: 15.5 m/s.

Un globo meteorologico flota a una altura constante sobre la Tierra
cuando deja caer un paquete. a) Si el pagquete choca contra el piso a una
velocidad de —73.5 m/s, ¢Que distancia recorrié el paquete? b) Durante
cuanto tiempo cayo el paquete? R: a) -276 m, b) 7.5 s.

Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba con una rapidez inicial de
10 m/s desde una altura de 10 m respecto al suelo. Determine a) su posi-
cién en el punto més alto, b) su velocidad cuando pasa por el punto ini-
cial, ¢) su velocidad y aceleracion justo antes de golpear el suelo. R: a)
15m

Un globo inflado con aire caliente se eleva verticalmente con una rapi-
dez constante de 5 m/s. Cuando estd a 50 m sobre el suelo, se deja caer
un paquete desde el globo. a) Calcular el tiempo que tarda el globo en
llegar a los 50 m. b) ¢Cuéanto tiempo demora el paquete en llegar al sue-
lo después que se ha soltado? c¢) ¢Cual es la velocidad del paquete justo
antes de llegar al suelo? d) Repetir b) y c) para el caso en que el globo
desciende a 5 m/s desde una altura de 50 m. R: a) 10s, b) 3.7s, ¢) -32
m/s.

Un globo sonda meteoroldgico se lanza desde la superficie de la tierra
con una velocidad inicial vertical hacia arriba de magnitud 18 km/h, la
gue mantiene constante durante 15 min. A partir de ese instante se co-
mienza a comportar como particula libre. Calcular: a) la altura maxima
que alcanza, b) su velocidad justo antes de llegar nuevamente al suelo.
R: a) 4501.25m,
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Se deja caer una piedra desde el borde de un acantilado. Una segunda
piedra se lanza hacia abajo desde el mismo lugar un segundo mas tarde
con una rapidez inicial de 15 m/s. a) Si ambas piedras golpean el suelo
simultaneamente, determine la altura del acantilado. b) Calcular la velo-
cidad de cada piedra justo antes de llegar al suelo. R: a) 20m, b) =20 y -
25 m/s.

Un cohete parte del reposo y sube con aceleracidn neta constante verti-
cal hacia arriba de 5 m/s* durante un minuto. A partir de ese momento
deja de acelerar y sigue subiendo, pero comportandose como particula
libre. Determinar: a) la altura que alcanza el cohete durante el primer
minuto, b) su velocidad en ese instante, c) la altura maxima que alcanza,
d) el tiempo total de vuelo. R: a) 9000m, b) 300m/s, c¢) 13.5km, d) 142s.

Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una rapidez inicial de
10 m/s. Un segundo maés tarde se lanza una piedra verticalmente hacia
arriba con una rapidez inicial de 25 m/s. Determinar a) el tiempo que
tarda la piedra en alcanzar la misma altura que la pelota, b) la velocidad
de la pelota y de la piedra cuando se encuentran a la misma altura, c) el
tiempo total que cada una esta en movimiento antes de regresar a la altu-
ra original, d) la altura maxima de las dos. R: a)0.2s, b) -2 y 23m/s, ¢) 2
y 6s.

Angélica deja caer una pelota de tenis desde la terraza de un edificio, y
un segundo después tira verticalmente hacia abajo otra pelota con una
rapidez de 20 m/s. Calcular la altura minima del edificio para que la se-
gunda pelota pueda alcanzar a la primera. R: 11.25m

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba desde el suelo con una
velocidad inicial de 15m/s. Calcular: a) el tiempo que la pelota tarda en
alcanza su altura méaxima, b) la altura maxima, c) la velocidad y la ace-
leracion de la pelota parat = 2s. R: a)1.5s, b)11.5m, c)-4.6m/s, g.

La altura de un helicoptero sobre el suelo est4 representada por h= 3t%,
donde h estd en metros y t en segundos. Después de 2s, el helicoptero
deja caer una pequefia valija con la correspondencia. ¢;Cuanto tiempo
tarda la valija en llegar al suelo? R: 8s
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Una pelota se deja caer al suelo desde una altura de 2m. En el primer
rebote la pelota alcanza una altura de 1.85m, donde es atrapada. Encuen-
tre la velocidad de la pelota a) justo cuando hace contacto con el suelo y
b) justo cuando se aleja del suelo en el rebote. ¢) Ignore el tiempo que la
pelota mantiene contacto con el suelo y determine el tiempo total que
necesita para ir del punto en que se suelta al punto donde es atrapada. R:
a) -6.3 m/s, b) 6m/s, c) 1.25s.

Una pelota de tenis que se deja caer al piso desde una altura de 1.2 m,
rebota hasta una altura de 1 m. a) {Con qué velocidad llega al piso? b)
¢Con qué velocidad deja el piso al rebotar? c) Si la pelota de tenis esta
en contacto con el piso durante 0.01 s, calcular su aceleracion durante
este tiempo, comparela con g. R: a) —4.85 m/s, b) 4.43 m/s, ¢) +930
m/s®, 93g.

Una pulga salta 20 cm en un salto vertical. a) Calcular su rapidez inicial.
b) Si ha alcanzado esa rapidez encogiendo y luego estirando sus patas
una longitud del orden de 1 mm, calcular su aceleracion inicial. c) La
distancia de aceleracion en una persona adulta es del orden de 50 cm, si
una persona saltara con la misma aceleracion que una pulga, ¢a que altu-
ra llegaria? R: a) 2m/s, b) 2000m/s?, c)

Cuando las ranas saltan, tipicamente aceleran en una distancia vertical
de unos 10 cm, y pueden alcanzan alturas de hasta 30 cm, medidas des-
de el suelo. Calcular: (a) la velocidad de despegue de la rana, y (b) la
aceleracion media que ella siente entre que comienza el salto y el mo-
mento del despegue. Suponga una aceleracion constante.
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CAPITULO 3. MOVIMIENTO EN DOS DIMENSIONES.

En general e1 movimiento de los objetos verdaderos se realiza en el espacio
real tridimensional. E1 movimiento de una particula que se realiza en un plano
es un movimiento en dos dimensiones, si el movimiento se realiza en el espa-
cio, se produce en tres dimensiones. En este capitulo se estudia la cinematica
de una particula que se mueve sobre un plano. Ejemplos de un movimiento en
dos dimensiones son el de un cuerpo que se lanza al aire, tal como una pelota,
un disco girando, el salto de un canguro, el movimiento de planetas y satélites,
etc. El movimiento de los objetos que giran en una Orbita cuya trayectoria es
una circunferencia, se conoce como movimiento circunferencial; es un caso de
movimiento en dos dimensiones, que también es estudiado en este capitulo. El
vuelo de una mosca, el de un avién o el movimiento de las nubes se produce
en tres dimensiones.

3.1 DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO EN DOS DIMENSIONES.
Continuamos restringiendo el estudio del movimiento al caso de una particula
gue se mueve con aceleracion constante, es decir que su magnitud y direc-

cion no cambian durante el movimiento. E1 vector posicion de una particula
que se mueve en el plano xy es una funcion del tiempo, se escribe como:

Pt) = x@)7 + y(t) ]

Por definicion, la velocidad de la particula en movimiento en el plano xy es, el
cambio de posicion en el transcurso del tiempo y se puede determinar por:

\Q:dpzdxf+dy]’:vxf+vy]’
dt dt dt

es decir,

()= v, (O +v,(1)]
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donde v, y v, son las componentes de la velocidad en la direccion x e y. Si la
aceleracion es constante, sus componentes ay en la direccion x, y a, en la di-
reccion y, también lo son. Aplicando las ecuaciones cinematicas de la veloci-
dad deducidas para el movimiento en una dimensién, independientemente en
cada direccion x e y, para una particula que en el instante inicial t, se mueve
con velocidad inicial ¥, =¥, i +¥, j se obtienen las componentes de la velo-

cidad en funcion del tiempo:

Vy =Vox T ax(t _to)

Vy =V, +a,(t-t,)

reemplazando en la expresion de V(t), se obtiene la velocidad en cualquier
Instante t:

0(t) = [Vo +a, (=t )] +|vo, +2, (t—1t,)[]

P(t) = (ol +Vo, 1) + (a0 +a, Dt -t,)
V)=V +&1t-t,) (31)

De manera similar reemplazando las expresiones de la posicion en funcién del
tiempo en cada direccién x e y, para una particula que en el instante inicial t,
se encuentra en la posicion inicial E, = X,1 +Y,] Se obtiene la posicion F(t)

de la particula, en cualquier instante t:

X =X, +Vox(t—t0)+;ax(t—t0)2
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1
Y=Y +Voy(t_to)+2ay(t_to)2

Py = P +\90(t—t0)+;£(t—t0)2 (3.2)

Se concluye que el movimiento bidimensional con aceleracion constante es
equivalente a dos movimientos independientes en las direcciones x e y con
aceleraciones constantes a, y a,. A esta propiedad se le llama principio de in-
dependencia del movimiento.

3.2 MOVIMIENTO DE PROYECTILES.

Cualquier objeto que sea lanzado en el aire con una velocidad inicial \*/O de

direccidn arbitraria, se mueve describiendo una trayectoria curva en un plano.
Si para esta forma comudn de movimiento se supone que: a) la aceleracién de
gravedad es constante en todo el movimiento (aproximacion valida para el ca-
so en que el desplazamiento horizontal del cuerpo en movimiento sea pequefio
comparado con el radio de la Tierra) y b) se desprecia el efecto de las molécu-
las de aire sobre el cuerpo (aproximacion no muy buena para el caso en que la
rapidez del cuerpo en movimiento sea alta), entonces a este tipo de movimien-
to se le llama movimiento de proyectil y se produce en dos dimensiones.

Se elige el sistema de coordenadas (x, y) tradicional como se ve en la figura
3.1, donde se dibuja la trayectoria de una particula en movimiento en dos di-
mensiones, junto con los vectores velocidad y aceleracion de gravedad. Supo-
niendo que en el instante inicial t = t, el proyectil se encuentra en la posicion
inicial (Xo, Yo) moviéndose con una velocidad inicial \*/o que forma un angulo o

con la horizontal, bajo la accién de la aceleracion de gravedad §, las ecuacio-

nes para la posicion del cuerpo en movimiento en dos dimensiones, se pueden
escribir, a partir de la ecuacion general de posicion 3.2, para cada componente
X e y por separado. Pero del grafico (x, y) de la figura 3.1 se pueden obtener las
componentes de la velocidad inicial \*/Jo, de magnitud v,, y las componentes de

la aceleracion & de magnitud g:
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Vox =V, COSat, V,, =V, Sena,

Figura 3.1 Sistema de referencia para el movimiento de un proyectil.

Reemplazando en las componentes de la ecuacion 3.2, se obtiene:

X=X, +V,cosa(t-t,)

(3.3)
y=1Y, +vosena(t—to)—;g(t—to)2

Para las componentes de la velocidad se obtiene:

V, =V, COSx

(3.4)

V, =Vysena —g(t-t,)
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Como no hay aceleracion en la direccion horizontal x, la componente x de la
velocidad es constante, y como la aceleracién en la direccion vertical y es g,
las componentes de la posicion y de la velocidad en esa direccién son idénti-
cas a las ecuaciones para caida libre, con « = 90°. Entonces el movimiento de
proyectil se compone de la superposicion de un movimiento en direccion x
con velocidad constante y un movimiento en direccion y de caida libre: es el
principio de superposicion del movimiento.

La ecuacién de la trayectoria, esto es la curva geométrica que describe el
cuerpo durante el movimiento del proyectil, se puede obtener despejando el
parametro t - t, de la ecuacién en x y reemplazando en la ecuacion para y:

Cp o XX
° v, cosa

(X_Xo)_i (X_Xo)2

y =Y, +V,sena
% T v,cose 27 vicosta

y:y0+tana(x—xo)—%(x—xo)2 (3.5)
2vS Cos” o

que es la ecuacion de una parabola, por lo tanto la trayectoria del proyectil es
parabdlica y queda totalmente conocida si se conoce v, y a. La velocidad del
proyectil es siempre tangente a la trayectoria en cualquier instante, por lo que
la direccion y la magnitud de la velocidad en cualquier instante se puede cal-
cular en forma geométrica de las ecuaciones:

v
tana =", v=_ Vi +V]

Y

X

Ejemplo 3.1: Para un proyectil que se lanza en el instante inicial t, = 0 desde
el origen, con una velocidad inicial \’/O formando un angulo « con la horizon-

tal, calcular: a) la altura maxima, b) la distancia horizontal.
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Solucion: la situacion se puede graficar en el esquema de la figura 3.2.

Figura 3.2 Ejemplo 1.

a) Cuando el proyectil alcanza su maxima altura, la componente y de la velo-
cidad es cero ya que no sigue subiendo, ademas eso significa que la velocidad
en esa posicion es horizontal, entonces de v, se obtiene:

v, =V,sena—gt =0

VO
t=-—"sena
9

que es el tiempo que tarda en llegar a la altura maxima. Reemplazando en y

(ona- 3oy ome]
Y= VYoa =V,5€Na| 2 sena |-~ g| % sena
g 2\ ¢

V2
Ymax = > sen‘a
29

b) Para determinar la distancia horizontal, conocido también como alcance
horizontal, usamos la condicion que en esa posicion el proyectil se encuentra
en (x,y) = (x,0), asi que igualando la ecuacion para y a cero se obtiene:
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1 2
0 =v,senat ~3 gt

VO
t=2-"sena
9

que es el tiempo que demora el proyectil en llegar a la posicion (x,0), se ob-
serva que es el doble del tiempo que demora en llegar a la altura maxima. Re-
emplazando este tiempo en x se obtiene la distancia horizontal x o alcance:

v v2
X=V, 0030{ —-sena | =—>sen2a
Y Y

Como consecuencia de esta expresion para la distancia horizontal, se puede
obtener el alcance maximo para una velocidad inicial v, conocida, este se pro-
duce cuando sen2a = 1, entonces

sen2a =1= 2a =90°= o = 45°

E1 alcance maximo se produce para un angulo de lanzamiento igual a 45°,
como se muestra en la figura 3.3a. Ademas para cualquier angulo distinto de
45° se puede obtener un mismo alcance para dos angulos complementarios,
tales como = 30°y «a = 60°, situacion que se ilustra en la figura 3.3b.

{10
4’50 30I‘.‘

a) b)

Figura 3.3. a) Alcance maximo, b) igual alcance para d&ngulos complementarios.
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Ejemplo 3.2. Se lanza un proyectil de manera que la distancia horizontal que
recorre es el doble de su altura maxima, calcular su angulo de lanzamiento

Solucion: Dado x = 2ynax, Se pide calcular a. De los resultados obtenidos en el
ejemplo 1 para altura maxima y distancia horizontal, se tiene:

v Vo
Y max — 9 senly y X=-"serla

29 g
2 2
X=2y . = \gsenZa:ZZ;senza

sen2a = sen‘a

Usando la identidad trigonométrica sen2a = 2senacosa y separando sen’a
en sus factores, se obtiene la expresion:

2sena cosa = (sena)(sena) = 2cosa = sena
de donde se concluye que:

tana =2=a =63.4",

Ejemplo 3.3. Se lanza una pelota desde la terraza de un edificio, con una ra-
pidez inicial de 10 m/s en un angulo de 20° debajo de la horizontal, y demora
3s en llegar al suelo. Calcular a) la distancia horizontal que recorre la pelota
b) la altura desde donde se lanzo, c) el tiempo que tarda en llegar a 10 m de-
bajo del punto de lanzamiento, d) la ecuacion de la trayectoria.

Solucion: se debe hacer un esquema en un sistema de referencia con la infor-
macion que se da en el enunciado del ejemplo; uno apropiado puede ser el que
se muestra en la figura 3.4, pero dejamos en claro que este no es el Unico posi-
ble, por ejemplo, se puede cambiar el origen O y ubicarlo donde comienza el
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movimiento y no en el suelo, como en este caso (y no es necesario dibujar el
edificio).

-

Ao
SH

1
Tl iy

TR
7]

e
T

I 1
St

H
[ ]
I

¥ ;?EE
|:.|-'l
*ﬂ

i

Figura 3.4 Sistema de referencia para el ejemplo 3.

Reemplazando los datos iniciales en las ecuaciones generales para el movi-
miento de proyectil (ec. 3.3), se tiene:

X=X, +V,(cosa)t = x =10(cos 20)t = 9.4t

y =Y, —V,senat —5t° = y =y, —10(sen20)t — 5t*

a) Para t =3s, reemplazando en X,
X=9.4x3=28.2m

b) En t =3s la pelota llega al suelo donde y = 0, reemplazando eny,
0=y, —10sen20x 3 —5x 3

=Y,=552m

c) Se pide calcular t cuando y =y, — 10 = 45.2 m, reemplazando en y:

45.2 = 55.2 —10(sen20)t — 5t
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5t +3.4t—-10=0

o ~3.4+./(34)2+4x5x10 -3.4+145
- 10 10

=t =11syt,=-18s

El valor valido es t;, el tiempo t, negativo es un resultado matematico correc-
to, pero no es fisicamente posible.

d) Para encontrar la ecuacion de la trayectoria y = y(x), es conveniente despe-
jar t de la ecuacion x = 9.4 t = t = x/9.4; y reemplazar este valor de t en la
ecuacion paray:

y = 55.2 — 3.4t — 5t?

x  5x°
9.4 (9.4)°

y =55.2-3.4 -

y(x) = 55.2 —0.36x — 0.056x°

Ejercicio: dibujar la ecuacién de la trayectoria usando Excel, para ello dar
valores a x en el rango 0 < x < 28 y calcular los valores de y.

3.3 MOVIMIENTO CIRCUNFERENCIAL.

Otro caso particular de movimiento en dos dimensiones es el de una particula
que se mueve describiendo una trayectoria circunferencial, con velocidad v.
Para un objeto que se mueve en una trayectoria circunferencial, si la rapidez v
es constante, el movimiento se llama circunferencial uniforme. Si en el instan-
te inicial t; el objeto tiene una velocidad inicial v; y un instante posterior t; tie-
ne una velocidad final v;, como la rapidez es constante entonces v; = v; Yy
cambia solo la direccion de la velocidad. Se puede calcular la aceleracion me-
dia a,, de la particula usando su definicion:
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g A\‘/) Vf_\}/i
At At

De la figura 3.5 se puede obtener Av geométricamente. En la circunferencia
(figura 3.5a) la longitud del arco 4s, subtendido por el anguloA46, es aproxi-
madamente igual al lado del triangulo que une los puntos de v; y v¢. Observan-
do que los triangulos de lados r(4s)r en la circunferencia y de lados —vi(A4v)v;
de la figura 3.5b son semejantes, entonces como v; = Vs, Se tiene la siguiente
relacion de semejanza de triangulos:

AS AV r

Reemplazando este valor de Av en la magnitud de la aceleracion media, se ob-
tiene:

2 AV _vas
TOOAt 1 At

Figura 3.5 a) izquierda, b) derecha.
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Si At es muy pequerio, tendiendo a cero, As 'y Av tambien lo son, y Av se hace
perpendicular a v, por lo tanto apunta hacia el centro de la circunferencia. En
el limite cuando At -0, a_, — a y se puede escribir:

. VAS V.. AS V &
a=Ilm—=—lim—=-v=a=—
AM->0F At rA0At 1 r

Entonces en el movimiento circunferencial con rapidez constante, la acelera-
cion apunta hacia el centro de la circunferencia (ya que en el limite Av apunta
hacia el centro), por lo que se llama aceleracion centripeta a. (también se usan
los nombres central o radial) y el vector con su magnitud es:

(3.6)

donde T es un vector unitario radial dirigido desde el centro de la circunferen-
cia hacia fuera, que se muestra en la figura 3.5a.

Para el caso en gque durante el movimiento circunferencial de la particula cam-
bia la velocidad tanto en direccién como en magnitud, la velocidad siempre es
tangente a la trayectoria (figura 3.6), pero ahora la aceleracion ya no es radial,
sino que forma un &ngulo cualquiera con la velocidad. En este caso es conve-
niente escribir la aceleracion en dos componentes vectoriales, una radial hacia
el centro a, y otra tangente a la trayectoria a;, entonces a se escribe como:

=8 +& =a (-f)+af,

donde t es un vector unitario tangente a la trayectoria, en la direccion del mo-
vimiento. En esta ecuacion, la componente radial de la aceleracion es la acele-
racion centripeta originada por el cambio en la direccion de la velocidad y la
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componente tangencial es producida por el cambio en la magnitud de la velo-
cidad, por lo tanto su valor numerico es:

dv
at :a

' tranvecioria

Figura 3.6

Entonces la aceleracién total en el movimiento circunferencial es:

En la figura 3.7 se ven los vectores unitarios para un movimiento circunferen-
cial. Observar que en el caso del movimiento circunferencial uniforme v = cte,

entonces dv/dt = 0y =4 =&, Y si no cambia la direccién de V, r — oo, a
= 0, el movimiento es en una dimension con & =& =dV'/ dt.

Aunque esta deduccion fue realizada para el movimiento circunferencial, es
valida para cualquier trayectoria curva, considerando el radio de curvatura de
la trayectoria desde el punto donde se miden las variables hasta el centro de
curvatura de la trayectoria en ese punto.
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A £
F
s
QO X
Figura 3.7

Ejemplo 3.4. Calcular la rapidez orbital de la traslacion terrestre alrededor
del Sol y la aceleracidn centripeta correspondiente.

Solucion: la distancia media entre el Sol y la Tierra es dsr = 149.6 x 10° km.
La Tierra completa una vuelta en torno al Sol en un afio 0 365.242199 dias,
entonces la rapidez orbital es:

AX  2xar
X=Xq+V({t—-1)=> X=X, =V({t-t)) =>Vv="—""=—+
o +V(t—to) o =V(t—to) A AL
11
V:27TC~1T5 _ 27 x1.496x10"m :2.98><104m:29.8km
lano  365.24 x 24 x 3600s S S

Notar que la Tierra tiene una rapidez de traslacion enorme en su movimiento
en torno al Sol, es uno de los objetos mas veloces que cualquier otro que se
mueva sobre la superficie terrestre. Pero su aceleracion centripeta es muy pe-
queiia (comparada con g por ejemplo), como se obtiene del calculo siguiente:

2 2 452
a, VeV (2.98x10 1)1 :5.9X10_3m2
r drg 1.496x10 S
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3.4 VELOCIDAD Y ACELERACION ANGULAR.

Una particula que gira ubicada en un punto P a una distancia r del origen, des-
cribe una circunferencia en torno al origen. La posicion de la particula se pue-
de expresar en coordenadas polares (r,6), donde la Gnica coordenada que cam-
bia en el tiempo es el angulo &. Si la particula se mueve desde el eje x positi-
vo, donde & = 0 hasta un punto P, el arco de longitud s recorrido por la parti-
cula, y el &ngulo, como se ve en la figura 3.8, se definen como:

s=r0 = 0=" (3.8)
r

Se observa que el angulo es una variable adimensional, pero se le asigna como
unidad de medida el nombre del angulo, llamado radian, con simbolo rad. De
la ecuacion 3.8, se define un radian como el angulo subtendido por un arco de
circunferencia de igual longitud que el radio de la misma. Como en una cir-
cunferencia, s = 2zr, y 2 (rad) = 360°, se puede encontrar la relacion entre
radianes y grados:

27

f(rad) = 2360°

eO

De aqui se deduce que el valor en grados de un radian es 1 rad = 57.3°, y que
por ejemplo, 45° = nt/4 rad.

Figura 3.8
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Cuando una particula se mueve desde P hasta Q segun la figura 3.9, en un in-
tervalo de tiempo 4t, el radio se mueve un angulo 46, que es el desplazamien-
to angular. De manera analoga al movimiento lineal, se definen la rapidez an-
gular @y aceleracion angular oo como:

do dw
0o=—1, a=——

dt dt
Sus unidades de medida son rad/s y rad/s? recordando que el radian no es una
unidad de medida, por lo que en el analisis dimensional se obtienen para estas
variables las dimensiones de 1/s y 1/s%. De la definicién de estas variables se
deduce ademaés que para la rotacion de un cuerpo alrededor de un eje, todas las
particulas tienen la misma velocidad angular y la misma aceleracion angular.

/ O\

A8
-

Figura 3.9 Desplazamiento angular A6 desde P a Q.

3.4.1 Cinematica de rotacion.

El desplazamiento, velocidad y aceleracion angular son analogos a sus simila-
res variables lineales. Asi las ecuaciones cinematicas del movimiento de rota-
cion con aceleracion angular constante tienen la misma forma que las corres-
pondientes al movimiento lineal haciendo los reemplazos x por 6, v por oy a
por «, por lo que las ecuaciones cinematicas del movimiento angular son:
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1 2
=0 +o. (t—t )+ —a(t-t
0 O( O) 2 ( 0) (39)

o

3.4.2 Relacion entre las variables angulares y lineales.

Para toda particula que gira describiendo una trayectoria circunferencial, exis-
te una relacién entre las magnitudes angulares con las correspondientes linea-
les. Si la particula recorre una distancia lineal s, moviéndose un angulo & so-
bre una trayectoria circunferencial de radio r, tiene una velocidad que por ser
tangente a la trayectoria se llama velocidad tangencial, y tiene aceleracion
tangencial y centripeta, entonces las relaciones entre las variables son:

S=rd
ds d(rg) do
V=—= =r—=>V=rw
dt dt dt
dv d(re) _do
a =—= =r

Yodt dt dt

=a =ra (3.11)

2
v
a, = =ro’

“r

La magnitud de la aceleracion en el movimiento circunferencial es:

a=-/a’+a’
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Por altimo se debe decir que se usa comunmente como unidad de medida de la
variacion angular el término revolucion, que corresponde a una vuelta comple-
ta, 6 360° 6 2 (rad). Y para velocidad angular se usan las vueltas o revolu-
ciones por minuto, con unidad de medida rev/min. Siempre se debe tener en
mente que las vueltas o revoluciones son medidas de angulo, por lo tanto son
un namero adimensional.

Ejemplo 3.5. Transformar 12 rev/min a rad/s.

Solucion:

12 &V _qp rev Imin 2z(rad) _, srad ) opet
min min  60s lrev S

Ejemplo 3.6. Calcular la rapidez angular, la velocidad tangencial y acelera-
cion centripeta a) en un punto sobre el ecuador para la rotacion terrestre, b)
para la traslacion de la Tierra en torno al Sol.

Solucion: a) la Tierra da una vuelta en 23 horas 56' 4" 0 un dia y su radio me-
dio es 6371 km. Para un punto sobre el ecuador se tiene:

S22 _gg7x0 ™
T,. 86400s s
v, = R, =7.27x10° " (6.371x10°m) = 463.3™
S S
v? rad ) m
8, = = w°R; = (7.27 x107° ) 6.371x10°m =3.37x107° —
T S S

b) La traslacion de la Tierra en torno al Sol se completa en un afio y la distan-
cia media de la Tierra al Sol es aproximadamente 150 x10° km:
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_Am_ 2 g9x107 M
T..o 365x86400 s
V, = wRg; =1.99x107" rad 1 5x10%m = 2.98x10* M = 29.8KM
S S S

2 2
a, :"R - w’R :(1.99x10_7 mdj x1.5x10"m = 6><10‘~°’m2
S S

Ejemplo 3.7. Un disco de 10 cm de radio que gira a 30 rev/min demora un
minuto en detenerse cuando se lo frena. Calcular: a) su aceleracion angular,
b) el nimero de revoluciones hasta detenerse, c) la rapidez tangencial de un
punto del borde del disco antes de empezar a frenar, d) la aceleracién centri-
peta, tangencial y total para un punto del borde del disco.

Solucién: Datos: r = 0.1m, At = 1 min = 60 s. Primero se transforman las 30
rev/min a rad/s.

rev 2r(rad) y 1min _ 3.14@

min 1rev 60s S

=30

W,

(a) Usando las ecuaciones de cinemética de rotacion:o = @, + a(t —t, ), se
despeja «, cuando se detiene o = 0:

0=w, +aAt:>a:—&:—M:—0.05@
At 60s s?

(b) Se pide calcular 46, usando la ecuacion
1 2
0=0, +a)0(t—to)+2a(t—to)

reemplazando los datos, se obtiene:
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0—0, =314 605 —;o.osx (60)% = 94.2rad
S
AO=94.2rad x & _15rey
2r(rad)

(c) Se puede calcular la rapidez con la ecuacion: v=rw

v=01mx314"9 _g314™

S S

(d) La aceleracion centripeta, tangencial y total es:

v (0.314) m
a, = =—"-"7 -098"
oo 0.1 52

a, = rer =0.1x0.05 = 0.005 -+
S

a=[aZ+a? =/(0.98) +(0.005)* ~098"

S

3.5 MOVIMIENTO RELATIVO.

Para una particula en movimiento, observadores ubicados en sistemas de refe-
rencia diferentes mediran valores distintos de las variables cinematicas, aun-
gue el movimiento es el mismo. Por ejemplo, un objeto que se deja caer desde
un vehiculo en movimiento: el observador en el vehiculo que deja caer el ob-
jeto lo ve caer verticalmente, pero un observador en tierra lo ve moverse como
movimiento parabdlico en dos dimensiones. Es un mismo movimiento visto
en forma diferente por observadores en sistemas de referencia diferentes, se
Ilama movimiento relativo, se produce en dos dimensiones.

Para describir el movimiento relativo consideramos observadores en dos sis-
temas de referencia: un sistema de referencia (x,y) fijo respecto a la Tierra con
origen O y otro sistema de referencia (x’,y’) que se mueve respecto al fijo, con
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origen O’, como se ve en la figura 3.10, donde los ejes x y X* estan superpues-
tos. Supongamos ademas que el sistema de referencia movil se mueve en linea
recta en direccién x con velocidad constante (I respecto al sistema de referen-
cia fijo.

yz‘
¥ fy R R
F
7
/ Fr
-~ o XX’
& X =ut o

Figura 3.10. Vectores de posicion de una particula en movimiento relativo.

La posicion de la particula P en movimiento respecto al sistema de referencia
fijo sera r y respecto al sistema de referencia moévil serd r’. Si en t, = 0 ambos
origenes coinciden, X, = 0, y como u = cte, la posicién del sistema de referen-
cia movil en el instante t sera:

Q:&+&+;&2
:)?:lfft

Del diagrama de vectores de la figura 3.10, se obtiene que la posicion de la
particula cumple la siguiente relacion vectorial:

P=¥+V=

P=ft+P

De esta expresion se puede obtener la velocidad de la particula
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df_df o
dt dt
§o Pl

Entonces, la velocidad v de la particula medida en el sistema de referencia fijo
es igual a la velocidad v’respecto al sistema de referencia mévil mas la veloci-
dad u del sistema de referencia movil respecto al sistema de referencia fijo.
Esta ecuacidn se conoce como la transformacion galileana de velocidades.

La aceleracion se puede obtener derivando la velocidad

dvf oVt di

dt dt dt

I

lﬁjzcte:?j—::O,entonces a==4

como

Se concluye que dos observadores ubicados en sistemas de referencia diferen-
tes miden velocidades diferentes para la particula, pero si la velocidad del sis-
tema de referencia movil es constante, los dos miden la misma aceleracion de
la particula en movimiento.

Usaremos la siguiente notacion: si P es la particula, F el sistema de referencia
fijo y M el sistema de referencia movil, entonces la velocidad vpr de la parti-
cula respecto al sistema de referencia fijo es igual a la velocidad vpy de la par-
ticula respecto al sistema de referencia movil mas la velocidad vy del sistema
de referencia movil respecto al sistema de referencia fijo, esto es:
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Ejemplo 3.8. La rapidez del agua de un rio es 5 km/h uniforme hacia el este.
Un bote que se dirige hacia el norte cruza el rio con una rapidez de 10 km/h
respecto al agua. a) Calcular la rapidez del bote respecto a un observador en
la orilla del rio. b) Calcular la direccién donde debe dirigirse el bote si se
quiere llegar justo al frente en la orilla opuesta. ¢) Calcular ahora su rapidez
respecto a la tierra.

Solucién: El sistema de referencia fijo es la tierra, el sistema de referencia
movil el rio y la particula es el bote, entonces:

vpm = 10 km/h - rapidez del bote (particula) respecto al agua (SR movil)
Vme =5 km/h : rapidez del agua (SR mavil) respecto a tierra (SR fijo)
Vpg = ? : rapidez del bote (particula) respecto a tierra (SR fijo)

a) Es conveniente hacer el diagrama de vectores de velocidades, que se mues-
tra en la figura 3.11a:

a. b.

Figura 3.11 Ejemplo 8.

La magnitud de la velocidad del bote respecto a tierra vpr, que tiene una com-
ponente a favor de la corriente, se puede calcular del triangulo rectangulo de
vectores de la figura 3.11a

2 2 2
Ver =Vem T VmF
Vi =10% +5% =125

Vpg = 11.2krr]n
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su direccidn es;

1

tan¢9=V'\"F:50:2:>¢9:26.6°NE

Vewm

b) Si quiere llegar justo al frente desde donde sale, como la corriente del rio lo
arrastra hacia el este, haciendo el diagrama de vectores, figura 3.11b, se
observa que debe apuntar en direccién « hacia el noroeste, entonces:

v
senag =" =—=—=>a=30°

c) Ahora, la rapidez vpg es:

2 2 2 2 2 2
Vem =Vur TVer = Vpr =Vpm —ViurF

Vi =10 =5% =75 = v, =8.7kkr]n

Como debe remar con una componente de la velocidad en contra de la corrien-
te, la velocidad resultante del bote en este caso es menor que en la parte a),
donde una componente de la velocidad es a favor de la corriente.
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PROBLEMAS.

Se dispara un proyectil desde el piso con velocidad
¥ =127 +24])m/s. a) ;Cual es la velocidad después de 4 s? b) Cuales

es la posicién del punto en el cual la altura es maxima? c) ¢Cuél es la
distancia horizontal? R: a) 12i-15j m/s, b) 30i+30j m.

Desde el borde de un acantilado se lanza una piedra horizontalmente con
una rapidez de 15 m/s. El acantilado esta 50 m de altura respecto a una
playa horizontal. a) ¢En que instante la piedra golpeara la playa bajo el
acantilado?, b) ¢Ddnde golpea? c¢) ¢Con qué rapidez y angulo golpeara
la playa? d) Encontrar la ecuacion de la trayectoria de la piedra. R: a)
3.16s, b) 47.4m, c) 35m/s, 65°, d) y=50-(x*/45).

Un balon de fatbol que se patea a un angulo de 50° con la horizontal,
recorre una distancia horizontal de 20 m antes de chocar contra el suelo.
Calcular a) la rapidez inicial del balon b) el tiempo que permanece en el
aire y ¢) la altura maxima que alcanza. R: a) 14.2m/s, b) 2.2s, c) 6m.

Se lanza horizontalmente una pelota desde la parte superior de un edifi-
cio que tiene 35 m de alto. La pelota choca contra el piso en un punto
que se encuentra a 80 m de la base del edificio. Calcular: a) el tiempo
que la pelota se encuentra en el aire, b) su rapidez inicial y c) la veloci-
dad justo antes de que choque contra el suelo. R: a) 2.6s, b) 30 m/s, c)
30i-26] m/s.

Se lanza una piedra de manera que la distancia horizontal que recorre es
el triple de su altura maxima, calcular su angulo de lanzamiento. R:
53.1°,

En el proximo partido de Chile con la seleccion de Micomicon, el Che
Copete debera patear un tiro libre desde un punto a 25m del arco cuya
altura es 2.5m. Cuando patea, la pelota sale del césped con una rapidez
de 20m/s en un angulo de 20° sobre la cancha. Suponiendo que la pelota
no sufre ninguna alteracion de su trayectoria, a) ¢se convierte o no el
gol? b) ¢Con qué velocidad cruza por el arco? c) Obtenga la ecuacion de
la trayectoria de la pelota. (Por cuanto perdera Chile con los Micomico-
nes). R: a) si, pasa a 0.25m del suelo, b) 18.8i-6.5j m/s.
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Se lanza un cohete formando un angulo de 60° con la horizontal con una
rapidez inicial de 100 m/s. El cohete se mueve a lo largo de su direccion
inicial de movimiento con una aceleracion de 30 m/s® durante 3s. En ese
instante deja de acelerar y empieza a moverse como un proyectil. Calcu-
lar: a) la altura maxima alcanzada por el cohete; b) su tiempo total de
vuelo, ¢) la distancia horizontal. R: a) 1730m, b) 38s, ¢) 3543m.

Un proyectil se dispara desde cierta altura y, en un angulo de 45°, con la
intencion que golpee a un movil que se mueve con velocidad constante
de 21 m/s hacia la derecha, que se encuentra ubicado a 70 m del origen
sobre el eje x en el instante del disparo. Si el proyectil impacta al movil
al cabo de 10 s, calcular a) la rapidez inicial del proyectil, b) su posicién
inicial, ¢) su altura maxima desde el suelo. R: a) 39.6m/s, b) 220m, c)
259.2m.

Katy le lanza un chicle (nuevo) desde una altura de 1.5 m a Pepe, que se
encuentra separado a 3 m de Katy. El chicle pasa un segundo después a
una altura de 1 m por donde esta Pepe, pero como él estaba ‘pajareando’
no lo toma. a) Hacer un esquema de la situacion en un SR. b) Calcular la
velocidad inicial que Katy le imprime al chicle. c) ¢A queé distancia de-
tras de Pepe caera el chicle?, en este caso qué se debe suponer? d) De-
terminar la ecuacion de la trayectoria del chicle de Katy. R: b)3i+4.5j
m/s, ¢)0.45m.

Lucho se encuentra a 5m de una pared vertical cuando lanza una pelota
de basquetbol desde 2.25m de altura, con una velocidad inicial de -10i
+10j m/s. Cuando la pelota choca con la pared, la componente horizon-
tal de la velocidad de la pelota se invierte y la componente vertical no
cambia su direccion (pero si su magnitud). a) Hacer el esquema de la si-
tuacion. b) ¢A que distancia de Lucho tocara el suelo la pelota? R: b)
12m detras.

Un tren se mueve con rapidez constante de 54 km/h. Desde una ventana
del tren ubicada a 2 m del suelo, un cabrochico tira un objeto horizontal
y perpendicularmente a la direccion de movimiento del tren, con una ra-
pidez de 5 m/s. Calcular la posicion donde caera el objeto respecto al
punto de lanzamiento. R: 3.15i+9.45j+0k m.
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Se apunta un rifle horizontalmente a través de su mira hacia el centro de
un blanco grande que esta a 200 m. La velocidad inicial de la bala es de
500 m/s. a) ¢En donde golpea la bala en el blanco? b) Calcular el angulo
de elevacion del cafién para dar en el centro del blanco. R: a) 0.8m de-
bajo de la altura del rifle, b) 0.23°.

Un cafion dispara un proyectil con una rapidez inicial v, inclinado en un
angulo a. Si el angulo se cambia a 3, el alcance del proyectil aumenta
en una distancia D. Demuestre que

2

D= Vg(senZﬂ —sen2a)

La distancia horizontal maxima a la que puede patear la pelota un arque-
ro es 120 m. En un saque desde el arco, golpea la pelota con la misma
rapidez inicial con la que alcanza esa distancia maxima, pero formando
un angulo de 25° con la horizontal. Calcular a que distancia del arco lle-
garé la pelota con un chute del arquero.

Una pulga puede saltar una altura vertical h. a) ¢Cual es la distancia
horizontal méxima que puede recorrer? b) ¢Cual es su permanencia en el
aire en ambos casos?

Un camion se mueve al norte con una velocidad constante de 10 m/s en
un tramo de camino horizontal. Un cabrochico que pasea en la parte
posterior del camion desea lanzar una pelota mientras el camion se esta
moviendo y atraparla después de que el camién haya recorrido 20 m. a)
Despreciando la resistencia del aire, ¢a qué angulo de la vertical deberia
ser lanzada la pelota? b) Cual debe ser la rapidez inicial de la pelota? c)
Cual es la forma de trayectoria de la pelota vista por el cabrochico? d)
Una persona sobre la tierra observa que el muchacho lanza la pelota y la
atrapa. En este marco de referencia fijo del observador, determine la
forma general de la trayectoria de la pelota y la velocidad inicial de esta.

Un cabrochico tira una pelota al aire lo mas fuerte que puede y luego
corre como una liebre para poder atrapar la pelota. Si su rapidez maxima
en el lanzamiento de la pelota es 20 m/s y su mejor tiempo para recorrer
20 m es 3 s, calcular la altura de la pelota para que pueda tomarla.
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. Una pelota de golf sale desde el piso en un angulo o y golpea a un arbol
a una altura H del suelo. Si el arbol se encuentra a una distancia horizon-
tal D del punto de lanzamiento, a) demuestre que tana = 2H/D. b) Cal-
cular la rapidez inicial de la pelota en términos de D y H.

Una particula comienza a girar desde el reposo hasta una rapidez angu-
lar de 15 rad/s en 3 segundos. Calcular a) su aceleracion angular, b) el
numero de vueltas en ese tiempo.

Una rueda de bicicleta de 30 cm de radio comienza a girar desde el re-
poso con una aceleracién angular constante de 3 rad/s®. Después de 10
segundos calcular: a) su rapidez angular, b) el desplazamiento angular,
c) la rapidez tangencial de un punto del borde, d) su aceleracion total pa-
ra un punto del borde. R: &) 30 rad/s, b) 150 rad, ¢) 9 m/s, d) 270 m/s°.

Busque la informacion necesaria para calcular la aceleracién centripeta
al nivel del mar de un punto sobre el Ecuador, en Concepcion, en 45° de
latitud sur y en el Polo Sur. R: 0.034 m/s?, 0.027 m/s?, 0.024 m/s?, 0.

La orbita de la Luna alrededor de la Tierra es aproximadamente circular,
con un radio promedio de 3.84 x 10° m. La Luna completa una revolu-
cion en torno a la Tierra y en torno a su eje en 27.3 dias. Calcular a) la
rapidez orbital media de la Luna, b) la rapidez angular, c) aceleracion
centripeta. R: a) 1023m/s, b) 2.7x107 rad/s, c) 2.7x10° m/s°.

Calcular la rapidez orbital media de la Tierra en torno al Sol y su rapi-
dez angular en torno a su eje de rotacion. R: 29.8km/h, 7.27x107 rad/s.

A la particula del extremo de un péndulo de largo un metro se la hace
girar de forma tal que su movimiento describe una circunferencia en un
plano horizontal. Cuando el pendulo se ha desviado 30° de la vertical, la
particula completa una vuelta cada 3 segundos. Calcular a) su rapidez
angular b) su rapidez tangencial, ¢) su aceleracion centripeta. R: a) 2.1
rad/s, b) 1.05 m/s, c) 2.2 m/s°.

Una centrifuga cuyo tambor tiene 50 cm de didmetro, comienza a girar

desde el reposo hasta alcanzar una rapidez angular de 1000 rpm en 10 s.
a) Calcular su aceleracién angular. b) Si despues de los 10 s gira con ra-
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pidez constante durante 5 minutos, calcular el namero de vueltas que da
cada minuto. c¢) calcular la rapidez tangencial, aceleracion centripeta y
tangencial en las paredes del tambor. d) Si después de los 5 minutos tar-
da 20 s en detenerse, calcular su aceleracion angular. R: a)10.5rad/s,
b)10°, d)-5.2/s%.

Un disco comienza a girar desde el reposo con aceleracion angular cons-
tante hasta una rapidez angular de 12 rad/s en 3 s. Calcular: a) la acele-
racion angular del disco, b) el 4ngulo que describe. R: a) 4rad/s®, b)
18rad.

Un motor eléctrico hace girar un disco a razén de 100 rev/min. Cuando
se apaga el motor, su aceleracién angular es -2 rad/s”. Calcular: a) el
tiempo que demora el disco en detenerse, b) el nimero de vueltas que
gira en ese tiempo. R: a) 5.2 s, b) 27.5 rad.

Un disco comienza a girar desde el reposo con aceleracion angular cons-
tante de 5 rad/s® por 8 s. Luego el disco se lleva al reposo con una acele-
racion angular constante en 10 revoluciones. Calcular: a) su aceleracion
angular, b) el tiempo que demora en detenerse. R: a) —12.7 rad/s®, b) w s.

Un volante de 2 m de didmetro, comienza a girar desde el reposo con
aceleracion angular constante de 4 rad/s. En el instante inicial un punto
P del borde del volante forma un angulo de 57.3° con la horizontal. Cal-
cular para el instante 2 s: a) su rapidez angular, b) la rapidez lineal de P,
c) la aceleracion lineal de P, d) la posicion de P. R: a) 8 rad/s, b) 8 m/s,
d) 9 rad.

Un disco de 8 cm de radio, gira con una rapidez angular constante de
1200 rev/min. Calcular: a) la rapidez angular del disco, b) la rapidez li-
neal de un punto a 3 cm del disco, c) la aceleracion radial de un punto en
el borde del disco, d) la distancia total recorrida por un punto del borde
en 2 s. R: a) 126 rad/s b) 3.8 m/s, c) 1.26 km/s?, d) 20.1m.

La posicion de una particula que se mueve en el plano xy varia con el
tiempo segun la ecuacion r = a cos(w t)i + a sen(w t)j, en donde ry a
se miden en m, wen s’y t ens. a) Demuestre que la trayectoria de la
particula es una circunferencia que tiene a m de radio y su centro esta en
el origen. b) determine los vectores de velocidad y de aceleracion c)
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Demuestre que el vector aceleracion siempre apunta hacia el origen
(opuesto a r) y tiene una magnitud de V/r.

Superman (no el Vargas, el de verdad), que le anda echando el o0jo a
Luisa Lane, vuela hacia el noreste, donde se encuentra ella, con una ra-
pidez de 54 km/h respecto al aire. El viento sopla hacia el noroeste a 7.5
m/s respecto de tierra. a) Calcular la rapidez de Superman respecto de
tierra. b) Superman, que no aprobé Fisica I, no se encuentra con Luisa
¢por qué? R: a) 60.3 km/h, b) porque se desvia 26.6°.

Un condor (no el Rojas, sino uno de verdad) vuela hacia el este con una
rapidez de 12 km/h respecto del aire, en presencia de un viento que so-
pla hacia el noreste (a 45°) con una rapidez de 5 m/s. a) Calcular la rapi-
dez resultante del condor. b) ¢Qué distancia se desvia cada minuto res-
pecto a la direccion este? R: a) 27.8km/h, b) 212m.

El piloto de un avion se orienta hacia el oeste en presencia de un viento
que sopla hacia el sur a 75 km/h. Si la rapidez del avién respecto al vien-
to es 500 km/h, a) ¢Cual es su rapidez respecto a la tierra? b) ¢en qué di-
reccion se desvia el avion? c¢) ¢en qué direccion debe dirigirse el avion
para ir hacia el oeste? d) En este caso ¢cual sera su rapidez respecto a la
tierra? R: a) 506 km/h, b) 8.5°, c) 8.6°, d) 494.3 km/h.

El piloto de una avion observa que la brdjula indica que va dirigiéndose
hacia el oeste. La rapidez del avion respecto al aire es de 150 km/h. Si
existiera un viento de 30 km/h hacia el norte, calcule la velocidad del
avion respecto a la Tierra. R: 153km/h, 11.3°NW.

Un pescador desea cruzar un rio de 1 km de ancho, el cual tiene una co-
rriente de 5 km/h hacia el norte. El pescador esté sobre el lado oeste. Su
bote se impulsa con una rapidez de 4 km/h respecto del agua. a) ¢En qué
direccion debera apuntar para hacer el cruce en un tiempo minimo?, b)
¢Cuanto tiempo le tomaré para cruzar?, ¢) Determine la velocidad del
bote con respecto a un observador estacionario en la Tierra, d) Encuen-
tre el desplazamiento final corriente abajo. R: a) este, b) 15min, c)
6.4km/h, 51.3° NE, d) 1.25 km.
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CAPITULO 4. DINAMICA DE LA PARTICULA.

4.1 INTRODUCCION.

En este capitulo se sigue considerando un modelo para hacer el estudio de la
dindmica solo para el caso de particulas. Un modelo se usa para representar la
realidad fisica y debe tener en cuenta dos aspectos conflictivos entre si: a) tie-
ne que ser lo bastante simple para como para ser elaborado con métodos ma-
tematicamente rigurosos, b) debe ser realista para que los resultados obtenidos
sean aplicables al problema considerado. Estos dos aspectos hacen que la sen-
cillez del modelo, su belleza matematica, sea incompatible con la fidelidad al
problema real.

La dinamica estudia el movimiento de los cuerpos considerando las causas
que lo producen. Es una rama de la Mecanica que abarca casi toda la Mecéani-
ca Clasica. En la Mecanica Clasica se restringe el estudio a los cuerpos (parti-
culas) grandes comparados con el tamafio de un 4tomo (~10™° m) y para velo-
cidades pequefias comparadas con la de la luz (~3x10°® m/s). Isaac Newton
(1642-1727) es el principal creador de la Mecéanica Clasica. La Mecanica Re-
lativista estudia el movimiento de las particulas subatomicas, que se mueven a
muy altas velocidades, es mas general que la Mecanica Clasica a la que inclu-
ye como caso particular. Su creador fue A. Einstein (1879 — 1955).

En los primeros estudios, Galileo Galilei (1564-1642), hizo un gran avance en
la comprension del movimiento. Las ideas de Galileo eran revolucionarias pa-
ra su época, él propuso la teoria cientifica que la Tierra giraba en torno al Sol,
teoria contraria a las doctrinas de la iglesia que imponian la creencia que la
Tierra era el centro del Universo, sin tener fundamentos para hacer esa afirma-
cion. Quienes se oponian a esas creencias eran severamente castigados, con
penas tales como morir quemado en la hoguera u otras barbaries impuestas por
la religion catolica. Galileo se encontr6 en esa situacion peligrosa, por lo que
no pudo publicar sus resultados y fue obligado a retractarse publicamente.
Posteriormente, la inquisicion espafiola propicio que todas sus universidades
aprobaran y estudiaran la tesis de Galileo. Durante el Jubileo 2000 la Iglesia
Catolica tuvo que pedir perdon al mundo cientifico por no haber creido en la
teoria de Galileo y le pidié perdon a Galileo mismo. Pero un filésofo contem-
poraneo de Galileo, Giordano Bruno (1548-1600) tuvo un final tragico, ya que
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murié en Roma en 1600 quemado en la hoguera de la Inquisicion, por defen-
der las mismas ideas de Galileo. En la actualidad, la Iglesia Catdlica continta
con sus ideas retrogradas y dictatoriales porque, por ejemplo, acepta la tesis
abortiva de la “pildora del dia despues’, a pesar de que se ha demostrado cien-
tificamente que no es abortiva, 0 se oponia a la aprobacion de leyes como la
Ley del Divorcio, o pone trabas para la realizacion del programa Jornadas de
Conversacidn, Afectividad y Sexualidad, JOCAS, de educacién sexual en los
Liceos. Sin embargo la iglesia se resiste a aceptar las sanciones en contra de
sus sacerdotes que son acusados de abusos deshonestos, y los defiende ¢Coémo
eso va a ser algo aceptable? Ojala que no se deba esperar otros 500 afios para
que la iglesia reconozca este nuevo error.

Antes de Galileo la mayoria de los filosofos pensaba que se necesitaba una
‘influencia externa’ para mantener a un cuerpo en movimiento. Creian que un
cuerpo se encontraba en su estado natural cuando estaba en reposo, y que para
que el cuerpo se moviera en linea recta con velocidad constante, tenia que
moverlo continuamente algun agente externo, de otra manera naturalmente se
detendria. Para probar esa idea, Galileo empez6 por encontrar una forma de
liberar a un cuerpo de toda influencia externa. En la naturaleza eso no se pue-
de lograr, porque aun cuerpos muy alejados de un cuerpo de prueba pueden
ejercer una influencia sobre él y cambiar su movimiento. Pero se puede hacer
que las influencias externas sean muy pequefias (es el modelo) y pensar que
realmente no existen para tener una idea de como seria el movimiento. La ex-
periencia de Galileo fue deslizar un bloque de madera sobre una superficie
bajo una influencia externa (por ejemplo la mano que lo empuja), si se elimina
la influencia externa el bloque se detiene, por eso los filésofos pensaban que
permanentemente tenia que estar actuando la influencia externa para mantener
el movimiento. Pero si se elige como cuerpo una esfera y se hace deslizar so-
bre una superficie muy lisa, al ponerla en movimiento lo hara con mucha faci-
lidad sin ninguna influencia externa, (el contacto entre las dos superficies es
otra influencia externa que se desprecia). En el caso que no exista ninguna in-
fluencia externa sobre un cuerpo después que se lo pone en movimiento, nun-
ca mas se detendria. A la influencia externa que hace que un cuerpo este dete-
nido 0 en movimiento se le llama una fuerza.

¢ Qué es fuerza?

En la vida cotidiana se considera fuerza a una sensacion comun asociada con
la dificultad para mover o levantar un cuerpo. En Fisica se identifica una fuer-
za por el efecto que produce. Uno de los efectos de una fuerza es cambiar el
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estado de reposo o de movimiento del cuerpo, méas concretamente, una fuerza
cambia la velocidad de un objeto, es decir produce una aceleracion. Cuando se
aplica una fuerza sobre un cuerpo y no se produce movimiento, entonces pue-
de cambiar su forma, ain si el cuerpo es muy rigido. La deformacion puede o
no ser permanente. Entonces los efectos de la fuerza neta son dos: cambiar el
estado de movimiento de un cuerpo o producir una deformacién, o ambas co-
sas simultaneamente.

Normalmente sobre un cuerpo pueden actuar varias fuerzas, entonces el cuer-
po acelerara cuando el efecto de la fuerza neta que actla sobre él no es cero.
Se llama fuerza neta o fuerza resultante a la suma de todas las fuerzas que
actlan sobre un cuerpo. Si la fuerza neta es cero, la aceleracion es cero, el
movimiento es con velocidad igual a cero (cuerpo detenido) o con velocidad
constante. Cuando un cuerpo esta en reposo o se mueve con velocidad cons-
tante, se dice que esta en equilibrio. Para una fuerza usaremos el simbolo F.

Se pueden distinguir dos grandes clases de fuerzas: fuerzas de contacto, repre-
sentan el resultado del contacto fisico entre el cuerpo y sus alrededores, por
ejemplo mover un carro o estirar un resorte; y fuerzas de accién a distancia
que actuan a traves del espacio sin que haya contacto fisico entre el cuerpo y
sus alrededores, por ejemplo la fuerza con que la Tierra atrae a los cuerpos
que caen en caida libre. Todas las diferentes formas de fuerzas se encuentran
dentro de esas dos grandes clasificaciones.

Para describir el mundo, la fisica contemporanea recurre a cuatro interaccio-
nes o fuerzas fundamentales, que actlan sobre las particulas de materia (y so-
bre las antiparticulas), vehiculadas por particulas Ilamadas vectores de inter-
accion, que son: foton (interaccion electromagnética), boséon (interaccion dé-
bil), gludn (interaccion fuerte) y graviton (interaccion gravitacional).

1) Fuerzas electromagnéticas de atraccion o repulsion entre particulas carga-
das en reposo o en movimiento, explica la cohesion de los atomos, es mu-
cho mas intensa que la fuerza gravitacional.

2) Fuerzas nucleares intensas entre particulas subatomicas, responsable de la
existencia del nucleo atomico asegura la cohesion interna de los constitu-
yentes del nucleo atdmico, protones y neutrones, y es responsable de un
gran numero de reacciones y de desintegraciones; es la de mayor magnitud
(10% - 10° veces la fuerza electromagnética).
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3) Fuerzas nucleares débiles de corto alcance, rige algunos procesos radiacti-
vos, establece la estabilidad de algunos nucleos, es varios 6rdenes de mag-
nitud (10*%) menor que la fuerza electromagnética.

4) Fuerza de atraccion gravitacional entre cuerpos debido a sus masas, entre
otras cosas hace que caigan las manzanas y que suba la marea, es la fuerza
de menor magnitud comparada con las otras.

Para que el concepto de fuerza sea exacto se debe establecer un método para
medirla. Una fuerza se puede medir por el efecto que produce. Por ejemplo se
puede usar la deformacion que una fuerza produce en un resorte, como en la
figura 4.1. Si se aplica una fuerza verticalmente a un resorte y se estira una
unidad (figura 4.1a), le asignamos a la fuerza una magnitud unitaria de valor
F. Se aplica ahora otra fuerza al mismo resorte horizontalmente (figura 4.1b),
produciéndole un estiramiento de dos unidades, la magnitud de la fuerza sera
de 2F. Si se aplican simultdneamente las dos fuerzas, el resorte se inclina, co-
mo en la figura 4.1c, y se estira V5 veces. La fuerza equivalente que produce
ese estiramiento del resorte es la suma vectorial de F y 2F. Es decir, la fuerza
es un vector.

Figura 4.1 a) izquierda, b) centro, c) derecha.

El instrumento para medir fuerzas se llama dinamdmetro, es un resorte que se
estira sobre una escala. Si se aplica una fuerza de una unidad sobre el dina-
mometro, el resorte se estira hasta que ejerce una fuerza igual y contraria a la
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aplicada. En la escala se mide el alargamiento del resorte y se le asigna una
unidad de fuerza. De esa manera se calibra el dinamometro y se usa para me-
dir fuerzas, por ejemplo se aplica una fuerza sobre el dinamometro y si se esti-
ra 2.5 unidades, entonces la fuerza aplicada es 2.5 veces la unidad de fuerza.
Este procedimiento es valido para pequefios alargamientos del resorte, ya que
si la fuerza es muy intensa, se puede deformar y no volver a su forma original.

4.2 PRIMERA LEY DE NEWTON.

Antes de 1600 los filosofos afirmaban que el estado natural de la materia era
el reposo. Galileo fue el primero que tuvo una idea distinta del movimiento
haciendo experimentos. Esencialmente sus experimentos consistian en anali-
zar en forma semi-cuantitativa el movimiento de los cuerpos, tratando de eli-
minar toda influencia externa que lo alterara, concluyendo que el estado natu-
ral de los cuerpos no es el reposo, sino el resistirse a una aceleracion. Poste-
riormente, Newton, que naci6 el afio en que murid Galileo, perfecciond los
experimentos de Galileo realizando cuidadosas mediciones experimentales, lo
que le permitié formular las ahora conocidas tres Leyes del Movimiento de
Newton. La primera Ley de Newton se puede enunciar de la siguiente manera:

“Un cuerpo en reposo permanecera en reposo y uno en movimiento conti-
nuara en movimiento con velocidad constante, a menos que actue una fuer-
za sobre el cuerpo que altere su estado de reposo o de movimiento™.

En otros términos se enuncia de la siguiente forma: si la suma de fuerzas que

actua sobre un cuerpo es cero, su aceleracion es cero. Esto significa que la par-
ticula se encuentra en equilibrio de traslacion, y se cumple la condicion:

r

Es importante darse cuenta que esta ley no ha sido probada real y verdadera-
mente, ya que no es posible eliminar totalmente las fuerzas que actian sobre
un cuerpo. Es una generalizacion de la experiencia.
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La primera Ley de Newton se conoce también como Ley de Inercia, porque
define un sistema de referencia inercial. Un sistema de referencia inercial es
aquel en el cual si sobre un cuerpo no actia fuerza alguna, este se mueve con
velocidad constante. En este sistema de referencia se cumple la primera Ley
de Newton.

La Tierra no es un sistema de referencia inercial porque tiene una aceleracion
de 5.9 x 10" m/s? por su traslacién alrededor del Sol y una aceleracién por ro-
tacién en torno a su eje, que en el ecuador vale 3.4 x 10 m/s®>. Como estos son
valores pequefios comparados con g, se puede suponer que la tierra es un sis-
tema de referencia inercial. En la naturaleza no existen los sistemas de refe-
rencia inercial. Un marco de referencia inercial que se mueve con velocidad
constante respecto a las estrellas muy lejanas, aparentemente fijas, es la mejor
aproximacion a un sistema de referencia inercial. Para nuestros efectos, en la
mayoria de los casos consideraremos a la tierra como un sistema de referencia
inercial, ya que para los objetos que se mueven distancias cortas comparadas
con el radio terrestre sobre la superficie, se pueden despreciar los movimientos
de la Tierra.

4.3 CONCEPTO DE MASA.

¢Qué efecto tendra una misma fuerza sobre cuerpos diferentes? No es lo mis-
mo golpear con el pie una pelota que un adoquin. La masa es la propiedad del
cuerpo que determina el efecto de una fuerza aplicada sobre él. Cuando se
quiere cambiar el estado de movimiento de un cuerpo, este se resiste al cam-
bio. La inercia es la propiedad de la materia que hace que se resista a cual-
quier cambio de su movimiento, ya sea en su direccion o rapidez. Por ejemplo,
los pasajeros de un automovil que acelera sienten contra la espalda la fuerza
del asiento, que vence su inercia y aumenta su velocidad. Cuando éste frena,
los pasajeros tienden a seguir moviéndose y se mueven hacia delante, por lo
que deben apoyarse en el asiento delantero para no salir del suyo. Si se realiza
un giro, un paquete situado sobre el asiento se desplazara lateralmente, porque
la inercia del paquete hace que tienda a seguir moviéndose en linea recta.

La masa es el término que se usa para cuantificar la inercia. Como mide la re-
sistencia de un cuerpo a cambiar su estado de movimiento o de reposo, se le
Ilama masa inercial, y esta determinada por la razon entre la fuerza neta sobre
el cuerpo y su aceleracion.
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Otro metodo para encontrar la masa consiste en comparar la fuerzas gravita-
cionales ejercidas sobre dos objetos, uno de ellos de masa desconocida y el
otro de masa conocida. El objeto de masa desconocida se coloca en uno de los
platillos de una balanza y en el otro platillo el conocido. Cuando los dos bra-
zos estan balanceados la fuerza gravitacional es la misma sobre cada uno de
ellos. Entonces las masas de los cuerpos son iguales; cuando la masa se mide
de esta forma se llama masa gravitacional. Experimentos muy precisos indi-
can que ambas masas, inercial y gravitacional, son iguales.

La masa es una propiedad del cuerpo, es independiente del medio que la rodea
y del metodo usado para medirla, para un cuerpo determinado tiene el mismo
valor en cualquier lugar del universo. Es un escalar por lo que cumple las re-
glas de la aritmética comun, en el SI se mide en kg.

4.4 SEGUNDA LEY DE NEWTON.

Cuando la fuerza neta que actta sobre un cuerpo no es cero, el cuerpo se mue-
ve con una aceleracion en la direccion de la fuerza. Experimentalmente se de-
muestra que para una masa fija, si aumenta el valor de la fuerza, su acelera-
cion aumenta proporcionalmente; por ejemplo si F aumenta a 2F la acelera-
cion a aumenta a 2a. Por otra parte, si se aplica una fuerza fija, pero se aumen-
ta el valor de la masa, la aceleracién del cuerpo disminuye proporcionalmente
al aumento de masa, por ejemplo si m aumenta a 2m la aceleracién a disminu-
ye a (¥2)a. Lo opuesto se observa si en lugar de considerar aumento de fuerza
0 de masa, se consideran disminuciones.

La Segunda Ley de Newton se enuncia basandose en estos resultados experi-
mentales, resumiendo esas observaciones en el siguiente enunciado:

“La aceleracion de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza re-
sultante que actua sobre el cuerpo e inversamente proporcional a su masa.”

Escrita en términos matematicos, si Z Iyes la fuerza neta que actua sobre un
cuerpo de masa m, la Segunda Ley de Newton se expresa como:
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(4.2)

Esta ecuacion fundamental muy sencilla y completa, encierra razonamientos
fisicos muy profundos, producto de la experiencia, se conoce como la ecua-
cion fundamental de movimiento. Permite describir el movimiento y la mayor
parte de los fenomenos de la Mecénica Cléasica, (excepto los cambios de opi-
nion de una mujer que se rigen por una fuerza de voluntad o se producen por
motivos de fuerza mayor, son aleatorios, caodticos e impredecibles). Como la
Mecéanica Clasica es valida para cuerpos ‘grandes’ gue se mueven con v << c,
la misma restriccion vale para las Leyes de Newton.

La Segunda Ley de Newton es una expresion vectorial y equivale a tres ecua-
ciones escalares, una en cada direccion X,y y z,

> F, =ma, ZFy =ma,, > F, =ma,.

La Segunda Ley de Newton se puede usar para definir la unidad de medida de
una fuerza. En el sistema internacional, la unidad de medida de fuerza se lla-
ma Newton, que se simboliza por N, se define como la fuerza necesaria para
mover una masa de un kg produciéndole una aceleracién de un m/s?, entonces
1N =1 kg m/s?

Se observa que la primera Ley de Newton es un caso particular de la segunda
ley cuando la fuerza neta es cero, ya que en ese caso la aceleracidn debe ser
cero, por lo tanto es una consecuencia de la segunda ley.

4.5 PESO.

Todos los cuerpos que se dejan en libertad cerca de la superficie terrestre caen
con la aceleracion de gravedad. Lo que los hace caer es la fuerza fundamental
de atraccion gravitacional con que la Tierra atrae a cualquier cuerpo con masa.
Si dos particulas que tienen masas m; y m, estan separadas una distancia r
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medida desde sus centros, como se ve en la figura 4.2, la fuerza de atraccion
gravitacional Fg ejercida por la masa m; sobre la masa m, tiene una magnitud:

m;m,

r.2

Fe =G

donde G = 6.672 x 10" N m%kg®. El cuerpo a su vez ejerce una fuerza de
atraccion sobre la Tierra, pero como la masa de cualquier objeto sobre la Tie-
rra es mucho menor que la masa de la Tierra, el movimiento que el cuerpo le
imprime a la Tierra no se aprecia. A la fuerza de atraccion gravitacional que la
Tierra ejerce sobre un cuerpo en sus cercanias se le llama peso del cuerpo, se
simboliza con P. Es un vector fuerza dirigido hacia el centro de la Tierra, en la
direccion de g, se mide en N.

Figura 4.2 Fuerza de atraccién gravitacional entre masas.

Cuando un cuerpo que es dejado en libertad en las cercanias de la superficie
terrestre, cae con la aceleracion de gravedad, es la fuerza peso P la que le im-
prime al cuerpo una aceleracion g, entonces de la Segunda Ley de Newton, el
peso es:

ZI}—'}:mg:
.

113



Cap. 4 Dindmica de la particula.

Si se quiere evitar que un cuerpo caiga, se debe ejercer una fuerza igual y con-
traria al peso, para que la fuerza neta sea cero. De aqui se obtiene que la mag-
nitud de la fuerza peso es P = mg.

Como g es la misma para dos cuerpos, la relacion de los pesos es igual a la
relacion de las masas de los cuerpos, o sea:

El peso depende de g, varia con la ubicacion geografica y disminuye con la
altura, por lo tanto no es una propiedad del cuerpo y no se debe confundir con
la masa. Una balanza que es un instrumento para comparar fuerzas, se usa en
la préctica para comparar masas. Generalmente se dice que un “kilo’ de aztcar
‘pesa’ 1 kg, aunque el kilogramo es una unidad de masa, no de fuerza.

4.6 TERCERA LEY DE NEWTON.

Cada vez que un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro cuerpo, este reacciona
ejerciendo una fuerza sobre el primero. Las fuerzas en cada cuerpo son de
igual magnitud, y actdan en la misma linea de accion, pero son de sentido con-
trario, como se ve en la figura 4.2. Esto significa que no es posible que exista
una fuerza aislada, es decir, no existe un cuerpo aislado en la naturaleza, cual-
quier fuerza individual es un aspecto de una interaccion mutua entre dos cuer-
pos, que puede ser por contacto directo o por accion a distancia.

Esta propiedad de las fuerzas fue demostrada experimentalmente y expresada
por Newton en su Tercera Ley de Movimiento, que se enuncia como sigue:

“Si dos cuerpos interactuan, la fuerza que el cuerpo 1 ejerce sobre el cuerpo
2 es igual y opuesta a la fuerza que el cuerpo 2 ejerce sobre el cuerpo 1”.

Escrita en términos de una ecuacion se puede escribir:
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(4.3)

donde Fi, (F»1) es la fuerza que ejerce el cuerpo de masa m; (m;,) sobre el
cuerpo de masa m, (m,). Si una de las fuerzas que intervienen en la interaccién
entre dos cuerpos se llama accion, la otra recibe el nombre de reaccion, por
esto la Tercera Ley de Newton se conoce también con el nombre Ley de Ac-
cidén y Reaccion.

Las fuerzas de accion y reaccion actuan siempre en pareja y sobre cuerpos di-
ferentes. Si actuaran sobre el mismo cuerpo no existiria el movimiento acele-
rado, porque la resultante siempre seria cero. Entonces, para que una pareja de
fuerzas se consideren como fuerzas de accion y reaccion, deben cumplir los
siguientes requisitos simultdneamente: deben tener igual magnitud, la misma
direccién, sentido opuesto, actuar en cuerpos diferentes y actuar en parejas.

De las tres leyes de Newton, sélo la segunda y la tercera son independientes,
ya que la primera es una consecuencia de la segunda, cuando la velocidad es
constante o la aceleracion es cero.

Al aplicar las leyes de Newton se deben identificar todas las fuerzas externas
que actlian sobre un cuerpo y dibujar un diagrama de cuerpo libre. Un dia-
grama de cuerpo libre es un esquema donde se muestra el cuerpo aislado o un
punto que lo representa, en el que se dibujan todas las fuerzas aplicadas sobre
el cuerpo. Sobre este esquema se elige un sistema de referencia conveniente
para aplicar las leyes de Newton. Cuando se considera un sistema mecanico
con varios cuerpos, se debe hacer el diagrama de cuerpo libre y aplicar las le-
yes de Newton para cada componente del sistema. La fuerza que produce una
superficie sobre un cuerpo que se encuentra apoyado en la superficie se llama
fuerza normal N, las fuerzas que ejercen cuerdas y cables sobre un cuerpo se
Ilaman fuerza de tension T. A menos que se diga lo contrario, las cuerdas y
poleas que formen parte de un sistema mecanico se consideraran de masa des-
preciable comparada con la masa de los cuerpos en estudio y las cuerdas y ca-
bles se consideraran inextensibles, esto significa que sirven sélo para cambiar
la direccion de la tension cuando pasan por una polea; se dice que son ideales.
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Ejemplo 4.1. Un blogue de 50N de peso se ubica sobre un plano inclinado en
un angulo « de 30° con la horizontal. El blogue se sujeta con una cuerda ideal
que se encuentra fija en la parte superior del plano inclinado, como se mues-
tra en la figura 4.3a. Calcular la tension de la cuerda y la fuerza normal.

Solucion: Se identifican las fuerzas que acttan sobre el cuerpo, estas son:
Fuerza de atraccion de la Tierra, que es su peso P
Fuerza de la cuerda que lo sostiene, que es la tension T

Fuerza que el plano ejerce sobre el cuerpo, que es la normal N

El diagrama de cuerpo libre (DCL) del bloque se muestra en la figura 4.3Db.

it
e
 ;

nu g e
s

gy

i s

Figura 4.3. Ejemplo 1, a) izquierda, b) derecha.

Como el sistema esta en equilibrio, se aplica la primera Ley de Newton en ca-
da direccion x e y:

SF=0= YF, =0, YF =0
Del diagrama de cuerpo libre se obtiene:
ejex: -T+Psena=0
ejey: N-Pcosa=0
Despejando T y N, y reemplazando los valores numéricos, se obtiene:
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T=Psena=50sen30=25N

N =P cosa=50cos30=43.2N

Ejemplo 4.2. El sistema de la figura 4.4a se encuentra en equilibrio. Los ca-
bles forman angulos de 30° y 60° con la horizontal y el blogue pesa 100 N.
Calcular la tension en los cables.

Solucidn: Se hace un diagrama de cuerpo libre para el blogue (figura 4.4b) y
en el nudo de union de las cuerdas (figura 4.4c).

T
60’42

Figura 4.4 Ejemplo 2 a) izquierda, b) centro, ¢) derecha.

Como el sistema esta en equilibrio, se aplica la primera Ley de Newton:
YFE=0=YF =0, YF =0

Del DCL del bloque y en el nudo se obtienen las ecuaciones:

bloque: ejey: T,—P=0 (1)
nudo: eje X: -T3 c0s60 + T, cos30 =0 (2)
ejey: Tzsen60 + T,sen30-T; =0 (3)
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De la ecuacion (1) se obtiene: T;=P =T;=100N
De la ecuacion (2):

cos30
2 c0s60

T3 c0s60 =T, cos30 = T;=T

Reemplazando en las ecuacion (3):

cos30
cos60

T, sen60 + T,sen30 =100

T,(cos30tan60 +sen30)=100 = 2T,=100 = T,=50N

Finalmente:

cos30
cos60

T, =50 T;=86.6 N

Ejemplo 4.3. Si un bloque de masa m se ubica sobre un plano sin roce, incli-
nado un angulo « con la horizontal, como se muestra en la figura 4.5a, par-
tiendo del reposo, resbalaréd una distancia D a lo largo del plano. Describir
su movimiento.

Solucion: como el sistema esta en movimiento, se aplica la segunda Ley de
Newton, en componentes:

Zlf’:mg: > F =ma, > F =ma,

Las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo de masa m son la fuerza de atraccion de
la Tierra, que es su peso Py la fuerza normal N del plano sobre el cuerpo.

Del diagrama de cuerpo libre (figura 4.5b), considerando que el bloque resbala
en direccion del plano, o sea en direccion x, tiene sélo ay y no ay, se obtiene:
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Figura 4.5. Ejemplo 3: a) izquierda, b) derecha.

eje x: P sena = may 1)

ejey: N-Pcosa=ma,=0 (2)

Despejando a,de (1) y N de (2), considerando que P = mg, se obtiene:

ax =g sena

N = mg cosa
Se concluye que la aceleracion del bloque en direccion del plano inclinado es
la componente de g en esa direccién. Estudiando ahora el movimiento del blo-
que, considerando que parte del reposo y se desliza una distancia D, se puede
calcular la rapidez con que llega a la base del plano. Si se considera que el
movimiento del bloque comienza desde el reposo, se puede usar:

V2 = V2, + 2a, AX

VV=0+2(gsena)D =

v=_./2gDsena

ecuacion valida solo para este caso particular. Esto completa la descripcion del
movimiento del bloque sobre el plano inclinado.
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Ejemplo 4.4. En el sistema mecanico de la figura 4.6a, el bloque de masa M
se ubica sobre el plano liso inclinado en un angulo «. La polea por donde
cuelga otro bloque de masa m conectado a M es ideal y la cuerda se conside-
ra inextensible y de masa despreciable. Calcular la aceleracion de las masas
My my latension de la cuerda.

mg

Figura 4.6 Ejemplo 4: a) izquierda, b) centro, c) derecha.

Solucion: El sistema esta en movimiento, por lo que se aplica la segunda Ley
de Newton a cada masa:

Zfzmg: Y. F =ma, > F =ma
Como no se conoce la direccion del movimiento, podemos suponer que el
cuerpo de masa M sube por el plano inclinado, lo que determina el sentido de

la aceleracion del sistema, entonces del DCL para M (figura 4.6b) y para m
(figura 4.6¢), se obtiene:

Para M Para m
ejex: T - Mg sena = Ma (1) ejey: T-mg=-ma (3)

ejey: N-Mgcosa=0 (2)

De (3) se despeja T y se reemplaza en (1):
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T=mg-ma = mg-ma-Mgsena= Ma

m — Msenax

Ma + ma =g(m - M sena) = a
m+ M

Se observa que el signo de a depende del término m - M sena. Ahora se calcu-
la el valor de la tensién reemplazando el valor de aen T:

(m—Msena )

T=mg-m ——

m+ M

T:ﬂg(lmena)
m+ M

4.7 FUERZA DE ROCE.

Cuando un cuerpo es arrojado sobre una superficie comun o cuando un objeto
se mueve a través de un medio viscoso como agua o aire, después de cierto
tiempo se detiene, porque experimenta una resistencia a su movimiento debido
a la interaccion del cuerpo con el medio que lo rodea. Esa resistencia cambia
la velocidad del cuerpo, por lo tanto se mide con una fuerza. Una fuerza de
resistencia de esa naturaleza se llama fuerza de roce o de friccion. Son muy
importantes en la vida cotidiana, ya que por ejemplo nos permiten caminar y
son necesarias para que se realice el movimiento de vehiculos.

La fuerza de roce es paralela a la superficie en el punto de contacto entre dos
cuerpos y tiene direccion opuesta al movimiento, nunca ayudan al movimien-
to. Las evidencias experimentales indican que esta fuerza se produce por la
irregularidad de las superficies, de modo que el contacto se realiza s6lo en
unos cuantos puntos, como se ve en una vista amplificada de las superficies
que se muestra en la figura 4.7. La fuerza de roce a escala microscopica €s
méas compleja de lo que aqui se presenta, ya que corresponde a fuerzas elec-
trostaticas entre atomos o moléculas en los puntos donde las superficies estan
en contacto.
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Si se tiene un bloque en reposo sobre una mesa horizontal y se aplica una pe-
queiia fuerza F (figura 4.8), que se puede medir con un dinamometro, el cuer-
po no se movera. En esta situacion la fuerza de roce equilibra la fuerza aplica-
da (figura 4.8a). La fuerza de roce que actua sobre los cuerpos en reposo se
Ilama fuerza de roce estatico, Fe. La maxima fuerza de roce estatica es igual a
la minima fuerza necesaria para iniciar el movimiento.

Figura 4.7 La irregularidad de la superficie produce la fuerza de roce.

Si aumenta la fuerza aplicada F (figura 4.8b) hasta que el blogue se mueve,
entonces aumenta la fuerza de roce. Cuando el bloque esta apunto de moverse,
la fuerza de roce estatico es maxima. Al aumentar la fuerza aplicada a un valor
mayor que Fgmax, €ntonces comienza el movimiento y el bloque acelera hacia
la derecha. Cuando el bloque esta en movimiento, la fuerza de roce se hace
menor que la Femax, €n este caso se llama fuerza de roce cinética Fc. La fuerza
aplicada no equilibrada con la Fc produce la aceleracion del cuerpo (figura
4.4Db). Si la fuerza aplicada es igual a la Fc el bloque se mueve con velocidad
constante. Si deja de actuar la fuerza aplicada, entonces la fuerza de roce, que
continua actuando, se opone al movimiento hasta detener al bloque.

Experimentalmente se encuentra que para dos tipos de superficies dadas, las
fuerzas de roce estatica y cinética son aproximadamente independientes del
tamafio del area de las superficies en contacto y son proporcionales a la fuerza
normal N.

La fuerza de roce estatico, Fg , es opuesta a la fuerza aplicada y la constante

de proporcionalidad con la normal se llama coeficiente de roce estatico, g,
entonces la magnitud de la fuerza de roce estatico es:
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Cuando el bloque esta apunto de moverse, la fuerza de roce estatico es maxi-
ma, Femax, 10 mismo que el coeficiente de roce es maximo, remax, entonces:

F N

Eméx = /uEmax
La fuerza de roce cinético es opuesta al movimiento, es aproximadamente in-
dependiente de la velocidad con que se mueven las superficies, para velocida-
des ‘pequefias’, si la velocidad aumenta hasta valores muy altos, comienza a
sentirse el efecto de la friccion con el medio donde se mueve el cuerpo. La

constante de proporcionalidad con la normal se llama coeficiente de roce cine-
tico, 1, entonces la magnitud de la fuerza de roce cinético es:

Fo = ucN
Las expresiones de Fc y Fe son empiricas, no representan leyes fisicas fun-
damentales.
Los coeficientes de roce estatico e Yy cinético uc son constantes adimensiona-
les. Sus valores dependen de la naturaleza de las superficies en contacto y en

general para un par de superficies dadas remsx > uc. Algunos valores de los
coeficientes de roce se dan en la tabla 4.1.
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El grafico de la magnitud de la fuerza aplicada F versus la fuerza de roce se
muestra en la figura 4.9. Cuando el cuerpo no esta en movimiento, la fuerza de
roce estatico se equilibra con la fuerza aplicada, hasta que el blogue esta a
punto de moverse, donde la fuerza Fg alcanza su valor maximo. Luego que
comienza el movimiento del bloque, surge la fuerza de roce cinético F¢, que
disminuye rapidamente a un valor constante menor que la fuerza de roce esta-
tico maxima Fgmax, independientemente del valor de la fuerza aplicada.

Tabla 4.1 Algunos valores de coeficientes de roce.

I Superficies UE Uc I

Madera- madera 0.25-0.5 0.2
Acero- acero 0.74 0.57

Vidrio- vidrio 0.94 0.40

Caucho- concreto 0.15 0.06
Cobre- vidrio 0.68 0.53
Hielo- hielo 0.1 0.03
Articulaciones humanas 0.01 0.003

Fr

F Emgs {-mmm e
Fc

Fe
Regiin
astafica

Regidn
cindfica

Figura 4.9. Gréfico de la fuerza de roce.

Ejemplo 4.5. En el sistema mecéanico de la figura 4.10a, se aplica una fuerza
F inclinada un angulo « sobre el cuerpo de masa m, ubicado sobre la mesa
horizontal con coeficiente de roce w. La polea por donde cuelga otro blogque
de masa M no tiene roce y la cuerda se considera inextensible y de masa des-
preciable. Calcular la aceleracion de las masas y la tension de la cuerda.
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Solucion: El sistema esta en movimiento, por lo que se aplica la segunda Ley
de Newton a cada masa:

Zlgzmg: > F,=ma,, > F =ma,

Como no se conoce la direccion del movimiento, podemos suponer que el
cuerpo de masa M desciende y tira a m hacia la derecha, lo que determina el
sentido de la aceleracion del sistema, entonces del DCL para m (figura 4.10b)
y para M (figura 4.10c), en cada direccion x e y, se obtiene:

Figura 4.10. Ejemplo 5. a) izquierda, b) centro, ¢) derecha.

Para m Para M
eje x: T-Fcosa- Fr =ma Q) ejey: T-Mg=-Ma 3
ejey: N+ Fsena-mg=0 2
Ademas se sabe que por definicion, la fuerza de roce es: Fr =u N.
De (2) se despeja N y se reemplaza en Fg:
N=mg-Fsena = Fr=u(mg- Fsena) 4)
De (3)sedespejaT: T= Mg-Ma (5)

Ahora (4) y (5) se reemplazan en (1), lo que permite despejar la aceleracion
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Mg - Ma - Fcosa - u(mg - Fsena) = ma =

(M — zm)g - F(cosa — usena)
M +m

a=

ylatension T
(M — zm)g - F(cosa — usena)
M +m

T=Mg-M

4.8 FUERZA CENTRIPETA.

Una particula que se mueve sobre una trayectoria circular de radio R con rapi-
dez constante, se encuentra sometida a una aceleracion radial de magnitud
V#/R. Por la segunda ley de Newton, sobre la particula act(ia una fuerza en la
direccion de a, hacia el centro de la circunferencia, cuya magnitud es:

Por ser proporcional a la aceleracion centripeta, la fuerza F. se llama fuerza
centripeta. Su efecto es cambiar la direccion de la velocidad de un cuerpo. Se
puede sentir esta fuerza cuando se hace girar a un objeto atado a una cuerda,
ya que se nota el tiron del objeto. Las fuerzas centripetas no son diferentes de
otras fuerzas ya conocidas, su nombre se debe a que apunta hacia el centro de
una trayectoria circunferencial. Cualquiera de las fuerzas ya conocida pueden
actuar como fuerza centripeta si producen el efecto correspondiente, como ser
la tension de una cuerda, una fuerza de roce, alguna componente de la normal,
la fuerza gravitacional en el caso de movimientos de planetas y satélites, etc.

Ejemplo 4.6. Un cuerpo de masa m, sujeto al extremo de una cuerda de longi-
tud L, que describe una trayectoria circular en el plano horizontal, genera
una superficie conica (figura 4.11a), por lo que se llama péndulo cénico. Cal-
cular la rapidez y el periodo de revolucion de la masa.
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g

Figura 4.11 Ejemplo 6. a) izquierda, b) derecha.

Solucion: La particula esta sometida a una aceleracion centripeta, y la fuerza
centripeta correspondiente esta dada por la componente de la tension de la
cuerda en direccion radial hacia el centro de la circunferencia. De la segunda
Ley de Newton

Zlgzmg:ZFX =ma,, » F,=ma,
aplicada al DCL de m que se muestra en la figura 4.11b), se tiene:
eje x: T sena=ma=mVvi/r
ejey: Tcosa-mg=20

Despejando T de la ecuacion del eje y y reemplazando en la ecuacién del eje x,

2

mg
—SeNa=M—=
COSa r
v2
fana = —

rg

De la geometria de la figura, r = L sene, reemplazando se puede despejar la
rapidez de m:
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v’ = gLsena(tana ) =

v=.gLsena(tana)

Para calcular el periodo 7, esto es el tiempo que demora en dar una vuelta, se
sabe que Ax = vAt, con Ax = 2z r, entonces:

2nr  27lsena
v ./Lgsena(tan )

oo, |LCOSa
g

Se puede observar que el periodo es independiente del valor de la masa m del
péndulo.

At =

4.8.1 La descripcion del peralte.

Para un cuerpo como un vehiculo o un vagon de tren que se mueven descri-
biendo una trayectoria curva de radio r, sobre el vehiculo debe actuar una
fuerza centripeta para evitar que continde moviéndose en linea recta y se salga
de la pista; esta es la fuerza para hacer que el vehiculo gire por la pista curva.
La fuerza centripeta necesaria la da el roce de los neumaticos o las pestafias de
las ruedas del tren. Para no tener que confiar en el roce o reducir el desgaste
de los rieles y pestafias, la carretera o la via pueden inclinarse, como en la fi-
gura 4.12a. A la inclinacion de la pista o via se le Ilama angulo de peralte, «.
En este caso la componente de la normal dirigida hacia el centro de curvatura
proporciona la fuerza necesaria para mantener al movil en la pista.

Para una pista curva de radio r, con angulo de peralte ¢, para la que se consi-
dera la fuerza de roce Fg, la fuerza centripeta corresponde a las componentes
de la normal y de la fuerza de roce hacia el centro de curvatura de la pista. Son
estas componentes las que producen la aceleracién centripeta que mantiene al
vehiculo de masa m sobre la pista. Del diagrama de cuerpo libre de la figura
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4.12b, se puede calcular la fuerza de roce necesaria para que el vehiculo no se
salga de la pista, por la segunda ley de Newton, se obtiene:

¥
2 N
Jg" X
mg

Figura 4.12 a) Angulo de peralte en una pista curva (izquierda), b) DCL de m (izquierda).

2

eje x :—Nsena — F cosa = —-m—
r

ejey:Ncosa —Fgsena—mg =0

Multiplicando por cosa la ecuacion en x y por sena la ecuacion en y, y su-
mandolas, se obtiene:

V2
Fr = m[ cosa — gsenaJ
r

Casos particulares.

a) Sino se considera el roce, la Fr = 0y la ecuacion anterior se reduce a:

2

'
——cosa—gsena =0
r

Y,
=taha=—
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Se observa que el angulo de peralte o depende de la rapidez y del radio de la
trayectoria curva y es independiente de la masa del vehiculo. Para un cierto
valor del radio, no existe un angulo que satisfaga la ecuacién para todas las
rapideces, por lo tanto las curvas se peraltan para una rapidez media. Por
ejemplo, siv =72 km/hr =20 m/s, y r = 100 m, se obtiene:

2
a = arctan L =22.2°
100x9.8

b) Para el caso en que la curva o via no tiene peralte, o = 0, la expresion para
Fr se reduce a:

La rapidez maxima que puede tener el movil al girar sobre una carretera o via
sin peralte, corresponde a aquella en la cual esta a punto de resbalar hacia
afuera, en este caso debe actuar la Frysx para obtener la rapidez maxima, que
no se debe superar para que el vehiculo no se salga de la pista:

I:Rmax :/uEmaxl\I = HemaxMg =

2
V" max

r

MHemaxMg =M = Viax =/ Hemaxl9

Este tratamiento completa una descripcion basica para entender como se de-
ben inclinar las vias de trenes o carreteras en las curvas, para que los vehiculos
al entrar en las curvas no se salgan de su pista para evitar accidentes.
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4.9 BREVE DESCRIPCION DE APLICACIONES DE ALGUNAS FUER-
ZAS EN LA MEDICINA.

4.9.1 Fuerza peso.

La fuerza de gravedad que ejerce la Tierra sobre los objetos cerca de su super-
ficie se conoce como el peso del cuerpo. Esta fuerza es la que hace que todos
los cuerpos en caida libre caigan con g. La fuerza de gravedad sobre un cuerpo
extenso, requiere una especial consideracion, porque actla sobre cada particu-
la del objeto, la suma de todas estas fuerzas representa el peso del cuerpo. El
punto donde se considera que actua esta fuerza total de gravedad se denomina
centro de gravedad del cuerpo (c.g.) Si el cuerpo es simétrico, el centro de
gravedad se ubica en el centro geomeétrico, y puede estar localizado dentro o
fuera del cuerpo. Si el objeto es asimétrico tal como el brazo de una persona,
gue se muestra en la figura 4.13, el c.g. se ubicara mas cerca de su parte mas
masiva y si ademas el objeto es flexible, como el cuerpo humano, la posicion
del centro de gravedad varia si el objeto cambia de forma, por ejemplo el c.g.
estando parado es diferente que estando inclinado, en el primer caso se ubica
cerca del ombligo (dentro del cuerpo) y en el segundo caso incluso puede estar
fuera del cuerpo.

4.9.2 Fuerza muscular.

La postura y el movimiento de los animales estan controlados por fuerzas pro-
ducidas por los musculos. Un masculo consta de un gran numero de fibras cu-
yas células son capaces de contraerse al ser estimuladas por impulsos que lle-
gan a ellas procedentes de los nervios. Un musculo esta generalmente unido
en sus extremos a dos huesos diferentes por medio de tendones (figura 4.13).
Los dos huesos estan enlazados por una conexion flexible Ilamada articula-
cién. La contraccion del musculo produce dos pares de fuerzas que actdan so-
bre los huesos y los masculos en el punto donde estan ligados los tendones. La
fuerza maxima que puede ejercer un musculo depende del area de su seccion
transversal, y en el hombre es de unos 30 a 40 N/cm®. Esto es, para producir
una fuerza muscular de 600N se necesita un masculo con una seccion trans-
versal 15 a 20 cm®. El estudio del funcionamiento de las fuerzas musculares
para producir movimiento y equilibrio en el hombre recibe el nombre de Kine-
siologia o0 biomecanica. Es de particular importancia para atletas y terapeutas
fisicos, quienes necesitan saber qué fuerzas se requieren para producir movi-
mientos especificos del cuerpo.
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del mefigue

Extensor
propio

Tanddn

Deltoid
[riceps
del triceps
rachal
externo
2 radial
axterno
Cubital
anterior
Cubital
posterior
Extensor comuan~
de los dedos
Extensor corto
del pulgar

1

Figura 4.13 Musculos del brazo y ubicacién del centro de gravedad.

4.9.3 Fuerza de roce.

Si un objeto se mueve dentro de un fluido la fuerza de roce se denomina fuer-
za de roce viscoso, y su valor es pequefio si se compara con el roce entre su-
perficies solidas. Por lo tanto el uso de liquidos lubricantes como el aceite, que
se interpone entre las superficies en contacto, disminuye bastante el roce. Anéa-
logamente, una capa de aire suministra un soporte casi sin roce para los vehi-
culos aerodeslizantes o para mesas experimentales de aire.

Al caminar o correr, no advertimos roce en las rodillas ni en las articulaciones
de las piernas. Estas y muchas otras articulaciones se encuentran bien lubrica-
das mediante el liquido sinovial, que pasa a través del cartilago que las reviste
cuando ellas se mueven (figura 4.14). Este lubricante tiende a ser absorbido,
cuando la articulacién esta en reposo, aumentando entonces el rozamiento y
facilitando el mantener una posicion fija. Esto constituye un excelente ejemplo
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de la sabia ingenieria biologica empleada por la naturaleza. El roce, por un
lado limita la eficiencia de maquinas y motores, pero por otro lado, hacemos
uso del roce en un gran nimero de situaciones, como en el frenar de automo-
viles, las correas transportadoras, al escribir, caminar...etc.

Férnur Rotula

Bolsas
sinoviales

|

J{/;{eginn que soporta la
g carga exprimida
Tibia

Figura 4.14 Lubricacién de articulaciones por el liquido sinovial.

Ejemplo 4.7. La figura 4.15 muestra la forma del tendén del cuadriceps al pa-
sar por la rétula. Si la tension T del tenddn es 1400 N. Calcular la a) la magni-
tud y b) la direccion de la fuerza de contacto F ejercida por el fémur sobre la
rotula.

Solucion. El diagrama de fuerzas corres-
pondiente a la rétula, se muestra en la
misma figura 4.15. Como el sistema esta en
equilibrio, se aplica la primera ley de New- S Jeoe
ton, que en componentes se escribe de la : '
siguiente forma:

rétula

Figura 4.15 Ejemplo 7.
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XF, =0= Fcosa—Tcos37°—-Tcos80° =0
YF, = 0= Fsena +Tsen37° —Tsen80° = 0

Reemplazando los valores de la fuerza T se tiene:
F cosa —1400c0s37° —1400c0s80° =0

Fsena +1400sen37° —1400sen80° =0
De la primera ecuacion se obtiene:  F cosa =1361.2N
De la segunda ecuacion se obtiene:  Fsena =536.2N

Los valores obtenidos corresponden a las componentes rectangulares de F, por
lo tanto su magnitud es:

F = /536.22 +1361.2°
E =1463N

Y su direccién es: tga = Fsena: _ 530.2 0.39
Fcosa 1361.2

a = 215°

Por lo tanto la fuerza de compresion F que ejerce el hueso sobre la rétula tiene
un valor de 1463 N y actua en un angulo de 21,5° respecto a la horizontal.
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PROBLEMAS.

Este libro de Fisica, estd apoyado en el extremo superior de un resorte
vertical, que a su vez esta ‘parado’ sobre una mesa. Para cada compo-
nente del sistema libro-resorte-mesa-tierra: a) dibujar el diagrama de
cuerpo libre, b) identificar todos los pares de fuerzas de accion y reac-
cion.

De acuerdo con la leyenda, un caballo aprendio las leyes de Newton.
Cuando se le pidio que tirara una carreta, se negé rotundamente argu-
mentando que si él tiraba la carreta hacia delante, de acuerdo con la ter-
cera ley de Newton habria una fuerza igual hacia atras. De esta manera,
las fuerzas estarian balanceadas y de acuerdo con la segunda ley de
Newton, la carreta no aceleraria. Pero como usted es mas diablazo que
el caballo, sabe que la carreta se mueve ;Como podria usted razonar con
este misterioso caballo, para hacerlo entender?

Dos alumnos ubicados en los bordes opuestos de un camino recto tiran a
un carro por el camino, con fuerzas de 160 N y 200 N, que forman un
angulo de 30° y 60° respectivamente, con la direccion del camino. a)
Calcular la magnitud de la fuerza resultante y la direccion en la que se
movera el carro. b) Calcular la fuerza necesaria para que el carro se
mueva en la direccion del camino. R: a) 256.1N, -21.3°, b) F, = 128N.

Una fuerza dependiente del tiempo, F = (8i — 4tj) N (donde t esta en se-
gundos), se aplica a un objeto de 2 kg inicialmente en reposo. a) ¢En qué
tiempo el objeto se movera con una velocidad de 15 m/s? b) (A qué dis-
tancia estd de su posicion inicial cuando su velocidad es 15 m/s? c)
¢Cual es la posicion del objeto en este tiempo? R: a) 3s, b) 20.1m, c)
18i-9] m

Tres fuerzas F; = (-2i + 2j)N, F, = (5i — 3))N, y F3 = (-45i)N que actu-
an sobre un objeto le producen una aceleracion de valor 3 m/s?. a) ¢Cuél
es la direccion de la aceleracion? b) Cual es la masa del objeto? c) Si el
objeto esta inicialmente en reposo, calcular su velocidad después de
10s? R: a) 1.4° b) 14 kg, c) 30 m/s.
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Calcular la tension en cada cuerda en los sistemas que se muestran en
las figuras 4.13, 4.14 y 4.15. Las masas son de m kg y la inclinacion de
los planos es « grados. Hacer todas las suposiciones necesarias.

Una masa de 5kg cuelga de una cuerda de 1m de longitud que se en-
cuentra sujeta a un techo. Calcular la fuerza horizontal que aplicada a la
masa la desvie 30 cm de la vertical y la mantenga en esa posicion. R:
15.7 N.

Figura 4.13 Figura 4.14 Figura 4.15

Una arafia de 2 x 10 kg esta suspendida de una hebra delgada de tela-
rafia. La tensidon maxima que soporta la hebra antes de romperse es 2.1 X
10 N. Calcular la aceleracién méaxima con la cual la arafia puede subir
por la hebra con toda seguridad. R: 0.5m/s’.

Una fuerza F aplicada sobre una masa m; le produce una aceleracion de
3m/s®. La misma fuerza aplicada a una masa m, le produce una acelera-
cién de 1m/s?. a) Calcular el valor de la proporcién my/m,. b) Si se com-
bina;n m; y m,, calcular la aceleracion producida por F. R: a) 1/3, b) 0.75
m/s”.

La velocidad promedio de una molécula de nitrogeno en el aire es cer-
cana a 6.7x10°m/s y su masa aproximadamente de 4.68x10%°kg. a) Si se
requieren 3x10™%s para que una molécula de nitrégeno golpee una pared
y rebote con la misma rapidez pero en direccion opuesta, calcular la ace-
leracion promedio de la molécula durante ese intervalo de tiempo. b)
Calcular la fuerza promedio que ejerce la molécula sobre la pared. R: a)
4.5x10" m/s?, b) 2.1x10™°N.
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Sobre el planeta X un objeto pesa 12 N. En el planeta Y, donde la mag-
nitud de la aceleracion de caida libre es 1.6g, el objeto pesa 27 N. Calcu-
lar: a) la masa del objeto y b) la aceleracion de caida libre en el planeta
X? R: a) 1.7 kg, b) 7m/s.

Los instrumentos de un globo sonda meteoroldgico tienen una masa de 1
kg. a) El globo se suelta y ejerce una fuerza hacia arriba de 5 N sobre los
instrumentos. ¢Cudl es la aceleracion del globo y de los instrumentos?
b) Después de que el globo ha acelerado durante 10 segundos, los ins-
trumentos se sueltan. ¢Cual es velocidad de los instrumentos en el mo-
mento en que se sueltan? c) ¢cual es la fuerza neta que actua sobre los
instrumentos después de que se sueltan? d) ¢En qué momento la direc-
cion de su velocidad comienza a ser hacia abajo?

Una mano ejerce una fuerza horizontal de 5 N para mover hacia la dere-
cha a dos bloques en contacto entre si uno al lado del otro, sobre una su-
perficie horizontal sin roce. El bloque de la izquierda tiene una masa de
2 kg y el de la derecha de 1 kg. a) Dibujar el diagrama de cuerpo libre
para cada bloque. Calcular: b) la aceleracion del sistema, c) la acelera-
cion y fuerza sobre el blogue de 1 kg, d) la fuerza neta actuando sobre
cada cuerpo. R: b) 5/3 m/s, ¢) 5/3 m/s®, 5/3N, d) 5 N.

Dos bloques de masas M y 3M ubicado a la derecha de M, que estan so-
bre una mesa horizontal lisa se unen entre si con una varilla de alambre
horizontal, de masa despreciable. Una fuerza horizontal de magnitud
2Mg se aplica sobre M hacia la izquierda. a) Hacer los diagrama de
cuerpo libre. b) Calcular la aceleracion del sistema. ¢) Calcular la ten-
sion del alambre. R: b) 5 m/s?, ¢) 15M (N).

Dos bloques de 1y 2 kg, ubicados sobre planos lisos inclinados en 30°,
se conectan por una cuerda ligera que pasa por una polea sin roce, como
se muestra en la figura 4.15. Calcular: a) la aceleracion de cada bloque,
b) la tension en la cuerda.

Respecto al problema anterior, si la aceleracién cuando los planos son

rugosos fuera Y2 de la calculada en ese problema, calcular: a) el coefi-
ciente de roce, b) la tension en la cuerda.
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Un trineo de 50 kg de masa se empuja a lo largo de una superficie plana
cubierta de nieve. El coeficiente de rozamiento estatico es 0.3, y el co-
eficiente de rozamiento cinético es 0.1. a) ¢Cual es el peso del trineo? b)
¢Qué fuerza se requiere para que el trineo comience a moverse? c¢) ;Que
fuerza se requiere para que el trineo se mueva con velocidad constante?
d) Una vez en movimiento, ¢qué fuerza total debe aplicarsele al trineo
para acelerarlo a 3 m/s*?

Pepe anda esquiando, cuando en algin momento sube 5 m deslizandose
por la pendiente de un cerrito nevado en sus esquies, saliendo desde la
cima ubicada a 3 m de altura respecto a la horizontal, con una rapidez de
10 m/s. El coeficiente de roce entre la nieve y los esquies es 0.1. a) Cal-
cular la rapidez con la cual el esquiador comienza a subir la pendiente.
b) Determine la distancia horizontal que vuela Pepe cuando sale de la
punta del cerro. R: a) 13 m/s, b) 12.8 m.

Dos bloques de masas 1y 2 kg (figura 4.16) cuelgan de los extremos de
una cuerda ligera y flexible que pasa por una polea sin roce, sujeta al te-
cho; el sistema se llama méaquina de Atwood. Si en el instante inicial los
Cuerpos se encuentran en reposo y a 1 'y 2 m respectivamente del suelo,
a) dibujar el diagrama de cuerpo libre para cada bloque. b) Escribir las
ecuaciones de movimiento para cada cuerpo. ¢) Determinar la posicion y
la velocidad de cada cuerpo un segundo después de empezar a moverse.
d) Calcular el valor de la tension de la cuerda cuando el sistema esta en
movimiento. R: ¢) 8/3 m; 1/3 m; 10/3 m/s, d) 13.3 N.

El bloque de masa m de la figura 4.17 parte del reposo, deslizandose
desde la parte superior del plano inclinado 30° con la horizontal. El co-
eficiente de roce cinético es 0.3. a) Calcular la aceleracion del bloque
mientras se mueve sobre el plano. b) Calcular la longitud del plano si el
bloque sale con una rapidez de 5 m/s. ¢) Si el blogue cae al suelo a una
distancia horizontal de 3 m desde el borde del plano, determine el tiem-
po total del movimiento. R: a) 2.4 m/s?, b) 5.2 m, c) 2.8 s.

En el sistema de la figura 4.18, se aplica una fuerza F sobre m. El coefi-
ciente de roce es u entre cada cuerpo y los planos. Deducir la expresion
de la magnitud de F para que el sistema se mueva: a) con rapidez cons-
tante, b) con aceleracién constante.

R: b) Mg(ucosa+sena)+umg+a(m+M).
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4.22. En el sistema de la figura 4.19, la fuerza F paralela al plano inclinado
empuja al bloque de masa m haciéndolo subir sobre el plano, de coefi-
ciente de roce . Calcular en funcién de m, F, g, # Y «, la aceleracion
del bloque. R: F/m -g(ucosa + sena).

4.23. Una fuerza F se aplica a un pequefio bloque de masa m para hacerlo
moverse a lo largo de la parte superior de un bloque de masa My largo
L. El coeficiente de roce es u entre los bloques. El bloque M desliza sin
roce en la superficie horizontal. Los bloques parten del reposo con el
pequefio en un extremo del grande, como se ve en la figura 4.20. a) Cal-
cular la aceleracién de cada bloque relativa a la superficie horizontal. b)
Calcular el tiempo que el blogue m demora en llegar al otro extremo de
M, en funcion de L y las aceleraciones. R: a) (F-zmg)/m, umg/(m+M),
b) [2L/(as-a;)]"*.

4.24. En el sistema de la figura 4.21, el brazo del péndulo es de longitud A y
la cuerda de largo L. a) Calcular la rapidez tangencial para que el siste-
ma gire en torno al eje de rotacion que pasa por la barra vertical, de mo-
do que la cuerda que sostiene a la masa m forme un angulo de 30° con la
vertical. b) Calcular la tension de la cuerda. c) Si el sistema da una vuel-
ta en 30 s, determinar el angulo que forma la cuerda con la vertical. R:
a) [(I+Lsena) gtana]"?, b) mg/cosa.

Figura 4.16 Figura 4.17 Figura 4.18
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1l

Figura 4.19 Figura 4.20 Figura 4.21

Para que un satélite tenga una orbita circular con rapidez constante, su
aceleracion centripeta debe ser inversamente proporcional al cuadrado
del radio r de la orbita. a) Demuestre que la rapidez tangencial del saté-
lite es proporcional a r 2. b) Demuestre que el tiempo necesario para

completar una 6rbita es proporcional a r*%.

Un bloque de masa M se ubica sobre un pequefio plano inclinado un an-
gulo « sin roce, que tiene su extremo inferior fijo a un eje vertical que
puede girar. En algin momento el eje gira con el plano con rapidez
constante. Demostrar que si la masa asciende desde la base del plano, su

rapidez cuando ha subido una distancia L es v=-./gLsenc .

La masa m; sobre una mesa horizontal sin friccidn se conecta a la masa
m, por medio de una polea moévil y una polea fija sin masas (figura
4.22). a) Si a; y a, son magnitudes de las aceleraciones de m; y m,, res-
pectivamente, determinar una relacion entre estas aceleraciones. Deter-
minar expresiones para: b) las tensiones en las cuerdas, y c) las acelera-
ciones a; y a, en funcién de m;, my y g.

Calcular la fuerza F que debe aplicarse sobre un blogue A de 20 kg para
evitar que el bloque B de 2 kg caiga (figura 4.23). El coeficiente de fric-
cion estéatico entre los bloques Ay B es 0.5, y la superficie horizontal no
presenta friccion. R: 480N.
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T

Figura 4.22 Figura 4.23

Demuestre que la rapidez maxima que un movil puede tener en una ca-
rretera sin peralte es v, =/ u#Rg, donde x es el coeficiente de roce y R

el radio de la curva.

Calcular el angulo de peralte de una carretera en una curva de radio
150m, para que un camion de 15 toneladas pueda girar con una rapidez
de 70km/hr, sobre un pavimento cubierto de escarcha. R: 14°.

La figura 4.24 muestra la cabeza de un paciente en traccion de cuello
sobre una plataforma mavil sin roce. Se tienen las siguientes fuerzas: F,
fuerza ejercida por la venda sobre la cabeza, F. fuerza ejercida por el
cuello sobre la cabeza, N fuerza ejercida por la mesa sobre la cabeza, P
peso de la cabeza. a) Dibujar el diagrama de fuerzas correspondiente a la
cabeza. b) Indicar la reaccion a cada una de las fuerzas anteriores. c)
¢Sobre quién actla la fuerza gravitacional? d) ¢En la base a qué leyes se
obtiene el valor de la tension en las vértebras del cuello? e) ¢Cual es el
valor de la tension en el cuello?

Figura 4.24 Figura 4.25
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El tenddn del biceps de la figura 4.25 ejerce una fuerza F de 70 N sobre
el antebrazo. El brazo aparece doblado, de tal manera que esta fuerza
forma un angulo de 40° con el antebrazo. Hallar las componentes de F:
a) Paralela al antebrazo (fuerza estabilizadora), b) Perpendicular al ante-
brazo (fuerza de sostén).

Calcular la fuerza total aplicada a la cabeza del paciente por el dispositi-
vo de traccion de la figura 4.26.

La figura 4.27 representa la cabeza de un nifio inclinada sobre un libro.
La cabeza pesa 30N y esta sostenida por la fuerza muscular ejercida por
los extensores del cuello y por la fuerza del contacto F,, ejercida en la
articulacion atlantooccipital. Dado que el médulo de F,, es 45 N y que
esta dirigido 35° por debajo de la horizontal, calcular: a) la magnitud y
b) la direccion de F..

Figura 4.26 Figura 4.27
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CAPITULO 5. TRABAJO Y ENERGIA.

El problema fundamental de la Mecanica es describir como se moveran los
cuerpos si se conocen las fuerzas aplicadas sobre él. La forma de hacerlo es
aplicando la segunda Ley de Newton, pero si la fuerza no es constante, es de-
cir la aceleracion no es constante, no es facil determinar la velocidad del cuer-
PO ni tampoco su posicion, por lo que no se estaria resolviendo el problema.

Los conceptos de trabajo y energia se fundamentan en las Leyes de Newton,
por lo que no se requiere ningun principio fisico nuevo. Con el uso de estas
dos magnitudes fisicas, se tiene un método alternativo para describir el movi-
miento, espacialmente Gtil cuando la fuerza no es constante, ya que en estas
condiciones la aceleracion no es constante y no se pueden usar las ecuaciones
de la cinematica anteriormente estudiadas. En este caso se debe usar el proce-
so matematico de integracion para resolver la segunda Ley de Newton. Ejem-
plos de fuerzas variables son aquellas que varian con la posicién, comunes en
la naturaleza, como la fuerza gravitacional o las fuerzas elasticas.

5.1 TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE.

Si la fuerza F que actua sobre una particula es constante (en magnitud y direc-
cion) el movimiento se realiza en linea recta en la direccion de la fuerza. Si la
particula se desplaza una distancia x por efecto de la fuerza F (figura 5.1), en-
tonces se dice que la fuerza ha realizado trabajo W sobre la particula de masa
m, que en este caso particular se define como:

Figura 5.1 Fuerza horizontal constante que realiza un desplazamiento x.
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Si la fuerza constante no actua en la direccion del movimiento, el trabajo que
se realiza es debido a la componente x de la fuerza en la direccion paralela al
movimiento, como se ve en la figura 5.2a. La componente y de la fuerza, per-
pendicular al desplazamiento, no realiza trabajo sobre el cuerpo.

Figura 5.2a Fuerza constante que forma un angulo ¢« con el desplazamiento x.

Si a es el angulo medido desde el desplazamiento x hacia la fuerza F, el valor
del trabajo W es ahora:

W = (F cosa)x

De acuerdo a la ecuacion anterior, se pueden obtener los siguientes conclusio-

nes:

a) si a = 0° es decir, si la fuerza, como en la figura 5.1, o una componente de
la fuerza, es paralela al movimiento, W = (F cos 0) x = F x;

b) si =900 es decir, si la fuerza o una componente de la fuerza es perpendi-
cular al movimiento, W = (F cos90) x = 0, no se realiza trabajo;

c) si la fuerza aplicada sobre el cuerpo no lo mueve, no realiza trabajo ya que
el desplazamiento es cero;

d) si 0 < <900 es decir, si la fuerza tiene una componente en la misma di-
reccion del desplazamiento, el trabajo es positivo;

e) si 90° < a < 180°, es decir, si la fuerza tiene una componente opuesta a la
direccion del desplazamiento, el trabajo es negativo.

De estas conclusiones se deduce que el trabajo, para una fuerza constante, se
puede expresar de la siguiente forma:
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W=F.r

El trabajo es una magnitud fisica escalar, obtenido del producto escalar de los
vectores fuerza y posicion. De la expresion anterior, por la definicion de pro-
ducto escalar, queda claro que el trabajo puede ser positivo, negativo o cero.
Su unidad de medida en el SI es N m que se llama Joule, simbolo J.

Otras fuerzas acttan sobre el cuerpo de masa m (peso, roce, normal, etc.), por
lo que la ecuacidn anterior se refiere solo al trabajo de la fuerza F en particu-
lar; las otras fuerzas también pueden realizar trabajo. En la figura 5.2 las fuer-
zas peso y normal no realizan trabajo ya que son perpendiculares al desplaza-
miento y la fuerza de roce realiza trabajo negativo, ya que siempre se opone al
desplazamiento. EIl trabajo total sobre la particula es la suma escalar de los
trabajos realizados por cada una de las fuerzas.

Ejemplo 5.1: Con una fuerza de 250 N que forma un angulo de 60° con la
horizontal se empuja una caja de 50 kg, en una superficie aspera horizontal
(figura 5.2a). La caja se mueve una distancia de 5m con rapidez constante.
Calcular: a) el trabajo realizado por cada fuerza, b) el coeficiente de roce.

Solucién: Las fuerzas que acttan sobre la caja son F, normal, roce y peso, el
diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 5.2b.

g

Figura 5.2b. Ejemplo 5.1

a) La definicion de trabajoes W = F -, que se aplica a cada fuerza
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Para F: We = (F cosa) x = 250x(c0s60)x5 = 625 J

ParaN: Wy=(Ncos90)x=0

Paramg: W, = (mg cos270) x =0

Para Fr: Wi = (Fr c0s180) x,

Como no se conoce el valor de la fuerza de roce, se debe calcular, del DCL y
aplicando la primera ley de Newton, ya que la caja se mueve con rapidez
constante, se obtiene:

Eje x: Fcosa -Fr=0 (1)

Ejey: Fsena+N -mg=0 (2)

De (1) Fr = F cosa = 250 x cos60 = 125 N, reemplazando en el trabajo,

Wr = 125xc0s180x5 = -625 J

b) Por definicion, Fr =u N, despejando N de (2) se tiene N = mg - F seng,
entonces:

F
F. = u(mg - Fseng)= y=—F
s = #(mg )= u mg — Fsena
= 125 =0.44
50 x10 — 250sen60

U

5.2 TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE.

Si una fuerza variable F estd moviendo a un objeto a lo largo del eje x desde
una posicién inicial a otra final, ya no se puede usar la expresion anterior para
calcular el trabajo realizado por la fuerza. En este caso se puede hacer que el
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cuerpo experimente pequefios desplazamientos dx, entonces la componente F,
de la fuerza en la direccion del desplazamiento se puede considerar aproxima-
damente constante en ese intervalo dx y se puede calcular un trabajo dW en
ese pequefio desplazamiento como:

dW = F, dx

Si se calcula el trabajo total en el desplazamiento desde la posicion inicial a la
final, este es igual a la suma de todos los pequefios trabajos dW, esto es:

W =[dW =W = " F,dx

Matematicamente, el valor de la integral es numéricamente igual al area bajo
la curva de F, versus x (figura 5.3). Si actian mas de una fuerza sobre el cuer-
po, el trabajo resultante es el realizado por la componente de la fuerza resul-
tante en direccion del desplazamiento, entonces en términos del producto es-
calar en tres dimensiones, el trabajo total es:

I

TOTAL — J.Z F-dr (5.1)

r

Figura 5.3
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Ejemplo 5.2: Calcular trabajo realizado por un resorte.

Un sistema fisico comun en el que la fuerza varia con la posicion, es el de un
cuerpo conectado a un resorte. Si el resorte, orientado en direccion del eje X,
se deforma desde su configuracion inicial, es decir se estira 0 se comprime,
por efecto de alguna fuerza externa sobre el resorte, instantaneamente actua
una fuerza F producida por el resorte contra el objeto que ejerce la fuerza ex-
terna, cuya magnitud es:

F=-kx

donde x es la magnitud del desplazamiento del resorte desde su posicién no
deformada en x = 0 y k una constante positiva, llamada constante de fuerza
del resorte, que es una medida de la rigidez (dureza) del resorte. Esta ecuacion
se llama Ley de Hooke, y es valida para pequefios desplazamientos, ya que si
el resorte se estira demasiado, puede deformarse y no recuperar su forma ori-
ginal. El signo negativo indica que la direccion de esta fuerza es siempre
opuesta al desplazamiento, como se ilustra en la figura 5.4, donde F represen-
ta la fuerza producida por el resorte.

Fasorte erlirado

L. e Teeme asem

-_— & Teckmm  am

-_— & Teckmm  am

I=-If-

Figura 5.4
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Si el cuerpo se desplaza desde una posicion inicial a la final, el trabajo reali-
zado por el resorte es:

W = [ (— kx)dx = ;kxi2 - ; kx4

Por ejemplo, para un resorte de k = 100 N/m, que se estira 10 cm (= xy), el tra-
bajo que realiza la fuerza del resorte para recuperar su posicion inicial no de-
formada (x; = 0) es 0.5 J.

5.3 ENERGIA CINETICA.

Cuando se hace trabajo contra el roce, se observa que en la superficie de los
cuerpos en contacto se produce un aumento de temperatura. Es porque se ha
producido una transformacion desde movimiento a calor, es decir que se ha
producido una transferencia de energia de movimiento a energia calérica. En
otras transformaciones se produce energia en forma de luz, sonido, eléctrica,
nuclear, etc. En las transformaciones se miden cambios de energia cuando se
realiza trabajo, aparecen las fuerzas que realizan trabajo, por lo tanto el trabajo
es una medida de las transferencias de energia. EI concepto de energia se pue-
de generalizar para incluir distintas formas de energia conocidas como cinéti-
ca, potencial, caldrica, electromagnética, etc. De esta forma, la mecanica de
los cuerpos en movimiento se relaciona con otros fendmenos naturales que no
son mecanicos por intermedio del concepto de energia. EI concepto de energia
invade toda la ciencia y es una de las ideas unificadoras de la Fisica.

Cuando una fuerza actua sobre un cuerpo, le produce una aceleracion durante
su desplazamiento. El trabajo realizado por la fuerza para mover al cuerpo es:

rf
WroraL = J.ri Z'f'dr
Por la segunda Ley de Newton se tiene:
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reemplazando en el trabajo total, se obtiene:

Wiora, = jrrf mv:j:-dr = mjvvo vdv = ;mv2 —;mvg

La cantidad %mv?, se llama energia cinética, E, es energia que se obtiene por
el movimiento, es siempre positiva porque la rapidez esta al cuadrado.

(5.2)

Por lo tanto, el trabajo realizado por la fuerza resultante sobre una particula es
igual al cambio de energia cinética, enunciado que se conoce como el Teore-
ma del Trabajo y la Energia. Cuando la rapidez es constante, no hay varia-
cion de energia cinética y el trabajo de la fuerza neta es cero. La unidad de
medida de la energia cinética es el Joule, J.

5.4 POTENCIA.

Para fines practicos interesa también conocer la rapidez con la cual se realiza
trabajo. Esta informacion la entrega la potencia, que se define como la rapidez
de transferencia de energia. Si se aplica una fuerza externa a un cuerpo y se
realiza trabajo dW en un intervalo de tiempo dt, la potencia instantanea P (cui-
dado de no confundir con el peso de un cuerpo) se define como:
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p- W
dt

La unidad de medida de la potencia en el Sl es J/s, que se llama Watt, simbolo
W (cuidado de no confundir con el trabajo).

Como dW = F - dr, se puede escribir la potencia como:

=F.V (5.3)

Se puede definir una nueva unidad de energia en términos de la unidad de po-
tencia, llamada kilowatt-hora. Un kilowatt-hora (kWh) es la energia utilizada
durante una hora con una potencia constante de 1 kW. El valor de un kWh es:

1 kWh = 1000 W - 3600 s = 3.6 x 10° J.

El kwh es unidad de energia, no de potencia. Por ejemplo, para encender una
ampolleta de 100 W de potencia se requieren entregarle 3.6 x 10° J de energia
durante una hora, equivalente a 0.1 kWh. Notemos que esta es una unidad de
medida que nos indica que la energia es una magnitud fisica que, aunque abs-
tracta, tiene valor comercial, se puede vender y comprar, ya que por ejemplo,
todos los meses pagamos por una determinada cantidad de kilowatt-hora o
energia eléctrica para nuestros hogares, en cambio no se pueden comprar
50km/h de rapidez, pero si compramos energia en forma de gasolina para
hacer que un vehiculo pueda moverse.

Ejemplo 5.3: Un mueble de 40 kg que se encuentra inicialmente el reposo, se
empuja con una fuerza de 130 N, desplazandolo en linea recta una distancia
de 5 m a lo largo de un piso horizontal de coeficiente de roce 0.3 (figura 5.1).
Calcular: a) el trabajo de la fuerza aplicada, b) el trabajo del roce, c) la va-
riacion de energia cinética, d) la rapidez final del mueble, e) la potencia final
de la fuerza aplicada.
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Solucion: El diagrama de cuerpo libre para el mueble de masa m de la figura
5.1 se muestra en la figura 5.5.

a) W=F-r=Fcos0°x = Fx y
We = (130N)(5m) = 650] Ni
Fp F
b)  Fr=uN=pumg T Y
W, = F; -1 = F;(c05180)X = —umgx T mg
Wg =-0.3:40-10-5 = -600 J Figura 5.5 Problema 5.3

C) Wyt = AEc = Wg +Wy +Wg +Wp = 4E,,

pero Wy = Wp = 0, ya que las fuerzas normal y peso son perpendicula-
res al desplazamiento, entonces:

AE. = Wg +Wg = 650 — 600 = 50 J
d)  Para calcular la rapidez final, usamos el resultado anterior
2AE
AEC:lmv?—lmvgzlmvzzwf = |—=
2 2 2 m

v :\/ZAEC :\/2xso:1_6m

m 40 S

e)  Usando la definicion de potencia:

P =F-v=Fcos0°v, =Fv
P, =130x1.6 = 208(watt)
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5.5 FUERZAS CONSERVATIVAS Y NO CONSERVATIVAS.

Se llaman fuerzas conservativas aquellas para las cuales el trabajo realizado
por las fuerzas para mover un cuerpo entre dos puntos por cualquier trayecto-
ria arbitraria, no depende de la trayectoria que une los puntos. Las fuerzas que
dependen de la posicion son conservativas, por ejemplo: la gravitacional, elas-
tica, electromagneética, etc.

Suponer que una particula se mueve, por la accion de una fuerza, desde una
posicion inicial P hasta otra posicion final Q, por trayectorias arbitrarias 1y 2,
como se ve en la figura 5.6a. Si la fuerza es conservativa, entonces el trabajo
para mover la particula desde P a Q s6lo depende de las coordenadas inicial y
final de la particula, esto es:

Wpq (por trayectoria 1) = Wpq (por trayectoria 2)

Figura 5.6a Figura 5.6b

Si ahora la particula se mueve desde P hasta Q por la trayectoria 1 y luego re-

gresa desde Q hasta P por la trayectoria 2 (figura 5.6b), se observa que en el

regreso, Wqp (por trayectoria 2) = -Wpq (por trayectoria 2), entonces:
Whqo(por trayectoria 1) = -Wqp(por trayectoria 2)

Who(por trayectoria 1) + Wqp(por trayectoria 2) = 0
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Entonces, si la particula se mueve desde una posicion inicial, realiza un circui-
to donde regresa a la misma posicion inicial, el trabajo realizado por una fuer-
za conservativa en una trayectoria cerrada es cero.

Por el contrario, las fuerzas no conservativas o fuerzas disipativas son aque-
Ilas para las cuales el trabajo realizado por las fuerzas para mover una particu-
la entre dos puntos, depende de la trayectoria que se realice para unir los pun-
tos. Para las fuerzas no conservativas se tiene que, Wpo(por trayectoria 1) =
Weo(por trayectoria 2). Las fuerzas de roce, que siempre se oponen al despla-
zamiento, son no conservativas o disipativas, el trabajo de estas fuerzas es ne-
gativo y le hacen perder energia al sistema.

5.6 ENERGIA POTENCIAL.

El trabajo realizado por una fuerza conservativa es independiente de la trayec-
toria y de la rapidez con la que se mueve la particula. En este caso el trabajo es
solo funcion de las coordenadas, por lo que se puede asociar con una variacion
de energia funcion de la posicion, similar al caso de la energia cinética que es
funcién de la velocidad. Las fuerzas que son funcién de la posicion generan
energia de posicion, a la que se llama energia potencial. El trabajo realizado
por la fuerza se almacena como energia potencial en el objeto en movimiento.
Se define la energia potencial Ep, a aquella que puede obtenerse en virtud de
la posicion del cuerpo, tal que el trabajo realizado por la fuerza conservativa
entre dos posiciones, es igual a la disminucion de la energia potencial, esto es,
el trabajo realizado por una fuerza conservativa es igual al valor negativo del
cambio de energia potencial asociada con la fuerza:

rf
W =jri F.dr =—AE, =E,, —E,,

Se puede elegir una posicion de referencia inicial y medir las diferencias de
energia potencial respecto a ese punto y definir una funcién energia potencial
en cualquier posicion r como:
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EP(r):—jrirIf~dr+ Ep,

El valor de Ep; generalmente no se conoce, por lo que se elige una posicion
arbitraria, donde por convencion se le asigna el valor cero a la energia poten-
cial inicial, Ep; = 0, ya que por su definicion, sélo tiene significado fisico el
cambio de energia potencial. Esta posicion arbitraria se llama nivel de refe-
rencia y puede ser cualquiera; generalmente se toma como nivel de referencia
la superficie de la Tierra o cualquier otra posicién conveniente, pero una vez
que se ha elegido no debe cambiarse. Con esta eleccion, se define la energia
potencial en una posicién r como:

o

Para las fuerzas no conservativas no existe una funcion de energia potencial,
ya que el trabajo, que depende de la trayectoria, no es funcién de la posicion
inicial y final de la particula.

Ejemplo 5.4. Calcular la energia potencial de la fuerza peso.
Se calculara el trabajo y la energia potencial para una particula que se deja ca-
er libremente desde una posicion inicial y; a otra posicién final y; (figura 5.7).

La fuerza que produce el movimiento de la particula es la gravitacional, que
para caida libre es el peso P = mg, entonces el trabajo es:

W =["F-dr= [ mg(-])-dy(-])

W =mgy; —mgy;

Esto demuestra que la fuerza gravitacional es conservativa, ya que el trabajo
realizado por esa fuerza depende sélo de las posiciones inicial y final de la
particula.
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¥
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Figura 5.7. Ejemplo 5.4.

La variacién de energia potencial de la particula es:
AEp =-W =—(mgy; —mgy;) = mgy; —mgy,

Como las posiciones inicial y final son arbitrarias, se define la energia poten-
cial de la fuerza gravitacional, o simplemente energia potencial gravitacional
E,, valida en las condiciones de caida libre, por la expresion:

E.=m

Ejemplo 5.5. Calcular la energia potencial de la fuerza elastica.

Otra fuerza conservativa es la que ejerce un resorte deformado sobre un cuer-
po fijo a él. El trabajo realizado por la fuerza elastica del resorte sobre el cuer-
po ya se calculg, y es:

‘ 1 1
W :I: (— kX)dX :Ekxiz _EkX$ :—AEP = EPi _ EPf
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Esto permite definir la energia potencial eléastica Eg almacenada en un resorte
como:

(5.6)

La energia potencial elastica es cero cuando el resorte no estd deformado, es
méaxima cuando alcanza su deformacién maxima y es siempre positiva ya que
es proporcional a X%

5.7 CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA.

Cuando una particula se mueve por la accion de una fuerza conservativa, por
el teorema del trabajo y la energia se tiene que el trabajo realizado por la fuer-
za es igual a la variacion de energia cinética de la particula:

W = 4E,

Pero como la fuerza es conservativa, entonces W = -AEp, donde Ep puede ser
la energia potencial gravitacional, eléastica o cualquier otra forma de energia
potencial mecéanica. Igualando ambas expresiones del trabajo se obtiene:

AE, =-AE;, = AE, + AE, =0=

A(E,+Ep)=0

esta ecuacion se puede escribir también de la siguiente forma:

Eci + EPi = ch + EPf
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Se puede definir la energia mecanica total como la suma de la energia cinética
y la energia potencial:

E=E +E,

entonces se obtiene la ley de conservacion de la energia mecanica, que se

escribe como:
E,=E; > E=cte
(5.7)

La ley de conservacion de la energia mecanica establece que la energia mecéa-
nica total de un sistema permanece constante si las Unicas fuerzas que realizan
trabajo sobre el sistema son conservativas. Cuando una cantidad fisica no
cambia, decimos que se conserva. Decir que la energia se conserva significa
que la cantidad total de energia de un sistema natural no cambia, no se puede
crear ni destruir energia, sélo se puede convertir de una forma a otra. Es una
de las leyes fundamentales de la Fisica, deducida a partir de una de las leyes
fundamentales de la mecanica, la segunda ley de Newton.

Si las fuerzas presentes en un sistema mecanico no son conservativas, como
ocurre en los sistemas reales, la energia aparentemente no se conserva, porque
se transforma en otro tipo de energia. Por ejemplo, la fuerza de roce se dice
que es disipativa porque disipa energia, que se transforma en calor en la super-
ficie de contacto entre los cuerpos. En efecto, se puede aplicar el teorema del
trabajo y la energia tomando en cuenta la existencia de las fuerzas no conser-
vativas. Si Wy es el trabajo sobre una particula de todas las fuerzas no con-
servativas y W el trabajo de todas las fuerzas conservativas, entonces:

WNC + WC = AEC
Como W¢ = -4Ep entonces:
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W, = AE¢ + AE,
Wye = (Ecr —Eci) +(Ept —Epi)

Wie =(Ecr + Ept) —(Eqi + Ep) =E¢ — E
Wye =E¢ - F;

Es decir, el trabajo realizado por todas las fuerzas no conservativas es igual al
cambio de energia mecéanica total del sistema.
Ejemplo 5.6. Conservacion de la energia en el movimiento de caida libre.

Aplicando el principio de conservacion de la energia para un cuerpo en caida
libre, se obtiene a la siguiente expresion:

1, 1,

Si se conoce la rapidez inicial y la posicion inicial y final de la particula, se
puede calcular su rapidez final:

Ve = Vi +29(Y;i - Y1)

expresion equivalente a la obtenida por métodos cinematicos.

Ejemplo 5.7. Para el sistema de la figura 5.8, donde el cuerpo de masa m des-
liza desde una altura h por la superficie curva sin roce, calcular la compre-
sion maxima del resorte de constante k, cuando la masa choca con él.

Solucion: si no hay roce, se conserva la energia mecénica, entonces:
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;mvi2 +mgy, +;kxi2 :;mvi +mgy, +;kx$

ko

e =g

Figura 5.8 Ejemplo 5.7

Eligiendo el punto inicial i en la parte superior de la pista curva y el punto fi-
nal f en la posicion de la maxima compresion del resorte (figura 5.8), la energ-
fa cinetica inicial y final es cero, porque m parte del reposo, vi = 0, y en la
compresion maxima del resorte vs = 0 ya que se detiene; la energia gravitacio-
nal inicial es mgy; = mgh, ya que y; = h y la final es cero en el suelo, porque se
considera que la altura y; es cero; la energia elastica inicial es cero porque en
esa posicion no hay resorte, entonces queda:

mghzlkx2:>x= 2mgh
2 k

donde x es la compresion maxima del resorte.

5.8 ENERGIAY LA MAQUINA HUMANA.

La magnitud Fisica tal vez mas importante en la descripcién de la naturaleza
es la Energia. Es un concepto dificil de definir; no siempre se advierte y cam-
bia de aspecto con facilidad asombrosa. Las formas bajo las cuales se presenta
la energia, suelen ser tan diferentes que la humanidad demord siglos en reco-
nocerla. Su importancia principal radica en su permanencia; veremos que pue-
de afirmarse que la energia es una magnitud increable e indestructible. Esta
calidad de permanencia constituye un concepto unificador importante, porque
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fendmenos tan diversos como el funcionamiento de un motor y el movimiento
del cuerpo humano, puede analizarse en funcion del paso continuo de energia
de una a otra de sus formas y su simultanea transferencia de un cuerpo a otro.

Son diversas las formas bajo las cuales puede presentarse la energia la energia:
un cuerpo por el solo hecho de estar en movimiento posee energia cinética; el
mismo cuerpo u otro en virtud de su posicion respecto a un cierto nivel de re-
ferencia tiene energia potencial gravitacional; un cuerpo elastico que ha sido
deformado posee energia potencial elastica. La lista de formas de energia no
termina aqui. Se dice que los cuerpos que rotan, poseen energia de rotacion;
los que vibran, energia vibracional; las ondas como las ondas marinas trans-
portan energia ondulatoria; las ondas luminosas, energia luminosa; los cables
eléctricos transportan energia eléctrica; en el interior del 4&tomo tenemos
energia atomica, energia nuclear; en las reacciones quimicas estamos en pre-
sencia de energia quimica, etc.

Es un hecho comprobado que hay muchos casos en los que aparentemente no
se mantiene constante la suma de la energia cinética y potencial de un cuerpo
o0 cuando se aplican fuerzas externas sobre él, el trabajo realizado no se invier-
te en su totalidad en aumentar la energia cinética o potencial. Por ejemplo, si
dejamos caer un objeto al suelo, llega con cierta velocidad (con cierta energia
cinética), pero al llegar se detiene y pierde su energia cinética sin que gane
energia potencial. Si arrastramos un cuerpo por el suelo, moviéndolo con ve-
locidad aproximadamente constante, en realidad tenemos que realizar una
fuerza y por tanto, al haber desplazamiento, un trabajo, pero este trabajo no se
emplea en aumentar la energia potencial, porque el cuerpo se desplaza hori-
zontalmente, ni energia cinética, porque la velocidad no aumenta. ;Qué ha pa-
sado con la energia cinética en el primer caso? ;Qué ha ocurrido, en el segun-
do, con la energia que en forma de trabajo se le suministro al cuerpo? La res-
puesta es: la energia que ha desaparecido se ha transformado en “energia in-
terna” del suelo o del cuerpo que se mueve. Notese que no decimos que se ha
transformado en “calor”, como se podria esperar, sino en “energia interna”. En
otro curso de fisica se hablara del calor y veremos la razén de esta distincion.

En conclusion, vivimos rodeados de energia. No solo la energia intrinseca de
las moléculas, &tomos y nucleos, sino también manifestaciones de la energia a
escala macroscopica como resultado de la organizacion parcial del movimien-
to molecular, tal como la energia del viento en una tormenta, la energia del
agua en una catarata, de un rio o de las mareas, la energia del vapor producido

161



Cap. 5 Trabajo y Energia.

en un volcan o en el interior de la Tierra, etc. Uno de los grandes problemas es
disefiar los medios para que esa energia pueda aprovecharse bajo control en la
forma que nos interese, esto es, como energia util. Sin embargo, sélo sabemos
transformar en energia atil una pequefiisima fraccion de la energia a nuestro
alrededor, debido en gran parte a la falta de organizacion en la materia y a
que, para producir cierta organizacion molecular, es necesario a su vez invertir
cierta energia.

5.8.1 ;Como camina la maquina humana?

El movimiento del cuerpo humano se explica con los mismos principios de
fuerza y trabajo que describen todo movimiento. Las maquinas simples, en
forma de palancas, dan la capacidad para caminar y correr. Los sistemas de
palanca del cuerpo son complejos, pero en un modelo se pueden considerar
cuatro partes basicas que se muestran en la figura 5.9: 1 una barra rigida (un
hueso), 2 una fuente de fuerza (un muasculo), 3 un punto de apoyo (articula-
ciones mdviles entre los huesos) y 4 una resistencia (peso del cuerpo u objeto
gue se levanta o0 mueve). Los sistemas de palanca del cuerpo humano no son
muy eficientes, por esto caminar y correr requiere energia (se queman calor-
ias) y ayuda a que las personas bajen de peso.

Figura 5.9. Modelo del sistema de palanca del cuerpo humano.
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Cuando una persona camina, la cadera actia como punto de apoyo y se mueve
a través del arco de un circulo centrado en el pie. El centro de masa del cuerpo
se mueve como una resistencia alrededor del punto de apoyo en el mismo ar-
co. La longitud del radio del circulo es la longitud de la palanca formada por
los huesos de la pierna. Los atletas de marcha incrementan su rapidez balance-
ando las caderas hacia arriba para aumentar este radio.

5.8.2 Articulaciones artificiales.

Se han logrado grandes avances en el disefio y sustitucion de articulaciones
lesionadas por articulaciones artificiales. Debido a las inmensas tensiones de
las articulaciones en los brazos y las piernas, loa materiales con los cuales se
elaboran las partes artificiales y las uniones deben ser extremadamente fuertes.
El titanio es un material comun usado para elaborar articulaciones artificiales.
Pero ahora se esté desarrollando y probando la resistencia de plasticos ligeros
y materiales similares a los huesos. Las uniones permanentes en las articula-
ciones artificiales generalmente se hacen por medio de cementos especiales,
por fijacién biologica con un sistema de ‘ajuste preciso’. En la fijacion bio-
I6gica se usa un material poroso que permite al hueso crecer dentro de la pared
artificial. Huesos de “ajuste preciso’ son hechos de manera tan exacta que en-
cajan en su sitio alrededor de los huesos naturales. Sin importar el método
usado, las articulaciones artificiales deben ser capaces de soportar las cargas
normales. Las articulaciones de la cadera y el codo son las areas que soportan
el mayor esfuerzo. La articulacion redondeada de la cadera soporta la mayor
parte del peso del cuerpo y es esencial para caminar. Aunque el codo no es
una articulacion que soporte mucho peso, es el punto de apoyo de la palanca
del antebrazo y debe soportar esfuerzos significativos. Por ejemplo al sostener
un peso de 10N (1kg) en la palma de la mano con el codo formando un angulo
de 90°, sobre el se ejerce una fuerza de 90N (9kQ).
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PROBLEMAS.

Una particula de 4 kg. se mueve desde el origen hasta la posicion C que
tiene coordenadas x=5m e y=5m con la influencia de la fuerza de gra-
vedad, la cual actla en la direccién y negativa (figura 5.10). Calcule el
trabajo realizado por la gravedad al ir de O a C a lo largo de las siguien-
tes trayectorias: a) OAC, b) OBC, ¢) OC. R: -200 J.

Una fuerza que actua sobre una particula que se mueve sobre el plano
horizontal xy estd dada por F = (ny + XZ])N , en donde x e y estan en
m. La particula se mueve desde el origen hasta una posicion final C de
coordenadas x=5m e y=5m, como en la figura 5.10. Calcular el trabajo

efectuado por la fuerza a lo largo de a) OAC, b) OBC, c) OC. d) (F es
conservativa o0 no conservativa? R: a) 125 J, b) 50 J, c¢) 66.7 J d) No.

¥
C
B
2 A x

Figura 5.10 Problemas 5.1y 5.2

Una sola fuerza constante F = (3? + 5]) N actUa sobre una particula de 4
kg. a) Calcule el trabajo efectuado por esta fuerza si la particula se mue-
ve desde el origen hasta un punto cuyo vector de posicion es
r= (2? —3]) m. ¢Este resultado depende de la trayectoria? Explicar b)
¢Cual es la rapidez de la particula en r si su rapidez en el origen es 4
m/s. c) ¢Cudl es el cambio en la energia potencial de la particula? R: a)
-9J,b)3.4m/s,c)9J.

El Nico recibe un servicio del Fefia con una pelota de tenis de 50 gr, la

cual al llegar a la raqueta del Nico con una rapidez de 200 km/hr, la
hunde 2 cm, se detiene y sale nuevamente disparada (todo eso ocurre en
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un intervalo de tiempo muy pequefio). Calcular: a) la energia cinética de
la pelota antes que golpee la raqueta, b) el trabajo realizado sobre la pe-
lota durante el golpe, c) la fuerza media sobre la pelota. R: a) 77J, c)
3850N

Sobre un cuerpo de 2 kg que se movia inicialmente con una rapidez de 5
m/s hacia la derecha, en una superficie horizontal, se aplica una fuerza
de 10 N inclinada 30° respecto a la horizontal. El desplazamiento mien-
tras se ejerce la fuerza fue de 5 m, y el coeficiente de roce es 0.25. Cal-
cular a) el trabajo realizado por cada fuerza sobre el cuerpo, b) la varia-
cion de energia cinética, c) la velocidad final del cuerpo. R: b) 24.5 J, ¢)
7m/s.

Sobre un cuerpo de masa M que se movia inicialmente con una rapidez
Vo hacia la derecha, en una superficie horizontal de coeficiente de roce
u, se aplica una fuerza de magnitud F inclinada o sobre la horizontal. El
desplazamiento mientras se ejerce la fuerza fue D. Calcular: a) el trabajo
realizado por F sobre el cuerpo, b) el trabajo realizado por la fuerza de
roce, c) la variacion de energia cinética, d) la rapidez final del cuerpo.
Expresar los resultados en funcion de los valores conocidos M, vy, p, F,
o y D. R: b) -1(Mg-Fsena)D, d)

V2 +(2D/M)[F cosa — u(Mg — Fsena)).

Una fuerza F paralela a un plano inclinado en 37°, se aplica sobre un
blogue de masa 50 kg. El blogue se mueve con una rapidez constante de
10 m/s hacia arriba del plano, una distancia de 20 m. El coeficiente de
roce cinético entre el bloque y el plano inclinado es 0.2. Calcular el tra-
bajo efectuado sobre el blogue por las fuerzas a) F, b) roce y c) de gra-
vedad. R: a) 7.5 kJ, b) -1.6 kJ, ¢) —6 kJ.

Un bloque de 5 kg. se pone en movimiento subiendo por un plano incli-
nado en un angulo de 30° respecto a la horizontal, con una rapidez ini-
cial de 8 m/s. El bloque alcanza el reposo después de recorrer 3 m a lo
largo del plano inclinado aspero. Determine: a) el cambio en la energia
cinética. b) el cambio en la energia potencial. ¢) la fuerza de roce sobre
el bloque. d) el coeficiente de roce cinético. R: a) -160 J, b) 73.5 J, c) 28
N, d) 0.7.
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Algunos alumnos de Fisica, después de saber el resultado de su primer
certamen, se premian subiendo varias veces al cerro del EULA. a)
¢Cuanto trabajo realizan en n subidas? b) Comparar la potencia cuando
suben el cerro corriendo con la potencia cuando bajan lentamente. ¢) Un
kilo de grasa entrega unos 10 kWh de energia, si se convierte grasa en
energia con un rendimiento del 20%, ¢a un cerro de que altura tendrian
gue subir para bajar 2 kilos de ‘peso’? R: a) n(mgh), ¢) si m=72 kg, 20
km.

Por una seccidn unitaria del Salto del Laja fluye agua a razén de Q kg/s.
Suponiendo que de la potencia generada por la caida del agua en el salto
se aprovecha un 58%, ¢Cuantas ampolletas de 100 W se podrian encen-
der con esa potencia? R: depende de valores estimados.

Se tiene un sistema formado por 5 esferitas de masa M unidas por cuer-
das tensas de masa despreciable, separadas L entre si, colocado inicial-
mente en forma horizontal. Calcular el trabajo necesario para poner una
a una todas las esferitas en posicion vertical. R: 10 MgL.

Un bloque de masa m se suelta desde la parte superior de una pista lisa
formada por un cuadrante concavo de circunferencia de radio R por la
cual desliza. Cuando llega al extremo inferior choca con un resorte de
constante k que se encuentra ubicado sobre una superficie horizontal.
Calcular: a) la energia cinética del cuerpo justo antes de chocar con el

resorte, b) la compresion maxima del resorte. R: a) mgR, b) /2mgR/k .

Una esfera de 0.5 kg desliza por un riel curvo a partir del reposo en el
punto A de la figura 5.11. El tramode Aa B notieneroceyeldeBaC
si tiene roce. a) Calcular la rapidez de la esfera en B. b) Si la esfera llega
al reposo en C, calcular el trabajo por el roce en el tramo BC. R: a) 4.5
m/s, b) =2.5 J.

Un bloque de masa m comienza a moverse desde una altura H sobre un
plano inclinado en 30°. Al llegar a la parte inferior del plano, el bloque
se desliza por una superficie horizontal. Si el coeficiente de friccidn en
ambas superficies es g, calcular la distancia horizontal que deslizara el
bloque antes de llegar al reposo.
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B

TR — T

Figura 5.11 Problema 5.13.

Desde el extremo superior de un plano inclinado o respecto a la hori-
zontal, de coeficiente de roce de 1, desliza desde el reposo, un bloque de
masa M. El bloque se mueve una longitud L antes de comprimir a un re-
sorte de constante K ubicado en la parte inferior del plano. a) Calcular,
en funcion de los valores conocidos M, L, K, x4, ay g, la rapidez del
bloque justo antes de tocar al resorte. b) Deducir (no resolverla) la ex-
presion que permite calcular la maxima compresion del resorte.

Desde la base de un plano inclinado 30° respecto a la horizontal, se lan-
za en subida un cuerpo de 1 kg. EI cuerpo recorre 0.5 m y después com-
prime 0.1 m un resorte de constante 100 N/m ubicado en la parte supe-
rior del plano antes de detenerse. a) Si el plano es liso, determine la ra-
pidez inicial del cuerpo. b) Si la rapidez con la que el cuerpo inicia la
subida del plano fuera el doble de la calculada en a) y el coeficiente de
roce entre el cuerpo y el plano fuera de 0.2, ;cuanto se comprimira el re-
sorte? ) ¢y si la rapidez se reduce a la mitad? R: a) 2.64 m/s, b) 0.38 m.
c) no hay compresion.

Un bloque de 1kg que cuelga por el costado de una mesa se conecta por
una cuerda que pasa por una polea ideal a un resorte de constante 100
N/m, ubicado horizontalmente sobre la mesa, fijo en el otro extremo. Se
sostiene inicialmente al bloque en reposo manteniendo al resorte sin es-
tirar y luego se suelta. Calcular: a) el estiramiento maximo del resorte.
b) la rapidez del blogue cuando el resorte se ha estirado la mitad del
alargamiento maximo. R: a) 0.2 m, b) 1 m/s.

Una pelota describe una circunferencia vertical en el extremo de una
cuerda. Si la energia total de la pelota permanece constante, demuestre
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gue la tensién en la cuerda en la parte mas baja es mayor que la tension
en el punto mas alto en seis veces el peso de la pelota.

A la masa de 1 kg de un pendulo de 1 m de longitud, se la impulsa con
una rapidez inicial de 2 m/s en su posicion mas baja. Cuando la cuerda
forma un angulo de 30° con la vertical, calcular: a) la variacion de
energia gravitacional de la masa, b) la rapidez de la masa, c) la altura
méaxima alcanzada por la masa por sobre su posicion méas baja. R: a)
1.3J, b) 1.2m/s, c) 0.2m.

Tarzan de masa M, para impresionar a Jane, se balancea de una liana de
longitud L (como un péndulo) alcanzando una rapidez v, en su posicion
mas baja, esto es cuando la liana se encuentra vertical. Luego, cuando la
liana forma un angulo « con la vertical, calcular en funcion de los valo-
res conocidos M, L, vo, oy g: @) la rapidez de Tarzan, b) la tension en la
liana. ¢) altura méaxima alcanzada por Tarzan desde su posicion mas ba-
ja.

La esfera de masa m de un péndulo de longitud L se mantiene inicial-

mente en posicion vertical. Cuando sopla un viento con una fuerza cons-

tante F no conservativa, demuestre que si la esfera comienza a moverse
2L

desde el reposo, la altura maxima que alcanzaes H = —————-.
1+(mg/F)

Una masa de peso P se amarra a un hilo de pesca que puede soportar
hasta un peso de 4P. Si la masa se suelta desde el reposo en la posicion

horizontal, calcular el angulo respecto a la vertical al cual se rompe el
hilo.

Se lanza una pelota en un angulo « respecto a la horizontal, desde una
altura h, con una rapidez inicial v,. Usar el método de la energia para
calcular, cuando su altura es h/2 la velocidad de la pelota.

Un proyectil de 1 kg se lanza desde la superficie con una rapidez inicial
de 180 km/h en un angulo de 30° sobre el suelo. Calcular a) el trabajo
para que alcance su altura maxima, b) su energia cinética cuando se en-
cuentra en su altura maxima, c¢) la potencia media entre la superficie y
su altura maxima.
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Un bloque de 0.5 kg. se mueve hacia la derecha sobre una superficie
horizontal aspera y choca contra un resorte horizontal, de constante 100
N/m. La rapidez del bloque justo antes del chogque es 10 m/s. Después
que el resorte hace rebotar al bloque hacia la izquierda, su rapidez justo
cuando deja el resorte es 5 m/s. Si el coeficiente de razonamiento cinéti-
co entre el bloque y la superficie es de 0.4, determine: a) el trabajo reali-
zado por la friccion mientras el bloque se encuentra en contacto con el
resorte y b) la maxima compresion del resorte.

Se coloca un blogue de masa 0.25 kg sobre un resorte vertical de cons-
tante k=5000 N/m y se empuja hacia abajo, comprimiendo el resorte una
distancia de 0.1 m. Cuando el bloque se suelta, deja el resorte y continua
su camino hacia arriba. (A qué altura maxima por encima del punto de
liberacion llega el bloque? R: 10 m.

Se conectan dos masas por una cuerda ligera que pasa por una polea de
masa despreciable, sin friccion, como se muestra en la figura 5.12. Una
masa de 5 kg se libera desde el reposo, de una altura de 2.5 m sobre el
suelo. Utilizando la ley de la conservacion de la energia determinar: a) la
velocidad final de la masa de 5 kg, b) la velocidad de la masa de 3 kg
justo cuando la masa de 5 kg choca con el piso, c¢) la altura méxima a la
cual se elevara la masa de 3 kg. R: b) 4.5 m/s, c) 5 m.

El coeficiente de friccidn entre el objeto de 3 kg y la superficie de la me-
sa que se ve en la figura 5.13, es 0.4. ;cual es la rapidez de la masa de 5
kg que cuelga, cuando ha caido una distancia vertical de 1 m? R: 3.1
m/s.

Un bloque de 2 kg sobre un plano aspero inclinado en 37°, se conecta a
un resorte ligero de constante 100 N/m (figura 5.14). El bloque se suelta
del reposo cuando el resorte no esta estirado y se mueve 20 cm hacia
abajo del plano antes de detenerse. Calcular el coeficiente de roce. R:
0.12.

Suponga que el plano inclinado del sistema descrito en el problema an-
terior es liso. El blogue se libera a partir del reposo con el resorte ini-
cialmente no estirado. a) ¢Cuanto se desplaza hacia abajo del plano an-
tes de quedar en reposo? b) ¢cual es la aceleracion del bloque al llegar a
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su punto mas bajo? ¢Su aceleracidn es constante? ¢) Describa las trans-
formaciones de energia que ocurren durante el descenso del blogue.

3@"

Figura 5.12. Figura 5.13. Problema 28 Figura 5.14. Problema 29
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CAPITULO 6. TORQUE Y EQUILIBRIO DE CUERPO RIGIDO.

En general un cuerpo puede tener tres tipos distintos de movimiento simulta-
neamente. De traslacion a lo largo de una trayectoria, de rotacion mientras se
esta trasladando, en este caso la rotacion puede ser sobre un eje que pase por
el cuerpo, y si a la vez este eje esta girando en torno a un eje vertical, a la ro-
tacion del eje del cuerpo rotante se le llama movimiento de precesion (por
ejemplo un trompo), y de vibracién de cada parte del cuerpo mientras se tras-
lada y gira. Por lo tanto el estudio del movimiento puede ser en general muy
complejo, por esta razon se estudia cada movimiento en forma independiente.

Cuando un cuerpo esta en rotacion, cada punto tiene un movimiento distinto
de otro punto del mismo cuerpo, aunque como un todo se esté moviendo de
manera similar, por lo que ya no se puede representar por una particula. Pero
se puede representar como un objeto extendido formado por un gran nimero
de particulas, cada una con su propia velocidad y aceleracion. Al tratar la rota-
cion del cuerpo, el andlisis se simplifica si se considera como un objeto rigido
y se debe tener en cuenta las dimensiones del cuerpo.

Cuerpo rigido. Se define como un cuerpo ideal cuyas partes (particulas que lo
forman) tienen posiciones relativas fijas entre si cuando se somete a fuerzas
externas, es decir es no deformable. Con esta definicion se elimina la posibili-
dad de que el objeto tenga movimiento de vibracion. Este modelo de cuerpo
rigido es muy Util en muchas situaciones en las cuales la deformacion del ob-
jeto es despreciable.

El movimiento general de un cuerpo rigido es una combinacién de movimien-
to de traslacion y de rotacion. Para hacer su descripcion es conveniente estu-
diar en forma separada esos dos movimientos.

6.1 TORQUE DE UNA FUERZA.

Cuando se aplica una fuerza en algin punto de un cuerpo rigido, el cuerpo
tiende a realizar un movimiento de rotacién en torno a algun eje. La propiedad
de la fuerza para hacer girar al cuerpo se mide con una magnitud fisica que
Ilamamaos torque o momento de la fuerza. Se prefiere usar el nombre torque y
no momento, porque este ultimo se emplea para referirnos al momento lineal,
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al momento angular o al momento de inercia, que son todas magnitudes fisicas
diferentes para las cuales se usa el mismo téermino.

Analizaremos cualitativamente el efecto de rotacién que una fuerza puede
producir sobre un cuerpo rigido. Consideremos como cuerpo rigido a una re-
gla fija en un punto O ubicado en un extremo de la regla, como se muestra en
la figura 6.1, sobre el cual pueda tener una rotacion, y describamos el efecto
que alguna fuerza de la misma magnitud actuando en distintos puntos, produce
sobre la regla fija en O. La fuerza F; aplicada en el punto a produce en torno a
O una rotacién en sentido antihorario, la fuerza F, aplicada en el punto b pro-
duce una rotacién horaria y con mayor rapidez de rotacién que en a, la fuerza
F3 aplicada en b, pero en la direccidn de la linea de accion que pasa por O, no
produce rotacion (se puede decir que F; ‘empuja’ a la regla sobre O, pero no
la mueve), F, que actla inclinada en el punto b produce una rotacién horaria,
pero con menor rapidez de rotacion que la que produce F,; Fs y Fg aplicadas
perpendiculares a la regla, saliendo y entrando en el plano de la figura respec-
tivamente, no producen rotacion. Por lo tanto existe una cantidad que produce
la rotacion del cuerpo rigido relacionada con la fuerza, que es lo que defini-
mos como el torque de la fuerza.

Figura 6.1

Se define el torque = de una fuerza F que actua sobre algun punto del cuerpo
rigido, en una posicién r respecto de cualquier origen O, por el que puede pa-
sar un eje sobre el cual se produce la rotacion del cuerpo rigido, al producto
vectorial entre la posicion r y la fuerza aplicada F, por la siguiente expresion:
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P—PxF
(6.1)

El torque es una magnitud vectorial, si « es el angulo entre r y F, su valor
numérico, por definicién del producto vectorial, es:

o

su direccion es siempre perpendicular al plano de los vectores r y F, cuyo dia-
grama vectorial se muestra en la figura 6.2, su sentido esta dado por la regla
del producto vectorial, la regla del sentido de avance del tornillo o la regla de
la mano derecha. En la regla de la mano derecha los cuatro dedos de la mano
derecha apuntan a lo largo de r y luego se giran hacia F a través del angulo «,
la direccidn del pulgar derecho estirado da la direccion del torque y en general
de cualquier producto vectorial.

Figura 6.2

Por convencion se considera el torque positivo (negativo) si la rotacion que
produciria la fuerza es en sentido antihorario (horario); esto se ilustra en la
figura 6.3. La unidad de medida del torque en el Sl es el Nm (igual que para
trabajo, pero no se llama joule).

173



Cap. 6 Torque y equilibrio.

FRotacion posifiva

“Linea de accidn de v

[ Linea de accisn de F

Figura 6.3

El torque de una fuerza depende de la magnitud y direccion de F y de su punto
de aplicacion respecto a un origen O. Si la fuerza F pasa por O, r =0y el tor-
que es cero. Si o = 0 0 180°, es decir, F esta sobre la linea de accion de r,
Fseno = 0 y el torque es cero. F sena. es la componente de F perpendicular a
r, sélo esta componente realiza torque, y se le puede llamar F,. De la figura
6.3 también se ve que r; = r sena. es la distancia perpendicular desde el eje de
rotacion a la linea de accién de la fuerza, a r, se le llama brazo de palanca de
F. Entonces, la magnitud del torque se puede escribir como:

r=r(Fsena)=F(rsena)=rF =rF
Ejemplo 6.1: Calcular el torque respecto al origen, producido por una fuerza
F = (4i - 5)) N, que se aplica a un objeto en la posicion r = (2i + j) m.

Solucidn: Aplicando la definicion de producto vectorial, se obtiene:

R T A N R T 3
FRF F, F 4 -5 0

P=0i —0j—14K = -14kNm
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Ejemplo 6.2: Calcular el torque neto por los puntos Ay por B en el sistema de
la figura 6.4, donde F;, =10N,F, =5N,F;=15N,a=50cm,b=1m.

Figura 6.4 Ejemplo 6.2.

Solucion: el torque neto es la suma de los torques realizados por cada fuerza.
Los puntos A y B se consideran ejes de rotacion en forma independiente, por
supuesto no simultdneamente, por lo tanto los torque se calculan en forma se-
parada en cada punto.

Para rotacion en torno al punto A, considerando el sentido de la rotacién que
produce cada fuerza, lo que le da el signo al torque, se tiene:

7a = F1 rysend5 + F, ry sen60 - F3 r3 sen20
los valores de las distancias son: r; =0, r,=a=05m,r;=b=1m.

7n = (10)(0) send5 + (5)(0.5) sen60 — (15)(1) sen20 = -3 Nm

Para rotacion en torno al punto B, considerando el sentido de la rotacion:
75 =+ F;1 rysend5 + F, r, sen60 - F3 r3 sen20
ahora los valores de las distancias son: ry =a=0.5m, r, =0, r; = b-a=0.5m.

7 = (10)(0.5) sen45 + (5)(0) sen60 — (15)(0.5) sen20 =1 Nm
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6.2 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO.

Por definiciéon una particula puede tener solo movimiento de traslacién. Si la
resultante de las fuerzas que actdan sobre una particula es cero, la particula
estd moviéndose con velocidad constante o esta en reposo; en este Gltimo caso
se dice que esta en equilibrio estatico. Pero el movimiento de un cuerpo rigido
en general es de traslacion y de rotacion. En este caso, si la resultante tanto de
las fuerzas como de los torques que actlian sobre el cuerpo rigido es cero, este
no tendra aceleracion lineal ni aceleracion angular, y si esta en reposo, estara
en equilibrio estatico. La rama de la mecanica que estudia el equilibrio estati-
co de los cuerpos se llama estatica.

Para que un cuerpo rigido este en equilibrio estatico se deben cumplir dos re-
quisitos simultaneamente, llamados condiciones de equilibrio. La primera
condicion de equilibrio es la Primera Ley de Newton, que garantiza el equili-
brio de traslacion. La segunda condicién de equilibrio, corresponde al equili-
brio de rotacidn, se enuncia de la siguiente forma: “la suma vectorial de todos
los torques externos que acttan sobre un cuerpo rigido alrededor de cualquier
origen es cero”. Esto se traduce en las siguientes dos ecuaciones, consideradas
como las condiciones de equilibrio de un cuerpo rigido:

- o fXF =02 F A +F, =0
12 condicién de equilibrio: (6.3)

S>FP=0=F+5+A +1,=0 64)

22 condicion de equilibrio:

Como estas ecuaciones vectoriales son equivalentes a seis ecuaciones escala-
res, resulta un sistema final de ecuaciones con seis incognitas, por lo que limi-
taremos el anélisis a situaciones donde todas las fuerzas que actlan sobre un
cuerpo rigido, estan en el plano xy, donde también obviamente se encuentra r.
Con esta restriccion se tiene que tratar s6lo con tres ecuaciones escalares, dos
de la primera condicion de equilibrio y una de la segunda, entonces el sistema
de ecuaciones vectorial (6.3) y (6.4) se reduce a las siguientes ecuaciones es-
calares:

176



Cap. 6 Torque y equilibrio.

> F, =0, ZFyzo, > 75=0

Cuando se tratan problemas con cuerpos rigidos se debe considerar la fuerza
de gravedad o el peso del cuerpo, e incluir en los calculos el torque producido
por su peso. Para calcular el torque debido al peso, se puede considerar como
si todo el peso estuviera concentrado en un solo punto, llamado centro de gra-
vedad. Se han preguntado alguna vez ¢por qué no se cae la Torre de Pisa?, o
¢por qué es imposible tocarte los dedos de los pies sin caerte cuando estas de
pie apoyado con los talones contra la pared? ¢Por qué cuando llevas una carga
pesada con una mano, extiendes y levantas el otro brazo? Para responder a
esto debemos definir los conceptos de centro de masa y de centro de gravedad
y su aplicacion al equilibrio estatico.

6.2.1 Centro de gravedad.

Debido a que un cuerpo es una distribucion continua de masa, en cada una de
sus partes actua la fuerza de gravedad. El centro de gravedad es la posicion
donde se puede considerar actuando la fuerza de gravedad neta, es el punto
ubicado en la posicion promedio donde se concentra el peso total del cuerpo.
Para un objeto simétrico homogéneo, el centro de gravedad se encuentra en el
centro geométrico, pero no para un objeto irregular.

6.2.2 Centro de masa.

Es la posicion geométrica de un cuerpo rigido donde se puede considerar con-
centrada toda su masa, corresponde a la posicion promedio de todas las parti-
culas de masa que forman el cuerpo rigido. El centro de masa de cualquier ob-
jeto simétrico homogéneo, se ubica sobre un eje se simetria.

Cuando se estudia el movimiento de un cuerpo rigido se puede considerar la
fuerza neta aplicada en el centro de masa y analizar el movimiento del centro
de masa como si fuera una particula. Cuando la fuerza es el peso, entonces se
considera aplicado en el centro de gravedad. Para casi todos los cuerpos cerca
de la superficie terrestre, el centro de masa es equivalente al centro de grave-
dad, ya que aqui la gravedad es practicamente constante, esto es, si g s cons-

177



Cap. 6 Torque y equilibrio.

tante en toda la masa, el centro de gravedad coincide con el centro de masa.
Existen métodos de calculo integral para calcular estas dos posiciones, pero
aqui no las detallaremos.

Ahora se pueden responder las preguntas anteriores. Respecto a la Torre de
Pisa, la respuesta a la pregunta de porque no se cae, es porque su centro de
gravedad esta geométricamente dentro de su base, que se llama “area de sus-
tentacion”. Si la torre continda inclindndose hasta que su centro de gravedad
caiga fuera del area de sustentacion, entonces se derrumbara. Pero se le han
puesto apoyos en su base para evitar que continué inclindndose. Las otras pre-
guntas ahora las puedes responder tu.

Para aplicar las condiciones de equilibrio, es recomendable seguir las siguien-
tes instrucciones, que corresponde a dibujar el DCL del cuerpo rigido:

a) Aislar al cuerpo rigido del sistema con un limite imaginario.

b) Dibujar los vectores que representen las fuerzas en el punto de aplicacion
donde las fuerzas efectivamente acttan.

c) Elegir un sistema de coordenadas conveniente para descomponer las fuer-
zas, donde dibujar la componente perpendicular a la posicion.

d) Elegir un eje de rotacion O adecuado en el cuerpo rigido, donde se anulen
los torques de (algunas) fuerzas desconocidas.

Ejemplo 6.3: Una barra uniforme de longitud L y peso P esta articulada en A
en una pared. Un alambre fijo en la pared a una distancia D sobre la articu-
lacidn, sujeta a la barra por el extremo superior, como se muestra en la figura
6.5a. El alambre permanece horizontal cuando se cuelga un cuerpo de peso p
en el extremo superior de la barra. Calcular la tension del alambre y la fuerza
de reaccion en la articulacion de la barra.

Solucion: se elige como eje de rotacion la articulacidn de la barra en la pared,

en el punto A, se identifican las fuerzas que actian sobre la barra, se dibuja el
DCL de la barra (figura 6.5b) y se aplican las condiciones de equilibrio.
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Figura 6.5 Ejemplo 6.3 a) izquierda, b) derecha.

12 condicion de equilibrio:
SFE=0=YF =0y YF =0
ejex: Fax—T=0 (1)

ejey: Fay—P-p=0 (2)

22 condicion de equilibrio:
ZTA =0=>7rr+7,+7, =0
+T cosaL-psenaL-Psena(L/2)=0 (3)

De la geometria de la figura se obtienen sena 'y cosa en términos de los valo-
res conocidos D y L.:

que se reemplazan en (3), luego se despeja T:

T (p+P/2}/L* -D?
D
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Ahora se calculan Fax y Fay de las ecuaciones (1) y (2).

2 2
De(l)  Fp=T=PTP/2NLI-D
a D

De (2): Fay=P+p

Ejercicio: calcular el vector fuerza en A, su magnitud y direccion.

Ejemplo 6.4. En el sistema de la figura 6.6a, una fuerza horizontal F, cuya
linea de accion pasa por el centro de un tambor de radio Ry peso P, se aplica
sobre el tambor, para hacerlo subir por un escalon de alto R/2. Hacer las su-
posiciones necesarias para calcular el valor de la: a) fuerza F, b) fuerza del
borde del escalén en A, c) direccion de la fuerza en A.

Figura 6.6 Ejemplo 6.4 a) izquierda, b) derecha.

Solucion: Se conocen solo el peso P y el radio del cilindro R. Hay que calcu-
lar la fuerza aplicada F y la fuerza del borde del escaldon en A, Fa.

Las condiciones de equilibrio son:

12 condicién 3" F =0y 22 condicién .z, =0
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Se hace el DCL (figura 6.6b), se elige como eje de rotacion el punto A, y al
aplicar las condiciones de equilibrio se obtiene:

ejex: F—-F, =0 (1)
ejey: N-P+F, =0 2

Sz, :Pd—Nd-F(R/2)=0 (3)

donde d es la distancia perpendicular, o brazo de palanca, desde A hasta las
fuerzas peso P y normal N, y el brazo de palanca de F es R/2. De la geometria
de la figura, se calcula d:

2
R? = R +d2:>d2:R2—R—:§R2
2 4 4

d:fR:ZdzJCTR

De (3) se obtiene el valor de la fuerza aplicada:

(P—N)szZR:(P—N)fR:FZR:

F=/3(P-N)
De(l):  F, =+/3(P-N)
De (2): Foy=P—-N
El vector fuerza es:

Fa=Fud +Fai=-3P-N)J+(P-N)j
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sumagnitud:  |Fa = 3P-N)?+(P-N) = F,|=2(P-N)

F _
w_ PN 1 g

FAX_\/g(P_N) \/g

Direccion de Fa: tana =

Notar que no se conoce N, se puede suponer que N = 0 cuando F es la fuerza
minima para hacer subir al tambor.

6.3 APLICACIONES DEL TORQUE AL CUERPO HUMANO.

La téecnica para calcular el valor de las fuerzas sobre cuerpos en equilibrio,
puede ser aplicada al cuerpo humano, donde existen fuerzas en masculos, hue-
sos y articulaciones, que permiten las diferentes posturas y movimientos.

El torque producido por la fuerza de gravedad juega un papel importante en el
equilibrio de un cuerpo. La fuerza de gravedad produce un torque cero en tor-
no al centro de gravedad (c.g.) El c.g. de una persona en posicion firme esta
sobre una linea vertical que toca el suelo a 3 cm delante de los tobillos (figura
6.7a). Si se inclina para tocar la punta de los pies, su c.g. tiende a moverse
hacia delante, méas alla del area de contacto, perdiéndose el equilibrio. Para
evitar esto, sus piernas y nalgas se mueven hacia atras, con lo cual el cuerpo
vuelve a estar en equilibrio (figura 6.7b). Los centros de gravedad de la mayo-
ria de las partes del cuerpo no estan encima de las articulaciones de apoyo y
hacen falta fuerzas musculares para mantener el equilibrio. Es asi que para
mantener el equilibrio y evitar que el cuerpo vuelque hacia adelante teniendo
como eje la articulacion del tobillo, se necesita una fuerza aplicada por el
musculo del tendon de Aquiles que va unido al tobillo (figura 6.7c).

El problema de mantener el equilibrio cuando caminamos es aun mayor. Al
levantar un pie del suelo, el c.g. del cuerpo tiene que desplazarse por encima
del pie apoyado. Esto exige que todo el cuerpo se mueva lateralmente. Es asi
que al caminar el cuerpo se mueve de un lado a otro para mantener el c.g. so-
bre su area de apoyo, en continuo movimiento. Una buena estabilidad se ob-
tiene teniendo el c.g. de un objeto en una posicion debajo de su area de susten-
tacion. Para un cuadrupedo, el area de apoyo es el area que hay entre las patas,
lo cual hace que el animal tenga gran estabilidad. Si el c.g. est4 realmente de-
bajo del area de apoyo se logra una gran estabilidad. A lo largo de la evolu-
cion, los animales han desarrollado posturas cada vez mas inestables. La ines-
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tabilidad permite a los animales moverse mas rapidamente, pero requiere un
control neuromuscular complejo para mantener el equilibrio. La posicién
humana es tan mecanicamente inestable que a un nifio le cuesta mas de un afio
desarrollar el control neuromuscular suficiente para mantenerse en pie sin
ayuda.

Figura 6.7 a) b) c)

La columna vertebral humana consta de 24 vértebras separadas por discos im-
pregnados de un fluido. Cuando una persona se agacha para recoger aunque
sea un objeto liviano, se produce una gran fuerza sobre el disco sacro lumbar
que separa la ultima vértebra del sacro, el hueso que sostiene la columna ver-
tebral. Si este disco se debilita puede deformarse o romperse y ejercer presion
sobre los nervios proximos produciendo grandes dolores.

Para comprender por que esta fuerza es tan grande podemos usar un modelo
que trata la columna como una barra con pivote que corresponde al sacro (fi-
gura 6.8a). Los diversos musculos de la espalda los representaremos como un
solo masculo que produce una fuerza T.sila espalda esta horizontal, el angu-
lo o que forma respecto a la columna es aproximadamente 12°. p Representa
el peso del torso, cabeza y brazos, que corresponde aproximadamente al 65%
del peso total del cuerpo. Obsérvese que como el &ngulo a es pequefio, la li-
nea de accién de T pasa cerca del pivote (sacro), por lo cual su distancia per-

pendicular es pequefia. El peso b actiia en angulo recto respecto a la columna
y su distancia perpendicular es mucho mayor. Por lo tanto, para que se equili-

bren los torques, la fuerza muscular T debe ser mucho mayor que el peso b
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Como T es grande, también lo es su componente horizontal, por lo tanto la
fuerza R debida al sacro debe tener una componente de igual valor y sentido
opuesto. La fuerza debida al sacro también debe ser mayor que el peso b

Ejemplo 6.5. Realicemos los calculos para una persona que pesa 700 N (masa
de 70kg). El valor de P es 65% de 700 = 455N. Se supone que P y T actlan a
una distancia del sacro de %2y 2/3 del largo | de la columna (figura 6.8a). Pa-
ra determinar el valor de T y R se aplican las condiciones de equilibrio.

Hola, ique ficl es
Iz Fisica! jcierfo?

Hueso sacro

Figura 6.8 a).

22 condicion de equilibrio, considerando el eje O en el hueso sacro:

2 L 3P
T5o=0=>7r+7,=0=>Tsenl2 - L-P-=0=T=——
ZO T P 3 2 4 x senl?2
T= 3% 160N
4 x senl?2

12 condicion de equilibrio:
> F,=0:R-Ty=0 =Ry=Tx =R,=Tcos12 =1641 cos12 = 1605N

ZFy:OZRy+Ty -P=0=R,=P-T,=455-1641sen12 = 114N

Luego: R=,R? +R? =+/1605” +114 =1610N
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Tales fuerzas en los masculos y en el disco son potencialmente peligrosas,
pues el valor de dichas fuerzas son grandes aun sin levantar un cuerpo. Si se
flexionan las rodillas manteniendo la espalda vertical, los centros de gravedad
de todos los pesos estan aproximadamente en la vertical del sacro, por lo tanto
sus torques respecto al sacro son pequefios y los musculos no deben realizar
gran fuerza (figura 6.8b). La fuerza sobre el disco respectivo es entonces
aproximadamente, igual al peso que sostiene. El diagrama de la figura 6.9
ilustra los valores de presion (fuerza) sobre el tercer disco lumbar, en atmosfe-
ras, si la persona esta de pie (A), de pie y sostiene 20kg (B), levantando co-
rrectamente un bulto de 20kg (C), levantando incorrectamente un bulto de
20kg (D). Notar como aumenta la fuerza ‘lumbar’ en los distintos casos.

aftm$p
y 3

(L]

A B c D

Figura 6.9
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PROBLEMAS.

a) Estimar las longitudes y masas de los punteros del reloj del Campanil.
b) Calcular el torque en torno al eje de rotacion de los punteros debido a
su peso, cuando la hora marca las: 14:00, 16:45, 18:00, otra a su gusto.

Hacer todas las suposiciones necesarias para estimar el torque que deben
ejercer las raices de un pino radiata D. Don, para evitar que el pino se
vuelque, cuando en un temporal de invierno se inclina por efecto de la
fuerza ejercida por el viento. ¢ Y si la planta es un rosal?

Una fuerza F = (2i + 3j) N se aplica a un objeto que esta articulado al-
rededor de un eje fijo alineado con el eje z. Si la fuerza se aplica en la
posicion r = (4i + 5j) m, calcular: a) el vector torque neto en torno a z,
b) la magnitud del torque neto y c) su direccion.

La figura 6.10 muestra las fuerzas F;=40 N, F,=30 N, F3=50 N, F;,=60
N aplicadas a un cuerpo rigido que puede girar en torno de un eje que
pasa por O. Calcular el torque resultante. R: -10.8 Nm.

Calcular el torque neto sobre la rueda producido por las fuerzas F;=8 N,
F,=10 N, F;=15 N, que se indican en la figura 6.11, alrededor de un eje
que pase por su centro, sia=10cm,b=20cmy a = 30°.

Figura 6.10 Problema 6.4 Figura 6.11 Problema 6.5

Dos fuerzas F; y F, actian a lo largo de los lados de un triangulo equi-
latero de lado a, como se muestra en la figura 6.12. Encuentre una terce-
ra fuerza F3; que aplicada en el vértice a lo largo del lado produzca un
torque neto en torno a O igual a cero. R: F; = F; + F, (magnitudes).
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Una viga uniforme de peso P y longitud L, que se apoya en los puntos O
y Q soporta dos pesos, P; sobre O y P, a la derecha de Q, como se
muestra en la figura 6.13. Calcular el valor de x para el cual la viga que-
daré equilibrada en el punto de apoyo Q de tal manera que la fuerza en
O sea cero. R: [(Py + P)D + Y2LP,]/P-.

Figura 6.12 Problema 6.6 Figura 6.13 Problemas 6.7 y 6.8

Para el sistema de la figura 6.13, calcular el valor de x tal que la fuerza
normal en O sea la mitad de la fuerza normal en Q. a) Desprecie el peso
de la viga. b) Considere el peso P de la viga.

Un tablén uniforme de 6m de longitud y 30kg de masa, descansa hori-
zontalmente sobre un andamio. Si 1.5m del tablon sobresale por un ex-
tremo del andamio. ¢Cuanto puede caminar un pintor de brocha gorda
de 70kg por la parte sobresaliente antes de que el tablon se vuelque? R:
0.64 m.

Un tablén uniforme de 5 m de largo y 150 kg esta articulado en A. En B
esta sostenido por una cuerda ubicada a 1.5 m del extremo inferior del
tablon, formando un angulo de 90° con el tabldn, como se ve en la figura
6.14. Calcular la tensién de la cuerda y la fuerza de la articulacion en A.
R: 643 N, -5141 + 1114j N.

El tablon uniforme de la figura 6.15, de 5 m de largo y peso P esta arti-

culado en A e inclinado o grados con la horizontal. En el extremo
opuesto esta sostenido por una cuerda que forma un angulo de 90° con el
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tabldn, sosteniendo un peso ¥2P. Calcular: a) la tension de la cuerda, b)
la fuerzaen A. R: a) 0.6 P, b) (0.471 + 1.14j)P.

T T TR F

Figura 6.14 Problema 6.10 Figura 6.15 Problema 6.11

Una escalera homogénea de masa M descansa contra una pared vertical
sin friccion, en un angulo de « con la vertical. El extremo inferior se
apoya sobre un piso horizontal con un coeficiente de friccion . Un pin-
tor de brocha gorda de masa 2M intenta subir la escalera. Calcular la
fraccion de la longitud L de la escalera subira el pintor antes de que la
escalera empiece a resbalar. R: (1.5 ctgar— 0.25)L.

Un tablon uniforme de 5m de longitud y 50N de peso, apernado en A es
sostenido por una cuerda en su extremo superior, como se muestra en la
figura 6.16. Una carga de 100 N cuelga del tablén en un punto a una dis-
tancia x de A. Si la resistencia de ruptura de la cuerda es 50 N, calcular
el valor de x. Considere oo = 30°y = 60°. R: 1.29 m.

Un poste uniforme de 1200 N se sostiene por un cable, como en la figura
6.17. El poste se sujeta con un perno en A la parte inferior y en la parte
superior se cuelga un cuerpo de 2000 N. Encuentre la tension en el cable
de soporte y las componentes de la fuerza de reaccion en el perno en A,
R: 1465 N, (1328i + 2581j) N.

Una fuerza F, cuya linea de accion pasa por el borde superior de un
tambor de radio R y peso P, se aplica sobre el tambor, para hacerlo subir
por un escalon de alto 2R (figura 6.18). Calcular: a) la fuerza F, b) la
fuerza del vértice del escalon en A, c¢) la direccion de la fuerza en A. R:

a) (/3/3)P, b) (10/9)P, c) tanar=-3.
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6.16 Un cilindro de masa M y radio r descansa sobre un plano inclinado suje-
tado por una cuerda tangente al cilindro y paralela a la superficie del
plano. El plano esta inclinado en un &ngulo o con la horizontal, como se
muestra en la figura 6.19. Calcular: a) el valor minimo del coeficiente de
friccion estatico, en términos de a, para que el cilindro no resbale hacia
abajo del plano inclinado, b) la tension en la cuerda en términos de M, g
y a. R: a) 0.5tan¢, b) 0.5Mg senc.

Figura 6.16 Problema 6.13 Figura 6.17 Problema 6.14

Figura 6.18 Problema 6.15 Figura 6.19 Problema 6.16

6.17 El antebrazo de la figura 6.20, esta con respecto al brazo a 90" y sostiene
en la mano un cuerpo de peso 70 N. Despreciando al peso del antebrazo:
¢Cual es el torque producido por el peso de 70N alrededor de la articu-
lacion del codo (punto O)? ¢ Cuél es el torque alrededor de O producido
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por la fuerza ,ym ejercida sobre el antebrazo por el biceps? ¢Cual es la
magnitud de IJ—'Jm?

Repetir el problema anterior suponiendo que el antebrazo y la mano jun-
tos pesan 35N y que su centro de gravedad esta a 15 cm de O.

Con el antebrazo en posicion horizontal, tal como aparece en la figura
6.21, la mano ejerce una fuerza de 90N sobre la balanza. Hallar las
magnitudes de las fuerzas Fn, y F. que ejercen sobre el antebrazo el tri-
ceps y el humero, (desprecie el peso del antebrazo).

Repetir el problema anterior suponiendo que el antebrazo y la mano jun-
tos pesan 25N y que su centro de gravedad esta a 18 cm de 0.

— e e

|s.a!

om

_!._._._.,....-33. [ — ..._____-i
Figura 6.20 Problemas 6.17 y 6.18 Figura 6.21 Problemas 6.19 y 6.20

Una persona puede ejercer una fuerza méxima de 400 N sobre el aparato
que se muestra en la figura 6.22. Si el aparato estd a 28 cm del codo, y el
biceps esta unido a 5 cm del codo, ¢Cuales son las magnitudes de las
fuerzas ejercidas por: el biceps, el himero.

La figura 6.23 nos muestra un atleta preparado para hacer un tiburon.
Pesa 750N y su centro de gravedad estd localizado por encima de un
punto P que hay en el suelo. Este punto esta a 0,9 m de la punta de sus
pies y a 0,6m de sus hombros, ¢Cuales son las fuerzas ejercidas por el
suelo sobre las manos y pies del atleta?

En el ejercicio que aparece en la figura 6.24 el torque alrededor de la
rodilla ejercido por la pesa sujeta al tobillo, varia con la elevacion de la
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Cap. 6 Torque y equilibrio.

pierna. Calcular el torque para las cuatro posiciones que aparecen en la
figura.

- O G diy
Figura 6.22 Problema 6.21 Figura 6.23 Problema 6.22.

6.24 Cuando una persona esta agachada, el musculo de la espalda unido a un
punto a dos tercios del sacro (eje) en un angulo de 12°, mantiene la espi-
na dorsal, de largo A, en posicion horizontal (figura 6.8). Si la parte su-
perior del cuerpo pesa 450 N, calcular la tension T del musculo de la es-
palda y la fuerza R de la espina en el sacro, cuando la persona levanta
con los brazos un peso de 200 N. R: 3066 N.

e
Mis Sakeh A?*i}

i

Figura 6.24 Problema 6.23 Figura 6.25 Prdbléfhé 6.25

6.25 Considere el modelo mecanico de la figura 6.25 en el cual la barra AB
representa la columna vertebral. EI cable CD representa al grupo de
musculos de la espalda que mantienen a la persona en la posicién incli-
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Cap. 6 Torque y equilibrio.

nada. El punto A representa el punto final de apoyo de la columna. Si la
persona tiene una masa de 60 Kg, y levanta un cuerpo de masa 25 Kg,
determine la fuerza de tension T que ejercen los masculos y la fuerza de
compresion ,gc que se ejerce en el punto de union de la columna. Su-
ponga que w; es el peso del tronco, cuyo punto de aplicacion es el punto
G y vale 260 N y w; es el peso combinado de cabeza, brazo y objeto, ac-
tha en el punto B y vale 590 N.

El madsculo deltoides levanta el brazo hasta la posicion horizontal, figura
6.26. Si el peso del brazo es 35N, calcular: el valor de la tension T ejer-
cida por el musculo, el valor de las componentes de R de la fuerza ejer-
cida por la articulacion del hombro.

[ ————— 3 —

Figura 6.26 Problema 6.26.
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CAPITULO 7. MOMENTO LINEAL Y CHOQUES.

¢Como puede un karateca partir un monton de ladrillos?, ¢por qué un porrazo
es mas doloroso sobre el cemento que sobre el pasto?, ¢por qué cuando se sal-
ta desde un lugar alto es conveniente flexionar las rodillas al llegar al suelo?.
Para entender y responder estas preguntas hay que recordar el concepto de
inercia. Todos sabemos que es mas facil detener una pelota pequefia que una
grande que se mueva con la misma velocidad ¢por que?. Estas acciones estan
relacionadas con la inercia (masa) de los objetos en movimiento, y esta idea de
inercia en movimiento esta incluida en el concepto de momento, término que
se refiere a los objetos que se mueven.

7.1 MOMENTO LINEAL.

El concepto de momento lineal se usa para denotar la inercia en movimiento.
El momento lineal p de una particula de masa m que se mueve con velocidad
v, se define como el producto de la masa de un objeto por su velocidad:

p=mb

(7.1)

Para una particula en movimiento en el espacio, las componentes del momento
lineal en cada direccion x, y y z son:

Py =My, p,=myv,, p =my,

El momento lineal (muchas veces mencionado solo como momento) es una
magnitud fisica vectorial porque la velocidad es un vector, su direccién es a lo
largo de v, su unidad de medida en el Sl es kg m/s. De esta definicion se ob-
serva que el momento lineal de un cuerpo en movimiento puede ser grande si
su masa es grande, como en el caso de la pelota mas grande mencionada en el
primer parrafo, si su velocidad es grande, o ambas lo son. Si un cuerpo esta en
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reposo, su momento lineal es cero. Puesto que el movimiento es producido por
fuerzas, si la masa es constante, se puede relacionar el momento lineal con la
fuerza F que actua sobre la particula usando la segunda Ley de Newton:

B =@ _dlmb)
dt dt

p_db
dt

Esta altima ecuacion dice que la fuerza neta sobre una particula es igual a la
rapidez de cambio del momento lineal de la particula. Para el caso particular
en que la fuerza neta es cero, esto es para una particula en equilibrio de trasla-
cién, el momento lineal resultante de la particula debe ser constante, ya que:

Ig:0:>c:;—€:0:>g:cte.

7.2 IMPULSO.

Si cambia el momento lineal de una particula, su velocidad varia, y si la masa
es constante, como casi siempre es el caso, entonces hay aceleracion, que ne-
cesariamente debe ser producida por una fuerza. Mientras mayor sea la fuerza,
mayor el cambio de velocidad, y por lo tanto mayor el cambio de momento
lineal. Pero hay otro factor importante a considerar: el tiempo durante el cual
se ejerce la fuerza. EI cambio de momento lineal es mayor si se aplica la mis-
ma fuerza durante un intervalo de tiempo largo que durante un intervalo de
tiempo corto. Estas afirmaciones se pueden demostrar escribiendo la ecuacion
de momento lineal de la siguiente forma:

db = Fa
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Esta ecuacion se puede integrar para obtener la variacion de momento Ap de la
particula. Si el momento cambia desde un valor inicial p; en el instante inicial
t; a un valor final ps en el instante final #, integrando la ecuacién anterior, se
obtiene:

b -F :Agzjflgdt

La cantidad integral de la fuerza por el intervalo de tiempo, se define como el
impulso | de la fuerza F en el intervalo de tiempo dt, es decir el impulso | es
un vector definido por la expresion:

Cuanto mayor sea el impulso, mayor sera el cambio de momento de la particu-
la. Esta expresion se llama el teorema del impulso y del momento, que se ex-
presa como: el impulso de la fuerza neta es igual al cambio de momento li-
neal de la particula. Este teorema es equivalente a la segunda Ley de Newton.
El impulso es una magnitud vectorial cuyo valor numérico, por definicion de
integral, es igual al &rea bajo la curva F' vs ¢, como se ilustra en la figura 1, tie-
ne la misma unidad de medida que el momento lineal. En general la fuerza
puede variar en forma complicada con el tiempo (figura 7.1), por lo que es
conveniente definir una fuerza promedio en el tiempo, F,, que se puede con-
siderar como una fuerza constante que dara el mismo impulso a la particula
que la fuerza F actuando durante el intervalo de tiempo At. De nuestros cono-
cimientos de estadistica, sabemos que el valor medio de alguna variable, se
define como:

P - 1[” Far
At

Despejando la integral y reemplazando en la definicion del impulso se puede
escribir:
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I=F At=Ap 7.3

Figura 7.1

Esta expresion se llama la aproximacion del impulso, supone que una de las
fuerzas que actlian sobre la particula lo hace en un tiempo muy corto y es de
magnitud mucho mayor que cualquier otra fuerza presente. Esta aproximacion
es muy util cuando se trabaja con choques (evento en Fisica que luego defini-
remos), donde las fuerzas son muy intensas y de muy corta duracién, en este
caso se les da el nombre de fuerzas impulsivas o de impacto.

Ahora se pueden responder las preguntas formuladas al comienzo de esta capi-
tulo. En la del salto, al flexionar las rodillas se aumenta el tiempo durante el
cual varia el momento, por lo que se reducen las fuerzas que se ejercen sobre
los huesos respecto al valor que tendrian si cayeras con las piernas extendidas,
lo que evita posibles lesiones. Las respuestas a las otras preguntas se deja co-
mo reflexion para el alumno.

Ejemplo 7.1. En un saque, el Chino Rios golpea su pelota (la de tenis) de 50
gr con la raqueta, proporcionandole una fuerza impulsiva. Suponiendo que la
pelota sale de la raqueta en un angulo de 2,5° y recorre 10 m para llegar a la
misma altura en el otro sector de la cancha, calcular: a) el impulso, b) la du-
racion del golpe si la deformacion de la pelota por el golpe fue de 1 cm, c) la
fuerza media sobre la pelota.
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Solucién.

a) Calculo del impulso, por su definicion:
I:Apzpf - D; =m(vf —vl.)

donde v; = 0 es la rapidez de la pelota justo antes del golpe y v es la rapidez
con la que sale de la raqueta después del golpe, que no se conoce, pero que se
puede calcular con los ecuaciones de cinematica, sabiendo que la pelota reco-
rre x = 10 m y sale con una inclinacion « = 2.5° Usando la expresion de la
distancia horizontal maxima para un proyectil, se tiene:

0

x=-%sen2a = v: =
o
g sen2a  send

= v, =33.9m/s

2
y 8 1040 330mis

reemplazando en el impulso, se obtiene:

I=mv,-—m-0=mv, =(0.05gr)(33.9m/s)

I =1.7kgm/s

b) Si la pelota se deform6 1cm durante el golpe, considerando que cuando
comienza la deformacién la v; = 0, suponiendo que durante la deformacion
la a = cte, la duracion del golpe seria:

2 2
v
vi=v2+2ahx=a=_" = (339) _ 57460.5ms?
2Ax  2(0.01)
Vi 33.9m/s

vfzvi+aAt:>At=—= >
‘ a 57460.5m/s

— At =59x107*s
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¢) El calculo de la fuerza media se puede hacer con la ecuacion:

[=FA=F =1
At

Fo_ 1.7kgml s

= S, =288L5N
5.9x10™s

Ejemplo 7.2. Una pelota de 100 g que se deja caer desde una altura h = 2m,
rebota verticalmente después de golpear el suelo hasta %h (figura 7.2). a)
Calcular el momento de la pelota antes y después de golpear el suelo, b) si la
duracion del golpe fue de 0.01 s, calcular la fuerza media ejercida por el piso
sobre la pelota.

Solucion: a) en la figura 7.2 se muestra el esquema de =0
la situacion. EI momento lineal inicial y final es: n
;
N X o=
momento inicial: Bl. =-mv, ] ; )
: '
momento final: Bf =mv, ] | |
: o i v
Los valores de las velocidades inicial y final se pueden : T f
calcular usando el principio de conservacion de la — SEEEREEEREEE
energia. ¥
Inicial: 0+ mgh; = % mvi +0 = v, = . [2gh, Figura 7.2 Ejemplo 7.2

Final: % mvi +0 = 0 + mghy = v, = [2gh, =[2¢(3/4)h, = /(3/2)gh,
Por lo tanto, el momento inicial y final es:
B=-m[2gh], B,=m[(32)gh]

Reemplazando los valores numericos, se tiene:
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pi=-0.63 kgm/s, p;= 0.54 kgm/s

b) Usando la aproximacion del impulso:

P:IQmAt:AB:IQMZAB:M
At

At

P _0547-(-063)

’ =118j N
0.01

7.3 CONSERVACION DEL MOMENTO LINEAL.

La segunda ley de Newton afirma que para acelerar un objeto hay que aplicar-
le una fuerza. Ahora vamos a decir lo mismo, pero con otro lenguaje: para
cambiar el momento de un objeto hay que aplicarle un impulso, impulso que
es producido por una fuerza. En ambos casos hay un agente externo que ejerce
la fuerza o el impulso, las fuerzas internas no se consideran. Cuando la fuerza
neta es cero, entonces el impulso neto es cero, y por lo tanto no hay cambio
del momento lineal total. Entonces se puede afirmar que si sobre un sistema
no se ejerce fuerza neta, el momento total del sistema no puede cambiar.

Para probar tan osada afirmacion, consideremos un sistema mecanico formado
solo por dos particulas que interactdan entre si, pero que estan aisladas de los
alrededores, y que ejercen fuerzas entre ellas (estas fuerzas pueden ser gravi-
tacionales, elasticas, electromagnéticas, nucleares, etc.), sin consideran otras
fuerzas externas al sistema. Si en un cierto instante ¢ el momento de la particu-
la 1 es p; Yy el momento de la particula 2 es py, y si Fi, es la fuerza sobre la
particula 1 producida por la particula 2 y F,; es la fuerza sobre la particula 2
producida por la particula 1, como se muestra en la figura 7.3, entonces se
puede aplicar la segunda Ley de Newton a cada particula:

B,- y B_P

2
dt dt
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m
m; 2

o F, F,

Figura 7.3

Por la tercera Ley de Newton, F1, y F,; son un par de accién y reaccion, en-
tonces:

ﬁlz"’ =0

dp, dp, d _
dz‘+dt_dt(Bl+BZ)_0

.

Se concluye que el momento lineal total es constante. Cuando una cantidad
fisica no cambia, decimos que se conserva, por lo tanto el momento total se
conserva. No hay caso alguno en que el momento de un sistema pueda cam-
biar si no se aplica una fuerza externa. Esta es una de las leyes fundamentales
de la mecanica, conocida como ley de conservacion del momento lineal. Co-
mo es una ecuacion vectorial, equivale a tres ecuaciones escalares, una para
cada componente x, y y z:

plx + p2x =cle
Py + P2y = cte
P1 + P2, = cte
Si piz Y pi2 son el momento en el instante inicial de las particulas 1y 2y pn y

P2 son el momento en el instante final, entonces la conservacion del momento
se escribe como:
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lgil"‘ i2 :ﬁf1+1gf2

ml‘[’)il Tmyv, = m1‘9f1 + m2‘9f2

La conservacion de la energia mecanica total se cumple sélo cuando las fuer-
zas sobre el sistema aislado son conservativas. EI momento lineal para un sis-
tema de particulas se conserva sin importar la naturaleza de las fuerzas inter-
nas que acttan sobre el sistema aislado, por lo que el principio de conserva-
cion del momento lineal es mas general y completo que el de la conservacién
de la energia, es una de las leyes mas importantes de la mecanica, deducido a
partir de las Leyes de Newton.

Como el sistema esté aislado, las fuerzas internas que acttan son de accion y
reaccion, en este caso el momento se conserva, por lo que el principio de con-
servacion del momento lineal es un enunciado equivalente a la tercera Ley de
Newton. Notar como intervienen las tres Leyes de Newton en este analisis.

Aunque la anterior deduccion del principio de conservaciéon del momento li-
neal fue formulada en este andlisis para dos particulas que interacttan entre si,
se puede demostrar que es valida para un sistema de » particulas y para una
distribucion continua de masa, aplicada al movimiento del centro de masa del
sistema de particulas o de la distribucién de masa.

7.4 CHOQUES.

La ley de conservacion del momento lineal se puede aplicar muy claramente
en lo que en Fisica se conoce como choque o colision. Se usa el término cho-
que para representar, en escala macroscépica, un evento en el que dos particu-
las interactan y permanecen juntas durante un intervalo de tiempo muy pe-
quefio, produciendo fuerzas impulsivas entre si. Se supone que la fuerza im-
pulsiva es mucho mas grande que cualquier otra fuerza externa. En escala
atomica tiene poco sentido hablar del contacto fisico; cuando las particulas se
aproximan entre si, se repelen con fuerzas electrostaticas muy intensas sin que
Ileguen a tener contacto fisico. Cuando dos 0 mas objetos chocan sin que actd-
en fuerzas externas, el momento lineal total del sistema se conserva. Pero la
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energia cinetica en general no se conserva, ya que parte de esta se transforma
en energia térmica y en energia potencial elastica interna de los cuerpos cuan-
do se deforman durante el choque.

De acuerdo a lo expuesto, existen diferentes procesos durante los choques, por
lo que estos se pueden clasificar en tres tipos:

a) Cuando dos o mas objetos chocan sin deformarse y sin producir calor, se
Ilama choque elastico. En este caso se conserva tanto el momento lineal
como la energia cinética del sistema.

b) Cuando los objetos que chocan se deforman y producen calor durante el
choque, se llama choque inelastico. En este caso se conserva el momento
lineal, pero no la energia cinética del sistema.

¢) Un choque se dice perfectamente inelastico cuando los objetos se defor-
man, producen calor y permanecen unidos despues del choque, por lo que
sus velocidades finales son las mismas, y aun es valida la conservacion del
momento lineal.

7.4.1 Ejemplos de choque en una dimension.

La ley de conservacion del momento lineal es util de aplicar cuando durante
un choque se producen fuerzas impulsivas. Se supone que las fuerzas impulsi-
vas son mucho mayor que cualquier otra fuerza presente y como estas son
fuerzas internas, no cambian el momento lineal total del sistema. Por lo tanto,
el momento lineal total del sistema justo antes del choque es igual al momento
lineal total del sistema justo despues del choque y el momento total se conser-
va. Pero en general la energia cinética no se conserva.

Ejemplo 7.3: dos particulas de masas m; y m, que se mueven en la misma li-
nea de accion, con velocidades Vi1 y Vip, chocan en forma completamente in-
elastica. Después del choque ambas particulas se mueven juntas, determinar
la velocidad final Vs del sistema.

Solucion: Supongamos que inicialmente las particulas se mueven en el mismo
sentido, y si en este caso lo consideramos hacia la derecha como se muestra en
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la figura 7.4, la velocidad inicial de m,; debe ser mayor que la de m,, dando
como resultado una velocidad final del conjunto hacia la derecha.

Antes del chogue Desgauésdel chogue

m
m 2 m
nj Vi o iz mfod Vo

Figura 7.4 Choque completamente inelastico en una dimension.

En este choque completamente ineléstico, el momento lineal del sistema se
conserva, y como el movimiento es en una dimension (por ejemplo, la direc-
cion del eje x), entonces de la figura 7.4, se obtiene:

DPantes del chogue = Pdespués del choque

Pi=Pyr=PantPi2=PntPsr
My +myv;, = (my +my)v,

_ vy +myv,
vy =

ml+m2

Existen otras opciones respecto a la direccién que pueden tener las velocida-
des iniciales de las particulas para que se produzca el choque: que las dos se
muevan en sentidos contrarios, en cuyo caso, independientemente del valor de
las velocidades, se producira el choque, ya que se mueven sobre la misma li-
nea de accion; o que ambas particulas se muevan hacia la izquierda, en ese
caso, la velocidad inicial de la particula que ‘persigue’ (m, en la figura 7.4) a
la otra, debe ser mayor para que la alcance y se produzca el choque, dando
como resultado una velocidad final del conjunto hacia la izquierda. Estas si-
tuaciones las puede resolver el alumno.
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Ejemplo 7.4: dos particulas de masas m; y m, que inicialmente se mueven en
linea recta, en sentidos contrarios, con velocidades Vi; y Vi, chocan frontal-
mente en forma elastica. Calcular la velocidad final V¢ de cada una, después
del choque.

Solucién: Como no se conoce ni el valor numérico de las masas ni de las ve-
locidades iniciales, no se puede saber a priori el sentido de las velocidades fi-
nales de las particulas, asi que supongamos que después del choque se mueven
en sentidos opuestos. Como el choque es elastico, se conserva tanto el mo-
mento como la energia cinética, aplicando estos principios, y considerando
que el choque es en una direccidn, se obtiene:

Antes delchoque Despues del chogue
1l Ly gy
I 2 1l 2
n - " ° -2 nj ° .

Figura 7.5 Choque elastico en una dimension.

Conservacion del momento lineal:  pures dei chogue = Pdespués dei chogue
PntPio=PrtPps
MV —MyV, = —MyV e M5V 0y

Conservacion de la energia Cinética: Ec unes dei choque = E despuss del choque

(PO SRNPR SRPIE S
IV MV, = MV + M,V

Para resolver el sistema de dos ecuaciones, para las dos incognitas vy Y vs,, €n
la ecuacion de la energia cinética, se puede dividir por Y2, reagrupar los térmi-
nos de m; y m, en cada miembro de la ecuacion y escribirla como:
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2 2 ) _ 2 2
my (Vi1 - Vfl)— m, (sz —Vi2 )

my (vil TV Xvil — Vi ) =m, (sz TVio vaz —Vi2 )
Ahora se pueden separar los términos en m; y m; de la ecuacion del momento
y escribirla de la siguiente forma:

Combinando estas dos Ultimas ecuaciones (desarrollos algebraicos interme-
dios se dejan como ejercicio para el alumno), se obtienen las expresiones para
la rapidez final v¢; y vy, de cada particula:

m, —m 2m
_m, 1 2
Vi = Vi t Vio
my +m, my + m,
2m m, —m
_ 1 1 2
Via = Vit Vio
my + m, my + m,

Los resultados anteriores no deben considerarse como generales, ya que fue-
ron deducidas para este caso particular, con los sentidos de las velocidades
iniciales dados, por lo tanto no se pueden aplicar como formulas para resolver
cualquier problema. Como en el ejemplo 7.3, existen otras opciones respecto a
la direccion que pueden tener las velocidades iniciales de las particulas para
que se produzca el choque elastico frontal, analisis que se deja de tarea para el
alumno.

7.5 CHOQUES EN DOS DIMENSIONES.
Si una particula de masa m; que se mueve con una determinada velocidad ini-
cial v;;, choca de costado con otra de masa m; inicialmente en reposo (no tiene

porgue estar en reposo, pero en este caso, considerémosla en ese estado), el
movimiento final sera bidimensional, por lo que se considera un choque en
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dos dimensiones. Después del choque, como se muestra en la figura 7.6, m; se
mueve en un dngulo a sobre el eje x y m, en un angulo B debajo del eje x.

Antes delchoque Después del chogque
Y Vir
m;
M o
Ao Vii - iz =
O o )
m
2 1"}"2

Figura 7.6 Choque en dos dimensiones.

Por la ley de conservacion del momento, desarrollada en sus componentes en
cada direccion x e y:

Eje x: P =P =>myvy +0=myv, COSa+m,v,,COS S
Eje y: Py =Py = 0=my sena—m,v ,senf

Si ademas el choque es elastico, por la conservacion de la energia se tiene:

1 > 1 - 1 5
—myvy; +0=—mys +—m,v
2 1% 2 1V f1 2 2V f2

Este es un sistema de tres ecuaciones, para resolverlo se deben dejar sélo tres
incognitas, por ejemplo vy, v, ¥ a. Se deja como tarea resolver el sistema,
ademas que en los problemas de final del capitulo se proponen varios donde se
debe resolver este sistema.
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Ejemplo 7.5. Una esfera de billar blanca que se mueve con cierta velocidad
inicial choca de costado con otra roja, inicialmente detenida. Si después del
choque la bola blanca se mueve en 40° respecto a su direccion inicial, calcu-
lar la desviacion de la bola roja.

Solucion: el esquema se muestra en la figura 7.6; suponiendo que el choque es
elastico, se conserva la energia cinética del sistemay como la v;, = 0, se tiene:

1 1 1

2 2 2
2 b 2 VR

También se conserva el momento lineal, que escrito en forma vectorial es:

Como las masas son iguales, se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

2 2

‘91'1 = {’)fl +

Para resolver este sistema se puede intentar elevar al cuadrado la ultima ecua-
cion, y luego combinarla con la primera, al hacerlo se obtiene:

va = (9f1+19 )(9f1+9f) vf1+219 19f2+vjz,2
i—vll+219 2=
Pp-P,=0
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Por la definicion de producto escalar, al desarrollar la altima ecuacion, consi-
derando que el angulo que forman los vectores v, y v es f+ 40°, se obtiene:

V1V, COS(B +40°) =0
cos( 3 +40°) = 0°

Pero el coseno de un angulo es cero, cuando ese angulo vale 90°, entonces
[ +40°=90°= S =50°

Este resultado muestra que siempre en un choque elastico de costado, 0 no
frontal, entre dos masas iguales, con una de ellas inicialmente en reposo, las
masas finalmente se moveran en un angulo recto una respecto a la otra.
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PROBLEMAS.

¢Se acuerdan del problema del Chino Rios del capitulo 5? (usar esos
datos) Suponga que por la fuerza elastica del raquetazo, de 5 ms de du-
racion, la pelota gana un 5% de la rapidez con la que golpea a la raqueta.
Calcular: a) el impulso sobre la pelota, b) la fuerza media. ¢) Estimar el
nimero de ragquetazos que pega el Chino en un partido de tenis y calcu-
lar la fuerza media en todo un partido. R: a) 5.7 kgm/s, b) 1139 N.

Una bola de palitroque de 5 kg se mueve en linea recta a 3 m/s.;Qué tan
rapido debe moverse una bola de ping-pong de 2.5 gr en una linea recta,
de manera que las dos bolas tengan el mismo momento? R: 6000 m/s.

Una pelota con una masa de 60 gr se deja caer desde una altura de 2 m.
Rebota hasta una altura de 7.8 m. ;Cuél es el cambio en su momento li-
neal durante el choque con el piso?

Una ametralladora dispara balas de 35 g a una velocidad de 750 m/s. Si
el arma puede disparar 200 balas/min, ¢{Cual es la fuerza promedio que
el tirador debe ejercer para evitar que la ametralladora se mueva? R:
87.5N.

En la figura 7.7 se muestra la curva fuerza-tiempo estimada para una
pelota de tenis golpeada por la raqueta del Chino. A partir de esta curva,
calcular, a) el impulso dado a la pelota, b) la fuerza media sobre la pelo-
ta. R: a) 10 kg m/s, b) 10 kN.

BN
20
15

g
o)

o i 2 tms)
Figura 7.7 Problema 7.5.
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Salas que otra vez se viene a jugar por la U, le hace un gol de tiro libre
al Colo. La fuerza con la cual golpea la pelota de 400 gr, inicialmente
detenida, es tal que aumenta linealmente de 0 a 1000 N durante / ms,
luego se mantiene constante durante otro ms y finalmente disminuye li-
nealmente a 0 durante 2 ms. Calcular: a) el impulso sobre la pelota, b) la
rapidez con que sale disparada, c¢) la fuerza media. ;Cuanto le ganaré la
U, proximo campeon, al Colo? R: a) 2.5 kgm/s, b) 6.25 m/s, c) 625 N.

Zamorano patea un balon de fatbol de 0.5 kg con una rapidez de 15 m/s.
Chilavert, solidisimo, atrapa la pelota y la detiene en 0.02 s. a) ;{Cual es
el impulso dado al baldén? b) ¢Cual es la fuerza promedio ejercida sobre
Chilavert? R: a) 7.5 kg m/s, b) 375 N.

Un auto se detiene frente a un semaforo. Cuando la luz vuelve al verde,
el auto acelera, aumentando su rapidez de cero a 5 m/s en [ s. (Qué
momento lineal y fuerza promedio experimenta un pasajero de 70 kg en
el auto?

Una bola de acero de masa M que se mueve en el plano xy, golpea una
pared ubicada sobre el eje y, con una velocidad v a un angulo o con la
pared. Rebota con la misma velocidad y angulo. Si la bola esta en con-
tacto con la pared durante un tiempo 7, ¢Cual es la fuerza promedio
ejercida por la pared sobre la bola? R: 2Mv sena/T.

Un meteorito de 2000 kg tiene una velocidad de 720 m/s justo antes de
chocar de frente con la Tierra. Determine la velocidad de retroceso de la
Tierra. R: 4x107%° m/s.

Un chilenauta de 60 kg camina en el espacio alejado de la nave espacial
cuando la cuerda que lo mantiene unido a la nave se rompe. El puede
lanzar su tanque de oxigeno de /0 kg de manera que éste se aleje de la
nave espacial con una rapidez de /2 m/s, para impulsarse a si mismo de
regreso a la nave. Suponiendo que inicia su movimiento desde el reposo
(respecto de la nave), determine la distancia méxima a la cual puede es-
tar de la nave espacial cuando la cuerda se rompe para regresar en me-
nos de 60 s (es decir, el tiempo que podria estar sin respirar). R: 120 m.

Un vagon de ferrocarril de 2.5x10° kg de masa que se mueve con una
velocidad de 4 m/s choca para conectarse con otros tres vagones de fe-
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7.14.

7.15.

7.16.

7.17.
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rrocarril acoplados, cada uno de la misma masa que el primero y mo-
viéndose en la misma direccidn con una velocidad de 2 m/s. a) ¢Cual es
la velocidad de los cuatro vagones después del choque? b) ¢Cuéanta
energia se pierde en el choque?

Un patinador de 80 kg que esta parado sobre un estanque congelado cer-
cano a un muro sostiene una bola de 0.5 kg, que luego lanza contra el
muro con una rapidez de /0 m/s respecto al suelo y la atrapa después
que golpea el muro. a) ¢(Con que rapidez se mueve el patinador después
de atrapar la bola?, b) ¢cuantas veces puede seguir con este proceso an-
tes de que su rapidez llegue a 7 m/s respecto al suelo.

Una bala de masa m,, se dispara contra un bloque de madera de masa
m;, inicialmente en reposo sobre una superficie horizontal. Después del
impacto el bloque se desliza una distancia D antes de detenerse. Si el
coeficiente de roce entre el blogue y la superficie es u. Calcular la velo-
cidad de la bala justo antes del impacto.

Lucho de 75 kg, esta parado en el extremo de un carro de 1000 kg y 10
m de largo, inicialmente detenido respecto al suelo. Lucho comienza a
caminar hacia el otro extremo del carro a razon de 1 m/s relativo al sue-
lo. Suponga que no hay roce entre el carro y el suelo. a) Analice cualita-
tivamente el movimiento de Lucho mientras camina sobre el carro. b)
Determine el tiempo que demora en llegar al otro extremo. c) ¢Qué su-
cede cuando se detiene en el otro extremo del carro? R: b) 9.3 s

Un cabrochico de 40 kg esta parado a 3 m de un muelle, en un extremo
de un bote de 70 kg, que mide 4 m de largo. El cabro observa un recurso
loco sobre una roca justo en el otro extremo del bote y comienza a ca-
minar sobre el bote para llegar donde el loco. a) Calcular la posicién del
cabro cuando llega al otro extremo del bote. b) Suponiendo que el cabro
se puede estirar fuera del bote hasta 1 m, ¢alcanzara al loco? R: 5.5 m,
b) no.

Un neutrén que se mueve con una velocidad de 3x10° m/s choca elastica
y frontalmente con un ndcleo de helio en reposo. Determine: a) la velo-
cidad final de cada particula, b) la fraccidn de energia cinética transferi-
da al ndcleo de helio. R: a) 1.8x10° m/s, 1.2x10° m/s.
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Una esfera de masa 2m que se mueve con rapidez v, hacia la derecha
choca de frente elasticamente con otra esfera de masa m, inicialmente
detenida (figura 7.8). Despues del choque, la esfera 2m retrocede con
v,/2 Yy la de masa m se mueve hasta subir por un plano inclinado en o
grados, sin roce. Calcular la distancia D que sube m por el plano. R:

4.5v,%/g sena.

Q- Q e

Figura 7.8. Problema 7.18.

Una explosion interna separa en dos pedazos A y B una masa de 1 kg
que se movia horizontal y libremente en direccion del eje x, con una ra-
pidez de 10 m/s. Después de la explosion, el trozo A de 250 gr se movia
en direccion y a 15 m/s. a) Hacer un esquema de la situacion. b) Calcu-
lar el momento antes de la explosion. ¢) Calcular la velocidad de B des-
pues de la explosion. R: b) 107 kgm/s, €) 13.37 - 57 m/s.

Cuando a Supertribi, de masa 50 kg, se le acaba el efecto de su super-
mani, cae libremente llevando consigo un macetero de 5 kg. Cuando fal-
tan 10 s para llegar al suelo, Supertribi tira horizontalmente el macetero
con una rapidez de 5 m/s. Calcular donde caen Supertribi (y no le pasa
nada porque es super) y el macetero. R: 5 m, 50 m.

Un nicleo inestable de 77x107 kg inicialmente en reposo, se desintegra
en tres particulas. Una de ellas de 5x/07 kg, se mueve a lo largo del eje
y con una rapidez de 6x10° m/s. Otra particula, de masa 8.4x107” kg se
mueve a lo largo del eje x con una rapidez de 4x70° m/s. Calcular a) la
velocidad de la tercera particula, b) la energia total emitida en el proce-
s0. R: @) (-9.37 — 8.37)x10° m/s, b) 4.4x10™" J.

Una particula de masa m, que se mueve con velocidad v, choca de cos-
tado con una particula idéntica que esta en reposo. Demuestre que si el
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choque es elastico las dos particulas se mueven en 90° una respecto de
la otra después del choque.

Considere una pista sin friccion como la mostrada en la figura 7.9. Un
bloque de masa 5 kg que se suelta desde una altura de 5 m choca fron-
talmente con otro bloque de masa /0 kg colocado en la base de la pista
curva, inicialmente en reposo. Calcular la altura maxima a la cual se
eleva la masa de 5 kg después del choque. R: 0.56 m.,

JI. _ S RESFR T S . on W lme LR

Figura 7.9 Problema 7.23.

LS

Una particula de masa m; que se mueve con velocidad inicial vj; sobre el
eje x choca de costado con otra de masa m, en reposo. Después del cho-
que, m,; y m, se mueven sobre el plano xy tal que la velocidad final v,; de
m, forma un angulo o sobre el eje x y la velocidad final v, de m, forma
un angulo B bajo el eje x (figura 7.6). Demuestre que:

Vo Sena
tanp=—21*

Una bola de billar que se mueve a 5 m/s golpea a otra bola estacionaria
de la misma masa. Después del choque, la primera bola se mueve a 4.33
m/s en un angulo de 30° respecto de la linea original de movimiento.
Suponiendo un choque eléstico, calcular la velocidad de la bola golpea-
da. R: 2.5 m/s, -60°.

Una bala de masa m se dispara contra un blogue de masa M inicialmente
en reposo en el borde una mesa sin friccion de altura 4. La bala se in-
crusta en el blogue y después del impacto éste cae a una distancia hori-
zontal D del borde de la mesa. Determine la velocidad inicial de la bala.
R: D(1+M/m)/(0.2h)"°.
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Dos carritos de igual masa, 0.25 kg, se colocan sobre una pista sin fric-
cion que tiene un resorte ligero de constante fuerza £ = 50 N/m unido al
extremo derecho de la pista. Al carrito de la izquierda se le da una velo-
cidad inicial de 3 m/s hacia la derecha y el otro carrito a la derecha del
primero esta inicialmente en reposo. Si los carros chocan elasticamente,
encuentre a) la velocidad de cada uno justo después del primer choque,
y b) la comprension méaxima en el resorte.

Dos particulas, de masas m y 3m, se aproximan una a la otra a lo largo
del eje x con las mismas velocidades iniciales v,, La masa m se mueve
hacia la izquierda y la masa 3m hacia la derecha. Chocan de frente y ca-
da una rebota a lo largo de la misma linea en la que se aproximaban.
Calcular las velocidades finales de las particulas. R: 2v,, 0.

Dos particulas, de masas m y 3m se aproximan una a la otra a lo largo
del eje x con las mismas velocidades iniciales v, La masa m se desplaza
hacia la izquierda y la masa 3m hacia la derecha. Experimentan un cho-
que no frontal de modo que m se mueve hacia abajo después del choque
en un angulo recto respecto a su direccion inicial. Calcular: a) las velo-
cidades finales de las dos masas, b) el angulo al cual se desvia 3m. R:
a)2v,/3cosa, 2vetana, b) 35°.

Un cohete con masa inicial M; despega desde la Tierra. Cuando su com-
bustible se ha consumido completamente, el cohete se encuentra a una
altura pequeiia comparada con el radio terrestre. Demostrar que su rapi-
dez final es v = -v.In(My/ M)-gt, con t = (M;- M,)(dm/dt)" , donde v, es la
rapidez de escape de los gases, M, la masa final del cohete y dm/dt el
consumo constante de combustible.
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Cap. 8 Dindmica de rotacion.

CAPITULO 8. DINAMICA DE ROTACION.

Cuando un objeto real gira alrededor de alglin eje, su movimiento no se puede
analizar como si fuera una particula, porque en cualquier instante, diferentes
partes del cuerpo tienen velocidades y aceleraciones distintas. Por esto es con-
veniente considerar al objeto real como un gran numero de particulas, cada
una con su propia velocidad, aceleracion. El andlisis se simplifica si se consi-
dera al objeto real como un cuerpo rigido. En este capitulo se tratara la rota-
cion de un cuerpo rigido en torno a un eje fijo, conocido como movimiento
rotacional puro.

8.1 ENERGIA CINETICA DE ROTACION.

Para un cuerpo rigido formado por una coleccion de particulas que gira alre-
dedor del eje z fijo con velocidad angular @, cada particula del cuerpo rigido
tiene energia cinética de traslacion. Si la particula de masa m;, se mueve con
velocidad vj, su energia cinética es:

Cada particula del cuerpo rigido tiene la misma velocidad angular @, pero dis-
tintas velocidades lineales, porque estas dependen de la distancia r al eje de
rotacion, y se relacionan por Vi = o ;. Entonces la energia cinética de la parti-
cula i es:

La energia cinética total del cuerpo rigido en rotacion es la suma de las ener-
gias cinéticas de cada particula individual, esto es:
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E; =2 E :z;miriza)z :;(z;miriz)wz

donde se factorizd @’ porque es la misma para todo el cuerpo rigido. A la can-
tidad entre paréntesis en la ecuacion anterior se la define como el momento de
inercia, I, del cuerpo rigido:

| :Zmiri2

De la definicion momento de inercia, sus unidades de medida en el SI son
2 ..y [ , o gy <7
kg:m*. Con esta definicion, se puede escribir la energia cinética de rotacion de

un cuerpo rigido como:

(8.1)

La energia cinética de rotacion no es un nueva forma de energia, sino que es el
equivalente rotacional de la energia cinética de traslacion, se dedujo a partir de
esa forma de energia. La analogia entre ambas energias % mv® y % | & es dire-
cta, las cantidades | y @ del movimiento de rotacién son anilogas a my v del
movimiento lineal, por lo tanto | es el equivalente rotacional de m (algo asi
como la masa de rotacidn), y siempre se considera como una cantidad cono-
cida, igual que m, por lo que generalmente se da como un dato. Pero existen
técnicas del calculo integral para calcular |, y teoremas asociados, que no se
usaran en este curso.

El momento de inercia I es una cantidad que depende del eje de rotacion, el
tamafio y la forma del objeto. En la siguiente tabla 8.1 se dan los momentos de
inercia respecto al centro de masa de figuras geométricas conocidas, de distri-
bucién de masa homogénea, cuando giran en torno al eje que se indica.
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TABLA 8.1

Objeto (de masa M)
Aro o cascaroén cilindrico de radio R, eje de rotacion por
su eje de simetria

Disco o cilindro solido de radio R, eje de rotacién por
su eje de simetria

Cilindro hueco, de radios interno Ry y externo Ry, eje de
rotacion por su eje de simetria

Esfera solida de radio R, eje de rotacion por su eje de
simetria

Cascaron esférico delgado de radio R, eje de rotacion
por su eje de simetria

Barra delgada de largo L, con eje de rotacién por el
centro

Barra delgada de largo L, con eje de rotacién en el ex-
tremo

Placa rectangular de lados a y b, eje rotacion en el cen-
tro perpendicular a la placa

8.2 RELACION ENTRE TORQUE Y ACELERACION ANGULAR.

Para una particula de masa m, que gira como se muestra en la figura 8.1, en
una circunferencia de radio r con la accion de una fuerza tangencial Fy, ade-
mas de la fuerza centripeta necesaria para mantener la rotacion. La fuerza tan-
gencial se relaciona con la aceleracion tangencial a; por Fy = ma;. El torque
alrededor del centro del circulo producido por F; es:

r=F,r = (mayr

Como la a; se relaciona con la aceleracion angular por a; = re, el torque se
puede escribir como:

r=Mmra)r=mr’)a
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L p——

Figura 8.1

= lo

dFt = (dm) adi

El torque d 7 producido por la fuerza dF; es:

2 . . .
y como Mr© es el momento de inercia de la masa m que gira en torno al centro
de la trayectoria circular, entonces:

El torque que acttia sobre una particula es proporcional a su aceleracion angu-
lar a, donde I es la constante de proporcionalidad. Observar que 7= /a es el
analogo rotacional de la segunda ley de Newton F = ma.

Se puede extender este analisis a un cuerpo rigido arbitrario que rota en torno
a un eje fijo que pase por O, como se ve en la figura 8.2. El cuerpo rigido se
puede considerar formado por elementos de masa dm, que giran en torno a O

en una circunferencia de radio r, por efecto de alguna fuerza tangencial exter-
na dF; que actfia sobre dm.

Por la segunda ley de Newton aplicada a dm, se tiene:

dz = rdF, = rdm)a, = (fdmra = ¢*dm)a
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Figura 8.2

El torque neto se obtiene integrando esta expresion, considerando que a tiene
el mismo valor en todo el cuerpo rigido,

7, =[dr=Jar’dm=cfr*dm

Pero la integral es el momento de inercia I del cuerpo rigido alrededor del eje
de rotacion que pasa por O, entonces,

(8.2)

Observar que aunque la deduccion es compleja, el resultado final es extrema-
damente simple, como todas las ecuaciones de la Fisica.

Ejemplo 8.1. Una barra uniforme de longitud L y masa M, que gira libremen-
te alrededor de una bisagra sin friccion, se suelta desde el reposo en su posi-
cién horizontal, como se muestra en la figura 8.3. Calcular la aceleracion an-
gular de la barra y su aceleracion lineal inicial de su extremo.

Solucion. Como el torque de la fuerza en la bisagra es cero, se puede calcular
el torque en torno a la bisagra producido por la otra fuerza externa que actia
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sobre la barra, que es su peso, suponiendo que la barra es homogénea y que el
peso actia en su centro geométrico. Entonces:

T=1rP :7LMg

Figura 8.3 Ejemplo 8.1

Como 7= /o, y el momento de inercia de la barra (que se obtiene de la tabla
anterior) es | =(1/3) ML?, se tiene:

LMg
Ia:%:a: 22
ML
3
a_379

2L

Para calcular la aceleracion lineal del extremo de la barra, usamos la ecuacion
ar=ra, conr =L, reemplazando «:

Ejemplo 8.2. Una rueda de radio R, masa M y momento de inercia I, puede
girar en torno a un eje horizontal sin roce (figura 8.4). Una cuerda ideal se
enrolla alrededor de la rueda y sostiene un blogue de masa m. Cuando se
suelta en bloque, la rueda comienza a girar en torno a su eje. Calcular la ace-

220



Cap. 8 Dindmica de rotacion.

leracion lineal del bloque, la tension de la cuerda y la aceleracion angular de
la rueda.

Figura 8.4. Ejemplo 8.2

Solucion: el peso de la rueda y la fuerza del eje de rotacion no producen tor-
que en torno al eje, por lo que el torque que actua sobre la rueda en torno a su
eje es producido por la tension de la cuerda, su valor es 7= RT. Como 7= /o,
igualando se obtiene

la=RT =T =%
R

Ahora se aplica la segunda ley de Newton al bloque que cae, del DCL se tiene:

T-mg=—-ma=T=mg—-ma

Igualando las tensiones y considerando que @ = Ra = a =alR, se obtiene
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mg—ma—la—lazla+ma—mg:>a( | +1)—g
R R*> R° mR*
9
a=——"—-
1+1/mR?

Con este valor de a se calculan T y «, estos célculos dan:

mg
T= "~ _
1+mR?/I
a=7g
R+1/mR

8.3 TRABAJO, ENERGIA Y POTENCIA EN EL MOVIMIENTO DE RO-
TACION.

Para un cuerpo rigido que gira en torno a un eje fijo que pasa por O, como se
ve en la figura 8.5. Si una fuerza externa F se aplica en un punto Q del cuerpo
rigido a un distancia r de O, el trabajo realizado por F cuando el objeto gira
una distancia infinitesimal ds = rd & es:

Figura 8.5
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dW =F.ds =(F seng)rdd= F;rd@

donde F sen¢g = F; es la componente tangencial de F o la componente de la
fuerza a lo largo del desplazamiento ds, que es la componente que realiza tra-
bajo. La componente radial de F no realiza trabajo porque es perpendicular
al desplazamiento. Como el torque es: 7=r F seng, ¢l trabajo se escribe:

dW = zdé,

integrando, se obtiene:

W =[d6

f
El trabajo de rotacion es anédlogo el de traslacion W = _[ [P df
i

La potencia con la cual se realiza el trabajo es

W __do
dt dt

Como dWAt = P y d@dt = o, la potencia instantanea es:

P:dﬂ:
dt

T,

expresion analoga el cono del movimiento lineal P =Fv.

Tomando ahora la expresion del torque rotacional 7= l¢, aplicando la regla de
la cadena:

dw dw dé dw
r=la=1—=1—"=lw—
dt do dt do
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Al reagrupar esta expresion y considerando que 7dfd = dW = dW = ladw.
Integrando se encuentra el trabajo total realizado durante la rotacion:

f f
szrdé’:jla)da)zlla)? —lla)i2
2 2

Por lo tanto, el trabajo neto realizado por las fuerzas externas al hacer girar un
cuerpo rigido es igual a la variacidon de energia cinética rotacional del objeto.

Ejemplo 8.3. Para la barra giratoria del ejemplo 8.1, calcular su rapidez an-
gular, la rapidez lineal de su centro de masa y del punto mas bajo de la barra
cuando est4 vertical.

Solucion: Usando el principio de conservacion de la energia, considerando
que la energia potencial se calcula respecto al centro de masa y la energia ci-
nética es de rotacion:

Ei=Ei= Eq + Egi = Ect + Eg

Cuando la barra esta inicialmente horizontal no tiene E¢ y cuando esta vertical
tiene solo E, entonces:

l|\/|gL P =1(1 |\/||_2ja;2
2 2 213
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En el punto mas bajo la rapidez es v = 2v, =-/3LQ .

Ejemplo 8.4. Para el sistema de la figura 8.6, las masas tienen momento de
inercia | en torno a su eje de rotacion, la cuerda no resbala en la polea y el
sistema se suelta desde el reposo. Calcular la rapidez lineal de las masas des-
pués que una ha descendido H y la rapidez angular de la polea.

Figura 8.6 Ejemplo 8.4
Soluciéon: como no hay roce en la polea, se conserva la energia, que aplicada a
cada masa m; y m,, suponiendo que M, se encuentra inicialmente en la parte

superior del sistema, es:

Ei = Ef = Eciy + Ecio + Egit + Egio = Ect + Ecp + Egnn + Egpo

I 5, 1 » 1,5
O+mgH=-—mv-"+-—m,v-+—lw” +m,gH
29 > M , M2 ) 19

1 |
2(m1 +m, +R2jv2 =(m, —m, )gH

donde se ha usado la relacion v = R, despejando Vv se obtiene:

V:J 2(m, —m,)gH

m, +m, + 1/R?
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8.4 MOVIMIENTO DE RODADURA DE UN CUERPO RIGIDO.

Se considerara ahora el caso més general de movimiento de rotacion, donde el
eje de rotacion no esta fijo en el espacio, sino que en movimiento, este se lla-
ma movimiento de rodadura. El movimiento general de un cuerpo rigido es
muy complejo, pero se puede usar un modelo simplificado limitando el anali-
sis a un cuerpo rigido homogéneo con gran simetria, como un cilindro, una
esfera o un aro, y suponiendo que el cuerpo tiene movimiento de rodadura en
un plano. Considerar un cilindro uniforme de radio R que rueda sin deslizar en
una trayectoria recta, como en la figura 8.7. El centro de masa se mueve en
linea recta, pero un punto en el borde se mueve en una trayectoria mas com-
pleja, llamada cicloide. A medida que el cilindro gira un angulo &, su centro
de masa se mueve una distancia S = R, por lo tanto, las magnitudes de la ve-
locidad y la aceleracion del centro de masa para el movimiento de rodadura
puro son:

ds do
“mdt a7
a, dv,n, _ Rda) “Ra
dt dt

Figura 8.7

Las velocidades lineales en los diferentes puntos P, Q, P’ y Q’ sobre el cilin-
dro en rotacion se ven en los vectores de la figura 8.7. La velocidad lineal de
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cualquier punto estd en direccidén perpendicular a la linea de ese punto al pun-
to de contacto P, que en cualquier instante esta en reposo, porque no hay des-
lizamiento.

Un punto general del cilindro, como Q tiene una velocidad con componente
horizontal y vertical. Pero los puntos P, CM y P’ tienen velocidades respecti-
vamente cero en P porque R =0, ven= Rwenel CM y 2R)w =2Rw) = 2viy en
P’, ya que todos los puntos del cilindro tienen la misma w.

La energia cinética total del cilindro rodante es

1

_ 2
EC—*IPCO

donde Ip es el momento de inercia alrededor de un eje que pasa por P. Se pue-
de demostrar que |, = ¢y + MR? y al reemplazar en E; se tiene:

1 1
E. =, | 0’ +2MR2a)2,

pero Ven= R, entonces:

Esto significa que la energia cinética total de un objeto en movimiento de ro-
dadura esta dada por la energia cinética de rotacion en torno al centro de masa
y la energia cinética de traslacion del centro de masa del objeto. El movimien-
to de rodadura solo es posible si existe roce entre el cuerpo rigido que se mue-
ve y la superficie, ya que la fuerza de roce produce el torque necesario para
hacer rodar el cuerpo rigido en torno al centro de masa. A pesar del roce no
hay pérdida de energia mecanica, porque el punto de contacto esta en reposo
respecto a la superficie en cualquier instante.
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Ejemplo 8.5: Usar la conservacion de la energia para describir el movimiento
de rodadura de un cuerpo rigido de masa M que rueda por un plano inclinado
a'y rugoso, que se muestra en la figura 8.8.

T —— [T

Figura 8.8. Ejemplo 8.5

Solucion: Se supone que el cuerpo rigido parte del reposo desde una altura h 'y
que rueda por el plano sin resbalar. La conservacion de energia da:

E=cte=E +E;=cte=>E;+E; =E4 +Eg

Pero E¢; = 0y Eg4 = 0,entonces

1 1
Mgh = 5 | ” + 5 Mv_,

Como Ven= R®w = @ = Veu/R, se reemplaza en la ecuacion anterior

2
ch‘ +;Mv§m = Mgh

1 v
Elcm

Despejando vy, se obtiene:

2gh
Vem = 2
1+1,,/MR
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Por ejemplo, para una esfera solida uniforme, de momento de inercia

2 :
Il = 5 MR?, se puede calcular su Vg, en el punto mas bajo del plano y su

Cl

aceleracion lineal.

V(?m = 20N 2 - 292 :Qgh =
1L @IHMR® 2T
MR?
10
V., =./—gh
cm 7 g

La aceleracion lineal se puede calcular con la ecuacion

2

v
+2a,,X=28,X= a,, = %
X

2 2
cm_Vicm

v

De la geometria de la figura, se tiene: h = X seneq, donde X es la longitud del
plano, reemplazando en acy:

10 gxsena
7

Qg = =—gsena
cm 2X 7g

8.5 MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTICULA.

Una particula de masa m, ubicada en una posicion V' desde el origen O, que se
mueve con velocidad ¥, tiene momento lineal . Se define el momento angu-

e , . .
lar L de una particula respecto al origen, como el producto vectorial entre la
posicion V' y el momento lineal P, esto es:
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L=Fxp

(8.4)

La unidad de medida de L en el SI es kg m?/s. La direccién de L es perpendi-
cular el plano formado por r y p y su sentido dado por la regla de la mano de-
recha. En la figura 8.9 se muestra los vectores I y p que estan en el plano Xy,
por lo tanto L apunta en direccion del eje z. L es cero cuando r es paralela a p
(oo =0 06 180°), este es el caso cuando la particula pasa por el origen. Si r es
perpendicular a p, a =90°, entonces L=mvr.

Como p = mv, la magnitud de L si a es el angulo entre r y p, es:

L = mvrsena

Figura 8.9

Si se calcula la derivada temporal del momento angular, se obtiene un resulta-
do interesante, en efecto:

& dt(P < B)- dP e P 9P 3
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Como dF/ dt =V, el primer término es cero ya que es el producto vectorial de
vectores paralelos; en el segundo término se usa la segunda ley de Newton en
la forma F = dB/ dt, entonces queda:

P P
d_pfopodt
dt dt

que es el andlogo rotacional de la segunda Ley de Newton. Esta ecuacion indi-
ca que el torque sobre una particula es igual a variacion temporal del momento
angular de la particula.

Para un sistema de particulas, el momento angular total es la suma vectorial de
los momentos angulares de las particulas individuales, esto es:

I}_le}_Jl+I’_JZ+AA+I'_Jn:2l'_Ji

Si el torque neto, ¥ , es distinto de cero, entonces puede cambiar el momento
angular total del sistema de particulas ya que se tiene:

ZPZZ ! :7ZLi =

que significa que la variacion temporal del momento angular total del sistema
de particulas en torno a algin origen es igual al torque neto que actlia sobre el
sistema.

8.6 ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO EN TORNO A UN EJE FI1JO.
Considerar un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje que tiene una direc-
cion fija y supongamos que esta direccion coincide con el eje Z, como se ve en

la figura 8.10. Cada particula del cuerpo rigido gira en el plano Xy en torno al
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eje Z con rapidez angular . Entonces la magnitud del momento angular de la
particula en torno al origen O es Lj = mjvjr;, ya que V es perpendicular a .
Pero como Vi =rj®, la magnitud del momento angular para una particula i se
puede escribir como:

Figura 8.10

El vector L esta en direccion del eje z igual que el vector @, por lo que se con-
sidera como la componente z del momento angular de la particula i.

Para todo el cuerpo rigido, la componente z del momento angular total es la
suma de L; de cada particula del cuerpo rigido:

L =Ymr’o=L, =lo

donde | es el momento de inercia del cuerpo rigido alrededor del eje z. Notar
que L = lw es el andlogo rotacional del momento lineal p = mv. Se puede deri-
var L, respecto al tiempo considerando que | es constante:

dLZ_Ida)_

=l—=la
dt dt
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donde a es la aceleracion angular del cuerpo rigido. Pero dL,/dt es el torque
neto, entonces se puede escribir

>r=la

que dice que el torque neto sobre un cuerpo que gira en torno a un eje fijo es
igual al momento de inercia por la aceleracién angular, ecuacion que ya habia
sido deducida anteriormente.

Ejemplo 8.6: Una barra rigida de masa M y largo L gira en un plano vertical
alrededor de un eje sin friccion que pasa por su centro. En los extremos de la
barra se unen dos cuerpos de masas m; y m,, como se ve en la figura 8.11.
Calcular la magnitud del momento angular del sistema cuando su rapidez an-
gular es @y la aceleracion angular cuando la barra forma un angulo ¢ con
la horizontal.

Figura 8.11 Ejemplo 8.6

Solucidén: El momento de inercia por el eje de rotacion del sistema es igual a
la suma de los momentos de inercia de los tres componentes del sistema: my,
barra y my,, con los valores de la tabla 8.1, se obtiene:

2 2 2
|:iML2+ml E +m2 E :Li m1+m2+M
12 2 2 4 3
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Como el sistema gira con rapidez angular o, la magnitud del momento angular
es:

Para calcular la aceleracion angular usamos la relacion 5 = la = a = #/l, al
calcular el torque total en torno el eje de rotacion, se obtiene:

L L 1
T, =M g Ecos¢—m2g 2cos¢:2(m1 —m, )gLcos ¢

Reemplazando en « los valores de | y de 7, se obtiene la aceleracion angular:

r,  2(m, —m,)gcosg
o=—=
| L(m, +m, +M/3)

Ejemplo 8.7. En la figura 8.12 las masas m; y m, se conectan por una cuerda
ideal que pasa por una polea de radio R y momento de inercia | alrededor de
su eje. La mesa no tiene roce, calcular la aceleracion del sistema.

Solucion: primero se calcula en momento angular del sistema de las dos masas
mas la polea:

o
L=mVR+m,vR+ Ié

Figura 8.12 Ejemplo 8.7
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Luego se calcula el torque externo sobre el sistema, la Unica fuerza externa
que contribuye al torque total es m;g, el valor de este torque es: 7= m;gR. En-
tonces se tiene:

_ mJg
m, +m, +1/R?

8.7 CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR.

De la ecuacion:

Esta ecuacion dice que el momento angular total de un sistema es constante si
el torque neto que actlia sobre el sistema es cero: es el principio de conserva-
cion del momento angular.
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Si un cuerpo rigido experimenta una redistribucion de su masa, entonces su
momento de inercia cambia, en este caso la conservaciéon del momento angu-
lar se escribe en la forma:

Si el cuerpo gira entorno a un ¢je fijo, entonces L = lw, y se puede escribir

liw; = 1wy

Esta es la tercera Ley de conservacion que hemos deducido. Entonces ahora
podemos afirmar que para un sistema aislado, la energia, el momento lineal y
el momento angular permanecen constantes. Son los principios de conserva-
cion en Fisica.

Ejemplo 8.8. Un proyectil de masa m y velocidad v, se dispara contra un ci-
lindro solido de masa M y radio R (figura 8.13). El cilindro esta inicialmente
en reposo montado sobre un eje horizontal fijo que pasa por su centro de ma-
sa. El proyectil se mueve perpendicular al eje y se encuentra a una distancia
D < R sobre el eje. Calcular la rapidez angular del sistema después que el
proyectil golpea al cilindro y queda adherido a su superficie.

Figura 8.13 Ejemplo 8.8
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Solucidn: el momento angular del sistema se conserva, entonces L; =L :

mv,D = lw :GMW +mR2ja):>

mv,D

a)=1
~MR? + mR?
2

Ejemplo 8.9. Un disco de masa M y radio R gira en un plano horizontal en
torno a un eje vertical sin roce. Un gato de masa m camina desde el borde del
disco hacia el centro. Si la rapidez angular del sistema es @, cuando el gato
esta en el borde del disco, calcular: a) la rapidez angular cuando el gato ha
Ilegado a un punto a R/4 del centro, b) la energia rotacional inicial y final del
sistema.

Solucion. Llamando l4 al momento de inercia del disco e Iy al momento de
inercia del gato, el momento de inercia total inicial y final del sistema es:

li = lg + 1y = % MR? +m R?
li = Y2 MR? +m r? = %2 MR? +m (R/4)?

a) Como no hay torques externos sobre el sistema en torno al eje de rotacion,
se puede aplicar la conservacion del momento angular

liw; = 1wy

(2 MR? +m R @, = (%2 MR? +m (R/4)*) o

MR?/2 + mR? M/2+m
BEVTY 2P0 = Do
MR?/2+mR?/16 M/2+m/16

@ ¢
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2
Ey = o 1|\/|Fe2+m(Rj MzEm ) .
2 2 4) \M/2+m/6

La energia rotacional aumenta.
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PROBLEMAS.

El centro de masa de una pelota de radio R, se mueve a una rapidez V.
La pelota gira en torno a un eje que pasa por su centro de masa con una
rapidez angular w. Calcule la razon entre la energia rotacional y la ener-
gia cinética de traslacion. Considere la pelota una esfera uniforme.

Un volante en la forma de un cilindro s6lido de radio R = 0.6 m y masa
M = 15 kg puede llevarse hasta una velocidad angular de 12 rad/s en 0.6
s por medio de un motor que ejerce un torque constante. Después de que
el motor se apaga, el volante efectia 20 rev antes de detenerse por causa
de la friccion (supuesta constante). ;Qué porcentaje de la potencia gene-
rada por el motor se emplea para vencer la friccion? R: 2.8%.

Un bloque de masa m; y uno de masa m, se conectan por medio de una
cuerda sin masa que pasa por una polea en forma de disco de radio R,
momento de inercia | y masa M. Asimismo, se deja que los bloques se
muevan sobre una superficie en forma de cufia con un angulo @ como
muestra la figura 8.14. El coeficiente de friccion cinético es u para am-
bos bloques. Determine a) la aceleracion de los dos bloques y b) la ten-
sion en cada cuerda. R: a) (mysend - w)(my + mycosé)g/(my + m, + M),
b) T, = HMog + mya, T,=T; + .Ma.

Una masa M; y una masa M, estan suspendidas por una polea que tiene
un radio R y una masa ms (figura 8.15). La cuerda tiene un masa despre-
ciable y hace que la polea gire sin deslizar y sin friccion. Las masas em-
piezan a moverse desde el reposo cuando estan separadas por una dis-
tancia D. Trate a la polea como un disco uniforme, y determine las velo-
cidades de las dos masas cuando pasan una frente a la otra.

Un disco so6lido uniforme de radio R y masa M puede girar libremente
sobre un pivote sin friccidon que pasa por un punto sobre su borde (figura
8.16). Si el disco se libera desde el reposo en la posicion mostrada por el
circulo. a) ;Cual es la rapidez de su centro de masa cuando el disco al-
canza la posicion indicada en el circulo punteado? b) ;Cual es la rapidez
del punto mas bajo sobre el disco en la posicion de la circunferencia
puntea%a? ¢) Repetir para un aro uniforme. R: a) 2(Rg/3)”, b) 4(Rg/3)",
c) (Rg)™.
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Figura 8.14 Figura 8.15 Figura 8.16

Un peso de 50 N se une al extremo libre de una cuerda ligera enrollada
alrededor de una pelota de 0.25 m de radio y 3 kg de masa. La polea
puede girar libremente en un plano vertical en torno al eje horizontal
que pasa por su centro. El peso se libera 6 m sobre el piso. a) calcular la
tension de la cuerda, la aceleracion de la masa y la velocidad con la cual
el peso golpea el piso. b) Calcular la rapidez con el principio de la con-
servacion de la energia. R: a) 11.4N, 7.6 m/s*, 9.5 m/s, b) 9.5 m/s.

Una ligera cuerda de nylon de 4 m est4 enrollada en un carrete cilindri-
co uniforme de 0.5 m de radio y 1 kg de masa. El carrete estd montado
sobre un eje sin friccion y se encuentra inicialmente en reposo. La cuer-
da se tira del carrete con una aceleracion constante de 2.5 m/s’. a)
(Cuanto trabajo se ha efectuado sobre el carrete cuando éste alcanza una
velocidad angular de 8 rad/s? b) Suponiendo que no hay la suficiente
cuerda sobre el carrete, ;Cuanto tarda éste en alcanzar esta velocidad
angular? c) ;Hay suficiente cuerda sobre el carrete? R: a) 4 J, 1.6 s, ¢) si.

Una barra uniforme de longitud L y masa M gira alrededor de un eje
horizontal sin friccidon que pasa por uno de sus extremos. La barra se
suelta desde el reposo en una posicion vertical (figura 8.17). En el ins-
tante en que estd horizontal, encuentre a) su rapidez angular, b) la mag-
nitud de su aceleracion angular, c) las componentes X e y de la acelera-
cion de su centro de masa, y d) las componentes de la fuerza de reaccion
en el eje. R: a) (3g/L)”, b) 3g/2L, ¢) —(3/21 + %j)g, d) (-3/21 + Y ))Mg.

Los bloques mostrados en la figura 8.18 estan unidos entre si por una
polea de radio R y momento de inercia |. El bloque sobre la pendiente

sin friccidn se mueve hacia arriba con una aceleracidon constante de
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magnitud a. a) Determine las tensiones en las dos partes de la cuerda, b)
encuentre el momento de inercia de polea. R: a) T; = my(a + gsené), T,
= my(g-a), b) myR?g/a - m;R? - myR? - m;R¥g/a)send.

Figura 8.17 Figura 8.18

Un carrete cilindrico hueco y uniforme tiene radio interior R/2, radio
exterior R y masa M (figura 8.19). Estd montado de manera que gira so-
bre un eje horizontal fijo. Una masa m se conecta al extremo de una
cuerda enrollada alrededor del carrete. La masa m desciende a partir del
reposo una distancia Y durante un tiempo t. Demuestre que el torque de-
bido a las fuerza de roce entre el carrete y el eje es:

m

Figura 8.19

Un cilindro de 10 kg de masa rueda sin deslizar sobre una superficie
horizontal. En el instante en que se su centro de masa tiene una rapidez
de 10 m/s, determine: a) la energia cinética traslacional de su centro de

masa, b) la energia rotacional de su centro de masa, y c) su energia total.
R:a) 500 J, b) 250 J, ¢) 750 J.
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Una esfera sélida tiene un radio de 0.2 m y una masa de 150 kg. ;Cudn-
to trabajo se necesita para lograr que la esfera ruede con una rapidez an-
gular de 50 rad/s sobre una superficie horizontal? (Suponga que la esfera
parte del reposo y rueda sin deslizar).

Un disco so6lido uniforme y un aro uniforme se colocan uno frente al
otro en la parte superior de una pendiente de altura h. Si se sueltan am-
bos desde el reposo y ruedan sin deslizar, determine sus rapideces cuan-
do alcanzan el pie de la pendiente ;Qué objeto llega primero a la parte
inferior?

Una bola de boliche tiene una masa M, radio R y un momento de inercia
de (2/5)MR’. Si rueda por la pista sin deslizar a una rapidez lineal v,
;Cual es su energia total en funcion de M y v? R: 0.7MV.

Un anillo de 2.4 kg de masa de radio interior de 6 cm y radio exterior de
8 cm sube rodando (sin deslizar) por un plano inclinado que forma un
angulo de 8= 37° con la horizontal. En el momento en que el anillo ha
recorrido una distancia de 2 m al ascender por el plano su rapidez es de
2.8 m/s. El anillo continua ascendiendo por el plano cierta distancia adi-
cional y después rueda hacia abajo. Suponiendo que el plano es lo sufi-
cientemente largo de manera que el anillo no ruede fuera en la parte su-
perior, ;qué tan arriba puede llegar?

Una barra rigida ligera de longitud D gira en el plano xy alrededor de un
pivote que pasa por el centro de la barra. Dos particulas de masas m; y
m, se conectan a sus extremos. Determine el momento angular del sis-
tema alrededor del centro de la barra en el instante en que la rapidez de
cada particula es v. R: %2( my + my)vD.

Un péndulo conico consta de masa M que se mueve en una trayectoria
circular en un plano horizontal. Durante el movimiento la cuerda de
longitud L mantiene un angulo constante con la 8 vertical. Muestre que
la magnitud del momento angular de la masa respecto del punto de so-
porte es:
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L \/gM *L’sen*d
cos@

Una particula de masa m se dispara con una rapidez V, formando un an-
gulo & con la horizontal. Determine el momento angular de la particula
respecto del origen cuando ésta se encuentra en: a) el origen, b) el punto
mas alto de su trayectoria, ¢) justo antes de chocar con el suelo. R: a) 0,
b) -mvy sen?d cosA2g, c) -2mv, send cosdlg.

Un disco so6lido uniforme de masa M y radio R gira alrededor de un eje
fijo perpendicular su cara. Si la rapidez angular es @, calcular el mo-
mento angular del disco cuando el eje de rotacioén a) pasa por su centro
de masa, y b) pasa por un punto a la mitad entre el centro y el borde.

Una particula de 0.4 kg de masa se une a la marca de 100 cm de una re-
gla de 0.1 kg de masa. La regla gira sobre una mesa horizontal sin fric-
cion con una velocidad angular de 4 rad/s. Calcular el momento angular
del sistema cuando la regla se articulan torno de un eje, a) perpendicular
a la mesa y que pasa por la marca de 50 cm, b) perpendicular a la mesa
y que pasa por la marca de 0 cm. R: a) 0.43 kgm?/s, b) 1.7 kgm?/s.

Una mujer de 60 kg que esta parada en el borde de una mesa giratoria
horizontal que tiene un momento de inercia de 500 kg-m” y un radio de
2 m. La mesa giratoria al principio estd en reposo y tiene libertad de gi-
rar alrededor de un eje vertical sin friccidn que pasa por su centro. La
mujer empieza a caminar alrededor de la orilla en sentido horario (cuan-
do se observa desde arriba del sistema) a una rapidez constante de 1.5
m/s en relacion con la Tierra. a) jEn qué direccidon y con qué rapidez
angular gira la mesa giratoria b) ;Cuanto trabajo realiza la mujer para
poner en movimiento la mesa giratoria? R: a) 0.36 rad/s, antihorario.

Una barra uniforme de masa M y longitud d gira en un plano horizontal
en torno de un eje vertical fijo sin friccion que pasa por su centro. Dos
pequefias cuentas, cada una de masa m, se montan sobre la barra de ma-
nera tal que pueden deslizar sin friccion a lo largo de su longitud. Al
principio las cuentas se fijan por medio de retenes ubicados en las posi-
ciones X (donde X < d/2) a cada lado del centro, tiempo durante el cual el
sistema gira una rapidez angular @. Repentinamente, los retenes se qui-
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tan y las pequenas cuentas se deslizan saliendo de la barra. Encuentre, a)
la rapidez angular del sistema en el instante en que las cuentas alcanzan
los extremos de la barra, y b) la rapidez angular de la barra después de
que las cuentan han salido de ella.

Un bloque de madera de masa M que descansa sobre una superficie
horizontal sin friccion estd unido a una barra rigida de longitud L y masa
despreciable. La barra gira alrededor de un pivote en el otro extremo.
Una bala de masa m que se desplaza paralela a la superficie horizontal y
normal a la barra con rapidez v golpea el bloque y queda incrustada en
¢l. a) ;Cudl es el momento angular del sistema bala-bloque? b) ;Qué
fraccion de la energia cinética original se pierde en la colision? R: a)
mvl, b) M/(M+m).

Una cuerda se enrolla alrededor de un disco uniforme de radio R y masa
M. El disco se suelta desde el reposo con la cuerda vertical y su extremo
superior amarrado a un soporte fijo. A medida que el disco desciende,
demuestre que a) la tension en la cuerda es un tercio del peso del disco.
b) La magnitud de la aceleracion del centro de masa es 2¢/3, y ¢) la ra-
pidez del centro de masa es (4gh/3)”. Verifique su respuesta a la pregun-
ta ¢) utilizando métodos de energia.

Una pequena esfera sélida de masa m y de radio r rueda sin deslizar a lo
largo de la pista mostrada en la figura 8.20. Si parte del reposo en la par-
te superior de la pista a una altura h, donde h es grande comparada con r
a) Cual es el valor minimo de h (en funcion de R) de modo que la esfera
complete la trayectoria? b) ;Cuales son las componentes de fuerza de la
esfera en el punto P si h=3R?

Un proyectil de masa m se mueve a la derecha con rapidez v,. El proyec-
til golpea y queda fijo en el extremo de una barra estacionaria de masa
M y longitud D que est4 articulada alrededor de un eje sin friccion que
pasa por su centro (figura 8.21). a) Encuentre la rapidez angular del sis-
tema justo despues de la colision. b) Determine la pérdida fraccionaria
de energia mecanica debida a la colision.
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Figura 8.20 Figura 8.21

A una bola de boliche se le da una rapidez inicial v, en una canal de ma-
nera tal que inicialmente se desliza sin rodar. El coeficiente de friccion
entre la bola y la canal es p. Demuestre que durante el tiempo en que
ocurre el movimiento de rodamiento puro, a) la rapidez del centro de
masa de la bola es 5v,/7, y b) la distancia que recorre es 12v,°/49ug.
(Sugerencia: Cuando ocurre el movimiento de rodamiento puro, Ven =
Rw. Puesto que la fuerza de friccion proporciona la desaceleracion, a
partir de la segunda ley de Newton se concluye que a., = 1g.)

El alambre de un carrete de masa M y radio R se desenrolla con una
fuerza constante F (figura 8.22). Suponiendo que el carrete es un cilin-
dro so6lido uniforme que no desliza, muestre que, a) la aceleracion del
centro de masa es 4F/3M, y b) la fuerza de friccion es hacia la derecha y
su magnitud es igual a F/3. ¢) Si el cilindro parte del reposo y rueda sin
deslizar, ;Cuadl es la rapidez de su centro de masa después que ha rodado
una distancia D? R: ¢) (8FD/3M)*.

Suponga un disco solido de radio R al cual se le da una rapidez angular
®, alrededor de un eje que pasa por su centro y después se baja hasta
una superficie horizontal y se suelta, como en la (figura 8.23). Suponga
también que el coeficiente de friccion entre el disco y la superficie es p.
a) Calcular la rapidez angular del disco una vez que ocurre el rodamien-
to puro. b) Calcular la pérdida fraccionaria de energia cinética desde el
momento en que el disco se suelta hasta que ocurre el rodamiento puro
c) Muestre que el tiempo que tarda en ocurrir el movimiento de roda-
miento puro es Ray/3ug. d) Muestre que el tiempo que recorre el disco
antes de que ocurra el rodamiento puro es R?@y*/18 4.
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8.30. La figura 8.24 muestra un carrete de alambre que descansa sobre una

8.31.

superficie horizontal. Cuando se tira, no se desliza en el punto de con-
tacto P. El carrete se tira en las direcciones indicadas por medio de los
vectores Fi, F,, F3 y F4. Para cada fuerza determine la direccion en que
rueda el carrete. Advierta que la linea de accion de F, pasa por P.

El carrete mostrado en la figura 8.24 tiene un radio interior r y un radio
externo R. El dngulo @ entre la fuerza aplicada y la horizontal puede va-
riar. Demuestre que el angulo critico para el cual el carrete no rueda y
permanece estacionario esta dado por coséd = r/R. (Sugerencia: En el an-
gulo critico la linea de accion de la fuerza aplicada pasa por el punto de
contacto.)

Figura 8.22 Figura 8.23 Figura 8.24
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CAPITULO 9. LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL.
9.1 LALEYY LA FUERZA GRAVITACIONAL.

La Ley de Gravitacion Universal fue descubierta por Newton, cuando le cayé
una manzana en la cabeza mientras hacia una siesta debajo de un manzano.
Por este hecho Newton le pregunto al manzano “;manzano, si la manzana cae,
quiza todos los cuerpos en el Universo se atraen entre si de la misma forma
como la manzana fue atraida por la Tierra?”. Como el manzano nada le res-
pondio, Newton comenz0 a trabajar sobre eso hasta que descubrid la Ley de
Gravitacion Universal, que publico en 1686 en sus Mathematical Principles
of Natural Philosophy. Se puede enunciar de la siguiente forma:

“Toda particula material del universo atrae a cualquier otra particula con
una fuerza directamente proporcional al producto de sus masas e inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa”

Si las particulas que tienen masas m; y m, estan separadas una distancia r me-
dida desde sus centros, como se ve en la figura 9.1, entonces, de acuerdo a la
ley de gravitacion universal, la fuerza de atraccion gravitacional Fg ejercida
por la masa m; sobre la masa m, es:

Figura 9.1
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(9.1)

Su magnitud es:

m;m,

F. =G
G r2

La constante de proporcionalidad G se llama Constante de Gravitacién Uni-
versal, y T, es un vector unitario radial dirigido desde la masa m; a la masa

m,. El valor de G, que se determina experimentalmente, y su unidad de medi-
da en el Sl es 6.672 x 10 N m?kg® EI signo menos en la Fg indica que la
fuerza es de atraccion, dirigida desde m;, hacia my, es decir es opuesta a la di-
reccién radial hacia fuera, desde la masa m; que ejerce la fuerza sobre m,; en
los célculos su valor numérico es siempre positivo.

En este punto se debe tener presente que:

e La constante universal G no se debe confundir con el vector g, que ni es
universal ni es constante.

e La ley de gravitacion universal no es ecuacion de definicion de ninguna de
las variables fisicas contenidas en ella.

e La ley de gravitacion universal expresa la fuerza entre particulas. Si se
quiere determinar la fuerza gravitacional entre cuerpos reales, se los debe
considerar formado por un conjunto de particulas y usar calculo integral.

e Las fuerzas de gravitacion entre particulas son parejas de accion y reac-
cion.

9.2 FUERZA GRAVITACIONAL Y PESO.

La fuerza con que la Tierra atrae a los cuerpos cerca de la superficie terrestre
se definié como el peso del cuerpo, P = mg. Esta es la fuerza gravitacional Fg
entre el cuerpo de masa my la Tierra de masa My, separados una distancia en-
tre sus centros r = Ry + z, donde Ry es el radio de la Tierra 'y z es la altura de
m sobre el suelo. Igualando las expresiones de las fuerzas P y F¢ se obtiene:
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mg _g ™ 5
(Ry +2)
soe Mr
(Rr +2)°

Esta ecuacion permite calcular el valor de la aceleracion de gravedad g a cual-
quier altura z sobre la superficie, ya que se conoce G, la My y el Ry. De esta
ecuacion se observa que g disminuye con la altura. En la tabla 9.1 se muestra
la variacion de g con la latitud ¢y con la altura z.

TABLA 9.1.

Variacion de g con
la latitud gpenz =0

Variacion de g con
la alturazen ¢ = 45°

g (m/s?)

z (km)

g (m/s?)

¢ ()
0

9.78036

0

9.80616

10

9.78195

1

9.803

20

9.78641

5

9.791

30

9.79329

10

9.775

40

9.80171

20

9.745

45

9.80616

30

9.708

50 9.81071 9.598
60 9.81719 7.33
70 9.82368 3.08
80 9.83016 1.49
90 9.83208 0

La aceleracion de gravedad g también varia con la latitud debido a que la Tie-
rra no es una esfera, es un elipsoide achatado levemente en los polos, de ma-
nera que el radio ecuatorial es 21 km mayor que el radio polar, valor pequefio
comparado con el radio medio de la Tierra de 6367.47 km. La Tierra no es un
cuerpo rigido, tiene un comportamiento plastico. Por efecto de la rotacion te-
rrestre, la aceleracidn centripeta disminuye desde el ecuador, donde es maxi-
ma, hacia los polos, donde se anula, produciendo una mayor fuerza centripeta
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en zonas ecuatoriales, que “estira” a la Tierra hacia afuera mas que en zonas
polares, por eso la Tierra es achatada en los polos. Esto tiene como conse-
cuencia que la aceleracion de gravedad no apunte directamente hacia el centro
de la Tierra, sino que esta levemente desviada de la direccion vertical. La des-
viacion maxima que tiene g de la vertical es de 11°40” a 45° de latitud, y la
variacion del valor de g en superficie es menos que 0.5 %, por lo que se puede
considerar constante.

Ejemplo 9.1: Un satélite de 300 kg describe una orbita circular alrededor de
la Tierra a una altura igual al radio terrestre (figura 9.2). Calcular a) la ra-
pidez orbital del satélite, b) su periodo de revolucion, c) la fuerza gravitacio-
nal sobre el satélite, d) comparar su peso en la 0rbita con su peso en la super-
ficie de la Tierra.

Figura 9.2 Ejemplo 9.1

a) El satélite de masa ms, se mantiene en érbita por la accion de la fuerza gra-
vitacional, que actlia como fuerza centripeta, es decir Fg = F¢, entonces se
igualan las expresiones de ambas fuerzas:
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Como r = 2Ry, reemplazando

2
Ny 6x10%Kg, Ry =6.37x10°m

Datos: G =6.7x10

- \/(6.7x10‘11)Nm2/kgz(6x1024)kg

m
= 5600
2x6.37x10°m s

b) El satélite completa una vuelta en torno a la Tierra a la altura de 2Rt mo-
viéndose con la rapidez anterior, entonces:

_ A _2m 2 27(2Ry)
At At v v

o Amx 6,37x10°m
5600m/s

=14294s = At = 3.97horas

c) La fuerza gravitacional en la drbita corresponde al peso del satélite en ese
lugar, se calcula como sigue:

_ 6.7x10™" Nm?/kg? x 6 x10* kg x 300kg

F
(2x6.37x10°m)

F=740N

d) Para hacer esta comparacion, calculamos su peso en tierra.
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P =mg =300x9.8 = 2940N =

P, 2940
P, 740

= P,_,g =0,25P,_,

9.3 ENERGIA POTENCIAL DE LA FUERZA GRAVITACIONAL.

Una particula de masa m que se encuentre sobre la superficie terrestre, mo-
viéndose entre dos puntos cualesquiera, esta bajo la influencia de la fuerza
gravitacional, cuya magnitud es:

El cambio de energia potencial de la particula de masa m se define como el
trabajo negativo realizado por la fuerza gravitacional, en este caso:

AE, = Ep —Ep =W =—j§ £, -df

Reemplazando en esta expresion la fuerza gravitacional, para calcular la ener-
gia potencial gravitacional de la particula de masa m, se obtiene:

rf
ri

E,-E, = rfGMder—GMTm{—l

r
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Como el punto de referencia inicial para la energia potencial es arbitrario, se
puede elegir en r = «o, donde la fuerza gravitacional (y la aceleracion de gra-
vedad) es cero. Con esta eleccion se obtiene la energia potencial gravitacional
general para una particula de masa m ubicada a una altura r medida desde el
centro de la Tierra:

(9.2)

La energia potencial gravitacional entre particulas varia en 1/r, y es negativa
porgue la fuerza gravitacional es de atraccion y se ha tomado la energia poten-
cial como cero cuando la separacién entre las particulas es infinita. Como la
fuerza gravitacional es de atraccion, un agente externo debe realizar trabajo
positivo para aumentar la separacion entre las particulas. El trabajo produce un
aumento de la energia potencial cuando las dos particulas estan separadas, esto
significa que E4 se vuelve menos negativa cuando r aumenta.

Esta ecuacion es general y vale para cualquier par de particulas de masas m; y
m, separadas una distancia r, y extenderse a un sistema que contenga varias
particulas, en ese caso la energia total del sistema es la suma sobre todos los
pares de particulas, entonces para dos particulas se tiene:

Gmm
Ey(r)=—""t""

Ejemplo 9.2: calcular la energia total para un satélite de masa m, que se
mueve en una Orbita circular con rapidez tangencial constante v, a una altura
r desde el centro de la Tierra (figura 9.3).

Solucion: la energia total del satélite es la suma de la energia cinética més la

potencial, que es constante, reemplazando los valores correspondientes de ca-
da energia, se tiene:
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E=E,+E, =cte.

Figura 9.3. Ejemplo 9.2.

Pero se debe calcular la v del satélite, como la orbita es circular aplicando la
segunda ley de Newton al satélite de masa m, considerando que la fuerza gra-
vitacional es la fuerza centripeta necesaria para mantener al satélite en orbita,

FG=FC:>GI\Qm=maC:mV =
r r
GMm 1 _ ,
=-mv

2r 2

reemplazando en la energia total E, queda:
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E_GMm_GMm
2r r
E:_GMm
2r

se observa que la energia total es negativa en el caso de érbitas circulares. Ge-
neralizando este resultado al sistema solar, la energia total del sistema Sol-
planeta es una constante del movimiento.

9.3.1 Velocidad de escape

Suponga que un objeto de masa m se lanza verticalmente hacia arriba desde la
superficie terrestre con una velocidad v;, como se muestra en la figura 9.4. Po-
demos utilizar consideraciones de energia para encontrar el valor minimo de la
velocidad inicial con la cual el objeto escapara del campo gravitacional de la
Tierra. La ecuacion anterior nos brinda la energia total del objeto en cualquier
punto cuando se conocen su velocidad y distancia desde el centro de la Tierra.
En la superficie de ésta v = vy r; = Ry . Cuando el objeto alcanza su altura
méaxima, vi = 0 y r; = rpa. Debido a que la energia total del sistema es cons-
tante, al reemplazar estas condiciones se obtiene:

Eq +Ep =Ey¢ +Ep
Em _Z_GMTm:O+_GMTm
|
2 RT rmé1x

Al despejar V4 se obtiene

Vi :ZGMT[l—lj

RT max

En consecuencia, si se conoce la velocidad inicial, esta expresion puede usarse
para calcular la altura méxima h, puesto que sabemos que h = rys - Rr.
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Fmax

Figura 9.4

Ahora tenemos la posibilidad de calcular la velocidad minima que el objeto
debe tener en la superficie terrestre para escapar de la influencia del campo
gravitacional del planeta. Al viajar a esta velocidad minima, el objeto puede
alcanzar justamente el infinito con una velocidad final igual a cero. Al esta-
blecer rpa = oo en la ecuacion anterior y tomando v; = Ve, que se llama la ve-

locidad de escape, obtenemos
2GM
Vese = ?

Advierta que esta expresion para Ve s independiente de la masa del objeto.
En otras palabras, una nave espacial tiene la misma velocidad de escape que
una molécula. Ademas, el resultado es independiente de la direccion de la ve-
locidad, siempre que la trayectoria no intercepte la Tierra.

Si al objeto se le da una velocidad inicial igual a ves, SuU energia total es igual a
cero. Esto puede verse cuando r = o, la energia cinética del objeto y su ener-
gia potencial son ambas cero. Si v; es mas grande que Ve, la energia total es
mayor que cero Yy el objeto tiene un poco de energia cinética residual en r = .
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Por altimo, usted debe observar que las ecuaciones anteriores pueden aplicarse
a objetos lanzados desde cualquier planeta. Es decir, en general, la velocidad
de escape desde cualquier planeta de masa M y radio R es

2GM
Vese = T

Ejemplo 9.3. Calcular la velocidad de escape de la Tierra para una nave es-
pacial de 5000 kg y determine la energia cinética que debe tener en la super-
ficie terrestre para escapar del campo gravitacional de la Tierra.

Solucién: Utilizando la ecuacién anterior con My = 5.98x10** kg y Ry =
6.37x10° m, obtenemos

_\/2(6.67><10‘“N -m? /kg?)(5.98x10%kg)
6.37x10°m

Vese = 11.2x10° m/s

La energia cinética de la nave espacial es

E. Lz 2

5 MVere = 2(5><103kg)(1.12><104m/s)2

Ec = 3.14x10" J

Las velocidades de escape para los planetas, la Luna y el Sol las puede calcu-
lar como ejercicio. Los valores varian de 1.1 km/s para Pluton a casi 618 km/s
para el Sol. Estos resultados, junto con algunas ideas de la teoria cinética de
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los gases, explican por qué algunos planetas tienen atmdsferas y otros no. Una
molécula de gas tiene una energia cinética promedio que depende de su tem-
peratura. Por consiguiente, las moléculas mas ligeras, como el hidroégeno y el
helio, tienen una velocidad promedio més alta que las particulas mas pesadas a
la misma temperatura. Cuando la velocidad de las moléculas mas ligeras no es
mucho menor que la velocidad de escape, una fraccion significativa de ellas
tiene oportunidad de escapar del planeta, dejandolo a este sin atmosfera. Este
mecanismo explica también porque la Tierra retiene muy poco las moléculas
de hidrogeno y helio en su atmdsfera, en tanto que las moléculas mas pesadas
como el oxigeno y nitrégeno no escapan tan facilmente.

9.4 LAS LEYES DE KEPLER.

Los movimientos de los planetas, estrellas y otros cuerpos celestes han sido
observados por la gente durante miles de afios. En la antigliedad, los cientifi-
cos consideraban a la Tierra como el centro del universo. Asi el modelo lla-
mado geocéntrico fue elaborado por el astronomo griego Claudio Ptolomeo
(100-170) en el segundo siglo DC y fue aceptado durante los siguientes 1400
afios. En 1543, el astronomo polaco Nicolas Copérnico (1473-1543) sugirio
que la Tierra y los otros planetas giraban en oOrbitas circulares alrededor del
Sol (el modelo heliocéntrico).

El astronomo danes Tycho Brahe (1546-1601) hizo mediciones astronomicas
mas precisas por un periodo de 20 afios y proporciond una prueba rigurosa de
los modelos alternativos del sistema solar. Es interesante observar que estas
precisas observaciones sobre los planetas y de 777 estrellas visibles a simple
vista se llevaron a cabo con un gran sextante y un compas, sin un telescopio,
el cual aln no se habia inventado.

El astronomo aleman Johannes Kepler, quien era ayudante de Brahe, obtuvo
los datos astrondmicos de este Gltimo y empled casi 16 afios en tratar de des-
arrollar un modelo matematico para el movimiento de los planetas. El analisis
completo se resume en tres enunciados, conocidos como las leyes de Kepler:

1. Todos los planetas se mueven en orbitas elipticas con el Sol en uno de los
puntos focales.
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2. El radio vector trazado desde el Sol hasta un planeta barre areas iguales en
intervalos de tiempo iguales

3. El cuadrado del periodo orbital de cualquier planeta es proporcional al cu-
bo del semieje mayor de la drbita eliptica.

Medio siglo después, Newton demostré que estas leyes son la consecuencia de
una fuerza Unica que existe entre cualesquiera dos masas. La ley de la grave-
dad de Newton, junto con su desarrollo de las leyes del movimiento, entrega
las bases para la solucion matematica completa del movimiento de planetas y

satélites.

9.4.1 La tercera ley de Kepler.

La tercera ley de Kepler puede predecirse a partir de la ley de gravitacion uni-
versal. Considere un planeta de masa Mp que se mueve alrededor del Sol de
masa Ms en una orbita circular, como en la figura 9.5. Puesto que la fuerza
gravitacional ejercida sobre el planeta por el Sol es igual a la fuerza central
necesaria para mantener al planeta moviéndose en un circulo,

GM M, M,Vv?

Figura 9.5.
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Sin embargo, la velocidad orbital del planeta es simplemente 27r/T donde T es
su periodo; por lo tanto, la expresion anterior se convierte en

GMM, (2ar/TY

donde Ks es una constante dada por

2
K= 27 97x10795%/m?
GM

S

La ecuacion 9.3 es la tercera ley de Kepler. La ley es valida también para 6rbi-
tas elipticas si sustituimos r por la longitud del semieje mayor, a (figura 9.6).
Advierta que la constante de proporcionalidad, Ks es independiente de la masa
del planeta. En consecuencia, la ecuacion 9.3 es valida para cualquier planeta.
Si hubiéramos considerado la orbita de un satélite alrededor de la Tierra, como
la Luna, entonces la constante tendria un valor diferente, con la masa del Sol
sustituida por la masa de la Tierra. En este caso, la constante de proporciona-
lidad es igual a 474/GM; .

Figura 9.6
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Ejemplo 9.4. Calcular la masa del Sol a partir del hecho de que el periodo de
traslacion de la Tierra en torno al Sol es un afio y la distancia de la Tierra al
Sol es 1.496x10™ m.

Solucion: Usando la tercera ley de Kepler, despejando Mg, se obtiene:

Ar?r3

Ms = g7

Reemplazando los valores numéricos, con T = 1 afio = 3.156x10’s:

47 (1.496x10" m

2
(6.67 <1071 N J(3.156 x107s)
kg

MS:

Ms = 1.99x10%* kg.

Advierta que el Sol tiene 333000 veces mas masa que la Tierra.

9.4.2 La segunda ley de Kepler y la conservacion del momento angular.

Considere un planeta de masa Mp que se mueve en torno al Sol en una érbita
eliptica, como se ilustra en la figura 9.7. La fuerza gravitacional que actua so-
bre el planeta siempre es a lo largo del radio vector, dirigido hacia el Sol. El
torque que actla sobre el planeta debido a esta fuerza es cero puesto que F es
paralelo a r. Esto es,

P—PxF =Px F(r)f=0
Pero recordemos que el torque es igual a la tasa de cambio en el tiempo del
momento angular o = dL/dt. Por lo tanto, debido a que == 0, el momento

angular L del planeta es una constante del movimiento:

[ =Px b MPPX\F/):constante
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Figura 9.7

En virtud de que L es una constante del movimiento, vemos que el movimien-
to del planeta en cualquier instante esta restringido al plano formado por ry v.
Este importante resultado significa que:

Tanto el momento angular total como la energia total del sistema Sol - pla-
neta son constantes del movimiento.

Podemos relacionar este resultado con la siguiente consideracion geométrica.
El radio vector r en la figura 9.7 barre un area dA en un tiempo dt. Esta area es
igual a la mitad del area \'r"x dﬂ del paralelogramo formado por los vectores r

y dr. Puesto que el desplazamiento del planeta en un tiempo dt es dr = vdt,
obtenemos

dA:1P>< dﬂ =1P><\9dt :#dt
2 2 2M

P

dA L
——=_——=constante

dt  2M, (9.4)

donde L y Mp son constantes del movimiento. Asi pues, concluimos que el
radio vector desde el Sol hasta un planeta barre area iguales en tiempos igua-
les. Este resultado es la segunda ley de Kepler.
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La segunda ley de Kepler no revela la naturaleza inversa al cuadrado de la
fuerza de gravedad. Aunque no lo demostramos aqui, la primera ley de Kepler
es una consecuencia directa del hecho de que la fuerza gravitacional varia co-
mo 1/r. Esto es, bajo una ley de fuerza del inverso al cuadrado, es posible
demostrar que las orbitas de los planetas son elipses con el Sol en un foco.

Ejemplo 9.5. Un satélite de masa Ms se mueve en una orbita eliptica alrede-
dor de la Tierra. Las distancias minima y maxima al satélite desde la Tierra
reciben el nombre de perihelio (r, en la figura 9.8) y afelio (indicado por ry).
Si la velocidad del satélite en r, es v,, ¢cudl es su velocidad en r,.

Solucidn. EI momento angular del satélite en relacion con la Tierra es Mgrxv.
En los puntos ra y p, v es perpendicular a r. En consecuencia la magnitud del
momento angular en estos puntos es L, = MsVara Y L, = Msvpr,. Debido a que
el momento angular es constante, vemos que:

o

Figura 9.8 Ejemplo 9.5.

9.5 EL CAMPO GRAVITACIONAL.

Cuando Newton publicé por primera vez su teoria de la gravitacion, para sus
contemporaneos fue dificil aceptar la idea de un campo de fuerza que pudiera
actuar a través de una distancia. Se preguntaban como era posible que dos ma-
sas interactuaran aun cuando no estuvieran en contacto entre si. Aungue el
propio Newton no pudo responder a esta pregunta, su teoria fue ampliamente
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aceptada debido a que explico de manera satisfactoria el movimiento de los
planetas.

Un planteamiento alternativo en la descripcion de la interaccion gravitacional,
por lo tanto, es introducir el concepto de un campo gravitacional que cubre
cada punto en el espacio. Cuando una particula de masa m se sitGa en un punto
donde el campo es el vector g, la particula experimenta una fuerza F; = mg.
En otras palabras, el campo ejerce una fuerza sobre la particula. Por lo tanto,
el campo gravitacional se define por medio de

ot

m

Es decir, el campo gravitacional en un punto en el espacio es igual a la fuerza
gravitacional experimentada por una masa de prueba situada en el punto, divi-
dido por la masa de prueba. Por ejemplo, considere un objeto de masa m cerca
de la superficie terrestre. La fuerza gravitacional sobre el objeto esta dirigida
hacia el centro de la Tierra y tiene una magnitud mg. Puesto que la fuerza gra-
vitacional sobre el objeto tiene una magnitud GM:m/r? (donde M es la masa
de la Tierra), el campo g a una distancia r del centro de la Tierra es

m r?

& lflg_ GMTr

donde T es un vector unitario que apunta radialmente hacia fuera de la Tierra,
y el signo menos indica que el campo apunta hacia el centro terrestre, como en
la figura 9.9. Advierta que los vectores de campos en diferentes puntos que
circundan la Tierra varian tanto en direccion como en magnitud. En una re-
gion pequefia cercana a la superficie de la Tierra, el campo hacia abajo g es
aproximadamente constante y uniforme, como se indica en la figura 9.9. La
ecuacion anterior es valida en todos los puntos fuera de la superficie terrestre,
suponiendo que la Tierra es esférica. En la superficie terrestre, donde r = Ry, ¢
tiene una magnitud de 9.8 N/kg.
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Figura 9.9 Representacion del campo gravitacional terrestre.
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PROBLEMAS.

Dos objetos se atraen entre si con una fuerza gravitacional de magnitud
1x10® N cuando estan separados 20 cm. Si la masa total de los dos obje-
tos es 5 kg, ¢cuél es la masa de cada uno?

La distancia entre los centros de dos esferas es 3 m. La fuerza entre ellas
es 2.75 x 10%°N. ;Cudl es la masa de cada esfera, si la masa de una de
ellas es el doble de la otra?

Tomas que tiene una masa de 70 kg y Sara de 55 kg, se encuentran en
una pista de bailes separados 10 m. Sara levanta la mirada y ve a Tomas,
ella siente una atraccién. a) Si la atraccion es gravitacional, calcule su
magnitud. b) Pero la Tierra ejerce una atraccion gravitacional sobre Sara
¢ Cuél es su magnitud?

La masa de la Luna es 7.34x10%?kg y se encuentra a 3.8x10° m de la Tie-
rra. a) Calcule la fuerza de atraccion gravitacional entre las dos. b) En-
cuentre el valor del campo gravitacional terrestre en la Luna.

¢Qué pasaria con el valor de G y de g, si la tierra tuviera el doble de su
masa pero el mismo tamafo?

Comparar la masa y el peso de un astronauta de 75 kg en la Tierra, con
su peso cuando esta en una nave espacial en oOrbita circular alrededor de
la Tierra, a una altura de 10° km.

a) Un satélite esta a una distancia de la Tierra igual al radio terrestre.
¢Como es la aceleracion de la gravedad en ese punto comparada con la
de la superficie de la Tierra? b) ¢A qué altura sobre la superficie de la
Tierra tiene que elevarse el satélite para que su peso sea la mitad del que
tiene sobre la Tierra? R: a) 0.25g, b) 9000 km.

La masa de Jupiter es aproximadamente 300 veces la masa de la Tierra,

y su radio es aproximadamente 10 veces el terrestre. Calcule el valor de
g en la superficie de Jupiter.
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Urano emplea 84 afios en darle la vuelta al Sol. Encuentre el radio de la
orbita de Urano como multiplo del radio de la orbita de la Tierra

Si la distancia del sol a un planeta fuera 5 veces la distancia de la Tierra
al Sol, ¢En cuantos afios el planeta completa una vuelta alrededor del
Sol?

El 19 de Julio de 1969 la drbita de la nave espacial Apolo 11 alrededor
de la Luna fue ajustada a una 6rbita media de 111 km. El radio de la Lu-
na es 1785 km. a) ¢Cuantos minutos le tomé completar una orbita? b)
¢Que velocidad tenia alrededor de la Luna?

Conocidas las distancias entre la Luna, la Tierra y el Sol respectivamen-
te y sus masas, encuentre la razon de las fuerzas gravitacionales ejerci-
das por la Tierray el Sol sobre la Luna.

Calcular la energia potencial gravitacional de un satélite de 1000 kg que
se encuentra a una altura de 2000 km sobre la Tierra. R: -4.8x10™ J.

Un satélite de 500 kg esta en una orbita circular de radio 2Ry, calcular la
energia requerida para cambiar al satélite a otra orbita de radio 4Rr.

Calcular la energia requerida para enviar una nave de 1000 kg desde la
Tierra hasta una distancia donde la fuerza de gravedad sea despreciable.

Un satélite meteoroldgico de 100 kg describe una orbita circular alrede-
dor de la Tierra a una altura de 9630 km. Calcular: a) su rapidez tangen-
cial en la orbita, b) el trabajo necesario para ponerlo en esa orbita. R: a)
5000 m/s, b) 3.75x10° J.

Un satélite de 300 kg describe una érbita circular en torno a la Tierra a
una altura de 3 radios terrestres. Calcular: a) su rapidez tangencial, b) el
trabajo para ponerlo en orbita, ¢) la aceleracion de gravedad a la altura
del satélite. R: a) 3963 m/s, b) 1.4x10™ J, ¢) 0.61 m/s°.

Un satélite geoestacionario es aquel que se mueve en sincronismo con la

Tierra, permaneciendo en una posicion fija sobre algin punto del ecua-
dor, completando por lo tanto una vuelta en torno a la Tierra en un dia.
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Calcular: a) su altura, b) su rapidez tangencial. R: a) 35930 km, b) 3075
m/s.

Los satélites de oOrbita polar orbitan a una altura de 850 km de la superfi-
cie terrestre. Calcular a) la rapidez tangencial para un satélite de 300 kg,
b) el tiempo en completar una vuelta. R: a) 7450 m/s, b) 1.7 horas.

Demuestre que la energia potencial de un sistema que conste de cuatro
particulas iguales de masa M, colocadas en las esquinas de un cuadrado

de lado D, es E = -(4+-/2 )(GM*/D).

Se dispara un cohete verticalmente desde la superficie terrestre y alcan-
za una altura maxima de tres veces el radio de la Tierra. ;Cual fue la ra-
pidez inicial del cohete?

Buscar los datos necesarios para calcular la energia potencial total del
sistema Tierra-Sol-Luna. Suponga que la Tierra y la Luna estan a la
misma distancia del Sol.

El sistema binario de Plaskett se compone de dos estrellas que giran en
una orbita circular en torno de un centro de gravedad situado a la mitad
entre ellas. Esto significa que las masas de las dos estrellas son iguales.
Si la velocidad orbital de cada estrella es de v y el periodo de cada una
es de T, calcule la masa M de cada estrella. R: 2v*T/#G.

Dos planetas X e Y se mueven en Orbitas circulares en sentido antihora-
rio en torno de una estrella. Los radios de sus orbitas estan en la propor-
cion 3:1. En cierto momento estan alineados, formando una linea recta
con la estrella. Cinco afios después el planeta X ha girado 90° ¢Donde
esta el planeta Y en ese momento? R: a 1.3 rev de su posicién original.

Después de que se agote su combustible nuclear, el destino final de
nuestro Sol es colapsarse en una enana blanca, es decir, una estrella que
tiene aproximadamente la masa del Sol, pero el radio de la Tierra. Cal-
cule a) la densidad promedio de la enana blanca, b) la aceleracion de
caida libre en su superficie, ¢) la energia potencial gravitacional de un
objeto de 1kg en su superficie. R: a) 1.85x10° kg/m®, b) 3.3x10° m/s, c)
—2.1x10" J.
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El cometa Halley se acerca al Sol a una distancia aproximada de
0.57UA, vy su periodo orbital es de 75.6 afios. (UA es la abreviatura de
unidad astrondmica, donde 1UA = 1.50x10° km es la distancia media
Tierra-Sol.) ¢Qué tan lejos del Sol viajara el cometa Halley antes de que
Inicie su viaje de regreso?

a) ¢Cudl es velocidad minima necesaria para que una nave espacial es-
cape del sistema solar, empezando en la 6rbita de la Tierra? b) El Voya-
ger I alcanzé una velocidad maxima de 125000 km./h en su camino para
fotografiar Jupiter. ;Mas alld de que distancia desde el Sol esta veloci-
dad es suficiente para escapar del Sistema Solar? R: a) 42 m/s, b)
2.2x10™ m.

Para cualquier que 6rbita alrededor del Sol, la tercera ley de Kepler pue-
de escribirse como T? = kr®, donde T es el periodo orbital y r es el semi-
eje mayor de la orbita. a) ¢Cual es valor de la k si T se mide en afios y r
se mide en UA? b) Con el valor de k encuentre el periodo orbital de Ju-
piter si su radio medio desde el Sol es 5.2UA.

Tres masas iguales son colocadas en tres esquinas de un cuadrado de
lado D. Encuentre este campo gravitacional g en la cuarta esquina debi-

da a estas masas. R: ((2~/2 +1)/2)(GM/D?).

Tres objetos puntuales que tienen masas m, 2m y 3m estan fijos en las
esquinas de un cuadrado de longitud de lado a de modo tal que el objeto
mas ligero se ubica en la esquina superior izquierda, el objeto méas pesa-
do esté en la esquina inferior izquierda y el tercero, en la esquina supe-
rior derecha. Determine la magnitud y direccion del campo gravitacional

g resultante en el centro del cuadrado. R: -2+/2 Gm/a® 1.

Dos planetas hipotéticos de masa m; y m, y radios ry y r,, respectiva-
mente, estan en reposo cuando estan separados una distancia infinita.
Debido a su atraccion gravitacional, se mueven uno hacia otro en el cur-
so de una colision. a) Cuando la separacion entre sus centro es d, calcu-
lar la rapidez de cada planeta y su rapidez relativa. b) Calcular la energia
cinética de cada planeta justo antes de que choquen, si m; = 2x10%* kg,
m, = 8x10* kg, r; = 3x10° m y r, = 5x10° m. ( Sugerencia: tanto la ener-

269



9.32.

9.33.

Cap. 9. Ley de gravitacion.

] 2G
gia como el momento se conservan). R: v,=m, ———,
d(mg +m,)
v,=m |y :\/ZG(ml M) by B, = 11x10% 3, B, =
d(m; +m,) d

2.7x10% J.

El Vanguard I, lanzado el 3 de marzo de 1958, es el satélite artificial
mas viejo aln en oOrbita. Su oOrbita inicial tenia un apogeo de 3970 km vy
un perigeo de 650 km. Su velocidad maxima era de 8.23 km/s y tenia
una masa de 1.60 kg. a) Determine el periodo de 6rbita (utilice el semi-
eje mayor). b) Determine las velocidades en el apogeo y en el perigeo.
c¢) Encuentre la energia total del satélite.

Despues de una explosion supernova, una estrella puede experimentar
un colapso gravitacional hasta alcanzar un estado extremadamente den-
so conocido como una estrella de neutrones, en el cual todos los electro-
nes y protones se comprimen para formar neutrones. Una estrella de
neutrones que tiene una masa aproximada o igual a la del Sol tendria un
radio de casi 10 km. Encuentre a) la aceleracion de caida libre en su su-
perficie, y ¢) la energia requerida para llevar un neutrén de 1.67 x 10 %
kg de masa desde su superficie hasta el infinito.
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CAPITULO 10. NOCIONES DE MECANICA DE FLUIDOS.

10.1 ESTRUCTURA DE LA MATERIA.

En Griego, datomo significa indivisible, por eso esta palabra fue adoptado por
los fisicos para aplicarla a la particula méas pequefia y fundamental. Pero ahora
se sabe que los elementos quimicos estan formados por particulas elementales
mas pequefias que son los electrones, protones y neutrones, que en conjunto
constituyen el atomo. Los atomos de la materia comun, que tienen un didmetro
del orden de 10”"° m, se componen de un nicleo pesado, de didmetro del orden
de 710" m, que contiene protones cargados positivamente y neutrones sin car-
ga, que esta normalmente rodeado por uno o varios electrones livianos carga-
dos negativamente. La funcion de los neutrones es actuar como ‘pegamento’
para mantener unidos los protones en el nucleo, si los neutrones no estuvieran
presente, la fuerza repulsiva entre las particulas cargadas positivamente desin-
tegraria al nucleo.

La masa del proton, 1.67x107 kg, que se define como la unidad de masa ato-
mica u, y su carga, 1.6x10"° Coulomb, se usan como unidad. El a&tomo mas
simple es el hidrogeno neutro, su modelo clasico se muestra en la figura 10.1a,
su nucleo tiene un protdén y se dice que tiene nimero de masa 1 y carga eléc-
trica +1. Alrededor del nucleo del &tomo de hidrégeno neutro, orbita un elec-
trén, que tiene carga igual a —1, una masa de 9.7x10”" kg, igual a u/1840, con
un radio de la 6rbita de 0.5x10"" m.

ATOMO DE HIDROGENO MOLECULA DE AGUA
Lem T -- Atomo de H Atomo de H
Eloctrén - b .
.l; L".,
a' o ‘:
v Froton+ ;
“"x_‘ ey Atomo de O
Figura 10.1a Figura 10.1b

271



Cap. 10. Mecéanica de fluidos.

La materia comun, como el aire 0 agua, se compone de moléculas que son
eléctricamente neutras. Una molécula puede tener un solo atomo o bien puede
ser la unién de dos o méas atomos. Existen moléculas compuestas de cientos,
miles, incluso millones de &tomos. En la figura 10.1b se muestra un esquema
de una molécula de agua.

¢Pero termina aqui la division? Se ha descubierto que existen particulas mas
pequefias adn, llamadas quarks, formadas por seis variedades diferentes de
otras particulas bautizadas con nombres exoticos: arriba, abajo, extrafio, en-
canto, belleza 'y superior. Pero la materia no es continua, ya que entre cada par
de particulas hay un enorme espacio vacio. Aun asi jlas distancias en la fronte-
ra de la Fisica nuclear son sorprendentemente cortas! En el otro extremo, las
distancias en el Universo son superrequetecontrahiper grandes. Los extremos
de la Fisica los podemos resumir en los tres infinitos, que se ilustran en la fi-
gura 10.2.

IWNEFTNITAMERTE PEQUEﬁTO
Cuerda
Quark

Hidrogeno
SUpernova
Gas

Interestelar

Elementos

Molécula
compleja

Gﬂl H.Xiﬂ Sistema
ordenado

galaxias Materia viva

Filamentos cosmicos

WFINITAMENTE GEANDE COMPLEIIDAD

Figura 10.2 Los tres infinitos

Ademas ¢por qué habrian de existir inicamente particulas livianas con carga
negativa y particulas pesadas con carga positiva? Cuando se resuelven las
ecuaciones de la mecanica cuantica, generalmente se encuentran dos solucio-
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nes simétricas, una da los resultados del comportamiento de la materia, pero
no hay ninguna razon para descartar la otra solucién, por lo tanto se propuso
que describia el comportamiento de la antimateria, que no se conocia. De
acuerdo a las leyes de la fisica, en el principio todo era simétrico: materia y
antimateria estaban presente en el Universo en partes iguales. Se busco la
existencia de esta antimateria hasta que se descubrieron las antiparticulas ele-
mentales: antielectron o positron, antiproton, antineutron, antiquarks, etc, que
tienen la misma masa que las particulas elementales, pero cargas opuestas.

10.1.1 Estados de la materia.

La materia generalmente se clasifica de acuerdo con algunos de los cuatro es-
tados en que se encuentra, solido, liquido, gaseoso y plasma. Un sélido tiene
forma y volumen definidos. Un liquido tiene un volumen definido pero no una
forma definida. Un gas no tiene ni volumen ni forma definidos.

Para cualquier sustancia, el estado liquido existe a una temperatura mayor que
la del estado solido, tiene mayor agitacion térmica y las fuerzas moleculares
no son suficientes para mantener a las moléculas en posiciones fijas y se pue-
den mover en el liquido. Lo comdn que tienen los liquidos con los sélidos es
que si acttan fuerzas externas de compresion, surgen grandes fuerzas atomicas
que se resisten a la compresion del liquido. En el estado gaseoso, las molécu-
las tienen un continuo movimiento al azar y ejercen fuerzas muy debiles unas
con otras; las separaciones promedios entre las moléculas de un gas son mu-
cho més grandes que las dimensiones de las mismas.

Un sélido se comprime bajo la accion de fuerzas externas, pero si estas fuerzas
dejan de actuar, tiende a retomar su forma y tamafio original, por esto se dice
que tiene elasticidad. Segun el tiempo de respuesta del cambio de la forma a
una fuerza externa o presion, la materia puede comportarse como un sélido o
como un fluido. En algunos casos, el material se comporta en un estado inter-
medio, como por ejemplo plastico, goma, asfalto, grasa, miel, masilla, etc.

10.1.2 Plasma.

Cuando se calienta un solido, se transforma en liquido, si se continta calen-
tando se convierte en gas. Pero si aumenta ain mas la temperatura del gas, los
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choques entre las particulas se vuelven tan violentos que son capaces de variar
la estructura de las particulas. Los electrones pueden ser liberados de los ato-
mos produciendo iones cargados positivamente. Las moléculas de un gas pue-
den romperse al someterlas a la accion de la luz ultravioleta, rayos X, corrien-
te eléctrica o a intenso calor y los electrones pueden ser violentamente separa-
dos de la molécula. Al resto de la molécula que le falta uno 0 mas electrones,
gueda cargada positivamente, se le llama un ion y el gas queda ionizado. El
gas ionizado formado de electrones con carga negativa y de iones con carga
positiva se llama plasma, que es otro estado fluido de la materia, sélo existe a
altas temperaturas (mayor que 2000 K). A pesar de ser poco comun en la vida
cotidiana, es el estado predominante de la materia en el Universo. El Sol, las
estrellas o el gas de la luz en un tubo fluorescente estan en estado de plasma.

10.1.3 Fluido.

Un fluido es un conjunto de moléculas distribuidas al azar que se mantienen
unidas por fuerzas cohesivas débiles y por fuerzas ejercidas por las paredes de
un envase. De otra forma, si definimos un fluido como aquellos materiales que
no lo son, los fluidos son todos aquellos que no son solidos. Por lo tanto, son
fluidos los liquidos y los gases. Una diferencia esencial entre un fluido y un
solido es que un fluido no soporta esfuerzos tangenciales y los solidos si. De
acuerdo con esto, los fluidos son sistemas que estan en continuo movimiento.
En este contexto, la mecanica clasica debe modificarse un poco, por la poca
utilidad que tiene aqui el concepto de masa, por lo que esta se reemplaza por
otro concepto, llamado densidad, que corresponde a la masa por unidad de
volumen.

En los problemas que nos interesan, los fluidos con los que trataremos princi-
palmente son el aire y el agua. Cuando estudiamos la atmosfera y el océano en
sus movimientos de escala planetaria, nos referimos a estos como fluidos geo-
fisicos. Por ejemplo el estudio de los ciclones y anticiclones, de la corriente de
Humboldt, o en otros planetas de la gran Mancha Roja de Jupiter.

10.2 DENSIDAD.

Una propiedad de cualquier sustancia es su densidad. La densidad p de cual-
quier material se define como la cantidad de masa m contenida en cada unidad
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de volumen V. Como la distribucion de masa puede variar si se considera el
volumen completo de sustancia, se debe definir en forma microscopica la den-
sidad en cada punto del cuerpo en forma diferencial, esto es:

La densidad es una magnitud fisica escalar, su unidad de medida en el Sl es
kg/m®. La densidad cambia con la temperatura ya que el volumen depende de
la temperatura, por lo que se dan valores bajo condiciones de presion y tempe-
raturas dadas. Si un cuerpo tiene la misma densidad en todo el volumen, es
decir es constante, se dice que es homogéneo, en caso contrario es heterogé-
neo, en este caso el cuerpo tiene una distribucion de masa variable dentro del
volumen. La densidad de los liquidos (y solidos) es del orden de 1000 veces la
de los gases. En la tabla siguiente se dan los valores de la densidad de algunas
sustancias comunes.

MATERIAL |DENSIDAD (kg/m®)
Hidrogeno 0.09
Aire 1.28
Madera de pino 500
Petroleo 800
Hielo 917
Agua 1000
Aluminio 2700
Hierro 7860
Cobre 8900
Plomo 11340
Mercurio 13500
Oro 19300
Platino 21400

La densidad de los fluidos depende de la temperatura y de la presién. La ecua-
cion que expresa esta dependencia se llama ecuacién de estado, pero este tema
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es un aspecto de los fluidos que se tratara en forma cuantitativa en el curso de
Fisica de Termodindmica. Baste decir ahora que la densidad depende del in-
verso de la temperatura. La variacion de densidad con la temperatura en los
gases da lugar al fendmeno de conveccion, muy importante para el transporte
de calor en un fluido. Por ejemplo, la conveccidn en la atmosfera produce el
movimiento vertical ascendente del aire, o que origina disminucion de pre-
sion en superficie, expansion de la masa de aire, enfriamiento por la expansion
y el ascenso, condensacion por efecto del enfriamiento, formacion de nubes
debido a la condensacion y de precipitacion.

10.3 PRESION.

Las fuerzas que existen sobre un objeto sumergido en un fluido son sélo aque-
Ilas que tienden a comprimir al objeto. La fuerza ejercida por un fluido sobre
el objeto inmerso en él, representado por el cubo de la figura 10.3, es siempre
perpendicular a la superficie del objeto. La presiéon p del fluido en el nivel
donde se encuentra sumergido el cuerpo se define como la razén de la magni-
tud de la fuerza F normal a la superficie y el area 4. La presion dentro del
fluido no es la misma en todos los puntos, por lo que se debe definir la presion
en un punto determinado considerando una fuerza dF normal a un elemento de
superficie d4, entonces la presion en el punto es:

aire
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La unidad de medida de la presion en el sistema SI es N/m?, que se llama Pas-
cal, con simbolo Pa. Otras unidades de uso comun para la presion son atmos-
fera (atm), centimetros de mercurio (cm de Hg) o bar. Algunos factores de
conversion comunes entre diferentes unidades son:

1 bar = 10° Pa y 1 milibar (mbar) = 107 bar = 100 Pa = 1 hPa

I atm = 1.013x10° Pa = 1.013 bar = 1013 mbar = 1013 hPa = 76 cm de Hg

10.4 LA ECUACION HIDROSTATICA.

Para un fluido en reposo dentro de un envase, todos los puntos a la misma pro-
fundidad tienen la misma presion, si no fuera asi no estaria en reposo. Imagi-
nar un volumen de fluido (aire) elemental en la atmdsfera, de superficie d4 y
alto dz, como se ve en la figura 10.4.

La fuerza en la parte inferior del volumen es vertical hacia arriba de magnitud
F; = pid4 = p(z)dA y en la parte superior es hacia abajo de valor F, = p,dA =
p(z+dz)dA. El peso del volumen es dP = (dm)g. Como el volumen esté en
equilibrio, por la primera Ley de Newton, se tiene:

Figura 10.4
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JF=0=F-F,-P=10
p(z)dA - p(z+dz)dA - (dm)g = 0
[p(z) - p(ztdz)]dA - (dm)g = 0
Pero p(ztdz) - p(z)=dp, p =dm/dV =dm = pdV y dV = dAdz, reemplazan-
do se obtiene:

-dpdA - pdAdzg=0 =

Esta se llama ecuacidn hidrostéatica, se le da ese nombre porque fue deducida
para una porcion de fluido en equilibrio estatico. Se observa que la presion
disminuye con la altura y aumenta con la profundidad en el fluido.

Si p, es el valor de la presion en el nivel z, (que puede ser el nivel del mar) y p
el valor de la presion a una altura z en la atmdsfera o una profundidad z en el

océano, y si la densidad es constante, se puede integrar la ecuacion hidrostati-
cay se obtiene:

p—p, =—pg(z—z,)
Si se considera como volumen de fluido una porcion de oceéano, en cuya Su-
perficie actua la presion atmosférica p,, la presion a la profundidad # = z, — z

en el mar, lago o cualquier envase que contenga algun liquido de densidad
constante, sera:

p=p,+pg(z,—z)
p=p,+pgh
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Esta ecuacion, que es valida solo cuando la densidad es constante, dice que la
presion a la profundidad % de la superficie libre de un fluido es mayor que la
presion atmosférica p, en pgh. De esto tambien se deduce que la presion es la
misma en cualquier punto ubicado a la misma profundidad y no se ve afectada
por la forma del envase. El término pgh se llama presion manométrica, ya
que corresponde a la presion obtenida de la lectura de un mandmetro, es decir,
la diferencia entre la presién total y una presion de referencia, que con fre-
cuencia es la presion atmosférica.

La presion del agua aumenta a medida que se baja hacia el fondo del océano y
disminuye en la atmdsfera si nos elevamos sobre el nivel del mar. Como la
densidad del aire es unas 1000 veces menor que la del agua, el aumento de
presion al descender un metro en agua es cerca de mil veces mayor a la dismi-
nucién de la presion al ascender un metro de altura. En la atmosfera cerca de
superficie, la presion disminuye aproximadamente un hPa cada 10 metros de
elevacion en la vertical y en el océano la presién aumenta aproximadamente
100 hPa cada un metro de profundidad.

Ejemplo 10.1. Calcular la fuerza resultante ejercida por el agua sobre una
represa de profundidad H y de ancho D, que se muestra en la figura 10.5.

‘}?o

Figura 10.5. Esquema de una represa.

Soluciodn. La coordenada vertical z se mide desde el fondo de la represa hacia
arriba, entonces la profundidad H de la represa es igual a z,. La presion a una
profundidad 2 medida desde la superficie del agua hacia abajo, como se ve en
la figura 10.5, se calcula usando la ecuacion hidrostéatica, teniendo en cuenta
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que la presion atmosfeérica p, actda en todos lados sobre la represa, por lo que
no altera el valor de p, el célculo da:

p—p,=pg(z,—z)=

p-p, =pg(H-2)

Pero dF' = (p-p,)dA = pg(H-z)Ddz, integrando se tiene,
a 1
F=[dF ={ pdd= jpg(H—z)Ddz:ngDHz

Como la presién aumenta con la profundidad, las represas se deben construir
aumentando su espesor con la profundidad.

10.4.1 EIl barometro.

Los instrumentos usados para medir la presion son el barometro y el manome-
tro. ElI barometro de mercurio, inventado en 1643 por Torricelli (que fue
alumno de Galileo) es un tubo cerrado en uno de sus extremos que se llena
con mercurio (Hg) y después se da vuelta y se introduce en otro envase lleno
también con mercurio (figura 10.6a). En este proceso, el mercurio del tubo
desciende por lo que en su extremo cerrado se produce un vacio, donde la pre-
sion es cero. Por la presion de la atmdsfera sobre la superficie libre del envase,
la columna de mercurio dentro del tubo se eleva; al nivel del mar en condicio-
nes normales, se encuentra que siempre la columna de mercurio en el tubo es
de 76 cm. De la ecuacion hidrostatica integrada se obtiene —p, = -pgh, donde p
es la densidad del mercurio y % su altura. Con g = 9.8 m/s” y la densidad del
mercurio que es 13595 kg/m®, se obtiene que la presion atmosférica en condi-
ciones normales es p, = 1.013x10° Pa.

El manometro es un tubo en U abierto a la atmosfera en uno de sus extremos,
que contiene un liquido y en el otro extremo se conecta a un sistema de pre-
sion desconocida (figura 10.6b). La presion p se llama presion absoluta y la
diferencia de presion p - p, = pgh se llama presion manomeétrica.
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I
A A

Figura 10.6a Barometro de mercurio. Figura 10.6b Mandmetro

10.5 LEY DE PASCAL.

Segun la ecuacion hidrostéatica, la presion en un fluido s6lo depende de la pro-
fundidad, por lo tanto cualquier variacion de presién en superficie se transmite
a cualquier parte del fluido. Entonces si se aplica una fuerza F; sobre un area
A; como se ve en la figura 10.7, la misma presién se transmite con una fuerza
F, sobre un area 4,, y por la definicién de presién:

p=-——= (10.4)

Figura 10.7

Las herramientas hidraulicas tales como frenos, gatas y elevadores de carga
aprovechan este principio descubierto por Blas Pascal y se conoce como Ley
de Pascal.
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Ejemplo 10.2. En un elevador de carga el aire comprimido ejerce una fuerza
sobre un pequerio émbolo de drea circular de 5 cm de radio, que se transmite
por agua a otro émbolo de 20 cm de radio. Calcular la fuerza que se debe
ejercer al aire comprimido para levantar un auto de 10000 N y la presion que
ejerceria esa fuerza.

Solucidn: por la ley de Pascal, tenemos

2
F=tp 10000
AZ 72'20
F, =625N

Notar que el valor de la fuerza necesaria, equivalente a la ejercida por una ma-
sa de 62.5 kg, es pequeiia comparada con la carga a levantar.

p="1 —625'\'2: 7.9x10* Pa = 790hPa

4 7(0.05m)

10.6 PRINCIPIO DE ARQUIMEDES.

Una consecuencia de la ecuacion hidrostatica es el principio de Arquimedes.
Supongamos que un objeto se sumerge en un fluido como se ve en la figura
10.4. Antes de sumergir el objeto, el fluido esta en equilibrio, por lo tanto el
resto del fluido ejerce una fuerza sobre la porcion de fluido que después ocu-
para el objeto, que iguala el peso de la porcion de fluido. Esta fuerza también
actuarad sobre el objeto sumergido y se conoce como fuerza de empuje. El
principio de Arquimedes se enuncia como sigue: “cualquier cuerpo total o
parcialmente sumergido en un fluido es empujado hacia arriba por una
fuerza que es igual al peso del volumen de fluido desplazado por el cuerpo”.

Cualquier cuerpo inmerso en un fluido es empujado siempre verticalmente
hacia arriba por el fluido, a esa fuerza se le llama fuerza de empuje (o de flo-
tacion), E. Segun el principio de Arguimedes, la magnitud de la fuerza de em-
puje es igual al peso del volumen de fluido desalojado por el objeto. La fuerza
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de empuje actua verticalmente hacia arriba y su linea de accion pasa por el
punto donde se encontraba el centro de gravedad del fluido desplazado.

Se puede demostrar que la fuerza de empuje es igual al peso. En efecto, la pre-
sion en el fondo de un cubo de fluido imaginario inmerso en el fluido, como se
ve en la figura 10.4, es mayor que en la parte superior por la cantidad pgAz,
donde Az es la altura del cubo de fluido imaginario. Esta diferencia de presién
por unidad de area 4, es decir la diferencia entre las fuerzas aplicadas en la
cara inferior y superior del volumen hipotético, es igual a la fuerza de empuje
E, entonces:

F] - FZ =F
PerOszp]AngngA = (p]-pg)A:E
Por la ecuacion hidrostatica:  p; - p; = pgAz =

pgAzA=E = E=pgAV=mg =

E=P (10.5)

Para un objeto que flota sobre un fluido, la fuerza de empuje equilibra al peso
del objeto. Si V" es el volumen de fluido desplazado al sumergir el cuerpo en el
fluido de densidad p, y V, es el volumen del cuerpo de densidad p,, la fuerza
de empuje del fluido, segln la ecuacion anterior, es E = pVg, que es de igual
magnitud al peso del cuerpo P = mg = p,V, g, entonces:

E=P=plg=pV,e=

VP (10.6)
V. p

Esta ecuacion permite determinar la fraccion de volumen de un objeto sumer-
gido en un fluido de mayor densidad que la del objeto.
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Ejemplo 10.3. Calcular la fraccion del volumen de un cubo de hielo que so-
bresale del nivel de agua, cuando flota en un vaso con agua.

Solucion: el hielo flota sobre el agua porque tiene una densidad menor que el
agua, Ppieio = 917 kg/m3. El peso del cubo de hielo es P, = m;g = p,V, g. La
fuerza de empuje igual al peso del agua desplazada es £ = p,Vg, donde V es el
volumen de la parte del cubo de hielo bajo el agua.

Como P, = E, entonces la fraccion de hielo sumergido es:

v

PVg=pV,8 =pVg= - = Pn
Vh Pa

K:ﬂ=0.917

v, 1000

Por lo tanto, lo que sobresale del aguaes: 1 - V/V, =1-0.917 = 0.083 u 8.3%.

Una corona de oro.

Herdn 11, rey de Siracusa, pidio un dia a su pariente Arquimedes, que compro-
bara si una corona que habia encargado a un orfebre local era realmente de oro
puro. El rey le pidi6 también de forma expresa que no dafiase la corona. Ar-
quimedes dio vueltas y vueltas al problema sin saber como atacarlo, hasta que
un dia, al meterse en la bafiera para darse un bafio, se le ocurri6 la solucion.
Pensd que el agua que se desbordaba tenia que ser igual al volumen de su
cuerpo que estaba sumergido. Si media el agua que rebosaba al meter la coro-
na, conoceria el volumen de la mismay a continuacion podria compararlo con
el volumen de un objeto de oro del mismo peso que la corona. Si los volume-
nes no fuesen iguales, seria una prueba de que la corona no era de oro puro. A
consecuencia de la excitacion que le produjo su descubrimiento, Arquimedes
salio del bafio y fue corriendo desnudo como estaba hacia el palacio gritando :
“iLo encontré! jLo encontré!”, (“Eureka, Eureka”).

La palabra griega "jEureka!" utilizada por Arquimedes, ha quedado desde
entonces como una expresion que indica la realizacion de un descubrimiento.
Al llevar a la practica lo descubierto, se comprob6 que la corona tenia un vo-
lumen mayor que un objeto de oro de su mismo peso. Contenia plata que es un
metal menos denso que el oro.
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10.7 NOCIONES ELEMENTALES DE DINAMICA DE FLUIDOS.

Ahora analizaremos en forma muy elemental el comportamiento de los fluidos
en movimiento. Cuando un fluido esta en movimiento, el flujo se puede clasi-
ficar en dos tipos:

a) Flujo estacionario o laminar si cada particula de fluido sigue una trayecto-
ria uniforme y estas no se cruzan, es un flujo ideal. Por ejemplo el humo de
cigarrillo justo después de salir del cigarro es laminar. En el flujo estacio-
nario la velocidad del fluido permanece constante en el tiempo. Sobre una
velocidad critica, el flujo se hace turbulento.

b) Flujo turbulento es un flujo irregular con regiones donde se producen tor-
bellinos. Por ejemplo el humo de cigarrillo en la parte superior alejada del
cigarro es turbulento.

El flujo laminar se vuelve turbulento por efecto de la friccion que también esta
presente en los fluidos y surge cuando un objeto o capa del fluido que se mue-
ve a través de él desplaza a otra porcion de fluido; lo notas por ejemplo cuan-
do corres en el agua. La friccion interna en un fluido es la resistencia que pre-
senta cada capa de fluido a moverse respecto a otra capa. La friccion interna o
roce de un fluido en movimiento se mide por un coeficiente de viscosidad. Por
efecto de la viscosidad parte de la energia cinética del fluido se transforma en
energia térmica, similar al caso de los sélidos.

Debido a que el movimiento de un fluido real es muy complejo, considerare-
mos un modelo de fluido ideal con las siguientes restricciones: fluido incom-
presible, es decir de densidad constante, no viscoso, flujo estacionario e irrota-
cional, en este ultimo caso se refiere a la rotacion de cada particula de fluido y
no del fluido como un todo, que puede tener una trayectoria curva o girar.

10.8 ECUACION DE CONTINUIDAD.

La trayectoria seguida por una particula de fluido estacionario se llama linea
de corriente, asi que por definicion la velocidad es siempre tangente a la linea
de corriente en cualquier punto. Por lo tanto las lineas de corriente no se pue-
den cruzar, sino en el punto de cruce, la particula de fluido podria irse por
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cualquiera de las lineas y el flujo no seria estacionario. Un conjunto de lineas
de corriente forma un tubo de corriente o de flujo (figura 10.8), las particulas
de fluido se pueden mover sélo a lo largo del tubo, ya que las lineas de co-
rriente no se cruzan.

Figura 10.8 Figura 10.9

Considerar un fluido que se mueve a lo largo de un tubo de corriente, cuya
seccion transversal aumenta en direccion del flujo, como en la figura 10.9. En
un intervalo At en la seccion mas angosta del tubo de area A4, el fluido se
mueve una distancia Ax; = v;At. La masa contenida en el volumen A,;Ax; es
Am; = p;A;Ax;. De manera similar, en la seccion ancha del tubo de area 4, se
obtienen expresiones equivalentes en el mismo A4¢, cambiando el subindice 1
por 2. Pero la masa se conserva en el flujo estacionario, esto es la masa que
cruza por A; es igual a la masa que pasa por A4, en el intervalo de tiempo At,
entonces:

Amy = Amy = py AAx) = p, A, Ax,

prA AL = py A;v, At

Av, = p, A,v
PrVy = PrAyV, (10.7)
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Esta se Ilama ecuacion de continuidad, representa la conservacion de la masa:
significa que la masa no puede ser creada ni destruida, solo se puede transfor-
mar, similar a la conservacion de la energia.

Para un fluido incompresible, es decir de densidad constante, la ecuacién de
continuidad se reduce a:

Ay, = 4,v, =cte,

esto es, el producto del area por la rapidez normal a la superficie en todos los
puntos a lo largo del tubo de corriente es constante. La rapidez es mayor (me-
nor) donde el tubo es mas angosto (ancho) y como la masa se conserva, la
misma cantidad de fluido que entra por un lado del tubo es la que sale por el
otro lado, en el mismo intervalo de tiempo. La cantidad Av, que en el Sl tiene
unidades de /s, se llama flujo de volumen o caudal Q = Av.

Ejemplo 10.4. Un jardinero esta regando el pastito con una manguera de 2
cm de diametro, por la que puede fluir 30 It de agua en un minuto. Calcular la
rapidez con la cual el agua sale de la manguera.

Solucidn: De los datos, el caudal de agua es Q = 30 Ilt/min, transformando las
unidades, se obtiene:

3 3 3
Zf :30><10 cm :500cm
min 60s S

0=30

el area de la seccion transversal de la manguera es:
A=7xr=nx(lem) = rem’
Por lo tanto, la rapidez de salida del agua por la manguera sera:

3
Q:Av:v:QZSOOcm/S:mocmzlﬁm
A zcm? S S
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10.9 ECUACION DE BERNOULLL.

Cuando fluye el fluido por un tubo de seccion transversal no uniforme y de un
nivel a otro, por la ecuacion hidrostéatica, la presion cambia a lo largo del tubo
(figura 10.10). La fuerza de la presion p; en el extremo inferior del tubo de
area A; es F; = p; A,. El trabajo realizado por esta fuerza sobre el fluido es W7,
= F,Ax; = p1A;Ax; = p,; AV, donde AV es el volumen de fluido considerado. De
manera equivalente en el nivel superior, si se considera un mismo intervalo de
tiempo, el volumen AV de fluido que cruza la seccidn superior de area 4 es el
mismo, entonces el trabajo es W, = - p,A,Ax; = - p,AV. El trabajo neto reali-
zado por las fuerzas en el intervalo de tiempo At es:

W =W, +W, =(p,— p,)AV

Figura 10.10

Parte de este trabajo se usa en cambiar tanto la energia cinética como la ener-
gia potencial gravitacional del fluido. Si Am es la masa que pasa por el tubo de
corriente en el tiempo A, entonces la variacion de energia cinética es:

AE, = 1Amv§ - EAmvl2
2 2

y la variacion de energia potencial gravitacional es:
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AE, = Amgy, — Amgy,

Por el teorema del trabajo y energia se tiene:

WzAEc+AEg =
1 1 2
(p1—P)AV = EAmv2 —EAmvl + Amgy, — Amgy,

Dividiendo por AV'y como p = AmlAV, se obtiene la ecuacion de Bernoulli
para un fluido no viscoso, incompresible, estacionario e irrotacional.

1 1,

Pl_pzzzp"g_zp"lJFngz_ngl
1 5 1 5
p1+§PV1+P8yl:p2+§PV2+p8yz

La ecuacién de Bernoulli, que es un resultado de la conservacion de la energia
aplicada a un fluido ideal, generalmente se expresa como:

1 5
+— + = cte.
P v T re) (10.8)

Ejemplo 10.5: Demostrar que para un fluido en reposo se obtiene la ecuacion
hidrostatica integrada.

Solucidn: si el fluido esta en reposo, v; = v, = 0y de la ecuacién de Bernoulli
se obtiene:
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Pt P82y =Py + P82, =
D1~ Dy = P8z, — pgz = pgh=

D2 = Py — pgh

Ejemplo 10.6: Tubo de Venturi. Una tuberia horizontal con una estrechez,
como se muestra en la figura 10.11, que se usa para medir la velocidad del
flujo en fluidos incompresibles, se llama tubo de Venturi. Si con un manome-
tro se mide la presion en los puntos 1 y 2, se puede calcular la rapidez del flu-
jo que sale (o entra) por el tubo.

Figura 10.11 Tubo de Venturi.

Solucién. Aplicando la ecuacion de Bernoulli, como la tuberia es horizontal,
Vi =y, Se tiene:

1 1
p1+2pv12+pgyl =D, +2w§+pgyl=>

1, 1,
p1+§,0\/1 :P2+E/7V2

Con la ecuacion de continuidad:

A
_ _ Ay
Ay, =Av, > v, =5V,

1

Combinando las ecuaciones, queda:
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1 (4, Y 1,
Prt P — Vol =PtV =

2\ 4 2
b | Api=p,)
2 — 2 2
Pp\A — 4,

Observar que debido a que 4; > 4,, p; > p», la presion en 1 es mayor que en 2,
es decir la presion disminuye en la parte estrecha de la tuberia. La disminucién
de la presion en la parte angosta del tubo tiene varias aplicaciones, por ejem-
plo, conectando un tubo de Venturi al carburador de un automovil, se hace
entrar el vapor de gasolina a la cAmara de combustion.

Ejemplo 10.7: Ley de Torricelli. Un estanque que contiene un liquido de den-
sidad p tiene un orificio pequernio en un lado a una altura y; del fondo (figura
10.12. El aire por encima del liquido se mantiene a una presion p. Determinar
la rapidez con la cual sale el liquido por el orificio cuando el nivel del liquido
esta a una altura h sobre el agujero.

Solucidn: si se supone que el estanque tiene una superficie mucho mayor que
la del agujero (4, >> A;), entonces la rapidez de descenso del fluido es mucho
menor que la rapidez de salida del agua por el hoyo (v, << v;). Aplicando la
ecuacion de Bernoulli en los puntos 1y 2, con p; = presion atmosférica = p, Y
p> = p, Se tiene:

1 5
P, "‘EPVl :P+Pg()’2 _yl)

Como /& =y, - y;, Se tiene:

Figura 10.12 Ejemplo 10.7
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vy 2\/2(p;p0)+2gh

Esta ecuacion se llama Ley de Torricelli.

Casos particulares:

a) Si p >> p,, entonces 2gh ~ 0y v, =./2p/ p, esto significa que la rapidez
es solo funcion de la presion.

b) Si p = p,, entonces v, =,/2gh, en este caso la rapidez es idéntica a la ad-
quirida por un cuerpo en caida libre.

Ejemplo 10.8: Tubo de Pitot. Es uno de los medidores mas exactos para me-
dir la rapidez de un gas dentro de una tuberia. El equipo, que se muestra en la
figura 10.13, consta de un tubo en U con un liquido manométrico, donde la
rama “a” en la figura 10.13, se conecta a la tuberia y la otra rama “b”, cuya
abertura esta dirigida corriente arriba, se deja en el interior por donde circu-
la el gas con rapidez v, de modo que el fluido ingrese dentro de ésta y suba
hasta que la presion aumente lo suficiente dentro del mismo y equilibre el im-

pacto producido por la velocidad.

Figura 10.13.Tubo de Pitot.
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La presion p, en la rama a izquierda del tubo, cuya abertura es paralela al mo-
vimiento del gas, es igual a la presion del gas. La presion p, de la otra rama b
puede calcularse aplicando la ecuacion de Bernoulli a los puntos en a 'y b, que
se consideran ubicados a una misma altura dentro de la tuberia. Como la rapi-
dez en el punto b es nula:

1 -
pb:pa+§pv

donde p es la densidad del gas. Por otra parte, la p, > p, por lo que el liquido
manomeétrico dentro del tubo en U se desplaza originando una diferencia de
altura 4. Sea p, la densidad del liquido manométrico, por lo que:

pb = pa + pogh

combinando ambas ecuaciones, se obtiene:

p,8h= ;pvz =

b |2P.8N
o

Los aviones usan sistemas basados en este equipo para determinar su veloci-
dad respecto al aire.
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PROBLEMAS.

Maria se encapricho por tener un par de aros de oro esféricos, grandes
y solidos de 1.25 cm de radio y le pidié a su novio que se los compra-
ra. ¢Cuantos gramos de oro tendran que soportar sus orejas por capri-
chosa? R: 158 gr c/u.

En el centro de un ciclén (esto es un area de bajas presiones donde se
cierra una isobara, que es una linea que une puntos de igual presion),
se midio un descenso de presion de 10 mm de Hg respecto a la normal,
¢cuanto fue la presion atmosférica? Por el contrario, en un anticiclon
(centro de altas presiones) el aumento de presion fue de 12 hPa, ¢a
cuénto ascendid la columna de mercurio? R: 1006 hPa, 76.9 cm de Hg.

Hacer las suposiciones necesarias para calcular la densidad media y la
masa de la atmosfera considerando que el 90% de la masa de aire esta
debajo de la tropopausa. R: aprox. 5.3x10" kg.

Calcular la densidad del nucleo de un atomo. La masa de un proton es
de 1.6x107" kg y su radio es del orden de 10" m. ;Qué sugiere este re-
sultado en relacion con la estructura de la materia? R: 4x10"7 kg/m’.

Paula de 50 kg se balancea sobre uno de los altos tacones de sus zapa-
tos. Si el tacon es circular de radio de 0.5 cm, ;qué presion ejerce Pau-
la sobre el piso? R: 6.36x10° Pa.

Una piscina tiene una superficie de 30 m x 10 m y un fondo plano.
Cuando la piscina esta llena a una profundidad de 2 m con agua, ¢cudl
es la fuerza total ejercida por el agua sobre el fondo? ;Sobre cada la-
do?

Analizar la utilidad practica de usar un barémetro de agua.

El tubo vertical abierto de la figura 10.14 contiene dos fluidos de den-
sidades p; vy p,, que no se mezclan. Demuestre que la presion en el
fondo del tubo esta dada por la expresion p = p, +g(p:h; + pohs).
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Un tubo en U abierto en ambos extremos se llena parcialmente con
agua. Después se hecha aceite de densidad p,. en el brazo derecho del
tubo, formando una columna de altura #;, (figura 10.15). Calcular la
diferencia 4 en las alturas de las dos superficies de liquido.

R: hi(] - puc/ Pag).

Un tubo en U de area de seccidn transversal constante, abierto a la at-
mosfera, se llena parcialmente con mercurio. Después se hecha agua
en ambos brazos. Si la configuracion de equilibrio del tubo es como la
mostrada en la figura 10.16, con %, conocido, determine el valor de #;.

R: ha(pw/pa - D).

S .
i .PII | ‘t'h | —
| . [ ——— B
- il
'
| w
Figura 10.14. Figura 10.15 Figura 10.16

Demostrar que el 11% del volumen de un témpano de hielo sobresale
de la superficie del mar.

Calcular la densidad de una boya de plastico de radio R, si flota en
agua de mar, con 2/3 de su volumen sobre el agua.

a) Calcular la altura sobre el nivel del agua de un cubo de madera de
10 cm de lado y densidad 650 kg/m® que flota en el agua. b) Calcular
la cantidad de masa se debe poner sobre el cubo para que se hunda jus-
to hasta el nivel de agua. R: a) 4 cm, b) 400 gr.

Una pelota esférica de plastico flota en el agua con 50% de su volumen
sumergido. Esta misma pelota flota en aceite con 40% de su volumen
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sumergido. Determine las densidades del aceite y de la pelota. R:
Puc=1250 kg/m’, pog=500 kg/m’.

Heidi buscando bichos para Sanidad, encontré una rana y la puso en
un tazon plastico semiesférico de radio 5 c¢m, que luego hizo flotar en
la laguna Los Patos, quedando el tazon flotando justo a ras del agua
(figura 10.17). Suponga que el agua tiene una densidad de 7050 kg/m’
y que la masa de la rana es 7100 gr, calcular la densidad del tazon. R:
667 kg/m®.

Figura 10.17.

Un bloque de metal de 10 kg de dimensiones 12cmx10cmx10cm, Se
suspende de una balanza y se sumerge en agua. El lado de /2c¢m esta
vertical y la parte superior del bloque sobresale 5 ¢m de la superficie
del agua. Calcular: a) la fuerza de tension de la balanza, b) la fuerza de
empuje sobre el blogue. R: a) 93 N, b) 7 N.

Calcular el area de una tabla de fibra de vidrio de espesor H'y densidad
p, cuando flota en el mar con un nadador de masa M sobre la tabla. R:

M/H(pag - p)-

Calcular la fuerza para mantener completamente sumergida en agua de
densidad p, a una pelota de ping pong de radio R y densidad p,/12.5.
R: 3.85gp. R’.

El estanque paralelepipoidal de la figura 10.18 se llena con agua hasta
2 m de profundidad. En la parte inferior de una pared del estanque hay
una escotilla rectangular de 1 m de alto y 2 m de ancho, articulada en
su parte superior. Calcular: a) la fuerza neta sobre la escotilla, b) el
torque ejercido alrededor de las bisagras.
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a) Demostrar que la fuerza resultante sobre una pared vertical de un
estanque cubico de ancho D lleno con agua de 4 m de profundidad es
YapgDH’. b) Demostrar que el torque total ejercido por el agua sobre la
pared del estanque, en un eje que pasa por la base de la pared, es
(1/6)pgDH’ y que la linea de accion efectiva de la fuerza total ejercida
por el agua esta a una distancia de //3 H sobre el gje.

Un mosquito que choco con el estanque del problema 10.20, le hizo un
agujero en un punto a 1.25 m debajo del nivel superior de agua, por el
cual se ha medido un flujo de agua de 60 It/min. Calcular: a) la rapidez
de salida del agua, b) el radio del agujero. R: a) 5 m/s, b) 0.8 cm

El suministro de agua llega al nivel del suelo por una cafieria de 5 cm
de diametro. Una llave de 2 cm de diametro ubicada a 15m de altura
llena un envase de 20It en un minuto. Calcular: a) la rapidez con la que
sale el agua de la llave, b) la presidon en la caferia principal. R: a)
1m/s, b) 2.5p,.

Un estanque de agua tiene un pequefio agujero en su costado a una al-
tura / debajo del nivel de agua, por donde sale agua con un flujo de Q
It/min (figura 10.19). Calcular: a) la rapidez con la que sale el agua por

el agujero, b) el diametro del agujero. R: a) ./2gh, b) 2.2x107
0/ /gh

gh

Figura 10.18. Figura 10.19.

En un estanque con agua de 2 m de profundidad, se hace un agujero de
5 ¢m” a una altura 4 desde la superficie de agua (figura 10.19). Por la
parte superior del estanque se le hecha agua con un flujo continuo de
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1000 ¢m’/s de manera que el nivel de agua permanece constante en 2
m. Calcular a) la altura 4, b) la rapidez de salida del agua. R: a) 0.2 m,
b) 2 m/s.

Por una manguera de incendios de 6 cm de diametro, fluye agua a ra-
z6n de 600 It/min. Calcular la rapidez de salida del agua de la mangue-
ra si el diametro por donde sale es 2 cm.

Por una tuberia horizontal fluye agua con una rapidez de 5 m/s. Si la
presion es de 1.5x10° Pa en un punto donde la seccion transversal del
tubo es A, determine en un punto donde el area es A/3: a) la rapidez y
b) la presion de salida del agua. R: a) 15 m/s, b) 0.5x10° Pa.

Un globo esférico de radio 0.4 m, inflado con helio se amarra a una
cuerda uniforme de 2 m de largo y de %2 kg de masa. Calcular la altura
de equilibrio que se eleva el globo después que se suelta. R: 1.9 m.

Un globo inflado con helio, de densidad 0.18 kg/m’, se eleva hasta una
altura de 8 km en la atmdsfera cuya densidad disminuye con la altura
en la forma p, = p, ¢”*, donde z estd en km 'y p, = 1.29 kg/m’ en su-
perficie. Calcular el volumen de helio con el que se debe inflar el glo-
bo para que pueda llevar una carga de 400 kg hasta los 8 km de altura,
suponiendo que su volumen se mantiene constante. R: 1430 m’.

Suponiendo la atmdsfera y el océano homogéneos, esto es de densidad
constante, calcular la presion en diferentes niveles de altura en la at-
mosfera hasta un km de altura y en el océano hasta 100 m de profundi-
dad. Hacer el grafico p versus z.

Determinar la variacion de presion con la altura en la atmdsfera sobre
Concepcion, considerando que la temperatura disminuye linealmente
con la altura hasta el nivel de la tropopausa, en laforma 7 =T, - " z,
donde T, es la temperaturaen z, = 0y I' = 9.8 °C/km, se llama gra-
diente adiabatico seco de temperatura. Sugerencia: considerar la at-
mosfera formada por aire seco como un gas ideal.

g/er
R: p(z)=p, [1— sz , con R, la constante especifica del aire seco.

o
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CAPITULO 11. MOVIMIENTO OSCILATORIO.

Los principales objetivos de los capitulos anteriores estaban orientados a des-
cribir el movimiento de un cuerpo que se puede predecir si se conocen las
condiciones iniciales del movimiento y las fuerzas externas que actlan sobre
el cuerpo. Si una fuerza cambia en el tiempo, la velocidad y la aceleracion del
cuerpo también cambiaran en el tiempo. Un tipo de movimiento particular
ocurre cuando sobre el cuerpo actia una fuerza que es directamente propor-
cional al desplazamiento del cuerpo desde su posicién de equilibrio. Si dicha
fuerza siempre actla en la direccion de la posicion de equilibrio del cuerpo, se
producira un movimiento de ida y de vuelta respecto de esa posicién, por eso a
estas fuerzas se les da el nombre de fuerzas de restitucion, porque tratan siem-
pre de restituir o llevar al cuerpo a su posicion original de equilibrio. EI mo-
vimiento que se produce es un ejemplo de lo que se llama movimiento perié-
dico u oscilatorio.

Ejemplos de movimientos periédicos son la oscilacion de una masa acoplada a
un resorte, el movimiento de un péndulo, las vibraciones de las cuerdas de un
instrumento musical, la rotacién de la Tierra, las ondas electromagnéticas tales
como ondas de luz y de radio, la corriente eléctrica en los circuitos de corrien-
te alterna y muchisimos otros mas.

Un tipo particular es el movimiento arménico simple. En este tipo de movi-
miento, un cuerpo oscila indefinidamente entre dos posiciones espaciales sin
perder energia mecanica. Pero en los sistemas mecanicos reales, siempre se
encuentran presente fuerzas de rozamiento, que disminuyen la energia meca-
nica a medida que transcurre el tiempo, en este caso las oscilaciones se llaman
amortiguadas. Si se agrega una fuerza externa impulsora de tal manera que la
pérdida de energia se equilibre con la energia de entrada, el movimiento se
Ilama oscilacion forzada.

11.1 MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE.
Una particula que se mueve a lo largo del eje x, tiene un movimiento armaénico

simple cuando su desplazamiento x desde la posicion de equilibrio, varia en el
tiempo de acuerdo con la relacion
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X = Acos(wt + 9) (11.1)

donde A, @, y ¢ son constantes del movimiento. Esta es una ecuacion periodi-
ca 'y se repite cuando ot se incrementa en 2 radianes. Para dar un significado
fisico a estas constantes, es conveniente graficar x en funcion de t, como se
muestra en la figura 11.1. La constante A se llama amplitud del movimiento,
es simplemente el maximo desplazamiento de la particula, ya sea en la direc-
cion positiva o negativa de x. La constante @ se llama frecuencia angular, el
angulo & 'se llama angulo o constante de fase, y junto con la amplitud quedan
determinados por el desplazamiento y velocidad inicial de la particula. Las
constantes A 'y 6 nos dicen cual era el desplazamiento en el instante t = 0. La

cantidad (awt + o) se llama la fase del movimiento y es de utilidad en la com-
paracion del movimiento de dos sistemas de particulas.

A

& ! T |

| " e »

A AT

AT

Figura 11.1 Esquema del grafico posicion tiempo de la ecuacion 11.1.

El periodo T es el tiempo que demora la particula en completar un ciclo de su
movimiento, esto es, es el valor de x en el instante t + T. Se puede demostrar
que el periodo del movimiento esta dado por T = 24w, sabiendo que la fase
aumenta 2 radianes en un tiempo T:

ot + 0+ 2x=0(t+T) + S

Comparando, se concluye que T =27, 0
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Al inverso del periodo se le llama frecuencia f del movimiento. La frecuencia
representa el niUmero de oscilaciones que hace la particula en un periodo de
tiempo, se escribe como:

Las unidades de medida de f en el Sl son 1/s o ciclos/s, llamados Hertz, Hz.
Reacomodando la ecuacion de la frecuencia, se obtiene la frecuencia angular
@, que se mide en rad/s, de valor:

La velocidad de una particula que tiene un movimiento armonico simple se
obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion 11.1:

V= dx =—wAsin(at + J)
dt (11.2)
La aceleracion de la particula esta dada por dv/dt:
dv ’
a=—=—-w"Acos(at + )
dt (11.3)

Como X=Acos(at +6)  se puede expresar la aceleracion en la forma:
a=-w’x

De las ecuaciones de velocidad y de aceleracion, teniendo en cuenta que los

valores extremos de las funciones seno 0 coseno son + 1, sus valores extremos

mMaximos 0 minimos son:

V=1wA
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Las curvas de posicion, velocidad y aceleracidn con el tiempo se muestran en
la figura 11.2. En estas curvas se ve, (figura 11.2 b), como la fase de la veloci-
dad difiere en 772 rad 0 90° con la fase del desplazamiento. Esto es, cuando x
es un maximo o un minimo, la velocidad es cero. De igual forma, cuando x es
cero, la rapidez es un maximo o un minimo. Del mismo modo, como la fase de
la aceleracion difiere en 7 rad o 180° con la fase del desplazamiento, (figura
11.2 ¢), cuando x es un maximo o un minimo, la aceleracién es un minimo o
un maximo.

Figura 11.2. Graficos de posicidn, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo.

La ecuacion X =AC0s(at +5) es una solucion general de la ecuacion diferen-
cial que describe el movimiento arménico simple, donde la constante de fase &
y la amplitud A se deben elegir para satisfacer las condiciones iniciales del
movimiento. La constante de fase es importante cuando se quiere comparar el
movimiento de dos 0 mas particulas oscilantes. Suponiendo que se conocen la
posicion inicial y la velocidad inicial de un oscilador, esto es, ent =0, X = X,
Yy V =V,. Con esas condiciones, las ecuaciones 11.1y 11.2 se reducen a:

Xo = A C0SO y Vo = -wA seno
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que son dos ecuaciones de donde se pueden calcular los valores de la constan-
te de fase oy la amplitud A. Dividiéndolas, se obtiene:

Y

L =—_—@wtand =
XO

Y
tano = -2

WX

0

Si ahora las ecuaciones para X, Y V, Se elevan al cuadrado y se suman, se ob-
tiene:

0

2
A= x§+(voj
(1)

Entonces se observa que o'y A se pueden conocer si se especifican las condi-
ciones iniciales Xo, @Y Vo.

2
X2 +(V°) = A?(cos® & + sen?s) =
(0]

Para concluir esta descripcion, podemos resumir algunas propiedades de una
particula que se mueve con un movimiento armaénico simple:

1. El desplazamiento, la velocidad y la aceleracion varian senoidalmente con
el tiempo, pero no se encuentran en fase.

2. La aceleracion de la particula es proporcional al desplazamiento, pero en
direccion opuesta.

3. El periodo y la frecuencia son independientes de la amplitud.

Ejemplo 11.1. Una particula oscila con un movimiento arménico simple a lo
largo del eje x. Su desplazamiento varia con el tiempo de acuerdo con la ecua-
cion:
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T
X = 4COS(7Z't + 4)

donde x se mide en m, t en sy los angulos en radianes. Calcular: a) la ampli-
tud, frecuencia y periodo del movimiento, b) la velocidad y la aceleracién de
la particula en cualquier instante t, c) la posicion, la velocidad y la aceleracién
en el instante t = 1s, d) la velocidad y la aceleracion méaximas de la particula,
e) el desplazamiento entret =0y t = 1s, f) la fase del movimiento en t = 2s.

Solucion:
a) comparando la ecuacién dada con la ecuacion general del movimiento, se
encuentra que A =4m, o = xrad, la frecuencia y el periodo son:

l o V4 1 1
f="="="=05Hz T=_=-_=25
T 27 2x , f 05
b)
dx ( ﬂj
V=—=—4zsen at+—
dt 4
a=dV=—47r2COS(7zt+”)
dt 4
C)parat=1s,

X = 4003(7z + Zj - 4c0352’ — 4(~0.707) = —2.83m
S5z
V= —47zsen(4j = —47(~0.707) =8.9m/

a=-4r? COS[SZ) = —47%(-0.707)=27.9 e

d) los valores maximos se obtienen cuando seno y coseno valen uno:
Vmax = 47=12.6 m/s
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amayx = 472 = 39.5 m/s®

e)parat=0yt=1s,
X, = 4003(0 + Zj = 4cosZ =4(0.707) = 2.83m

Xy =-2.83m
AX = X1 — X, =-2.83-2.83=-5.66m
f) la fase se define como:
fase = wt + &, parat =2syo=nl4:

fase =27+ 714 =914 rad.

11.2 MASA SUJETA A UN RESORTE.

Una masa sujeta al extremo de un resorte, con la masa moviéndose libremente
sobre una superficie horizontal sin friccion o verticalmente en el aire, oscilara
si se la aparta de su posicion de equilibrio x = 0 donde el resorte se encuentra
sin deformar, con un movimiento arménico simple. En la figura 11.3 se obser-
va un esquema para una masa que oscila sobre una superficie horizontal sin
friccién. Cuando la masa se desplaza una pequefia distancia x desde su posi-
cion de equilibrio, el resorte ejerce una fuerza dada por la Ley de Hooke,

F = -kx
Sabemos que esta fuerza siempre es opuesta al movimiento. Aplicando la se-
gunda ley de Newton, suponiendo que esta es la Unica fuerza que actla sobre

la masa m, se obtiene:

F=-k«=ma>
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esto es, la aceleracion de m es proporcional al desplazamiento desde su posi-
cion de equilibrio y en direccion opuesta. Como la aceleracion es la segunda
derivada de la posicién, y definiendo el cuociente k/m = &’, se puede escribir:

dt? (11.4)

Rasorte estirade

,..,.,,,,,.,,EQFE

- = T e e Tl ngir—
LES e T e e | [ B

X =t

1
1
1
Resarte no deformada ,
i
1
1

L —_ i e dmm e R Do R |

Resarte comprimido

AAMMAA A

s —_ - _-n..._.i. e

X =-If-

i Tedimm

g
1
I

Figura 11.3 Masa unida a un resorte oscilando sobre una superficie horizontal sin roce.

La solucién de la ecuacién diferencial 11.4 es la que describe el movimiento
armonico simple, tiene la misma forma que la ecuacion 11.1:

X = Acos(awt + o)
Esto se puede generalizar para afirmar que cualquier fuerza que actle sobre
una particula, que sea linealmente proporcional al desplazamiento y de direc-

cion opuesta, le producira a la particula un movimiento armonico simple.

Para la masa sujeta al resorte, el periodo y la frecuencia del sistema es:
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T:Z—E:ZE m
w k
o117k
T 27\m

Ejemplo 11.2. Una masa de 200 g se conecta a un resorte de constante 5 N/m,
que es libre de oscilar sobre una superficie horizontal sin roce. Si la masa se
desplaza 5 cm del equilibrio y se suelta desde el reposo, como en la figura
11.3, calcular: a) la frecuencia y el periodo del movimiento, b) la rapidez y la
aceleracion maxima de la masa, c) el desplazamiento, la rapidez y la acelera-
cién parat=2zs.

Solucion: los datos son: m = 0.2 kg, k =5 N/m, A=0.05m, v, =0,

a)
_ [k _ [5N/m _ 5 rad
m | 0.2kg ®
T:Z—ﬂzz—ﬂ-:l.ZGS
w
b)

ax = @A = (5 rad/s)(0.05 m) = 0.25 m/s
amax = @ A=(5 rad/s)? (0.05 m) = 1.25 m/s’
C) parat=2rs:
X = A cosawt = 0.05 cos(10z) = 0.05m
v=-wAsenat =-(5)(0.05) sen(107) =0

a = -&A cosat = -(5)° (0.05) cos(107) = 1.25 m/s?
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11.3 ENERGIA EN EL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE.

De la definicion de energia cinética, reemplazando la ecuacion de la rapidez
de una particula con movimiento arménico simple, se obtiene:

E. = Tzt mao®Asen® (ot + 5)
2 2 (11.5)

La energia potencial elastica almacenada en un resorte, para cualquier defor-
macion x es:

E. = L =Ly cos®(at + )
2 T2 (11.6)

La energia mecanica total en el movimiento armonico simple, considerando
que @ = k/m o0 bien ma? = k, se puede escribir como:

E=E +E; = ;kAz[senz(a)t+5)+ cosz(a)t+5)]

E = Lya
2 (11.7)

De donde se deduce que la energia mecéanica total en el movimiento armoénico
simple es una constante del movimiento, proporcional al cuadrado de la ampli-
tud. Este valor es igual a la maxima energia potencial elastica almacenada en
un resorte cuando x = + A, ya que en esos puntos v = 0 y no hay energia ciné-
tica.

Por otro lado, en la posicién de equilibrio, x = 0 y por lo tanto Ez= 0, ademas
en este punto la rapidez es la maxima, de tal manera que toda la energia es
energia cinética, es decir en x = 0:

1

E=E, :va,f1ax :;a)ZAZ

308



Cap. 11. Movimiento oscilatorio.

Como la superficie sobre la cual oscila el resorte es sin friccion, la energia se
conserva, usando la ecuacion de conservacion de la energia, se puede escribir:

E=E.+ Eg=cte

Emv2 +1kx2 :lkA2
2 2" T2 (11.8)

De esta expresion se puede calcular la rapidez para un desplazamiento arbitra-
ro Xx:

(A2 - xz): +wr| A% — x?

voz K
m (11.9)

encontrandose nuevamente que la rapidez es maxima en x = 0 y es cero en los
puntos de regreso del oscilador x =+ A.

Ejemplo 11.3. Una masa de 0.5 kg conectada a un resorte de constante 20
N/m, oscila sobre una superficie horizontal sin roce, con una amplitud de 3
cm. Calcular a) la energia total del sistema y la rapidez maxima de la masa, b)
la rapidez de la masa cuando el desplazamiento es 2 cm, c) la energia cinética
y potencial del sistema cuando el desplazamiento es 2 cm, d) el valor de x
cuando la rapidez es 0.1 m/s.

Solucidn: los datos sonm = 0.5 kg, k =20 N/m, A=3cm =0.03 m,

a) la energia total es:
1,2 1 2 -3

y la rapidez maxima se puede calcular con la ecuacion:

E :;mv2 =9x107°J

max
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v = 229004 1q,
0.5

b) Ahora se puede usar la ecuacion:

V:+

k 2 2 \/20 2 2
—\A°—x")=%,/—(0.03° -0.02°) =+0.14m

los signos positivo y negativo indican que la masa podria estarse moviendo
hacia la derecha o hacia la izquierda en ese instante.

c) la energia cinética es:

1

E. = va2 = ;(0.5)(0.14)2 =5x1073J

c

y la energia potencial:

Ec = ;kxz = ;(20)(0.02)2 =4x107%)

d) de la ecuacion:

v=+ (Az—xz):x:i (Az—mvzj

k
m

X = i\/(O.OBZ — %3 (0.1)2j =0.025m = 2.5cm

11.4 EL PENDULDO.
11.4.1. Péndulo simple.

El péndulo simple es otro sistema mecanico que tiene un movimiento periédi-
co oscilatorio, si se mueve en un medio sin friccion. Un péndulo es un sistema
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formado por una masa puntual m suspendida en el aire por una cuerda de lon-
gitud L, de masa muy pequefia comparada con la masa m, por lo que se des-
precia; la parte superior de la cuerda se encuentra fija, como se muestra en la
figura 11.4. EI movimiento del péndulo producido por la fuerza de gravedad
se realiza en un plano vertical, y s un movimiento armonico simple si el an-
gulo 6 que forma la cuerda del péndulo con la vertical es pequefio, como se
puede demostrar a continuacion.

Figura 11.4 Péndulo simple.

Las fuerzas que actlan sobre la masa m son la tension T de la cuerda y el peso
mg de la masa, se muestran en la figura 11.4. La componente tangencial del
peso, mg send, siempre apunta hacia & = 0, en direccion opuesta la desplaza-
miento. Esta es la fuerza de restitucion, entonces puede escribirse la ecuacion
de movimiento en la direccion tangencial de la forma:

d?s
F, =—mgsend = m pre) =—mgsend

donde s es el desplazamiento medido a lo largo del arco de trayectoria y el
signo menos indica que F; actua opuesta al movimiento. Como s = LAy L es
constante, la ecuacion se transforma en:
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2
df:—gsene
dt L

Como el lado derecho es proporcional a sené, y no solo a &, se concluye que el
movimiento no es armonico simple. Esa es una ecuacién diferencial dificil de
resolver, por lo que se supone que el péndulo se mueve en pequefios despla-
zamientos, tal que & es pequefio, en este caso se puede usar la aproximacion
send ~ Oy la ecuacion diferencial del movimiento se reduce a:

dt? L (11.10)

que tiene la misma forma que la ecuacion que describe al movimiento arméni-
co simple, por lo que solo en esas condiciones el movimiento del péndulo es
un movimiento armonico simple. Su solucion es entonces:

6 = ®cos(at + 9J) (11.11)

donde © es la amplitud que corresponde al méximo desplazamiento angular y
w es la frecuencia angular, de valor:

-
L

T=2l=272' L
@ 9

El periodo del movimiento es:

El periodo y la frecuencia de un péndulo simple dependen solo de la longitud
de la cuerda y la aceleracion de gravedad, y son independiente de la masa m
del péndulo. Esto significa que todos los péndulos simples de igual longitud
en el mismo lugar, oscilaran con el mismo periodo.
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Comunmente se usa el pendulo simple como un medidor de tiempo. También
es un dispositivo adecuado para hacer mediciones precisas de la aceleracién
de gravedad, que son importantes por ejemplo cuando las variaciones locales
de g pueden dar informacion sobre las fuentes subterraneas de petroleo u otros
recursos minerales.

Ejemplo 11.4. Una persona que anda trayendo un crondémetro, pero no una
huincha para medir la altura de un edificio, quiere saber su altura. Entonces
instala un péndulo que se extiende desde el techo hasta el piso y mide que tie-
ne un periodo de 15 s. a) Calcular la altura de ese edificio. b) Si el mismo
péndulo estuviera en la Luna, donde g =1.7 m/s% calcular el periodo.

Solucion: se conoce T = 15 s, entonces:

a)
2 2
Tooz b= 9T2 — (10)(125) —57m
g dr dr

b) en la Luna g =1.7 m/s’,

T=2x E =21, ﬂ =36.4s
g 1.7

11.4.2. Péndulo fisico.

Un péndulo fisico consta de cualquier cuerpo rigido suspendido de un eje fijo
gue no pasa por su centro de masa. El cuerpo rigido oscilara cuando se despla-
za de su posicién de equilibrio. Si el cuerpo rigido se sujeta en un eje que pasa
por un punto O a una distancia d del centro de masa, como se muestra en la
figura 11.5, la fuerza debido a la gravedad produce un torque respecto de O,
de magnitud mgd sené&. Como el torque se escribe 7= lea, donde | es el mo-
mento de inercia respecto al eje que pasa por O y « es la segunda derivada de
la rapidez angular, se obtiene:
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d2e
| —— =-mqod sené
dt? J

Figura 11.5 Péndulo fisico.

El signo menos indica que la fuerza de gravedad es una fuerza de restitucion
que produce un torgue que hace disminuir el angulo 6. Para resolver esta ecua-
cion, nuevamente se supone que el péndulo fisico se mueve en pequefios des-
plazamientos, tal que & es pequefio, en este caso se puede usar la aproxima-
cion send =~ Ay la ecuacion diferencial del movimiento se reduce a:

2
40 __mady_ w2
dt | (11.12)

que tiene la misma forma que la ecuacidn que describe al movimiento arméni-
co simple, por lo que en esas condiciones asi es el movimiento del péndulo. Su
solucidn es entonces:

0 =0 cos(awt + 9)

donde © es la amplitud que corresponde al méximo desplazamiento angular y
w es la frecuencia angular, de valor:
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El periodo del movimiento es:

Se pueden usar estos resultados para medir el momento de inercia de cuerpos
rigidos planos. Si se ubica el centro de masa y se mide d, se puede obtener el
momento de inercia midiendo el periodo del péndulo fisico. El periodo del
péndulo fisico se reduce al del péndulo simple, cuando toda la masa del cuer-
po rigido se concentra en su centro de masa, ya que en este caso | = md>.

Ejemplo 11.5. Una barra uniforme de masa My largo L tiene un pivote en uno
de sus extremos, como se muestra en la figura 11.6, y oscila en un plano verti-
cal con una pequeria amplitud. Calcular el periodo de la oscilacion.

FPivoie

Figura 11.6 Ejemplo 11.5

Solucion: la barra oscila como un péndulo fisico, su periodo es:

IML?
T=2x L=27r 3 =27 2L
mgd Mg & 39
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11.4.3. Péndulo de torsion.

Un péndulo de torsion, es un sistema construido de la siguiente forma. Consta
de una varilla vertical que por el extremo superior se fija a un soporte y en el
extremo opuesto se encuentra unida a un cuerpo rigido, como se muestra en la
figura 11.7. Cuando a la varilla se la retuerce y luego se la deja girar, ejerce un
torque de restitucion sobre el cuerpo rigido, proporcional al desplazamiento
angular 4, que se puede escribir como:

Figura 11.7 Péndulo de torsion.

T=-x0

donde « es la constante de torsion de la varilla de soporte. Por la segunda ley
de Newton, se obtiene:

2
I ((jjtf =—xk0 =
&0 _ x,
dt? I (11.13)

que es la ecuacion de un movimiento armonico simple, de frecuencia y perio-
do, respectivamente:
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=

T:2—”=27r !
1) K

Para este péndulo no se tiene la restriccion de un angulo pequefio, solo se debe
tener cuidado que no se exceda el limite elastico de la varilla. Este péndulo es
comun en los relojes mecanicos, que produce el tictac, tictac, tictac, tictac...

11.5. OSCILACIONES AMORTIGUADAS.

Los movimientos oscilatorios hasta aqui considerados se refieren a sistemas
ideales, que oscilan indefinidamente por la accion de una fuerza lineal de res-
titucion, de la forma F = -kx. Pero en los sistemas reales estan presentes fuer-
zas disipativas, como la friccion, las cuales retardan el movimiento del siste-
ma. Por lo tanto la energia mecéanica del sistema se va perdiendo conforme
transcurre el tiempo, lo que hace que la amplitud del sistema disminuya con el
tiempo, y se dice que el movimiento es amortiguado.

Un tipo comun de fuerza de friccion es proporcional a la rapidez y actla en
direccién opuesta al movimiento. Estas fuerzas se producen frecuentemente en
los fluidos, principalmente en liquidos y gases, aqui se llaman fuerzas de vis-
cosidad, donde actuan cuando un cuerpo se mueve, por ejemplo en el agua o
en el aire. Se expresan en la forma F = - bv, donde b es una constante que mi-
de el grado de viscosidad del fluido. Aplicando la segunda ley de Newton a un
sistema amortiguado, donde sobre el cuerpo en movimiento oscilatorio actuan
las fuerzas de restitucion y de amortiguamiento o de viscosidad, se obtiene:

—kx—bv=ma=

2
kb P @
dt dt (11.14)
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La solucidn de esta ecuacion esta fuera del alcance de este libro, por lo que se
da sin demostracion. Cuando la fuerza de viscosidad es pequefia comparada
con kx, es decir, cuando b es pequeria, la solucion es:

b
-t
X =Ae 2™ cos(wt + J) (11.15)

donde la frecuencia del movimiento es:

(11.16)

En la figura 11.8 se grafica la posicion x en funcién del tiempo t para este mo-
vimiento amortiguado. Se observa que cuando la fuerza disipativa es pequefia
comparada con la fuerza de restitucion, el caracter oscilatorio del movimiento
se mantiene, pero la amplitud de la oscilacion disminuye con el tiempo, hasta
que finalmente el movimiento se amortigua y detiene. La linea de trazos en la
figura 11.8 que es la envolvente de la curva de oscilacion, representa el factor
exponencial en la ecuacion 11.15, corresponde a la amplitud decreciente en el
tiempo.

Figura 11.8 Grafico posicion tiempo en las oscilaciones amortiguadas.

De la ecuacion de la frecuencia se observa que si b = 0, se tiene la frecuencia
natural de vibracion del oscilador no amortiguado, @,? = k/m. Cuando la mag-
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nitud de la fuerza de friccion se aproxima mas a la magnitud de la fuerza de
restitucion, las oscilaciones se amortiguan mas rapidamente. Cuando b alcanza
un valor critico tal que b/2m = w,, el sistema no oscila y se dice que esta criti-
camente amortiguado, por lo que el sistema regresa al equilibrio en forma ex-
ponencial con el tiempo. Si el medio es tan viscoso que la fuerza de friccion es
mayor que la de restitucion, con lo cual b/2m > a,, el sistema esti sobreamor-
tiguado. En este caso tampoco oscila, sino que simplemente regresa a su posi-
cion de equilibrio. En todos los casos, cuando hay friccion presente, la energia
del oscilador disminuye hasta cero; la energia mecanica que se pierde se trans-
forma en el medio en energia térmica.

11.6. OSCILACIONES FORZADAS.

Para el caso de un oscilador amortiguado, la energia disminuye en el tiempo
por efecto de la fuerza disipativa. Se puede compensar esta pérdida y entregar
energia al sistema aplicando una fuerza externa que en cualquier instante actte
en la direccién del movimiento del oscilador, que debe hacer un trabajo posi-
tivo sobre el sistema. La amplitud del movimiento permanecera constante si la
energia de entrada al sistema en cada ciclo del movimiento es igual a la ener-
gia que se pierde por la friccion.

Un oscilador forzado se puede obtener cuando un oscilador amortiguado es
impulsado por una fuerza externa que varia armonicamente en el tiempo, de la
forma F = F, coswt, donde w es la frecuencia angular de la fuerzay F, es una
constante. Agregando esta fuerza a la ecuacion diferencial del oscilador amor-
tiguado, se obtiene:

F, COSa)t—kx—bd—X
dt

d?x
m 2

dt (11.17)
Ya sabemos que la solucidn de esta ecuacion es complicada, por lo que damos
su resultado sin demostracion; en un curso mas avanzado de Mecénica Clasica
ustedes van a tener amplias posibilidades de entretenerse resolviendo ecuacio-
nes como esta. Después de un tiempo suficientemente largo, cuando la energia

de entrada en cada ciclo es igual a la energia perdida en cada ciclo, se alcanza
la condicion de estado estacionario, donde las oscilaciones se producen con
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amplitud constante. En esas condiciones, la solucidn de la ecuacion diferencial
11.17 es:

X = Acos(at + J)
donde la amplitud es:

A F,/m

(0° — a)g)2 + (ba)j
m

con @, = k/m, la frecuencia del oscilador no amortiguado (b = 0). Estas solu-
ciones se justifican, pues fisicamente en estado estacionario el oscilador debe
tener la misma frecuencia de la fuerza externa aplicada. Se puede comprobar
que x es solucidn si se reemplaza en la ecuacion diferencial 11.17, esta se sa-
tisface cuando la amplitud es la ecuacion 11.18.

(11.18)

En la ecuacion 11.18 se observa que el movimiento del oscilador forzado no
es amortiguado, ya que se estd impulsando por una fuerza externa, pues la
condicidn es que el agente externo entregue la energia necesaria para compen-
sar la energia que se pierde por friccion. Observar que la masa oscila con la
frecuencia @ de la fuerza impulsora. Para un amortiguamiento pequefio, la
amplitud aumenta cuando la frecuencia de la fuerza impulsora se aproxima a
la frecuencia natural de la oscilacion, o cuando » =~ w,. El aumento tan signi-
ficativo de la amplitud cerca de la frecuencia natural se conoce como reso-
nancia, y la frecuencia , se llama frecuencia de resonancia del sistema.

En la figura 11.9 se muestra una grafica de la amplitud como funcion de la
frecuencia para un oscilador forzado con y sin fuerza de friccion. Notar que la
amplitud aumenta cuando disminuye el amortiguamiento (b — 0). Ademas la
curva de resonancia se ensancha al aumentar el amortiguamiento. En condi-
ciones de estado estacionario, y a cualquier frecuencia de impulso, la energia
transferida es igual a la energia que se pierde por la fuerza de amortiguamien-
to, por eso la energia total promedio del oscilador permanece constante. En
ausencia de fuerzas de amortiguamiento (b = 0), de la ecuacién 11.18 se ob-
serva gue, en estado estacionario, A aumenta hasta el infinito cuando @ — .
Es decir, si no hay pérdidas en el sistema, y se continua impulsando un oscila-
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dor que se encontraba inicialmente en reposo, con una fuerza senoidal que se
encuentra en fase con la velocidad, la amplitud crecera sin limite. Esto no se
produce en la realidad ya que siempre estan presentes las fuerzas de friccion,
aunque sean pequeiias, por lo tanto, en la resonancia la amplitud sera grande,
pero finita para pequefios amortiguamientos.

A :

1y No amorfiguado

! b=1

|

LB cgLefio

A

! b gramde

& 3 &

Figura 11.9 Grafico de la amplitud en funcidn de la frecuencia para un oscilador forzado
con y sin fuerza de friccion.
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PROBLEMAS.

El desplazamiento de una particula esta dado por la ecuacion

X =4c0s(37t + ) donde x esta en my t en s. Calcular: a) la frecuen-
cia y el periodo del movimiento, b) la amplitud del movimiento, c) la
constante de fase, d) la posicion de la particulaent =0y 5s, e) la ra-
pidez y aceleracion en cualquier instante, f) la rapidez y aceleracion
méaximas, g) la rapidez y aceleracionent =0y 5s. R: a) 1.5 Hz, 0.667
s,b)4m, c) ~rad, d) -4 m.

Una particula oscila con un movimiento arménico simple de tal forma
que su desplazamiento varia de acuerdo con la expresion

X =5C0s(2t +7/6)  donde x esta en cm y t en s. Calcular: a) la fre-
cuencia y el periodo del movimiento, b) la amplitud del movimiento,
c) la posicién de la particulaent =0, d) la rapidez y aceleracionent =
0.R:a) zs, b)5cm, ¢) 4.33 cm, d) -5 cm/s, -17.3 cm/s°.

Una particula que se mueve con movimiento armonico simple recorre
una distancia total de 20 cm en cada ciclo, y su maxima aceleracién es
de 50 m/s®. Calcular: a) la frecuencia angular, b) su maxima rapidez.

El desplazamiento de una particula estd dado por la ecuacion

x=8¢c0s(2t +7/3)  donde x esta en cm y t en s. Calcular: a) la fre-
cuencia y el periodo del movimiento, b) la amplitud del movimiento,
c) la constante de fase, d) la posicion, la rapidez y aceleracion de la
particula en t = #/2 s, €) la maxima rapidez y el tiempo mas corto en
alcanzarla, f) la maxima aceleracion y el tiempo mas corto en alcanzar-
la. R: d) 13.9 cm/s, 16 cm/s?, e) 16 cm/s, 0.263 s, f) 32 cm/s?, 1.05 s.

Una particula que se mueve con movimiento armoénico simple,ent =10
Se encuentra en X, = 2 ¢cm, con rapidez v, = -24 cm/s. Si el periodo del
movimiento es 0.5 s, calcular: a) la constante de fase, b) la amplitud, c)
la posicion, la rapidez y aceleracion en funcion del tiempo, d) la rapi-
dez y aceleracién méaximas.

Una particula que se mueve con movimiento arménico simple a lo lar-
go del eje x, empieza desde el origen en t = 0 y se mueve hacia la de-
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recha. Si la amplitud de su movimiento es de 2 cm y la frecuencia 1.5
Hz, calcular: a) la posicion en funcion del tiempo, b) la maxima rapi-
dez y el tiempo mas corto en alcanzarla, ¢) la maxima aceleracion y el
tiempo mas corto en alcanzarla, d) la distancia total recorrida entre t=0
y t=1s. R: a) 2 sen(3xt), b) 6cm/s, 0.33s, ¢) 18 7°cm/s?, 0.5s, d) 12cm.

Un piston, de masa 2kg, en un motor de automavil tiene un movimien-
to armonico simple, con una amplitud de 5 cm. Calcular la rapidez y la
aceleracion méaximas del pistén cuando se mueve a 3600 rev/min.

Un peso de 0.2 N se suspende de un resorte de constante 6 N/m. Cal-
cular el desplazamiento del resorte. R: 3.33 cm.

Un resorte se alarga 4 cm cuando se le cuelga una masa de 10 gramos.
Si se le cuelga una masa de 25 gramos, oscila con un movimiento ar-
monico simple. Calcular el periodo del movimiento.

La frecuencia de vibracion de un sistema masa-resorte es de 5 Hz
cuando se le cuelga una masa de 4 gramos. Calcular la constante del
resorte. R: 3.95 N/m.

Una masa de 1 kg sujeta a un resorte de constante 25 N/m, oscila en
una superficie horizontal sin friccion. La masa se suelta desde el repo-
so en el instante t = 0, donde el resorte se encuentra comprimido en la
posicion en x = -3cm. Calcular: a) el periodo, b) la rapidez y acelera-
cibn maxima, c) la posicion, la rapidez y aceleracion en funcion del
tiempo.

A un oscilador armonico simple le toma 12 s completar 5 vibraciones.
Calcular a): el periodo, b) la frecuencia, c) la frecuencia angular. R: a)
2.4's,b) 0.417 Hz, c¢) 2.62 rad/s.

Un sistema masa-resorte oscila de tal forma que su posicion esta dada
por X = 0.25cos(24t), donde x estaen my t en s. Calcular: a) la rapidez
y aceleracion de la masa cuando x = -0.1 m, b) la rapidez y aceleracion
maximas.

Una masa de 0.5 kg sujeta a un resorte de constante 8 N/m, oscila con
movimiento armoénico simple, con una amplitud de 10 cm. Calcular a)
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la rapidez y aceleracion maximas, b) la rapidez y aceleracion cuando la
masa se encuentra en X = 6 cm de la posicion de equilibrio, c) el tiem-
po que demora la masa en moverse entre x =0y x =8 cm. R: a) 0.4
m/s, 1.6 m/s?, b) £0.32 m/s, -9.6 m/s? c) 0.232 s.

Una particula sujeta a un resorte vertical, se estira hacia abajo una dis-
tancia de 4 cm desde su posicion de equilibrio y se suelta desde el re-
poso. La aceleracion inicial hacia arriba de la particula es 0.3 m/s.
Calcular a) el periodo de las oscilaciones siguientes, b) la rapidez
cuando pasa por la posicion de equilibrio. ¢) Escribir la ecuacion de
movimiento de la particula.

Una masa de 0.2 kg sujeta a un resorte oscila con movimiento arméni-
co simple, con un periodo de 0.25s. Si la energia total del sistema es 2
J, calcular a) la constante del resorte, b) la amplitud del movimiento.

Un sistema masa-resorte oscila con una amplitud de 3.5 cm. Si la cons-
tante del resorte es 250 N/m, y la masa de 0.5 kg, calcular a) la energia
mecanica del sistema, b) la rapidez maxima de la masa, c) la acelera-
cion méaxima. R: @)0.153 J, b) 0.783 m/s, ¢) 17.5 m/s°.

La amplitud de un sistema moviéndose con un movimiento armonico
simple se duplica. Calcular la variacion en: a) la energia total, b) la ra-
pidez maxima, c) la aceleracion maxima, d) el periodo. R: a) cuadru-
plica, b) duplica, c) duplica, d) no cambia.

Un sistema masa-resorte tiene un movimiento armonico simple en una
superficie horizontal sin friccion, con una amplitud de 12 cm. Si la
constante del resorte es 50 N/m, calcular: a) la energia total del siste-
ma, b) la energia cinética del sistema cuando la masa esta a 9 cm de la
posicién de equilibrio, c) la energia potencial cuando la posicion es
X=9 cm.

Una particula tiene un movimiento armonico simple con una amplitud
de 3 cm. Calcular la posicion respecto al punto medio de su movimien-
to donde la rapidez sera igual a la mitad de la rapidez maxima. R:
+2.6cm.
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Un bloque de 50 g se sujeta al extremo libre de un resorte ideal que
tiene una fuerza de restitucion de 40 N por cada metro de extension. El
bloque se puede deslizar libre sobre una superficie horizontal sin fric-
cion, se pone en movimiento dandole una energia potencial inicial de 2
J y una energia cinética inicial de 1.5 J. a) Dibujar la gréafica de la ener-
gia potencial del sistema para valores en el rango —0.5m < x < +5m. b)
Calcular la amplitud de la oscilacion del gréafico y en forma analitica.
c) Calcular la rapidez del bloque cuando pasa por la posicion de equi-
librio. d) Calcular la posicién donde la energia cinética es igual a la
energia potencial. e) Calcular la frecuencia angular y el periodo. f) Si
el desplazamiento inicial fue x > 0 y la rapidez inicial fue v < 0, calcu-
lar el angulo de fase. g) Escribir la ecuacién de movimiento x(t).

Un péndulo simple tiene un periodo de 2.5 s. Calcular: a) su longitud,
su periodo si estuviera en la Luna, donde g = 1.67 m/s®. R: a) 1.55 m,
b) 6.15s.

Calcular la frecuencia y el periodo de un péndulo simple de 10 m de
longitud.

Si la longitud de un péndulo simple se cuadruplica, ¢que sucede con la
frecuencia y el periodo? R: se divide en partes iguales, se duplica.

Un péndulo simple de longitud 2 m oscila de aca para alla y de alla
para aca. Calcular el nimero de oscilaciones que hara en 5 minutos.

Un péndulo simple que tiene una masa de 0.25 kg y una longitud 1 m,
se desvia un angulo de 15° y se suelta. Calcular: a) la rapidez maxima,
b) la aceleracidon angular méxima, c) la maxima fuerza de restitucion.
R: a) 0.82 m/s, b) 2.57 rad/s?, c) 0.64 N.

Una barra uniforme se encuentra pivoteada en un extremo como se
muestra en la figura 11.6. Si la barra oscila con un movimiento armo-
nico simple, calcular su longitud para que su periodo sea igual al de un
péndulo simple de 1 m de longitud.

Un aro circular de radio R oscila sobre el filo de un cuchillo. Demues-

tre que su periodo de oscilacion es el mismo que el de un péndulo sim-
ple de longitud 2R.
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Cap. 11. Movimiento oscilatorio.

Un péndulo fisico en forma de cuerpo plano tiene un movimiento ar-
monico simple con una frecuencia de 1.5 Hz. Si tiene una masa de 2.2
kg y el pivote se encuentra a 0.35 m del centro de masa, calcular el
momento de inercia del péndulo. R: 0.085 kgm®.

Una varilla delgada tiene una masa M y una longitud de 1.6 m. Uno de
los extremos de la varilla se sujeta en un pivote fijo, en torno al cual
oscila la varilla. a) Calcular la frecuencia de estas oscilaciones. Si se
agrega una particula de masa M al extremo final de la varilla, b) calcu-
lar el factor en el que cambiara el periodo.

Un volante de un reloj tiene un periodo de oscilacién de 0.25 s. El vo-
lante se construyo de tal manera que 20 g de masa estan concentrados
alrededor de un aro de 0.5cm de radio. Calcular: a) el momento de
inercia del volante, b) la constante de torsion del resorte sujeto al vo-
lante. R: a) 5x10” kgm?, b) 3.16x10™* Nm/rad.

Un péndulo de 1 m de longitud se suelta desde un angulo inicial de
15°. Después de 1000 s su amplitud se reduce por la friccion a 5°. Cal-
cular el valor de b/2m. R: 1x107° s

Demuestre que la constante de amortiguamiento b tiene unidades kg/s.

Demuestre que la ecuacién 11.15 es una solucion de la ecuacion 11.14,
siempre y cuando b? < 4mk.

Demuestre que la rapidez de cambio de la energia mecanica para un
oscilador amortiguado, no impulsado, esta dada por dE/dt = -bv? y por
lo tanto siempre es negativa.

Una masa de 2 kg sujeta a un resorte de constante 20 N/m, se impulsa
por una fuerza externa de la forma F = 3cos(2xt), donde F estaen N y
t en s. Calcular: a) el periodo del movimiento, b) la amplitud. Suponga
que no hay amortiguamiento, es decir que b = 0.

Calcular la frecuencia de resonancia de los siguientes sistemas: a) una

masa de 3 kg sujeta a un resorte de constante 240 N/m, b) un péndulo
simple de 1.5 m de longitud. R: a) 1.42 Hz, b) 0.41 Hz.
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Considere un oscilador forzado no amortiguado (b = 0), y demuestre
que la ecuacion 11.1 es solucién de la ecuacion 11.17 con una ampli-

tud dada por la ecuacién 11.18.

Un peso de 40 N se suspende de un resorte de constante 200 N/m. El
sistema no esta amortiguado y se impulsa por una fuerza arménica de
frecuencia 10 Hz, dando por resultado un movimiento arménico de
amplitud 2 cm. Calcular el valor méximo de la fuerza aplicada. R: 318

N.

Un péndulo de longitud L y masa M, tiene conectado un resorte de
constante k a una distancia h por debajo del punto de suspension, como
se muestra en la figura 11.10. Calcular la frecuencia de vibracién del
sistema para valores pequefios de la amplitud. Suponga que tanto el
soporte vertical como el resorte son rigidos de masa despreciable. R:

c_ 1 MgL+kn?
27 ML?

- T—
Li_jr’fl -
| iy :
Li|

Pl

k

I‘l“-‘_-’ M

Figura 11.10. Problema 11.40.
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CAP 12. TEMPERATURA, DILATACION TERMICA'Y GASES.

La mecanica newtoniana explica una diversidad muy amplia de fendémenos en
la escala macroscopica, tales como el movimiento de los cuerpos, de proyecti-
les y de planetas. Ahora iniciaremos el estudio en la termodindmica, area de la
fisica relacionada con los conceptos de calor y temperatura. Con la termodi-
namica se hace la descripcion de las propiedades volumétricas de la materia y
la correlacion entre esas propiedades y la mecanica de los d&tomos y moléculas.
Se ha preguntado alguna vez ;qué le pasa a la energia cinética de un objeto
cuando cae al suelo y queda en reposo?, o jcomo puede enfriar un refrigera-
dor? Las leyes de la termodinamica y los conceptos de calor y de temperatura
nos permitiran contestar estas preguntas. En general, la termodinédmica trata
con las transformaciones fisicas y quimicas de la materia en todos sus estados:
solido, liquido, gas o plasma.

El objeto de estudio de la fisica térmica trata con los fendémenos que compren-
den transferencias de energia entre cuerpos que estan a diferentes temperatu-
ras. En el estudio de la mecdnica, se definieron claramente conceptos como
masa, fuerza y energia, para hacer la descripcion en forma cuantitativa. De la
misma forma, una descripcion cuantitativa de los fendémenos térmicos requiere
una definicién clara de los conceptos de temperatura, calor y energia interna.
La ciencia de la termodinamica estd relacionada con el estudio del flujo de
calor desde un punto de vista macroscopico.

12.1 TEMPERATURAY LEY CERO DE LA TERMODINAMICA.

La temperatura es una magnitud fisica que se refiere a la sensacion de frio o
caliente al tocar alguna sustancia. Asi, nuestros sentidos nos entregan una in-
dicacion cualitativa de la temperatura, pero no podemos confiar siempre en
nuestros sentidos, ya que pueden engafiarnos. Por ejemplo, si se saca del refri-
gerador un recipiente metalico con cubos de hielo y un envase de carton con
verduras congeladas, se siente mas frio el metal que el carton, aunque ambos
estan a la misma temperatura; la misma sensacion se nota cuando se pisa la
baldosa del piso solo y la alfombra. Esto se debe a que el metal o la ceramica
es mejor conductor del calor que el carton o la tela. Por lo tanto se necesita un
método confiable para medir la sensacidn de frio o caliente de los cuerpos.
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Experimentalmente se encuentra que si dos objetos que inicialmente estan a
diferente temperatura, se ponen en contacto térmico entre si, llegard el mo-
mento en que alcanzaran una cierta temperatura intermedia. Para comprender
el concepto de temperatura definamos contacto térmico: es cuando entre dos
cuerpos puede ocurrir un intercambio de energia entre ellos sin que se realice
trabajo macroscopico; y equilibrio térmico: es una situacion en la que dos
cuerpos en contacto térmico entre si, dejan de tener todo intercambio neto de
energia. El tiempo que tardan los cuerpos en alcanzar el equilibrio térmico de-
pende de las propiedades de los mismos. Se puede pensar en la temperatura
como una propiedad que determina cuando se encuentra 0 no un cuerpo en
equilibrio térmico con otros cuerpos.

Consideremos dos cuerpos A y B que no estan en contacto térmico y un tercer
cuerpo C que usaremos como medidor de temperatura. Se quiere determinar
cuando estan A y B estan en equilibrio térmico entre si. Primero se coloca el
cuerpo C en contacto térmico con A hasta que se alcanza el equilibrio térmico.
Luego se coloca el cuerpo C en contacto térmico con B hasta que alcanzan el
nuevo equilibrio térmico. Si la temperatura de C después de ponerse en con-
tacto térmico con A y con B es la misma en ambos casos, entonces A y B es-
tan en equilibrio térmico entre si. Este resultado se resume en un enunciado
llamado principio cero de la termodindmica: Si dos cuerpos Ay B estan por
separado en equilibrio térmico con un tercer cuerpo C, entonces Ay B estan
en equilibrio térmico entre si. Este enunciado, aunque parezca obvio, es lo
mas fundamental en el campo de la termodindmica, ya que se puede usar para
definir la temperatura.

12.2 TERMOMETROS Y ESCALAS DE TEMPERATURA.

Los termometros son dispositivos para definir y medir la temperatura de un
sistema. Todos los termdmetros se basan en el cambio de alguna propiedad
fisica con la temperatura, como el cambio de volumen de un liquido, el cam-
bio en la longitud de un solido, el cambio en la presion de un gas a volumen
constante, el cambio en el volumen de un gas a presion constante, el cambio
en la resistencia de un conductor o el cambio en el color de objetos a muy alta
temperatura.

Los cambios de temperatura se miden a partir de los cambios en las otras pro-
piedades de una sustancia, con un instrumento llamado termometro, de los
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cuales existen varios tipos. El termometro mecanico se basa en la propiedad
de dilatacion con el calor o contraccion con el frio de alguna sustancia. Por
ejemplo, el termdémetro de mercurio convencional mide la dilatacién de una
columna de mercurio en un capilar de vidrio, ya que el cambio de longitud de
la columna esté relacionado con el cambio de temperatura. El termometro se
puede calibrar colocandolo en contacto térmico con algun sistema natural cuya
temperatura permanezca constante, conocida como temperatura de punto fijo.
Una de las temperaturas de punto fijo que se elige normalmente es la de una
mezcla de agua y hielo a la presion atmosférica, que se define como cero gra-
do Celsius denotado por 0° C. Otro punto fijo conveniente es la temperatura
de una mezcla de agua y vapor de agua en equilibrio a la presion atmosférica,
al que se le asigna el valor de 100° C. Una vez que se han fijado los niveles de
la columna de mercurio en estos puntos, se divide en 100 partes iguales, donde
cada una de estas representa un cambio de temperatura equivalente a un grado
Celsius (Anders Celsius, sueco, 1701-1744). Asi se define una escala de tem-
peratura llamada escala centigrada o escala Celsius.

Un problema practico de cualquier termémetro es su rango limitado de tempe-
raturas. Por ejemplo, como el mercurio se congela a -39° C, para asegurarse de
medir temperaturas menores que estas, se usan los termometros de alcohol,
que se congela a —130° C. Los termdmetros para medir la minima diaria en
meteorologia son de alcohol, se muestra en la figura 12.1 inferior, el termome-
tro superior en esta figura, de mercurio, se usa para medir la maxima diaria.

Figura 12.1 Termémetros de maxima y de minima usados en meteorologia.
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12.3 TERMOMETRO DE GAS Y ESCALA KELVIN.

Se requiere un termometro universal cuyas lecturas sean independientes de la
sustancia que se use. En un termometro de gas, las lecturas de las temperaturas
son casi independientes de la sustancia que se utilice en el termdémetro. En este
caso, la propiedad fisica es la variacion de la presion del gas con la temperatu-
ra. Al calentarse (enfriarse) el gas, la presion aumenta (disminuye) y la altura
de la columna de mercurio aumenta (disminuye). EI cambio de temperatura
puede determinarse a partir del cambio en la presion. Si se supone que la va-
riacion de temperatura 7' con la presion P es lineal, se puede escribir:

T=aP+b (12.1)

donde a y b son constantes, que se pueden determinar a partir de dos puntos
fijos, tales como los puntos de hielo y vapor.

Los experimentos demuestran que cuando se miden las temperaturas con dife-
rentes termometros y con diferentes gases, las lecturas son independientes del
tipo de gas que se use, siempre que la presion no sea muy alta. La concordan-
cia mejora al reducirse la presion. Esta concordancia significa que la intersec-
cion b de la ecuacion 12.1 es la misma para todos los gases. Esto se muestra
en la figura 12.2, en un grafico de presion — temperatura, para un gas 1, gas 2
y gas 3, cualesquiera. Cuando se extrapola la recta de presion a temperaturas
muy bajas (lineas de puntos), se encuentra que la presion es cero cuando la
temperatura alcanza el valor -273.15° C. Esta temperatura corresponde a la
constante b en la ecuacidén 12.1. La extrapolacion es necesaria, ya que todos
los gases se licuan antes de llegar a esa temperatura.

Punto triple del agua. Corresponde a la temperatura y presion unicas en las
que el hielo, el agua y el vapor de agua pueden coexistir en equilibrio. Estos
valores son aproximadamente 7= 0.0/°C y P = 610 Pa.

La temperatura en el punto triple del agua en la nueva escala, dada por la
ecuacion 12.1, se tomo como 273.16 kelvin, abreviado 273.16 K. Esta elec-
cion se hizo para que la vieja escala centigrada de temperatura basada en los
puntos del hielo y del vapor coincidiera cercanamente con esta nueva escala
basada en el punto triple del agua. Esta nueva escala se llama escala de tem-
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peratura termodinamica y la unidad SI de la temperatura termodinamica, el
Kelvin K, se define como la fraccion 1/273.16 de la temperatura del punto
triple del agua (Williams Thompson, inglés, 1824-1907, Primer Baron de Kel-
vin, Lord Kelvin).
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% - 55 ,/z /
o ’ 4
04 R e
/’/’ —" _.’.-/
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TEMPERATURA (°C)

Figura 12.2 Grafico de presion versus temperatura para diferentes gases.

Si se toma b = () en la ecuacion 12.1 y llamando P; a la presion en la tempera-
tura del punto triple del agua, 75 = 273.16K, se encuentra que a =273.16K/P;.
Por lo tanto, la temperatura como una medida de la presion P de un gas para
un termémetro de gas a volumen constante se define como:

T=273.16° (12.2)

3

Como se mencion6 antes, experimentalmente se encuentra que si la presion P;
disminuye, el valor medido de la temperatura se aproxima al mismo valor para
todos los gases. En la figura 12.3 se da un ejemplo de tales medidas, la cual
muestra el punto del vapor medido con un termometro de gas a volumen cons-
tante usando diferentes gases. A medida que la presion P; se aproxima a cero,
todas las medidas se acercan a un valor comun de 373.15 K. en forma anéloga,
se encuentra que la temperatura del punto de hielo es 273.15 K.
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En el limite de las presiones bajas (valores cercanos a la presion atmosférica)
y las temperaturas altas del gas (del orden de la temperatura ambiente o ma-
yor), los gases reales se comportan como lo que se conoce como un gas ideal,
que se analizara con detalle mas adelante. La escala de temperaturas definida

en este limite de presiones bajas del gas, recibe el nombre de temperatura del
gas ideal, T, dada por:

. P
T=273.16hmf (12.3)
-0 13
374
3738 ﬁ?“
< 3736 /
®
*:% . | Gas 2
S 373.4 2]
= 373.2 /,/ Gas 3
T r———Gasid
373
0 200 400 600 800 1000

Presion K (mm Hg)

Figura 12.3 Gréafico de temperatura medida con un termémetro de gas a volumen constante
versus presion P; del punto de vapor de agua, para diferentes gases.

Por lo tanto, el termometro de gas a volumen constante define una escala de
temperaturas que puede reproducirse en todos los laboratorios del mundo. Aun

cuando la escala depende de las propiedades de un gas, es independiente del
gas que se use.

Es conveniente tener una escala de temperaturas independiente de las propie-
dades de cualquier sustancia. Una escala de este tipo se llama escala de tem-

peraturas absoluta o escala Kelvin. Se usa el simbolo 7 para indicar las tem-
peraturas absolutas.
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En la tabla 12.1 se muestran las temperaturas para puntos fijos particulares de
diferentes materiales.

Tabla 12.1 Temperatura de algunos fendémenos fisicos y bioldgicos.

Proceso T(CC) | T(K) |Proceso TEC) | T(K)
Cero absoluto -273.15 0 Normal de persona 37 310.15
Punto triple del hidrégeno -259.34 | 13.81 | Solidificacion agua 0 273.15
Punto ebullicién del hidrégeno | -252.87 | 20.28 | Ebullicién del agua 100 373.15
Punto fusion del nitrdgeno -206 67.15 | Fusién del oro 1063 1336
Solidificacién de la gasolina -150 | 123.15 |Llama de gas 1627 1900
Solidificacién del alcohol -130 | 143.15 | Superficie del Sol 5700 6000
Solidificacién CO, (hielo seco) -78 195.15 | Centro de la Tierra 16000 | 16273
Solidificacién del mercurio -39 | 234.15 | Centro del Sol 1.4x10" | 1.4x10"

Ejemplo 12.1 Un termometro de gas a volumen constante se calibra en los
puntos de temperatura de —58° C a 1 atm de presion y en el punto de tempera-
tura 157° C a 2 atm. a) Deducir la escala de temperatura. Calcular: b) el valor
de cero absoluto que produce esta calibracion, c) la presion en punto de conge-
lamiento del agua, d) la presion en el punto de ebullicion del agua.
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Figura 12.4. Relacion lineal entre 7'y P del ejemplo 12.1

Solucion:

a) los puntos de calibracion son 7, =-58°C, P, =1 atmy T, = 157°C, P, =2
atm. Suponiendo que existe una relacion lineal entre la presion y la temperatu-
ra, como se muestra en la figura 12.4, se tendria:

T=a+bP

con T en °C, P en atm, a es el punto de interseccion para P = 0y b es la pen-
diente de la recta, que se calcula:
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b:AT:Tz—T12157—(—58):215£
AP P -PF 2-1 atm

Reemplazando en la ecuacion lineal de 7, se obtiene:
T=a+215P

Para calcular a, se reemplaza los valores 7}, P; (o T5, P,) en la ecuacién ante-
rior:

o

—58°C=a+215 xlatm = a=-273°C

atm

Por lo tanto, la relacion lineal entre 7'y P, queda:

T'=-273+215P

b) En el cero absoluto, P = 0, por lo tanto 7' = -273 +215x0 = -273° C.

c¢) En el punto de congelacion del agua, 7= 0°C,

0=-273+215P= P= 2273 C_ 1.27atm
d) En el punto de ebullicion del agua, T =100° C,
373°C =1.73atm

100=-273+215P= P =
2150%”}1
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12.4 ESCALAS DE TEMPERATURA CELSIUS Y FAHRENHEIT.

La temperatura Celsius, ¢, esta desplazada respecto a la escala absoluta (o
Kelvin) T en 273.15°, ya que por definicién el punto triple del agua (273.16 K)
vale 0.01° C. La relacion entre estas escalas es:

Te=T-273.15 (12.4)

Se observa que el valor de un grado en la escala Kelvin es igual al de la escala
Celsius. Por ejemplo, una diferencia o variacion de temperatura de 5° C es
igual a una diferencia de temperatura de 5 K. Las dos escalas solo se diferen-
cian en la eleccion del punto cero.

Otra escala usada en paises anglosajones es la escala Fahrenheit (Daniel Fah-
renheit, aleman, 1686-1736). La temperatura Fahrenheit, 7, se relaciona con
la temperatura Celsius por la expresion:

T.=27 +32°F
5 (12.5)

Ejemplo 12.2 La temperatura promedio mensual minima en Concepcidn es
aproximadamente 6° C y se produce en agosto y la maxima es 24° C y se pro-
duce en enero. Un gringo quiere conocer estos valores en grados Fahrenheit.
Hacer la conversion.

Solucion: Se usa la ecuacion 12.5, para T¢,, = 6° C:

T,

F min

+32°F =(1.8)(6)+32=42.8°F

Cmin

o7
5
para Ty = 24° C:

T,

F max

o7
5

Cmax

+32°F =(1.8)(24) +32=75.2°F
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12.5 DILATACION TERMICA DE SOLIDOS Y LIQUIDOS.

La mayoria de los objetos se dilatan (contraen) cuando se aumenta (disminu-
ye) su temperatura. En escala microscopica, la dilatacion térmica de un cuerpo
es consecuencia del cambio en la separacion media entre sus d&tomos o molé-
culas. Para comprender esto, se considerara un sélido que consta de un arreglo
regular de atomos mantenidos unidos por fuerzas eléctricas. Un modelo meca-
nico de estas fuerzas es imaginar que los atomos estan unidos por resorte rigi-
dos, como se muestra en la figura 12.4. Por su naturaleza, las fuerzas inter-
atodmicas se consideran elasticas. Para temperaturas en los rangos comunes de
la naturaleza, los atomos vibran respecto a sus posiciones de equilibrio con
una amplitud aproximada de 10" m y una frecuencia de 10" Hz. La separa-
cion promedio entre los d&tomos es del orden de 107" m. Al aumentar la tempe-
ratura del solido, los dtomos vibran con amplitudes mas grandes y la separa-
cion promedio entre ellos aumenta, dando por resultado que el s6lido como un
todo se dilate cuando aumente su temperatura. Si la dilatacion de cualquier
objeto es lo suficientemente pequefia en comparacion con sus dimensiones, el
cambio de cualquier parte, largo, ancho o alto, dentro de una buena aproxima-
cion, es una funcion lineal de la temperatura.

Figura 12.5 Modelo mecanico de un solido, donde los 4tomos se imaginan unidos unos con
otros por resortes.

Supongamos que la dimension lineal de un cuerpo a una cierta temperatura, a
lo largo de alguna direccion es /. La longitud aumentara en una cantidad A/
para un cambio de temperatura A7. Experimentalmente se demuestra que el
cambio en la longitud es proporcional al cambio de temperatura y a la longitud
inicial siempre que AT sea pequefia. Por lo tanto, la ecuacion bdasica para la
dilatacion de un solido es:
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Al=al AT (12.6)

donde la constante de proporcionalidad a se llama coeficiente promedio de
dilatacion lineal para un material dado, se mide en °C™. Para ilustrar, por
ejemplo un valor de a de 5x10° °C™' significa que la longitud del objeto cam-
bia 5 millonésimas su valor original por cada grado Celsius de variacion de
temperatura. El orden de magnitud de a para los so6lidos es de 1mm por m, ca-
da 100° C. El coeficiente a se considera promedio, porque en general varia
con la temperatura, pero comunmente esta variacion es despreciable a la esca-
la en que se realizan la mayoria de las mediciones.

Como las dimensiones lineales de los cuerpos cambian con la temperatura, se
deduce que el area y el volumen del cuerpo también cambian con la tempera-
tura. El cambio en el volumen a presidon constante es proporcional al volumen
original V'y al cambio de temperatura, lo que se puede escribir como:

AV =BV AT (12.7)

donde f es el coeficiente promedio de dilatacion volumétrica. Para un sélido
isotropico (aquel en el cual el coeficiente de dilatacion lineal es el mismo en
todas las direcciones), el coeficiente de dilatacion volumétrica es el triple del
coeficiente de dilatacion lineal, o sea, f = 3a. Por lo tanto la ecuacién 12.7 se
puede escribir como

AV =3a VAT (12.8)

De la misma forma, para una hoja o placa delgada, el cambio en el area de una
placa isotropica es:

Ad=2a A AT (12.9)
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En la tabla 12.2 se presenta una lista de coeficientes de dilatacion lineal para
diferentes materiales, estos datos son valores medios en el intervalo de 0 a
100° C (excepto *). Para los gases, la presion es constante y baja (presion at-
mosférica o inferior). Observar que o es positivo para esos materiales, pero
pueden existir valores negativos de a o de B, lo que significa que los materia-
les se contraen en alguna direccion cuando aumenta la temperatura, por ejem-
plo la goma.

Tabla 12.2 Coeficientes de dilatacion, cerca de la temperatura ambiente.

Material a (°C)' x 10° | Material B (C)'x 10"
Invar (aleacién Ni-Fe) 0,9 Agua (0° C) -0.68
Vidrio (pyrex) 3,2 Agua (100° C) 7.5
Vidrio (comin) 9 Alcohol etilico 1,1
Acero 12 Benceno 1,2
Concreto 12 Acetona 1,5
Cobre 17 Mercurio 1,8
Laton y bronce 19 Glicerina 4,8
Aluminio 25 Petréleo 9,0
Zinc 26 Gasolina 9,6
Plomo 29 Helio 36,66
Hielo (-10°C a 0°C) * 51 Aire 36,67

Por lo general, los liquidos aumentan su volumen al aumentar la temperatura y
tienen coeficientes de dilatacion volumétrica aproximadamente 10 veces mas
grandes que el de los sélidos (tabla 12.2). El agua es la excepcion a esta regla.

Expansion del agua.

El agua es una sustancia compuesta por un atomo de oxigeno y dos de hidro-
geno. A temperatura ambiente es liquida, inodora, insipida e incolora (aunque
adquiere una leve tonalidad azul en grandes volumenes). Se considera funda-
mental para la existencia de la vida. No se conoce ninguna forma de vida que
tenga lugar en ausencia completa de esta molécula, cuyo esquema se muestra
en la figura 12.6.

Casi todos los liquidos se expanden al calentarse, jpero el agua fria hace todo

lo contrario!, este comportamiento del agua es muy extrafio, pero que se le va
a hacer, suponemos que la creacion es perfecta y se debe aceptar tal como es.
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El agua a 0° C se contrae al aumentar su temperatura hasta alcanzar los 4° C,
valor a partir del cual comienza a expandirse, expansion que continua hasta el
punto de ebullicion. Una cantidad dada de agua alcanza su volumen minimo, y
por lo tanto su densidad maxima a 4° C. La misma cantidad de agua tiene su
volumen méximo, y por lo tanto su densidad minima en forma de hielo, por
eso el hielo flota sobre el agua. Una vez convertida en hielo, el agua se contrae
st seguimos reduciendo su temperatura.

La explicacion de este comportamiento tiene que ver con la extrafia estructura
cristalina del hielo. Los cristales de la mayor parte de los s6lidos estan estruc-
turados de tal manera que el estado so6lido ocupa un volumen menor que el
estado liquido. Pero el hielo tiene cristales de estructura abierta, consecuencia
de la forma angular de las moléculas de agua (figura 12.6) y del hecho de que
las fuerzas que unen las moléculas de agua son mas intensas a ciertos angulos.
Las moléculas de agua en esta estructura abierta ocupan un volumen mayor
que en el estado liquido. Por eso el hielo es menos denso que el agua.

95.84 pm

Figura 12.6 Estructura de la molécula de agua.

Ejemplo 12.3. La via de acero de un ferrocarril tiene una longitud de 30 m
cuando la temperatura es 0° C. Calcular la variacion de su longitud en un dia
caluroso de verano en Concepcion.

Solucion: suponiendo que en dia de verano la temperatura ascienda a 30° C y
usando los valores de a de la tabla 12.2, se obtiene:
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Al =alAT =(12x107°°C™)(30m)(30°C —0°C)

Al =0.0108m=10.8mm~=11cm

12.6 DESCRIPCION MACROSCOPICA DE UN GAS IDEAL.

Se describiran las propiedades de un gas de masa m, contenido en un envase
de volumen V a una presion P y a una temperatura T y se buscara una relacion
entre estas variables, llamadas variables termodinamicas. En general, la ecua-
cion que relaciona las variables termodinamicas, que se llama ecuacién de
estado, es ecuacion muy complicada, pero si el gas se mantiene a baja presion
(baja densidad), se puede establecer en forma experimental una ecuacion muy
simple. Cominmente, a un gas a baja densidad se le llama un gas ideal. La
mayoria de los gases a la temperatura ambiente y a la presion atmosférica, se
comportan aproximadamente como gases ideales.

La cantidad de gas en un volumen dado se expresa en términos del niimero de
moles, n. Se define un mol de cualquier sustancia a la masa que contiene un
namero Na de moléculas, llamado nimero de Avogadro (Amadeo Avogadro,
italiano, 1776-1856). Este nimero N (también simbolizado con N o N,) tiene
un valor aproximado de 6,0220943 x 10 + 6.3 x 10'” moléculas/mol.

El nimero de moles #n de una sustancia se relaciona con su masa m por la ex-
presion:

n=_ " (12.10)
(PM)

donde la cantidad (PM) se llama peso (0 masa) molecular de la sustancia,
comunmente medido en g/mol. Por ejemplo, el peso molecular del oxigeno,
O, es 32 g/mol, entonces la masa de un mol de oxigeno es:

m = n(PM)

m = (I mol)(32 g/mol) =32 g
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Para establecer la ecuacion de estado de un gas ideal, considerar un gas ence-
rrado en un envase cilindrico, cuyo volumen puede variar por medio de un
émbolo modvil, como se muestra en la figura 12.7. Se supone que el cilindro no
tiene fugas, por lo tanto la masa del gas permanece constante. Para este siste-
ma, experimentalmente se encuentra que:

a) Si la temperatura T se mantiene constante, su presion P es inversamente
proporcional a su volumen V, es decir PV = cte; esta es la ley de Boyle de
los gases (Robert Boyle, inglés, 1627-1691).

b) Si la presion P del gas se mantiene constante, su volumen V es directamen-
te proporcional a la temperatura T, es decir V/T = cte; esta es la ley de
Charles de los gases (Jacques Charles, francés, 1746-1823).

c) Siel volumen V se mantiene constante, la presion P del gas es directamen-
te proporcional a su temperatura T, es decir P/T = cte; esta es la ley de
Gay-Lussac de los gases (Louis Gay-Lussac, francés, 1778-1850).

Figura 12.7 Gas ideal contenido en un cilindro con un émbolo movible que permite la va-
riacion del volumen.

Estos resultados pueden resumirse en la siguiente ecuacion de estado de un
gas ideal, de la forma:

PV =nRT (12.11)
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donde R es una constante para un gas especifico, que se puede obtener en
forma experimental, y T es la temperatura absoluta. Los experimentos con di-
ferentes gases demuestran que cuando la presion se aproxima a cero, la canti-
dad PV/nT tiende al mismo valor de R para todos los gases. Por esta razon es
que R se llama constante universal de los gases. En el SI donde la presion se
mide en Pa y el volumen en m’, el valor y la unidad de medida de R es:

R =28.31 J/(mol K)

Si la presion se mide en atmosfera y el volumen en litros, It, entonces el valor
de la constante universal de los gases es:

R =0.0821 (atm It)/(mol K).

Como el namero total de moléculas N es igual al producto del nimero de mo-
les n y el nimero de Avogadro Ny, es decir, N = n N, se puede escribir la
ecuacion de estado, ya que n = N/N4, como:

PVanTziNT
N

A

Se define la constante de Boltzmann k (Ludwing Boltzmann, austriaco, 1844-
1906) como:

R 8.31J/molK
k=—=k= 3
N, 6.022x 10~ molec/mol

:>k:1.38><10—23i
K

Con estos resultados, la ecuacion de estado de un gas ideal se puede escribir
entonces como:
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PV=NkT (12.12)

Se observa de la ecuacion 12.12 que la presion producida por un volumen fijo
de gas solo depende de la temperatura y del nimero de moléculas dentro de
ese volumen.

Se ha definido un gas ideal como aquel que obedece la ecuacion de estado. En
la naturaleza no existe un gas ideal; pero este concepto de gas ideal es muy
util, ya que los gases reales a bajas presiones se comportan aproximadamente
como gases ideales.

Ejemplo 12.4. Calcular el nimero de atomos de una moneda de cobre (Cu) de
3 gramos.

Solucion: hay que calcular N; para el cobre el PM = 64 gr/mol, el niimero de
moles de la moneda es:

m _ 3g

=——° = n=0.047moles
64 g /mol

El nimero de atomos, N, en la moneda de cobre, se calcula de:
N =n N, = 0.047 moles x 6.022 x10* atomos/mol
N = 2.8 x10* 4tomos
Ejemplo 12.5. Calcular el nimero de moles de un gas ideal que se encuentra
en 100 cm’, a 20° C y 10° Pa de presion.
Solucién: Los datos son: V = 100cm’ = 10*m?’, T = 20°C = 293K, P = 10°Pa.

De la ecuacion de estado
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PV=nRT:>n:ﬁ
RT

(10° Pa )10 m*)
n=
8.31(J/molK )293K

=4.1x10" moles

Ejemplo 12.6. Un envase de desodorante cerrado herméticamente, contiene un
volumen de 200 cm’ de un gas ideal comprimido a una presién de 2 atmosfe-
ras, en un ambiente a 23° C. En esas condiciones se tira al fuego, donde alcan-
za una temperatura de 127° C. Calcular la presion dentro del envase. Despre-
ciar cualquier cambio de volumen del envase.

Solucién: Los datos son: V; = 200cm’ = Vi, T; = 23° C = 300K, P; =2 atm =
202kPa, Ty=227° C = 400K, P;=?

Suponiendo que no hay pérdidas de gas, el nimero de moles permanece cons-
tante, entonces de la ecuacion de estado se tiene:

P T
Lt p = p =209 g i =3 33 O
T, 7. ' 300K aim
P, =336.7kPa

Este alto valor de presion puede hacer explotar el envase.

12.7 TEORIA CINETICA DE LOS GASES.

Diferente al caso de la descripcion macroscopica en términos de las variables
presion, volumen y temperatura, ahora se demostrara que esas propiedades se
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pueden describir en escala microscopica, donde la materia se trata como una
coleccion de moléculas. Las leyes de Newton aplicadas en forma estadistica a
una coleccion de particulas proporcionan una descripcion razonable de los
procesos termodinamicos. En este enfoque, llamado teoria cinética, las molé-
culas del gas se mueven en todas las direcciones de manera aleatoria, chocan-
do contra las paredes del envase y entre si. La importancia de esta teoria es
que proporciona las bases fisicas con las cuales de puede entender el concepto
de temperatura. Nuestra descripcion teorica la restringiremos a gases mono-
atomicos (un solo atomo) donde toda la energia es cinética de traslacion, no se
consideran rotaciones ni vibraciones.

En un modelo microscépico de un gas ideal, se considera que la presion que
ejerce un gas en las paredes de un envase que lo contiene es por efecto de los
choques de las moléculas con las paredes. En este modelo se hacen las si-
guientes suposiciones:

1. El nimero de moléculas es grande y la separacion media entre ellas es
grande comparada con sus dimensiones. Por lo tanto ocupan un volumen
despreciable en comparacion con el volumen del envase y se consideran
masas puntuales.

2. Las moléculas obedecen las leyes de Newton, pero individualmente se
mueven en forma aleatoria, con diferentes velocidades cada una, pero con
una velocidad promedio que no cambia con el tiempo.

3. Las moléculas realizan choques elasticos entre si, por lo tanto se conserva
tanto el momento lineal como la energia cinética de las moléculas.

4. Las fuerzas entre moléculas son despreciables, excepto durante el choque.
Se considera que las fuerzas eléctricas o nucleares entre las moléculas son
de corto alcance, por lo tanto solo se consideran las fuerzas impulsivas que
surgen durante el choque.

5. El gas es considerado puro, es decir todas las moléculas son idénticas.

6. El gas se encuentra en equilibrio térmico con las paredes del envase.

Se deducird una expresion para la presion de un gas ideal que consta de N mo-
léculas en un envase de volumen V. Se supone que el envase tiene forma de un
cubo de lado d, como se ve en la figura 12.8. Considerar el choque de una mo-
lécula con velocidad v moviéndose contra la cara derecha de la caja. Las com-
ponentes de la velocidad de la molécula son v,, v, y v.. Al chocar elasticamen-
te con la pared, la componente x de la velocidad se invierte, pero las compo-
nentes y y z no se modifican, estas componentes (excepto la z) se ilustran en la
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figura 12.9. Como la componente x del momento de la molécula antes del
choque es mv, y después del choque se invierte siendo ahora -mv,, y la com-
ponente y del momento lineal no cambia, la variacion del momento lineal de la
molécula esta dado por:

Figura 12.8 Caja ctbica de lado d que  Figura 12.9 Esquema de una molécu-
contiene un gas ideal, mostrando una  la que realiza un choque elastico con
molécula que se mueve con rapidez v. una pared del envase que la contiene.

Ap=-mv_—mv_=-2mv,

La cantidad de movimiento entregada a la pared en cada choque es 2mv,, ya
que se conserva el momento del sistema molécula + envase. Para que una mo-
lécula realice dos choques sucesivos con la misma pared debe recorrer una
distancia 2d a lo largo del eje x en un tiempo At. Pero en el tiempo Az, la mo-
lécula se mueve una distancia d = v, 4¢ en la direccion x, por lo tanto, el tiem-
po entre dos choques sucesivos es At = 2d/v,. Si F es la magnitud de la fuerza
promedio ejercida por una molécula sobre la pared en el tiempo Az, de la defi-
nicion del impulso, se obtiene:

FAt=Ap=2mv,

2
2mv_ 2mv,  mv,

X X

At :2d/vx_ d (12.13)
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La fuerza total sobre la pared es la suma de todos los términos de este tipo co-
rrespondientes a todas las particulas. Para obtener la presion total sobre la pa-
red, se divide la fuerza total con el area, de valor d’:

P )

donde v,;, vy, - se refiere a las componentes x de la velocidad para las parti-
. 2
culas 1, 2, etc. Como el valor medio de v,” es:

2 2
2 _VatV,
Vo=t
N

y el volumen esta dado por V' = &”, se puede expresar la presion en la forma:

P:@E
V (12.14)

El cuadrado de la rapidez de cualquier particula es:
vi=vi+v 4!

Ya que no existe direccion preferida por las moléculas, los valores medios
E,E yv? son iguales entre si. Entonces se deduce que:

i _ 2.2
V.=V, =V, =3V
x y z

W=

con lo cual la presion dada en la ecuacion 12.14 se puede escribir como:

4 (12.15)
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La cantidad Nm es la masa total de las moléculas, la cual es igual a n(PM),
donde 7 es el nimero de moles del gas y (PM) es el peso molecular. Por lo
tanto, la presion también se puede expresar en la forma:

3 v (12.16)

Modificando la expresion 12.16, también se puede expresar la presion como:

PzzN(lmvz]
3V 2 (12.17)

Esta ecuacion nos dice que la presion es proporcional al nimero de moléculas
por unidad de volumen y a la energia cinética media de traslaciéon por molécu-
la.

Con este modelo simple de un gas ideal se ha llegado a un resultado que rela-
ciona las variables macroscopicas de presion y volumen con una variable mi-
croscopica, la velocidad molecular media. Asi se ha encontrado una relacion
entre el mundo microscopico de las moléculas de un gas y el mundo macros-
copico. Aun cuando este resultado se dedujo para un envase ctbico, se puede
generalizar y validar para un envase de cualquier forma que contenga un gas
ideal.

12.8 INTERPRETACION MOLECULAR DE LA TEMPERATURA.

Es posible comprender mejor el significado de la temperatura escribiendo la
ecuacion 12.17 en una forma mas conocida:

PV:ZNFwwj
312
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Comparandola con la ecuacion de estado de un gas ideal:
PV = NkT

Igualando los segundos términos de estas ecuaciones, se obtiene:

Tzz(lmvz)
3k\2 (12.18)

Como 1 my? es la energia cinética media de traslacion por molécula, se en-

cuentra que la temperatura es una medida directa de la energia cinética mo-
lecular media y se puede escribir de la forma:

r-2F
3k

Reacomodando la ecuacion 12.18, se puede relacionar la energia cinética me-
dia de traslacion por molécula con la temperatura:

o =—mv’ :ékT
2 2 (12.19)

Es decir, la energia cinética media de traslacién por molécula es %kT . La

energia cinética total de traslacién Ec de N moléculas de un gas es simplemen-
te N veces la energia media por cada molécula, dada por la ecuacién 12.19, y
usando las definiciones de k = R/N,y n =N/N,, se puede reescribir esta ecua-
cion para las N moléculas, de la forma:

E. = N Lt =3 M =2 Rt
2 2 2 (12.20)
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Este resultado, junto con la ecuacion 12.17 indica que la presion ejercida por
un gas ideal solo depende del nimero de moléculas por unidad de volumen y
de la temperatura.

La raiz cuadrada de v* se llama raiz cuadratica media de la velocidad (rms)
de las moléculas. De la ecuacion 12.19 se puede despejar la rms:

(PM)

VWZJTZ:\/%T:\/MT (1221)
m

Esta expresion de la rms muestra que para una temperatura dada, las molécu-
las mas livianas, en promedio se mueven mas rapido que las mas pesadas, que
tienen un PM mayor. Por ejemplo el hidrégeno, con un peso molecular de 2
g/mol, se mueve cuatro veces mas rapido que el oxigeno, que tiene un peso
molecular de 32 g/mol. La rapidez rms no es la rapidez con la que se mueve
una molécula de gas, ya que tal molécula experimenta varios miles de millo-
nes de choques por segundo con otras moléculas. En la tabla 12.3 se da valo-
res de rms para algunas moléculas conocidas, a 20° C.

Tabla 12.3 Velocidad rms a 20° C para gases conocidos.

Gas PM (g/mol) | Vims @ 20° C (M/s)
H, 2.02 1902
He 4 1352
H,O 18 637
Ne 20.1 603
N, 28 511
CO 28 511
NO 30 494
CO, 44 408
SO, 48 390

EJEMPLO 12.7 Un envase con un volumen de 0.3 m’ contiene 2 moles de
helio a 20° C. Suponiendo que el helio se comporta como un gas ideal, calcu-
lar a) la energia cinética total del sistema, b) la energia cinética promedio por
molécula, c¢) la rms del helio.
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Solucidn: a) usando la ecuacion 12.20 conn =2y T =20° C = 293 K, se ob-

tiene:

E, = anT =1.5(2mol)(8.31J / molK)(293K) = 7300.]

b) de la ecuacion 12.19 se tiene:

E :;mvz :;kT =1.51.38x10J/K)(293K)=6.1x10>'J

C

c¢) usando la ecuacion 12.21

=1350"/

_ [3RT [3(8.31J/molK)(293K)
" (PM) 4g/mol
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PROBLEMAS

Un termOometro de gas a volumen constante se calibra en hielo seco,
que es bioxido de carbono, CO,, en estado so6lido, que tiene una tempe-
ratura de —80° C a 0.9 atm de presion, y en el punto de ebullicién del
alcohol etilico, que se produce a 78° C y a 1.64 atm. a) ;Qué valor de
cero absoluto produce esta calibracion? b) ;Cual es la presion en punto
de congelamiento del agua? c) ;Cual es la presion en el punto de ebu-
llicion del agua? R: a) -272.15° C, b) 1.27 atm, c) 1.74 atm.

Un termémetro de gas da una lectura de 40 mm Hg para la presion en
el punto triple del agua. Calcular la presion en el punto a) de ebullicion
del agua, b) de fundicion del oro (1064.4° C). R: a) 54.6 mm Hg, b)
195.86 mm Hg.

Un termdmetro de gas a volumen constante registra una presion de 50
mm Hg cuando estd a una temperatura de 450 K. Calcular: a) la pre-
sion en el punto triple del agua, b) la temperatura cuando la presion es
2 mm Hg. R: a) 82.3 mm Hg, b) 10.93 K.

La presion en un termdémetro de gas a volumen constante es de 0.7 atm
a 100° C y de 0.512 atm a 0° C. Calcular: a) la temperatura cuando la
presion es 0.04 atm, b) la presion a 450° C. R: a) -251° C, b) 1.36 atm.

Un termometro de gas a volumen constante se llena con helio. Cuando
se sumerge en nitrogeno liquido hirviendo a una temperatura de 77.34
K, la presion absoluta es 25 kPa. Calcular a) la temperatura en grados
Celsius y Kelvin cuando la presion es 45 kPa, b) la presion cuando el
termometro se sumerge en hidrégeno liquido hirviendo (-252.9° C). R:
a) -134°C, 139 K, b) 6.56 kPa.

Una de las temperaturas mas altas registradas sobre la tierra fue de
136° F (Libia 1922) y una de las mas baja fue de -127° F (Antartica
1960). Exprese estas temperaturas en grados Celsius. R: a) 57.8° C, b)
-88.3° C.

La temperatura normal del cuerpo humano es 98.6° F. Un nifio con fie-
bre puede registrar 102° F. Expresar esos valores en grados Celsius.

354



12.8

12.9

12.10

12.11

12.12

12.13

12.14

Cap. 12. Temperatura, dilatacion térmica y gases.

El punto de fusién del oro es de 1064° C, el de ebullicidon de 2660° C,
el de fusion del plomo es de 327.3° C y el de ebulliciéon del nitrogeno
liquido es -195.8° C. Transformar estos valores a grados Kelvin y Fah-
renheit.

(A que temperatura son iguales las lecturas de un termémetro Fahren-
heit y un termometro Celsius? R: -40° C.

En una escala de temperatura desconocida (D), el punto de congela-
cion del agua es —15° D y el punto de ebullicion es 60° D. Obtener la
ecuacion lineal entre la escala D y la Celsius. R: Tp = 0.75T¢ -15.

En una escala de temperatura incégnita (X), el punto de congelacion
del agua es -30° X y el punto de ebullicion es 80° X. Obtenga la ecua-
cion lineal entre la escala X y la Fahrenheit.

La temperatura inicial de un objeto tiene el mismo valor numérico en
grados C y grados F. Mas tarde, la temperatura cambia, para esta nue-
va temperatura hay una relacion de 1:3 (6 de 3:1) entre sus valores en
°Cy °F. Calcular el cambio de temperatura, en grados K.

Medidas precisas de temperatura se pueden hacer usando el cambio de
resistencia eléctrica de un metal con la temperatura. Si la resistencia
varia aproximadamente segun la relacion R = R,(1 + AT¢ ), donde R, y
A son constantes y T¢ la temperatura en grados Celsius. Cierto material
tiene una resistencia de 50 Q (Ohms) a 0° C y de 71.5 Q en el punto de
congelamiento del estafio (232° C). Calcular: a) las constantes R, y 4,
b) la temperatura cuando la resistencia es 89 Q. R: a) R, = 50 Q), 4 =
1.85x107 °C”, b) 421° C.

Para interpolar temperaturas en la escala practica internacional, se usa
un termometro de resistencia de platino con especificaciones definidas
en el intervalo entre 0° C y 960° C. La temperatura T, en grados Cel-
sius, esta determinada por la formula R = R,(I + AT¢ + BT, CZ), que se
aplica a la variacion de la resistencia R con la temperatura. Las cons-
tantes R,, A y B se determinan por medidas en puntos fijos. Si R =
1000 Q en el punto de fusion del hielo, R = 1050 Q en el punto de

ebullicion del agua y R = 1500 Q en el punto de fusion de la plata
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(950° C), a) calcular las constantes. b) Trazar la curva de calibracion
del termémetro. Sugerencia: puede usar algiin software (por ejemplo
planilla Excel) para ajustar la ley cuadratica a los puntos y trazar la
curva en el rango de operacion. R: a) R, = 1000 Q, A = 5x107 °C",
B=3.1x10" °C*,

Una barra de vidrio comun tiene 30 cm de largo y 1.5 cm de didmetro.
Calcular la expansion de su a) longitud, b) didmetro y c¢) volumen,
cuando la temperatura aumenta en 65° C. R: a) 0.176 mm, b) 8.8 um,
¢) 93 mm’.

Un cable de cobre se cuelga entre dos puntos separados 35 m (la curva
que forma el cable suspendido se llama catenaria). Calcular su varia-
cion de longitud en un dia de verano con 35° C respecto a un dia de in-
vierno con -20° C. R: 3.27 cm.

Una viga estructural de acero tiene 15 m de largo cuando se instala a
20° C. Calcular el cambio de su longitud para variaciones extremas de
temperatura de -30° C a 50° C. R: 1.32 cm.

Un riel de acero tiene 20 m de largo cuando se instala en una via a la
temperatura ambiente de 20° C. Calcular el cambio en su longitud si
las variaciones esperadas de temperatura entre invierno y verano fue-
ran de —20° C a 40° C. R: 0.0144 m.

Un anillo de laton que tiene 10 cm de didmetro cuando estd a 20° C se
calienta para hacerlo deslizar sobre una barra de aluminio de 10.01 cm
de diametro a 20° C. Suponiendo constantes los coeficientes medios de
expansion lineal. a) ;qué temperatura debe alcanzar al menos el anillo?
b) ;a qué temperatura debe enfriarse esta combinacion para separarla?
Esto, ;puede lograrse? c) ;Qué ocurre si la barra de aluminio tuviera
10.02cm de didmetro? R: a) 72.6° C, b) -146° C, no con facilidad.

Demostrar que el coeficiente promedio de dilatacion superficial para
un solido isotropico es y= 2a y el de dilatacion volumétrica es f = 3a.

Un anillo de aluminio tiene un diametro interior de 5 cm y una varilla

de bronce tiene un didmetro de 5.05 cm cuando estan a 20° C. a) Cal-
cular la temperatura a la que se debe calentar el anillo de aluminio para
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que se ajuste sobre la varilla de bronce. b) Calcular la temperatura a la
que se deben calentar ambos para que el anillo de aluminio se ajuste
sobre la varilla de bronce; comentar. R: a) 420° C, b) 1741° C.

Las secciones de concreto de cierta autopista se disefian para tener una
longitud de 25 m. Las secciones se vacian y fraguan a 10° C. ;Qué es-
paciamiento minimo entre las secciones deberia disefar el ingeniero
para eliminar el pandeo, si el concreto alcanzara una temperatura de
50°C? R: 1.2 cm.

Un riel de acero tiene 20 m de largo. Se juntan los rieles por los extre-
mos con un espacio de goma entre ellos. El coeficiente de dilatacion
lineal de la goma -22x10™ °C™". Calcular el espesor que debe tener la
goma para que se contraiga lo mismo que se expanden los rieles cuan-
do la temperatura aumente en 30° C. R: 1.1mm

Un cilindro hueco de aluminio tiene a 20° C una capacidad interna de 2
litros y 15 cm de fondo. El conjunto se llena completamente con petro-
leo y luego se calienta hasta 80° C. Posteriormente se enfria de nuevo
hasta 20° C. a) ;Qué cantidad de petrdleo se derrama al calentar el con-
junto? b) ;A qué distancia bajo el borde del cilindro estara la superfi-
cie de petroleo? c) Comente la posibilidad de despreciar la dilatacion
del depdsito. R: a) 0.099 1t, b) 0.75 cm.

El estanque de bencina de un automovil se llena hasta el borde con 45
litros de la misma a 10° C, justo antes de estacionarlo al sol a 35° C.
Calcular la cantidad de bencina que se derramard por efecto de la ex-
pansion. R: 1.08 It.

Una barra de cobre y otra de acero sufren los mismos cambios de tem-
peratura. A 0° C la barra de cobre tiene una longitud L. y la de acero
una longitud L, Cuando las barras se calientan o se enfrian, se mantie-
ne una diferencia de 5 cm entre sus longitudes. Determine los valores
de Lc yLa.R:Lc=17cm, Ly =12 cm.

Un fluido tiene una densidad p. a) Demuestre que el cambio fracciona-
rio en la densidad para un cambio AT en la temperatura esta dado por
la expresion Ap/p = -BAT. ;Qué significa el signo negativo? El agua

357



12.28

12.29

12.30

12.31

12.32

12.33

12.34

12.35

Cap. 12. Temperatura, dilatacion térmica y gases.

tiene una densidad méaxima de 1 gr/cm’ a 4° C. A 10° C su densidad es
0.9997 gr/cm’, calcular B para el agua en ese intervalo de temperatura.

Demuestre que un mol de cualquier gas a presion atmosférica estdndar
y temperatura estandar ocupa un volumen de 22.4 litros.

Un auditorio tiene dimensiones de 10m X 20m X 30m. ;Cuantas molé-
culas de aire se necesitan para llenar el auditorio a 20° C y 1 atm? R:
1.5 x 10* moléculas.

Un cilindro con un émbolo movil contiene un gas a una temperatura de
125° C, una presion de 30 kPa y un volumen de 4 m’. Calcular su tem-
peratura final si el gas se comprime a 2.5 m’ y la presion aumenta a 90
kPa. R: 739.1 K.

Un gas encerrado en un estanque, estd a una presion de 30 atm y a una
temperatura de 15° C. Si se saca la mitad del gas y se aumenta la tem-
peratura a 65° C, calcular la nueva presion en el estanque. R: 1.76 atm.

Un mol de oxigeno estd a una presion de 6 atm y a 25° C de temperatu-
ra. a) Si el gas se calienta a volumen constante hasta que la presion se
triplica, calcular la temperatura final. b) Si el gas se calienta de manera

que tanto la presion como el volumen se duplican, calcular la tempera-
tura final. R: a) 894 K, b) 1192 K.

Un balén que tiene un volumen de 0.1 m® contiene gas helio a 50 atm.
(Cuantos globos se pueden inflar si cada uno es una esfera de 0.3 m de
diametro a una presion absoluta de 1.2 atm? Suponga que la tempera-
tura del gas permanece constante durante el llenado de los globos. R:
aprox. 300 globos.

Una burbuja de gas en un lago sube desde una profundidad de 4.2 m,
donde hay una temperatura de 5° C hasta la superficie donde la tempe-
ratura es de 12° C. Calcular la relacion entre los radios de la burbuja en
los dos puntos. R: radio final = 1.12 radio inicial.

A 25 m debajo de la superficie del mar (densidad 1025 kg/m’), donde
la temperatura es de 5° C, un buzo exhala una burbuja de aire que tiene
un volumen de 1 cm’. Si la temperatura de la superficie del mar es
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igual a 20° C, calcular el volumen de la burbuja antes que se rompa al
llegar a la superficie. R: 3.7 cm”.

Un baloén lleno contiene 12 kg de oxigeno, O,, bajo una presion ma-
nométrica de 40 atm. Determine la masa de oxigeno que se ha extraido
del balon cuando la presion absoluta alcanza el valor de 25 atm. Su-
ponga que la temperatura del balon permanece constante. R: 7.3 kg.

Un globo poroso tiene un volumen de 2 m’ a una temperatura de 10° C
y a una presion de 1.1 atm. Cuando se calienta hasta 150° C el volu-
men aumenta a 2.3 m’ y se ha escapado por los poros el 5% del gas.
Calcular a) la cantidad de gas, en moles, que habia en el globo a 10° C,
b) la presion en el globo a 150° C. R: a) 94.8 moles, b) 0.8 atm.

a) La llanta de un automovil se infla usando aire originalmente a 10° C
y presion atmosférica normal. Durante el proceso, el aire se comprime
hasta 28% de su volumen original y la temperatura aumenta a 40° C.
Calcular la presion de la llanta. b) Después que la llanta se utiliza a alta
velocidad, la temperatura del aire dentro de la misma se eleva a 85° C

y su volumen interior aumenta 2%. Calcular la nueva presion (absolu-
ta) de la llanta. R: a) 3.98 x 10° Pa, b) 15 x 10° Pa.

La tapa de un envase cilindrico estd conectada por un resorte de cons-
tante elastica 2x10° N/m a una parte superior fija, como muestra la fi-
gura 12.10. El cilindro esta lleno con 5 litros de gas a 1 atm y 20° C,
con el resorte sin estirar. La tapa tiene un area de seccidon transversal
de 100 cm® y masa despreciable. Calcular: a) la altura a la que sube la
tapa cuando la temperatura aumenta hasta 250° C, b) la presién del gas
a250°C.R:a) 16.9 cm.

Figura 12.10 Problema 12.39
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a) Demuestre que la densidad de un gas que ocupa un volumen V esta
dada por p = P(PM)/RT, donde PM es el peso (o masa) molecular del
gas. b) Calcular la densidad del oxigeno y la del nitrégeno a la presion
atmosférica y a 20° C.

La tabla 12.4 da la composicion del aire debajo de los 80 km de altura.
Calcular: a) las presiones parciales de los gases mas abundantes a la
presion atmosférica normal, b) el volumen ocupado por 100 g de aire a
15° C y 1 atm, c) la densidad del aire en esas condiciones, d) el peso
molecular, PM, del aire seco. R: ¢) 1.28 kg/m’, d) 28.964 gr/mol.

Tabla 12.4 Composicion de la atmosfera.

Gas Formula| PM |Volumenen %
Nitrogeno N, 28.0 78.09
Oxigeno 0O, 32.0 20.95
Argon Ar 39.94 0.93
Nebn Ne 20.2 1.8x 107
Helio He 4.0 53x 10"
Metano CH, 16.0 1.5x10*
Kripton Kr 83.8 1.1x 10"
hidrogeno H, 2.0 50x 107
xenon X 131.3 8.0x10°
0Z0no 0, 48.0 1.0x 10°
yodo I 126.9 3.5x 107
radon Rn 222.0 6.0x 10"
otros... menos de 107°
bidxido de carbono CO, 44 0.02-0.04
vapor de agua H,0 18 0.0-4.0

12.42 Dos moles de oxigeno dentro de un envase de 5 litros estdn a una pre-

12.43

sion de 8 atm. Calcular la energia cinética media de una molécula de
oxigeno, de masa 5.31x107° kg.

Durante un periodo de 1 s, 5x10” moléculas golpean una pared sobre
un 4rea de 8 cm®. Si las moléculas se mueven con una rapidez de 300
m/s y chocan en un dngulo de 45° respecto a la normal de la pared, cal-
cular la presion ejercida sobre la pared. (La masa de una molécula de
nitrogeno es 4.65x107° kg).
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Un globo esférico de volumen 4000 cm’ contiene helio a una presion
de 1.2 atm. Si cada atomo de helio tiene una energia cinética media de
3.6x107* J, calcular el numero de moles de helio dentro del globo. R:
3.3 mol.

En un intervalo de 30 s, 500 granizos que caen en un angulo de 45°
respecto a una ventana, chocan contra el vidrio de la ventana que tiene
un area de 0.6 m°. Cada granizo tiene una masa de 5 g y una rapidez de
8 m/s. Si se supone que los choques son elasticos, calcular la fuerza y
la presion media sobre el vidrio.

Un cilindro contiene una mezcla de helio y argon en equilibrio a una
temperatura de 150° C. Calcular la energia cinética media de cada mo-
lécula de gas en el envase. R: 8.8x107' J.

Calcular: a) la temperatura para la cual la rms de un 4tomo de helio es
500 m/s, b) la rms del helio sobre la superficie del Sol, con una tempe-
ratura de 6100K. R: a) 40.1 K, b) 6.2 km/s.

Un envase de 5 litros contiene nitrégeno a una temperatura de 27° C y
a una presion de 3 atm. Calcular: a) la energia cinética total de las mo-
léculas, b) la energia cinética media por molécula.

Calcular la rapidez cuadratica media de las moléculas de nitrégeno,
N,, y de bioxido de carbono, CO,, en condiciones normales. La masa
(o peso) molecular del N; es 28 g/mol y la del CO, es 44 g/mol. R:
506.4 m/s, 403.9 m/s.

Calcular la temperatura para la cual la rapidez cuadratica media de las
moléculas de oxigeno, O,, es igual a la de las moléculas de hidrogeno,
H,, a 27° C. La masa molecular del H; es 2,02 g/mol y la del O, es 32
g/mol. Considere que los resultados de la Teoria cinética de los gases
se pueden aplicar a estos gases. R: 4752.5 K.

Calcular: a) el numero de atomos de helio necesarios para llenar un
globo hasta un didmetro de 30 cm, a 20° C y 1 atm, b) la energia ciné-

tica media de cada atomo, c) la rapidez media de cada atomo de helio.
R: a) 3.5x10* atomos, b) 6.07x107J, ¢) 1341.6 m/s.
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12.52 El Helio tiene una masa atomica de 4 g/mol. Calcular: a) la energia
cinética de traslacion media de una molécula de He a 300K, b) la rapi-
dez cuadratica media, c) el momento lineal de una molécula de He si
viaja con esa rapidez. Suponga que un cierto numero de atomos de He
ocupan un recipiente cubico de 0.1 m de lado y se encuentran a 1 atm
y 300 K. Calcular: d) la fuerza media que ejerce un atomo de He sobre
una de las paredes del recipiente cuando su velocidad es perpendicular
a los lados opuestos que golpea al rebotar, ) el nimero de 4tomos via-
jando a esa rapidez, en una misma direccion, que se necesitan para
producir una presion media de 1 atm, f) El nimero de atomos conteni-
das realmente un recipiente de ese tamafo y en esas condiciones, g) su
respuesta de f) deberd ser 3 veces mayor que la obtenida en e), ;qué
origen tiene esa discrepancia? R: a) 6.2x10°' J, b) 1367.5 m/s, 5.5
kgm/s, d) 1.5x10° N, ¢) 2.5x10"7 atomos.
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CAPITULO 13. CALOR Y LA PRIMERA LEY DE LA
TERMODINAMICA.

La termodinamica es la rama de la fisica que estudia los procesos donde hay
transferencia de energia en forma de calor y de trabajo. Cuando dos cuerpos a
diferentes temperaturas se ponen en contacto térmico entre si, la temperatura
del cuerpo mas calido disminuye y la del mas frio aumenta. Si permanecen en
contacto térmico durante cierto tiempo, finalmente alcanzan una temperatura
comun de equilibrio, de valor comprendido entre las temperaturas iniciales. En
este proceso se produjo una transferencia de calor del cuerpo mas calido al
mas frio. La pregunta que surge es ;cudles son las caracteristicas de esa trans-
ferencia de calor? En el préximo capitulo intentaremos dar una respuesta a esa
pregunta, ya que en este debemos aprender a conocer la capacidad de absorber
o liberar calor de los cuerpos, las diferentes formas de calor, el trabajo termo-
dinamico, la energia interna de los cuerpos y como se relacionan entre si esas
variables a través de la primera ley de la termodindmica.

13.1 DEFINICIONES.

Sistema: cualquier grupo de atomos, moléculas, particulas u objetos en estudio
termodinamico. Por ejemplo el agua dentro de un envase, el cuerpo de un ser
vivo o la atmosfera. Un esquema se muestra en la figura 13.1.

Ambiente: todo lo que no pertenece al sistema, es lo que rodea al sistema, sus
alrededores. Por ejemplo el exterior al envase donde esté el agua, o el espacio
que rodea a la atmosfera (puede ser todo el Universo). Entre el sistema y el
ambiente puede haber intercambio de calor y de energia y se puede realizar
trabajo (figura 13.1).

Sistema cerrado: sistema en el cual no entra ni sale masa, pero que puede in-
tercambiar calor y energia con el ambiente.

Sistema abierto: sistema que puede tener variacion de masa, como por ejem-
plo intercambio de gases o liquidos, o de alimentos en los seres vivos.

Sistema cerrado aislado: sistema en el cual no se produce ningtn intercambio
de calor o energia con el ambiente a través de sus fronteras.
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Trabajo

Figura 13.1. Esquema donde se representa un sistema termodindmico rodeado por su am-
biente.

13.2 CALOR.

Se debe distinguir desde un principio claramente entre los conceptos de calor
y energia interna de un objeto. El calor, (simbolo Q), se define como la ener-
gia cinética total de todos los atomos o0 moléculas de una sustancia. El con-
cepto de calor, se usa para describir la energia que se transfiere de un lugar a
otro, es decir flujo de calor es una transferencia de energia que se produce
Unicamente como consecuencia de las diferencias de temperatura. La ener-
gia interna, estudiaremos mas en detalle en la seccion 13.6, es la energia que
tiene una sustancia debido a su temperatura. La energia interna de un gas es
esencialmente su energia cinética en escala microscopica: mientras mayor sea
la temperatura del gas, mayor sera su energia interna. Pero también puede
haber transferencia de energia entre dos sistemas, atin cuando no haya flujo de
calor. Por ejemplo, cuando un objeto resbala sobre una superficie hasta dete-
nerse por efecto de la friccion, su energia cinética se transforma en energia
interna que se reparte entre la superficie y el objeto (y aumentan su temperatu-
ra) debido al trabajo mecanico realizado, que le agrega energia al sistema. Es-
tos cambios de energia interna se miden por los cambios de temperatura.

Cuando la ciencia termodinamica era bebe, digamos a principios del 1800, y
no se comprendia bien el concepto de calor, los cientificos definieron el calor
en términos de los cambios en la temperatura que el calor produce en los cuer-
pos. Por lo que se definié una unidad de medida del calor, llamada caloria,
simbolo cal, como la cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura
de un gramo de agua en un grado Celsius desde 14.5° C a 15.5° C. La unidad
de calor en el sistema ingles se llama Unidad térmica britanica, (Btu), defini-
da como la cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura de una
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libra de agua en un grado Celsius de 63° F a 64° F. Se elige ese rango de
temperatura, porque la cantidad de calor requerida depende levemente de la
temperatura; se requiere mas calor para elevar la temperatura del agua fria que
la del agua a punto de hervir.

Cuando se describi6 el concepto de energia en el capitulo 5, se afirmo que en
cualquier sistema mecanico siempre esta presente la friccion, por lo que siem-
pre se pierde energia mecanica y aparentemente no se conserva. Los experi-
mentos demuestran claramente que por efecto de la friccion, la energia no
desaparece, sino que se transforma en energia térmica. James Joule (inglés,
1818-1889) fue el primero en establecer la equivalencia entre estas dos formas
de energia. Joule encontr6 que la energia mecénica que se transforma en calor,
es proporcional al aumento de temperatura. La constante de proporcionalidad,
llamada calor especifico, es igual a 4.186 J/(g °C). Se demuestra que una calo-
ria, que se conoce como el equivalente mecanico del calor, es exactamente
igual a 4.186 J, sin importar quien produce el aumento de temperatura:

1cal=4.1861]

Como en la actualidad se reconoce al calor como una forma de energia, la
unidad de medida de calor en el SI es el Joule, J. Algunas de las conversiones
mas comunes entres las unidades de calor y energia son las siguientes:

1 cal=4.186 J=3.97x10° Btu
1J=0.239 cal = 9.48x10™ Btu
1 Btu=1055] =252 cal

En nutricién se llama Caloria, Cal con mayuscula, a las calorias alimenticias o
dietéticas, usada en la descripcion del contenido de energia de los alimentos y
equivale a 1000 calorias o 1kilocaloria, es decir 1 Cal = 1kcal = 1000 cal.

Ejemplo 13.1 Una lola se sirve 1000 Cal en alimentos, los que luego quiere
perder levantando pesas de 25 kg hasta una altura de 1.8 m. Calcular el nume-
ro de veces que debe levantar las pesas para perder la misma cantidad de ener-
gia que adquiri6 en alimentos y el tiempo que debe estar haciendo el ejercicio.
Suponga que durante el ejercicio no se pierde energia por friccion.
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Solucion: para perder las 1000 Cal, la lola debe realizar la misma cantidad de
trabajo mecdanico, es decir W = 1000 Cal. Transformando este valor al SI:

1000cal y 4.186J
1Cal lcal

W =1000Cal x =4.186x10°J

Esta es la cantidad de trabajo que debe ser realizado levantando pesas de 25
kg. El trabajo en un solo levantamiento hasta 1.8 m es:

W, = mgy = (25kg)x(10m/s°)x(1.8m) = 450J

Como el trabajo W; debe ser realizado n veces hasta completar la cantidad W,
entonces W = n W;, despejando n,

W _4.186x10°)
4 450

1

=9300 veces

Supongamos que la lola es muy rapida para levantar pesas, tal que produce un
levantamiento cada 5 segundos, entonces el tiempo total del ejercicio es:

At = 9300 55 x "
36

=12.9 horas
00s

Por lo que es obvio que es mas facil bajar de “peso” haciendo dieta.

13.3 CAPACIDAD CALORICAY CALOR ESPECIFICO.

La cantidad de energia en forma de calor que se requiere para cambiar la tem-
peratura de una masa dada de materia, no es la misma para todos los materia-
les. Por ejemplo, el calor necesario para elevar la temperatura en un grado
Celsius de un kilogramo de agua es 4186 J, pero el calor necesario para elevar
la temperatura en 1° C de 1 kg de cobre es solo 387 J.

La capacidad caldrica, C, de cualquier sustancia se define como la cantidad

de calor, Q, que se requiere para elevar la temperatura de una sustancia en
un grado Celsius.
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A partir de esta definicion, se observa que si al agregar O unidades de calor a
una sustancia le producen un cambio de temperatura A7, se puede escribir:

O=CAT (13.1)

La capacidad calorica de cualquier sustancia es proporcional a su masa. Por
esta razon es conveniente definir la capacidad caldrica por unidad de masa, es
decir que no dependa de la masa, a la que se llama calor especifico, c:

m (13.2)

La unidad de medida de C en el SI es J/K (que es lo mismo que J/°C) y lade ¢
es J/kgK (o J/(kg °C)). En la tabla 13.1 se da el calor especifico de varias sus-
tancias medidas a presion atmosférica y a temperatura ambiente. Los calores
especificos en general varian con la temperatura. Si la variacion de temperatu-
ra no es muy grande, se puede despreciar esa variacion de ¢ y considerarla
como una constante.

También se puede definir el calor especifico molar de una sustancia como la
capacidad calorica por unidad de moles, entonces una sustancia que contiene n
moles, tiene un calor especifico molar igual a ¢ = C/n, que se mide en el SI en
J/(mol K) o J/(mol °C). Valores se listan en la Gltima columna de la tabla 13.1.

Tabla 13.1 Calores especificos de algunos materiales.

Sustancia ¢ (J/kg K) PM (kg/mol) ¢ molar (J/mol K)
Agua (15° C) 4186 0,0180 75,4
Alcohol 2400
Hielo (-5° C) 2090 0,0180 36,5
Berilio 1830 0,00901 16,5
Madera (aprox) 1700
Aluminio 900 0,0270 24,3
Méarmol (CaCOs) 860
Vidrio 837
Hierro 448 0,0559 25,0
Cobre 387 24,5
Latén 380
Plata 234 0,108 25,4
Cadmio 230 25,9
Mercurio 140 0,210 27,7
Oro 129 25,4
Plomo 128 0,207 26,4
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Se puede observar de la tabla 13.1 que de los materiales comunes, el agua es
la que tiene el mayor calor especifico. Este gran valor de ¢ del agua, que es
casi tres veces mayor que para las tierras (Cyguq = 3Ciierra), €5 Un importante fac-
tor climatico sobre la superficie de la Tierra, ya que es en parte responsable de
la moderacion de temperatura en las zonas costeras. Se requiere mucho mas
calor para elevar la temperatura del agua, que de una misma cantidad de tierra,
es decir una misma cantidad de radiacion solar eleva mas la temperatura de los
suelos que de las aguas. En latitudes medias, las grandes masas oceanicas tie-
nen una menor variacion diurna o anual de temperatura que los continentes y
en general, las temperaturas de los océanos son menores (mayores) en verano
(invierno) que en los continentes. Como en latitudes medias, el viento de gran
escala predominante es desde el oeste, las masas de aire que se acercan a los
continentes transportan aire mas fresco en verano o mas calido en invierno,
por lo que las zonas costeras occidentales de los continentes son mas frescas
en verano y mas calidas en invierno que las zonas interiores de los continen-
tes. Esto no siempre es asi en los bordes orientales de los continentes, ya que
en latitudes medias los vientos del oeste transportan el aire desde el continente
hacia el océano, por lo que no puede haber efecto regulador de los océanos.

De la definicién del calor especifico de la ecuacion 13.2, se puede determinar
la energia caldrica Q transferida entre una sustancia de masa m y los alrededo-
res para un cambio de temperatura, como:

O = me AT (13.3)

Observar que cuando se le agrega calor a una sustancia, Q y AT son ambos
positivos y la temperatura aumenta. Cuando se le quita calor a una sustancia,
QO y AT son ambos negativos y la temperatura disminuye.

Una forma de medir el calor especifico de sélidos o liquidos consiste en calen-
tar el material hasta una cierta temperatura, ponerla en un envase con una ma-
sa de agua y temperatura conocidas y medir la temperatura del agua una vez
que se ha alcanzado el equilibrio térmico. La ley de conservacion de la energia
requiere que el calor que entrega el material mas caliente, de calor especifico
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desconocido, sea igual al calor que absorbe el agua. Los aparatos en los cuales
se produce esa transferencia de calor, se llaman calorimetros.

Ejemplo 13.2 Un trozo de material de masa m que tiene una temperatura ini-
cial T;,, se sumerge en un envase que contiene una masa M de agua a la tem-
peratura inicial 7;4 < T;,. Si la temperatura de equilibrio de la mezcla es 7,
calcular el calor especifico del material. Despreciar la transferencia de calor al
envase y al ambiente.

Solucion: como la temperatura inicial del agua es menor que la del material,
este le entrega calor al agua. Cuando se alcanza el estado de equilibrio, por la
conservacion de la energia, el calor O, entregado por el material debe ser
igual al calor O, absorbido por el agua, entonces:

Calor perdido por el material: Q,, =-mcAT = -mc(T - T;y,)
Calor ganado por el agua: Q, =Mc, AT = Mc(T - Tyy)

Q4 = On = Mcu(T - Tiy) = me(Tip - T)

Despejando el calor especifico ¢ del material, se obtiene:

Ejemplo 13.3 Un trozo de metal de 50 g que se encuentra a 200° C se sumerge
en un envase que contiene 0.4 kg de agua inicialmente a 20° C. Si la tempera-
tura final de equilibrio del sistema mezclado es 22.4° C, calcular: a) el calor
especifico del material, b) el calor ganado por el agua. Despreciar la transfe-
rencia de calor al envase y al medio ambiente.

Solucion: los datos son c,=4186 J/kg°C, m,, = 50g, T;, = 200°C, m, = 400g,
Tu=20°C, T4,=22.4°C =T},.

a) Al introducir el metal caliente en el agua mas fria, el metal se enfria y el

agua se calienta, alcanzando ambos 22.4° C, es decir, el metal pierde calor y el
agua gana calor.
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Calor cedido por el metal: O =My Coy AT = - My, ¢y (Thin - Tiy)
Calor ganado por el agua: Qu=mycyAT =my cy(Tyy - Tia)
QA = Qm = my CA(TfA - TZA) =My Cpy (Y}m - sz)

_ m, A(T/‘A _T;A)

Cm B _mm (Tfm _]:m)

Reemplazando los valores numéricos, se obtiene:

o 04x4186x(224-20) 0,
—0.05(22.4-200)

b) El calor ganado por el agua es Q4 = my c4(Ty4 - T;4), con los valores:

0, = 0.4kg><4186i(22.4°C—20° C)=4018.6J
kg°C

Ejemplo 13.4. Una bala de plomo de 2 g de masa disparada con una rapidez de
300 m/s, se incrusta en un poste de madera. Suponiendo que toda la energia
térmica generada durante el impacto permanece en la bala, calcular su cambio
de temperatura.

Solucion: los datos son m = 2 g, v = 300 m/s. La energia cinética de la bala es:
E.=1mv’ =1(0.002kg)(300m/s)* =90J

Toda esta energia cinética se transforma en calor en la bala, como para el
plomo ¢ = 128 J/kg°C, entonces:

QO =mcAT = AT = Z 207

= =351.6°C
mc  (0.002kg)(128J / kg°C)
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13.4 CALOR LATENTE Y CAMBIOS DE ESTADO.

Normalmente en un material se produce un cambio de su temperatura cuando
se transfiere calor entre el material y los alrededores. Cuando se le agrega o
quita calor a una sustancia, se producen variaciones de temperatura (aumento
o disminucion), es el calor Q llamado calor sensible, porque el objeto siente el
calor agregado o perdido al cambiar su temperatura. Pero en ciertas condicio-
nes se le agrega calor a una sustancia sin que cambie su temperatura, por
ejemplo cuando se evapora el agua, en ese caso se produce un cambio en las
caracteristicas fisicas y en la forma del material, llamado cambio de estado o
de fase y al calor necesario para producir el cambio de fase se le llama calor
latente, porque este calor esta presente y a punto para ser usado cuando termi-
na el proceso de cambio de estado. Por ejemplo, si se hierve agua en un reci-
piente abierto a la presion atmosférica normal, la temperatura no aumenta por
encima de los 100° C por mucho calor que se suministre. El calor que se ab-
sorbe sin cambiar la temperatura del agua es el calor latente; no se pierde, sino
que se emplea en transformar el agua en vapor y se almacena como energia en
el vapor. Cuando el vapor se condensa para formar agua, esta energia vuelve a
liberarse, recuperandose el calor latente como calor sensible. Del mismo mo-
do, si se calienta una mezcla de hielo y agua, su temperatura no cambia hasta
que se funde todo el hielo. El calor latente absorbido se emplea para vencer las
fuerzas que mantienen unidas las particulas de hielo, y se almacena como
energia en el agua.

Los diferentes cambios de fase son de sélido a liquido o fusion (fundicion o
derretimiento en el caso del agua), de liquido a gas o evaporacion (vaporiza-
cion), de solido a gas o sublimacion y los procesos en sentido opuesto llama-
dos solidificacion (o congelamiento en el caso del agua), condensacion y de-
posicion, respectivamente. Los diferentes procesos de cambio de estado, to-
mado como sustancia el agua, para los cuales se da una breve explicacion cua-
litativa, se ilustran en la figura 13.2.

13.4.1 Vaporizacion o evaporacion.

Es la transformacion de liquido a gas. La evaporacion es la conversion gradual
de un liquido en gas sin que haya ebullicidon, que se realiza en la superficie del
liquido. Las moléculas de cualquier liquido se encuentran en constante movi-
miento. La velocidad media de las moléculas s6lo depende de la temperatura,
pero puede haber moléculas individuales que se muevan a una velocidad mu-
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cho mayor o mucho menor que la media. A temperaturas por debajo del punto
de ebullicidn, es posible que moléculas individuales que se aproximen a la su-
perficie con una velocidad superior a la media tengan suficiente energia para
escapar de la superficie y pasar al espacio situado por encima como moléculas
de gas. Como soélo se escapan las moléculas mas rapidas, la velocidad media
de las demés moléculas disminuye; dado que la temperatura, a su vez, s6lo
depende de la velocidad media de las moléculas, la temperatura del liquido
que queda también disminuye. Es decir, la evaporacion es un proceso de en-
friamiento; si se pone una gota de agua sobre la piel, se siente frio cuando se
evapora. En el caso de una gota de alcohol, que se evapora con mas rapidez
que el agua, la sensacion de frio es todavia mayor. Por ejemplo la transpira-
cion humana es un mecanismo de defensa del cuerpo hacia el exceso de calor;
los perros no transpiran pero cuando sienten calor jadean produciendo evapo-
racion, reduciendo de esa manera su temperatura corporal; los cerdos que
tampoco transpiran, se refrescan en el barro.

Sublimation
Heat absorbed (680 cal)
SOLID LiQuiD GAS
Melting Evaporation
Heat absorbed
(80 cal) (600 cal)
Freezing Condensation

Heat released & Heat released

(BO cal)

i

Depaosition

Releases |atent heat Heat released (680 cal)

Absorbs heat, which becomes latent
Figura 13.2 esquema de los procesos de cambio de fase en el caso del agua.

Si un liquido se evapora en un recipiente cerrado, el espacio situado sobre el
liquido se llena rapidamente de vapor, y la evaporacidon se ve pronto compen-
sada por el proceso opuesto, la condensacion. Para que la evaporacion conti-
nue produciéndose con rapidez hay que eliminar el vapor tan rapido como se
forma. Por este motivo, un liquido se evapora con la maxima rapidez cuando
se crea una corriente de aire sobre su superficie. Cuando después de que ha
llovido la energia del Sol comienza a secar el suelo, el calor se consume en
evaporar la humedad de la tierra, lo que hace disminuir la temperatura del aire,
haciendo que los dias sean mas frescos que si no hubiese llovido.
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13.4.2 Condensacion.

Es la transformacion de un gas a liquido. Las moléculas de gas que se conden-
san entregan energia cinética a la superficie sobre la que condensan, por lo que
este es un proceso de calentamiento. Cuando el vapor de agua en la atmoésfera
se transforma en gotitas para formar las nubes, se libera calor a la atmosfera,
produciendo un aumento de temperatura.

13.4.3 Fusion o derretimiento.
Es la transformacion de so6lido a liquido.

13.4.4 Solidificacion o congelacion.
Es el cambio de estado de liquido a sélido.

13.4.5 Sublimacion.
Es la transformacion directa de solido a gas, sin pasar por la fase liquida.

13.4.6 Deposicion.

Es la transformacion directa de gas a solido. En la atmoésfera este proceso es
frecuente en época de bajas temperaturas, cuando el vapor de agua al entrar en
contacto con las superficies que se encuentran a temperatura bajo 0° C, se
congela formando la escarcha.

13.4.7 Ebullicion.

Es un proceso en el cual el liquido pasa al estado de gas en el interior del li-
quido, donde el gas se concentra para forma burbujas que flotan hasta la su-
perficie y desde ahi escapan al aire adyacente. La presion dentro de las burbu-
jas debe ser grande para vencer la presion del agua que las rodea.

Si la presion atmosférica aumenta, la temperatura de ebullicion se eleva y vi-
ceversa. Cuando ascendemos a mayor altura sobre el nivel del mar, el agua
hierve con temperaturas menores porque la presion disminuye. Pero los ali-
mentos se cuecen cuando la temperatura del agua es elevada y no por la tem-
peratura de ebullicion, por lo tanto a mayor altura se debe esperar mas tiempo
para cocer los alimentos, por ejemplo un huevo duro en Concepcidn se cuece
en pocos minutos y en Visviri (4070 m de altura snm, en el extremo norte de
Chile) en varias horas. La ebullicion es un proceso de enfriamiento, en condi-
ciones normales el agua que hierve a 100° C, se enfria con la misma rapidez
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con la cual la calienta la fuente de calor, sino la temperatura del agua aumenta-
ria siempre con la aplicacion del calor.

El calor necesario para que una sustancia de masa m cambie de fase, se puede
calcular de la siguiente forma:

(13.4)

donde L es el calor latente del material, depende de la forma del cambio de
fase y de las propiedades del material. El calor latente es la energia térmica
necesaria para que un kilogramo de una sustancia cambie de un estado a otro,
en el SI se mide en J/kg, también se usa la unidad cal/gr. Existen calores laten-
tes de fusion, Lg, de vaporizacion, Ly, y de sublimacion, Lg, para los respecti-
vos cambios de fase. Por ejemplo, para el agua a la presion atmosférica nor-
mal Ly = 3.33x10° J/kg y Ly = 22.6x10° J/kg. Los calores latentes de diferen-
tes sustancias varian significativamente, como se muestra en la tabla 13.2.
Puesto que en la fase gaseosa, la distancia media entre los 4tomos es mucho
mayor que en la fase liquida o solida, se requiere mayor trabajo (y energia)
para evaporar una masa de sustancia que para fundirla, por eso el calor de va-
porizacion es mayor que el calor de fusidn, como se observa en la tabla 13.2.

Tabla 13.2 Constantes de cambios de fase (a 1 atm).

Sustancia Punto de fusion (y | Calor latente de | Punto de ebullicion Calor latente de
solidificacién) (°C) | fusién (y solidi- | (y condensacién) (°C) vaporizacion (y
ficacion) (J/kg) condensacién)zl(J/kg)

Helio * * -268,93 2,09 x 10
Hidrégeno -269.5 5,86 x 10° -252,89 452 x 10°
Nitrégeno -209.97 2,55 x 107 -195,81 20,1 x 10°
Oxigeno -218.79 1,38 x 10° -182,97 21,3x10"
Alcohol etilico -114.0 10,4 x 10° 78.0 85,4 x 10”
Mercurio -38.8 1,18 x 10* 356,9 27,2x10"
Agua 0.0 33,3x10° 100,0 225,6 x 10°
Azufre 119.0 3,81 x 107 444,69 32,6 x 107
Plomo 327.3 2,45 x 10° 1750 87,0 x 10”
Aluminio 660.0 9,00 x 10” 2450 11,4 x 10°
Plata 960.8 8,82 x 10" 2193 2,33x10°
Oro 1063.0 6,44 x 10" 2660 1,58 x 10°
Cobre 1083.0 13,4 x 10° 1187 5,06 x 10°
Hierro 1808.0 28,9 x 10° 3023 6,34 x 10°
*Para solidificar el Helio se requiere una presion mayor que 25 atm. A latm, sigue siendo liquido hasta cero
absoluto.
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Ejemplo 13.5. Calcular la cantidad de calor necesario para transformar un
gramo de hielo a -30° C en vapor de agua hasta 120° C.

Solucién: es conveniente analizar cada proceso fisico en forma separada. El
subindice H se refiere la hielo, el A al agua y el V al vapor.

1°) calculo del calor que se le debe agregar al hielo para elevar su temperatura
desde -30° C hasta 0° C; en este proceso hay cambio de temperatura, se calcula
el calor sensible Q;:

Q; = my cyAT, con cy = 2090 J/kg °C

Q0 =(10" kg)[2090 Jj[o —(-30)PC=62.7J
kg®C

2°) calor agregado para fundir el hielo (en 0° C), no hay cambio de temperatu-

ra, pero hay cambio de fase, se calcula el calor latente Q,:

Q, = mLgy, con Ley = 3.33x10° J/kg

0, = (10_3kg)(3.33><105 kJJ _333)

g

3°) célculo del calor que se le debe agregar al agua para aumentar su tempera-
tura desde 0° C hasta 100° C; en este proceso hay cambio de temperatura, se
calcula el calor sensible Qs:

Qs =my cyAT, concy=4186 J/kg °C

0,=010" kg)(4186J](1 00-0)°C =418.6J
kg®C

4°) calor agregado para evaporar el agua (en 100° C), no hay cambio de tem-
peratura, pero hay cambio de fase, se calcula el calor latente Q,:

O, = mLy,, con Ly, = 22.6x10° J/kg
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— (10° kg)| 22.6x10° 7 | = 22607
4

kg

5°) célculo del calor que se le debe agregar al vapor de agua para aumentar su
temperatura desde 100° C hasta 120° C; en este proceso hay cambio de tempe-
ratura, se calcula el calor sensible QOs:

Q5 =my CVAT, con cy = 2000 J/kg °C

— (10" kg)| 2000—7 (120 -100)° C = 40
5
ke°C

Por lo tanto, la cantidad total de calor necesario para transformar un gramo de
hielo a -30° C en vapor de agua hasta 120° C es la suma del calor de cada pro-
Cceso:

Or=0:+0:t 05+ 0, +0s

Or=62.7+333+418.6+2260+40=3114.3 J

En forma grafica este proceso se puede ilustrar con la figura 13.3.

125

100

T —

50

25

0

TEMPERATURA (°C)

-25

-50

0 500 1,000 1,500 2,000 2500 3,000 3,500
CALOR (J)

Figura 13.3 Gréafico de temperatura versus calor agregado para trans-
formar 1g de hielo a -30° C en vapor de agua a 120° C.
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Ejemplo 13.6. Calcular la cantidad de vapor de agua inicialmente a 130° C,
que se requiere para calentar 200g de agua en un envase de vidrio de 100 g,
desde 20° C hasta 50° C.

Solucioén: es un problema de intercambio de calor donde se debe igualar el ca-
lor perdido por el vapor de agua al enfriarse hasta 50° C, con el calor ganado
por el envase y el agua al calentarse hasta 50° C. Sea my la masa de vapor des-
conocida.

1°) enfriamiento del vapor de agua desde 130° C hasta 100° C, hay cambio de
temperatura y el calor sensible O, liberado en este proceso es:

Q; = mycy AT, con ¢y = 2010 J/kg °C

0 =-m, 20107 (100-130)°C =m, 6x10° -
kg°C kg

2°) condensacion del vapor de agua en agua liquida a 100° C, no hay cambio
de temperatura, pero hay cambio de fase y se libera calor latente Q:

Q; = my Ly, con Ly = 22.6x10° J/kg

0, = }71/Y(22.6><105 Jj
kg

3°) enfriamiento del agua desde 100° C hasta 50° C, hay cambio de temperatu-
ray el calor sensible Qj; liberado en este proceso es:

Qs =mycy AT, conc,=4186 J/kg °C

Q,=-m, 4186i (50-100)°C =m, 2.1><10Si
kg®C kg
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4°) calor que gana el agua del envase para aumentar su temperatura desde 20°
C hasta 50° C, hay cambio de temperatura y el calor sensible O, ganado en
este proceso es:

Q4 =my Cy AT, concy = 4]86J/kg °C

0, =(0.2kg) 4186L (50-20)°C =2.5x10"J
kg®C

5°) calor que gana el envase de vidrio para aumentar su temperatura desde 20°
C hasta 50° C, hay cambio de temperatura y el calor sensible Qs ganado en
este proceso es (el subindice Vi es para el vidrio):

Q5 = My; Cy; AT, con cy; = 837.]/kg °C

0. =(0. 1kg)(837 JJ(SO -20)°C=2.5x10°J
kg°C

Se realiza el balance entre el calor perdido y el calor ganado:

01 +0:+03=04+ 0Os

mX6x104i+mX22.6x105i+mX2.1><105i=2.5x104J+2.5><103J
kg kg kg

Despejando el valor de my:

my=0.0109 kg = 10.9 g

13.5 TRABAJO EN LOS PROCESOS TERMODINAMICOS.

Para un gas contenido en un envase cilindrico ajustado con un émbolo movil,
como se muestra en la figura 13.4, si el gas estd en equilibrio térmico ocupa
un volumen V'y produce una presion constante P sobre las paredes del cilindro
y sobre el émbolo, de area A. La fuerza ejercida por la presion del gas sobre el
émbolo es ' = PA. Si el gas se expande desde el volumen } hasta el volumen
V+dV lo suficientemente lento, el sistema permanecera en equilibrio termodi-
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namico. Por efecto de la expansion, el émbolo de desplazard verticalmente
hacia arriba una distancia dy, y el trabajo realizado por el gas sobre el émbolo,
sera:

dW =Fdy =PAdy

Figura 13.4 El gas contenido en un envase a una presion P, cuando se expande realiza tra-
bajo sobre el émbolo.

Como Ady es el aumento de volumen dV del gas, se puede escribir el trabajo
realizado como:

dw = PdV

Si el gas se expande, entonces dV es positivo y el trabajo realizado por el gas
es positivo, por el contrario, si el gas se comprime, dV es negativo y el trabajo
realizado por el gas es negativo, en este caso se interpreta como el trabajo rea-
lizado sobre el sistema. Si no cambia el volumen, no se realiza trabajo. Para
obtener el trabajo total realizado por el gas cuando la variacién de presion
hace cambiar el volumen desde un valor V; hasta un valor 7, se debe integrar
la ecuacion anterior, de la forma:

Vf-
W:j- PdV
v (13.5)
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Para evaluar esta integral, se debe saber como varia la presion durante el pro-
ceso. En general la presion no es constante, depende del volumen y de la tem-
peratura. Si se conoce la presion y el volumen durante el proceso, los estados
del gas se pueden representar por una curva en un diagrama PV, como la que
se muestra en la figura 13.5. De este grafico, se obtiene que el trabajo realiza-
do por un gas al expandirse o comprimirse desde un estado inicial V; hasta
un estado final Vs es igual al area bajo la curva de un diagrama PV.

~U

PRESION

<0

V; v,

Z VOLUMEN 4

Figura 13.5. Curva presion volumen para un gas que se expande desde V; hasta V7.

Este trabajo depende de la trayectoria seguida para realizar el proceso entre los
estados inicial y final, como se ilustra con la figura 13.6. Si el proceso que se
realiza es a volumen constante V; disminuyendo la presion desde P; hasta Py,
seguida de un proceso a presion constante Praumentando el volumen desde V;
hasta V; (figura 13.6a), el valor del trabajo es diferente al que se obtiene en un
proceso donde primero se produce una expansion desde V; hasta V; a presion
constante P; y después se disminuye la presion desde P; hasta P, manteniendo
constante el volumen final V (figura 13.6b). Las areas bajo las curvas en cada
caso, tienen un valor diferente, es mayor en la figura 13.6b. Por lo tanto, el
trabajo realizado por un sistema depende del proceso por el cual el sistema
cambia desde un estado inicial a otro final.

De manera similar se encuentra que el calor transferido hacia adentro o hacia

fuera del sistema, depende del proceso. Tanto el calor como el trabajo depen-
den de los estados inicial, final e intermedios del sistema. Como estas dos
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cantidades dependen de la trayectoria, ninguna de las dos se conserva en los
procesos termodindmicos.

A 4

PRESION
PRESION

L 4
-0

-0

Vv, V. %
v VOLUMEN f ! VOLUMEN !

Figura 13.6. a) Izquierda, b) derecha.

Ejemplo 13.7 Un gas se expande desde i hasta f por tres trayectorias posibles,
como se indica en la figura 13.7. Calcular el trabajo realizado por el gas a lo
largo de las trayectorias iAf, if 'y iBf. Considerar los valores dados en la figura.

. el A
= N
£
32 \\
1 E 7]
0
0 1 2 3 4 5

v (It)
Figura 13.7. Diagrama presion volumen del ejemplo 13.7.

Solucion: se calcula el area bajo la curva en cada proceso. De la figura 13.7, se
tienen los datos: P; = 4atm = 4.05x10° Pa, P;= latm = 1.013x10° Pa, V; = 2it
= 0.002m’ =V, Vy = 4lt = 0.004m’ =V
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trayectoria iAf:

W]Z VV,-A“‘ WAf=drea+0=Pi(VA—V,)

W, = (4.05x10° Pa)(4-2)0.001m> = 810 J
trayectoria if:
W,=Wy=area =V2(Pi—P)(Vy—Vy) + P (Vg—V)
W, = 1(4-1)(1.013x10° Pa)(4-2)0.001m’+(1.013x10° Pa)(4-2)0.001m’=
W,=515]
trayectoria iBf:

Ws=Wig+ Wgr= 0+ area = P(Vy- V)

W; = (1.01x10° Pa)(4-2)0.001m> = 202 J

Ejemplo 13.8 Una muestra de gas ideal se expande al doble de su volumen
original de 1m’ en un proceso para el cual P = aV”, con a = Satm/m’, como se
muestra en la figura 13.8. Calcular el trabajo realizado por el gas durante la
expansion.

- 1

I3 2m3

Figura 13.8. Diagrama presion volumen del ejemplo 13.8.
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Solucion: usando la definicion del trabajo termodinamico:
w=[ pav=["avav=af vy
v, v, v,
Vi-p)= 5”3%[(2;713)3 —(1m*Y|=11.7(atm)(m")

1.01x10° Pa

latm

W =11.7(atm)(m’) x =1.2x10°J

13.6 PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA.

En mecanica la energia se conserva si las fuerzas son conservativas y no actu-
an fuerzas como la fricciéon. En ese modelo no se incluyeron los cambios de
energia interna del sistema. La primera ley de la termodinamica es una gene-
ralizacion de la ley de conservacion de la energia que incluye los posibles
cambios en la energia interna. Es una ley valida en todo ¢l Universo y se
puede aplicar a todos los tipos de procesos, permite la conexion entre el mun-
do macroscdpico con el microscopico.

La energia se puede intercambiar entre un sistema y sus alrededores de dos
formas. Una es realizando trabajo por o sobre el sistema, considerando la me-
dicion de las variables macroscopicas tales como presion, volumen y tempera-
tura. La otra forma es por transferencia de calor, la que se realiza a escala mi-
croscopica.

Considerar un sistema termodinamico donde se produce un cambio desde un
estado inicial i a otro final £, en el cual se absorbe o libera una cantidad Q de
calor y se realiza trabajo W por o sobre el sistema. Si se mide experimental-
mente la cantidad Q — W para diferentes procesos que se realicen para ir desde
el estado inicial al estado final, se encuentra que su valor no cambia, a esta
diferencia de Q — W se le llama cambio de energia interna del sistema. Aun-
que por separados Q y W dependen de la trayectoria, la cantidad O — W, esto
es, el cambio de energia interna es independiente de la trayectoria o del pro-
ceso que se realice para ir desde el estado inicial al estado final. Por esta razon
se considera a la energia interna como una funcion de estado, que se mide en J
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y se simboliza por U, el cambio de energia interna es AU = Uy — U, entonces
se puede escribir la primera ley de la termodinamica:

AU=U, -Ui=0-W (13.6)

En la ecuacion 13.6, Q es positivo (negativo) si se le agrega (quita) calor al
sistema y W es positivo cuando el sistema realiza trabajo y negativo cuando se
realiza trabajo sobre el sistema. La forma correcta de escribir la ecuacion 13.6
es considerando diferenciales, ya que si se le agrega o quita una pequeia can-
tidad de calor dQ al sistema y se realiza una cantidad de trabajo diferencial dW
por o sobre el sistema, la energia interna cambia en una cantidad dU:

dU = dQ — dw (13.7)

En escala microscopica, la energia interna de un sistema incluye la energia
cinética y potencial de las moléculas que constituyen el sistema. Para un gas,
el aumento de energia interna se asocia con el aumento de energia cinética de
las moléculas, es decir con su temperatura. Al igual que en el caso de la meca-
nica, en termodindmica no interesa conocer la forma particular de la energia
interna, sino que interesan solo sus variaciones AU. Por lo tanto, se puede ele-
gir cualquier estado de referencia para la energia interna, ya que se han defini-
do solo sus diferencias, no sus valores absolutos. En la ecuaciéon 13.7, tanto
dQ como dW son diferenciales inexactas, pero dU es una diferencial exacta.

13.6.1 Casos particulares.

Sistema aislado.

Para un sistema aislado, que no interactia con los alrededores, no hay transfe-
rencia de calor, Q = 0, el trabajo realizado también es cero y por lo tanto no
hay cambio de energia interna, esto es, la energia interna de un sistema ais-
lado permanece constante:

0=W=0,AU=0 'y U =U,
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Proceso ciclico.

Es un proceso que empieza y termina en el mismo estado. En este caso el
cambio de energia interna es cero y el calor agregado al sistema debe ser igual
al trabajo realizado durante el ciclo, entonces:

AU=0 'y O=W

Proceso con W = 0.

Si se produce un proceso donde el trabajo que se realiza es cero, el cambio en
la energia interna es igual al calor agregado o liberado por el sistema. En este
caso, si se le agrega (quita) calor al sistema, O es positivo (negativo) y la
energia interna aumenta (disminuye). Esto es:

w=0  AU=0Q

Proceso con Q = 0.

Si ahora se realiza un proceso donde la transferencia de calor es cero y el sis-
tema realiza trabajo, entonces el cambio de la energia interna es igual al valor
negativo del trabajo realizado por el sistema, por lo tanto la energia interna
disminuye; lo contrario ocurre si se realiza trabajo sobre el sistema. Al cam-
biar la energia interna, cambia la energia cinética de las moléculas en el siste-
ma, lo que a su vez produce cambios en la temperatura del sistema.

0=0, AU=-W

El calor y el trabajo son variables macroscopicas que pueden producir un
cambio en la energia interna de un sistema, que es una variable microscopica.
Aunque QO y W no son propiedades del sistema, se pueden relacionar con U
por la primera ley de la termodindmica. Como U determina el estado de un
sistema, se considera una funcion de estado.

13.7 PROCESOS TERMODINAMICOS.

13.7.1 Proceso isobarico.

Es un proceso que se realiza a presion constante. En un proceso isobarico, se
realiza tanto transferencia de calor como trabajo. El valor del trabajo es sim-
plemente P (V- V), y la primera ley de la termodinamica se escribe:
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AU=Q—-P(V;- 1)

13.7.2 Proceso isovolumétrico.

Un proceso que se realiza a volumen constante se llama isovolumétrico. En
estos procesos evidentemente el trabajo es cero y la primera ley de la termodi-
namica se escribe:

AU=Q

Esto significa que si se agrega (quita) calor a un sistema manteniendo el vo-
lumen constante, todo el calor se usa para aumentar (disminuir) la energia in-
terna del sistema.

13.7.3 Proceso adiabatico.
Un proceso adiabatico es aquel que se realiza sin intercambio de calor entre el
sistema y el medioambiente, es decir, Q = (0. Al aplicar la primera ley de la
termodinamica, se obtiene:

AU =-W

En un proceso adiabatico, si un gas se expande (comprime), la presion dismi-
nuye (aumenta), el volumen aumenta (disminuye), el trabajo es positivo (nega-
tivo), la variacion de energia interna AU es negativa (positiva), es decir la Uy
< U; (Uy > U)) y el gas se enfria (calienta).

Los procesos adiabaticos son comunes en la atmosfera: cada vez que el aire se
eleva, llega a capas de menor presion, como resultado se expande y se enfria
adiabaticamente. Inversamente, si el aire desciende llega a niveles de mayor
presion, se comprime y se calienta. La variacién de temperatura en los movi-
mientos verticales de aire no saturado se llama gradiente adiabatico seco, y
las mediciones indican que su valor es aproximadamente -9.8° C/km. Si el aire
se eleva lo suficiente, se enfria hasta alcanzar el punto de rocio, y se produce
la condensacion. En este proceso, el calor que fue absorbido como calor sensi-
ble durante la evaporacion se libera como calor latente, y aunque la masa de
aire continua enfriandose, lo hace en una proporcion menor, porque la entrega
de calor latente al ambiente produce aumento de temperatura. En otras pala-
bras, la masa de aire puede ascender con un gradiente adiabatico seco hasta
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una altura llamada nivel de condensacion, que es la altura donde comienza la
condensacion y eventualmente la formacion de nubes y de precipitacion. So-
bre ese nivel la tasa de enfriamiento con la altura se reduce por la liberacion
de calor latente y ahora se llama gradiente adiabatico hiumedo, su valor varia
desde -5° C/km a -9° C/km de disminucion con la altura, dependiendo de si el
aire tiene un alto o bajo contenido de humedad.

13.7.4 Proceso isotérmico.

Un proceso isotérmico es aquel que se realiza a temperatura constante. La gra-
fica de P versus V para un gas ideal, manteniendo la temperatura constante es
una curva hiperbolica llamada isoterma (figura 13.9). Como la energia interna
de un gas ideal es solo funcion de la temperatura, entonces en un proceso 1So-
térmico para un gas ideal AU =0y Q = W.

Isoterma

PV=cte

PRESION

-0

v v,
VOLUMEN

Figura 13.9. Gréfico presion volumen en un proceso isotérmico.

Se calculara el trabajo para un gas ideal que se expande isotérmicamente des-
de el estado inicial i al estado final f, como se muestra en el grafico PV de la
figura 13.9. La isoterma es una curva hiperbolica de ecuacion PV = cte. El
trabajo realizado por el gas se puede calcular con la ecuacion 13.5, usando la
ecuacion de estado de gas ideal, PV = nRT, para reemplazar P:

W= jVV PV = jVV "I;T dv

i
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Como la temperatura es constante, se puede sacar fuera de la integral:

w=nr|" %~ pRTIOV]
A /4 Vi
El resultado final es:

v,
W =nRTIn-~
Vi (13.8)

Este trabajo es numéricamente igual al area bajo la curva PV de la figura 13.9.

Si el gas se expande (comprime) isotérmicamente, Vy> V;, (Vy < V;) y el traba-
jo es positivo (negativo).

Ejemplo 13.9 Calcular el trabajo realizado por un mol de un gas ideal que se
mantiene a 0° C, en una expansion de 3 litros a 10 litros.

Solucion: como la expansion es isotérmica, el calculo es directo reemplazando
los datos en la ecuacion 13.8:

V, J 10
W =nRTIn— = (1mol)| 8.31——— [(273K)In—=2730J
V. molK 3

1

Ejemplo 13.10 Una barra de cobre de 1 kg se calienta desde 10° C hasta 100°
C, a la presion atmosférica. Calcular la variacion de energia interna del cobre.

Solucion: por la primera ley de la termodinamica AU = Q — W, donde se de-
ben calcular Qy W.

Calculo de Q:
O = mcAT, con c = 387 J/(kg K) para el cobre.

0= 1kgx387i(373—283)1< =3.5x10*J
kgK

Calculo de W, como P es constante:
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W=PV;-V)
AV se calcula del proceso de dilatacion cubica
AV = BV,AT conf =3a=3(1.7x10° °C") = 5.1x10° °C"’

AV =5.1x10" °C" V,(100-10)°C =4.6x107 V,

V, se calcula de pCu:ﬂ:V:ﬂ 1kigzl.l><10*4m3

°" p 8900%/,

~

o

W= (1.01x10°Pa)( 4.6x107)( 1.1x107m’) = 0.05 J
Finalmente, el cambio de energia interna es:
AU =3.5x10°J —0.05 J = 3.49x10° J

Se observa que casi todo el calor se usa para cambiar la energia interna de la
barra de cobre. Por esta razon, normalmente en la dilatacion térmica de un so-
lido o un liquido se desprecia la pequefia cantidad de trabajo realizado contra
la atmosfera.

13.8. CAPACIDAD CALORICA DE UN GAS IDEAL.

Se ha encontrado que la temperatura de un gas es una medida de la energia
cinética promedio de traslacidon del centro de masa de las moléculas del gas,
sin considerar la energia asociada al movimiento de rotacion o de vibracion de
la molécula respecto al centro de masa. Esto es asi, porque en el modelo sim-
ple de la teoria cinética se supone que la molécula es sin estructura.

De acuerdo a esto, se analizara el caso simple de un gas ideal monoatdémico, es
decir, de un gas que tiene un atomo por molécula, como el helio, neén o ar-
gbon. Cuando se agrega energia a un gas monoatdmico contenido en un envase
de volumen fijo (por ejemplo calentando el envase), toda la energia agregada
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se ocupa en aumentar la energia cinética de traslacion de los atomos. No existe
otra forma de almacenar la energia en un gas monoatomico. De la ecuacion
12.20, se tiene que la energia interna total U de N moléculas (o » moles) de un
gas ideal monoatémico se puede calcular de:

U=;NkT=;nRT (13.9)

De esta ecuacion se deduce que para un gas ideal, U es funcion sélo de la
temperatura 7. Si se transfiere calor al sistema a volumen constante, el trabajo
realizado por el sistema es cero, esto es, W = (. Por la primera ley de la ter-
modinamica, se obtiene:

o) AUzanAT (13.10)

Esto significa que todo el calor transferido se ocupa en aumentar la energia
interna (y la temperatura) del sistema. En la figura 13.10 se describe el proce-
so a volumen constante desde i hasta f;, donde AT es la diferencia de tempera-
tura entre las dos isotermas.

Isotermas
s

S
G

Figura 13.10. Procesos a volumen constante if; y a presion constante if>.
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Reemplazando el valor de O dado por la ecuacion 13.1, con C = nc, se obtie-
ne:

3
nc, AT = EnRAT

¢, = R (13.11)
2

donde ¢y es la capacidad calorica molar del gas a volumen constante, valida
para todos los gases monoatomicos.

El cambio de energia interna para un gas ideal, en un proceso a volumen cons-
tante, se puede expresar como:

AU =ne, AT (13.12)

Suponga ahora que el gas se lleva por un proceso termodindmico isobarico,
desde i hasta f;, como se muestra en la figura 13.10. En esta trayectoria, la
temperatura aumento6 en la cantidad AT. El calor que se debe transferir al gas
en este proceso esta dado por Q = n cp AT, donde cp es la capacidad calodrica
molar a presion constante. Como el volumen aumenta en este proceso, se tiene
que el trabajo realizado por el gas es W = P AV, y aplicando la primera ley de
la termodinamica, se obtiene:

AU = nc,AT — PAV (13.13)

En este caso el calor agregado al gas se usa en dos formas: una parte para rea-
lizar trabajo externo, por ejemplo para mover el émbolo del envase y otra par-
te para aumentar la energia interna del gas. Pero el cambio de energia interna
para el proceso de i hasta f; es igual en el proceso de i hasta f;, ya que U para
un gas ideal dependen so6lo de la temperatura y AT es la misma el cada proce-
so. Ademas como PV = nRT, para un proceso de presion constante se tiene
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que PAV = nRAT. Reemplazando en la ecuacion 14.5, con AU = n ¢y AT, se
obtiene:

nc, AT = nc,AT — nRAT

CP-CV:R

Esta expresion que se aplica a cualquier gas ideal, indica que la capacidad ca-
lorica molar a presidon constante es mayor que la capacidad calorica molar a
volumen constante por una cantidad R, la constante universal de los gases.

Como para un gas monoatémico cy = (3/2)R = 12.5 J/molK, el valor de cp es
cp = (3/2)R = 20.8 J/molK. La razdn de estas capacidades caloricas es una
cantidad adimensional llamada gamma, y, de valor:

Los valores de cp y y concuerdan bastante bien con los valores experimentales
para los gases monoatomicos, pero pueden ser muy diferentes para gases mas
complejos, como se puede observar en la tabla 13.3, donde se listan valores de
la capacidad caldrica molar para algunos gases. Esto no debe sorprender ya
que el valor de ¢y fue determinado para gases ideales monoatomicos y se espe-
ra una contribucion adicional al calor especifico debido a la estructura interna
de las moléculas mas complejas.

La diferencia de valor entre ¢y y cp s consecuencia del hecho de que en los
procesos a volumen constante, no se realiza trabajo y todo el calor se usa para
aumentar la energia interna (y la temperatura) del gas, mientras que en un pro-
ceso a presion constante, parte de la energia caldrica se transforma en trabajo
realizado por el gas. En el caso de so6lidos y liquidos calentados a presion
constante, se realiza muy poco trabajo debido a que la dilatacion térmica es
pequeiia (ver ejemplo 13.10). En consecuencia, ¢y y cp son aproximadamente
iguales para solidos y liquidos.
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Tabla 13.3. Calores especificos de gases.

Tipo de gas | Gas (cal/mol K) y=CplCy (3/mol K)
Cp Cy Cp,-Cy Cp Cv Cp-Cv
Monoatémico | He 4,97 2.98 1.99 1.67 20,78 12,47 8,31
Ar 4.97 2.98 1.99 1.67 20,78 12,47 8,31
Ne 1.64 20,78 12.70 8.08
Kr 1.69 20,78 12.30 8.48
Diatémico H., 6.87 4.88 1.99 1.41 28,74 20.42 8.32
N> 6.95 4,96 1.99 1.40 29,07 20,76 8,31
O, 7.03 5.03 2.00 1.40 29,17 20,85 8,31
CcO 1,40 29,16 20,85 8,31
Cl, 8.29 6.15 2.14 1.35 34.70 25.70 8.96
Poliatémico | CO; 8.83 6.80 2.03 1.30 36,94 28,46 8.48
SO, 9.65 7.50 2.15 1.29 40,37 31,39 8,98
H,O 1.30 35.40 27.00 8.37
CHy4 1.31 35.50 27.10 8.41
H,S 1,33 34,60 25,95 8,65
NH3 8.80 6.65 2.15 1.31
CzHs 12.35 10.30 2.05 1.20
Aire | 0.2404 0.1715 1.40

Ejemplo 13.11. Un cilindro contiene 3 moles de helio a temperatura ambiente
(suponer a 27° C). Calcular: a) el calor que se debe transferir al gas para au-
mentar su temperatura hasta 500 K si se calienta a volumen constante, b) el
calor que se debe transferir al gas a presion constante para aumentar su tempe-
ratura hasta 500 K, c) el trabajo realizado por el gas.

Solucion: a) en un proceso realizado a volumen constante, el trabajo es cero.
De la ecuacion 13.10 se obtiene:

0= ;nRAT =nc, AT

Como cy= 12.5 J/molK para el helio y AT = 200K, reemplazando los valores:

J
molK

0 = 3moles(12.5 j(ZOOK) =7500J

b) Usando la ecuacion O, = n cp ATy reemplazando los valores:

0> =(3 moles)(20.8 J/molK)(200K) = 12500 J.
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c¢) De la primera ley de la termodinamica:
volumen constante: AU = Q; — W = 0,
presion constante: AU = O, — W

Esta variacion de energia interna es la misma en ambos procesos, igualando se
tiene:

01=0,-Ww yW=0,-0;,=12500J-7500J =5000J.
Ejemplo 13.12 Para un gas ideal monoatomico, se realiza el ciclo ABCDA que

se ilustra en la figura 13.11. Considerando que nRT = 1000 J en A, calcular Q,
Wy AU en cada proceso del ciclo (suponer latm = 10° Pa).

4 B 5 C
3
— k 4
= F 3
By
o
1 L
A i D
0
0 10 20 30 40 50
V (It)

Figura 13.11. Diagrama presion volumen del ejemplo 13.12.
Solucion:

En A:setiene P, V,=nRT,=1000J
En B: Py V3 =nRTy = nRTp = (4x10° Pa)(0.01m’) = 4000 J
En C: Pc Ve=nRTc = nRTc= (4x10° Pa)(0.04m’) = 16000 J

EnD: Py Vp=nRTp = nRTp = (Ix10° Pa)(0.04m’) = 4000 J
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1°) el proceso AB es a volumen constante:

Q,; =nc, AT = an(TB ~T,)=1.5(nRT, —nRT,)

0,5 =1.5(4000 -1000)J =4500J
WAB =()
AUyp = QAB — Wy =4500J

2°) el proceso BC es isobarico, a presion constante:
Qe =nc,AT = niR(TC ~T,)=2.5(nRT,. —nRT,)

0, =2.5(16000 — 4000).J = 30000
Wye =P(Ve— V) = (4x10° Pa)(0.04 — 0.01)m’ = 12000]
AUsc = Qe - Wae = 30000 — 12000 = 18000 J

3°) el proceso CD es a volumen constante:
Op = nc, AT = n;R(TD ~T.)=1.5(nRT, — nRT,)

O.p =1.5(4000-16000)J =—-18000J
WCD =0
AUcp = Qcp—Wep =-18000J

4°) el proceso DA es isobdrico, a presion constante:

Q,, =nc,AT = n;R(TA ~T,)=2.5(nRT, — nRT,)
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0, = 2.5(1000 — 4000).J = —7500J
Wpa =P(V,—Vp) = (Ix10° Pa)(0.01 — 0.04)m’ = -3000J

AUDA = QDA - WDA =-7500 — (—3000) =-4500J

13.9. PROCESO ADIABATICO DE UN GAS IDEAL.

Un proceso adiabatico es aquel que se realiza sin transferencia de calor en-
tre el sistema y los alrededores.

En la realidad los verdaderos procesos adiabaticos no se producen, ya que no
existe un aislante perfecto entre el sistema y el ambiente. Pero existen proce-
sos reales que son casi o cuasiadiabaticos. Por ejemplo, si se comprime (o ex-
pande) un gas rapidamente, fluye muy poco calor entre el (o hacia fuera del)
sistema y el proceso es cuasiadiabatico. Estos procesos son comunes en la at-
mosfera, donde una masa de aire cerca del suelo, més calida y menos densa
que los alrededores, asciende verticalmente, arriba se encuentra con regiones
de menor presion y se expande adiabaticamente (o cuasi), esa expansion pro-
duce enfriamiento, si la masa de aire tiene suficiente humedad, se produce la
condensacion, que origina la formacion de nubes y probable precipitacion.

Suponga que un gas ideal experimenta una expansion cuasiadiabatica. En
cualquier instante durante el proceso, se supone que el gas esta en equilibrio,
de tal manera que la ecuacion de estado es valida. La presion y el volumen en
cualquier instante durante el proceso adiabatico estan relacionados por la
ecuacion

PV’ =cte. (13.14)
donde y = ¢p /cy se considera constante durante el proceso. Por lo tanto todas
las variables termodinamicas cambian durante un proceso adiabatico.

En la figura 13.12 se muestra un diagrama PJ para una expansion adiabatica.

Como vy > 1, la curva PV de la expansion adiabatica es de mayor pendiente que
la de la expansion isotérmica. Al expandirse adiabaticamente el gas, no se
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transfiere calor hacia el sistema o fuera de €I, por lo tanto, de la primera ley de
la termodindmica, se ve que AU es negativo, por lo tanto AT también es nega-
tivo. Entonces el gas se enfria (7 < T;) durante una expansion adiabatica. De
manera equivalente, si el gas se comprime adiabaticamente, su temperatura
aumenta.

Isotermas
P 7
P Adiabadtica
, -
p 7
T; )
T.

7

I

Figura 13.12. Diagrama presion volumen donde se muestra la curva adiabatica.

Usando la ecuacion PV = nRT, se demuestra que la ecuacion 13.14 se puede
escribir también en la forma:

TV’ = cte. (13.15)

Ejemplo 13.13. El aire en un cilindro a 20° C se comprime desde una presion
inicial de 1 atm y un volumen de 800 cm’ hasta un volumen de 60 cm’. Supo-
niendo que el aire se comporta como un gas ideal (y = 1.4) y que la compre-
sion es adiabatica, calcular la presion y temperatura final.

Solucién: usando la ecuacion 13.14

e
V.
PV =cte.= PV =PV =P, = B[ : j
Vv,
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y de la ecuacion 13.15

7

y—1
Vf }

1.4-1
j =825.7K =552.7°C

TV =cte.= TV =T,V =T, = Tz-[

800cm’

3

T = 293K
60cm
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PROBLEMAS.

a) Una persona de 80 kg intenta bajar de peso subiendo una montafia
para quemar el equivalente a una gran rebanada de un rico pastel de
chocolate (700 Cal alimenticias). jA qué altura debe subir? b) Otra
persona consume energia a razén de 150 W durante su trabajo, ;qué
cantidad de pan debe ingerir para poder trabajar durante una hora?
(Calor de combustion del pan es 8000 cal/g). Considere que el 25% de
la energia liberada del alimento se aprovecha como trabajo tutil. R: a)
934 m, b) 64.5 g.

Se acuerdan del problema del Salto del Laja; suponga ahora que el
agua en su parte superior tiene una temperatura de 15° C. Si toda su
energia potencial se emplea en calentar el agua que cae, calcule la
temperatura del agua en la base del salto. R: si altura del salto se esti-
ma en 25m, 15.06° C.

Se utilizan 2 kcal para calentar 600 gr de una sustancia desconocida de
15° C a 40° C. Calcular el calor especifico de la sustancia. R: 0.13
cal/gr°C.

Un trozo de cadmio de 50 gr tiene una temperatura de 20° C. Si se
agregan 400 cal al cadmio, calcular su temperatura final.

A un vaso aislante del calor (de plumavit) que contiene 200 cm’ de
café a la temperatura de 95° C, se le agregan 40 cm’ de leche que se
encuentra a temperatura ambiente. Calcular la temperatura de equili-
brio que alcanza la mezcla. (Suponer calor especifico de los liquidos
igual al del agua y considere un dia de primavera).

Al desayunar, usted vierte 50 cm’ de leche refrigerada en su taza que
contiene 150 cm’ de café recién preparado con agua hirviendo. Calcu-
lar la temperatura de equilibrio alcanza esta apetitosa mezcla. (Despre-
cie la capacidad caldrica de la taza). R: 75° C.

Se enfria un bloque de 40 gr de hielo hasta -50° C. Luego se agrega a
500 gr de agua en un calorimetro de 75 gr de cobre a una temperatura
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de 25° C. Calcular la temperatura final de la mezcla. Si no se funde to-
do el hielo, calcular cuanto hielo queda.

En un recipiente aislado se mezclan 150 g de hielo a 0° C y 600 g de
agua a 18° C. Calcular: a) la temperatura final del sistema, b) la canti-
dad de hielo queda cuando el sistema alcanza el equilibrio. R: a) 0° C,
b) 144 g.

Un recipiente de aluminio de 300g contiene 200g de agua a 10° C. Si
se vierten 100 g mas de agua, pero a 100° C, calcular la temperatura fi-
nal de equilibrio del sistema. R: 34.6° C.

Un calorimetro de 50 g de cobre contiene 250 g de agua a 20° C. Cal-
cular la cantidad de vapor que se debe condensar en el agua para que la
temperatura del agua llegue a 50°C. R: 129 g

Un calorimetro de aluminio con una masa 100 gr contiene 250 gr de
agua. Estadn en equilibrio térmico a 10° C. Se colocan dos bloques de
metal en el agua. Uno es 50 gr de cobre a 80° C. El otro una muestra
de masa de 70 gr a una temperatura de 100° C. Todo el sistema se es-
tabiliza a una temperatura final de 20° C. Deducir de que material se
trata la muestra.

Un envase plumavit contiene 200 g de mercurio a 0° C. Se le agregan
50 g de alcohol etilico a 50° C y 100 g de agua a 100° C. a) Calcular la
temperatura final de la mezcla. b) calcular el calor ganado o perdido

por el mercurio, alcohol y agua. Desprecie la capacidad térmica del
plumavit. R: a) 84.4° C, b) 557 cal, 998 cal, 1560 cal.

Un cubo de hielo de 20 g a 0° C se calienta hasta que 15 g se han con-
vertido en agua a 100° C y el resto en vapor. Calcular el calor necesa-
rio para este proceso. R: 21739 J.

Un trozo de cobre de 1 kg y a 20° C se sumerge en un recipiente con
nitrogeno liquido hirviendo a 77K. Calcular la cantidad de nitrogeno
que se evapora hasta el momento en que el cobre alcanza los 77K. Su-
ponga que el recipiente esta aislado térmicamente. R: 941 kg.
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La temperatura en areas costeras se ve influenciada considerablemente
por el gran calor especifico del agua. Una razon es que el calor libera-
do cuando un metro cubico de agua se enfria en 1° C aumentard la
temperatura de un volumen enormemente mas grande de aire en 1° C.
Calcule este volumen de aire. El calor especifico del aire es aproxima-
damente 1 kJ/(kg °C). Considere la densidad del aire igual a 1,25
kg/m®. R: Vyire = 3433 Vo

Un estudiante inhala aire a 22° C y lo exhala a 37° C. El volumen pro-
medio del aire en una respiracion es de 200 cm’. Ignore la evaporacion
del agua en el aire y estime la cantidad de calor absorbido en un dia
por el aire respirado por el estudiante. R: 3.75 J por respiracion.

Un calentador de agua funciona por medio de potencia solar. Si el co-
lector solar tiene un 4rea de 6 m” y la potencia entregada por la luz so-
lar es de 550 W/m?, {cual es el tiempo minimo en aumentar la tempe-
ratura de 1 m’ de agua de 20° C a 60° C? Indique la(s) suposicion(es)
hecha(s). R: aprox. 14 horas.

Cuando un conductor frena su auto, la friccion entre los tambores y las
balatas de los frenos convierten la energia cinética del auto en calor. Si
un auto de 1500 kg que viaja a 30 m/s y se detiene, ;cuanto aumenta la
temperatura en cada uno de los cuatro tambores de hierro de 8 kg de
los frenos? (desprecie la pérdida de energia hacia los alrededores). R:
47.1° C.

Dos balas de plomo- c/u de 5,0 g, a 20°C y moviéndose a 400 m/s-
chocan de frente. Suponiendo una colisién perfectamente inelastica y

que no hay ninguna perdida de calor hacia la atmosfera, describa el es-
tado final del sistema (las dos balas). R: 645° C.

Un lago contiene cerca de 5x10"' m’ de agua. a) ;Cuanto calor se ne-
cesita para elevar la temperatura de ese volumen de agua de 14.5 a
15.5° C? b) Calcule el tiempo que se requeriria para calentar el lago,
entre esas temperaturas, si el calor lo suministra una central eléctrica
de 1000MW. R: b) aprox. 66 afios.

Un mol de gas ideal se calienta lentamente de modo que pasa del esta-
do (P,, V,) al estado (3P,, 3V,). Este cambio ocurre de tal manera que
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la presion del gas es directamente proporcional al volumen. a) Dibujar
el diagrama presion versus volumen. b) Calcular el trabajo que realiza
el gas en este proceso. Indicar si es positivo o negativo y comente el
significado asociado al signo. ¢) Analizar como se relaciona la tempe-
ratura del gas con su volumen durante este proceso. R: b) 4P,V,, c)
P,V’/n(PM)V,, donde (PM) es el peso molecular del gas.

La figura 13.13 representa la variacion del volumen y la presion de un
gas cuando se expande desde 1 m’ a 6 m’. a) Calcular el trabajo reali-
zado por el gas durante el proceso, b) analizar lo qué le ocurre a la
temperatura durante el proceso. R: 1418.2 J.

Un gas est4 a una presiéon de 1.5 atm y a un volumen de 4 m’. Calcular
el trabajo realizado por el gas cuando: a) se expande a una presion
constante hasta el doble de su volumen inicial y b) se comprime a pre-
sién constante hasta un cuarto de su volumen inicial. R: a) 6.1x10° J,
b) -4.6x10° J.

Un gas ideal est4 encerrado en un cilindro que tiene un émbolo moévil
en su parte superior, de masa 8 kg y area de 5 cm’, libre de moverse,
manteniendo la presion del gas constante. Calcular el trabajo si la tem-
peratura de 2 moles de gas aumenta de 20° a 300° C. R: 4698 J.
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Figura 13.13. Problema 13.22 Figura 13.14 Problemas 13.25 y 13.37.

(=]
o

Una muestra de gas ideal de un mol se lleva a través de un proceso
termodindamico ciclico, como se muestra en la figura 13.14 El ciclo
consta de tres partes: una expansion isotérmica ab, una compresion
isobarica bc y un aumento de presion a volumen constante ca. Si T =
300 K, P, =5 atm, P, = P, = 1 atm, calcular el trabajo realizado por el
gas durante el ciclo.
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Una muestra de gas ideal se expande al doble de su volumen inicial de
0.1 m’ en un proceso para el cual P = a¥”, con a = 2 atm/m°. a) Bos-
quejar un grafico en un diagrama PV. b) Calcular el trabajo realizado
por el gas durante la expansion.

Un gas ideal que se encuentra a 1 atm y 0° C, se expande desde un vo-
lumen de 25 It hasta 80 It, en un proceso en el cual P = 0.5a/V°. a)
Bosquejar un grafico en un diagrama PV. Calcular: b) la constante a en
el SI, ¢) la temperatura y presion final, d) el trabajo realizado en la ex-
pansién. R: b) 126.6 Pa/m’, ¢) presion: 63.3 Pa/V?, d) 3437.51.

Un mol de vapor de agua a 373K se enfria a 283 K. El calor entregado
por el vapor del agua que se enfria lo absorben 10 moles de un gas
ideal, haciendo que el gas se expanda a una temperatura constante de
273K. Si el volumen final del gas ideal es de 20 It, determine su volu-
men inicial. R: 2.9 litros.

Un mol de gas ideal realiza 3000 J de trabajo mientras se expande iso-
térmicamente hasta una presion final de 1 atm y un volumen de 25 li-
tros. Calcular: a) su volumen inicial, b) la temperatura del gas, c) el
cambio de energia interna que experimenta, indicando si aumenta o
disminuye, d) el calor absorbido o cedido. R: a) 7.6 It, b) 304 K, ¢) 0 J,
d) 3000 J.

Un gas 1deal inicialmente a 300 K se expande en forma isobdarica a una
presion de 2.5 kPa. Si el volumen aumenta de 1 m® a 3 m’ y se agregan
12500 J de calor al sistema, calcular: a) el cambio de energia interna,
b) su temperatura final. R: a) 7500 J, b) 900 K.

Se comprime un gas a presion constante de 0.8 atm de un volumen de
9 It a un volumen de 2 It. En el proceso se escapan del gas 400 J de
energia calorica. Calcular: a) el trabajo realizado por el gas, b) el cam-
bio de energia interna del gas. R: a) -567 J, b) 167 J.

Un mol gas ideal monoatémico se somete al ciclo ABC mostrado en la
figura 13.15. Si P, = 1.5 atm y Tg = T = 800 K, a) identificar las ca-
racteristicas de cada proceso que compone el ciclo y dibujar el diagra-
ma PV que le corresponde, indicando los valores de las variables de
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estado al comienzo y final de cada proceso. b) Calcular para cada pro-
ceso el trabajo hecho por el gas, el calor absorbido o cedido, el cambio
de energia interna del gas. c) Averiguar para el ciclo completo qué
ocurre con U, Wy Q. R: a) VA =164 1t = Vg, Vc =437 1t, b) Wpg =
O, WBC = 6504 J, WCA =4148.5 J, WTOTAL =2355.7 J.

Un gas se lleva a través de un proceso ciclico como el de la figura
13.16. a) Calcular el calor neto transferido al sistema durante el ciclo
completo. b) Si el ciclo se invierte, ;cudl es el calor neto transferido
por ciclo? R: a) 6000 J, b) -6000 J.

5 10
4 B 8 B
E 3 E 6 + .
s <
5 A 3 . |
= 3 Q 44 I
14 4 C 14
& 1 | & 24
A C
0 0
0 200 400 600 800 1000 1 2 3 4 5 6
TEMPERATURA (K) VOLUMEN (m?)
Figura 13.15. Problema 13.32 Figura 13.16. Problema 13.33

Un bloque de 1 kg de aluminio se calienta a presion atmosférica de
modo que su temperatura aumenta desde 22° C hasta 40° C. Calcular:
a) el trabajo realizado por el aluminio, b) la energia térmica que se le
entrega, y c) el cambio de su energia interna. R: a) 0.051 J, b) 16200 J,
c) 16199.9 J.

Un mol de gas ideal monoatomico se somete al proceso ciclico
ABCA mostrado en la figura 13.17. a) Calcular la energia térmica
transferida al sistema, el trabajo hecho por el sistema y el cambio de
energia interna durante cada etapa del ciclo y para el ciclo completo. b)
Si el ciclo se invierte, calcular cada una de dichas variables.

Un mol de gas inicialmente a una presion de 2 atm y a un volumen de
0.3 1t, tiene una energia interna de 91 J. En su estado final, la presion
es de 1.5 atm, el volumen de 0.8 It y la energia interna de 182 J. Para
los tres caminos IAF, IBF e IF de la figura 13.18, calcular a) el trabajo
realizado por el gas, b) el calor neto transferido en el proceso. R: a) 76
J,1017J,88.6J,b) 167J,192J, 180 J.
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Un mol de gas ideal monoatomico se lleva por un proceso isotérmico,
de 400 K, al doble de su volumen original (figura 13.14). Calcular: a)
el trabajo que realizo el gas, b) el calor que se le entreg6 al gas, ¢) la
variacion de energia interna del gas, d) la razéon de presiones P,/P,.
Suponga que ahora se realiza un proceso (de a a ¢) a volumen constan-
te para reducir la presion inicial P, a P,, calcular los nuevos valores de
trabajo, calor y variacion de energia interna.

Calcular el cambio de energia interna de 3 moles de helio cuando su
temperatura aumenta en 2 K. R: 75 J.

La capacidad caldrica de un gas monoatdémico a presion constante es
62.3 J/molK. Calcular: a) el nimero de moles del gas, b) la capacidad
caldrica a volumen constante, c¢) la energia interna del gas a 350K. R:
a) 3 moles, b) 37.4 J/K, c¢) 13100 J.

Un mol de hidrégeno se calienta a presion constante de 0 a 100° C.
Calcular: a) el calor transferido al gas, b) el aumento de energia inter-
na, c) el trabajo realizado por el gas.

En un proceso a volumen constante, se transfieren 210J de calor a un
mol de un gas ideal monoatdémico inicialmente a 27° C. Calcular: a) el
aumento de energia interna, b) el trabajo realizado por el gas, ¢) la
temperatura final del gas.

Dos moles de un gas ideal (y=1.4) se expanden adiabaticamente desde
una presion de 5 atm y un volumen de 12 It a un volumen final de 30
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It. Calcular: a) la presion final del gas, b) las temperaturas inicial y fi-
nal del gas. R: a) 1.4 atm, b) 365.8 K, 256.1 K.

Un gas ideal (y=1.4) se expande adiabaticamente. Si la temperatura
final es un tercio de la inicial, determinar a) en que factor cambia el
volumen, b) en que factor cambia la presion. R: a) 15.6, b) 0.0214.

Un mol de gas ideal monoatémico (y=1.4) inicialmente a 27° C y a la
presion de 1 atm se comprime adiabaticamente a un cuarto de su vo-
lumen inicial. Calcular la presion y la temperatura final del gas.

Durante el tiempo de compresion de un motor de bencina, la presion
aumenta de 1 a 20 atm. Suponiendo que el proceso es adiabatico y el
gas ideal, con y =1.4. Calcular el volumen y la temperatura final del
gas. R: 8.5V;, 2.3T..

Un globo sonda meteoroldgico expande su volumen al ascender en la
atmosfera. Si la temperatura inicial del gas dentro del globo era de 27°

C, calcular su temperatura cuando el volumen se ha duplicado. R: 229
K.

Calcular el trabajo que se requiere para comprimir a 1/10 de su volu-
men inicial, 5 moles de aire a 20° C y 1 atm de presion por un proceso:
a) isotérmico, b) adiabatico. c¢) Calcular las presiones finales en los dos
casos.

3 moles de gas argdn inicialmente a la temperatura de 20° C, ocupan
un volumen de 10 It. El gas experimenta una expansion a presion cons-
tante hasta un volumen de 20 It; luego se expande en forma adiabdtica
hasta que regresa a su temperatura inicial. a) graficar el proceso en un
diagrama PV. Calcular: b) la cantidad de calor que se le entrego al gas
durante todo el proceso, ¢) el cambio total en la energia interna del gas,
d) el trabajo total realizado durante el proceso, €) el volumen final del
gas.
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CAPITULO 14. MECANISMOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR.

14.1 CALOR Y TEMPERATURA.

Calor y temperatura son conceptos que en el lenguaje cotidiano se confunden,
pero son diferentes. Por ejemplo la frase “uuuuftf, que hace calor” es una ex-
presion comun para referirnos al concepto de temperatura, a pesar de que
mencionamos la palabra calor.

La temperatura es una magnitud fisica que se refiere a la sensacion de frio o
caliente al tocar alguna sustancia. En cambio el calor es una transferencia de
energia de una parte a otra de un cuerpo, o entre diferentes cuerpos, producida
por una diferencia de temperatura. El calor es energia en transito; siempre flu-
ye de una zona de mayor temperatura a otra de menor temperatura, con lo que
eleva la temperatura de la zona mas fria y reduce la de la zona mas calida,
siempre que el volumen de los cuerpos se mantenga constante. La energia no
fluye desde un objeto de temperatura baja a otro de temperatura alta si no se
realiza trabajo. La materia esta formada por d&tomos o moléculas que estan en
constante movimiento, por lo tanto tienen energia de posicion o potencial y
energia de movimiento o cinética. Los continuos choques entre los 4tomos o
moléculas transforman parte de la energia cinética en calor, cambiando la
temperatura del cuerpo.

Calor.
El calor se define como la energia cinética total de todos los atomos o molé-
culas de una sustancia.

Temperatura.

La temperatura es una medida de la energia cinética promedio de los atomos
y moléculas individuales de una sustancia. Cuando se agrega calor a una sus-
tancia, sus atomos o moléculas se mueven mas rapido y su temperatura se ele-
va, 0 viceversa.

Cuando dos cuerpos que tienen distintas temperaturas se ponen en contacto
entre si, se produce una transferencia de calor desde el cuerpo de mayor tem-
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peratura al de menor temperatura. La transferencia de calor se puede realizar
por tres mecanismos fisicos: conduccion, conveccion y radiacidon, que se ilus-
tran en la figura 14.1.

Conduction

Convection

Radiation

Figura 14.1 Esquema de los mecanismos de transferencia de calor.

14.2 CONDUCCION DE CALOR.

La conduccion es el mecanismo de transferencia de calor en escala atdmica a
través de la materia por actividad molecular, por el choque de unas moléculas
con otras, donde las particulas mas energéticas le entregan energia a las menos
energéticas, produciéndose un flujo de calor desde las temperaturas mas altas
a las mas bajas. Los mejores conductores de calor son los metales. El aire es
un mal conductor del calor. Los objetos malos conductores como el aire o
plasticos se llaman aislantes.

La conduccion de calor sélo ocurre si hay diferencias de temperatura entre dos
partes del medio conductor. Para un volumen de espesor Ax, con area de sec-
cion transversal A y cuyas caras opuestas se encuentran a diferentes 7; y 75,
con T, > T}, como se muestra en la figura 14.2, se encuentra que el calor AQ
transferido en un tiempo At fluye del extremo caliente al frio. Si se llama H
(en Watts) al calor transferido por unidad de tiempo, la rapidez de transferen-
cia de calor H = AQ/At, esta dada por la ley de la conduccion de calor de
Fourier.
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g9 _ T
dt dx

(14.1)

donde k (en W/mK) se llama conductividad téermica del material, magnitud
que representa la capacidad con la cual la sustancia conduce calor y produce la
consiguiente variacion de temperatura; y d7/dx es el gradiente de temperatura.
El signo menos indica que la conduccion de calor es en la direccion decrecien-
te de la temperatura. En la tabla 14.1 se listan valores de conductividades tér-
micas para algunos materiales, los altos valores de conductividad de los meta-
les indican que son los mejores conductores del calor.

T,

S

Ax
Figura 14.2

R T,

Tabla 14.1 Algunos valores de conductividades térmicas.

Metales, a 25°C Gases, a 20°C Otros materiales
Sustancia | k (W/mK) | Sustancia | k (W/mK) Sustancia k (W/mK)
Aluminio 238 Aire 0.0234 Asbesto 0.08
Cobre 397 Helio 0.138 Concreto 0.8
Oro 314 Hidrégeno 0.172 Diamante 2300
Hierro 79.5 Nitrégeno 0.0234 Vidrio 0.84
Plomo 34.7 Oxigeno 0.0238 Hule 0.2
Plata 427 Madera 0.08a0.16
Latén 110 Corcho, 0.42
Tejido humano 0.2
Agua 0.56
Hielo 2

Si un material en forma de barra uniforme de largo L, protegida en todo su
largo por un material aislante, como se muestra en la figura 14.3, cuyos ex-
tremos de area A estan en contacto térmico con fuentes de calor a temperaturas
T,y T,> T;, cuando se alcanza el estado de equilibrio térmico, la temperatura
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a lo largo de la barra es constante. En ese caso el gradiente de temperatura es
el mismo en cualquier lugar a lo largo de la barra, y la ley de conduccion de
calor de Fourier se puede escribir en la forma:

N>
I Flujo de calor k| T

Aislante
Figura 14.3

(1, -T)

H =kA (14.2)

Ejemplo 14.1. Dos placas de espesores L; y L, y conductividades térmicas k; y
k; estan en contacto térmico, como en la figura 14.4. Las temperaturas de las
superficies exteriores son 7;y 7>, con T, > T,. Calcular la temperatura en la
interfase y la rapidez de transferencia de calor a través de las placas cuando se
ha alcanzado el estado estacionario.

L, | L

€ - - F->le - - - - >

ky | ki

-

T
Figura 14.4 Ejemplo 14.1

Solucion: si T es la temperatura en la interfase, entonces la rapidez de transfe-
rencia de calor en cada placa es:

(T-T)

Yy H,= szLz -7

1 2

H, =kA
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Cuando se alcanza el estado estacionario, estos dos valores son iguales:

(T-T) (1, -T)

H =H,=kA

=k, A

1 2

Despejando la temperatura 7

T kT.L, +k,T,L,
kL, +k,L,

Y la transferencia de calor H; o H, es:

_ AT, -T)
=
Ll/k1+L2/k2

Ejemplo 14.2 Una barra de oro esta en contacto térmico con una barra de pla-
ta, una a continuacion de la otra, ambas de la misma longitud y area transver-
sal (figura 14.5). Un extremo de la barra compuesta se mantiene a 7, =80° Cy
el extremo opuesto a 75, = 30° C. Calcular la temperatura de la uniéon cuando el
flujo de calor alcanza el estado estacionario.

T
T, kl T H k2 T,

Figura 14.5. Ejemplo 14.2

Solucion: similar al ejemplo anterior, con L; = L, = L:

(1, -7)

Horo :klAi y leata :kZA (T_T2)
L

Cuando se alcanza el estado estacionario, estos dos valores son iguales:

411



Cap. 14. Mecanismos de transferencia de calor

- (G-1)_, ,(T-T)

oro plata

= kA

—k,A

kl(Tl _T):kz(T_Tz)

Despejando la temperatura 7, con k; del oro y k; de la plata, valores obtenidos
de la tabla 14.1:

kT +kT, 314x353+427x303
k, + k, 314+ 427

T =3242K =51.2°C

14.3 CONVECCION.

La conveccion es el mecanismo de transferencia de calor por movimiento de
masa o circulacion dentro de la sustancia. Puede ser natural producida solo por
las diferencias de densidades de la materia; o forzada, cuando la materia es
obligada a moverse de un lugar a otro, por ejemplo el aire con un ventilador o
el agua con una bomba. Sélo se produce en liquidos y gases donde los 4tomos
y moléculas son libres de moverse en el medio.

En la naturaleza, la mayor parte del calor ganado por la atmosfera por conduc-
cion y radiacion cerca de la superficie, es transportado a otras capas o niveles
de la atmosfera por conveccion.

Un modelo de transferencia de calor H por conveccion, llamado ley de en-
friamiento de Newton, es el siguiente:

H=hA(T,~T) (14.3)

donde # se llama coeficiente de conveccion, en W/(m’K), A es la superficie
que entrega calor con una temperatura 7, al fluido adyacente, que se encuentra
a una temperatura 7, como se muestra en el esquema de la figura 14.6. La ta-
bla 14.2 lista algunos valores aproximados de coeficiente de conveccion 4.
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A

Figura 14.6. Proceso de conveccion.

El flujo de calor por conveccidn es positivo (H > 0) si el calor se transfiere
desde la superficie de area 4 al fluido (7, > T) y negativo si el calor se trans-
fiere desde el fluido hacia la superficie (74 < 7).

Tabla 14.2. Valores tipicos de coeficiente de conveccion.

Proceso [ h (WImK)
Conveccioén libre
Gases 2-25
Liquidos 50 - 1000
Conveccién forzada
Gases 25 - 250
Liquidos 50 - 20000

Ejemplo 14.3. El vidrio de una ventana se encuentra a 10° C y su area es 1.2
m’. Si la temperatura del aire exterior es 0° C, calcular la energia que se pierde
por conveccion cada segundo. Considerar 4 = 4 W/(m’K).

Solucién: Los datos son: Ty = 10°C = 283K, T = 0°C = 273K, A = 1.2 m°.
Usando la ley de enfriamiento de Newton:

H=hA(T,~T)

iea ¥
m

x1.2m*(283-273)K = 48W
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14.4 RADIACION.

La radiacion térmica es energia emitida por la materia que se encuentra a una
temperatura dada, se produce directamente desde la fuente hacia afuera en to-
das las direcciones. Esta energia es producida por los cambios en las configu-
raciones electronicas de los 4tomos o moléculas constitutivos y transportada
por ondas electromagnéticas o fotones, por lo recibe el nombre de radiacion
electromagnética. La masa en reposo de un foton (que significa luz) es idénti-
camente nula. Por lo tanto, atendiendo a relatividad especial, un foton viaja a
la velocidad de la luz y no se puede mantener en reposo. (La trayectoria des-
crita por un foton se llama rayo). La radiacion electromagnética es una combi-
nacion de campos eléctricos y magnéticos oscilantes y perpendiculares entre
si, que se propagan a través del espacio transportando energia de un lugar a
otro.

A diferencia de la conduccion y la conveccion, o de otros tipos de onda, como
el sonido, que necesitan un medio material para propagarse, la radiacion elec-
tromagnética es independiente de la materia para su propagacion, de hecho, la
transferencia de energia por radiacion es mas efectiva en el vacio. Sin embar-
go, la velocidad, intensidad y direccidon de su flujo de energia se ven influidos
por la presencia de materia. Asi, estas ondas pueden atravesar el espacio inter-
planetario e interestelar y llegar a la Tierra desde el Sol y las estrellas. La lon-
gitud de onda (1) y la frecuencia (v) de las ondas electromagnéticas, relacio-
nadas mediante la expresion Av = ¢, son importantes para determinar su ener-
gia, su visibilidad, su poder de penetracion y otras caracteristicas. Indepen-
dientemente de su frecuencia y longitud de onda, todas las ondas electromag-
néticas se desplazan en el vacio con una rapidez constante ¢ = 299792 km/s,
llamada velocidad de la luz.

Los fotones son emitidos o absorbidos por la materia. La longitud de onda de
la radiacion esta relacionada con la energia de los fotones, por una ecuacion
desarrollada por Planck:

E=" (14.4)

donde / se llama constante de Planck, su valor es 4 = 6,63 x 107°* Js.
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14.4.1 Espectro de radiacion.

Atendiendo a su longitud de onda, la radiacion electromagnética recibe dife-
rentes nombres, y varia desde los energéticos rayos gamma, con una longitud
de onda muy corta del orden de picometros (frecuencias muy altas) hasta las
ondas de radio con longitudes de onda muy largas del orden de kilometros
(frecuencias muy bajas), pasando por la luz visible, cuya longitud de onda esta
en el rango de las décimas de micrometro. El rango completo de longitudes de
onda es lo que se denomina el espectro electromagnético, que se muestra en la
figura 14.7. Esta variacion es porque las fuentes que producen las ondas son
completamente diferentes. El espectro electromagnético no tiene definidos
limites superior ni inferior.

La luz, llamada también luz visible o luz blanca, es uno de los componentes
del espectro electromagnético, y se define como aquella parte del espectro de
radiacion que puede percibir la sensibilidad del ojo humano. La luz visible es
un minusculo intervalo que va desde la longitud de onda correspondiente al
color violeta (aproximadamente 400 nm) hasta la longitud de onda correspon-
diente al color rojo (aproximadamente 700 nm).

1nm

Figura 14.7. Espectro electromagnético y region visible (inferior).
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Por orden creciente de longitudes de onda (o decreciente de frecuencias), el
espectro electromagnético estd compuesto por rayos gamma, rayos X duros y
blandos, radiacion ultravioleta, luz visible, rayos infrarrojos, microondas y
ondas de radio. Los rayos gamma y los rayos X duros tienen una longitud de
onda de entre 5x10° y 5x10™ micrometros (un micrémetro, simbolo pum, es
una millonésima de metro). Los rayos X blandos se superponen con la radia-
cion ultravioleta en longitudes de onda proximas a los 5x10” pm. La regién
ultravioleta, a su vez, da paso a la luz visible, que va aproximadamente desde
0.4 hasta 0.8 um. Los rayos infrarrojos se mezclan con las frecuencias de mi-
croondas, entre los 100 y 400 um. Desde esta longitud de onda hasta unos
15.000 m, el espectro esta ocupado por las diferentes ondas de radio; mas alla
de la zona de radio, el espectro entra en las bajas frecuencias, cuyas longitudes
de onda llegan a medirse en decenas de miles de kilometros.La tabla 14.3
muestra el espectro electromagnético, con sus longitudes de onda, frecuencias
y energias del foton.

Tabla 14.3. Espectro electromagnético.

Longitud de onda Frecuencia Energia (J)
Rayos gamma <10 pm >30.0 EHz >19.9 x10™°
Rayos X <10 nm >30.0 PHz >19.9 x10'®
U'tra"'or'ﬁ;a Extre- <200 nm >1.5 PHz >993 x102
U'tra"'O'ﬁga Cerca- <380 nm >789 THz >523 X102
Luz Visible <780 nm >384 THz >255 x10%*
Infrarrojo Cercano <2.5um >120 THz >79.5 x10%
Infrarrojo Medio <50 pm >6.00 THz >3.98 x10*
Infrarrojo Lejano <1mm >300 GHz >199 x10**
Microondas <30cm >1.0 GHz >1.99 x10%
Ultra Alta Frecuen- <1m >300 MHz >1.99 x107%
cia Radio
Muy Alta Frecuen- <10m >30 MHz >2.05 x107%
cia Radio
Onda Corta Radio <180 m >1.7 MHz >1.13 x10™%
Onda Media (AM) <650 m >650 kHz >4.31 x10%8
Radio
Onda Larga Radio < 10 km >30 kHz >1.98 x10%°
Muy Baja Frecuen- > 10 km <30 kHz <1.99 x10%
cia Radio
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La radiacion del Sol es emitida en todas las longitudes de onda, pero tiene un
maximo en la region de luz visible. La luz visible estd compuesta por varios
colores, que cuando se mezclan forman la luz blanca. Cada uno de los colores
tiene una longitud de onda especifica, con limites entre 0.4 y 0.7 um. Conside-
rando desde las longitudes de onda mas cortas a las mas largas, los diferentes
colores tienen los valores centrales de longitudes de onda que se indican en la
tabla 14.4. Estos colores estan dentro de un rango de longitudes de onda, por
ejemplo el violeta esta en el rango entre 0.4 y 0.45 um. Son los colores que
forman el arcoiris. En sus extremos se tienen el ultravioleta y el infrarrojo. La
mayor cantidad de energia radiante del Sol se concentra en el rango de longi-
tudes de onda del visible y visible cercano del espectro, con las siguientes
proporciones: luz visible 43%, infrarrojo cercano 49%, ultravioleta 7%, y el
1% restante en otros rangos.

Tabla 14.4 Colores del espectro visible y sus extremos.

Color A (um)
Ultravioleta <0.35

Violeta 0.4

Azul 0.45

Verde 0.5

0.55

Naranjo 0.6

Rojo 0.7
Infrarrojo >0.75

14.4.2. Penetracion de la radiacion electromagnética.

Cuando la frecuencia es inferior a la frecuencia de la radiacion ultravioleta, los
fotones no tienen suficiente energia para romper enlaces atdmicos. Se dice en-
tonces que la radiacion es radiacion no ionizante. A partir de los rayos ultra-
violeta, vienen los Rayos X y los Rayos gamma, muy energéticos y capaces de
romper moléculas, dicha radiacion se denomina radiacidon ionizante.

La radiacion electromagnética reacciona de manera desigual en funcion de su
frecuencia y del material con el que entra en contacto. El nivel de penetracion
de la radiacion electromagnética es inversamente proporcional a su frecuencia.
Cuando la radiacion electromagnética es de baja frecuencia, atraviesa limpia-
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mente las barreras a su paso. Cuando la radiacion electromagnética es de alta
frecuencia reacciona mas con los materiales que tiene a su paso. En funcion de
la frecuencia, las ondas electromagnéticas pueden no atravesar medios con-
ductores. Esta es la razon por la cual las transmisiones de radio no funcionan
bajo el mar y los teléfonos moviles se queden sin cobertura dentro de una caja
de metal. Sin embargo, como la energia ni se crea ni se destruye, sino que se
transforma, cuando una onda electromagnética choca con un conductor pue-
den suceder dos cosas. La primera es que se transformen en calor: este efecto
tiene aplicacion en los hornos de microondas. La segunda es que se reflejen en
la superficie del conductor (como en un espejo).

Hotrigdn

Fayos gamma

Ao

Papel

Fuente
radiactiva

<1

Particulas
beta

alfa

Figura 14.8. Poder de penetracion de la radiacion.

La radiacién de particulas también puede ser ionizante si tiene suficiente ener-
gia. Algunos ejemplos de radiacion de particulas son los rayos cosmicos, los
rayos alfa o los rayos beta. Los rayos cosmicos son chorros de nticleos carga-
dos positivamente, en su mayoria nucleos de hidrogeno (protones). Los rayos
cosmicos también pueden estar formados por electrones, rayos gamma, piones
y muones. Los rayos alfa son chorros de nticleos de helio positivamente car-
gados, generalmente procedentes de materiales radiactivos. Los rayos beta son
corrientes de electrones, también procedentes de fuentes radiactivas. La ra-
diacioén ionizante tiene propiedades penetrantes, importantes en el estudio y
utilizacion de materiales radiactivos. Los rayos alfa de origen natural son fre-
nados por un par de hojas de papel o unos guantes de goma. Los rayos beta
son detenidos por unos pocos centimetros de madera. Los rayos gamma y los
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rayos X, segun sus energias, exigen un blindaje grueso de material pesado
como hierro, plomo u hormigén, como se muestra en la figura 14.8. También
existe la radiacion mecdanica, que corresponde a ondas que sélo se transmiten a
través de la materia, como las ondas de sonido.

14.4.3 Leyes de radiacion.

Ley de Stefan.

Todos los objetos emiten energia radiante, cualquiera sea su temperatura, por
ejemplo el Sol, la Tierra, la atmosfera, los Polos, las personas, etc. La energia
radiada por el Sol a diario afecta nuestra existencia en diferentes formas. Esta
influye en la temperatura promedio de la tierra, las corrientes oceanicas, la
agricultura, el comportamiento de la lluvia, etc.

Considerar la transferencia de radiacion por una superficie de area A, que se
encuentra a una temperatura 7. La radiacion que emite la superficie, se produ-
ce a partir de la energia térmica de la materia limitada por la superficie. La
rapidez a la cual se libera energia se llama potencia de radiacion H, su valor es
proporcional a la cuarta potencia de la temperatura absoluta. Esto se conoce
como la ley de Stefan (Joseph Stefan, austriaco, 1835-1893), que se escribe
como:

H = ecAT" (14.5)

donde o = 5.67x10° W/m’K") se llama constante de Stefan-Boltzmann
(Ludwing Boltzmann, austriaco, 1844-1906) y ¢ es una propiedad radiativa de
la superficie llamada emisividad, sus valores varian en el rango 0 <¢ < [, es
una medida de la eficiencia con que la superficie emite energia radiante, de-
pende del material.

Un cuerpo emite energia radiante con una rapidez dada por la ecuacion 14.5,
pero al mismo tiempo absorbe radiacion; si esto no ocurriera, el cuerpo en al-
giin momento irradiaria toda su energia y su temperatura llegaria al cero abso-
luto. La energia que un cuerpo absorbe proviene de sus alrededores, los cuales
también emiten energia radiante. Si un cuerpo se encuentra a temperatura 7'y
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el ambiente a una temperatura 7,, la energia neta ganada o perdida por segun-
do como resultado de la radiacion es:

Horo = e0A(T - T,%) (14.6)

Cuando el cuerpo estd en equilibrio con los alrededores, irradia y absorbe la
misma cantidad de energia, por lo tanto su temperatura permanece constante.
Cuando el cuerpo estd mas caliente que el ambiente, irradia mas energia de la
que absorbe, y por lo tanto se enfria.

Un absorbedor perfecto se llama cuerpo negro (no significa que sea de color
negro), que se define como un objeto ideal que absorbe toda la radiacion que
llega a su superficie y su emisividad es igual a uno. No se conoce ningin obje-
to asi, aunque una superficie de negro de carbono puede llegar a absorber
aproximadamente un 97% de la radiacion incidente. El Sol, la Tierra, la nieve,
etc. bajo ciertas condiciones se comportan como un cuerpo negro. En teoria,
un cuerpo negro seria también un emisor perfecto de radiacion, y emitiria a
cualquier temperatura la maxima cantidad de energia disponible. A una tem-
peratura dada, emitiria una cantidad definida de energia en cada longitud de
onda. En contraste, un cuerpo cuya emisividad sea igual a cero, no absorbe la
energia incidente sobre el, sino que la refleja toda, es un reflector perfecto.
Los cuerpos con emisividades entre 0 y 1 se llaman cuerpos grises, son los
objetos reales. A raiz del fracaso de los intentos de calcular la radiacién de un
cuerpo negro ideal segun la fisica clésica, se desarrollaron por primera vez los
conceptos basicos de la teoria cuantica. Una buena aproximacion de un cuerpo
negro es el interior de un objeto hueco, como se muestra en la figura 14.9. La
naturaleza de la radiacion emitida por un cuerpo hueco a través de un pequeiio
agujero sélo depende de la temperatura de las paredes de la cavidad.

Figura 14.9. Representacion de un cuerpo negro.
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Ejemplo 14.4. Una carretera de superficie ennegrecida a una temperatura de
320 K recibe energia radiante del Sol por un valor de 700 W/m?®. Calcular la
radiacion neta ganada por cada m” de la superficie de la carretera.

Solucioén: la energia que emite la superficie de la carretera es:

H = goAT’
H=1x5.67x10" fV ; AB20K)" = 7 594.5K2
m-K A m

Como del Sol recibe 700 W/m?, la radiacién neta es:

Zneta =700-594.5= lOS.SK2

m

Ley de Wien.

La figura 14.10 muestra la curva tipica de la intensidad de radiacién de un
cuerpo negro en funcion de la longitud de onda de la radiacion emitida, para
diferentes valores de temperatura indicados como frio, templado y célido. De
acuerdo a la teoria cudntica, se encuentra que los cuerpos a una temperatura
determinada, emiten radiacion con un valor maximo para una longitud de onda
A dada. Al aumentar la temperatura de un cuerpo negro, la cantidad de energia
que emite se incrementa. También, al subir la temperatura, el maximo de la
distribucion de energia se desplaza hacia las longitudes de onda mas cortas. Se
encontrd que este corrimiento obedece a la siguiente relacion, llamada ley del
desplazamiento de Wien (Wilhelm Wien, aleman, 1864-1928):

Ao T = 2897 (14.7)

donde A, es la longitud de onda que corresponde al maximo de la curva de
radiacion (figura 14.10), en um, y T es la temperatura absoluta del objeto que
emite la radiacion. La ley de Wien afirma que para la radiaciéon de un cuerpo

421



Cap. 14. Mecanismos de transferencia de calor

negro la longitud de onda de maxima emision es inversamente proporcional a
la temperatura absoluta. Con esta ley se demuestra que la emision de radiacion
de la superficie terrestre tiene un méaximo en cerca de 9.9 um, que corresponde
a la region infrarroja del espectro. También muestra que la temperatura del

Sol, si el maximo de emision de radiacion solar ocurre en 0.474 um, es del
orden de 6110 K.

‘l Teotia clasica

CAlida |
\

\

Intensidad

1
\
\)
A

Templada

Frio

Longitud de onda de 12 radiacion emitida

Figura 14.10. Intensidad de radiacion de un cuerpo negro.

Ley de Planck.

Los objetos con mayor temperatura radian mas energia total por unidad de
area que los objetos mas frios. Por ejemplo el Sol con una temperatura media
de 6000 K en su superficie, emite 1.6x10° (6000/300)* veces mas energia que
la Tierra con una temperatura media en superficie de 289 K = 16° C. Por defi-
nicion, un cuerpo negro es un absorbedor perfecto. Este también emite la
maxima cantidad de energia a una temperatura dada. La cantidad de energia
emitida por un cuerpo negro estd Unicamente determinada por su temperatura
y su valor lo da la Ley de Planck. En 1900, Max Planck (alemén, 1858-1947),
descubri6 una férmula para la radiacion de cuerpo negro en todas las longitu-
des de onda. La funcién empirica propuesta por Planck afirma que la intensi-
dad de radiacion I(A,T), esto es, la energia por unidad de tiempo por unidad de
area emitida en un intervalo de longitud de onda, por un cuerpo negro a la
temperatura absoluta T, esta dada por:
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2 17-5
I(ﬂ,T)zzﬂhC A
e

kAT _q

(14.8)

donde /(A,T) es la densidad de flujo de energia por unidad de longitud de on-
da, en W/(m’um), 4 es la constante de Planck, y k es la constante de Boltz-
mann, de valor k = 1.38 x 10 J/K. El grafico de la funcién I(A,T) para dife-
rentes valores de temperatura absoluta, se muestra en la figura 14.11.

T=300K

A (em)

Figura 14.11. Gréfico de la funcion /(A,7) de la ley de Planck.
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PROBLEMAS.

El gradiente térmico de la Tierra, medido en la superficie es 30° C/km.
Suponga que este valor no cambia en todo el trayecto hasta el centro
de la Tierra. Si la temperatura en la superficie terrestre es 17° C, calcu-
lar la temperatura en el centro de la Tierra. ;Considera que es una res-
puesta razonable? Considerar el radio terrestre de 6370 km. R:
191117°C

Una barra de hierro de 60 cm de longitud y 4rea transversal de 2 cm’,
tiene un extremo a 80° C y el otro a 20° C. Calcular: a) el gradiente de
temperatura, b) la rapidez de transferencia de calor, c) su temperatura a
20 cm del extremo caliente. R: a) -100 °C/m, b) 1.6x10™ W, ¢) 60° C.

Dos barras de la misma longitud, de diferentes materiales y areas
transversales se colocan paralelas entre si. Encuentre la expresion de la
tasa del flujo de calor en términos de las conductividades térmicas y
las areas de las barras. Generalice el resultado al caso de mas de dos
barras. R: -(AT/Ax)(k;A1tk,Ay)

Un carpintero construye una pared. Hacia el exterior coloca una lamina
de madera (k =0.08 W/mK) de 2 cm de espesor y hacia el interior una
capa de espuma aislante (k = 0.01 W/mK) de 3,5 cm de espesor. La
temperatura de la superficie interior es de 19° C, y la exterior es —10°
C. Calcular: a) la temperatura en la union entre la madera y la espuma,
b) la razon de flujo de calor por m” a través de esta pared. R: a) -15.3°
C, b) -53.2 W/m”.

Una tabla de area de 2 m” y 2 de cm de espesor se usa como una barre-
ra entre un cuarto a 20° C y una regién a 50° C. Calcular el namero de
clavos de acero de 2 cm de longitud y 4 mm de didmetro que se deben
clavar sobre la tabla para que el flujo de calor a través de la tabla se
duplique. R: aprox. 160 clavos.

Un extremo de una varilla metalica aislada se mantiene a 100° C, y el
otro se mantiene a 0° C en contacto con una mezcla de hielo-agua. La
varilla tiene 40 cm de longitud y un area transversal de 0,75 cm’. El
calor conducido por la varilla funde 3 g de hielo en 5 minutos. Calcu-
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Cap. 14. Mecanismos de transferencia de calor

lar: a) el gradiente térmico a lo largo de la varilla, considerando que
este es uniforme, b) la cantidad de calor conducida por la varilla, c) la
conductividad térmica del metal. d) Si el extremo que estd a 100° C es-
ta en contacto con vapor ;qué cantidad de vapor condensa en los 5 mi-
nutos sefialados? R: a) 250 °C/m, b) 3.3 W, ¢) 173.7 W/mK, d) 0.44 g.

Una barra de hierro de 20 cm de largo con un diametro de 1 cm tiene
un extremo sumergido en una mezcla de hielo a 0° C, mientras que el
otro extremo esta en un tanque de vapor a 100° C. Suponga que a lo
largo de la barra se ha establecido un gradiente de temperatura unifor-
me. Calcular: a) la rapidez del flujo de calor a lo largo de la barra, b) la
rapidez con la que se funde el hielo en el extremo frio, c¢) la rapidez
con la que se condensa el vapor en el extremo caliente para mantener
el gradiente de temperatura uniforme, d) el gradiente de temperatura a
lo largo de la barra.

Una heladera cubica de plumavit, de 30 cm de lado y 2 cm de espesor,
tiene una temperatura interna de 5° C y externa de 25° C. Si 5kg de
hielo se funden en 8 horas, calcular la conductividad térmica del mate-
rial. R: 0.143 W/m°C.

Un tubo de vapor se cubre con material aislante de 0.5 cm de espesor y
0.2 cal/(s cm °C) de conductividad térmica. Inicialmente ;Cuanto calor
se pierde por segundo si el tubo estd a 120° C y el aire circundante a
20° C? El tubo tiene un perimetro de 20 cm y una longitud de 50 cm.
Ignore las pérdidas por los extremos del tubo. Analice la conveniencia
o no de usar la relacion dada para superficies planas. Estrictamente,
deberia usar la ecuacion diferencial para la tasa conduccidon de calor e
integrar para un conjunto de capitas superpuestas, cada una de forma
cilindrica y muy delgadita. R: 5.3x10* W

Una ventana térmica de 6 m” se construye con dos capas de vidrio, ca-
da una de 4 mm de espesor, separadas por un espacio de aire de 5 mm.
Si la parte interna estd a 25° C y la externa a 0° C, calcular la pérdida
de calor a través de la ventana.

A cierta familia le agrada tener la casa a 23° C durante el invierno,
cuando afuera hay 0° C. ;Qué temperatura interna deberian elegir si
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quisieran bajar sus gastos en combustibles en 10%? Explique clara-
mente las hipotesis que hizo. R: 20.7° C.

a) Si la temperatura promedio de la piel de algin alumno es 30° C, su-
poniendo una emisividad € = 0.97, calcular la radiacion que emite. b)
Si la temperatura promedio de las paredes de la sala donde se encuen-
tra es 15° C, calcular la radiacion que emite, considerada como cuerpo
negro. ¢) Calcular la radiacion neta para el alumno.

Una dama se encuentra en bikini en un sauna cuyas paredes estan a 85°
C y tienen una emisividad igual a 1. Su piel se encuentra a 40° C y su
emisividad es 0.8. a) ;Cuanto calor absorbe la dama por radiacion de
las paredes? b) ;Cudl es la tasa a la cual la dama irradia energia al
medio exterior? ¢) ;Cuanto sudor deberia evaporar por hora para que
su temperatura se mantenga normal y estable? (Suponga que éste es el
unico mecanismo de pérdida energia y que no estd produciendo ener-
gia por metabolismo). Considere que el calor latente del sudor, a 37°
C, es 2427 kJ/kg (compare con el del agua, tenga presente que éste Ul-
timo esta dado a 100° C).

Averiguar en algin texto de Optica, cual es la longitud de onda y la
frecuencia de la radiacion donde el ojo humano tiene la maxima sensi-
bilidad, ;y el ojo de un gato?, ;un murciélago?, ;un buiho?

Calcular la frecuencia en Hertz y la energia en J (ecuacion 14.4), para
las longitudes de onda de cada tipo de radiacion de la tabla 14.4.

La temperatura de la superficie del Sol es de unos 6000 K. Tomando el
radio del Sol igual 7x10® m, calcular la energia total irradiada por el
Sol cada dia. R: 3.7x10°" J.

La temperatura de la superficie del Sol es de unos 6000 K. a) ;Cual es
la longitud de onda en que se produce la maxima radiacion? b) ;A qué
tipo de radiacion del espectro electromagnético corresponde? c) Con-
siderando las longitudes de onda de la luz visible de la tabla 14.4, opi-
ne si desde el punto de vista fisico es una buena o mala norma pintar
los buses escolares de amarillo y los carros de bomberos de rojo. R: a)
0.474 um, b) visible.
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La superficie de la Tierra se encuentra a una temperatura cercana a 300
K. a) {Cudl es la longitud de onda en que se produce la méxima radia-
cion terrestre? b) ;A qué tipo de radiacion del espectro electromagné-
tico corresponde? R: a) 9.9 um, b) infrarroja.

El techo de una casa, construido para absorber la radiacion solar inci-
dente sobre ¢€l, tiene un area de 7 m x 10 m y una inclinacion de 30°
respecto al suelo horizontal. En el lugar, a nivel del suelo, la radiacion
solar es de 340 W/m® en promedio anual. a) Si el 20% de la energia in-
cidente se puede convertir a energia eléctrica util, ;cudntos kWh de
energia util proporciona diariamente esta fuente? Suponga que el Sol
brilla un promedio de 8 h diarias. b) ;cual es el ahorro mensual (en $)
en Chile? c¢) esta energia ;seria suficiente para abastecer una casa fa-
miliar tipica? R: a) 4.76 kWh.

Una olla de aluminio tiene una seccion transversal circular de 8 cm de
radio y 3 mm de espesor. Se coloca sobre una placa caliente y se llena
con 1 kg de agua. Si el fondo de la olla se mantiene a 101°C y la parte
interna a 100° C, calcular: a) la rapidez de transferencia de calor hacia
el agua, b) el tiempo que demora el agua en hervir. Despreciar el calor
perdido por los lados de la olla.

Usando la ley de Planck calcular la intensidad de radiacion maxima
emitida por el Sol y por la Tierra.

Suponiendo que el sol es un radiador de cuerpo negro (¢ = 1), con una
temperatura de la superficie radiante de 6000 °K, calcular su emision
de radiacién, en W/m?>.

Un cuerpo radiante con € = 0.98 y de temperatura = 30° C, aumenta a
60° C su temperatura. {En qué porcentaje aumenta su emision de ra-

ey 2
diacion, en W/m™?

Si la temperatura de un cuerpo de € = 0.8 aumenta el triple, jen qué
porcentaje aumentara su emision de radiacion, en W/m?*?
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CAPITULO 15. SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA'Y
ENTROPIA.

La primera ley de la termodinamica es la ley de conservacion de la energia
generalizada para incluir el calor como una forma de transferencia de energia.
Esta ley solo afirma que un aumento en algunas de las formas de energia debe
estar acompariado por una disminucién en alguna otra forma de la misma. La
primera ley no produce ninguna restriccion sobre los tipos de conversiones de
energia que pueden ocurrir. Ademas no hace distincion entre el trabajo y el
calor. De acuerdo con la primera ley, la energia interna de un sistema se puede
incrementar ya sea agregando calor o realizando un trabajo sobre el sistema.
Pero existe una diferencia muy importante entre el trabajo y el calor que no se
evidencia de la primera ley. Por ejemplo, es posible convertir completamente
el trabajo en calor, pero en la practica, es imposible convertir completamente
el calor en trabajo sin modificar los alrededores.

La segunda ley de la termodindmica establece cuales procesos de la naturaleza
pueden ocurrir 0 no. De todos los procesos permitidos por la primera ley, solo
ciertos tipos de conversion de energia pueden ocurrir. Los siguientes son algu-
nos procesos compatibles con la primera ley de la termodinamica, pero que se
cumplen en un orden gobernado por la segunda ley. 1) Cuando dos objetos
que estan a diferente temperatura se ponen en contacto térmico entre si, el ca-
lor fluye del objeto mas calido al mas frio, pero nunca del més frio al més cé-
lido. 2) La sal se disuelve espontdneamente en el agua, pero la extraccion de la
sal del agua requiere alguna influencia externa. 3) Cuando se deja caer una
pelota de goma al piso, rebota hasta detenerse, pero el proceso inverso nunca
ocurre. Todos estos son ejemplos de procesos irreversibles, es decir procesos
que ocurren naturalmente en una sola direccion. Ninguno de estos procesos
ocurre en el orden temporal opuesto. Si lo hicieran, violarian la segunda ley de
la termodindmica. La naturaleza unidireccional de los procesos termodinami-
cos establece una direccion del tiempo.

La segunda ley de la termodindmica, que se puede enunciar de diferentes for-
mas equivalentes, tiene muchas aplicaciones practicas. Desde el punto de vista
de la ingenieria, tal vez la méas importante es en relacion con la eficiencia limi-
tada de las maquinas térmicas. Expresada en forma simple, la segunda ley
afirma que no es posible construir una maquina capaz de convertir por com-
pleto, de manera continua, la energia térmica en otras formas de energia.
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15.1. MAQUINAS TERMICAS.
15.1.1 Maquina térmica.

Una maquina térmica es un dispositivo que convierte energia térmica en otras
formas Utiles de energia, como la energia eléctrica y/o mecénica. De manera
explicita, una maquina térmica es un dispositivo que hace que una sustancia
de trabajo recorra un proceso ciclico durante el cual 1) se absorbe calor de una
fuente a alta temperatura, 2) la maquina realiza un trabajo y 3) libera calor a
una fuente a temperatura mas baja.

Por ejemplo, en un motor de gasolina, 1) el combustible que se quema en la
camara de combustion es el depdsito de alta temperatura, 2) se realiza trabajo
mecanico sobre el piston y 3) la energia de desecho sale por el tubo de escape.
O en un proceso caracteristico para producir electricidad en una planta de po-
tencia, el carbon o algun otro tipo de combustible se quema y el calor genera-
do se usa para producir vapor de agua. El vapor se dirige hacia las aspas de
una turbina, poniéndola a girar. Posteriormente, la energia asociada a dicha
rotacion se usa para mover un generador eléctrico.

Como se menciono antes, una maquina térmica transporta alguna sustancia de
trabajo a través de un proceso ciclico, definido como aquel en el que la sus-
tancia regresa a su estado inicial. Como ejemplo de un proceso ciclico, consi-
dérese la operacion de una maquina de vapor en la cual la sustancia de trabajo
es el agua. El agua se lleva a través de un ciclo en el que primero se convierte
a vapor en una caldera y después de expande contra un piston. Después que el
vapor se condensa con agua fria, se regresa a la caldera y el proceso se repite.

En la operacion de cualquier maquina térmica, se extrae una cierta cantidad de
calor de una fuente a alta temperatura, se hace algun trabajo mecanico y se
libera otra cantidad de calor a una fuente a temperatura mas baja. Resulta util
representar en forma esquematica una maquina térmica como se muestra en la
figura 15.1. La maquina, representada por el circulo en el centro del diagrama,
absorbe cierta cantidad de calor Oc (el subindice C se refiere a caliente) toma-
do de la fuente a temperatura mas alta. Hace un trabajo W'y libera calor O (el
subindice F se refiere a frio) a la fuente de temperatura mas baja. Debido a
que la sustancia de trabajo se lleva a través de un ciclo, su energia interna ini-
cial y final es la misma, por lo que la variacion de energia interna es cero, €s
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decir AU = 0. Entonces, de la primera ley de la termodinamica se tiene que “el
trabajo neto W realizado por la maquina es igual al calor neto que fluye
hacia la misma”. De la figura 15.1, el calor neto es O,..., = Oc - Or, por lo tan-
to el trabajo es:

W = QC' QF (151)

donde Q¢ y QOr se toman como cantidades positivas. Si la sustancia de trabajo
es un gas, el trabajo neto realizado en un proceso ciclico es igual al area ence-
rrada por la curva que representa a tal proceso en el diagrama PV.

15.1.2 Eficiencia térmica.
La eficiencia térmica, e (o simplemente eficiencia), de una maquina térmica

se define como la razén entre el trabajo neto realizado y el calor absorbido
durante un ciclo, se escribe de la forma:

W _Qc=Cr 4 O (15.2)
QC QC QC

e

Se puede pensar en la eficiencia como la razon de lo que se obtiene (trabajo
mecanico) a lo que se paga por (energia). Este resultado muestra que una ma-
quina térmica tiene una eficiencia de 100% (e = 1) solo si Or = 0, es decir, si
no se libera calor a la fuente fria. En otras palabras, una maquina térmica con
una eficiencia perfecta debera convertir toda la energia caldrica absorbida O¢
en trabajo mecéanico. La segunda ley de la termodinamica, que enseguida ana-
lizamos, establece que esto es imposible.

15.2. SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA.

Existen diferentes formas de enunciar la segunda ley de la termodinamica, pe-
ro en su versién mas simple, establece que “el calor jamas fluye espontanea-
mente de un objeto frio a un objeto caliente”.
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15.2.1 Forma de Kelvin — Planck de la segunda ley de la termodinémica.

En la practica, se encuentra que todas las maquinas térmicas solo convierten
una pequena fraccion del calor absorbido en trabajo mecanico. Por ejemplo un
buen motor de un automovil tiene una eficiencia aproximada de 20% y los
motores diesel tienen una eficiencia en el rango de 35% a 40%. En base a este
hecho, el enunciado de Kelvin — Planck de la segunda ley de la termodinamica
es el siguiente:

“es imposible construir una maquina térmica que, operando en un ciclo, no
tenga otro efecto que absorber la energia térmica de una fuente y realizar la
misma cantidad de trabajo”.

Fuente calida Fuente calida Fuente calida

TC TG

Mo

Q

c
Maquina Madquina
o e

Q G
F F

Fuente fria Fuente fria Fuente fria
Te Te L

Figura 15.1 Representa-  Figura 15.2 Representacion es- Figura 15.3 Representa-
cién esquematica de una quematica de una maquina térmi-  cion esquematica de un
maquina térmica. ca imposible de construir. refrigerador.

Esto es equivalente a afirmar que “es imposible construir una maquina de mo-
vimiento perpetuo (movil perpetuo) de segunda clase”, €S decir, una maquina
que pudiera violar la segunda ley de la termodindmica. (Una méaquina de mo-
vimiento perpetuo de primera clase es aquella que puede violar la primera ley
de la termodindmica (conservacion de la energia), también es imposible cons-
truir una maquina de este tipo). La figura 15.2 es un diagrama esquematico de
una maquina térmica perfecta imposible de construir.
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Un refrigerador es una maquina térmica que opera en sentido inverso, como se
muestra de manera esquematica en la figura 15.3. La méaquina absorbe calor
Or de la fuente fria y entrega calor Q¢ a la fuente calida. Esto s6lo puede ser
posible si se hace trabajo sobre el refrigerador. De la primera ley, se ve que el
calor cedido a la fuente caliente debe ser igual a la suma del trabajo realizado
y el calor absorbido de la fuente fria. Por lo tanto, se ve que el refrigerador
transfiere calor del cuerpo mas frio a un cuerpo més calido (la cocina).

15.2.2 Enunciado de Clausius de la segunda ley de la termodinamica.

Resulta deseable construir un refrigerador que pueda realizar su proceso con el
minimo de trabajo. Si se pudiera construir uno donde el proceso de refrigera-
cion se realice sin ningdn trabajo, se tendria un refrigerador perfecto. Esto es
imposible, porque se violaria la segunda ley de la termodinamica, que es el
enunciado de Clausius de la segunda ley (Rudolf Clausius, aleman, 1822-
1888):

“es imposible construir una maquina ciclica, que no tenga otro efecto que
transferir calor continuamente de un cuerpo hacia otro, que se encuentre a
una temperatura mas elevada”.

En términos sencillos, el calor no puede fluir espontineamente de un objeto
frio a otro cdlido. Este enunciado de la segunda ley establece la direccion del
flujo de calor entre dos objetos a diferentes temperaturas. El calor solo fluira
del cuerpo maés frio al mas célido si se hace trabajo sobre el sistema.

Aparentemente los enunciados de Kelvin — Planck y de Clausius de la segunda
ley no estan relacionados, pero son equivalentes en todos sus aspectos. Se
puede demostrar (pero aqui no lo hacemos) que si un enunciado es falso, el
otro también lo es.

Ejemplo 15.1 a) Calcular la eficiencia de una maquina que usa 2000 J de calor
durante la fase de combustion y pierde 1500 J por escape y por friccion. b) Si
otra maquina tiene una eficiencia de 20% y pierde 3000 J de calor por fric-
cion, calcular el trabajo que realiza.
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Solucion: a) la eficiencia de una méaquina esta dada por la ecuacion 15.2.

e=1—%:1—@20.25 0 25%.
2000

Oc

b) usando la ecuacion 15.2 en la forma e = W :1—% se calcula Q¢ y des-

C C
pués se despeja .
Or =l-e=>Q,. = 0, _3000J =3750J
O l1-e 1-0.2
w
ezQ—:> W=eQ.=0.2x3750J =750/
C

15.3 PROCESOS REVERSIBLES E IRREVERSIBLES.

Los procesos reales se producen en una direccion preferente. Es asi como el
calor fluye en forma espontanea de un cuerpo mas calido a otro mas frio, pero
el proceso inverso solo se puede lograr con alguna influencia externa. Cuando
un blogque desliza sobre una superficie, finalmente se detendra. La energia me-
canica del bloque se transforma en energia interna del bloque y de la superfi-
cie. Estos procesos unidireccionales se llaman procesos irreversibles. En ge-
neral, un proceso es irreversible si el sistema y sus alrededores no pueden re-
gresar a su estado inicial.

Por el contrario, un proceso es reversible si su direccion puede invertirse en
cualquier punto mediante un cambio infinitesimal en las condiciones externas.
Una transformacion reversible se realiza mediante una sucesion de estados de
equilibrio del sistema con su entorno y es posible devolver al sistema y su en-
torno al estado inicial por el mismo camino. Reversibilidad y equilibrio son,
por tanto, equivalentes. Si un proceso real se produce en forma cuasiestatica,
es decir lo suficientemente lento como para que cada estado se desvié en for-
ma infinitesimal del equilibrio, se puede considerar reversible. En los procesos
reversibles, el sistema nunca se desplaza mas que diferencialmente de su equi-
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librio interno o de su equilibrio con su entorno. Si una transformacion no
cumple estas condiciones es irreversible.

En la realidad, las transformaciones reversibles no existen, ya que no es posi-
ble eliminar por completo efectos disipativos, como la friccién, que produzcan
calor o efectos que tiendan a perturbar el equilibrio, como la conduccion de
calor por diferencias de temperatura. Por lo tanto no debe sorprender que los
procesos en la naturaleza sean irreversibles. El concepto de proceso reversible
es de especial importancia para establecer el limite tedrico de la eficiencia de
las maquinas térmicas.

15.4 MAQUINA DE CARNOT.

El ciclo de Carnot (Sadi Carnot, francés, 1796 — 1832), es de gran importancia
desde el punto de vista practico como tedrico. Carnot demostré que una ma-
quina térmica que operara en un ciclo ideal reversible entre dos fuentes de ca-
lor, seria la maquina mas eficiente posible. Una maquina ideal de este tipo,
Ilamada maquina de Carnot, establece un limite superior en la eficiencia de
todas las maquinas. Esto significa que el trabajo neto realizado por una sus-
tancia de trabajo llevada a través de un ciclo de Carnot, es el maximo posible
para una cantidad dada de calor suministrado a la sustancia de trabajo. El teo-
rema de Carnot se enuncia de la siguiente forma:

“ninguna maquina térmica real que opera entre dos fuentes de calor, puede
ser més eficiente que una maquina de Carnot, operando entre las dos mis-
mas fuentes”.

Para describir el ciclo de Carnot, se debe suponer que la sustancia que trabaja
entre las temperaturas Tcy T es un gas ideal contenido en un cilindro con un
émbolo movil en un extremo. Las paredes del cilindro y del émbolo no son
conductores térmicos, por lo que no hay pérdida de calor al ambiente. El ciclo
de Carnot es un proceso ciclico reversible que utiliza un gas ideal, que consta
de dos procesos isotérmicos y de dos procesos adiabaticos, como se muestra
en la figura 15.4, donde se indican los cuatro pasos del ciclo.
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B-C
D-A - -
Expansion
Isotermica
@=0
Compresidn Expansion
. Adiabatica
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Figura 15.4 Diagrama esquematico del ciclo de Carnot.

La representacion grafica del ciclo de Carnot en un diagrama PV se muestra
en la figura 15.5, donde:

1. El proceso A-B es una expansion isotérmica a la temperatura 7, donde el
gas se pone en contacto térmico con una fuente de calor a esa 7. Durante
el proceso, el gas absorbe calor O de la fuente desde la base del cilindro y
realiza trabajo W, al subir el émbolo.

2. En el proceso B-C, la base del cilindro se reemplaza por una pared térmi-
camente no conductora y el gas se expande adiabaticamente. Durante el
proceso la temperatura baja de 7 a Ty el gas realiza trabajo W3 al elevar
el embolo.
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3. En el proceso C-D el gas se coloca en contacto térmico con una fuente de
calor a temperatura T y se comprime isotérmicamente a una temperatura
Tr. Durante el proceso, el gas libera calor Or a la fuente y el trabajo reali-
zado sobre el gas por un agente externo es Wep.

4. En el proceso final D-A, la base del cilindro se reemplaza por una pared
térmicamente no conductora y el gas se comprime adiabaticamente. La
temperatura del gas aumenta de 7 a T¢ y el trabajo realizado sobre el gas
por un agente externo es Wp,.

Figura 15.5 Diagrama PV del ciclo de Carnot.

Ejemplo 15.2. Calcular la eficiencia de una maquina térmica que opera usando
un gas ideal en un ciclo de Carnot.

Solucion: Durante la expansion isotérmica A-B en la figura 15.5, como la tem-
peratura no cambia, la energia interna permanece constante. Por la primera
ley, en este proceso el trabajo W, realizado por el gas es igual al calor absor-
bido QOc. (en este ejemplo Qc. Y Tcu representan el calor y la temperatura de
la fuente calida). Calculando el trabajo, se obtiene:

V
WAB = nRTCal In VB = QCal

A
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De la misma forma, el calor QO liberado a la fuente fria durante el proceso de
compresion isotérmica C-D es igual al valor absoluto del trabajo W¢p:

W, =nRT. InZC:QF

D

Dividiendo estas dos expresiones, se obtiene:

QF _ TF In(VC/VD)
QCaZ - TCal In(VB/VA)

Para cualquier proceso adiabatico cuasiestatico reversible, la temperatura y el
volumen se relacionan por la ecuacion 77" = constante .

Aplicando este resultado a los procesos adiabaticos B-C y D-A, se obtiene:

T, CalVB}/_l =T F ch_l

TCalVAy_l = TFVDy_l

Dividiendo estas ecuaciones, se obtiene:

y-1 y-1
VY (Ve L Ve
VA VD VA VD

Este resultado se reemplaza en la ecuacion de O=/Qc.;, al hacerlo se simplifi-
can los términos logaritmicos, resultado:

Or _Tr

QCal TCal

Ahora se puede calcular la eficiencia de la maquina térmica de Carnot:

K

e:l—&:l—

Cal TCal
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15.4.1 Eficiencia de una maquina de Carnot.

El trabajo neto realizado en el proceso ciclico reversible de Carnot es igual al
area encerrada por la trayectoria ABCDA en el diagrama PV de la figura 15.5.
Este trabajo neto es igual al calor neto transferido al sistema, O¢ — Or, ya que
el cambio de energia interna es cero. Ademas la eficiencia térmica de una ma-
quina esta dada por la ecuacion 15.2:

W0

Oc Oc
En el ejemplo 15.2 se demostro que para un ciclo de Carnot, la razén de los
calores Q/Qc es:

gF - ;F (15.3)

Por lo tanto, la eficiencia térmica ec de una maquina de Carnot, esta dada por
la expresion:

F (15.4)

€ :l—?
C

De acuerdo con este resultado, todas las maquinas de Carnot que operen en-
tre las dos mismas temperaturas de manera reversible tienen la misma efi-
ciencia. A partir del ciclo de Carnot, se tiene que la eficiencia de cualquier
maquina reversible que opere en un ciclo entre dos temperaturas, es mayor
que la eficiencia de cualquier maquina irreversible (real) que opere entre
las dos mismas temperaturas.

De acuerdo a este resultado, la eficiencia es cero si T = Tr. La eficiencia
aumenta a medida que 7r disminuye y aumenta 7. La eficiencia solo puede
ser igual a 100% si 7 = 0. No es posible tener una fuente fria con esa tempe-
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ratura, por lo que la eficiencia es siempre menor que la unidad. En la mayoria
de los casos practicos, la fuente fria se encuentra a temperatura ambiente. Por
lo tanto, se intenta aumentar la eficiencia elevando la temperatura de la fuente
calida. Todas las maquinas reales son menos eficientes que una maquina de
Carnot, ya que siempre estan presentes dificultades practicas como la friccién
y las pérdidas de calor por conduccion.

Ejemplo 15.3. Una maquina de vapor tiene una caldera que opera a 500 K. El
calor transforma el agua en vapor, el cual mueve un piston. La temperatura de
escape es la del aire exterior, de unos 300 K. Calcular la eficiencia térmica de
esta maquina de vapor.

Solucion: la eficiencia térmica maxima de una maquina que opere entre esas
dos temperaturas, es la de Carnot:

e, =117 —1-39 _¢ 4 6 40%
T 500

C

Ejemplo 15.4. La maxima eficiencia tedrica de un motor de gasolina basada en
un ciclo de Carnot, es de 30%. Si el motor libera sus gases a la atmdsfera, a
300 K, calcular la temperatura del cilindro inmediatamente después de la
combustion. Si la maqguina absorbe 850 J de calor de la fuente de calor en cada
ciclo, calcular el trabajo que puede realizar en cada ciclo.

Solucion: usando la eficiencia de Carnot para encontrar 7:

ot B g T
T, 1-e.
T, = 300 =429K
1-0.3

Para calcular el trabajo se puede usar la ecuacion:

o= W =e.0.=03x850=255]

O,
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15.5 ESCALA DE TEMPERATURA ABSOLUTA.

El ciclo de Carnot proporciona una forma de definir una escala de temperatu-
ras que sea independiente de las propiedades del material. La ecuacion 15.3
dice que la razén de los calores depende sélo de la temperatura de las dos
fuentes. La razon de las dos temperaturas, 7/T¢, se puede obtener operando
una maquina térmica reversible en un ciclo de Carnot entre esas dos tempera-
turas y midiendo los calores Ocy Or. Es posible determinar la escala de tem-
peratura con referencia a la temperatura de algan punto fijo. La escala de tem-
peratura absoluta o Kelvin, se define escogiendo 273.16 K como la temperatu-
ra absoluta del punto triple del agua.

La temperatura de cualquier sustancia, se puede obtener de la siguiente mane-
ra: 1) se hace que la sustancia recorra un ciclo de Carnot, 2) se mide el calor Q
absorbido o liberado por el sistema a cierta temperatura 7, 3) se mide el calor
Q; absorbido o liberado por el sistema cuando se encuentra a la temperatura
del punto triple del agua. De la ecuacion 15.3 y con este procedimiento, se en-
cuentra que la temperatura desconocida esta dada por:

r=27316K £ (15.5)

3

La escala de temperatura absoluta es idéntica a la escala de temperatura de un
gas ideal y es independiente de las propiedades del material de trabajo. Por lo
tanto puede aplicarse a temperaturas muy bajas. Con esta escala, se define el
cero absoluto como la temperatura de una fuente en la cual una maquina de
Carnot no liberara calor alguno.

15.6 BOMBAS DE CALOR Y REFRIGERADORES.

Una bomba de calor es un dispositivo mecanico usado en la calefaccion y re-
frigeracion de casas y edificios. En el modo de calentamiento, un fluido en
circulacion absorbe calor del exterior y lo libera en el interior de la estructura.
Por lo general, el fluido en circulacion se encuentra en la forma de vapor a ba-
ja presion en el embobinado de la unidad exterior de la estructura, donde ab-
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sorbe calor, ya sea del aire o del suelo. El gas se comprime y entra hacia la
estructura como vapor caliente a alta presion. En la unidad interior, el gas se
condensa en liquido y libera su energia interna almacenada. Cuando la bomba
de calor se usa como aire acondicionado, el ciclo anterior se opera en forma
inversa.

La figura 15.3 representa también un diagrama esquematico de una bomba de
calor, funcionando en su modo de calefaccion. La temperatura externa es T,
temperatura interna es T¢ Yy el calor absorbido por el aire en circulacion es Q.
El compresor realiza trabajo W sobre el fluido y el calor transferido de la
bomba de calor (donde dice maquina térmica en la figura 15.3) hacia el inter-
ior de la construccion es QOc.

La eficiencia de una bomba de calor se describe en términos de un nimero
Ilamado coeficiente de rendimiento, CR, que se define como la razon del calor
transferido hacia la fuente de calor y el trabajo realizado para transferir ese
calor, en la forma:

_ calor transferido Q.

CR (15.6)

trabajo realizado W

Normalmente el CR de una bomba de calor es del orden de 4, es decir, el calor
transferido hacia la casa es aproximadamente cuatro veces mayor que el traba-
jo que hace el motor en la bomba de calor. Pero a medida que disminuye la
temperatura exterior, se le hace mas dificil a la bomba extraer suficiente calor
del aire y el CR disminuye hasta valores menores que uno, y es mas pequefio
mientras menor es la temperatura exterior.

Un refrigerador trabaja en forma parecida a una bomba de calor, donde éste
enfria su interior bombeando el calor de los compartimentos para los produc-
tos hacia el aire exterior mas caliente (figura 15.3). Es un dispositivo cuya fi-
nalidad es extraer calor de una fuente fria y cederlo a una fuente caliente. Esto
se consigue si se hace trabajo para hacer circular la sustancia refrigerante. En
un sistema de refrigeracién tipico, el motor del compresor (ubicado en su parte
inferior) introduce la sustancia refrigerante, en estado gaseoso a alta presion, a
través de tubos externos ubicados en la zona posterior (condensador). El gas
cede una cantidad de calor Q¢ al ambiente, que es la fuente de alta temperatura
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y se enfria hasta licuarse. Al llegar a la parte superior, el fluido caliente ain y
a alta presion pasa a los tubos de baja presion, a través de una valvula. Estos
tubos estan en el interior. Ahi el liquido se evapora, absorbiendo del interior,
la fuente fria, una cantidad de calor Or. Luego el fluido regresa al compresor y
el ciclo se reinicia. Se extrae calor para enfriar los alimentos y compensar el
calor absorbido por las paredes o la entrada de aire ambiental cada vez que se
abre la puerta. Para especificar la calidad del refrigerador se define el coefi-
ciente de rendimiento, CR, como la razén entre el calor absorbido desde la
fuente fria y el trabajo hecho por la maquina térmica, en la forma:

calor absorbido  Q,

CR = (15.7)

trabajo realizado W

Un refrigerador eficiente es aquel que remueve la mayor cantidad de calor de
la fuente fria con la menor cantidad de trabajo. Por lo tanto, un buen refrigera-
dor debe tener un coeficiente de rendimiento alto, normalmente de 5 0 6. Un
refrigerador imposible tendria un coeficiente de rendimiento infinito.

15.7 ENTROPIA.

El concepto de temperatura esta comprendido en la ley cero de la termodina-
mica y el de energia interna en la primera ley. Tanto la temperatura como la
energia interna son funciones de estado. Es decir se pueden utilizar para des-
cribir el estado de un sistema. Otra funcion de estado, relacionada con la se-
gunda ley de la termodinamica, es la funcion entropia.

Para un proceso reversible cuasiestatico entre dos estados de equilibrio, si dQ
es el calor absorbido o liberado por el sistema durante algun intervalo pequefio
de la trayectoria, el cambio de entropia, dS, entre dos estados de equilibrio
esta dado por el calor transferido, dQ, dividido entre la temperatura absolu-
ta T del sistema, en ese intervalo. Es decir:

as = %9 (15.8)
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La unidad de medida de la entropia en el Sl es J/K. Cuando el sistema absorbe
calor, dQ es positivo y la entropia aumenta. Cuando el sistema libera calor, dQO
es negativo y la entropia disminuye. La ecuacion 15.8 no define la entropia,
sino el cambio de entropia.

Al mirar las bellezas de la naturaleza, es facil reconocer que los eventos de los
procesos naturales tienen entre si un gran factor comadn. Por ejemplo, el espa-
cio entre los arboles en un bosque es al azar. Si se encuentra un bosque donde
todos lo arboles estan igualmente espaciados, es muy probable que se conclu-
ya que el bosque fue plantado por la mano del hombre. De manera similar, las
hojas caen al suelo en forma aleatoria. Es muy poco probable encontrar hojas
que hayan caido en lineas perfectamente derechas o en montones perfectos. Se
pueden expresar estos resultados diciendo que un arreglo desordenado es mas
probable que uno ordenado, si se dejan actuar las leyes de la naturaleza sin
interferencia.

En mecénica estadistica, el comportamiento de una sustancia se describe en
términos del comportamiento estadistico de los atomos y moléculas de una
sustancia. Uno de los principales resultados de este tratamiento es que:

“los sistema aislados tienden al desorden y la entropia es una medida de ese
desorden”

Por ejemplo, si todas las moléculas de gas en el aire de una habitacion se mo-

vieran juntas en filas, este seria un estado muy ordenado, pero el mas impro-
bable. Si se pudieran ver las moléculas, se observaria que se mueven azarosa-
mente en todas las direcciones, encontrandose unas con otras, cambiando sus
velocidades después de chocar, moviéndose unas mas rapidas que otras. Este
es un estado muy desordenado y el méas probable.

Todos los estados fisicos tienden al estado mas probable y ese siempre es el
que tiende a aumentar el desorden. Debido a que la entropia es una medida del
desorden, una forma alternativa de expresar esto, y otra forma de establecer la
segunda ley de la termodinamica es:

“la entropia del Universo crece en todos los proceso naturales”.
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Para calcular el cambio de entropia en un proceso finito, se debe reconocer
que en el caso general 7' no es constante. Si dQ es el calor transferido cuando
el sistema se encuentra a una temperatura 7', entonces el cambio de entropia en
un proceso reversible cualquiera entre un estado inicial y un estado final es:

AS:jde:j‘deQ (15.9)

El cambio de entropia de un sistema para ir de un estado inicial a otro final
tiene el mismo valor para todas las trayectorias que conectan a los estados. Es
decir:

“el cambio en la entropia de un sistema s6lo depende de las propiedades de
los estados de equilibrio inicial y final™.

En el caso de un proceso reversible y adiabatico, no se transfiere calor entre el
sistema y sus alrededores, y por lo tanto, en este caso AS = 0. Como no hay
cambio en la entropia, un proceso adiabatico también se conoce como un pro-
ceso isentropico (de igual entropia).

En un ciclo de Carnot, la maquina absorbe calor Q¢ de la fuente a alta tempe-
ratura T¢ Yy libera calor Or la fuente de baja temperatura 7. Entonces, el cam-
bio total de la entropia en un ciclo es:

a5 @ O
TC TF

El signo negativo en el segundo término representa el hecho de que el calor Or

es liberado por el sistema. Como en el ejemplo 15.2 se demostré que para un
ciclo de Carnot se cumple la relacion:

O _Tr
O T,

combinando estas dos ultimas ecuaciones, se encuentra que el cambio total de
entropia para una maquina que opera en un ciclo de Carnot es cero, es decir:
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AS =0
En general, como la entropia es una funcion de estado, y sélo depende de las
propiedades de cierto estado de equilibrio, se concluye que para cualquier ci-
clo reversible, AS = 0. Otra propiedad importante de la entropia es:

“la entropia del Universo permanece constante en los procesos reversibles”.

15.7.1 Entropia en un proceso reversible de un gas ideal.

Como caso especial, se describira como calcular el cambio de entropia de un
gas ideal en un proceso reversible cuasiestatico en el cual se absorbe calor de
una fuente. En este proceso, se lleva un gas desde un estado inicial 7, V; hasta
un estado final 7;; V. De acuerdo con la primera ley:

dQ=dU +dW =dU + pdV

Como para un gas ideal, dU = nCydT'y p = nRT/V, se puede expresar el calor
transferido como:

dQ =nC,dT + nRTa;/

Ahora, dividiendo cada término entre 7, se puede escribir:

Q:nC a1 an—V

T T

Suponiendo que Cy es constante, se puede integrar la ecuacion anterior desde
estado inicial 7;, V; hasta el estado final 7;; V', se obtiene:

: T 14
AS:j‘_’dQ:ch In—_ +nRIn—L~ (15.10)
P T T Vv

1
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Esta expresion muestra que AS depende solo de los estados inicial y final y
que es independiente de la trayectoria reversible. Ademéas AS puede ser nega-
tivo o positivo dependiendo de cuando el gas absorbe o libera calor durante el
proceso. Por ultimo, para un proceso ciclico (donde 7; = T,y V,= V)) se tiene
que AS =0.

Ejemplo 15.5 Una sustancia solida con un calor latente de fusion L,se funde a
una temperatura 7,,. Calcular el cambio de entropia cuando se funden m gra-
mos de la sustancia. Hacer el calculo si se funden 0.3 kg de plomo a 327° C,
de calor de fusion 24.5 kJ/kg.

Solucion: suponer que el proceso de fusion se produce lentamente en forma
reversible. En este caso es posible considerar constante la temperatura 7,,.
Como el calor latente de fusion es Q = mL;; reemplazando en la ecuacion 15.7,
se obtiene:

as=]P= 1 Jao=2 ="

m m

Con los valores numéricos:

0.3kg x 24.5x10°J | kg
AS = ~12.257
600K Tk

15.7.2 Entropia en la conduccion de calor.

Considerar la transferencia de calor Q, desde una fuente caliente a la tempera-
tura T hacia una fuente fria que esté a la temperatura 7. Como la fuente fria
absorbe el calor Q, su entropia aumenta en O/Tx Al mismo tiempo, la fuente
caliente pierde el calor Q, y su entropia disminuye en O/T¢. El aumento en la
entropia de la fuente fria es mayor que la disminucion de la entropia en la
fuente caliente, ya que T es menor que 7. Por lo tanto, el cambio total en la
entropia del sistema es mayor que cero y su valor es:
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AS:TQ—Q>O (15.11)

Ejemplo 15.6 Una fuente fria estd a 2° C y una fuente caliente a 127° C. De-
mostrar que es imposible que una pequefia cantidad de energia caldrica, por
ejemplo de 10 J, pueda ser transferida desde la fuente fria a la fuente caliente
sin disminuir la entropia y en consecuencia violar la segunda ley de la termo-
dinamica.

Solucion: se supone que durante la transferencia de calor, las dos fuentes no
cambian su temperatura. EI cambio en la entropia de la fuente caliente es:

as, =<2 - o055k

T, 400K
La fuente fria pierde calor y su cambio de entropia es:

AS, _Q Wy osesrk
T. 275K

F
El cambio total de entropia es:
AS =ASc+ASF=0.025-0.036 =-0.011 J/K

Esto es una contradiccion al concepto de que la entropia del universo siempre
aumenta en los procesos naturales. Es decir, la transferencia espontinea de
calor de un objeto frio a un objeto caliente no puede ocurrir nunca jamas.

15.7.3 Entropia en una expansion libre.

Considerar un gas ideal en un envase aislado que ocupa inicialmente un volu-
men V; a la temperatura inicial 7;, en un espacio separado por una division
(membrana) de otra parte del mismo envase, donde hay otro espacio vacio,
como se muestra en la figura 15.6. En forma repentina se rompe la membrana,
de modo que el gas se expande irreversiblemente hacia la region vacia, hasta
ocupar un volumen fina V. Se calculara el cambio de entropia del gas.
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Es evidente que el proceso no es reversible ni cuasiestatico. El trabajo realiza-
do por el gas contra el vacio es cero y como el envase esta aislado, no hay
transferencia de calor durante la expansion, es decir W =0y Q = 0. De la
primera ley, se observa que el cambio en la energia interna es cero, por lo tan-
to U; = U. Como el gas es ideal, U depende solo de la temperatura, por lo que
se puede concluir que 7; = Tx.

Pared aislante

z{Membrana

Figura 15.6. Expansion libre de un gas dentro de un envase aislado.

Como el proceso es irreversible, no se puede usar directamente la ecuacion
15.8 para calcular el cambio de entropia. Para hacer su calculo, hay que ima-
ginar un proceso reversible entre los mismos estados inicial y final. Uno sim-
ple que se puede elegir, es una expansion isotérmica reversible en la cual el
gas empuja lentamente a un émbolo. Ya que T es constante en ese proceso, de
la ecuacion 15.9 se obtiene:

as=] P =yl e

Pero la integral de dQ es simplemente el trabajo realizado por el gas durante la
expansion isotérmica desde V; hasta V; que esta dado por la ecuacion 13.8.
Usando ese resultado, se encuentra que:

Vf
AS =nRIn" (15.12)

i
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Como V; >V, se concluye que AS es positivo y tanto la entropia como el des-
orden del gas aumentan por efecto de la expansion adiabatica. Estos resultados
tambien se pueden obtener de la ecuacion 15.10, observando que 7; = T} por
lo tanto In7;/T; =In1=0.

Ejemplo 15.7. Calcular el cambio de entropia de 2 moles de un gas ideal que
realiza una expansion libre al triple de su volumen original.

Solucion: aplicando la ecuacion 15.12, con n = 2 moles y Vy =3V,

Vf
AS =nRIn—~
v

i

_ J _102J
AS—2m0[><8.314le><ln3—18.3/K

15.7.4 Entropia en la transferencia de calor irreversible.

Una sustancia de masa m;, calor especifico ¢; y temperatura inicial 7, se pone
en contacto térmico con una segunda sustancia de masa m;,, calor especifico c;
y temperatura inicial 75, con 7, > T,. Las dos sustancias estan contenidas en
una caja aislante de tal manera que no se pierde calor hacia el ambiente. Se
permite que el sistema alcance el equilibrio térmico y se quiere calcular el
cambio de entropia del sistema. Por la conservacion de la energia, la cantidad
de calor Q; que pierde una sustancia debe ser igual al calor O, que gana la otra
sustancia, entonces:

AS = J‘TT’ dgl +'[TT2" dgz

donde 7 es la temperatura final de equilibrio del sistema, que se debe calcular.
Esta 7, se calcula sabiendo que Q; = -Q,y como por definicion Q = mcAT pa-
ra cada sustancia, se obtiene:

mcy (T, = T) = —myc, (T, —T,)
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Despejando 7 se tiene:

myc, T, + mye, T,

T, =
mc, +m,c,

Ahora, integrando la expresion de AS, se obtiene:

Tf Tf
AS =myc In— +m,c, I (15.13)
I L

En esta ecuacion, uno de los términos es positivo y el otro negativo, pero el
término positivo siempre es mayor que el término negativo, dando por resulta-
do un valor positivo de AS. Entonces la entropia siempre aumenta en los pro-
cesos irreversibles.

La ecuacién 15.13 es valida cuando las dos sustancias que se ponen en contac-
to térmico entre si, no se mezclan. Si las sustancias son liquidos y se mezclan,
el resultado sélo se aplica si los liquidos son idénticos, como en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 15.8. Un kilo de agua a 0° C se mezcla con una cantidad igual de
agua a 100° C. Después de que se alcanza el equilibrio, la mezcla tiene una
temperatura uniforme de 50° C. Calcular el cambio de entropia del sistema.

Solucidn: el cambio de entropia se puede calcular con la ecuacién 15.13, usan-
do los valores m; = m, = lkg, ¢; = c; = 4186 J/(kgK), T, = 273K, T, = 373K,
T,=323K.

I I,
AS =myc, In—=+m,c, In—=—
I 2

323 323

AS = 1kgx4186/€K|n3+1kgx4186/€K|n73
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AS = 7047/, 6027/, =102/,

El resultado de este proceso irreversible es que el aumento en la entropia del
agua fria es mayor que la disminucién de la entropia del agua caliente.

Los casos descritos muestran que el cambio en la entropia de un sistema siem-
pre es positivo para un proceso irreversible. En general, la entropia total y el
desorden siempre aumentan en los procesos irreversibles. De estas considera-
ciones, se puede enunciar la segunda ley de la termodinamica como sigue:

“la entropia total de un sistema aislado que efectia un cambio no puede
disminuir”

Ademas, si el proceso es irreversible, la entropia total de un sistema aislado
siempre aumenta. Por otra parte, en un proceso reversible, la entropia total de
un sistema aislado permanece constante. Cuando se trabaja con cuerpos inter-
actuando que no estan aislados, se debe recordar que el sistema se refiere a los
cuerpos y sus alrededores. Cuando dos sustancias interactan en un proceso
irreversible, el aumento de la entropia de una parte del sistema es mayor que
la disminucidn de la entropia de la otra parte. Por lo tanto, se puede concluir
que:

“el cambio en la entropia del Universo debe ser mayor que cero para un
proceso irreversible e igual a cero para un proceso reversible”

En el fin, la entropia del Universo debera alcanzar un valor maximo. En este
punto, el Universo se encontrara en un estado de temperatura y densidad uni-
forme. Todos los procesos fisicos, quimicos y bioldgicos terminaran, ya que
un estado de desorden perfecto significa que no hay energia disponible para
hacer trabajo. Este tenebroso estado de cosas se conoce como la “muerte del
calor” del Universo.
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PROBLEMAS.

Una maquina térmica absorbe 360 J de calor y realiza un trabajo de 25
J en cada ciclo. Calcular: a) la eficiencia de la maquina, b) el calor li-
berado en cada ciclo. R: a) 6.94%, b) 335 J.

Una méaquina térmica realiza 200 J de trabajo en cada ciclo y tiene una
eficiencia de 30%. Para cada ciclo de la operacion calcular: a) el calor
que absorbe, b) el calor que se libera.

Una méaquina térmica tiene una potencia de salida de 5 kW y una efi-
ciencia de 25%. Si la maquina libera 8000 J de calor en cada ciclo,
calcular: a) el calor absorbido en cada ciclo, b) el tiempo que tarda en
completar cada ciclo.

Una maquina térmica trabaja con una eficiencia de 32% durante el ve-
rano, cuando el agua de mar usada para enfriamiento estd a 20° C. La
planta utiliza vapor a 350° C para accionar las turbinas. Suponiendo
que la eficiencia de la planta cambia en la misma proporcion que la
eficiencia ideal ¢Cual es la eficiencia de la planta en invierno cuando
el agua de mar se encuentra a 10° C? R: 33%.

Una central eléctrica nuclear genera 1200 MW Yy tiene una eficiencia
de 30 %. Si se utilizara un rio cuyo caudal es 10° kg/s para liberar el
exceso de energia térmica, ¢en cuanto variaria la temperatura prome-
dio del rio? R: 0.95 K.

El calor absorbido por una maquina es el triple del trabajo que realiza.
a) ¢Cual es su eficiencia térmica?, b) ¢que fraccion del calor absorbido
se libera a la fuente fria? R: a) 33.3%, b) 66.7%.

Una méaquina con una eficiencia de 20% se utiliza para acelerar un tren
desde el reposo hasta 5 m/s. Se sabe que una méaquina ideal (de Car-
not) con los mismos depdsitos frios y caliente aceleraria el mismo tren
desde el reposo hasta una velocidad de 6.5 m/s empleando la misma
cantidad de combustible. Si la maquina emplea aire a 300 K como un
depdsito frio, encuentre la temperatura del vapor que sirve como depé-
sito caliente. R: 175° C.
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Una maquina absorbe 1600 J de una fuente caliente y libera 1000 J a la
fuente fria en cada ciclo. Calcular: a) la eficiencia de la maquina, b) el
trabajo que realiza en cada ciclo, ¢) la potencia de salida de la maquina
si cada ciclo dura 0.3s. R: a) 37.5%, b) 600 J, c) 2 kW.

Una maquina térmica opera entre dos fuentes a temperaturas de 20° C
y de 300° C. Calcular la maxima eficiencia de esta maquina.

La eficiencia de una maquina de Carnot es 30%. La maquina absorbe
800 J de calor por ciclo de una fuente caliente a 500 K. Calcular: a) el
calor liberado por ciclo, b) la temperatura de la fuente fria. R: a) 560 J,
b) 350 K.

Una maquina de Carnot tiene una potencia de salida de 150 kW. La
méaquina opera entre dos fuentes a temperaturas de 20° C y de 500° C.
Calcular: a) la energia caldrica que absorbe por hora, b) la energia ca-
I6rica que pierde por hora.

Se ha propuesto construir una central de energia que haga uso del gra-
diente vertical de temperatura del océano, que opere entre la tempera-
tura de la superficie, de 20° C, y otra a una profundidad de cerca de 1
km, de 5° C. a) Calcular la eficiencia de esa central. b) Si la potencia
de salida de la central es 75 MW, calcular la energia térmica gque se ex-
trae del océano por hora. ¢) De acuerdo al resultado de a), ¢piensa que
es posible esta central de energia? R: a) 5.1%, b) 5.3x10" J.

Una maquina térmica opera en un ciclo de Carnot entre 80° C y 350°
C. Absorbe 20000 J de calor de la fuente caliente por cada ciclode 1 s
de duracidn. Calcular: a) la maxima potencia de salida de esta maqui-
na, b) el calor liberado en cada ciclo.

Una de las maquinas mas eficientes que se han construido opera entre
430° C y 1870° C, con una eficiencia de 42%. Calcular: a) su eficiencia
tedrica maxima, b) su potencia de salida, si absorbe 1.4x10° J de calor
cada segundo. R: a) 67.2%, b) 58.8 kW.

Un gas ideal se lleva a traves de un ciclo de Carnot. La expansion iso-
térmica se produce a 250° C y la compresion isotérmica se produce a
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50° C. Si el gas absorbe 1200 J de calor durante la expansion isotérmi-
ca, calcular: a) el calor liberado en cada ciclo a la fuente fria, b) el tra-
bajo neto realizado por el gas en cada ciclo. R: a) 741 J, b) 459 J.

El motor de un automdvil, opera con el ciclo mostrado en la figura
15.7, llamado ciclo de Otto idealizado. En un cilindro del motor, justo
después de la combustion (estado B), el gas esta confinado a un volu-
men de 50 cm® y su presion es de 3x10° Pa. En el proceso adiabatico
BC, el émbolo se mueve hacia fuera a un volumen final de 300 cm®
mientras el gas se expande sin perder calor. En el proceso CD el vo-
lumen permanece constante y la presion desciende, de modo que en D
es la mitad que en C. El proceso DA tambien es adiabatico. Si la mez-
cla aire - gasolina pulverizada se comporta como gas ideal de ¢,=5/2R
y v = 1.4, calcular a) las siguiente razones de presion: Pg/Pa, Pc/Pg,
Po/Pc Y PalPp, b) las siguiente razones de temperatura Tg/Ta, Tc/Tg,
To/Tcy Tal/Tp, €) la eficiencia del ciclo.

P

Figura 15.7. Problema 15.16

Dos maquinas térmicas tienen eficiencias e; y e,. Las dos operan de tal
forma que el calor que libera la que tiene eficiencia e; es el calor de
entrada de la que tiene eficiencia e,. Demuestre que la eficiencia total
estd dada por e = ¢; + e, — ¢;e,.

Cierto refrigerador que tiene un coeficiente de rendimiento igual a5y
en cada ciclo absorbe 140 J de calor del deposito frio. Calcular: a) el
trabajo hecho sobre la sustancia refrigerante en cada ciclo, b) el calor
liberado hacia el deposito caliente (ambiente).
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Calcular el coeficiente de rendimiento de un refrigerador que opera
con una eficiencia de Carnot entre las temperaturas -3° Cy 27° C. R: 9.

Calcular el coeficiente de rendimiento de una bomba de calor que lleva
calor del exterior a -3° C hacia el interior de una casa a 22° C.

Calcular el trabajo que se requiere, usando un refrigerador ideal de
Carnot, para remover 1 J de energia calorica de helio a 4 K y liberarla
al medio ambiente de una habitacion a 20° C. R: 72.2 J.

Un refrigerador ideal es equivalente a una maquina de Carnot que ope-
ra a la inversa, donde el calor Qr se absorbe de una fuente fria y el ca-
lor O¢ se libera a una fuente caliente. a) Demuestre que el trabajo que

i i . T.-T
se debe realizar para que funcione el refrigerador es W = %Q :

F
b) Demuestre que el coeficiente de rendimiento del refrigerador ideal

es CR=_ '+
T

C TF

Calcular el cambio de entropia cuando un mol de plata (108 g) se fun-
de a 961° C.

Calcular el cambio de entropia cuando: a) se funde 1.5 kg de hielo a
latm, b) se condensa 1.5 kg de vapor a latm.

Una congeladora hermética tiene una temperatura inicial de 25° C y
una presion de 1 atm. El aire se enfria después hasta -18° C. Calcular el
cambio de entropia si: a) el volumen se mantiene constante, b) la pre-
sion se mantuviera en 1 atm durante todo el enfriamiento. Analizar los
resultados y comparar.

Una herradura de hierro de 0.5 kg se saca de un horno a 1000° C y se
sumerge en 4 kg de agua a 10° C. Calcular el cambio de entropia total
si no se pierde calor al ambiente. R: 735.4 J/K.

Un trozo de aluminio de 100 g a una temperatura de 125° C se coloca

en ¥ It de agua a 25° C. Calcular el aumento de entropia del sistema
cuando se alcanza el equilibrio. R: 28 J/K.
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Una avalancha de nieve con una masa de 100 kg, desliza colina abajo
una distancia vertical de 200 m. Calcular el cambio en la entropia si el
aire de la montafia estd a -3° C. R: 7260 J/K.

Calcular la disminucion en la entropia de 1 mol de helio, que se enfria
a 1 atm desde una temperatura ambiente de 293 K hasta una tempera-
tura final de 4 K (cp del helio es 21 J/mol K).

Calcular el cambio de entropia cuando 250 g de agua se calientan des-
de 20° C hasta 80° C. R: 195 J/K.

Un envase contiene 500 g de hielo a 0° C. Calcular el cambio de entro-
pia del hielo al descongelarse completamente.

Calcular el cambio de entropia cuando un mol de gas ideal monoat6-
mico se calienta cuasiestaticamente a volumen constante, de 300 K a
400 K. R: 3.6 J/K.

Calcular el cambio de entropia cuando un kg de mercurio, que esta al
inicio a -100° C se calienta lentamente hasta 100° C. El calor de fusion
del mercurio es 1.17x10* J/kg, su temperatura de fusion es -39° C y el
calor especifico es 138 J/kg °C.

Un mol de gas ideal monoatomico se lleva a través del siguiente ciclo:
una expansion isotérmica AB desde el punto A(10/¢, 5atm) hasta el
punto B(50/¢, 1atm), una compresion isobarica BC desde el punto
B(50/z, 1atm) hasta el punto C(10/z, 1latm) y un aumento de presion
isocoro CA desde el punto C(10/¢, 1atm) hasta el punto A(10/z, 5atm).
a) Dibujar el ciclo ABCA en el diagrama PV. Calcular: b) el trabajo
neto realizado por el gas, c) el calor agregado al gas, d) el calor libera-
do por el gas, e) la eficiencia del ciclo, f) el cambio de entropia del ci-
clo. R: b) 4100 J, ¢) 14200 J, d) 10100 J, e) 28.8 %.

Las superficies del Sol y de la Tierra estan aproximadamente a 5700°

Cy 20° C, respectivamente. Calcular el cambio de entropia cuando se
transfieren 1000 J de energia térmica desde el Sol a la Tierra.
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Calcular los cambios de entropia del gas para cada etapa del ciclo de la
figura 15.7 y para el ciclo completo. Analizar los resultados.

Un auto de 1500 kg que se mueve a 20 m/s choca contra una pared de
concreto. Si la temperatura del aire es 20° C, calcular el cambio de en-
tropia. R: 1020 J/K.

Un recipiente térmicamente aislado de 2 litros esta dividido en dos par-
tes iguales (figura 15.6). El lado izquierdo contiene 0.044 moles de
hidrégeno y el derecho 0.044 moles oxigeno, ambos a temperatura
ambiente y presion atmosférica. Calcular el cambio de entropia al eli-
minar la division y dejar que los gases se mezclen. R: 507 J/K.

Un recipiente térmicamente aislado, de 4.2 litros esta dividido en dos
partes, una el doble que la otra, como muestra la figura 15.8. El lado
izquierdo contiene hidrogeno y el derecho oxigeno, ambos a tempera-
tura a 0° C y presion atmosférica. Calcular el cambio de entropia al
eliminar la division y dejar que los gases se mezclen. R: 43.7 J/K.

Pared aislante

Figura 15.8. Problema 15.39

Si fluyen 3200 J de calor de una fuente de calor a 500 K a otra fuente
de 300 K, a través de una varilla de metal conductora, calcular la va-
riacion de la entropia de a) la fuente caliente, b) la fuente fria, ¢) la va-
rilla de metal, d) total.

Un bloque de 2 kg que se mueve con una rapidez inicial de 5 m/s se
desliza sobre una mesa rugosa, hasta detenerse por la friccion. Supo-
niendo que el aire y la mesa estan a la temperatura de 20° C, calcular la
variacion de la entropia. R: 0.085 J/K.
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Un bloque de hielo de 6 kg a 0° C se deja caer en un lago a 27° C. Jus-
tamente después de que se haya fundido todo el hielo y justamente an-
tes de que el agua del hielo se haya calentado, calcular la variacion de
la entropia de: a) el hielo, b) el lago, c) total. R: a) 7340 J/K, b) -6680
JIK, ¢) 660 J/K.

Una maquina térmica ciclica opera entre dos fuentes a temperaturas de
300 Ky de 500 K. En cada ciclo, la maquina absorbe 700 J de calor de
la fuente caliente y realiza un trabajo de 160 J. Calcular la variacién de
entropia en cada ciclo para: a) cada fuente, b) la maquina, c) total.

Si se mezclan 200 g de agua a 20° C con 300 g de agua a 75° C, calcu-
lar: a) la temperatura final de equilibrio de la mezcla, b) la variacion de
entropia del sistema. R: a) 53° C, b) 7.34 J/K.

Un cubo de hielo de 18 gr a 0° C se calienta hasta que se convierte en
vapor. Calcular: a) el aumento de entropia, b) la energia que se requie-
re para vaporizar el cubo de hielo.

Una maquina opera en un ciclo entre las temperaturas 100° C y 180° C
y emite 20000 J de calor por ciclo mientras realiza 1500 J de trabajo
por ciclo. Compare la eficiencia de esta maquina con la de una maqui-
na reversible que opera entre las mismas temperaturas. R: 0.4 veces su
valor.
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APENDICES.

A. ALGEBRA.

Reglas para sumar, restar, multiplicar y dividir fracciones, donde a, b, ¢ y d son cuatro
numeros:

Para multiplicar y dividir potencias, se aplican las siguientes reglas, donde n y m son
numeros y X alguna variable:

m n+m

XX =X

n
X" y
xi’“ =
Una potencia fraccionaria corresponde a una raiz:
Xl/n _ Q/;
Cualquier cantidad X" que es elevada a una potencia m, es:
(Xn )m _ xm

Algunas formulas utiles para factorizar una ecuacion son:

Cuadrado de un binomio:  (a+ b)2 =a’+2ab+b’

Diferencia de cuadrados: a’-b?= (a + b)(a - b)

La forma general de una ecuacidn cuadratica es:
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ax’ +bx+c=0

donde X es la cantidad desconocida y a, b y ¢ son factores numéricos conocidos como
coeficientes de la ecuacion; tiene dos soluciones dadas por:

_—b+-/b* —4ac

2a

X

Si b? > 4ac , las soluciones seran reales.
Logaritmos. Si la variable X se expresa como potencia de una cantidad a, de la forma
x=a’

el numero a se llama base. El logaritmo de X con respecto a la base a es igual al exponente
al cual se debe elevar la base, que se escribe como:

y =log, X
En la practica, las dos bases mas usadas son la base 10, llamada logaritmo comun, y la base

e = 2.718..., llamada logaritmo natural. Para el logaritmo comun y natural se utiliza
respectivamente las notaciones:

y=logx < x=10"

y=Inx< x=¢’
Algunas propiedades de los logaritmos son las siguientes:

log(xy) =log x + log y

log(x/y) =log X - log 'y

log(x") = n log x

logl=In1=0
Ine=1
Ine=a
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B. GEOMETRIA
La distancia d entre dos puntos cuyas coordenadas son (X;, Y;) v (X,,Y,)es:

d :\/(Xz _X1)2 +(Y, — Y1)2

Para calcular el angulo en radianes, se sabe que la longitud del arco s (Fig. B.1) es

proporcional al radio r, para el valor de # medido en radianes.

S
S=rd=0=— \

Figura B.1

La ecuacion de una linea recta (Fig. B.2) estda dada por Y =mX+Db, donde b es la
interseccion con y y m la pendiente de la recta.

La ecuacion de un circulo de radio R centrado en el origen es: x> + y2 =R?
2 2

X
+ y—z =1, donde

La ecuacion de una elipse con el origen como su centro (Fig. B3) es: —
a

a es la longitud del semieje mayor y b es la longitud del semieje menor.

¥V | wm=pendieniz=tant Y
b
o X
Figura B.2 Figura B.3
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La ecuacion de la parabola cuyo vértice estaeny = b (Fig. B4)es: y = ax’ +b.

La ecuacion de una hipérbola rectangular (Fig. B.5) es: Xy = cte

¥ y
o i
b
O X
Figura B.4 Figura B.5
Areas y volumenes.
Forma Area Volumen
Rectangulo lados ay b axb
Circunferencia de radio r ar’
1
Tridngulo base b, altura h 5 bh
Caja rectangular lados a, b, ¢ | 2(ab+bc+ca) | axbxc
Cilindro largo h, radio r 2(7? + 7rh) ar*h
. 2 4 3
Esfera radio r 47 5 ar
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C. TRIGONOMETRIA.

La parte de las matematicas que se basa en las propiedades especiales de los tridngulos
rectangulos se llama trigonometria. Por definicion, un tridngulo recto es el que contiene un
angulo de 90°. Considérese el triangulo recto de la figura C.1, donde el lado a es opuesto al
angulo 6, el lado b es adjunto al dngulo @ y el lado c es la hipotenusa del tridngulo. Las tres
funciones trigonométricas basicas definidas para tales tridngulos son las funciones seno
(sen), coseno (cos) y tangente (tan). En términos del angulo &, estas funciones se definen
por:

_ ladoopuestoa® _ a

senf - —
hipotenusa c
Qe @ c
lado adyacentea® b a
cosO = - =—
hipotenusa c p
b
tand = lado opuesto a 6 _a Figura C.1
lado adyacentea® b

El teorema de Pitagoras da la siguiente relacion entre los lados de un triangulo rectangulo:
¢’ =a’+b?
De las definiciones anteriores y el teorema de Pitdgoras, se sigue que:

send
sen’fd +cos’@=1 tanf=

cos @

Las funciones cotangente, secante y cosecante estan definidas directamente de un triangulo
recto mostrado en la figura C.1 como:

secl =
tan & cos @ send

cotl =

Algunas de las propiedades de las funciones trigonométricas son las siguientes:
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send = cos(90° - 0) sen(—f) = —send
cosd =sen(90°—-60), cos(—@)=-cosd
cotd = tan(90° — 0) tan(—¢) = —tan @

Las siguientes relaciones se aplican a cualquier triangulo, como el de la figura C.2:

a+pf+y=180°

Figura C.2

a’=b*+c? —2bccosa
Ley de los cosenos  <b* =a? +c¢? —2accos

¢’ =a’+b?—2abcosy

a b ¢
sena senf  seny

Ley de los senos {
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La tabla C.1 lista algunas identidades trigonométricas utiles.

Tabla C.1 Algunas identidades trigonométricas.

sen2@= 2 sendcosd

c0s26 = cos’f- sen’d

2tan@

tan2(9:72
l-tan~ @

0 1—-cos®@
tan— = | —— —
2 1+cosé

sen’ i = ;(l—cosﬁ)

cos’ o =l(l+c0s9)
2 2

sec’d=1 + tan’@

csc?@=1 + cot’d

sen(A+ B)=senAcos B + cos AsenB

cos(A=x B) =cos Acos B nsenAsenB

senA = senB = 2sen! (A+B)cos ! (ApB)

cos A+cosB=2cos1(A+B)cos!(A-B)

cos A—cosB=2sen!(A+B)senl(B-A)
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D. DERIVADAS E INTEGRALES.

Tabla D.1 Derivadas de algunas funciones.
Nota: Las letras a y n son constantes.

d
&(a)—o

d
dx (tan ax) = asec” ax
X

i(ax”) =nax""
dx

d
d—(cot ax) = —acsc” ax
X

d ax ax
—(e*)=ae
&)

d
—(sec X) = tan Xsec X

d .
—(sinax) =acosax
dx

d
—(cscX) = —cot Xcsc X
dx

d
—(cosax) = —asenax
dx

d a
—(Inax) = —
OIX(n )

X

i arcsen x_ xl i arccosé _omul

A e b e faox
d X a d X -a
—arctan— = ) —arccot—= )
dx a a“ +x dx a a +x

dw) _ v du [duv) _Tdu_udv

dx dx  dx dx vdx v dx

Tabla D.2 Algunas integrales indefinidas.
Nota: Las letras a, b, C y n son constantes.
Una constante arbitraria se debe sumar a cada una de estas integrales.

IdX:X J.x xziazdx=;(x2ia2)3/2

n _Xn+1 ﬁz Xzia2
oo Brrva
I%:ﬁ '[Jjﬁzarcsen;:—arccosz
I_lﬁzl .[ 2dX 5 =larctan5

X X a“+x- a a
je‘xdx =—* senaxdx = —;cos ax
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Ieaxdx e
a

1
J.cos axdx = — senax
a

ax

I xe®dx = L (ax - 1) I tan axdx = 1 In(cos ax) = ! In(sec ax)
a? a a
X a 1
Ia dx = jcot axdx = — In(senax)
loga a

jlnaxdx = XInax — X

1
'[sec axdx = —In(secax + tan ax)
a

ax =1InXx Icsc axdx = lln(csc ax —cotax)
X a
I dx lln(a+ bx) jsenzaxdx _ X _sen2ax
a -+ bx 2 4a
dx X
j P —ln(a + becx) Jcosz axdx = X 4 SEN2ax
a+be®™ a ac 2 4a
J' dx —il ﬂ’ a2-x2>0 J' dx :—lcotax
a’-x> 2a a-x sen‘ax 4
xax 1 n(a2 + Xz) I d< 1.
a’ +x’ 2 cos’ax a

1
Itanz axdx = — tan ax — X
a

1
Icotz axdx = — — cotax — X
a

J’ xdx _ az_xz ' ' /1_a2x2
> 2 Iarcsm axdx = X arcsin ax +
a“ —x a
3/2 2,2
2 2 2,2 1-a“x
IX a —X dX———(a - ) IarccosaXdX:XarccosaX—
a
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E. DATOS COMUNES EN EL SISTEMA SOLAR Y TERRESTRE.

Tabla E1. Datos del sistema solar.

Cuerpo | Masa (kg) | Radio prom. (m) | Periodo (s) | Distancia al Sol (m)
Mercurio | 3.18 x 10 2.43 x 10° 7.60 x 10° 5.79 x 10%°
Venus | 4.88x 10* 6.06 x 10° 1.94 x 10’ 1.08 x 10™
Tierra | 5.98 x 10* 6.37 x 10° 3.156 x 10’ 1.496 x 10"
Marte | 6.42 x 10% 3.37 x 10° 5.94 x 10’ 2.28 x 10"
Japiter | 1.90 x 10”' 6.99 x 10’ 3.74 x 10° 7.78 x 10"
Saturno | 5.68 x 10%° 5.85 x 10’ 9.35 x 10° 1.43 x 10*
Urano | 8.68 x10% 2.33x 10’ 2.64 x 10° 2.87 x 10%
Neptuno | 1.03 x 10%° 2.21x 10’ 5.22 x 10° 4,50 x 10"
Pluton | ~1.4 x 10% ~1.5 x 10° 7.82 x 10° 5.91 x 10*
Luna 7.36 x 10% 1.74 x 10°
Sol 1.99 x 10% 6.96 x 10°

Tabla E2. Valores de los datos fisicos comunmente utilizados.

Aceleracién debida a la gravedad ~9.80 m/s”
Rapidez de la luz ~3x 10° m/s
Presion atmosférica estandar ~1.013 x 10° Pa
Densidad del aire (20°C y 1 atm) ~1.25 kg/m®

Densidad del agua (20°C y latm)

1 x 10° kg/m®

Rapidez angular de la Tierra

7.27 x 10° rad/s

Inclinacidn eje terrestre 23.5°
Distancia promedio Tierra-Luna 3.84x10°m
Distancia promedio Tierra-Sol 1.496 x 10" m
Radio promedio de la Tierra 6.37 x 10°m

Masa de la Tierra

5.98 x 10** kg

Masa de la Luna

7.36 x 10%* kg

Masa del Sol

1.99 x 10*° kg
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F. FACTORES DE CONVERSION DE UNIDADES DE MEDIDA.

Tabla F1. Longitud.

m Cm km pulg pie mi
1 metro 1 102 107 39.37 3281 |6.214x10™
1 centimetro 102 1 107 0.3937 |3.281x107 | 6.214x10°
1 kilémetro 10° 10° 1 3.937x10% | 3.281x10° | 0.6214
1 pulgada 254x107 | 254 2.54x10° 1 8.333x107 | 1.578x107
1 pie 0.3048 30.48 | 3.048x10™ 12 1 1.894x10™
1 milla 1609 |1.609x10°] 1.609 | 6.336x10" 5280 1

Tabla F2. Masa.

Kg g slug u
1 kilogramo 1 10° 6.852x 107 | 6.024 x 10°°
1 gramo 10° 1 6.852x 107 | 6.024 x 10
1 slug (Ib/g) 14.59 1.459 x 10° 1 8.789 x 10
1 unidad de masa atémica | 1.66 x 10°7 [ 1.66 x 10™* [1.137 x 107 1

Tabla F3. Tiempo.

S Min h Dia afo
1 segundo 1 1.667 x 107 [ 2.778 x 10* | 1.157x 10” | 3.169 x 10
1 minuto 60 1 1.667 x 107 | 6.994x 10* | 1.901 x 10
1 hora 3600 60 1 4.167x 102 | 1.141x 10*
1dfa 8.64 x 10* 1440 24 1 2.738x 107
1 afio 3.156 x 107 | 5.259x 10° | 8.766 x 10° 365.2 1
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Tabla F4. Fuerza.

N dina b
1 Newton 1 10° 0.2248
1 dina 107 1 2248 x 10°°
1 libra 4.448 4448 x 10° 1
Tabla F5. Trabajo, energia y calor
J erg pie - Ib eV cal Btu kwh
1 joule 1 10 0.7376 | 6.242x10"™ | 0.2389 | 9.481x10™ | 2.778x10”
lerg 10”7 1 7.376x10" | 6.242x10"" | 2.389x10® | 9.481x10"" | 2.778x10™
lpie-lb | 1356 | 1.356x10’ 1 8.464x10"™ | 0.3239 | 1.285x10” | 3.766x10”
leV 1.6x10° ] 1.602x10 | 1.182x10°" 1 3.827x107° | 1.519x10%2 | 4.450x1072°
1 cal 4186 | 4.186x107 3.087 2.613x10" 1 3.968x10° | 1.163x10°
1 Btu 1.06x10° | 1.055x10™ | 7.779x10% | 6.585x10%" | 2.520x10? 1 2.930x10°
1 kWh 3.6x10°] 3.6x 107 | 2.655x10° | 2.247x10% | 8.601x10° | 3413x10° 1
Tabla F6. Presion.
Pa dina/cm® Atm cm Hg Ib/pulg® Ib/pie®
1 pascal 1 10 9.869x 10° | 7.501 x 10* | 1.45x 10" [ 2.089x 10
1 dina/centimetro? 10" 1 9.869 x 107 | 7.501 x 10° | 1.45x 10° | 2.089x 10°
1 atmésfera 1.013x 10° | 1.013 x 10° 1 76 14.7 2.116x 10°
1 cm de mercurio* | 1.333x10° | 1.333x 10* | 1.316 x 107 1 0.1943 27.85
1 libra/pulgada’ 6.895x 10° | 6.895x 10" | 6.805 x 10™ 5.171 1 144
1 libra/pie® 47.88 4788 x 10° | 4.725x 10" | 3.591x 10” | 6.944x 10~ 1

* A 0°C y en un lugar donde la aceleracion debida a la gravedad sea su valor estandar, 9.80665 m/s”.

472




G. LETRAS GRIEGAS.

Tabla G1. Alfabeto Griego - ALdpoaBeto I'pieyo.

Alfa o A Nu v N
Beta B B Omicron o O
Gamma y T Pi n 11
Delta d A Theta 030
Epsilon e E Rho pP
Phi (Fi) dop D Sigma c X
Eta n H Tau T T
lota v 1 Upsilon vY
Chi (Ji) y X Omega T o Q
Kappa k K Xi £ E
Lambda A A Psi vy Y
Mu uM Zeta € Z
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