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Resumen

En esta tesis estudiamos la teoría de Horndeski con torsión, el estudio de sus
ecuaciones de campo y una solución cosmológica para un caso particular de esta
teoría. Para esto, partimos con una revisión de tópicos preliminares sobre geometría,
que nos da las bases para la formación de una teoría para la gravedad. Posteriormente
damos un profundo análisis sobre la teoría de Einstein-Cartan, que corresponde a la
Relatividad General de Einstein con torsión no nula. Luego, estudiamos las posibles
formas de modificar la Relatividad General, con un enfoque en las teorías tenso-
escalares y haciendo una revisión bibliográfica sobre la teoría más general con un
campo escalar y un campo métrico que entrega ecuaciones de movimiento de segundo
orden en las derivadas de los campos, realizada por Gregory Horndeski.

Se crea un conjunto de herramientas, con el objetivo de escribir el lagrangeano de
Horndeski en el lenguaje de formas diferenciales con torsión no nula y encontrar las
ecuaciones de campo correspondientes a esta nueva teoría. Para concluir el estudio
teórico de la teoría de Horndeski con torsión, analizamos el límite en el cual, esta
nueva teoría de Horndeski en el marco de una teoría con torsión, deriva a la original.

Por último, se estudia una solución analítica para un caso particular del lagran-
geano de Horndeski con torsión. Para esto, incorporamos la métrica de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker a las ecuaciones de movimiento de este lagrangeano, y
nos enfocamos en el universo tardío, con el objetivo de describir la expansión ace-
lerada del universo en términos de un fluido efectivo dependiente de los términos
asociados a la torsión y al campo escalar.

xi





Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El estudio del comportamiento macroscópico del universo nos ha entregado una
de las teorías físicas más bellas, la Relatividad General de Albert Einstein, la cual
modela a través de la geometría la interacción gravitacional, y junto con la Teoría
Cuántica de Campo entregan las directrices para la comprensión de gran parte de el
universo a nivel tanto macroscópico como microscópico, respectivamente. A través de
la Relatividad General, podemos explicar desde el movimiento de los planetas, hasta
estructuras tan enigmáticas como los agujeros negros; o comprender la formación de
prácticamente todas las estructuras en el universo. Esta teoría nos ha mostrado la
relevancia del estudio de la geometría para comprender la naturaleza, y nos abre un
camino a nuevas formas de imaginarnos el universo.

En la naturaleza podemos observar una diversidad de interacciones a diferen-
tes escalas. Éstas corresponden a la interacción electromagnética, que afecta a las
partículas con carga eléctrica, la interacción nuclear débil y fuerte, que afecta a las
partículas subatómicas y la interacción gravitacional, que afecta a todas las partícu-
las que poseen masa y/o energía. Cabe destacar que la interacción gravitacional es
la más débil de las cuatro interacciones. Uno de los temas que ha apasionado a la
mayoría de los físicos, en la historia de la ciencia, es la unificación de diversas teorías,
y la unificación de las interacciones fundamentales no escapa de este interés. Hasta
ahora sólo se han logrado unificar las primeras dos, la electromagnética y la inter-
acción nuclear débil, en la llamada interacción electrodébil. Además, de las cuatro
interacciones fundamentales, la gravitacional se resiste fuertemente a la unificación
con las otras tres, entonces ¿por qué insistir en la gran unificación de las interaccio-
nes fundamentales? Una razón física, es que si intentamos comprender el inicio de
universo, donde las partículas poseían altas energías, se vuelve necesario entender la
interacción gravitacional a niveles microscópicos, ya que a esta escala de energía la
interacción gravitacional se vuelve significativa al igual que las restantes interaccio-
nes fundamentales. Así, un camino plausible en la búsqueda de la gran unificación,
es proponer teorías distintas a la Relatividad General, o modificaciones de ésta.

Por otra parte, las soluciones cosmológicas de una teoría, son una manera de
acercarnos a su contenido físico y a sus predicciones observacionales. La cosmología
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

estándar se encarga de ésto en el caso de la Relatividad General, y entrega un mo-
delo que describe el universo desde la primera fracción de segundo hasta la etapa
actual de una manera bastante satisfactoria. Sin embargo, siguiendo las soluciones
provenientes de la Relatividad General, debería existir una cantidad importante de
“materia oscura” en las galaxias y en los cúmulos de galaxias. Añadido a ésto, por las
observaciones astronómicas, sabemos que el universo se está expandiendo de forma
acelerada, debido a la llamada “energía oscura”, sin embargo, para que la teoría de
Einstein sea consistente con este comportamiento, es necesario incorporar un ingre-
diente a la teoría, una densidad de energía con presión negativa. Éste problema nos
lleva a buscar, nuevamente, teorías que vayan más allá de la Relatividad General.

En este sentido, es interesante y necesario indagar en nuevos modelos teóricos y
cosmológicos que involucren modificaciones a la Relatividad General. Trabajos desta-
cados en la línea de investigación teórica son, la teoría de Einstein-Cartan, propuesta
por Elie Cartan en 1922 [5–7], y las teorías tenso-escalares como Brans-Dicke de
1961 [3] y Horndeski de 1974 [28], todas teorías desarrolladas en cuatro dimensiones.
La teoría de Einstein-Cartan modifica la geometría agregando un campo independien-
te, asumiendo que la metricidad y la afinidad son conceptos independientes, dando
como resultado una teoría con torsión no nula. La geometría de la teoría de la grave-
dad de Einstein, corresponde a la Geometría Riemanniana. Uno de los fundamentos
de ésta es que la conexión afín es simétrica, lo que trae como consecuencia, una geo-
metría libre de torsión, y que el único campo independiente sea la métrica. Dado que
la geometría es la que entrega las bases para un modelo gravitatorio, el cambio de
ésta entrega un nuevo camino para explorar otras maneras de formular una teoría.
Es así como Elie Cartan, al considerar que definir una conexión afín simétrica es una
restricción innecesaria, desarrolla un nuevo modelo para la Relatividad General con
torsión no nula. Desde el punto de vista fenomenológico, en esta teoría, la torsión es
generada y percibida por fermiones [25], y sus efectos son muy débiles (ver sección 8,4
de [21]). La teoría de Brans-Dicke y la teoría de Horndeski corresponden a teorías con
un campo escalar acoplado no minimalmente a la geometría. Por una parte, la teoría
de Brans-Dicke fue la primera modificación a la gravedad de Einstein, a través de la
incorporación de un campo escalar, que considera el principio de Mach1, asumiendo
que las masas inerciales de varias partículas elementales no deberían ser constantes
fundamentales, sino que la interacción entre partículas debería ser representada por
un campo dinámico. La teoría de Horndeski es la teoría más general en cuatro di-
mensiones con un campo escalar acoplado no minimalmente, que entrega ecuaciones
de campo de segundo orden en las derivadas de los campos fundamentales. Por otra
parte, en 2009 se desarrolla la teoría de Galileones [41], que corresponde a la teoría
más general en cuatro dimensiones, para un campo escalar en el espacio plano, que
tiene ecuaciones de campo que son polinomiales en las derivadas de segundo orden
del campo y no contiene derivadas de menor o mayor orden a 2 de éste. El mismo año
se generaliza esta teoría [14, 15], desarrollándola en un espacio curvo. En 2011 [33],
se demuestra que la teoría generalizada de Galileones es equivalente a la teoría de
Horndeski, este trabajo impulsó el estudio de esta última. También en 2011, los auto-
res buscan un mecanismo de autoajuste para solucionar el problema de la constante

1Ernst Mach (1838-1916) postula que las masas de todas las partículas del universo influyen en
el movimiento, o inercia, de un objeto.



1.2. PLAN DE TRABAJO 3

cosmológica2, a partir de la teoría de Horndeski [8]. Por último, en [52], los autores
estudian las consecuencias de incluir en la acción de Einstein Hilbert con constante
cosmológica, el término de Gauss-Bonnet acoplado a un campo escalar, consiguiendo
ecuaciones de campo con torsión explícita.

En el terreno de la cosmología, se ha indagado en las consecuencias que trae, por
ejemplo, la incorporación de la torsión o de un campo escalar a la gravedad. En el
caso de la torsión, en [44,45] se incorpora un fluido fermiónico al contenido de mate-
ria, obteniendo un modelo cosmológico donde la torsión genera expansión acelerada
en el universo temprano. En el caso del campo escalar, la cosmología para las teorías
tenso-escalares, ha sido ampliamente estudiada. La primera solución cosmológica, fue
entregada por Dicke en 1968 [17], donde estudia el universo temprano, específica-
mente la formación de elementos primordiales. Un trabajo inspirado en la teoría de
Brans-Dicke, es el realizado por La y Steinhardt en 1989 [35], el cual está basado
en la teoría de Brans-Dicke, e intenta solucionar el problema de salida exitosa de la
inflación antigua, sin embargo, para que esto suceda es necesario que el parámetro de
Brans-Dicke sea pequeño, lo que se contradice con los rangos de consistencia obser-
vacional. También se ha estudiado la aceleración tardía del universo con geometría
plana, a través de un campo escalar acoplado no minimalemente tipo Brans-Dicke
con un potencial tipo V (φ) = φ4 +µ2 (t)φ2 [48]. Por último, tenemos los trabajos en
cosmología que se han realizado, inspirados en la teoría de Horndeski. Al demostrar
que la teoría de Horndeski es equivalente a la teoría de Galileones generalizada, se
encuentra que la teoría de Horndeski provee un buen modelo de inflación. A partir
de ésto, la teoría de Horndeski concitó gran interés, lo que ha generado numerosos
trabajos abarcando distintos temas en Cosmología. Por ejemplo, en [12] se buscan las
condiciones en la teoría de Horndeski para evitar problemas que surgen de las pertur-
baciones escalares en presencia de dos fluidos perfectos en el marco de la geometría
plana de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker.

1.2. Plan de trabajo

Los capítulo 2, 3 y la primera parte del 4, están dedicados a entregar una marco
teórico a la investigación realizada en esta tesis. En el segundo capítulo se estudian las
bases matemáticas de la Relatividad General de Einstein y de la teoría de Einstein-
Cartan, es decir, tópicos de geometría diferencial, tanto para tensores como en el
lenguaje de formas diferenciales, definiendo conceptos fundamentales como metrici-
dad y afinidad, desde el punto de vista de la geometría Riemanniana y la geometría
de Cartan. En el tercer capítulo, estudiamos la acción de la teoría de Einstein-Cartan
y sus ecuaciones de movimiento. Además, se realiza un análisis sobre las caracte-
rísticas del lagrangeano de esta teoría, y las principales diferencias que tiene con la
Relatividad General, entregando un primer acercamiento a las teorías de gravedad
modificada. Luego, presentamos en el cuarto capítulo un estudio sobre las formas
posibles de modificar la Relatividad General, enfocadas en las teorías tenso-escalares.

2La constante cosmológica modela la energía del vacío. Una manera de encontrar el esta energía
es midiendo la energía del punto cero (energía más baja que un sistema mecánico cuántico puede
poseer) de todos los campos de la naturaleza. Sin embargo, este método da un valor alrededor de
120 órdenes de magnitud más que el límite superior de Λ, según las observaciones cosmológicas.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

A partir de la segunda parte del cuarto capítulo, se realiza el trabajo investigativo
de esta tesis. El objetivo principal de ésta es estudiar la teoría de Horndeski en el
marco de una geometría con torsión no nula. Para esto, se estudian los aspectos
necesarios para encontrar el lagrangeano de Horndeski con torsión no nula y sus
ecuaciones de movimiento. En el final del capítulo, estudiamos el límite en el cual,
esta nueva teoría de Horndeski en el marco de una teoría con torsión, deriva a la
original.

Por último, en el capítulo quinto, se estudia una solución analítica para un caso
particular del lagrangeano de Horndeski con torsión. Para esto, incorporamos la mé-
trica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker a las ecuaciones de movimiento de
este lagrangeano, y nos enfocamos en el universo tardío, con el objetivo de describir
la expansión acelerada del universo en términos de un fluido efectivo dependiente de
los términos asociados a la torsión y al campo escalar.



Capítulo 2

Preliminares matemáticos

2.1. Preliminares Geométricos

En esta sección estudiaremos algunas definiciones sobre geometría diferencial,
necesarios para el desarrollo de los siguientes capítulos como por ejemplo, variedad,
carta local, atlas, espacio tangente y cotangente y formas diferenciales. Para más
detalles el lector puede dirigirse a [1, 30,38,49].

2.1.1. Variedades

Definición 2.1.1. Una variedad topológica M de dimensión d, es una espacio topo-
lógico Hausdorff segundo contable (que su topología tiene una base numerable) tal
que cada punto deM tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de Rd.

Definición 2.1.2. Una carta local en M es un par (U,ϕ) donde U es un conjunto
abierto deM y ϕ es un homeomorfismo de U sobre un abierto de Rd. Una colección
(Ui, ϕi)i∈I de cartas locales tal que

⋃
i∈I Ui =M es llamada atlas. Las coordenadas

de p ∈ U , aplicada a ϕ , son las coordenadas del punto ϕ(p) de Rn.

Definición 2.1.3.

1. Un atlas de clase C∞ en M es un atlas para el que todas sus funciones de
transición son C∞. Es decir, si (Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ) son dos cartas locales tal que
Uα∩Uβ 6= ∅, entonces la aplicación ϕα ◦ϕ−1

β de ϕβ(Uα∩Uβ) sobre ϕβ(Uα∩Uβ)
es un difeomorfismo de clase C∞.

2. Dos atlas de clase C∞ enM (Ui, ϕi)i∈I y (Wα, ϕα)α∈Λ se dicen equivalentes si
su unión es un atlas de clase C∞. Una variedad diferenciable de clase C∞ es
una variedad junto con una clase de equivalencia de atlas C∞.

Definición 2.1.4. Sea M una variedad diferenciable d−dimensional, y sea N una
variedad diferenciable n−dimensional, además, sea F : M −→ N una aplicación
dada. F se dice diferenciable, si para todas las cartas ϕ : U −→ Rm, ψ : V −→ Rn
con F (U) ⊂ V la composición ψ ◦ F ◦ ϕ−1 es también difereciable (C∞).

Un difeomorfismo F :M −→ N es una biyección que es diferenciable en las dos
direcciones. En este caso diremos queM y N son difeomórficas(difeomorfas).

5



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

2.1.2. Espacio tangente y cotangente

Definición 2.1.5.

1. Una curva sobre una variedad M es una aplicación suave (i.e., C∞) σ desde
algún intervalo (−ε, ε) ⊂ R aM.

2. Dos curvas σ1 y σ2 son tangentes en un punto p enM si

a) σ1 (0) = σ2 (0) = p;

b) en algún sistema coordenado
(
x1, x2, . . . , xm

)
alrededor del punto p, ambas

curvas son “tangentes” en el sentido usual de curvas en Rm:

dxi

dt
(σ1 (t))

∣∣∣∣
t=0

=
dxi

dt
(σ2 (t))

∣∣∣∣
t=0

para i = 1, 2, . . . ,m.

Definición 2.1.6.

1. Un vector tangente en p ∈ M es una clase de equivalencia de curvas en M
donde la relación de equivalencia entre dos curvas es que son tangentes en el
punto p. La clase de equivalencia de una curva particular σ es denotado por [σ].

2. El espacio tangente TpM deM en un punto p ∈M es el conjunto de todos los
vectores tangentes en el punto p.

3. El fibrado tangente TM es definido como TM :=
⋃
p∈M TpM.

Una definición equivalente de espacio tangente, es una definición algebraica, la
cual nos permitirá obtener de forma clara las bases del espacio tangente. Antes de
dar dicha definición necesitamos algunas definiciones previas.

Definición 2.1.7. SeaM una variedad diferenciable n dimensional, para cualquier
p ∈ M, una función definida localmente en p es un par, (U, f), donde U es un
subconjunto abierto de M que contiene a p y f una función definida en U . Dos
funciones diferenciables definidas localmente, (U, f) y (V, g), en p son equivalentes si
y sólo si existe algún subconjunto, W ⊆ U ∩ V donde f y g coinciden.

Las clases de equivalencias de una función definida localmente en p es llamada
germen en p y la denotaremos por Fp(M). Fp(M) es un espacio vectorial real.

Definición 2.1.8. SeaM una variedad diferenciable n dimensional, para cualquier
p ∈M, una derivación en p es un funcional lineal X sobre Fp(M), tal que

X(fg) = f(p)X(g) + g(p)X(f),

para todo f, g ∈ Fp(M). Esta última propiedad se denomina propiedad de Leibnitz.

Definición 2.1.9. (Definición algebraica) Un vector tangente X en p es una deriva-
ción en p. El espacio tangente TpM deM en p es definido como el conjunto de todos
los vectores tangentes en el punto p.
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Definición 2.1.10. Un campo vectorial diferenciable X en un variedad diferenciable
es una asociación M 3 p 7−→ Xp ∈ TpM tal que toda carta ϕ : U −→ V con
coordendas x1, . . . , xn, los coeficientes ξi : U −→ R en la representación (válida en
un punto)

Xp = ξi(p)
∂

∂xi

∣∣∣
p

son funciones diferenciables.

Lema 2.1.1. Si X es un vector tangente y f es una función constante entonces
X(f) = 0.

Teorema 2.1.1. El espacio tangente (algebraico) en p en una variedad suave d−
dimensionalM es un R-espacio vectorial n dimensional y en cualquier sistema coor-
denada x1, . . . , xd en una carta local es generado por

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xd

∣∣∣∣
p

donde
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

:=
∂
(
f ◦ ϕ−1

)
∂ui

∣∣∣∣∣
ϕ(p)

.

Para todo vector tangente X en un punto p se tiene

X = X(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Definición 2.1.11. Si un espacio vectorial real V tienen dimensión finita n, y si
{e1, e2, . . . , en} es una base para V , la base dual para el espacio vectorial V ∗ es el
conjunto de vectores

{
f1, f2, . . . , fn

}
en V ∗ que son determinados únicamente por el

requerimiento
f i (ej) = δij ,

para todo i, j ∈ {1, . . . , n}.

Definición 2.1.12.

1. Un vector cotangente en un punto p en una variedadM es una aplicación lineal
real k de TpM a R.

2. El espacio cotangente en p ∈ M es el conjunto T ∗pM de todas las aplicaciones
lineales anteriormente definidas, i.e., es el dual del espacio vectorial TpM. De
la definición anterior se desprende que (i) este espacio dual es en sí mismo un
espacio vectorial; y (ii) dimT ∗pM = dimTpM [= dimM]

3. El fibrado cotangente T ∗M es el conjunto de todos los vectores cotangenes en
todos los puntos enM, es decir, T ∗M :=

⋃
p∈M T ∗pM.

Observación 2.1.1. Por el Teorema 2.1.1 y la Definición 2.1.11 se puede definir la
base inducida en el espacio cotangente T ∗pM como

dx1
∣∣
p
, dx2

∣∣
p
, . . . dxd

∣∣∣
p
. (2.1.1)
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2.1.3. n−forma

Definición 2.1.13. Un tensor de tipo (r, s) en un punto p ∈ M es un elemento del
espacio producto tensorial

T r,sp M :=
[ r
⊗TpM

]
⊗
[ s
⊗T ∗pM

]
.

Observación 2.1.2.

1.
r
⊗V denota el espacio vectorial formado tomando el producto tensorial de V
consigo mismo r−veces.

2. Casos espaciales de tensores de tipo (r, s) incluye:

a) T 0,1
p M = T ∗pM.

b) T 1,0
p M =

(
T ∗pM

)∗ ∼= TpM.

c) T r,0p M es llamado el espacio de tensores r−contravariantes.
d) T 0,s

p M es llamado el espacio de tensores s−covariantes.

3. Del Teorema 2.1.1 y de la Observación 2.1.1 podemos definir una base para
T r,sp M con respecto a un sistema local de coordenadas como el conjunto de
todos los vectores de la forma

∂

∂xµ1

∣∣∣∣
p

⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµr

∣∣∣∣
p

⊗ dxν1 |p ⊗ · · · ⊗ dxνs |p .

Definición 2.1.14. Sea α ∈ T r,sp M y α′ ∈ T r
′,s′

p M, entonces α ⊗ α′ ∈ T r+r
′,s+s′

p M
se define la aplicación multilineal

α⊗ α′ (k1, . . . , kr+r′ ; v1, . . . , vs+s′) :=

α (k1, . . . , kr; v1, . . . , vs)α
′ (kr+1, . . . , kr+r′ ; vs+1, . . . , vs+s′)

como el producto tensorial. Donde v ∈ V y k ∈ V ∗.

Observación 2.1.3. La expansión de los coeficientes αµ1...µrν1...νs de α ∈ T
r,s
p M con

respecto a estas bases es

αµ1...µrν1...νs = α

(
dxµ1 |p , . . . , dx

µs |p ;
∂

∂xν1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xνr

∣∣∣∣
p

)
en que α ∈ T r,sp M es visto como una aplicación multilineal desde el producto de T ∗pM
r−veces y TpM s−veces.

Definición 2.1.15. La derivada de Lie de un tensor tipo (r, s), Tµ1...µrν1...νs , a lo
largo de un campo vectorial ξ es el tensor dado por

£ξT
µ1...µr

ν1...νs = ξλ∂λT
µ1...µr

ν1...νs −
m∑
i=1

∂λξ
µ1Tµ1...µi−1λµi+1···µr

ν1...νs

+
n∑
j=1

∂νjξ
λTµ1...µrν1...νj−1λνj+1···νs . (2.1.2)
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Proposición 2.1.1. Para a, b ∈ R y X,Y ∈ T r,sp M, la derivada de Lie cumple las
siguientes propiedades:

1. Es covariante, es decir, £ξT
µ1...µr

ν1...νs transforma como tensor.

2. Es lineal, esdecir,
£ξ (aX + bY ) = a£ξX + b£ξY.

3. Satisface la regla de Leibniz

£ξ (X ⊗ Y ) = £ξX ⊗ Y +X ⊗£ξY.

4. Para un campo escalar Φ (x), la derivada de Lie se reduce a la derivada direc-
cional estándar,

£ξΦ = ξλ∂λΦ,

y para vectores se tiene que

£ ~X
~Y =

[
~X, ~Y

]
,

con
[
~X, ~Y

]
= ~X · ~Y − ~Y · ~X.

Definición 2.1.16.

1. Una n − forma es un campo tensorial ω de tipo (0, n) que es totalmente
antisimétrico en el sentido que, para cualquier permutación P de los índices
1, 2, . . . , n,

ω (X1, X2, . . . , Xn) = (−1)deg(P ) ω
(
XP (1), XP (2), . . . , XP (n)

)
donde X1, X2, . . . , Xn con campos vectoriales arbitrarios sobreM y deg (P ) es
el grado de permutación P , i.e., +1 si P es par y −1 si P es impar. Escribiremos
el conjunto de todas las n-formas sobreM como An (M).

2. Si ω1 ∈ An1 (M) y ω2 ∈ An2 (M), el producto cuña, o producto exterior, de ω1

y ω2 es la (n1 + n2)−forma ω1 ∧ ω2 definida por

ω1 ∧ ω2 :=
1

n1!n2!

∑
PermsP

(−1)deg(P ) (ω1 ⊗ ω2)P .

Teorema 2.1.2. Un conjunto base para las n-formas evaluadas en un punto p ∈M
es el conjunto de todos los vectores de la forma

dxµ1 |p ∧ dx
µ2 |p ∧ · · · ∧ dx

µn |p .

En términos de la base anterior, una n−forma diferencial se escribe como

ω =
1

n!
ωµ1...µndx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµn .
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Proposición 2.1.2. Sean las formas ω ∈ An (M), η ∈ Am (M) y θ ∈ Al (M),
algunas propiedades del producto exterior son:

1. (ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η,

2. ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2,

3. aω ∧ η = ω ∧ aη = a (ω ∧ η),

4. ω ∧ η = (−1)nm η ∧ ω,

5. (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ).

Definición 2.1.17. La derivada exterior es el operador d : An (M) −→ An+1 (M)
tal que para las formas ω ∈ An (M) y η ∈ Am (M) se cumple:

1. d (ω + η) = dω + dη,

2. d (ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)n ω ∧ dη,

3. d2 = 0,

4. Si ω = 1
n!ωµ1...µndx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµn , entonces

dω =
1

(n+ 1)!
∂νωµ1...µndx

ν ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµn . (2.1.3)

Observación 2.1.4. Se puede demostrar la existencia y unicidad del operador ante-
riormente definido, para ver esto consulte [51].

2.2. Geometría de Riemann para la Relatividad General

Para estudiar la Relatividad General es necesario analizar el espaciotiempo como
una variedad diferenciable. Si en esta queremos medir longitudes y tener una noción
de paralelismo, necesitamos introducir dos conceptos: metricidad y afinidad.

2.2.1. Estructura métrica

La Relatividad General de Einstein requiere de la definición de la geometría
pseudo-Riemanniana y en particular aquella que se aproxima localmente al espacio
de Minkowski.

Definición 2.2.1. (Métrica Riemanniana) Una métrica Riemanniana g enM es una
asociación p 7−→ gp ∈ L2(TpM,R), con L2(TpM,R) = {α : TpM × TpM −→ R/α es
una forma bilineal}, tal que las siguientes condiciones son satisfechas:

1. gp(X,Y ) = gp(Y,X) para todo X,Y (simetría).

2. gp(X,X) > 0 para todo X 6= 0 (definida positiva).
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3. Los coeficientes gµν en toda representación local (es decir, en toda carta)

gp = gµν(p) dxµ|p ⊗ dxν |p

son funciones diferenciables.

El par (M, g) es llamada una variedad de Riemann. También nos refiriremos a la mé-
trica Riemanniana como el tensor métrico. En coordenadas locales el tensor métrico
es dado por la matriz de funciones (gµν).

Observación 2.2.1. Según la Definición 2.1.13 la métrica Riemanniana corresponde
a un tensor de tipo (0, 2).

Definición 2.2.2. g es una métrica pseudo-Riemanniana si cumple 1 y 3 pero no 2
en la Definición 2.2.1, y en su lugar satisface que, para cada p ∈ M y gp(X,Y ) = 0
para todo Y ∈ TpM, entonces X = 0 (métrica no degenerada).

Para ver la demostración del siguiente teorema, el lector puede consultar [34].

Teorema 2.2.1. Si M es una variedad suave, entonces existe una métrica rieman-
niana sobre M .

Para toda variedad pseudo-Riemanniana d-dimensional M todos los objetos re-
levantes de la variedad, como distancia, área o ángulos, están definidos a través del
tensor métrico, gµν(x),

gµν = 〈∂µ|∂ν〉 . (2.2.1)

Este tensor, por ejemplo, provee la noción de distancia entre puntos cercanos, con
coordenadas xµ y xµ + dxµ, por medio de

g = gµνdx
µ ⊗ dxν ,

también denotada en la literatura como

ds2 = gµνdx
µ ⊗ dxν . (2.2.2)

La metricidad se refiere a mediciones de longitudes, ángulos o volúmenes que
son definidos localmente en el espaciotiempo. La afinidad, en cambio se refiere a las
propiedades que permanecen invariantes bajo traslaciones, como el paralelismo.

Geométricamente, estas dos nociones son lógicamente independientes. Sin em-
bargo, Einstein, al construir su teoría considera a la métrica como su único campo
independiente. Para esto, como veremos a continuación, restringe la geometría, es
decir, impone una hipótesis sobre la geometría.

2.2.2. Estructura afín

En geometría, la noción de una conexión, introduce la idea de transporte consis-
tente y paralelo de información a lo largo de una curva o familia de curvas. En este
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contexto, la conexión que necesitaremos definir es la conexión afín, que entrega un
método para transportar de forma paralela vectores tangentes sobre una variedad di-
ferenciable desde un punto a otro a lo largo de una curva. Típicamente, una conexión
afín se obtiene al definir una derivada covariante, que da un sentido a la derivada
direccional de campos vectoriales.

A modo de motivación, consideraremos un campo vectorial con componentes
V µ
(
xλ
)
en el punto con coordenadas xλ. A partir de esto definimos el vector V µ

||

(
xλ + εξλ

)
como el “transporte paralelo” del vector V µ

(
xλ + εξλ

)
desde el punto xλ + εξλ a xλ

si sus componentes están relacionadas por

V µ
||

(
xλ + εξλ

)
= V µ

(
xλ + εξλ

)
+ εΓλµνξ

µV ν (xρ) , (2.2.3)

donde los coeficientes Γλµν(x) entregan el concepto de paralelismo. Esto nos permite
definir la derivada covariente de V λ, ∇µV λ como

ξµ∇µV λ = ĺım
ε→0

V λ (xρ + εξρ)− V λ (xρ) + εΓλµνξ
µV ν (xρ)

ε
,

= ξµ
(
∂µV

λ + ΓλµνV
ν
)
.

Donde definiremos,

−→
∇V =

(
∂µV

λ + ΓλµνV
ν
)
dxµ ⊗ ∂λ, (2.2.4)

como la derivada covariante de un vector.
Algo importante que se debe tener en cuenta es cómo transforman los coeficientes

Γλµν(x) para que la derivada covariante sea un tensor bien definido.

Teorema 2.2.2. Sea Γλµν una familia de funciones. Para que la operación de diferen-
ciación covariante definida en términos de esta familia sea una operación tensorial,
es necesario que bajo cambio arbitrario de coordenadas xµ = xµ

(
x1′ , ..., xd

′
)
, Γλµν

transforme bajo la regla

Γλ
′
µ′ν′ = Γλµν

∂xλ
′

∂xλ
∂xµ

∂xµ′
∂xν

∂xν′
+
∂xλ

′

∂xλ
∂2xλ

∂xµ′∂xν′
. (2.2.5)

Esta familia de funciones se define como conexión afín.
Usando la definición de derivada covariante obtenemos

[∇µ,∇ν ]V ρ =
(
∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ

)
V σ −

(
Γλµν − Γλνµ

)
∇λV ρ.

De donde, se puede identificar el tensor de curvatura de Riemann Rρσµν y el
tensor torsión T λµν como,

Rρσµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ, (2.2.6)

T λµν = Γλµν − Γλνµ. (2.2.7)
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Notemos que estos tensores son antisimétricos en los índices µ y ν, es decir,

Rρσµν = Rρσ[µν],

T λµν = T λ[µν].

Ahora definiremos la conexión afín utilizada en la Relatividad General estándar.
Para tal fin debemos imponer algunas condiciones sobre Γλµν .

Definición 2.2.3. Una conexión Γλµν se dice compatible con la métrica gµν si la
derivada covariante del tensor métrico (gµν) es idénticamente cero, es decir,

∇µgρσ = ∂µgρσ − Γλµρgλσ − Γλµσgρλ := 0.

Definición 2.2.4. Una conexión Γ̊λµν se dice simétrica o libre de torsión si el tensor
torsión T λµν = T λ[µν] es idénticamente cero, es decir si Γ̊λµν = Γ̊λνµ.

A partir de las Definiciones 2.2.3 y 2.2.4 se demuestra el siguiente teorema. Para
ver una demostración completa, el lector puede consultar [34].

Teorema 2.2.3. Si la métrica es no degenerada (g = det (gµν) 6= 0) en la región que
estamos considerando, entonces existe una única conexión simétrica que es compatible
con la métrica. Esta única conexión es dada en cualquier sistema de coordenadas
xµ = xµ

(
x1, ..., xd

)
por la fórmula de Christoffel:

Γ̊λµν =
1

2
gλσ

(
∂gσν
∂xµ

+
∂gµσ
∂xν

− ∂gµν
∂xσ

)
. (2.2.8)

Se puede observar en (2.2.8) que sólo basta el conocimiento de la métrica para
obtener la conexión. Es importante notar que la conexión será unívocamente conocida
sólo si se imponen las condiciones de compatibilidad métrica y conexión libre de
torsión, de lo contrario la métrica y conexión seguirán siendo campos independientes.
Einsten, buscando la economía de campos, considera la conexión dada por 2.2.8,
dejando como único campo independiente a la métrica g. Sin embargo, para establecer
una teoría dinámica para la gravedad se puede considerar una geometría más general
donde la conexión y la métrica tengan grados de libertad independientes. En esta
línea Elie Cartan, buscando la economía de hipótesis, consideraba que suponer que
Γλµν = Γ̊λµν (conexión libre de torsión), era imponer una restricción innecesaria sobre
la geometría de una teoría gravitacional [13].

En esta tesis, consideraremos la métrica y la conexión afín, gµν y Γλµν , como
campos independientes, mantendremos la hipótesis de compatibilidad métrica y re-
lajaremos la hipótesis de torsión nula, es decir, T λµν = T λ[µν]. Con esto no es posible
conseguir una fórmula para la conexión que entregue información geométrica, a di-
ferencia de 2.2.8. Se puede mostrar que en la teoría de Einstein-Cartan la conexión
tiene la forma

Γλµν = Γ̊λµν +Kλ
νµ,
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y con esto vemos que la conexión no está definida unívocamente, sino que depende de
la contorsión, la cual podrá ser determinada a partir de las ecuaciones de movimiento
definidas a partir de un principio de acción. Para ver un desarrollo con más detalle,
el lector puede dirigirse a [24].

2.3. Geometría de Cartan para la Relatividad General

Como vimos en la sección 2.1 y 2.2 en cada punto de una variedad d−dimensional
suaveM, independiente de las coordenadas que utilicemos, siempre se podrá definir
localmente un espacio tangente TpM, en el punto p, con métrica pseudo-Riemannana.

En física es muy importante poder definir observables invariantes como la masa,
el tiempo propio, etc. Matemáticamente, esto se traduce en que la métrica debe ser
localmente invariante de Lorentz, es decir, que cumpla con V a′ = ΛabV

b, donde Λab
corresponde a la matriz de transformación de Lorentz. Esta invariancia requiere que
en cada vecindad de cualquier punto de la variedad M, siempre exista una carta
coordenada tal que la métrica tome la forma gµν (x) = diag (−1, . . . ,−1, 1, . . . , 1).

Como consecuencia, el espaciotiempo tendrá asociado una base ortonormal y las
leyes físicas se podrán escribir en términos de estas bases, de manera que sean inva-
riantes bajo transformaciones locales de Lorentz. Para esto es necesario definir bases
ortonormales tanto en el espacio tangente TpM como en el espacio cotangente T ∗pM.
En general, las bases ya definidas {∂µ} y {dxµ} no forman una base ortonormal, sin
embargo, es posible que a partir de éstas se construyan bases ortonormales.

Por una parte tenemos que para gµν se cumple

gµν = 〈∂µ|∂ν〉

y su inversa
gµν = 〈dxµ|dxν〉 .

La nueva base ortonormal se define por

êa (x) = ea
µ (x) ∂µ (2.3.1)

donde eaµcorresponde una matriz cambio de base, tal que se cumpla

〈êa|êb〉 = ηab. (2.3.2)

De esta manera hemos logrado definir una métrica ηab tal que

ηab =


−1

−1 0
. . .

0 +1
+1

 ,

tiene en su diagonal −1 o +1. Con la métrica anterior hemos construido una base
ortonormal para el espacio tangente.
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Finalmente, siguiendo un proceso estándar de álgebra lineal podemos construir
una base para el espacio cotangente. Es decir, en T ∗pM la base estará dada por la
1−forma

ea (x) := eaµ (x) dxµ, (2.3.3)

la que cumple la propiedad análoga de (2.3.2)〈
ea|eb

〉
= ηab.

En el contexto de la Relatividad General, utilizaremos la métrica Lorentziana
g = gµνdx

µ⊗dxν , que corresponde, para la base ortonormal anterior a g = ηabe
a⊗eb,

donde la matriz ηab toma la forma

ηab =


−1 0 0 0
0 +1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 +1

 .

La matriz cambio de base eaµ (x) es llamada vielbein y la base ortonormal ea (x)
1-forma vielbein.

Proposición 2.3.1. Algunas de las propiedades más importantes del vielbein son:

1.
〈
ea|eb

〉
= ηab,

2. eaνeaµ = δµν ,

3. ηabeaµebν = gµν (condición de ortonormalidad).

Las matrices de cambio de base permiten relacionar entre sí las componentes de
vectores y las componentes de formas diferenciales como sigue

ζa = eaµζ
µ,

ζµ = ea
µζa,

αa = ea
µαµ,

αµ = eaµαa,

donde ζa y αa son 1−formas, ζµ y αµ son un vector y covector respectivamente.
A través del vielbein se define un isomorfismo entre la variedad M y el espacio

tangente TpM. Sin embargo, no existe una elección natural para un único isomorfis-
mo. Esto corresponde a la infinidad de elecciones del marco de referencia ortogonal
local posible. En efecto, bajo una transformación de Lorentz, el vielbein transforma
como

eaµ (x) −→ ea
′
µ = Λa

′
b (x) ebµ (x) ,

donde la matriz Λ (x) ∈ SO (d− 1, 1). Dado que la nueva base debe cumplir la
condición de ortonormalidad, Λ (x) deja invariante la métrica en el espacio tangente
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Λa
′
c (x) Λb

′
d (x) ηa′b′ = ηcd.

De esta forma se cumple la simetría SOη (d).
Una herramienta muy útil para la construcción de un principio de mínima acción

y que desarrollaremos a continuación es el operador de Hodge o dual de Hodge.
Usando la base ortonormal eaµ definiremos el mapeo invertible dual de Hodge, como

∗ : Ap (M)→ Ad−p (M) .

Así, dada una p-forma α (x) ∈ Ap (M),

α =
1

p!
αa1...ape

a1 ∧ ... ∧ eap ,

se define la (d− p)-forma dual de Hodge ∗α como

∗ α =
1

(d− p)!p!
αa1...apεa1...apb1...bd−pe

b1 ∧ ... ∧ ebd−p . (2.3.4)

Proposición 2.3.2. Algunas de las propiedades importantes de este operador son:

1. ∗2α = (−1)p(d−p)+η− α, donde η− es el número de signos negativos en la signa-
tura Lorentziana.

2. Dada dos p-formas α y β siempre se cumple que

α ∧ ∗β = β ∧ ∗α.

El formalismo de Cartan, también llamado formalismo de primer orden, se consi-
dera la métrica y la conexión afín como campos independientes. El campo que codifica
toda la información de la métrica es el vielbein eaµ (x). Mientras tanto, la conexión
afín viene dada por la conexión de espín o conexión de Lorentz ωabµ (x). Para
entregarle un cuerpo matemático a estos nuevos campos, necesitamos generalizar la
derivada exterior definida para las formas diferenciales d = dxµ∂µ∧ por una derivada
covariante D = dxµDµ∧. Sea una p-forma α = 1

p!αµ1...µp (x) dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp y un
vector ~ξ = ξaêa, se define el operador de contracción asociado Iξ : Ap → Ap−1,
como

Iξα =
1

(p− 1)!
ξλαλµ2...µp (x) dxµ2 ∧ ... ∧ dxµp . (2.3.5)

Análogamente a lo hecho para el caso coordenado, consideremos un campo vec-
torial V a (xρ) y a partir de éste, el transporte paralelo de las componentes del vector
V a

|| (xρ + εξρ) tal que,

V a
|| (xρ + εξρ) = V a (xρ + εξρ) + εIξω

a
bV

b (xρ) ,

= V a (xρ + εξρ) + εξµωabµV
b (xρ) . (2.3.6)
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A partir de (2.3.6), definimos la derivada covariante de las componentes V a (xρ)
como

ξµDµV
a = IξDV a = ĺım

ε→0

V a (xρ + εξρ)− V a (xρ) + εξµωabµV
b (xρ)

ε

= Iξ
(
∂µV

a + ωabµV
b
)
dxµ ⊗ êa,

con
DV a =

(
∂µV

a + ωabµV
b
)
dxµ ⊗ êa. (2.3.7)

La conexión de Lorentz ωabµ (x) no cambia como tensor, sino que bajo una rota-
ción Λac (x) ∈ SO (d− 1, 1). Específicamente, la conexión cambia como

ωabµ (x) −→ ωa
′
b′µ (x) = Λa

′
c (x) Λb′

d (x)ωcdµ (x) + Λa
′
c (x) ∂µΛb′

c (x) ,

o bien,

ωa
′
b′ (x) = Λa

′
c (x) Λb′

d (x)ωcd (x) + Λa
′
c (x) dΛb′

c (x) .

Aquí,

ωab (x) := ωabµ (x) dxµ (2.3.8)

se define como la 1-forma conexión.
La conexión ωabµ (x) define el transporte paralelo de tensores de Lorentz en el

espacio tangente entre Tx y Tx+dx. Por otra parte, todas las propiedades afines del
espacio están codificadas en las componentes ωabµ (x) que son totalmente arbitrarias
e independiente de la métrica. Se puede demostrar que esta conexión también cumple
con la compatibilidad métrica,

Dηab = 0.

Por lo anterior, se tiene que

ωab = −ωba.

Descomponiendo la 1−forma conexión de la siguiente manera

ωab := ω̊ab + κab, (2.3.9)

Se define κab (x) como la 1-forma contorsión y exigimos que la conexión ω̊ab (x)
sea libre de torsión.

La noción de transporte paralelo debe ser independiente del lenguaje en el que
trabajemos, ya sea el lenguaje coordenado, dado por V µ

||

(
xλ + εξλ

)
(ver (2.2.3)) o

el ortonormal, dado por V a
|| (xρ + εξρ) (ver (2.3.6)). La independencia anteriormente

mencionada es equivalente a
∇~V = D~V ,
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es decir, (
∂µV

λ + ΓλµνV
ν
)
dxµ ⊗ ∂λ =

(
∂µV

a + ωabµV
b
)
dxµ ⊗ êa.

Desarrollando algebraicamente esta ecuación, obtenemos la condición para que
Γλµν y ωabµ representen la misma noción de transporte paralelo de vectores. Esta
relación está dada por

Dµeaν := ∂µe
a
ν + ωabµe

b
ν − Γλµνe

a
λ = 0. (2.3.10)

Esta condición es conocida como postulado del vielbein o postulado tetrá-
dico.

Una hipótesis importante que impondremos sobre las derivadas covariantes (2.2.4)
y (2.3.7) y la derivada exterior, es que éstas van a coincidir cuando estén actuando
sobre un escalar Φ (x), luego

∇Φ = DΦ = dΦ. (2.3.11)

De esta forma si
Φ := AaB

a = AνB
ν ,

entonces tenemos que

d (AνB
ν) = ∇AνBν +Aν∇Bν ,

dxµ∂µ (AνB
ν) = ∇µAνBνdxµ +Aν∇µBνdxµ.

Análogamente, se obtiene que

d (AaB
a) = DAaB

a +AaDB
a.

Por último, para una n−forma diferencial

ω =
1

n!
ωµ1...µndx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµn ,

es posible demostrar que la derivada de Lie, definida para tensores en 2.1.15, para
una n−forma está dada por

£ξω = [dIξ + Iξd]ω, (2.3.12)

con Iξ definido por (2.3.5).

2.4. Delta de Kronecker generalizada

Con el fin de poder realizar los cálculos de esta tesis, introducimos las técnicas de
la delta Kronecker generalizada.
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Definición 2.4.1. Definimos la delta generalizada de orden n como el determinante
formado por deltas de Kronecker Tn,np M→ {−1, 0, 1} de la forma

δµ1µ2···µnν1ν2···νn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δµ1ν1 δµ1ν2 · · · δµ1νn
δµ2ν1 δµ2ν2 · · · δµ2νn
...

...
. . .

...
δµnν1 δµnν2 · · · δµnνn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Proposición 2.4.1. el operador anterior cumple las siguientes propiedades:

1. La definición 2.4.1 puede escribirse como

δµ1···µnν1···νn =
n∑
p=1

(−1)p+1 δµ1νp δ
µ2·········µn
ν1···ν̂p···νn ,

donde “ ν̂p” significa omitir el índice νp.

2. Es completamente antisimétrico bajo intercambio de índices

δ
µ1···µi···µj ···µn
ν1···············νn = −δµ1···µj ···µi···µnν1···············νn ,

δµ1············µnν1···νi···νj ···νn = −δµ1············µnν1···νj ···νi···νn .

3. Es un operador de antisimetrización, que permite construir el producto exterior
a partir del producto tensorial como

1

p!
δµ1···µnν1···νn dx

µ1 ⊗ dxµ2 ⊗ . . .⊗ dxµn = dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµn .

Por lo anterior, si tenemos α ∈ Tn,0p M y β ∈ T 0,n
p M, con α = αµ1···µn y

β = βν1···νn, se consigue que

α[µ1···µn] = δµ1···µnν1···νn α
ν1···νn ,

β[ν1···νn] = δµ1···µnν1···νn βµ1···µn .

Para tensores completamente antisimétricos se cumple que

δµ1···µnν1···νn α
ν1···νn = n!αµ1···µn , (2.4.1)

δµ1···µnν1···νn βµ1···µn = n!βν1···νn , (2.4.2)

lo mismo se cumple para las formas diferenciales.

4. Satisface la siguiente identidad

δ
µ1···µrµr+1···µn
ν1···νrµr+1···µn =

(d− r)!
(d− n)!

δµ1···µrν1···νr . (2.4.3)

Definición 2.4.2. Se define el símbolo de Levi-Civita como

εµ1···µn = δµ1···µn1······n , εν1···νn = δ1······n
ν1···νn .
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Proposición 2.4.2. El símbolo de Levi-Civita:

1. Permite recuperar la delta de kronecker generalizada

εµ1···µnεν1···νn = δµ1···µnν1···νn .

2. Permite relacionar una matriz de componentes Mµ
ν en d−dimensiones con su

determinante como

εµ1···µdM
µ1
ν1 · · ·Mµd

νd = det (M) εν1···νd . (2.4.4)

Con las herramientas estudiadas en este capítulo, estamos en condiciones de in-
troducir la Relatividad General con torsión no nula, y entender su interpretación
matemática. Este tópico será estudiado en profundidad en el siguiente capítulo, lo-
grando definir tanto una acción como las ecuaciones de movimiento de la gravedad
con torsión no nula en cuatro dimensiones.



Capítulo 3

Gravedad en el lenguaje de primer
orden

La teoría de Relatividad General de Einsten es estudiada como una interpreta-
ción geométrica del espaciotiempo. En este sentido, la geometría que permite descri-
bir adecuadamente las interacciones gravitacionales es la geometría Riemanniana, o
pseudo-Riemanniana para ser más preciso, mediante un principio de acción pertinen-
temente definido para la geometría. Además, para considerar la materia del universo
es necesario el estudio e incorporación de un principio de acción para la materia.

En este capítulo estudiamos la construcción de una acción para la gravedad con
torsión en el formalismo de primer orden, y posteriormente las ecuaciones de movi-
miento relacionadas a ésta. Para esto se recurre a algunas herramientas definidas en
el capítulo anterior, tales como el vielbein y la conexión de espín. Para estudiar con
detalle la Relatividad General estándar, el texto de Carroll [4] es muy ilustrativo, el
libro de Hassaine y Zanelli de Relatividad General [23], será útil para el lector si tiene
la necesidad de entrar en los detalles la Relatividad General en formas diferenciales
con torsión no nula, al igual que el libro de Lovelock y Rund [38].

3.1. Construcción de una Acción

Es necesario definir nuevas formas diferenciales que serán necesarias para la cons-
trucción del principio de acción. A partir de los campos independientes ea (x) y ωab (x)
definidos por (2.3.3) y (2.3.8) se definen las ecuaciones de estructura como

Rab (ω) = dωab + ωac ∧ ωcb, (3.1.1)
T a (e, ω) = dea + ωab ∧ eb, (3.1.2)

llamadas 2-forma curvatura o curvatura de Lorentz y 2-forma torsión, res-
pectivamente.

Considerando la expresión (2.3.9), la curvatura y la torsión toman la siguiente
forma,

21
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Rab = R̊ab + D̊κab + κac ∧ κcb, (3.1.3)
T a = κab ∧ eb. (3.1.4)

Donde R̊ab corresponde a la curvatura “libre torsión” dada por,

R̊ab = dω̊ab + ω̊ac ∧ ω̊cb.

Rab y T a cumplen las siguientes expresiones,

DRab = 0,

DT a = Rab ∧ eb,

llamadas las identidades de Bianchi. Como consecuencia de esta identidad y de (3.1.2),
no es posible definir nuevas formas diferenciales independientes. Así, los ingredientes
necesarios para construir un principio de acción para la gravedad en 4 dimensiones
son el vielbein ea, la conexión de Lorentz ωab, la 2−forma curvatura Rab, la torsión
T a y las matrices ηab y εa1...ad .

A partir de las ecuaciones de estructura es posible encontrar una expresión que
relacione la curvatura y la torsión escritas en el lenguaje de formas diferenciales, con
estas escritas en el lenguaje tensorial. Para conseguir dichas expresiones, es necesario
recurrir al postulado del vielbein, dado por (2.3.10), entregándonos como resultado:

Rab =
1

2
eaρeb

σRρσµνdx
µ ∧ dxν ,

T a =
1

2
eaλT

λ
µνdx

µ ∧ dxν ,

donde Rρσµν y T λµν están dados por (2.2.6) y (2.2.7) respectivamente.
La variación de cualquier forma diferencial, denotada por E (e, ω), la calcularemos

de la siguiete manera

Ē (e, ω) := E (e+ δe, ω + δω) ,

= E (e, ω) + δE (e, ω) ,

despejando se tiene que

δE (e, ω) = E (e+ δe, ω + δω)− E (e, ω) . (3.1.5)

Notemos que la variación será sobre el vielbein y la conexión de espín, esto se
debe a que estamos trabajando en el marco de torsión no nula, por lo tanto estos
campo son independientes entre sí.

Luego, desde (3.1.1), (3.1.2) y (3.1.5), la variación de las 2−formas curvatura y
torsión estarán dadas por
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δRab = Dδωab, (3.1.6)
δT a = Dδea + δωab ∧ eb, (3.1.7)

donde fue considerado una expansión a primer orden en δe y δω.
Con los ingredientes que hemos definido se puede demostrar que en 4 dimensiones

se cumple el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. En el contexto de la geometría de Cartan, la acción de Einstein-
Hilbert con constante cosmológica Λ, puede ser escrita en la forma

S (e, ω) =
1

cκ4

ˆ (
1

4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed − 1

4!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
. (3.1.8)

Con κ4 = 8πG.

De esta forma tenemos un lagrangeano para la Relatividad General en el vacío o
para la geometría del espaciotiempo dado por,

LG (e, ω) =
1

cκ4

(
1

4
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed − 1

4!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
. (3.1.9)

Esta teoría recibe el nombre de teoría de Einstein-Cartan.

3.2. Ecuaciones de movimiento

Siendo LG (e, ω) una 4−forma, su variación está dada por (3.1.5) y sus ecuaciones
de movimiento resultan ser

LG (e+ δe, ω + δω)− LG (e, ω) = 0.

Las variaciones del lagrangeano (3.1.9) con respecto a sus campos independientes
son

δeLG =
1

cκ4

(
1

2
εabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec
)
∧ δed, (3.2.1)

δωLG =
1

cκ4

[
1

2
εabcdδω

ab ∧ T c ∧ ed + d

(
1

4
εabcdδω

ab ∧ ec ∧ ed
)]

. (3.2.2)

Para demostrar este resultado mostramos un esquema de los pasos a seguir para
conseguirlo. Lo primero a realizar, es calcular la variación con respecto a ea del
lagrangeano. Para esto veamos que Rab no aporta en la variación. Esto se debe a
que, como se puede ver en (3.1.1), la curvatura sólo depende de la conexión de espín.
Por lo tanto, será necesario variar directamente los vielbein explícitamente expuestos



24 CAPÍTULO 3. GRAVEDAD EN EL LENGUAJE DE PRIMER ORDEN

en el lagrangeano (3.1.9). Finalmente, para obtener el resultado (3.2.1) es necesario
utilizar la propiedad 4 de la Proposición 2.1.2 del producto exterior.

Para obtener la variación con respecto a ωab dada por (3.2.2), la ecuación (3.1.1)
nos indica que sólo es necesario variar Rab con respecto a este campo, la cual está
descrita por (3.1.6), obteniendo

δωLG =
1

cκ4
εabcdDδω

ab ∧ ec ∧ ed. (3.2.3)

Posteriormente, por la necesidad de separar el factor δωab del término variado en
la expresión anterior, realizamos una integración por partes. Para esto, utilizando la
propiedad de las derivadas definidas sobre tensores y n−formas (2.3.11), escribimos
el lado derecho de (4.3.27) como

d
(
εabcdδω

ab ∧ ec ∧ ed
)

= D
(
εabcdδω

ab ∧ ec ∧ ed
)
.

Aplicando la linealidad de la derivada exterior (2.1.3) a la identidad anterior se
consigue (3.2.2).

Ahora, la variación de la acción (3.1.8), δS =
´
δL, entregará las ecuaciones de

movimiento, a partir de las variaciones (3.2.1) y (3.2.2). Para el caso de δωS encon-
traremos una integral con respecto al elemento de volumen de una derivada exterior
de un escalar. Por el teorema fundamental del cálculo exterior (ver teorema 4 − 13
de [49]), esto corresponde a un término de borde, que podemos despreciar haciendo
tender a cero la variación en el infinito. Finalmente, las ecuaciones de movimiento en
el vacío corresponden a

δe :
1

2
εabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec = 0,

δω : εabcdT
c ∧ ed = 0.

Observación 3.2.1. Analicemos el término de Gauss-Bonnett εabcdRab ∧ Rcd. Al
variarlo según (3.1.5) resulta que

δ
(
εabcdR

ab ∧Rcd
)

= 2εabcdδR
ab ∧Rcd,

= 2εabcdDδω
ab ∧Rcd.

Utilizando la propiedad de las derivadas (2.3.11), la linealidad de la derivada exterior
(2.1.3), DRab = 0 y Dεabcd = 0, se consigue que

δ
(
εabcdR

ab ∧Rcd
)

= 2εabcdd
(
δωab ∧Rcd

)
.

De la misma forma que en la variación del lagrangeano de Relatividad General es-
tándar, expuesto anteriormente, por el teorema fundamental del cálculo exterior se
justifica que el término de Gauss-Bonnett entregue sólo términos de borde y no ecua-
ciones de movimiento. Este es un ejemplo de invariantes topológicos.
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Por otra parte, en un universo con materia el lagrangeano completo L deberá
considerar un lagrangeano para la geometría LG (e, ω) y otro para la materia, que
denotaremos como LM (ϕ, e, ω) donde ϕ representa algún tipo de campo de materia,
así

L = LG (e, ω) + LM (ϕ, e, ω) .

Debido a que estamos considerando torsión no nula, físicamente, esto significa
que habrán contribuciones gravitacionales de la materia fermiónica, es decir, materia
con espín distinto de cero. Por este motivo el lagrangeano de materia dependerá del
vielbein, de la conexión de espín y del campo de materia antes mencionado. Notemos
que estamos considerando un lagrangeano de materia que no depende de las derivadas
de los campos e, ω y ϕ. Esta hipótesis es llamada de acoplamiento minimal.

Definiremos la variación de este lagrangeano como

δeLM = −1

c
∗ Ta ∧ δed,

δωLM =
1

2c
∗ σab ∧ δωab,

donde

T a = T µadxµ,
σab = σµ

abdxµ,

corresponden al Tensor de Energía-Momentum y al Tensor de espín, respec-
tivamente. El Tensor de Energía-Momentum está relacionado a la materia clásica, o
materia bariónica, mientras que el Tensor de espín está relacionado al espín de las
partículas, o a las partículas fermiónicas. Con esto, las ecuaciones de campo pro-
venientes de la variación del lagrangeano completo δL = δLG (e, ω) + δLM (ϕ, e, ω)
son

δe :
1

2
εabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec = κ4 ∗ Td, (3.2.4)

δω : εabcdT
c ∧ ed = κ4 ∗ σab. (3.2.5)

La ecuación (3.2.4) corresponde a la ecuación de movimiento equivalente a la
encontrada para la acción de Einsten-Hilbert sin torsión. La ecuación (3.2.5) entrega
una ecuación algebraica para la torsión, T a = T a (σab), además en ésta se ve que
si hacemos cero el tensor de espín σab, la torsión se anula. Esto puede interpretarse
físicamente, como que, en ausencia de partículas fermiónicas, la torsión será nula,
es decir, no estamos considerando las contribuciones gravitacionales de la materia
fermiónica. Como se ve en la expresión para la torsión (3.1.4), la torsión nula equivale
a una contorsión nula, κab = 0. Posteriormente, si reemplazamos la expresión anterior
en (3.1.3), resultará que la curvatura de Lorentz será equivalente a la curvatura sin
torsión dada por R̊ab, y por esto la ecuación (3.2.4) toma la siguiente forma
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1

2
εabcdR̊

ab ∧ ec − 1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec = κ4 ∗ Td. (3.2.6)

Esta ecuación es equivalente a la ecuación de movimiento de la acción de Einstein-
Hilbert con constante cosmológica en un universo con materia en el lenguaje tensorial.

A modo de comparación, consideremos la acción de Einstein-Hilbert en el vacío
en el lenguaje tensorial

S =

ˆ
d4xL,

con L =
√
−gR̊ y donde R̊ corresponde al escalar de Ricci sin torsión. El cálculo

necesario para variar dicha acción y así llegar a su ecuación de campo, dada por

R̊µν −
1

2
R̊gµν = κ4Tµν , (3.2.7)

es más largo y con una dificultad mayor, en comparación al cálculo en el lenguaje de
formas diferenciales, recién expuesto. (Para mayor detalle del cálculo de la ecuación
de campo (3.2.7), el lector puede dirigirse al capítulo 4 de [4]).

3.3. Tensor torsional de energía-momentum

La ecuación de movimiento (3.1.5) podemos escribirla de tal forma que aparez-
ca explícita la contorsión y dejando la curvatura libre de torsión. Para lograr esto,
aplicaremos la expresión (3.1.3) en (3.1.5) resultando la siguiente expresión

1

2
εabcdR̊

ab ∧ ec − 1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec = κ4 ∗ Td −
1

2

(
εabcdD̊κ

ab + εabcdκ
a
f ∧ κfb

)
∧ ec.

Utilizando la propiedad (1) del dual de Hodge sobre la expresión anterior, podemos
definir el tensor torsional de energía-momentum efectivo como

T̃d = − 1

2κ4
∗
[(
εabcdD̊κ

ab + εabcdκ
a
f ∧ κfb

)
∧ ec

]
.

lo que nos permite escribir la ecuación (3.2.4) como

1

2
εabcdR̊

ab ∧ ec − 1

3!
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec = κ4 ∗
(
Td + T̃d

)
, (3.3.1)

Con esto se puede interpretar la contorsión como un campo de materia efectivo,
que tiene un tensor de energía-momentum asociado T̃d.

De esta forma, vemos que si aplicamos la derivada covariante sin torsión, D̊ =
d+ ω̊∧, a la ecuación de campo (3.3.1) y utilizando la identidad de Bianchi D̊Rab = 0
y la condición de torsión nula D̊ea = 0 resulta que

D̊ ∗
(
Td + T̃d

)
= 0.
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Lo que corresponde a una forma de conservación del tensor de energía-momentum
tanto del campo de materia bosónica como del campo de materia torsional.

Para finalizar el capítulo, notemos que las principales características de la teoría
de Einstein-Cartan son:

Depende de dos campos independientes, el vielbein ea y la conexión ωab.

Posee ecuaciones de campo de segundo orden para los campos fundamentales.

Es invariante bajo difeomorfismos.

El espaciotiempo es cuadridimensional.

Como vimos en la sección 2.2.2, si el lagrangeano depende de dos campos independien-
tes, la métrica y la conexión afín, la geometría posee tanto curvatura como torsión no
nula. Esta propiedad corresponde a la principal diferencia con la Relatividad General
de Einstein. Por esta razón podemos identificar la teoría de Einstein-Cartan, como
una modificación, o extensión, de la Relatividad General estándar. En el próximo
capítulo se estudiarán esta modificación y otras más.
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Capítulo 4

Gravedad modificada y Teoría de
Horndeski

En la primera mitad de este capítulo estudiamos la forma de modificar la Relati-
vidad General de Einstein. Un caso particular es la teoría de Horndeski, y estudiamos
las principales características de ésta. En la segunda mitad introducimos la geome-
tría de Cartan a la teoría de Horndeski, es decir, estudiamos esta teoría con torsión
no nula. Ya introducida, estudiamos las herramientas necesarias para encontrar las
ecuaciones de movimiento. Para terminar, se estudia el comportamiento de una teoría
con torsión no nula y un campo escalar no minimalmente acoplado a la geometría,
en el límite T a → 0.

Para la primera parte del capítulo el lector puede dirigirse a [42], donde encuentra
más detalles sobre gravedad modificada, y [20,22] donde se desarrollan con profundi-
dad las teorías tenso escalares. La teoría de Horndeski puede encontrarse en [27,28].

4.1. Gravedad modificada

La Relatividad General de Einstein posee cuatro propiedades que la caracterizan:

El único campo que describe los efectos gravitacionales es el campo métrico,
que es libre de masa.

Es invariante bajo difeomorfismos.

El espaciotiempo es cuadridimensional.

Las ecuaciones de movimiento son de segundo orden para la métrica.

Al trabajar en una teoría de gravedad modificada, es deseable mantener la invariancia
bajo difeomorfismo, ya que, necesitamos una teoría donde el etiquetado de los puntos
de la variedad sea sólo una herramienta auxiliar en la descripción de los fenómenos
físicos. Sin embargo, tanto el carácter único y libre de masa del campo métrico, como
la dimensionalidad del espacio-tiempo son características flexibles al momento de
definir una teoría. Además, como vimos en el capítulo anterior, la geometría de la

29



30 CAPÍTULO 4. GRAVEDAD MODIFICADA Y TEORÍA DE HORNDESKI

Relatividad General es libre de torsión, propiedad que también puede ser suprimida
al momento de proponer una nueva teoría.

Así, vemos que existen cuatro formas de modificar la gravedad:

1. Fijando el carácter único de la métrica involucrada en la acción gravitacional,
necesitamos considerar teorías con dimensiones más altas para proponer una
nueva teoría de gravedad. La teoría que generaliza naturalmente la Relatividad
General a dimensiones arbitrarias es la teoría de Lovelock a través de su teorema
de unicidad.

Teorema 4.1.1. La acción de Lorentz invariante más general para la gravedad
que da ecuaciones de campo a lo más de segundo orden para la métrica, bajo el
supuesto de torsión nula, tiene la forma

SD =

ˆ
M

[D/2]∑
p=0

apL(D,p),

donde D corresponde a la dimensión del espaciotiempo, ap son constantes ar-
bitrarias, [D/2] representa la parte entera de (D/2) y L(D,p) está dado por

L(D,p) = εa1...adR̊
a1a2 ∧ · · · ∧ R̊a2p−1a2p ∧ ea2p+1 ∧ · · · ∧ eaD .

Para D = 3, 4 en el teorema anterior, se consigue que

S3 =

ˆ
M
εabc

(
a1R̊

ab ∧ ec + a0e
a ∧ eb ∧ ec

)
,

S4 =

ˆ
M
εabcd

(
a2R̊

ab ∧ R̊cd + a1R̊
ab ∧ ec ∧ ed + a0e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
.

Lo anterior muestra que la teoría de Lovelock coincide con la teoría de Rela-
tividad General de Einstein para D = 3 y D = 4, ya que ambas entregan las
mismas ecuaciones de movimientos.

2. Cuando mantenemos un espaciotiempo cuadridimensional, inevitablemente con-
sideraremos la existencia de campos adicionales, o nuevos grados de libertad
para una teoría modificada. El prototipo de este tipo de teorías, son las teorías
tenso-escalares, y la más general es la teoría de Horndeski, que desarrollaremos
con cierto detalle más adelante.

3. Considerar un campo métrico masivo, por ejemplo, una partícula elemental
mediadora de la gravedad de espín 2, llamada gravitón, que tiene un rango
finito de interacción.

4. Considerar teorías construidas sobre otras geometrías, distinta a la geometría
libre de torsión. Por ejemplo, liberar esta restricción, es decir considerar una
teoría con torsión definiendo una nueva conexión, permite el desarrollo del for-
malismo de primer orden, o formalismo de Palatini.
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4.2. Teorías Tenso-escalares

Sabemos que la teoría de la Relatividad General con constante cosmológica es la
teoría métrica mas general en cuatro dimensiones [26]. Por esta razón, la gravedad
cuadridimensional modificada involucra necesariamente algún campo adicional, lo
que significa un aumento de los grados de libertad de la teoría. El caso más simple
que ilustra esta modificación, es la introducción de un campo escalar dependiente del
tiempo.

Una de las primeras apariciones de un campo escalar en una teoría gravitacional
es en el trabajo de Theodor Kaluza [31] y Oskar Klein [32] en la década de 1920, en su
intento por la unificación de la gravitación y el electromagnetismo, ellos construyeron
una teoría con dimensiones extra y un campo escalar. Motivado por la aparición
del campo escalar y su posible rol como una constante de gravitación generalizada,
Pascual Jordan en 1949 fue el primero en introducir formalmente las teorías tenso-
escales, reemplazando la constante de Newton por un campo escalar dependiente
del tiempo. Posteriormente, en 1961, el esfuerzo de Jordan fue asumido por Robert
Dicke y Carl Brans [3]. El objetivo de su trabajo fue encontrar una teoría gravitacional
donde las propiedades métricas del espaciotiempo estén determinadas completamente
por las masas de los cuerpos. Esto corresponde a una teoría que respeta el principio
de Mach.

La teoría de Brans-Dicke se convirtió en la teoría alternativa a la Relatividad
General de Einstein más contundente durante alrededor de cuarenta años [22]. En
1974, Gregory Horndeski [28] desarrolla la teoría más general en cuatro dimensiones
con un campo escalar acoplado no minimalmente, que entrega ecuaciones de campo de
segundo orden en las derivadas de los campos fundamentales. Por otra parte, en 2009
se desarrolla la teoría de Galileones [41], que corresponde a la teoría más general en
cuatro dimensiones, para un campo escalar en el espacio plano, que tiene ecuaciones
de campo que son polinomiales en las derivadas de segundo orden del campo y no
contiene derivadas de menor o mayor orden a 2 de éste. El mismo año se generaliza
esta teoría [14, 15], desarrollándola en un espacio curvo. En 2011 [33], se demuestra
que la teoría generalizada de Galileones es equivalente a la teoría de Horndeski, este
trabajo impulsó el estudio de esta última.

4.2.1. Teoría de Horndeski

Para responder a la pregunta:

¿Cuál es la teoría tenso-escalar en cuatro dimensiones espaciotemporales que entrega
ecuaciones de campo de segundo orden para la métrica y para el campo escalar?

Gregory Horndeski [28] desarrolla un teorema de unicidad similar al Teorema de
Lovelock 4.1.1. Considera una densidad lagrangeana L, tal que

L = L
(
gµν , gµν,i1 , ..., gµν,i1...ip , φ, φ,i1 , ..., φ,i1...iq

)
, (4.2.1)

donde p, q ≥ 2. Vemos que L depende del tensor métrico, sus derivadas, un campo
escalar y sus derivadas y está construido sobre una variedad Lorentziana dotada de
la conexión de Levi Civita, dada por los símbolos de Christoffel.
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Teorema 4.2.1. La densidad lagrangeana LH (gµν , φ)

LH(φ, gµν) = δαβγµνσ

[
κ1(φ,X)∇µ∇αφR νσ

βγ +

+
2

3

∂κ1

∂X
∇µ∇αφ∇ν∇βφ∇σ∇γφ+ κ3(φ,X)∇αφ∇µφR νσ

βγ +

+2
∂κ3

∂X
∇αφ∇µφ∇ν∇βφ∇σ∇γφ

]
+

+δαβµν

[
(F (φ,X) + 2W (φ))R µν

αβ + 2
∂F

∂X
∇µ∇αφ∇ν∇βφ+

2κ8(φ,X)∇αφ∇µφ∇ν∇βφ]−

−6

[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8(φ,X)

]
∇µ∇µφ+ κ9(φ,X), (4.2.2)

X = −1

2
∇µφ∇µφ,

donde κi, F y W son funciones arbitrarias que dependen de φ y X. LH(φ, gµν) es
la única acción cuya variación con respecto al campo escalar y a la métrica, entrega
ecuaciones de campo de segundo orden e identidades de Bianchi.

Si definimos las ecuaciones de movimiento obtenidas por la métrica y el campo
escalar como

Eµν =
1

2
Tµν y E = 0,

con Tµν el tensor de energía-momentum, el lagrangeano cumple una importante pro-
piedad, que relaciona Eµν y E . Como se indica en [28], ésta corresponde a

∇̊µEµν =
1

2
E∇̊νφ. (4.2.3)

Bajo esta restricción, ambas ecuaciones de campo, Eµν y E , deben ser de segundo
orden en la derivada los campos.

A continuación, se entrega una forma alternativa de demostrar la identidad (4.2.3),
a la utilizada originalmente en la tesis de Horndeski, en primer lugar escribimos la
variación con respecto a los campos independientes del lagrangeano de Horndeski
(4.2.2) como
ˆ
δ
(
d4x
√
|g|LH(φ, gµν)

)
=

ˆ
d4x
√
|g|
[
Eµνδgµν + Eδφ+ ∇̊µ (Bµρσδgρσ + Bµδφ)

]
,

(4.2.4)
donde Eµν + ∇̊µ (Bµρσδgρσ) corresponde a la variación con respecto a gµν , Eδφ +
∇̊µ (Bµδφ) es la variación con respecto a φ y Eµν = Eνµ y Bµρσ = Bµσρ. Recurriendo
a la definición 2.1.15, podemos considerar la variación (4.2.4) como una derivada de
Lie infinitesimal δ → £ξ, tenemos que

ˆ
£ξ

(
d4x
√
|g|LH(φ, gµν)

)
=

ˆ
d4x
√
|g| [Eµν£ξgµν + E£ξφ

+∇̊µ (Bµρσ£ξgρσ + Bµ£ξφ)
]
. (4.2.5)
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Primero, analizamos el lado izquierdo de la expresión anterior. En el lenguaje de
formas diferenciales, éste puede ser escrito como

d4x
√
|g|LH =

1

4!
LHεabcdea ∧ eb ∧ ec ∧ ed,

luego, por la definición de la deriviada de Lie en formas diferenciales (2.3.12), tenemos
que

£ξ

(
d4x
√
|g|LH(φ, gµν)

)
= dIξ

(
1

4!
LHεabcdea ∧ eb ∧ ec ∧ ed

)
,

donde Iξ es el operador de contracción (2.3.5). Notemos que hemos utilizado el hecho
que, al estar trabajando en 4 dimensiones, por (2.1.3), d

(
1
4!LHεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

=
0. Ahora, aplicando Iξ, recordando la equivalencia entre derivadas (2.3.11) y asumien-
do torsión nula, es decir, T a = Dea = 0, tenemos que

£ξ

(
d4x
√
|g|LH(φ, gµν)

)
=

1

3!
εabcdD̊m (LHξa) em ∧ eb ∧ ec ∧ ed,

= d4x
√
|g|∇̊µ (LHξµ) , (4.2.6)

aquí hemos utilizado la propiedad del símbolo de Levi Civita (2.4.4), la propiedad de
la delta de Kronecker (2.4.3) y det (eaµ) =

√
|g|. Esta última identidad se obtiene a

partir de la propiedad 3 de la proposición 2.3.1.
Por otra parte, del lado derecho de (4.2.5), vemos que es necesario encontrar el

valor de £ξgµν y £ξφ, los que, por (2.1.2), están dados por

£ξgµν = ∇̊µξν + ∇̊νξµ, £ξφ = ξλ∇̊λφ. (4.2.7)

Finalmente, reemplazando (4.2.6) y (4.2.7) en (4.2.5) y realizando álgebra sobre
esto, tenemos que

ˆ
d4x
√
|g|∇̊µ (LHξµ) =

ˆ
d4x
√
|g|
{[
−2∇̊µEµν + E∇̊νφ

]
ξν

+∇̊µ
[
2Eµνξν + 2Bµρσ∇̊ρξσ + Bµξρ∇̊ρφ

]}
.

Por el teorema fundamental del cálculo exterior, esta identidad puede separarse
en dos, de modo queˆ

d4x
√
|g|∇̊µ (LHξµ) =

ˆ
d4x
√
|g|∇̊µ

[
2Eµνξν + 2Bµρσ∇̊ρξσ + Bµξρ∇̊ρφ

]
,

(4.2.8)

0 =

ˆ
d4x
√
|g|
[
−2∇̊µEµν + E∇̊νφ

]
ξν . (4.2.9)

Por lo tanto, tenemos que de (4.2.9), obtenemos la identidad (4.2.3).
Por últimos, el lagrangeano de Horndeski ha sido muy estudiado, y sus ecuaciones

de movimiento, como es de esperar, están calculadas y corresponden a

Eµν =
5∑
i=2

Giµν = 0, E = ∇µ
(

5∑
i=2

J iµ

)
−

5∑
i=2

P iφ = 0, (4.2.10)
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donde Giµν , J iµ y P i corresponden a los términos que constituyen las ecuaciones de
campo, que están expresados completamente y con detalle en un trabajo de Koba-
yashi, Yamaguchi y Yokoyama [33].

4.3. Teoría de Horndeski con torsión

En esta sección se presenta el modo de incorporar dos ingredientes a la grave-
dad estándar, la torsión y el campo escalar. Para esto, tomamos el lagrangeano de
Horndeski (4.2.2), que como sabemos, es el más general en cuatro dimensiones es-
paciotemporales con un campo escalar no minimalmente acoplado a la geometría.
Asumimos un cambio en la geometría, tal que la definición de una nueva conexión
nos permite construir una teoría sobre una geometría con torsión.

A través del lenguaje de formas diferenciales es posible escribir el lagrangeano de
Horndeski. Al realizar el cambio de lenguaje, nos encontramos reiteradas veces con el
dual de Hodge, que definimos en el capítulo 2, tomando una única forma, dada por

Za = eaµ∂
µφ, (4.3.1)

= − ∗ (ea ∧ ∗dφ) , (4.3.2)

y,

X =
1

2
∗ (dφ ∧ ∗dφ) .

El primer paso para lograr nuestro objetivo, consiste en definir un nuevo operador
que mapea p−formas en (p− q)−formas,

Σa1···aq : Ap (M)→ Ap−q (M) .

Lo definimos como

Σa1···aq = (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗
(
ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧ ∗

)
,

y al aplicarlo a una p−forma Φ = 1
p!Φn1···npe

n1 ∧ . . . ∧ enp , sus componentes son

Σa1···aqΦ =
1

(p− q)!
Φa1···aqn1···np−qe

n1 ∧ . . . ∧ enp−q .

Si consideramos q = 1, el operador Σa, estará dado por

Σa = (−1)d(p−1)+η− ∗ (ea∗,

ΣaΦ =
1

(p− 1)!
Φa

n1···np−1e
n1 ∧ . . . ∧ enp−1 ,

Propiedades de Σa1···aq :

1. Es invertible, es decir, (p−q)!
p! ea1 ∧ . . . ∧ eaq ∧ Σa1···aqΦ = Φ.

2. Es antisimétrico, es decir, Σa1···aq = 1
q!δ

b1···bq
a1···aqΣb1···bq .
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3. ΣaΣ
a = 0.

4. Satisface la regla de Leibniz: Σa

(
α(p) ∧ β(q)

)
= Σaα

(p) ∧ β(q) + (−1)p α(p) ∧
Σaβ

(q).

5. Toda la familia de operadores se puede generar en forma recursiva a partir del
operador Σa, es decir, ΣaΣb1···bq = Σb1···bqa.

6. DΣa + ΣaD = ea
µDµ.

7. α(d−r+q) ∧ Σa1···aqβ
(r) = (−1)(d−r)(r−q) β(r) ∧ Σa1···aqα

(d−r+q).

8. Dada la 0−forma λb1···br y una p−forma Φ, entonces ∗
(
λb1···brΦ

)
= λb1···br ∗ Φ.

Por lo anterior se consigue que, Σa1···aq
(
λb1···brΦ

)
= λb1···brΣa1···aqΦ.

9. Σbe
a = δab .

Ahora el término (4.3.2) se puede escribir como

Za = Σadφ, (4.3.3)

y además,

X = −1

2
ZaZa. (4.3.4)

Por último, con lo anterior definiremos las siguientes 1−formas

πa = DZa, (4.3.5)
θa = dφZa. (4.3.6)

A través de estas nuevas definiciones se puede demostrar que se cumplen las
siguientes propiedades:

1. eaZa = dφ.

2. θa ∧ θb = ea ∧ θa = 0.

3. Dθa = πa ∧ dφ.

4. Σaθb = ZaZb.

5. X = −1
2Σaθ

a.

6. ΣadX = −1
2ΣadΣbθ

b.

Para visualizar esta transformación de lenguaje consideremos los siguientes lagran-
geanos [8],

L1 =
√
−gV1 (φ)Gµν∇µφ∇νφ,

L2 = −
√
−gV2 (φ) εµνλρRλσγδε

αβγδ∇µφ∇αφ∇νφ∇βφ,
L3 =

√
−gV3 (φ)R,

L4 =
√
−gV4 (φ)RµναβR

µναβ − 4RµνR
µν +R2.
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donde Vi (φ) son funciones arbitrarias de φ. Ocupando las herramientas ya defi-
nidas podemos escribirlos en el lenguaje de formas diferenciales, y asumiendo torsión
no nula, obtenemos que

L1 =
1

2
V1 (φ) εabcdR

ab ∧ ec ∧ θd,

L2 = V2 (φ) εabcdR
ab ∧ θc ∧ πd, (4.3.7)

L3 = V3 (φ) εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed

L4 = V4 (φ) εabcdR
ab ∧Rcd.

Ahora estamos en condiciones de escribir de forma elegante el lagrangeano de
Horndeski en el lenguaje de formas diferenciales, el cual toma la siguiente forma

L(4)
H (φ, e, ω) = 2κ1εabcdR

ab ∧ ec ∧ πd +
2

3

∂κ1

∂X
εabcdπ

a ∧ πb ∧ πc ∧ ed

+2κ3εabcdR
ab ∧ ec ∧ θd + 2

∂κ3

∂X
εabcdθ

a ∧ πb ∧ πc ∧ ed

+(F + 2W )εabcdR
ab ∧ ec ∧ ed

∂F

∂X
εabcdπ

a ∧ πb ∧ ec ∧ ed + κ8εabcdθ
a ∧ πb ∧ ec ∧ ed

−
[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+κ9
1

4!
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed. (4.3.8)

4.3.1. Ecuaciones de movimiento

En la sección anterior conocimos el lagrangeano de Horndeski en formas diferen-
ciales. Ahora estudiamos el comportamiento de este lagrangeano cuando es variado
con respecto a cada uno de los campos independientes, a saber, la métrica (dada
por el vielbein ea), la conexión de espín ωab y el campo escalar φ. El cálculo de la
variación con respecto a la conexión no entrega mayor problema, es una variación
directa. En cambio, el caso del cálculo de la variación en ea y en φ es más compleja,
debido a que, además de variar directamente los vielbein y los campos escalares que
aparecen explícitos en cada término, nos encontramos con la necesidad de variar Za,
dada por la ecuación (4.3.2), con respecto a ea y φ. En efecto, al efectuar la variación
de L(4)

H (φ, e, ω) con respecto a ea, obtenemos:

1. Los términos que contienen la variación de ea, donde se ha variado directamente.

2. Los términos que contienen la variación de Za con respecto a ea.

Análogamente, para la variación de L(4)
H (φ, e, ω) con respecto a φ encontramos:

1. Los términos que contienen la variación de φ, donde se ha variado directamente.

2. Los términos que contienen la variación de Za con respecto a φ.
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Analicemos primero las variaciones directas con respecto a ea y a φ en el lagrangeano
de Horndeski. A esta variación la simbolizamos por δ̄. Siguiendo el cálculo explicado
anteriormente, se consigue que

δ̄eL(4)
H (φ, e, ω) =

{
2κ1εabcdR

ab ∧ πc +
2

3

∂κ1

∂X
εabcdπ

a ∧ πb ∧ πc

+2κ3εabcdR
ab ∧ θc + 2

∂κ3

∂X
εabcdθ

a ∧ πb ∧ πc

+2 (F + 2W ) εabcdR
ab ∧ ec + 2

∂F

∂X
εabcdπ

a ∧ πb ∧ ec

−3

[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
εabcdπ

a ∧ eb ∧ ec

+2κ8εabcdθ
a ∧ πb ∧ πc +

1

3!
κ9εabcde

a ∧ eb ∧ ec
}
∧ δ̄ed.

(4.3.9)

En la ecuación (4.3.9), la 3−forma que está al interior del paréntesis de llaves, la

denotamos por δ̄L(4)H
δ̄ed

.
Similarmente,

δ̄φL
(4)
H (φ, e, ω)

.
=

{
2

(
∂κ1

∂φ
− κ3

)
εabcdR

ab ∧ ec ∧ πd

+2

(
1

3

∂2κ1

∂φ∂X
− ∂κ3

∂φ

)
εabcdπ

a ∧ πb ∧ πc ∧ ed

+2
∂κ3

∂φ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ θd + 2
∂2κ3

∂φ∂X
εabcdθ

a ∧ πb ∧ πc ∧ ed

+

(
∂F

∂φ
+ 2

∂W

∂φ

)
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed

+

(
∂2F

∂φ∂X
− κ8

)
εabcdπ

a ∧ πb ∧ ec ∧ ed

+
1

4!

∂κ1

∂φ
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +
[
2
(
κ3εabcdR

ab

+
∂κ3

∂X
εabcdπ

a ∧ πb + κ8εabcdπ
a ∧ eb

)
∧ T c

+

{
2dκ3εabcdR

ab + 2d
∂κ3

∂X
∧ εabcdπa ∧ πb + dκ8 ∧ εabcdπa ∧ eb

+Dπa ∧
(

4
∂κ3

∂X
εabcdπ

b + κ8εabcde
b

)}
∧ ec

]
Zd
}
δ̄φ,

(4.3.10)

donde .
= lo entendemos como igualdad módulo términos de borde.

En la ecuación (4.3.10), la 4−forma que está al interior del paréntesis de llaves,

la denotamos por δ̄L(4)H
δ̄φ

.
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Por lo tanto, de (4.3.9) y (4.3.10), podemos escribir

δ̄eL(4)
H (φ, e, ω) =

δ̄L(4)
H

δ̄ed
∧ δed,

δ̄φL
(4)
H (φ, e, ω)

.
=

δ̄L(4)
H

δ̄φ
δφ.

Los términos que contienen la variación con respecto al vielbein y al campo es-

calar de Za lo denotaremos por δL(4)H
δZm δeZ

m y δL(4)H
δZm δφZ

m, respectivamente. Con esto,
podemos escribir la variación completa del lagrangeano con respecto a los campos
como

δeL(4)
H (φ, e, ω) = δ̄eL(4)

H +
δL(4)

H

δZm
δeZ

m, (4.3.11)

δφL
(4)
H (φ, e, ω) = δ̄φL

(4)
H +

δL(4)
H

δZm
δφZ

m. (4.3.12)

Primero analizamos el comportamiento de Za al variarlo con respecto al vielbein.
Una variación arbitraria de (2.3.3), tiene la siguiente forma

eaµ → ēaµ = eaµ + δeaµ, (4.3.13)

ea
µ → ēa

µ = ea
µ + δea

µ. (4.3.14)

Por (4.3.13) y definiendo δeaµ := 1
2h

a
be
b
µ, se consigue que

eaµ → ēaµ = eaµ +
1

2
habe

b
µ. (4.3.15)

Para encontrar (4.3.14), se debe cumplir para ēaµ y ēaµ la propiedad 2 enunciada
en la sección 2.3, tal que

ēaµēb
µ = eaµeb

µ = δab , (4.3.16)

ēaν ēa
µ = eaνea

µ = δµν . (4.3.17)

Luego, de (4.3.15), (4.3.16) y (4.3.17), la variación (4.3.14) se tiene que

ea
µ → ēa

µ = ea
µ − 1

2
hbaeb

µ.

Esto implica que la variación de Za, dada por (4.3.1), con respecto a ea, está dada
por

δeZa = δea
µ∂µφ,

= −1

2
hbaZb. (4.3.18)

Sabemos que δeb = 1
2h

b
ae
a. Luego, aplicando el operador Σa a esta última expre-

sión tenemos que
1

2
hba = Σaδe

b.
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Con esto, podemos escribir (4.3.18) como

δeZa = −ZbΣaδe
b.

Notemos que en el lagrangeano Za siempre estará acompañado por una d−forma,
que denotamos por Ha. A partir de la última ecuación, y recurriendo a la Propiedad
7 de Σa1...aq para el caso q = 1, podemos escribir una d−forma como

HaδeZa = Σa (Ha)Zb ∧ δeb. (4.3.19)

Por otra parte, de (4.3.3), la variación con respecto a φ de Za está dada por,

δφZ
a = Σadδφ,

y análogamente a la variación anterior, se escribe

HaδφZa = dδφ ∧ ΣaHa,

De la definición de derivada exterior (2.1.3) y la propiedad de las derivadas defi-
nidas sobre tensores y n−formas (2.3.11), tenemos que la ecuación anterior toma la
forma

HaδφZa = −δφd (ΣaHa) + d (δφΣaHa) ,

ó

HaδφZa
.
= −δφd (ΣaHa) . (4.3.20)

Las expresiones (4.3.19) y (4.3.20) inducen una variación indirecta en (4.3.8), es
decir, al variar el lagrangeano con respecto a Za, lo variamos indirectamente con
respecto a ea y φ . Por ejemplo, para el término X dado por (4.3.4), la variación δZX
será

δZX = −ZaδZa.

Utilizando este resultado podemos escribir la variación Za → Za + δZa de una
función f = f (φ,X) como

δZf = −Za
∂f

∂X
δZa. (4.3.21)

Además, de la ecuación (4.3.5) se tiene

δπa = DδZa + δωab ∧ Zb, (4.3.22)

y de esto se deduce que,
δZπ

a = DδZa. (4.3.23)

Por otra parte, de la ecuación (4.3.6), se tiene

δZθ
a = dφδZa. (4.3.24)



40 CAPÍTULO 4. GRAVEDAD MODIFICADA Y TEORÍA DE HORNDESKI

De la expresión (4.3.11) y utilizando la ecuación (4.3.19), la variación completa
del lagrangeano Horndeski con respecto al vielbein esta dada por

δeL(4)
H =

[
δ̄L(4)

H

δ̄ed
+ Σm

(
δL(4)

H

δZm

)
Zd

]
∧ δed. (4.3.25)

Análogamente, de (4.3.20) la variación completa del lagrangeano de Horndeski
(4.3.12) con respecto al campo escalar está dada por

δφL
(4)
H

.
= δφ

[
δ̄L(4)

H

δ̄φ
− d

(
Σm δL

(4)
H

δZm

)]
. (4.3.26)

Notemos que tanto para las variaciones (4.3.25) y (4.3.26) es necesario encontrar el

término δL(4)H
δZm , que corresponde a la variación Za → Za+δZa de L(4)

H . Como vemos, es

necesario encontrar el término δL(4)H
δZm . Utilizando (4.3.21), (4.3.22), (4.3.23) y (4.3.24)

obtenemos que

δL(4)
H

δZm
= 2εabcd

{
κ1R

ab +
∂κ1

∂X
πa ∧ πb + 2

∂κ3

∂X
πa ∧ θb + 2

∂F

∂X
πa ∧ eb

+
1

2
κ8e

a ∧ θb − 3

2

[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
ea ∧ eb

}
∧ T c

−εabcdRab ∧ ec ∧
[
Cdm + 2

∂κ1

∂X
δrdmnZrπ

n

]
+2εabcmDπ

a ∧ eb ∧
[
2
∂κ1

∂X
πc + 2

∂κ3

∂X
θc +

∂F

∂X
ec
]

−εabcdπa ∧ πb ∧ ec ∧
(
C̄dm +

2

3

∂2κ1

∂X2
πdZm

)
+2εabcmπ

a ∧ eb ∧ dX ∧
(
∂2κ1

∂X2
πc + 2

∂2κ3

∂X2
θc +

∂2F

∂X2
ec
)

+εabcdπ
a ∧ eb ∧ ec ∧Md

m + εabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧Kd

m

+εabcme
a ∧ eb ∧ dX ∧

(
θc
∂κ8

∂X
− ec ∂

∂X

[
∂F

∂φ
−Xκ8

])
,

donde

Cdm =

{
edZm

∂F

∂X
− 2

([
κ3 −

∂κ1

∂φ

]
δdm −

∂κ3

∂X
ZdZm

)
dφ

}
,

C̄dm =

{
edZm

∂2F

∂X2
− 2

([
3
∂κ3

∂X
− ∂2κ1

∂φ∂X

]
δdm − ZdZm

∂2κ3

∂X2

)
dφ

}
,

Kd
m =

([
∂2

∂φ2
(F + 2W )−X∂κ8

∂φ

]
dφδdm −

1

4!
edZm

∂κ9

∂X

)
,

Md
m =

((
2

[
κ8 −

∂2F

∂φ∂X

]
δdm −

∂κ8

∂X
ZdZm

)
dφ+ edZm

∂

∂X

[
∂F

∂φ
−Xκ8

])
.
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Mientras tanto, la variación de L(4)
H con respecto a la conexión de espín, se consigue

de la misma forma que lo hicimos en el caso de las variaciones directas anteriores y
la podemos escribir como

δωL(4)
H (φ, e, ω) =

δL(4)
H

δωmn
∧ δωmn. (4.3.27)

Por (4.3.22) vemos que
δωπ

a = δωab ∧ Zb. (4.3.28)

Luego, de (3.1.6) y (4.3.28), se obtiene que

δL(4)
H

δωmn
= −εmncdT c ∧

[
κ1π

d + κ3θ
d + (F + 2W ) ed

]
+εmncde

c ∧
[
dκ1 ∧ πd + κ1R

d
eZ

e + dκ3 ∧ θd

κ3dφ ∧ πd +
1

2
d (F + 2W ) ∧ ed

]
− 1

2
(Zmεnbcd − Znεmbcd)

{
κ1R

bc

+πb ∧
(
∂κ1

∂X
πc + 2

∂κ3

∂X
θc +

∂F

∂X
ec
)

+
1

2

(
κ8θ

b −
[
∂

∂φ
(F + 2W )−Xκ8

]
eb
)
∧ ec

}
∧ ed.

A continuación se realiza un análisis sobre la aparición de la torsión en las varia-
ciones del lagrangeano (4.3.8). Este hecho surge a partir de tres comportamientos:

1. Variación indirecta Za → Za + δZa de los términos que dependen de πa. Para
ilustrar lo anterior, estudiamos el término Ξ1 del lagrangeano L(4)

H dado por

Ξ1 = 2κ1εabcdR
ab ∧ ec ∧ πd,

su variación con respecto a Za está dada por

δZΞ1 = −2Zm
∂κ1

∂X
δZmεabcdR

ab ∧ ec ∧ πd + 2κ1εabcdR
ab ∧ ec ∧DδZd.

Ocupando la expresión de la derivada exterior (2.1.3) y la propiedad de las
derivadas covariante y derivada exterior (2.3.11) encontramos que la variación
de Ξ1 es

δΞ1

δZm
= −2Zm

∂κ1

∂X
εabcdR

ab ∧ ec ∧ πd + 2
∂κ1

∂X
dXεabcm ∧Rab ∧ ec

+2κ1εabcdR
ab ∧ T c + 2

∂κ1

∂φ
dφεabcm ∧Rab ∧ ec. (4.3.29)

2. Variación directa δ̄Ξ
δ̄φ

de los términos que dependen de θa. Para ilustrar lo ante-

rior, estudiamos el término Ξ3 del lagrangeano L(4)
H dado por

Ξ3 = 2κ3εabcdR
ab ∧ ec ∧ θd,
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su variación directa con respecto a φ está dada por

δ̄φΞ3 = 2
∂κ3

∂φ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ θdδ̄φ+ 2κ3εabcdR
ab ∧ ec ∧ dδ̄φZd,

y, análogamente al cálculo del caso anterior, tenemos que la variación

δ̄φΞ3 =

[
2
∂κ3

∂φ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ θd + 2κ3εabcdR
ab ∧ T cZd

−2κ3εabcdR
ab ∧ ec ∧ πd

]
δ̄φ− 2d

(
κ3εabcdR

ab ∧ ec ∧ δ̄φZd
)
.(4.3.30)

3. Variación δΞ
δωab

de los términos que dependen de Rab. Vemos que, siguiendo el
procedimiento de los casos anteriores, la variación del término Ξ1 está dado por

δωΞ1 = δωab ∧
(

2dκ1εabcd ∧ ec ∧ πd + 2κ1εabcdT
c ∧ πd

−2κ1εabcde
c ∧Dπd + 2κ1εafcdZbR

fc ∧ ed
)

+2d
(
κ1εabcdδω

ab ∧ ec ∧ πd
)
. (4.3.31)

Notemos que en los primeros dos casos, la torsión se genera directamente del campo
escalar. En estos, vemos que a partir de la variación δZa o δ̄φ de los términos que
cumplen con Ξ ∼ ∂2φ o Ξ ∼ (∂φ)2, la torsión aparece. En el tercer caso, la torsión se
genera a partir de los términos que dependen de Rab y φ es decir, por el acoplamiento
no minimal del campo escalar a la geometría, similar a lo que ocurre en [52] con el
término de Gauss-Bonnet acoplado a un campo escalar.

4.3.2. Un caso particular: Teoría de Horndeski

Usando la variación del lagrangeano L(4)
H (φ, e, ω) dada por (4.3.25), (4.3.26) y

(4.3.27), se pueden escribir las ecuaciones de campo como sigue

δ̄L(4)
H

δ̄ed
+ Σm

(
δL(4)

H

δZm

)
Zd = 0, (4.3.32)

δ̄L(4)
H

δ̄φ
− d

(
Σm δL

(4)
H

δZm

)
= 0, (4.3.33)

δL(4)
H

δωmn
= 0. (4.3.34)

Estamos en condiciones de realizar un análisis comparativo con lo estudiado en
la literatura. Como ya se expuso en la sección 4.2.1, las ecuaciones de campo para el
lagrangeano de Horndeski sin torsión están dadas por (4.2.10). Debido a que la teoría
con torsión es más general que la teoría de Horndeski original, es necesario analizar
el modo en que, a partir de las ecuaciones de campos con torsión (4.3.32), (4.3.33) y
(4.3.34), se llega a las ecuaciones sin torsión (4.2.10).
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Lo que se espera, es que, al igual que en el caso de la teoría de Einstein-Cartan,
haciendo T a = 0 en (4.3.32), (4.3.33) y (4.3.34) se consigan las ecuaciones del la-
grangeano de Horndeski original (4.2.10). Sin embargo, no es suficiente imponer esta
restricción en las ecuaciones. En efecto, al reemplazar T a = 0 en (4.3.32), (4.3.33) y
(4.3.34) no se consiguen las ecuaciones de movimiento originales.

Este comportamiento, se debe a que esta teoría presenta una estrecha relación
entre la dinámica del campo escalar φ y la torsión T a. Como vimos en la sección
anterior, la torsión se genera por el acoplamiento no minimal del campo escalar a
la geometría, y además por la dinámica del campo escalar. De tal forma que, en
general, si imponemos T a = 0, entonces φ es constante, y eliminamos la dinámica
de φ. La relación T a ∼ ∂φ la veremos con mayor claridad en el siguiente capítulo,
particularmente en la expresión 5.2.11.

Ahora, la pregunta es ¿cómo recuperamos el caso de torsión nula? La clave para
resolver esta pregunta, es que T a = 0 no es una ecuación de campo en el vacío
para el caso de acoplamiento no minimal entre el campo escalar y la geometría. Así,
imponerla a la fuerza nos llevaría a perder información sobre la dinámica del campo
escalar.

Como sabemos, nuestro lagrangeano es de la forma L(4)
H = L(4)

H

(
ea, ωab, φ

)
. De

esta forma, definiendo las ecuaciones de campo (4.3.32), (4.3.33) y (4.3.34) como

Ed :=
δ̄L(4)

H

δ̄ed
+ Σm

(
δL(4)

H

δZm

)
Zd

E :=
δ̄L(4)

H

δ̄φ
− d

(
Σm δL

(4)
H

δZm

)
,

Emn :=
δL(4)

H

δωmn
,

la variación general δL(4)
H viene dada por

δL(4)
H

.
= Ed ∧ ed + Emn ∧ δωmn + Eδφ

Para recuperar el caso sin torsión, debemos añadir una 2−forma multiplicador de
Lagrange Λa = 1

2Λabce
b ∧ ec a nuestro principio de acción, tal que

L̄(4)
H = L(4)

H + Λa ∧ T a.

Así, la variación general de este lagrangeano restringido está dado por

δL̄(4)
H = δL(4)

H + δ (Λa ∧ T a) , (4.3.35)

donde

δ (Λa ∧ T a) = δΛa ∧ T a + Λa ∧ δT a.
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De la expresión (3.1.7) y la propiedad de las derivadas dada por (2.3.11) se con-
sigue que

Λa ∧ δT a = d (Λa ∧ δea)−DΛa ∧ δea + Λa ∧ δωab ∧ eb,

= −DΛa ∧ δea +
1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea) ∧ δωab + d (Λa ∧ δea) ,

donde hemos considerado sólo la parte antisimétrica de Λa ∧ eb.
Reemplazando esto último en (4.3.35), encontramos que la variación de L̄(4)

H está
dada por

δL̄(4)
H = δL(4)

H + δ (Λa ∧ T a) ,
.
= (Ed −DΛd) ∧ ed +

[
Emn −

1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea)

]
∧ δωmn

+E ∧ δφ+ δΛa ∧ T a.

Así, las nuevas ecuaciones de movimiento tienen la forma

Ēd = Ed −DΛd = 0, (4.3.36)
Ē = E = 0, (4.3.37)

Ēmn = Emn −
1

2
(Λm ∧ en − Λn ∧ em) = 0, (4.3.38)

T a = 0. (4.3.39)

Notemos ahora que T a = 0 es una ecuación de campo, esto permite anular la
torsión en las ecuaciones Ed, E y Emn. Sin embargo, para recuperar las ecuaciones de
campo sin torsión Ēd, Ēd y Ēmn es necesario incorporar la información de Emn en la
ecuación restringida Ēd. Para esto, despejamos el multiplicador Λd en (4.3.38), y lo
reemplazamos en (4.3.36).

En efecto, al escribir Λm y Emn como

Λa =
1

2!
Λarse

s ∧ et, (4.3.40)

Eab =
1

3!
Eabpqrep ∧ eq ∧ er, (4.3.41)

podemos escribir (4.3.38) como

εabcd

[
Eab − 1

2

(
Λa ∧ eb − Λb ∧ ea

)]
∧ δωab = 0.

Reemplazando (4.3.40) y (4.3.41) en la última expresión tenemos que

1

3!
Eabpqrδpqrcabmn (δω)mnc −

1

2!
Λapqδ

pqrc
armn (δω)mnc = 0.
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Separando las deltas y aplicando la traza sobre c y m, tenemos que

Λa = 2ΣpEap +
1

2
ea ∧ ΣpqEpq

Aplicando la derivada en la ecuación anterior y considerando T a = 0, obtenemos
que

DΛa = 2DΣpEap −
1

2
ea ∧ dΣpqEpq.

Para finalizar, reemplazando DΛa en (4.3.36), obtenemos las siguientes ecuaciones
de movimiento

Ea − 2DΣpEap +
1

2
ea ∧ dΣpqEpq

∣∣∣∣
T b=0

= 0, (4.3.42)

E|T b=0 = 0, (4.3.43)

que corresponden a las ecuaciones de movimiento de Horndeski originales sin torsión.
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Capítulo 5

Cosmología, campo escalar y
torsión

En la literatura existen diversos acercamientos a la cosmología con torsión. Uno
de estos es el trabajo de Nikodem Poplawski [44,45], en el que usa un fluido fermióni-
co, obteniendo así un modelo cosmológico donde la torsión del espaciotiempo genera
expansión acelerada en el universo temprano. Según lo anterior, la teoría de Einstein-
Cartan podría ser una alternativa para la inflación cósmica. Otro acercamiento es el
realizado por Toloza y Zanelli [52]. Ellos añadieron el término de Gauss-Bonnet aco-
plado a un campo escalar a la acción de Einstein Hilbert con constante cosmológica,
y encontraron las ecuaciones de campo en el marco de torsión no nula, consiguiendo
que la torsión apareciera explícitamente en éstas.

En este capítulo mostramos una solución cosmológica particular para el Lagran-
geano de Horndeski con torsión. Para esto, consideramos una generalización del la-
grangeano de Brans-Dicke sumado al término de Gauss-Bonnet acoplado a un campo
escalar [9].

Antes de iniciar el estudio de la cosmología de este lagrangeano, revisamos algunas
nociones generales sobre la cosmología estándar y la cosmología tenso-escalar.

5.1. El modelo cosmológico estándar

La evolución de nuestro universo se puede describir a través del llamado Modelo
Cosmológico Estándar, el cual se construye en el marco de la teoría de la Relatividad
General de Einstein. Las ecuaciones de movimiento en el lenguaje tensorial está dada
por

R̊µν −
1

2
gµνR̊+ Λgµν = κ4Tµν , (5.1.1)

que corresponde a las ecuaciones de movimiento encontradas en el capítulo 3, particu-
larmente en la ecuación (3.2.6), en el lenguaje de formas diferenciales. Como se dijo,
el lagrangeano de materia dependerá del tensor de energía-momentum. Este tensor es
el término fuente del campo gravitacional en las ecuaciones de campo de Einstein, y
define el contenido de materia del universo. Si definimos un principio de acción para

47
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la materia como
S (gµν , ϕ) =

ˆ
d4xL (gµν , ϕ) ,

donde ϕ es el campo de materia, podemos definir, a partir de la variación de la acción,
el tensor de energía-mementum por

Tµν := − 2√
−g

δ

δgµν
SM (ϕ, gµν) . (5.1.2)

Notemos que por definición, (5.1.2) es un tensor simétrico en sus índices, y además,
por la conservación de la materia o la energía, el tensor Tµν debe conservarse, es decir,

∇µTµν = 0.

Para más detalle de esto, el lector puede dirigirse a [2].
Por otra parte, el modelo cosmológico estándar se basa en dos principios impor-

tantes, conocidos como:

El Principio Cosmológico.

El Postulado de Weyl.

En esta sección estudiamos estos fundamentos y otros que nos darán una idea general
de la evolución de nuestro universo. Para esto, seguiremos los textos [26,37,40,46].

5.1.1. Un universo en expansión

El principio cosmológico, propuesto por Einstein, corresponde a un universo ho-
mogéneo e isótropo a gran escala. En términos matemáticos, un universo que se
rige por este principio es invariante bajo traslaciones (homogeneidad) y rotaciones
(isotropía). Físicamente, entenderemos por homogeneidad, que un observador debe
percibir las mismas propiedades físicas independiente de su posición. Por otra parte,
se entenderá por isotropía que un observador percibe las mismas propiedades físicas,
independiente de la dirección en que esté observando. Imponiendo el principio de
homogeneidad e isotropía al tensor de curvatura de Riemann (2.2.6), obtenemos que,
para el universo de Einstein, la curvatura es constante, pudiendo ser positiva, que
corresponde a un universo esférico; negativa, siendo un universo hiperbólico; o cero,
correspondiente a un universo plano.

Considerando a cada galaxia como un observador fundamental, se define un sis-
tema de referencia, denominado comóvil, respecto al cual cada observador está en
reposo. Un postulado que viene a complementar el principio cosmológico es el pos-
tulado de Weyl, el cual nos dice que los observadores se mueven sobre un haz de
geodésicas divergentes a partir de un punto común en el pasado, o convergentes hacia
un punto en el futuro. Así, cada uno de dichos observadores podrán compartir un
tiempo cosmológico t, correspondiente a la hipersuperficie de t constante, que será
ortogonal a las líneas de mundo de cada observador fundamental.

Así, el elemento de línea que cumple con el postulado de Weyl toma la siguiente
forma

ds2 = −c2dt2 + gijdx
idxj .
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Por último, considerando el principio cosmológico y el postulado de Weyl, obte-
nemos la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) en las coorde-
nadas de observadores comóviles (t, r, θ, φ), dada por

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (5.1.3)

donde a(t) corresponde al factor de escala que mide la distancia entre dos galaxias
y k es el parámetro de curvatura, que puede tomar sólo tres valores −1 (curvatura
negativa), 0 (curvatura nula) o +1 (curvatura positiva).

Por principio cosmológico es razonable considerar que el contenido de materia
se comporta como un fluido perfecto a gran escala. El tensor de energía-momentum
resulta ser invariante bajo rotaciones y traslaciones, por lo cual, en un sistema de refe-
rencia comóvil, las componentes del tensor de energía-momentum toman la siguiente
forma

T00 = ρ (t) , T0i = 0, Tij = p (t) gij ,

donde ρ y p corresponden a la densidad de energía y la presión del fluido respectiva-
mente.

El tensor de energía-momentum para un fluido perfecto se puede escribir como

Tµν = (p+ ρ)uµuν + pgµν , (5.1.4)

donde uµ = (1, 0, 0, 0) corresponde a la 4−velocidad comóvil del fluido. Equivalen-
temente, en el lenguaje de formas diferenciales, la 1−forma energía-momentum está
dada por

T ab = (p+ ρ)uaub + pδab . (5.1.5)

A través de las observaciones de Hubble, obtenidas en la década del 20, que indican
que las galaxias se alejan de nosotros cada vez más rápido a medida que aumenta la
distancia entre ellas y nosotros, se pudo comprobar que nuestro universo se expande.
A partir del factor de escala se definen dos funciones importantes en el estudio de la
cosmología, el parámetro de Hubble H(t), que mide la tasa de expansión del universo,
y el parámetro de desaceleración q(t), cuyo signo indica si la expansión del universo
es acelerada o desacelerada:

H(t) :=
ȧ(t)

a(t)
, (5.1.6)

q(t) := − 1

H2

ä(t)

a(t)
. (5.1.7)

Considerando la métrica de FLRW y la definición (5.1.4) en la ecuación de campo
(5.1.1) encontramos las siguientes ecuaciones independientes

H2 (t) +
k

a2 (t)
− Λ

3
=
κ4

3
ρ (t) , (5.1.8)

2Ḣ (t) + 3H2 (t) +
k

a2 (t)
− Λ = −κ4p (t) . (5.1.9)
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Las ecuaciones (5.1.8) y (5.1.9) corresponden a las denominadas ecuaciones de
Friedmann. Una tercera ecuación importante es la que relaciona a (t), ρ (t) y p (t),
que corresponde a la ecuación de fluido o ecuación de conservación dada por

ρ̇ (t) + 3H (t) [ρ (t) + p (t)] = 0. (5.1.10)

Si derivamos con respecto al tiempo (5.1.8) y reemplazando ρ̇ en (5.1.10) encon-
tramos la llamada ecuación de aceleración, la cual está dada por

ä (t)

a (t)
= −κ4

6
[ρ (t) + 3p (t)] +

Λ

3
. (5.1.11)

Además, se puede definir una ecuación de estado en la que se relaciona la presión
y la densidad de energía del fluido cosmológico. Este fluido es asumido usualmente
como un fluido barotrópico, es decir, p = p (ρ). Un modelo simple es considerar una
relación lineal entre la presión y la densidad de energía, es decir,

p = ωρ,

donde ω es adimensional y es llamado parámetro de estado. Los casos más utilizados
para la ecuación de estado son: (i) ω = 0, que corresponde a un fluido de partículas

no interactuantes, con p = 0 y, de (5.1.10), ρ = ρ0

(
a0
a(t)

)3
, este fluido modela en parte

la etapa tardía del universo; (ii) ω = 1/3, fluido con interacción electromagnética, con

p = ρ/3 y ρ = ρ0

(
a0
a(t)

)4
, que modela la etapa temprana del universo; (iii) ω = −1,

fluido de partículas que se alejan entre sí, con p = −ρ, que modela un universo en
expansión acelerada, como el momento actual del universo y la etapa inflacionaria
en los comienzos de éste. Los parámetros ρ0 y a0 corresponden al valor actual de la
densidad de energía y del factor de escala, respectivamente.

El caso (iii) permite describir la constante cosmológica en la ecuación (5.1.1)
mediante un fluido efectivo. En efecto, definiendo un tensor de energía-momentum
para la constante cosmológica como TΛ

µν = − Λ
κ4
gµν , y considerando la definición del

tensor de energía-momentum (5.1.4) obtenemos

ρΛ =
Λ

κ4
= −pΛ,

donde ρΛ y pΛ corresponden a la densidad y la presión del fluido efectivo asociado a
la constante cosmológica, respectivamente. Notamos que, si deseamos que se respete
la condición de energía débil, ρ ≥ 0 y ρ+ p ≥ 0, necesariamente debemos considerar
Λ > 0.

El efecto de la constante cosmológica en las ecuaciones de Friedmann, la podemos
estudiar desde (5.1.11). Vemos que el valor de la aceleración del universo ä (t) está
determinado por el comportamiento del lado derecho de esta ecuación. Por una parte,
tenemos el primer término, que corresponde al contenido de materia, y el segundo
término, que corresponde a la constante cosmológica Λ, además notemos que a (t) > 0
y κ4 > 0. Si asumimos la condición de energía fuerte, que dice que, para un fluido
perfecto, ρ + p ≥ 0 y ρ + 3p ≥ 0, tendremos un escenario de universo en expansión
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desacelerada, es decir ä (t) < 0, si ρ+3p > 2Λ. Por otra parte, tendremos un escenario
de universo en expansión acelerada, es decir, ä (t) > 0, si Λ > 0 y ρ + 3p < 2Λ, lo
cual incluye ρ+ 3p ≤ 0.

Es útil reescribir la ecuación (5.1.8) definiendo los parámetron de densidad como
sigue

ΩM = κ4
ρ

3H2
, ΩΛ =

Λ

3H2
, Ωk = − k

a2H2
,

los cuales representan el contenido de materia, la constante cosmológica y la curva-
tura, respectivamente. De esta manera la ecuación (5.1.8) toma la siguiente forma

1 = ΩM + ΩΛ + Ωk.

5.2. Cosmología tenso-escalar

A partir del trabajo de Brans y Dicke en 1961 [3], las teorías tenso-escalares,
entendidas éstas como teorías con un campo escalar acoplado no minimalmente a la
geometría, tomaron gran importancia. El estudio de éstas ha mostrado que reprodu-
cen diversas soluciones de cosmológicas homogéneas e isótropas, prediciendo además
el espectro de temperatura de la radiación cósmica de fondo medida actualmente.
Fue el mismo Dicke en 1968 [17] el que realiza los primeros trabajos en cosmología
tenso-escalar, que fue rescatado por Steven Weinberg en 1972 [54]. Dicke considera el
principio cosmológico y aplica la métrica de FLRW plana a su teoría con el objetivo de
estudiar el universo temprano, específicamente la formación de elementos primordia-
les. Actualmente son diversos los modelos que estudian la cosmología tenso-escalar,
inspirados en la teoría original de Brans y Dicke. Uno de ellos es la inflación extendi-
da de La y Steinhardt en 1989 [35], la cual intenta solucionar el problema de salida
exitosa de la inflación antigua, sin embargo, para que esto suceda resulta necesario
que el parámetro de Brans-Dicke sea pequeño, lo que se contradice con la observación.
En 2011 [33], se demuestra que la teoría generalizada de Galileones [14, 15] es equi-
valente a la teoría de Horndeski, y con esto, se encuentra que la teoría de Horndeski
provee un buen modelo de inflación. A partir de ésto, la teoría de Horndeski conci-
tó interés en los investigadores, lo que ha generado numerosos trabajos abarcando
distintos temas en la cosmología. En [12] se buscan las condiciones de la teoría de
Horndeski para evitar problemas que surgen de las perturbaciones escalares en pre-
sencia de dos fluidos perfectos en el marco de la geometría plana de FLRW. En [11]
se estudia la cosmología de [8], encontrando soluciones cosmológicas, soluciones tipo
radiación/materia en regímenes con densidad de energía dominada por una constante
cosmológica con ninguna forma de materia o radiacón explícita y soluciones de ma-
teria en presencia de una gran constante cosmológica con la posibilidad de generar
estructuras cosmológicas.

5.2.1. Un lagrangeano con campo escalar no-minimalmente acopla-
do

Con el propósito de generalizar la teoría de Brans-Dicke incluyendo el término de
Gauss-Bonnet de [52], el lagrangeano al que le estudiamos consecuencias cosmológicas



52 CAPÍTULO 5. COSMOLOGÍA, CAMPO ESCALAR Y TORSIÓN

es el siguiente

LG (φ, e, ω) =
1

4κ4
N(φ)εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

[
M(φ)X − V (φ)

]
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+u(φ)εabcdR
ab ∧Rcd, (5.2.1)

donde N(φ), M(φ), V (φ), u(φ) son funciones arbitrarias que dependen de φ, κ4 =
8πG y hemos considerado c = 1. Si analizamos el lagrangeano de Horndeski (4.3.8), el
término de Gauss-Bonnet u(φ)εabcdR

ab∧Rcd no aparece explícitamente. Sin embargo,
como se demuestra en el apéntice A de [33], si se eligen las funciones κi (φ,X) en
(4.2.2) de forma astuta se reproduce el término de Gauss-Bonnet acoplado a una
función arbitraria de φ. De esta forma podemos decir que el lagrangeano (5.2.1) es
un caso particular del lagrangeano de Horndeski, donde hemos elegido las constante
κi (φ), F (φ,X) y W (φ) como

F + 2W =
1

4κ4
N (φ) , κ9 = M (φ)X − V (φ) , κ1, κ3, κ8 = 0.

Notemos que a partir de (5.2.1) puede escribirse el lagrangeano de Brans-Dicke
con torsión y el lagrangeano propuesto por Toloza y Zanelli en [52], definiendo las
funciones N(φ), M(φ), V (φ), u(φ) como

NBD(φ) = φ, MBD(φ) =
σ

φκ4
, VBD(φ) = 0, uBD(φ) = 0; (5.2.2)

NTZ(φ) = 1, MTZ(φ) = 0, VTZ(φ) =
Λ

24κ4
, uTZ(φ) =

φ

4κ4
, (5.2.3)

respectivamente, donde σ es el parámetro de Brans-Dicke.
Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso general del lagrangeano de Horn-

deski, es decir, variando (5.2.1) con respecto a los tres campos independientes, ea,
ωab y φ, encontramos que las variaciones de (5.2.1) están dadas por

δφLG =

[
1

4κ4

∂N

∂φ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

∂M

∂φ
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

3!

∂M

∂φ
εabcdθ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +
1

3!
Mεabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

2!
MεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed − 1

4!

∂V

∂φ
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
∂u

∂φ
εabcdR

ab ∧Rcd
]
δφ− 1

3!
d
(
δφMZf εfbcde

b ∧ ec ∧ ed
)
, (5.2.4)

δeLG =

[
1

2κ4
NεabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
MZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef

+
1

3!
MXεabcde

a ∧ eb ∧ ec − 1

3!
V εabcde

a ∧ eb ∧ ec
]
∧ δed, (5.2.5)



5.2. COSMOLOGÍA TENSO-ESCALAR 53

δωLG =

[
− 1

4κ4

∂N

∂φ
εabcde

c ∧ ed ∧ dφ+
1

2κ4
Nεabcde

c ∧ T d

−2
∂u

∂φ
εabcddφ ∧Rcd

]
∧ δωab +

1

4κ4
d
(
Nεabcdδω

ab ∧ ec ∧ ed
)

+2d
(
uεabcdδω

ab ∧Rcd
)
. (5.2.6)

Análogamente al caso de Einstein-Cartan estándar, definimos el Tensor Energía-
Momentum y el Tensor de Espín respectivamente, como

T a = T µadxµ,
σab = σµ

abdxµ.

lo que nos permite describir el comportamiento del lagrangeano de materia como

δeLM = − ∗ Td ∧ δed, (5.2.7)

δωLM =
1

2
∗ σab ∧ δωab. (5.2.8)

Asumimos que el lagrangeano de materia LM no depende del campo escalar, es
por esto, que no hemos definido un tensor asociado a éste. Luego, la variación del
lagrangeano completo con respecto al campo escalar será δφL = δφLG, mientras que
las variaciones con respecto a ea y ωab estarán dadas por δeL = δeLG + δeLM y
δωL = δωLG + δωLM . Por las variaciones anteriores y por (5.2.4), (5.2.5), (5.2.6),
(5.2.7) y (5.2.8), las ecuaciones de movimiento de (5.2.1) son

δφ : E =
1

4κ4

∂N

∂φ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

∂M

∂φ
Xεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

3!

∂M

∂φ
εabcdθ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed +
1

3!
Mεabcdπ

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
1

2!
MεabcdZ

aT b ∧ ec ∧ ed − 1

4!

∂V

∂φ
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+
∂u

∂φ
εabcdR

ab ∧Rcd = 0 (5.2.9)

δe : Ed =
1

2κ4
NεabcdR

ab ∧ ec − 1

3!
M(φ)ZaZdεabcfe

b ∧ ec ∧ ef

+
1

3!
MXεabcde

a ∧ eb ∧ ec − 1

3!
V εabcde

a ∧ eb ∧ ec = ∗Td (5.2.10)

δω : Eab = − 1

4κ4

∂N

∂φ
εabcde

c ∧ ed ∧ dφ+
1

2κ4
Nεabcde

c ∧ T d

−2
∂u

∂φ
εabcddφ ∧Rcd = −1

2
∗ σab
(5.2.11)
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Notemos que el lagrangeano (5.2.1) tiene acoplamientos no minimales entre el
campo escalar y la geometría. Por lo mostrado en el capítulo anterior será necesario
restringir el lagrangeano con torsión para obtener, a partir de éste, las ecuaciones de
movimiento sin torsión, del lagrangeano de Brans-Dicke original.

Claramente, desde la ecuación (5.2.11) se observa que la torsión no sólo depende
del tensor de espín, sino también de derivadas del campo escalar, es decir, T a ∼
∂φ; diferenciándonos de la relatividad de Einstein-Cartan estándar. Por lo tanto, la
torsión no se anula cuando σab = 0, si además, aplicamos la restricción T a = 0 en
(5.2.11) el campo escalar se vuelve constante, perdiendo información sobre la dinámica
de φ. Este comportamiento no lo observamos bajo la restricción (5.2.3), es decir, al
imponer T a = 0 en las ecuaciones de campo de la referencia [52] recuperamos el
caso de Relatividad General. En [52] el acoplamiento del campo escalar es a través
del término de Gauss-Bonnet únicamente, por su parte, el lagrangeano no depende
de derivadas de φ, esto es, el campo escalar no tiene dinámica, comportándose de
esta manera como un multiplicador de Lagrange. En nuestro caso, hemos incluido
adicionalmente un acoplamiento del campo escalar al término de Einstein-Hilbert, un
término cinético para el campo escalar, así como también un término de potencial.

Como se mostró en el capítulo anterior, en nuestro caso, es necesario añadir la
2−forma multiplicador de Lagrange Λa = 1

2Λabce
b ∧ ec, a la acción para recuperar el

caso con torsión nula. Así, el lagrangeano (5.2.1) restringido está dado por

LG (φ, e, ω) =
1

4κ4
N(φ)εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed +
1

4!

[
M(φ)X − V (φ)

]
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+u(φ)εabcdR
ab ∧Rcd + Λa ∧ T a, (5.2.12)

Siguendo la misma metodología expuesta en la sección 4.3.2 que para el lagran-
geano de Horndeski, las ecuaciones de campo restringidas de (5.2.12), tienen la forma
para

Ēd = Ed −DΛd = 0, (5.2.13)
Ē = E = 0, (5.2.14)

Ēab = Eab −
1

2
(Λa ∧ eb − Λb ∧ ea) = 0, (5.2.15)

T a = 0, (5.2.16)

con E , Ed, Eab dadas por (5.2.9), (5.2.10) y (5.2.11), respectivamente.
A partir de (5.2.15) encontramos Λa, y posteriormente DΛa, la cual, para u (φ) =

0, corresponde a

DΛa = − 1

κ4

{
∂2N

∂φ2
ZbZsε

a
bml +

∂N

∂φ
πcsε

ac
ml

}
es ∧ em ∧ el,

recordemos que en este caso T a = 0 es una ecuación de campo, por lo tanto ahora
podremos hacer la torsión cero desde el principio de nuestro cálculo.

Reemplazando esto en (5.2.13), considerando las funcionesN (φ) yM (φ) definidas
en (5.2.2) y haciendo c = κ4 = 1 obtenemos la primera ecuación de movimiento de
Brans-Dicke [16]
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Rµν −
1

2
Rgµν −

ω

φ2
∂µφ∂νφ−

1

φ
∂µ∂νφ

+gµν

(
�φ
φ

+
σ

2φ2
∂λφ∂

λφ− V

φ

)
=

1

φ
Tµν .

DespejandoR de la expresión anterior y posteriormente reemplazándola en (5.2.9),
obtenemos la segunda ecuación de movimiento de Brans-Dicke [16]

�φ =
1

3 + 2ω
T µµ +

2

3 + 2ω
(2V − φV ′).

5.2.2. Solución cosmológica para LG (φ, e, ω)

El primer paso para resolver las ecuaciones de movimiento es definir una métrica.
Dado que, el tipo de solución que buscamos es cosmológica, la métrica más apropiada
es la de FLRW.

El procedimiento para obtener una solución cosmológica para las ecuaciones de
movimiento (5.2.9), (5.2.10) y (5.2.11) consiste en encontrar la forma que toman la
curvatura y la torsión, en el marco de la métrica (5.1.3), para luego reemplazarlas en
las ecuaciones de movimiento. Como se dijo al final de la sección 2.2.2, no es posible
encontrar unívocamente la torsión, sino que es necesario encontrar la contorsión a
partir de las ecuaciones de movimiento. En el presente trabajo, será posible encontrar
tanto una conexión sin torsión, ω̊ab, como una contorsión, κab, a partir de una métrica
definida apropiadamente.

Según (2.3.9), tenemos que la conexión de espín puede separarse en la conexión sin
torsión ω̊ab y la contorsión κab. Estas componentes de la conexión, serán las necesarias
para encontrar la curvatura y la torsión.

Veamos que la derivada del vielbein puede ser escrita en la base ortonormal como

dea =
1

2
Ωa

bc (x) eb ∧ ec, (5.2.17)

donde, Ωa
bc (x) corresponden a coefecientes arbitrarios, antisimétricos, Ωa

bc = −Ωa
cb.

Por otra parte, de (2.3.9) y (3.1.2) vemos que la torsión puede ser escrita como

T a = dea + (ω̊ab + κab) ∧ eb,

y para que la torsión tome la forma (3.1.4) es necesario que se cumpla la siguiente
ecuacuón dea + ω̊ab ∧ eb = 0. Reemplazando (5.2.17) en la última ecuación, tenemos
que

1

2
Ωa

bce
b ∧ ec + ω̊ab ∧ eb = 0.

Considerando permutaciones cíclicas de la parte antisimétrica de la expresión
anterior, se consigue despejar ω̊ab en términos de Ωabc, resultando

ω̊ab =
1

2
(Ωabc − Ωbac − Ωcab) e

c. (5.2.18)
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Volviendo a (5.1.3) y recordando que ds2 = ηabe
a⊗eb, vemos que las componentes

del vielbein están dadas por

e0 = cdt,

e1 =
a(t)√

1− kr2
dr,

e2 = a(t)rdθ,

e3 = a(t)r sin θdϕ.

de donde se obtiene que,

de0 = 0,

de1 =
H

c
e0 ∧ e1,

de2 =
H

c
e0 ∧ e2 +

r′

ar

√
1− kr2e1 ∧ e2,

de3 =
H

c
e0 ∧ e3 +

r′

ar

√
1− kr2e1 ∧ e3 +

1

ar
cot θe2 ∧ e3.

Por lo tanto, de (5.2.17) y (5.2.18), tenemos que

ω̊â0 =
H

c
ηâĉe

ĉ,

ω̊â0 = −ω̊0â,

ω̊12 = − r
′

ar

√
1− kr2e2, (5.2.19)

ω̊13 = − r
′

ar

√
1− kr2e3,

ω̊23 = − 1

ar
cot θe3.

Aquí se hace necesario descomponer los índices de la siguiente forma,

Índices de Lorentz:

a, b, c, ... = 0, 1, 2, 3,

â, b̂, ĉ, ... = 1, 2, 3.

Índices coordenados:

α, β, γ, ... = 0, 1, 2, 3,

α̂, β̂, γ̂, ... = 1, 2, 3.

Por otro lado, análogamente al procedimiento anterior, escribimos la torsión y la
contorsión como

T a =
1

2
T abce

b ∧ ec, κab = κabce
c, (5.2.20)
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donde T abc = −T acb y κabc = −κbac. Por la representación (5.2.20) encontramos una
expresión para κab en término de Tbac, resultando

κab =
1

2
(Tbac − Tabc + Tcab)e

c. (5.2.21)

Vemos aquí, que se hace explícita la necesidad de definir una torsión ad hoc.
Para encontrarla, recordemos que en cosmología, todos los objetos geométricos del
espaciotiempo deben ser invariantes bajo las isometrías definidas por el principio
cosmológico. Esto quiere decir que utilizaremos la métrica (5.1.3), la cual admite seis
vectores de Killing. Luego, siguiendo [52], la torsión que admite los seis vectores de
Killing corresponde a

T a =

[
1

2
δabcdhb(t) + ηaf εbfcdf

b(t)

]
ec ∧ ed, (5.2.22)

donde T acd = δabcdhb(t) + 2ηaf εfbcdf
b(t), hî = 0, h0 = h y fî = 0, f0 = f . Así,

T 0 = 0, (5.2.23)

T â = −he0 ∧ eâ + ηâf̂ εf̂ ĉd̂fe
ĉ ∧ ed̂. (5.2.24)

Reemplazando (5.2.22) en (5.2.21), tenemos que la contorsión toma la siguiente
forma

κî0 = hηîĉe
ĉ, (5.2.25)

κîĵ = −f ε̂iĵĉe
ĉ. (5.2.26)

Reemplazando (5.2.19), (5.2.25) y (5.2.26) en (2.3.9) según corresponda, tenemos
que el tensor de espín está dado por

ωî0 =

(
H

c
+ h

)
ηîĉe

ĉ,

ωî0 = −ω0̂i

ω12 = −
√

1− kr2

ar
e2 − fe3, (5.2.27)

ω13 = −
√

1− kr2

ar
e3 + fe2,

ω23 = −cot θ

ar
e3 − fe1.

Por último, podemos encontrar la 2−forma curvaturaRab (ω), reemplazando (5.2.27)
en (3.1.1). Así, Rab (ω) toma la siguiente forma
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Rî0 =
1

c

[(
Ḣ + ḣ

)
+H (H + h)

]
ηîĵe

0 ∧ eĵ + f (H + h) ε̂iĵk̂e
ĵ ∧ ek̂,

(5.2.28)

Rîĵ = ηîn̂ηĵ l̂

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
en̂ ∧ el̂ − 1

c
ε̂iĵk̂

(
ḟ + fH

)
e0 ∧ ek̂,

(5.2.29)

aquí un punto denota derivada respecto del tiempo cosmológico t.
Ahora, es posible escribir las ecuaciones de movimiento (5.2.9), (5.2.10) y (5.2.11),

En la métrica de FLRW, reemplazando en éstas la curvatura dada por (5.2.28) y
(5.2.29), y la torsión dada por (5.2.23) y (5.2.24). Desde ahora haremos κ4 = 1.

Así, la ecuación para δφ toma la siguiente forma

1

2κ4

∂N

∂φ

{[
Ḣ + ḣ+H (H + h)

]
+ (H + h)2 +

k

a2
− f2

}
+

1

3!

{
−1

2

∂M

∂φ
φ̇2 − ∂V

∂φ
−M(φ)

[
φ̈+ 3Hφ̇

]}
+4

∂u

∂φ

{[
Ḣ + ḣ+H (H + h)

] [
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 2f (H + h)

(
ḟ + fH

)}
= 0.

(5.2.30)

Mientras, las ecuaciones para δω están dadas por

1

2κ4

∂N

∂φ
φ̇− 1

κ4
N(φ)h+ 4

∂u

∂φ
φ̇

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
= 0, (5.2.31)

1

κ4
N(φ)f − 8

∂u

∂φ
f (H + h) φ̇ = 0. (5.2.32)

Finalmente, para encontrar las ecuaciones correspondientes a la variación δe, es
necesario encontrar además la 1−forma energía-momentum para nuestro caso. Apli-
cando el dual de Hodge (2.3.4) a (5.1.5) tenemos que

∗T0 = −1

6
ρεâb̂ĉe

â ∧ eb̂ ∧ eĉ,

∗Td̂ = −1

2
pεd̂b̂ĉe

0 ∧ eb̂ ∧ eĉ.

Luego, las ecuaciones para δe son

3

κ4
N(φ)

[
(H + h)2 +

k

a2
− f2

]
− 1

2
M(φ)φ̇2 − V (φ) = ρ, (5.2.33)
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1

κ4
N(φ)

{
2
[
Ḣ + ḣ+H (H + h)

]
+ (H + h)2 +

k

a2
− f2

}
+

1

2
M(φ)φ̇2 − V (φ) = −p. (5.2.34)

Siguiendo un procedimiento análogo al realizado en [47,50], es posible escribir las
ecuaciones (5.2.33) y (5.2.34) como

3

(
H2 +

k

a2

)
= ρ+ ρT ,

2Ḣ + 3H2 +
k

a2
= −p− pT ,

donde hemos definido un fluido efectivo para la torsión y el campo escalar como

ρT = M
φ̇

φ
+ V + 3

(
H2 +

k

a2

)
(1−N)− 3N

(
h2 + 2Hh− f2

)
,

pT = M
φ̇2

φ
− V −

(
3H2 +

k

a2
+ 2Ḣ

)
(1−N) +N

(
h2 + 4Hh− f2 + 2ḣ

)
.

Estas ecuaciones corresponden a las ecuaciones de Friedmann modificadas. Por
otra parte, las ecuaciones de conservación para la materia bariónica y para la materia
torsional escalar toman la siguiente forma

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0,

ρ̇T + 3H (ρT + pT ) = 0.

5.2.3. Solución para el universo tardío

En esta sección el objetivo es encontrar un modelo de universo tardío a partir
del caso particular del lagrangeano de Horndeski (5.2.1), que hemos estudiado en
este capítulo. Dicho modelo nos permitirá estudiar las repercusiones que puede tener
la incorporación de la torsión y del campo escalar acoplado no minimalmente a la
geometría, en la aceleración actual del universo. Para esto, estudiamos las ecuaciones
de campo (5.2.30), (5.2.33), (5.2.34), (5.2.31) y (5.2.32) las cuales son un sistema de
5 ecuaciones con 6 incógnitas, que corresponden a a (t), φ (t), h (t), f (t), p (t) y ρ (t).
El primer paso para encontrar estas funciones es escribir las ecuaciones de campo de
la siguiente forma

(
Z2 +W

) [N ′
2

+ 4u′
(
Ż +HZ

)]
− 2fZ

(
ḟ +Hf

)
4u′ +

N ′

2

−1

6

[
1

2
M ′φ̇2 + V ′ +M

(
φ̈+ 3Hφ̇

)]
= 0,(5.2.35)
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Z2 +W − V

3N
=

1

3N

(
ρ+

1

2
Mφ̇2

)
, (5.2.36)

2Ż + 2HZ + Z2 +W − V

N
= − 1

N

(
p+

Mφ̇2

2

)
, (5.2.37)

−Nh+ 4u′φ̇
(
Z2 +W

)
= −N

′φ̇

2
, (5.2.38)

f
(
N − 8u′φ̇Z

)
= 0, (5.2.39)

donde hemos definido

Z = H + h, (5.2.40)

W =
k

a2
− f2, (5.2.41)

y hemos denotado la prima como la derivada con respecto al campo escalar φ.
Buscamos una solución para a (t), para esto notemos que si f 6= 0, entonces de

(5.2.39) vemos que

u′ =
N

8φ̇Z
(5.2.42)

y reemplazando este resultado en (5.2.38) se puede despejar el parámetro W de la
siguiente forma

W = Z

(
Z − 2H − N ′φ̇

N

)
. (5.2.43)

En el universo tardío, el tensor de energía-momentum puede ser considerado como
uno que modela materia bariónica y/o materia oscura, las cuales se comportan como
un fluido de partículas no interactuantes, o polvo, con p = 0 (lo cual cierra el sistema
de ecuaciones (5.2.30-5.2.34)). Ahora, considerando este tipo de fluido en (5.2.37) y
además reemplazando (5.2.43) y φ̇ de (5.2.42) en ésta, se tiene que

2
(
Ż + Z2

)
=

N ′

8u′
+
V

N
− MN

128u′2Z2
. (5.2.44)

De (5.2.44) vemos que, el lagrangeano puede ser resuelto analíticamente bajo las
siguientes condiciones sobre las funciones M (φ), N (φ), V (φ) y u (φ)

M = 0 ∧ V (φ) = βN (φ) ∧ u′ (φ) = αN ′ (φ) , (5.2.45)

con α, β constantes reales positivas. De esta forma, la ecuación (5.2.44) puede escri-
birse como

2
(
Ż + Z2

)
=

1

N

(
V +

N ′N

8u′

)
.
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y encontramos una solución para Z (t) de la forma

Z (τ) = Z0 tanh (τ) , (5.2.46)

donde Z0 =
√

β
2 + α

16 y τ = Z0 (t− t0) corresponde a un reescalamiento adimensional
del tiempo y t0 a una constante de integración.

Por otra parte, reemplazando (5.2.45) y (5.2.46) en (5.2.42) podemos encontrar
una solución para N (φ), la cual toma la forma

N (τ) = N0 sinh (τ)
1

8αZ2
0 , (5.2.47)

donde N0 es una constante de integración.
Notemos que derivando la ecuación (5.2.36) y reemplazando este resultado junto

con (5.2.37) en (5.2.35) se encuentra la ecuación de conservación para el tensor de
energía-momentum ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0. Como se vió en la sección 5.1.1, para p = 0,
se encuentra que ρ = ρ0

(
a0
a

)3, y reemplazando esta expresión y (5.2.43) en (5.2.36)
se tiene que

(
6Z2 − 3Z

(
2
ȧ

a
+
Ṅ

N

)
− β

)
= ρ0

(a0

a

)3
. (5.2.48)

Por último, reemplazando (5.2.46) y (5.2.47) en (5.2.48), e integrando este resul-
tado, se obtiene como solución para el factor de escala adimensional ā (τ) = a

a0
dada

por

ā (τ) = a1 cosh (τ) sinh (τ)
−1+ β

3Z2
0

(
1− 3w

a3
1

tanh (τ)

)1/3

, (5.2.49)

donde w es una constante adimensional definida por w =
ρ0a

3
0

6Z2
0N0

> 0 y a1 es una

constante de integración positiva.
Desde las ecuaciones (5.2.40) y (5.2.41) se puede obtener directamente la funciones

h (t) y f (t). Encontramos h (t) reemplazando los resultados para ā (τ) y Z(τ) dados
por (5.2.49), (5.2.46), respectivamente, en (5.2.40). Así

h(τ) =

(
3Z2

0 − β
)

coth(τ)

3Z0
+

+Z2
0wsech

2(τ)[
a3

1 − w tanh (τ)
]
Z0
. (5.2.50)

Ahora, reemplazando la ecuación para W dada por (5.2.43) y las soluciones de
Z(τ) y ā(τ) en (5.2.41), la función f(τ) es dada por

f(τ) = ±

√√√√k tanh2 (τ)
(
a3

1 − 3w tanh (τ)
)−2/3

sinh (τ)2β/3Z2
0

− a3
1 − 3Y tanh (τ)

a3
1 − 3w tanh (τ)

,(5.2.51)

donde Y = w
(
−3Z2

0 + β + Z2
0sech

2 (τ)
)

+ a3
1Z

2
0 tanh (τ).
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Notemos que, hasta ahora, para el cálculo de ā (τ), h(τ) y f(τ) no ha sido nece-
sario fijar las funciones arbitrarios de (5.2.1). Sin embargo, para el cálculo de φ(t) se
requiere fijar la función N (φ). En efecto, de (5.2.42) vemos que, para encontrar una
solución analítica para φ(t) la función N (φ) puede asumir por ejemplo las siguientes
formas,

N = µφm ∨ N = eµφ. (5.2.52)

1. Si N = µφm, donde N ′ = µmφm−1, luego u′ = αµmφm−1, entonces, reempla-
zando lo anterior y (5.2.46) en (5.2.1), tenemos que

φ̇ =
φ

8αmZ2
0 tanh (τ)

φ1(τ) = φ1 sinh
1

8mZ2
0α (τ) . (5.2.53)

2. Si N = eµφ, donde N ′ = µeµφ, luego u′ = αµeµφ, entonces, reemplazando lo
anterior y (5.2.46) en (5.2.1), tenemos que

φ̇ =
1

8αµZ2
0 tanh (τ)

φ2(τ) = φ2 +
log [sinh (τ)]

8αµZ2
0

. (5.2.54)

Con µ,m ∈ R y φ1, φ1 son constantes de integración.

Con el objetivo de realizar un análisis cosmológico preliminar de los resultados recién
expuestos, nos enfocamos en el factor de escala (5.2.49). En esta expresión vemos que
las distintas relaciones entre β con 3Z2

0 y a3
1 con 3w, entregan los posibles comporta-

mientos del factor de escala, expueston en la Cuadro 5.1, y representados gráficamente
en las Figuras 5.2.1 para las soluciones del tipo ā (τ = 0) = 0, 5.2.2 para las soluciones
del tipo ā (τ = 0)→∞ y 5.2.3 para las soluciones del tipo ā (τ = 0) = a1.

Obtenemos la mayoría de los escenarios cosmológicos en [52]. Estos son los casos
(c), (d), (f), (i) e (j), excepto el universo Big Rip, donde el factor de escala diverge
en un tiempo finito con Λ < 0, escenario no considerado en esta tesis. Los nuevos
escenarios cosmológicos son los representados por (a), (b), (e), (g) y (h) en el Cuadro
5.1. Notemos que el escenario en las soluciones presentadas en [52], es distinto al que
estudiamos en esta tesis. En nuestro caso, las funciones arbitrariasN (φ),M (φ), V (φ)
y u (φ) están relacionadas a través de (5.2.45), de donde vemos que u′ (φ) ∼ V ′ (φ),
mientras que en [52] V (φ) ∼ Λ y u′ (φ) = 1

4 .
Los casos más interesantes, desde el punto de vista cosmológico, son los asociados a

los casos (a, (b) y (c) de la Figura 5.2.1. En la gráfica (a) es posible obtener un universo
que comienza con una singularidad o Big Bang y tiene expansión desacelerada en un
comienzo y acelerada posteriormente y en (b) el universo modelado comienza con
una singularidad para posteriormente exandirse de forma acelerada. La gráfica (c)
representa un universo que comienza con una singularidad o Big Bang y una posterior
expansión desacelerada o acelerada, después de la cual, se genera un colapso en un
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Condiciones Comportamiento del factor de escala adimensional
(a) 3Z2

0 < β < 6Z2
0 ∧ a31 > 3w Comienza en ā = 0, luego se expande desaceleradamente

y despúes aceleradamente.
(b) β > 6Z2

0 ∧ a31 > 3w Comienza en ā = 0, luego se expande aceleradamente.
(c) β > 3Z2

0 ∧ a31 < 3w Comienza en ā = 0, luego se expande hasta un máximo,
se contrae y eventualmente colapsa.

(d) 0 < β < 3Z2
0 ∧ a31 > 3w Comienza en ā→ ∞, se contrae a un mínimo y luego

se expande aceleradamente.
(e) β < 0 ∧ a31 > 3w Comienza en ā→ ∞, luego se contrae y se vuelve

asintóticamente cero.
(f) β < 3Z2

0 ∧ a31 < 3w Comienza en ā→ ∞, luego se contrae y eventualmente colapsa.
(g) β = 3Z2

0 ∧ a31 > 3w Comienza en ā1 y luego la expansión es acelerada.
(h) β = 3Z2

0 ∧ a31 < 3w Comienza en ā1, luego se contrae y eventualmente colapsa.
(i) β = 0 ∧ a31 > 3w Comienza en ā→ ∞, luego se contrae y se vuelve

asintóticamente constante.
(j) β = 0 ∧ a31 < 3w Comienza en ā→ ∞, luego se contrae y eventualmente colapsa.

Cuadro 5.1: Comportamiento del factor de escala, dado por (5.2.49), dependiendo de
los parámetros
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Figura 5.2.1: Comportamiento del factor de escala con ā (τ = 0) = 0. En (a) y (b)
a3

1 = 2 y en (c) a3
1 = 1. Fuente: Elaboración propia
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Figura 5.2.2: Comportamiento del factor de escala, con ā (τ = 0)→∞. En (d) a3
1 = 2,
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0 = 1 y en (f) a3
1 = 1. Fuente: Elaboración propia
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tiempo finito; modelo conocido como Big Crunch, donde toda la materia y energía
colapsa en una singularidad espaciotemporal.

Los casos de la Figura 5.2.2 no son de interés cosmológico, puesto que el factor de
escala no representa la expansión del universo que observamos actualmente. En esta
figura vemos que el comportamiento del factor de escala corresponde a un universo
que se contrae desde infinito para luego tener distintos escenarios: Caso (d) alcanza
un mínimo y se expande aceleradamente al infinito; caso (e) contraerse a cero asin-
tóticamente; caso (f) y caso (j) colapza en un tiempo finito; caso (i) va a un valor
constante asintóticamente.

Por último tenemos los escenarios expuestos en la Figura 5.2.3. Estos tampoco
representan un interés cosmológico, puesto que en estos casos el universo no experi-
menta un Big-Bang. En el caso (g) el universo se expande aceleradamente desde un
valor constante y en el caso (h) el universo se contrae desde un valor constante para
colapsar en un tiempo finito.

Un análisis más explícito del caso (a) del Cuadro 5.1, lo podemos hacer a través
del estudio del parámetro de desaceleración (5.1.7) y del parámetro de Hubble (5.1.6).
De (5.2.49) obtenemos que estos parámetros están dados por

H =
ȧ

a
= Z0

(
tanh(τ) +

(
β

3Z2
0

− 1

)
coth(τ)− vsech2(τ)

a3
1 − 3wtanh(τ)

)
,(5.2.55)

q = − äa
ȧ2

= −1− Z2
0

3H2

(
2sech2(τ)− 3

(
β

3Z2
0

− 1

)
csch2(τ)

+

(
a6

1 − (3w)2
)
sech2(τ)(

a3
1 − 3wtanh(τ)

)2
)
. (5.2.56)

De (5.2.56) podemos calcular el tiempo en el que ocurre la transición para el
parámetro de desaceleración, es decir, el tiempo cuando el universo experimenta una
transición desde una expansión desacelerada a una acelerada.

Notemos que en el límite τ → 0, q → 6Z2
0−β

−3Z2
o+β

y este valor es positivo para la
condición 3Z2

0 < β < 6Z2
0 , es decir, necesitamos esta condición para tener una fase

desacelerada en el comienzo, con la posibilidad de tener una transición a una posterior
aceleración.

Por otra parte, si queremos imponer la condición H(t) > 0 y Ḣ(t) < 0, como en el
modelo cosmológico estándar [55], encontramos que se deben satisfacer las condiciones

(1− x)(ycoth(τ)− coth(τ)2)− ycsch(τ)sech(τ)/3

y − coth(τ)
< tanh(τ), (5.2.57)

3x+ 2sech(τ)2 +
1− 2ysinh(τ)(cosh(τ)− ysinh(τ))

(cosh(τ)− ysinh(τ))2
> 6, (5.2.58)

Sin embargo, en la gráfica del lado derecho de la Figura 5.2.4 podemos ver que
numéricamente esta condición es incopatible con la condición 3Z2

0 < β < 6Z2
0 and

ā3
1 > 3w, necesaria para tener una fase de expanción acelerada hoy y una transición

desde la expansión desacelerada a la expansión acelerada en este tipo de escenarios.
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Figura 5.2.5: Parámetro de desaceleración para el factor de escala con β = 4,5Z2
0 ,

w = 0,2 y a1 = 2. Fuente: Elaboración propia

La gráfica del lado izquierdo de la Figura 5.2.4, las curvas representan el límite
inferior de β

3Z2
0
, satisfaciendo la desigualdad (5.2.57) y 0 < 3w

a31
. En la gáfica del

lado derecho se muestra el límite inferior de β
3Z2

0
para (5.2.58) y 0 < 3w < a3

1.

La región permitida para β
3Z2

0
, 3Z2

0 < β < 6Z2
0 , corresponde ala región gris de la

Figura 5.2.4. Notemos que durante la evolución Ḣ < 0 se vuelve inconsistente para
τ > 1. Concluimos que en los escenarios cosmológicos donde existe la transición desde
una expansión desacelerada a una acelerada, necesariamente existe un periodo con
Ḣ(t) ≥ 0.

En la Figura 5.2.5, tenemos la gráfica del parámetro de desaceleración para el
caso de la curva sólida de la gráfica (a) de la Figura 5.2.1, donde β = 4,5Z2

0 , w = 0,2
y a1 = 2. Aquí la transición ocurre en τ = 0,39 aproximadamente, teniendo q >
0 en el inicio del modelo y q < 0 en el universo tardío, es decir, en el inicio del
universo existió expansión desacelerada y luego, cambia a una expansión acelerada
del universo. Teniendo esto en cuenta y considerando que, si medimos Z0 en unidades
de H0, podemos determinar el tiempo actual a partir de (5.2.55), que tiene que ser
mayor que el tiempo de transición, ya que en el universo la transición ocurrió en el
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pasdo. Al ajustar el valor de Z0 podemos encontrar el posible valor del tiempo actual,
que corresponde a τ0 = 0,68 o τ0 = 0,84 para Z0 = 0,8H0. La tasa de expansión del
parámetro de Hubble alcanza el valor de H0 dos veces porque Ḣ se vuelve positivo
drante la evolución.

Por consistencia, para que ā(τ0) = 1, de (5.2.49) vemos que debemos elegir ā1 =
1,08 para τ0 = 0,68. Si elegimos τ0 = 0,68, se cambia el signo de Ḣ en el futuro,
τ = 0,76 aproximadamente, convirtiéndose en un dato observacional que podería se
observado en el futuro cercano.



68 CAPÍTULO 5. COSMOLOGÍA, CAMPO ESCALAR Y TORSIÓN



Capítulo 6

Conclusiones

Los dos temas principales estudiados en esta tesis son el lagrangeano de Horndeski
con torsión no nula, y un resultado cosmológico para un caso particular de éste.

El modo en que abordamos el primer tópico, fue mediante el estudio de la teo-
ría de Horndeski en cuatro dimensiones en el lenguaje de primer orden, sin impo-
ner la condición de torsión nula, encontrando el lagragrangeano respectivo (4.3.8).
Desarrollamos nuevas técnicas matemáticas basadas en las propiedades del operador
Σa = −∗ (ea∧∗, lo cual nos permite trabajar con el lagrangeano de Horndeski de una
manera más eficiente. Dichas técnicas y dicho lagrangeano, nos permitieron encontrar
las ecuaciones de campo para esta nueva teoría (4.3.32), (4.3.33) y (4.3.34). A partir
de este resultado podemos concluir que, en este marco, la torsión se genera por:

1. La presencia de derivadas de segundo orden del campo escalar en los términos
del lagrangeano (4.3.8).

2. El acoplamiento no minimal del campo escalar a la geometría, es decir, la pre-
sencia de la 2−forma curvatura Rab y del campo escalar φ en los términos del
lagrangeano (4.3.8).

De esta forma, la torsión T a tiene una estrecha relación con el campo escalar y su di-
námica. En efecto, vemos explícitamente en la ecuación de campo (5.2.11) del lagran-
geano (5.2.1) que T a ∝ ∂φ. Es por esto que para encontrar las ecuaciones de campo
de la teoría de Horndeski, a partir de la teoría de Horndeski con torsión desarrollada
en esta tesis, no es posible aplicar la restricción de torsión nula en las ecuaciones de
campo, ya que esta restricción inevitablemente restringe al campo escalar y anula su
dinámica. La manera correcta de encontrar las ecuaciones de campo a partir de una
teoría con torsión no nula, y un campo escalar no minimalmente acoplado, es que
T a = 0 sea una ecuación de campo, y esto se logra agregando un multiplicador de
Lagrange a la acción, que resulta ser una 2−forma Λa = 1

2Λabce
b ∧ ec, de modo que

el lagrangeano restringido toma la siguiente forma

L̄(4)
H = L(4)

H + Λa ∧ T a.

De este lagrangeano, encontramos las ecuaciones de campo de la teoría de Horn-
deski, cuando T a = 0 (4.3.42) y (4.3.43). Este resultado lo podemos corroborar,
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estudiando una generalización de la teoría de Brans-Dicke [3], donde al aplicar el
multiplicador de Lagrange, encontramos las ecuaciones de campo de la teoría de
Brans-Dicke [16].

Conseguimos consecuencias cosmológicas mediante una teoría de Horndeski con
torsión no nula. Al elegir una generalización de la teoría de Brans-Dicke con un tér-
mino de Gauss-Bonnet de [52], (5.2.1), y considerar la métrica de FLRW, encontramos
una solución analítica para las ecuaciones (5.2.35-5.2.39), dadas por el factor de escala
(5.2.49), las componentes de la torsión (5.2.50), (5.2.51) y el campo escalar (5.2.53) o
(5.2.54). Las primeras tres soluciones se obtienen sin necesidad de fijar las funciones
arbitrarias de las que depende el lagrangeano, teniendo sólo que imponer una relación
entre ellas (5.2.45), a diferencia del campo escalar, que requiere fijar la función N (φ)
5.2.52. De esta forma, se obtienen múltiples escenarios, dos de los cuales resultan
interesantes desde el punto de vista cosmológico:

Escenario donde el universo comienza en una singularidad o Big Bang, se ex-
pande, alcanzando un máximo, y terminando en un colapso en un tiempo finito.
Caso (b) de la Figura 5.2.1.

Escenario donde el universo comienza con una singularidad o Big Bang y tiene
expansión siempre acelerada o desacelerada en un comienzo y acelerada poste-
riormente. Caso (a) de la Figura 5.2.1.

Existen problemas abiertos en el estudio de la teoría de Horndeski con torsión. En
este sentido, podemos mencionar lo siguiente. Sabemos que la teoría de Horndeski
corresponde a la teoría tenso-escalar más general que entrega ecuaciones de campo
de segundo orden en las derivadas de los campos, sin embargo, al quitar la restricción
de torsión nula, el teorema de Horndeski se rompe. Por lo tanto, para encontrar el
teorema de Horndeski con torsión no nula, es decir, la teoría tenso-escalar con torsión
no nula más general con ecuaciones de campo de segundo orden en las derivadas de
sus campos, es necesario agregar términos con la torsión explícita en el lagrangeano
de Horndeski, tales como:

f(φ,X)T a ∧ Ta, f(φ,X)T a ∧Rab ∧ Zb, f(φ,X)T a ∧ πa ∧ dφ,
f(φ,X)T a ∧ ea ∧ dφ, f(φ,X)ZaR

a
b ∧RbcZc, f(φ,X)πa ∧RabZb ∧ dφ,

f(φ,X)TaZ
a ∧ TbZb, f(φ,X)ZaεabcdT

b ∧ ec ∧ ed, f(φ,X)TaZ
a ∧ Zbπb ∧ dφ.

Siguiendo esta línea, en [39] se estudia simetría conforme para el lagrangeano de
Horndeski. Allí se muestra que es posible encontrar un término con torsión explícita,
que se puede considerar en una teoría tenso-escalar con torsión no nula.

Por otra parte, los bosones del modelo estándar son sensibles a la curvatura Rie-
manniana del espaciotiempo, sin embargo, no a la torsión. Sólo los ferminones in-
teractúan muy débilmente con la torsión, lo que se hace muy difícil elaborar una
acelerador de partículas que pueda medir posibles interacciones entre la torsión y
los fermiones. Por lo tanto, se requiere encontrar un fenómeno sensible a la torsión
fuera del modelo estándar de partículas. En este sentido, en [53], se muestra que la
información asociada a la torsión des espaciotiempo podría estar codificada en las
ondas gravitacionales que podemos detectar actualmente o en el futuro cercano.

Por último, como mencionamos, la solución cosmológica encontrada es analítica
y en este sentido nuestra solución corresponde a un caso particular que se presenta
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cuando sintonizamos adecuadamente los parámetros. Para profundizar en este punto,
una perspectiva de este trabajo será realizar un análisis de sistemas dinámicos de este
tipo de escenarios, donde se puede obtener comportamientos asintóticos sin necesidad
de fijar condiciones iniciales específicas y se pueden definir rangos de parámetros más
generales (ver [10]). Por otra parte, este tipo de análisis estudio nos permitiría incluir
una componente de radiación para describir adecuadamente el universo temprano,
donde nosotros hemos obtenido un escenario en el cual domina el fluido torsional
efectivo.
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