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Resumen

En esta tesis de doctorado, investigamos un Protocolo de Teleportacion Probabilista y El Equilibrio
de Nash Bayesiano utilizando un estado tipo Werner extendido.

En la primera investigacion, estudiamos el entrelazamiento y su redistribucién, a través de la
medida de su fidelidad, que sabemos que para el caso de ser un estado entrelazado, ésta simpre
serd mayor a 2/3. Utilizamos como canal, un estado puro y un estado con ruido tipo X, donde
aplicamos medidas de Bell parcialmente entrelazadas para ambos. Ademds, implementamos el
proceso de extraccion inequivoca de estados, que consiste basicamente en el mecanismo necesario
para asegurar la maxima fidelidad de extraccién del estado desconocido que se quiere teleportar.
En ambos casos encontramos valores umbrales donde el entrelazamiento del canal es necesario pero
no suficiente para tener una teleportacién exitosa. Este trabajo fue enviado a la revista Physiscal
Review Letters, y se encuentra a la espera de su aceptacion.

En la segunda investigacion, estudiamos las estrategias cuanticas en juegos de informacién incom-
pleta, haciendo uso del formalismo de la teoria de juegos basada en el multi-sector de una matriz
de probabilidades. Analizamos una extension del conocido y documentado juego Batalla de los
sexos, usando un estado tipo-Werner extendido enfocado en cémo su mezcla y entrelazamiento
afecta las ganancias Bayesianas de Nash del jugador. En relacion a sus correlaciones, se demuestra
que el entrelazamiento es necesario para superar las ganancias clasicas pero, se debe considerar
que no todos los estados entrelazados son ttiles debido a la presencia de mezcla. Se encontraron
valores de umbral para el parametro de mezcla y el minimo de entrelazamiento. Este trabajo fue
publicado en la revista Springer en el ano 2016 con cédigo: DOI 10.1007/s11128 — 016 — 1387 — 8.
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Abstract

In this PhD thesis, we have investigated a Probabilistic Teleporatation Protocol and The Bayesian
Nash equilibria using extended Werner-like states.

In the first research, we study the entanglement and their redistribution, trough the measure of
fidelity, that as we know, for the case of an entanglement state, it always must be bigger than 2/3.
We used like a channel a pure state and a noisy X-state, where we applied partially entangled Bell’s
measures for both states. In addition, we set the Unambiguous State Extraction USE process,
that consist basically in the necessary mechanism to ensures the maximum fidelity to extract the
unknown state that we want to be teleported. In both cases we found threshold values where the
entanglement of the channel is necessary but not sufficient to have a successful teleportation. This
work was sent to the Physiscal Review Letters, and it is waiting for the approval.

In the second research, We study quantum strategies in games of incomplete information using
a formalism of game theory based on multi-sector probability matrix. We analyze an extension
of the well-known game of Battle of Sexes using an extended Werner-like state focusing in how
its mixedness and entanglement affect the Bayesian Nash payoffs of the player. It is shown that
entanglement is needed to outperform classical payoffs but not all entangled states are useful
due to the presence of mixedness. A threshold for the mixedness parameter and the minimum
entanglement value were found.This work was published into the Springer journal, 2016. Code:
DOI 10.1007/s11128 — 016 — 1387 — 8.
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Capitulo 1
Introduccion

La Fisica Cuantica constituye en la actualidad uno de los pilares que sostienen la base del conocimiento
del mundo que nos rodea. A escala atémica, y sub-atomica, cualquier fenémeno precisa para su
explicacion el uso de esta teoria; incluso fenémenos catalogables como macroscopicos requieren de
argumentos cuanticos para una descripcién correcta [1, 2].

Para poder interpretar y describir la naturaleza de la mecanica cuantica, necesitamos comprender
tanto sus caracteristicas propias como la de sus correlaciones, de las cuales emerge una naturaleza
increiblemente extrana, sensible, contraintuitiva y sin paralelo clasico en relacion a nuestra escala.
En esta tesis de doctorado se abordaran dos temas de investigacion, que centran sus esfuerzos en
la caracterizacion, analisis y comprension de los fenémenos cuanticos, en las areas especificas de
protocolos de teleportacion y Teoria de Juegos cuanticos.

Para entregar un espectro que permita una mayor comprension de este trabajo, consideramos par-
tir desde los cimientos de la mecanica cudntica, es decir, el formalismo matematico que describe los
postulados de esta teoria, para luego estudiar su interpretacion dentro del area de la informacién
cudntica, dénde se describe la forma de c6mo medir correlaciones cudnticas [3].

La primera parte de las investigaciones se vierte en el estudio del procesamiento de la informacién,
la que se presenta en los protocolos de teleportacion, dénde se espera sean estos protocolos de una
fidelidad suficiente para asegurar el uso de recursos cudnticos favorables para completar la tele-
portacion de estados con éxito. En estos sistemas hemos aplicado ciertas compuertas logicas sobre
los estados que los conforman, para que finalmente, mediante la extracciéon (medida) y utilizacién
de canales de comunicacion clasicos, podamos enviar la informacién contenida en los sistemas re-
ducidos para completar satisfactoriamente el envio del estado que se deseaba teleportar.

Ademas, para una teleportacion probabilista de recursos cuanticos, donde especificamente nos

enfocamos en la redistribucién de la fidelidad en un protocolo que utiliza medidas de Bell par-
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cialmente entrelazadas y un esquema de extraccién inequivoco 6 USE, por sus siglas en inglés,
donde utilizamos como canal un estado puro, y luego otro con ruido de tipo X, esto nos permite
transferir un estado desconocido de un sélo qubit y poder asegurarnos que la informacion tiene
comportamiento cudntico, si la fidelidad promedio de los valores de salida son mayores a 2/3 [13].
Luego, en la segunda investigacion, tenemos la teoria de juegos cuanticos, que consiste basicamente
en el estudio del conflicto entre oponentes que actian racionalmente, y donde ademas podemos
analizar matematicamente las diversas situaciones cuando muchas partes estan solamente intere-
sadas en ganar y realizar decisiones que favorezcan a sus propios intereses que se ven envueltos en
la competencia.

En nuestra investigacién evaluamos el equilibrio de Nash Bayesiano usando un estado tipo-Werner
extendido, para el juego La Batalla de los sexos, donde los recursos cuanticos utilizados constituyen
un canal con ruido, es decir, el estado tipo Werner representa el medio por el cual se realizan las
operaciones cudnticas para el par de jugadores que las utiliza [5]. En este juego, las partes pueden
escoger su plan de accion en completo conocimiento de la situacion, y con fundamentos racionales,
pero sin saber qué desiciéon tomara la otra parte. Se llama al juego con estas caracteristicas, un
juego de informacién incompleta, donde se desarrollan las herramientas y procedimientos que se
orientan desde otro punto de vista, al estudio profundo y acabado de la funcionalidad del uso de
un sistema cuantico como: recurso de un canal, entrelazamiento, entre otros, que se caracterizan
a través de la comparacion de las posibles funciones de ganacias obtenidas en relacién a la versién
clasica del mismo juego.

Sabemos que existen aplicaciones propuestas de la teoria de la informacién cuantica que pueden
ahora ser entendidas como situaciones competitivas en la que muchos jugadores interactiian con
mas o menos motivos opuestos. Como por ejemplo, el clonado cuédntico, que ha sido formulado
como un juego entre dos jugadores [6], y ademds, en el caso del robo de la informacién para el
caso en criptografia cudntica [7], que puede igualmente ser visto como un juego entre el que roba
informacion y el emisor.

Los pilares de la teoria de juegos son parcialmente una teoria de probabilidades clasica. En este
contexto nos podemos preguntar lo siguiente: ;jqué soluciones se obtendrian si son permitidas su-
perposiciones de estrategias?

En la teoria de juegos raramente se trata de manera explicita con la transmision de informacion,
aunque sin embargo, deberfa ser visto que la implementacion practica de cualquier juego clasico
inevitablemente relaciona el intercambio de informacion a través de medios clasicos. Teniendo esto
en mente, se vuelve legitimo preguntarnos qué ocurre si los portadores de la informacién son ahora
sistemas cuanticos.

El propédsito de esta tesis es, por tanto, presentar de manera detallada, y desde una complejidad



Capitulo 1. Introduccion 3

nueva, el analisis de las correlaciones entre dos sistemas, sus recursos cuanticos y sus posibles apli-
caciones, las que van desde los protocolos de teleportacién hasta la introduccién de otra arista, que
es la teoria de juegos aplicados a la teoria de la informacion cudntica, ya que no basta solamente
el comprender las caracteristicas esenciales dentro de un protocolo de teleportacion, sino también
sus usos y aplicaciones en el futuro.

Todo esto con la motivacion de construir nuevos espacios de desarrollo para la teoria cuantica de
la informacién, donde se combinen variedades de conceptos que perfilen en un futuro préximo, la
forma de darle un uso efectivo a los recursos cuanticos que se operan a través de compuertas logicas
[8], las que actiian sobre estos diversos estados, y donde veremos cémo aquellas operaciones locales
conjuntas modifican al sistema. Finalmente, combinaremos la utilizacion de estas caracteristicas
cuanticas para descubrir la naturaleza que subyace en el mundo de lo tremendamente sensible y
pequeno, donde el desarrollo de sus usos nos llevaran quién sabe donde.

En los capitulos 1, 2 y 3 conoceremos los fundamentos de la mecanica cuantica, la cuantificacion de
los recursos cuénticos, fidelidad, y la relaciéon de la informacion cuantica con la teoria de juegos. En
los capitulos 4 y 5 se abordaran los temas de investigacion en teleportacion probabilista y equilibrio

de Nash Bayesiano usando estados tipo-Werner extendidos.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Postulados de la Mecanica Cuantica

La formulacién de la mecanica cuantica esta basada en los siguientes postulados.

2.1.1 Postulado 1: Espacio de estados

El estado de un sistema es completamente descrito por un vector de estado, el cual es un rayo
o vector en el espacio de Hilbert. En la notacién bra-ket de Dirac los estados del sistema son
denotados por los vectores ket [1)). En este espacio los estados [1) y €@ |¢)) describen el mismo
estado fisico. Para dos estados dados [1)) y |¢) podemos formar otro estado por superposicién, de la
forma a[i) +b|¢). Las fases relativas en esta superposiciéon de estados es fisicamente significativa,

va que esto significa que el estado a|) + b|¢) es idéntico a €™ (a|) + b|¢)), pero diferente de
a i) +eb|¢).

2.1.2 Postulado 2: Evolucion de estados

La evolucion temporal de un sistema cuantico cerrado es unitaria, y es generada por un operador
hermitico llamado Hamiltoniano del sistema.
En el cuadro de Schraodinger, el vector |1)) que describe al sistema, evoluciona de acuerdo con la

ecuacién de Schrodinger,

L) -
=t = fly), (2.1)
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donde h es la constante de plank, H el Hamiltoniano del sistema, y el que entrega los valores de
energia del sistema, como en el caso del atomo de hidrégeno, que aparece como una solucion de la
ecuacion de Schrodinger estacionaria, y que relacionan las soluciones ligadas a un pozo de potencial
generado por este atomo. Lo que da como resultando una cuantizacién de la energa. También
pueden corresponder a un espectro continuo, como las soluciones libres de un pozo de potencial
(por ejemplo un electrén que tenga la suficiente energia para alejarse al infinito del nicleo del

atomo de hidrégeno).

2.1.3 Postulado 3: Medida

El resultado de la medida sobre un observable fisico fl, es alguno de los autovalores de este operador:

A |z/)n> = an ‘¢>7 (2-2>

donde a,, petenece a los nimeros reales (R).

En mecénica cuantica, las mediciones estan descritas por un conjunto {Mm} de operadores de
medicion. El indice m da cuenta de los resultados posibles de la medicién. Si el sistema cudntico
estd en un estado |¢), inmediatamente antes de la medicién la probabilidad de obtener un resul-

tado m esta dada por,

p(m) = (| M, M|, (2:3)
e inmediatamente después de la medicion, el estado del sistema colapsara al estado,

My

N R

V) = (2.4)
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Los operadores de medida satisfacen la relacién de completitud

> MiM,, =1, (2.5)

que asegura el hecho de que la suma de las probabilidades da 1.

Hay dos casos especiales importantes para el proceso de medida. Uno de ellos es el de medi-
das proyectivas y el otro es el operador de valor positivo de medida o POVM, por sus siglas en
inglés.

Medidas Proyectivas

En este caso al considerar el operador de medida M y su relacién de completitud (2.5), ase-

guramos que se satisface la condicién que M, son proyectores ortogonales. Matematicamente

puede ser escrito como

My My, = Oyt M. (2.6)

Una medida proyectiva es descrita por un operador hermitico M en el espacio de estados del
sistema. El operador hermitico es catalogado como observable. La descomposicion espectral de

este observable es

donde P, es el proyector dentro del eigenespacio de M con eigenvalores m. Midiendo el estado

|1), la probabilidad de obtener el resultado m es

p(m) = (| Pnlt)) (2.8)
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y el estado del sistema justo después de la medida es

gyo Pald)
VT Pu o)

(2.9)

Si el sistema es sometido a la misma medida inmediatamente después de la medida proyectiva, la

misma salida ocurre con certeza.
POVM

En ciertos experimentos la medida posterior del estado del sistema es de menor interés o irrel-
evante, mientras que la parte de principal interés es la probabilidad de la respectiva medida. Uno
de los ejemplos de tales experimentos es el de Stern-Gerlach, que consistia en enviar un haz de
atomos de plata a través de un campo magnético inhomogéneo que crecia en intensidad en la
direccién perpendicular a la que se enviaba el haz. El espin de los diferentes atomos fuerza a las
particulas disparadas de espin positivo +1/2 a ser desviadas hacia arriba y a las particulas de espin
opuesto —1/2 a ser desviadas hacia abajo, y por lo tanto, se puede medir el momento magnético
de las particulas.

En el caso clésico, una particula cualquiera que posse un momento magnético, entrard en el campo
magnético con su momento magnético orientado al azar. El efecto del campo magnético sobre tales
particulas clésicas ocasionara que sean desviadas también en sentidos opuestos pero dependiendo
del grado de deflexién del angulo inicial entre el momento magnético y el campo magnético al
que se somete el haz de particulas. Por lo tanto algunas de ellas serian desviadas fuertemente,
otras de manera mas débil y progresivamente se irian encontrando particulas desviadas en ambas
direcciones cubriendo todo el espectro de intensidades posibles.

Sin embargo, el experimento de Stern-Gerlach pone de manifiesto que esto no ocurre, y se observa
que todas las particulas se desvian o bien hacia arriba o hacia abajo, pero ambos grupos con la
misma intensidad. Las partculas tienen o bien espn +h/2 o —h/2 , sin valores intermedios. La
herramienta matematica que podemos ocupar para describir ese caso es POVM. Una POVM en

un sistema cuantico es una coleccién, F,, de operadores positivos que satifacen

> En=1, (2.10)
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donde I es el operador identidad. Cuando un estado [¢) es sometido a POVM, la probabilidad de

la salida m es

p(m) = (W] By |¢) - (2.11)

En ciertos casos el estado después de la medida no esta especificado y no puede ser repetido,

como por ejemplo, después de la medida de un fotéon que golpea el detector.

2.1.4 Postulado 4: Sistema Compuesto

El espacio de estado del sistema fisico compuesto es el producto tensorial de los componentes del
sistema. Sea un sistema mecanico cuantico compuesto de n sistemas cuanticos, tal que por cada

sistema 14, el estado es |1);), es decir, el estado conjunto para el sistema completo es dado por

(W) = [t1) @ [2) .. ® thn) - (2.12)

Una de las propiedades interesantes de los sistemas compuestos, que es tnica para los sistemas

cuanticos, es el entrelazamiento.

2.2 Informacién Cuantica y computacion

Introduciremos el concepto de Entrelazamiento, criterios de separabilidad, el bit cudntico o qubit,

luego compuertas logicas cuanticas de un qubit y dos qubits.

2.2.1 Entrelazamiento cuantico bipartito
Estados puros

Supongamos dos sitemas cuanticos A y B, los cuales se entregan a dos cientificos experimentales que
llamaremos Alice y Bob, en acuerdo con la notacion estandar en la teoria de la informacion cuantica.
El estado fisico en el sistema de Alice puede ser descrito por estados cudnticos pertenecientes a un

espacio de Hilbert Hp cuya dimensién es d4. Analogamente, en el sistema de Bob, el estado fisico
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es descrito por estados cuanticos en un espacio de Hilbert Hg de dimensién dg. De esta manera,
el estado cuantico del sistema completo estara descrito por vectores pertenecientes al espacio pro-
ducto tensorial de ambos subespacios H = Hx ® Hg. Asi, en este espacio de Hilbert, el estado

cuantico mas general puede ser escrito como:

da,dp

) = > cijlai) @ |by), (2.13)

ij=1

con una matriz d4 X dp compleja C' = {¢;;}.
Un estado puro [1)), perteneciente a H, se llama estado producto o separable si existen estados |¢4),

perteneciente a Ha, v |¢p), perteneciente a Hg, tal que se satisfacen

) = |$pa) ® |¢5). (2.14)

De otra forma, el estado |¢) se llama entrelazado.

Fisicamente, la definicion de estados producto significa que el estado no esta correlacionado. En
este sentido, un estado producto puede ser preparado de una manera local: Alice produce el
estado |¢4) v Bob el estado |¢p) independientemente. Si Alice mide cualquier observable A y
Bob el observable E, entonces las probabilidades en los distintos resultados se factorizan. En
otras palabras, los resultados en la medicién para Alice no dependen de los resultados que haya
obtenido Bob en sus mediciones. Por otro lado, un estado entrelazado |¢)) contiene no solamente
la informacién de los resultados de las mediciones sobre el sistema A y B separadamente, sino

también correlaciones entre estas mediciones.

Estados mixtos

Es aquel en el que se sabe que hay probabilidades py, ps, ..., pn, ... de que el sistema se halle
en los estados puros no necesariamente ortogonales pero si independientes |¢1), |¢2), ..., |n), ...
respectivamente. Se debe mencionar que esto no corresponde a una combinacion lineal, ya que no
se tiene informacion sobre las fases relativas con las que sumaremos los correspondientes vectores
con los que definimos el estado mezcla. Sabemos que 0 < p; < 1, Vi y ademés que ) ._, p; = 1.
Luego veremos que todo estado mezcla es de este tipo.

Consideremos, a modo de ejemplo, que en un acelerador se preparan electrones en estados de mo-
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mento p, que en un cierto sentido limite esta bien definido, pero la informacion no es total respecto
de la proyeccion de spin, por ende, el haz que prepara el acelerador tiene probabilidad p; = % de
que el electrén se halle en un estado |¢1) = |p, +) y probabilidad también p, = 3 de que se halle
en el estado |p2) = |p, —). Evidentemente los estados |¢1) y |¢2) forman un conjunto ortonormal
completo en el subespacio de los estados con momento p fijo.

Para el caso general antes citado, resulta conveniente describir el estado mezcla mediante una

matriz densidad u operador p definido por,

p= Zpi|¢z'> (Wil , (2.15)

donde p; es la probabilidad de que el sistema se halle en el estado |¢;). Este operador densidad

tiene algunas propiedades interesantes desde el punto de vista practico:

1. p es autoadjunto y acotado.
2. p es un operador semidefinido positivo, o sea p > 0.
3. p es un operador cuya traza es igual a la unidad, o sea Tr(p) = 1.

4. p es un operador compacto y por ende sus autovalores forman una base ortonormal, y si

plY) = q; |1) entonces g; > 0, para todo valor de j, asi podemos escribir

p= Z%‘ [0) (sl (2.16)

la cual se conoce como descomposicién espectral del operador densidad y es tnica.
El valor medio de un observable A del sistema, en el estado mezcla, sera el promedio estadistico,
con sus respectivos pesos p;, de sus valores medios en los estados puros |¢;) con los que hemos

construido el estado mezcla, es decir:

(A), =>4 (Wil Al) = Tr(pA). (2.17)

=1
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La demostracion de que podemos escribir el producto de la matriz densidad por el operador en
términos de la traza, se obtiene recordando que la traza de un operador no depende de la base, es

decir,

Tr(pA) = > (Wil pAld) = Y (Wl pliby) (W] A [y)

i=1 i=1,j=1

= Zqi (Wil Alihi) = (A),. (2.18)

Por otro lado, cualquier operador p que cumpla con las propiedades enumeradas anteriormente,
es un excelente candidato a operador densidad. Debido a que p es autoadjunto y positivo, la
condicién Tr(p) = 1 nos asegura que p es un operador compacto, y por tal efecto su espectro es
puramente puntual y discreto. Si denotamos sus valores propios por wi, ws, ..., Wy, ... ¥ a los

vectores propios por |1), |2), ..., [n), ..., entonces podemos escribir dicho operador como

p=> wy|n)(n|. (2.19)

Ademés sabemos que Tr(p) = 1, tendremos ), _, w, = 1 y como p > 0, también w,, > 0.

Ahora, consideremos a un operador densidad en una base ortonormal {|¢;)} que viene dado por

p= qu |6:) (3], (2.20)

la cual es una nueva base ortonormal de {|¢;)}. Si los nuevos vectores base estan relacionados con

los primeros, a través de las ecuaciones,

|thi) = Zcij 95) , Vi, (2.21)

)

siendo la matriz constituida por los nimeros ¢;; unitaria dado que relaciona dos bases ortonor-

males, esto supone que
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Z Cikc;k = Z ckic}zj = (52'3' (222)

k i

y en consecuencia con esto, tenemos

(pi] = Zcz’j (sl (2.23)

Por lo tanto, la matriz densidad en esta base sera

p =Y I¢i) pis (] (2.24)
(2%
donde,
Pis = Y Chatker; = (Wil pliby) - (2.25)
k

Todo esto sirve para el supuesto en que las dos bases sean fisicamente realizables, entonces la
cantidad p;; representa la probabilidad de hallar el sistema en el estado |¢;) y recibe el nombre de
poblacion del estado |1);). Por otra parte, p;; con ¢ # j, es una suma de nimeros complejos del
tipo gicy,crj, v cuantifica los efectos de interferencia de los estados |v;) y [¢;) que puede aparecer
cuando |¢y) se expresa como combinacion lineal de los elementos de la base [¢);). La cantidad p;;
es la mezcla estadistica de estos términos cruzados sobre todos los estados puros |¢y), y puede
resultar nula aunque los términos de la suma no lo sean. Si p;; = 0, entonces el promedio es-
tadistico hace desaparecer todos los efectos de interferencia, mientras que si p;; # 0, subsiste una
cierta coherencia entre los estados de las mezclas; las cantidades p;; con ¢ # j se suelen llamar
coherencias.

Evidentemente, los estados puros no son mas que casos particulares de estados mezcla. En un es-
tado puro se sabe con certeza que el sistema se encuentra en un estado representado por el vector

normalizado |¥), por lo que su correspondiente matriz densidad serd
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p=0)(¥],= p*=p. (2.26)

Reciprocamente, si el estado mezcla cumple con la ecuacion anterior entonces describe un estado
puro.

Ahora es posible distinguir tres situaciones:

e Un estado producto no tiene correlaciones.

e Los estados separables estan correlacionados clasicamente.
Esto significa que para generar un estado separable, solamente es necesario contar con op-
eraciones locales y comunicacién clésica (LOCC). Supongamos que Alice y Bob pueden, por
comunicacion clésica (teléfono o radio), compartir un generador de nimeros aleatorios que
produce los resultados ¢ con probabilidades p;. Para cada uno de los resultados, ellos pueden

acordar el estado p! ® pP localmente. Mediante este procedimiento ellos forman el estado
p=>0ipl ®pl.

e Estados entrelazados.
En un estado entrelazado, las correlaciones no pueden generarse simplemente por el pro-
cedimiento anterior. De hecho es necesario la presencia de operaciones que actien si-
multaneamente sobre ambos subsistemas A y B. Estas operaciones han sido definidas an-

teriormente como operaciones de dos qubits, también denominadas operaciones no locales.

2.2.2 Criterios de separabilidad
Estados puros: Descomposicién de Schmidt

Como hemos visto anteriormente, un estado puro entrelazado |¢)) € H = Hap puede expresarse

como,

da,dp

[0) = eila) © 1) # 16a) © 9), (2.27)

4,j=1

con una matriz d4 x dg compleja C' = {¢;;}. Por simplicidad en la notacién, se adoptard la
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siguiente identidad |a;) ® |b;) = |a;)|b;). En general, la superposicién en Ec. (2.27) no nos dice a
primera vista si el estado puede ser factorizado. Sin embargo, existe una base |a;) € Ha y una

base |3;) € Hp tal que podemos escribir,

R
) = ZAk|ak>|ﬁk>a (2.28)

con coeficientes reales y positivos A;. El nimero R < min{da,dp} se denomina el rango de
Schmidt del estado |¢).
La demostracién de esta propiedad es directa. Notemos que el estado en la Ec. (2.27) puede ser

escrito como:

dAde

W) = D eijladle;) = ZICM)I@% (2.29)

2,J—1

donde se define |b;) = > Cijlb)-
Supongamos ahora que la base {|a;)} se escoge de tal manera que la matriz densidad parcial aso-

ciada al subsistema A, p4, sea diagonal,

pa= Zpi’ai><ai’- (2.30)

La matriz densidad parcial asociada al subsistema A, se obtiene al trazar los grados de libertad
asociados al subsistema B, esto es, pa = trg(p). Andlogamente para la matriz densidad parcial
del subsistema B.

Al calcular p4 obtenemos,

pa = Trp([Y){])
= TTB(Z |a;)(aj] @ |bi) (b;]) = Z< ilbilai){a;l. (2.31)

i i
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Este resultado se obtiene al notar que,

Trp(|bi)(b;]) = Z(kz|5i><5j|k)

k

= D (bilk)(kIbs) = (By1bi), (2.32)

k

donde {|k)} es una base ortonormal € Hg. Comparando la Ec. (2.30) y Ec. (2.31), vemos que,

(0j[bi) = pidij, (2.33)

notando que los estados {\@}} son ortogonales. Los correspondientes vectores ortonormales se

obtienen reescalando,

i) = (2.34)

donde se obtiene la expansion requerida

) = Z\/EIWI@% (2.35)

en términos de bases ortonormales particulares en Hpy v Hg llamadas bases de Schmidt. Debido a
la simetria de esta ultima expresion, se puede ver que el espectro de las matrices densidad parciales,
o reducidas, estan dados por los coeficientes de Schmidt \; = /p;.

La descomposicién de Schmidt es una herramienta ttil para distinguir estados separables de es-
tados entrelazados, dado que las bases de Schmidt, por construccién solamente incluyen estados
separables, toda la informacion acerca del entrelazamiento esta en los coeficientes de Schmidt. Un
estado separable estd caracterizado por un vector de coeficientes de Schmidt con un sélo valor no

nulo: X = /\2 = [1,0,...,0], mientras que el vector de coeficientes de Schmidt para un estado entre-
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lazado tiene al menos dos componentes no nulas. Un estado se llama mazimalmente entrelazado,
si su vector de Schmidt se escribe como A, = [1/d,...,1/d]. Desde aqui, es posible observar que
el concepto de los coeficientes de Schmidt permite relacionar el grado de entrelazamiento de un es-
tado puro bipartito con el grado de mezcla estadistica de las correspondientes matrices reducidas:
una matriz densidad reducida pura corresponde a un estado separable, mientras que un estado

maximalmente entrelazado conduce a una matriz densidad reducida completamente mezclada.

Estados mixtos: Criterio de transposicién parcial

Es bien sabido en la teoria de la informacién cudntica que cuando se trata con estados mixtos
bipartitos de dimension arbitraria, el problema de la separabilidad se vuelve una tarea complicada
de llevar acabo. Sin embargo, existen criterios basados en mapeos positivos que permiten abordar
este desafio.

Los mapeos positivos se definen como sigue: Sean Hg y Hg dos espacios de Hilbert y sea B(H;)

un operador lineal en el espacio de Hilbert correspondiente. Un mapeo lineal,
A : B(Hp) — B(H¢) (2.36)

se llama positivo, si este mapea operadores hermiticos en operadores hermiticos satisfaciendo la
relacién A(XT) = A(X)T, y preservando la positividad, es decir, si X > 0 entonces A(X) > 0.
Recordemos que un operador X es positivo si este tiene un espectro positivo.

Un mapeo A se dice completamente positivo cuando para un espacio de Hilbert arbitrario Hya,
el mapeo I4 ® A es positivo. De otra forma, A es positivo, pero no completamente. Un ejemplo
importante de un mapeo positivo, pero no completamente positivo, es la traspuesta parcial [9, 10].

Dada la matriz densidad de un sistema compuesto:

p=_> punlilil® k), (2.37)

i’j

la trasposicion parcial respecto al primer subsistema esta dada por
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=303 prulidlil @ k)1 (2.39)

Z’Mj

Anélogamente definimos p’? intercambiando k y [ en vez de i y j. Entonces dada una matriz
densidad p, se dice que esta tiene una traspuesta parcial positiva si su transposicién parcial no

tiene autovalores negativos, es decir, es positiva semidefinida,
Pt >0 p'" >0, (2.39)

El criterio de la trasposicion parcial nos dice que una condicién necesaria para la separabilidad de
un estado mixto bipartito es que p’4 > 0. Si p’4 tiene al menos un autovalor negativo, se dice que
el estado esta entrelazado. Es importante notar que la positividad de la traspuesta parcial es una

condicién necesaria y suficiente s6lamente para sistemas bipartitos de dimensiéon 2®2 y 2® 3 [10].

2.2.3 El Bit cuantico o qubit

Sabemos que los computadores utilizan bits con dos valores posibles 1 y 0 con la finalidad de
representar nimeros binarios, pero a diferencia de un computador actual, un computador cudntico
almacena la informacién como bits cuanticos o qubits. Entendemos por qubit a cualquier sistema
fisico cuyo espacio de Hilbert accesible tiene dimension d = 2. En otras palabras, un qubit tiene
dos estados posibles |1) y |0) en la notacién de Dirac para estados cudnticos. Esta base {|1),]0)} se
denomina base computacional, y el estado cuantico de un sistema de dos niveles puede ser escrito

en esta base como:

) = al0) + B[1), (2.40)

donde a y 3 son niimeros complejos que satisfacen la condicién de normalizacién |a|? + |B|* = 1.
Para tener una mejor visualizacién del estado cuantico de un sistema de dos niveles, este puede
ser representado como un punto con coordenadas esféricas, 6 y ¢, sobre una esfera unitaria y en

cuya representacion del estado cuantico de dos niveles puede ser expresado como:
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|ih) = [cos (g) |0) + €' sin (g) |1>} e, (2.41)

En la expresién anterior, el factor de fase global ¢'® no tiene efectos observables y por lo tanto

usualmente se omite.

2.2.4 Compuertas Légicas Cuanticas
Compuertas de un qubit

Las compuertas de un qubit corresponden a transformaciones unitarias que actiian sobre el estado
cuantico del sistema.

Formalmente, cualquier sistema de dos niveles tiene una representacién de pseudo-spin (una base
que genere el algebra de Lie SU(2)) cuyas componentes a lo largo de una direccién arbitraria
en el espacio tridimensional puede tomar solamente uno de dos valores :l:%. Esta descripcién
nos entrega una manera util de visualizar el estado cuantico de un sistema de dos niveles, rep-
resentandolo como un punto con coordenadas polares 6 y ¢ sobre una esfera unitaria, ver Fig.
2.1. Este cuadro se conoce comunmente como representacion de la esfera de Bloch, y al vector

U = (cos ¢ sin 0; sin ¢ sin 0; cos §) como al vector de Bloch.

El observable mas general en la representacion de pseudo-spin, puede ser expresado como una com-

binacién lineal con coeficientes reales del operador identidad I(2 x 2) y los tres operadores de Pauli

o = 22", con (i = X,Y,Z), los cuales en la base de autoestados de o, tienen una representacién
dada por:

) 0 1 ) 0 —i ) 1 0 2.4)
ox = : Oy = ; 07 = . :
*“\1 o0 R ) 27 \o -1

Estos operadores satisfacen las reglas de conmutacién:

[O'i, O'j] = 2i€z’jk0'ka (243)
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Figura 2.1: Representacion de la esfera de Bloch para un sistema de dos niveles. Fuente: Elabo-
racién propia.
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donde €1 es cero si dos indices son iguales y —1 o 1 cuando son diferentes, dependiendo siempre
de la paridad de permutacion de {ijk}.

Los autovalores de los operadores o; son +1. Los autovectores de o, con autovalores +1y —1 se de-
notan por |0) y |1), respectivamente. Estos representan los polos norte y sur de la esfera de Bloch,
Fig.2.1. Los correspondientes autovectores de ox son combinaciones lineales simétricas y anti-
simétricas |V x) = (]0) & |1))/+/2 mientras que los autovectores de oy son |¥y) = (]0) £i[1))/v/2.
Estos autoestados tienen su correspondiente representacion en la esfera de Bloch, ver Fig.2.1.

El observable de traza nula més general para un sistema de dos niveles corresponde a una compo-
nente de spin a lo largo de la direccion definida por el vector unitario ¥ con coordenadas polares

0y ¢, el cual se expresa en términos de matrices de Pauli de la forma:

(2.44)

Gy = coso 7 + sinf cos pox + sinfsinpoy = | .
e?sinf —cosb

cosf e ?sin 9)

El observable 5 también tiene un espectro 1, con autoestados de la forma:

|05) = cos (g) |0) + sin (g) e[1), (2.45a)
1) = sin <g) |0) + cos <g> e[1). (2.45b)

Cuando el vector unitario ¥ rota en el espacio de Hilbert, |05) explora completamente este espacio
de pseudo-spin. El estado de spin méas general, ecuacién (2.40), es el autoestado con autovalor +1
de la componente de spin a lo largo de la direcciéon v de coordenadas polares 6 y ¢, definido por la
relacién e’ tan(4) = 2.

Las compuertas de un qubit implementan rotaciones en el espacio de Hilbert del pseudo-spin. Estas
compuertas las representamos esquematicamente como se muestra en la figura 2.2. Dado el estado
cuantico més general para un sistema de dos niveles, 1)) = «|0) 4+ 8]1), las compuertas actian de

la forma:

ox(al0) +51))) = all) + 5]0), (2.46)
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de esto vemos que ox intercambia los estados cuanticos de la base computacional |0) <+ |1). Esta
compuerta representa la contraparte cudntica de la compuerta clasica NOT, la cual actia sobre

un bit 0 6 1 de la siguiente forma:

0—1,
1—0.

Las otras compuertas actian de la siguiente manera:

oy(e|0) + B|1)) = i(e|0) — B|1)),
oz(al0) + BI1)) — al0) — f[1),
H(a|0) +8[1)) — %[a(|0>+ll>)+ﬁ(\0>—|1>)]- (2.47)

Donde,

H= % G _11> , (2.48)

es otra matriz que actiia sobre un qubit, y representa una rotacién de 7 sobre los ejes x y z.

De lo anterior debemos senalar que mientras en la version clasica exista sélo una compuerta de un
bit (compuerta NOT), para un qubit existen claramente més de una. De esta manera podemos
considerar que cualquiera de las anteriores operaciones unitarias de un qubit puede ser considerada

como una compuerta légica.

Compuertas légicas cuanticas controladas o compuertas de dos qubits

Estas compuertas acoplan los bits denominados de control y objetivo de acuerdo a una dindmica

condicional, implementando una proposicién logica de la forma: si A es verdad, realice B. La
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Figura 2.2: Representacion de compuertas de un qubit, con su correspondiente operador: I para
la compuerta identidad, ox para la compuerta NOT, o para la compuerta de fase y H para la
compuerta Hadamard. Fuente: Elaboracién propia.

accion B, presentada sobre el bit objetivo, puede ser cualquier operaciéon unitaria U. La verdad
de la afirmaciéon A generalmente corresponde al valor 1 del control, su negacién al valor 0. Si el
control estd inicialmente en el estado |1) (A4 es verdad) o en el estado |0) (4 no es verdad), este
estado permanece inalterado en la operacion de la compuerta.

Se dice compuerta controlada U a la compuerta que implementa la siguiente tabla de verdad:

0)) = [0)); (D)) = [HU[Y), (2.49)

donde el primer ket representa el qubit de control y el segundo ket al de objetivo. Sabemos que
esta operacién, la que transforma la base ortogonal de dos qubits |a, b) en otra base ortogonal, esta
debe ser unitaria. Al igual que en el caso de compuertas cuanticas de un qubit, las compuertas
controladas también se representan por esquemas tal como muestra la Fig.2.3, en la cual las dos
lineas horizontales representan al bit de control (linea superior) y al bit objetivo (linea inferior). El
control condicional estd simbolizado por una linea vertical y el cuadrado (conteniendo el simbolo

de la operacién condicional) sobre la linea del qubit objetivo.

Una de las principales compuertas logicas de esta clase es la compuerta NOT controlada o CNOT.
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Figura 2.3: Esquema de una compuerta controlada U. Fuente: Elaboracion propia.

Esta compuerta también tiene una representacion tal como se muestra en la Fig.2.4,

Figura 2.4: Compuerta controlada NOT (CNOT). Fuente: Elaboracién propia.

La accién de la compuerta légica controlada NOT (CNOT) es representada como,

a)[t) = o)t o), (2.50)

donde @ representa la suma en médulo 2 y los estados |¢) y |t) describen el qubit de control y el
qubit objetivo, respectivamente. En otras palabras, esta compuerta realiza una operacion NOT

sélo cuando el qubit de control estéd en el estado |1), de otra forma el qubit objetivo queda intacto.
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2.3 Teleportaciéon

2.3.1 Teleportacién del estado de un qubit

Supongamos que Alice quiere teleportar un estado general desconocido |a) = a|0) + b|1) a Bob,
utilizando como canal cudntico un par EPR de la forma |§) = \/LE(IOHO) + [1)[1)).

Asi el estado inicial es dado por,

) ©16) = (a\())+b!1>)®%(\0>!0>+\1>!1>)

5(@[0)(02]0) + [1)]1) + b[1)(102[0) + |1)]1)))

SEESE

3 (a|000) + a|011) + b|100) + b|111)).

Ahora Alice aplica primero la compuerta C,,;, dada por la ecuacién (2.50), para sus dos qubits y

luego la compuerta Hadamard, ecuacién (2.48), al qubit que desea teleportar. Entonces:

Crot(l0) @ 18)) = Chaor(a]000) + a|011) + b|100) + b[111))

(a|000) + a|011) + b[110) + b]101)),

ST

2

ahora, al aplicar H se puede mostrar que:

[100)(al0) + b[1)) + [10)(al0) = b]1)) + |01)(al1) + b]0)) + [11)(a|1) — 0]0))] .

N | —

(H)(Crot)(lo) @ 8)) =

De la expresién anterior vemos que si Alice mide sobre sus qubits, obtendra con igual probabilidad
uno de los estados: |00),]01),|10),|11).

En acuerdo previo con esto, el qubit de Bob es proyectado a uno de los estados: a|0)+b|1),a|1)+0|0),
al0) —b|1) 6 a|l) —b|0) respectivamente. Alice le dice a Bob el resultado de su medicién a través de
dos bits clésicos de informacion por el canal clasico. Bob aplica una de las compertas: I, X, ZeY

en funcion de los bits clasicos recibidos. Los estados de los qubits de Bob son luego transformados
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en |a) exactamente.

2.3.2 Teleportacién de estados puros cuanticos generales finito dimen-

sionales

Consideremos ahora la teleportacion de un estado cuantico general puro N-dimensional. Denota-
mos por {|i),7 =0, ..., Ng — 1} una base ortonormal de un espacio de Hilbert N—dimensional Hy,
0 =1,2,3. Los espacios H; y Hs son asociados a Alice, mientras H3 lo asociaremos a Bob. Alice

en general tendra estados cuanticos en el espacio de Hilbert H; de la forma:

aq
. Ni—1
To) = | - | =D aili), |Wo) € H, (2.51)
=0
Ole

donde o; € C, ZNl "|oy|? = 1. Un estado general entrelazado de dos particulas en los espacios de
Hilbert Hy v H3 es de la forma,

Nz—1 N3—1 N3—1 N3—1
- Z Z ai; i), Z Z |ai;|* =1 (2.52)
i=0  j=0 i=0 j=0

para coeficientes complejos a;; € C. El grado de entrelazamiento depende de los coeficientes a;j,
i=0,...,No—1,j =0,...,N3 — 1. Para teleportar el estado |¥y) a Bob, es necesario que
N3 > N, pero para este caso tomamos N3 = V.

El estado inicial de Alice y Bob estan dados por,

Ni1—1 No—1
To) @ [W1) = Y Y ajaplijk) € H, ® Hy, ® Hs. (2.53)

i,k=0 j=0

Alice posee la primera y segunda particula y Bob posee la tercera. Para transformar el estado de

la particula de 2 en |Wy), el procedimiento es similar al del caso del qubit, es decir, debemos hacer
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una transformacién unitaria U y luego mediciones. Consideremos U, la transformacion unitaria
actuando sobre el producto tensorial de dos estados cuanticos en los espacios de Hilbert H; y Hy

tal que

Ni—1 Nx—1

U(lij)) Z Z bijst|St), (2.54)

s=0 t=0

con 3Nt S T by bl = Osw O, Vi=0,1,... Ny — 1,5 =0,1,...,Na — 1.

Teorema 1 Sl bijs: satisface la siguiente relacién

N1 N3

Z Z ijibijst = ——=0k—t+1Csk—t41t, (2.55)
=1 j=1 N1N2

para ¢;j; € C, tal que Cy;,Cf;, = 1, U es la transformacion unitaria que completa la teleportacion.

Prueba. De la transformacién unitaria y el teorema 1 tenemos, con |Vy), lo siguiente:

N1—1 Nao—1

Ue)(|¥e[¥) =y = Z Z i@jrbijst|stk)
i5,k=0 5,t=0
Ni—1Np—1

- \/W Z Z A— t-l—lek t+1t|8tk>
14V2

s,k=0 t=0
N1—1 No—1

= \/mz Zozj Cijklikk +j — 1),

1,7=0 k=0

donde los indices 1, j, k en el vector base |ijk) son entendidos para ser tomados como médulos de
Ny —1, Ny — 1y Ny — 1 respectivamente.
Ahora Alice mide sus bits cudnticos en el estado ) € Hy @ Hy. Si |ik) es el estado obtenido

después de la medida, ud est,

) = |ik) @ (i cijreyj |k +J — 1>> : (2.56)

J=0
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luego para recuperar el estado original |Wy), el operador unitario que Bob deberfa utilizar para

actuar sobre su bit cuantico es

Ozk:PkCzka 120,1,,]\[1—1,]{3:0,1,,]\72—1, (257)

donde P es el (k — 1)—ésima potencia del operador de permutacién, P, = IT*71,

1
1
1
1= . (2.58)
1
(donde los lugares sin el nimero entero 1 son ceros) y Ci, = diag(cji;, Ciops - - - Cinyi)-

Después de esta transformacién, obtendremos |1)) — |ik) ® |¥q) v el estado |¥g) es teleportado
desde Alice a Bob.

Como consecuencia del teorema 1, siempre que un estado entrelazado en el sentido de (2.52) sea
dado, id est, los a;; sean dados, si hay soluciones de la ecuacién definida en el teorema 1, ten-
dremos una transformacién unitaria U que completa la teleportacién. La condicién (2.55) puede

ser reescrita como

Na—1

vV NN Z ait+j—1bjist = Csjt- (2'59)
i=0

La transformacién unitaria (2.54) dada por las cantidades b;;5; usada en nuestro protocolo de tele-
portaciéon depende de nuestro estado entrelazado dado inicialmente (2.52) y las dimensiones de los
espacios de Hilbert Hy, Hy, Hs.

Para generalizar consideramos N = N; = Ny = N3, si tomamos
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Q5 = A y (260)
el estado entrelazado (2.52) es dado por

1 N-1 -
U1 mae = i ; |ii). (2.61)

Desde la ecuacién (2.59), obtenemos la transformacién unitaria (2.54) usada en el protocolo de

teleportacion con

Csj
Biti1st = m (2.62)

con cgy como en (2.55), los otros coeficientes b en (2.54) serdn cero. Es facilmente visto que la
transformacion (2.54) dada por (2.62) es unitaria también. La teleportacion es realizada por la
aplicacién de la operacién unitaria (2.57) de acuerdo con el resultado de las medidas de Bob.

De acuerdo con la descomposiciéon de Schmidt, en ese caso el estado entrelazado (2.52) en los

espacios de Hilbert Hy y H3 pueden ser escritos como

Z Vi), (2.63)

en una base adecuada, donde \; > 0, Z@'J\:ol Ai = 1. Asi, podemos tomar a;; = /\;0;;. Susti-

tuyendo esto dentro de la ecuacién (2.59), tenemos que

AY4 )\t+jflbjt+jflst = Csit- (2-64)

De acuerdo con la transformacién unitaria U, y la condicién c¢;jxcjy;, = 1, obtenemos A; = %,
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i=0,1,...,N —1, y el estado (2.52) es maximalmente entrelazado, lo cual muestra que con algo
menor que un estado maximalmente entrelazado es imposible dar una transformacion unitaria que
complete una perfecta teleportacion.

Para N = 2, tomando ¢111 = €211 = €121 = C112 = Co12 = C122 = —Coa1 = —Cagg = 1 (esta eleccién
satisface la condicién cl-jkc;kjk = 1), tenemos que Oy = I, O12 = 0, O91 = 0., Ogy = i0,, donde
Ozy,. Son matrices de Pauli e I que es la matriz identidad 2 x 2. La transformacion unitaria U es
luego igual a las acciones conjuntas de la compuerta controlada not, Cyor, v la transformacion
de Walsh-Hadamard H. Esto recupera el protocolo usual para teleportar estados cuanticos de dos
niveles, que constituye el ejemplo mas sencillo de teleportacion.

Cuando N = 2! para algtin [ € N, [¢);) puede ser reescrito como

W) = H :HT\oo 1)), (2.65)

|3); permanece para el i—ésimo par EPR con el primer qubit junto al espacio de Hilbert Hs.
Ademas en vez de un estado completamente entrelazado de dos qubits de N niveles, sélo necesi-
tamos [ pares de qubits entrelazados de dos niveles. Generalmente, la dimensiéon Ny de Hy puede
ser mas grande que N;. Como preparamos el estado entrelazado de dos qubits en el espacio de
Hilbert Hj y el sub espacio de Hilbert Hy C Ha, con dim(Hsz) = Ny, los resultados de arriba son
atn validos.

Consideremos ahora algunos casos especiales de teleportacion cuando algunos componentes del
estado inicial son cero. Sin pérdida de generalidad, hacemos o; = O parai=1,...,ny,n; < N—1,
y o; = 0 parai=mng + 1,..., N7 (se debe senalar que dado un vector N;-dimensional es siempre
posible hacer que los componentes se hagan cero cambiando la base), pero tal como transformacién
de base depende por supuesto de los componentes del vector dado, ya que para un estado cudntico
desconocido este tipo de transformaciones no tiene un uso préctico).

El estado inicial para ser teleportado bajo la hipdtesis de arriba puede ser escrita como:

o) = aili). (2.66)

Tomamos la dimensiéon de Hy como No = ny; < N;. El estado entrelazado usado para teleportar

|Wy) puede ser preparado de la siguiente manera:
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L5, sij=1,...,n
Q5 = v J ! (267)
O, sij:n1+1,...,N1
parai=1,2,...,ny. Desde (2.59) obtenemos la transformacién unitaria (2.54) con
Csit
bityi-1st = —= 2.68
ti—1st N, ( )
para t,t +i— 1 (mod ny)=1,...,n4,4,s = 0,1,...,N; — 1, los otros coeficientes bj;;; en (2.59)

Seran cero.

Un ejemplo es la teleportacién de un par EPR [11]: [¥() = a|01) + b|10), |al? + |b]* = 1. En este
caso tenemos N; = 4. Aqui |¥y) puede ser escrito como |3) + 3|2) = a|1') + 3]2'). La dimensén
del espacio de Hilbert auxiliar Hs solo es necesario que sea n; = 2. El estado entrelazado es dado
por [91) = (111} +122)) = J5(113) + [22)) = 5(101) + [o10)).

Aqui como n; = % = 2, en lugar de (2.67), podemos alternativamente tomar a;; = \/%523-
para j = ny + 1,...,Ny y a;; = 0 para j = 1,...,n;. Luego el estado entrelazado serd |¥;) =

\%(Hl) +124)) = \%(|OOO) +[111)), el cual es llamado triplete GHZ, consistente de tres qubits de

dos niveles y que puede ser realizado experimentalmente [12].

2.3.3 Teleportacion estandar de estados mezclados

En una situacién realista, debido a la interaccién con el entorno, en lugar de un estado puro,
Alice debe tener un estado mezclado p. Y en lugar de estados puros maximalmente entrelazados,
Alice y Bob usualmente comparten un estado mezclado entrelazado y. Antes de considerar la
teleportacion de un estado mezclado producto de un estado entrelazado mezclado como recurso
entrelazado, debemos primero reformular el protocolo de teleportacion predicho para estados puros.
Todo operador lineal de la forma A : H, — Hg puede ser representado por una matriz Ng x N,

como la que presentamos a continuacion:

Ng—1

A(la)) = Z Ay, i), |a) € H,. (2.69)
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tomando N; = N3 = n, Ny = m. Para transformar el estado |¥) en (2.51) usando el estado
entrelazado (2.52) y la transformacién unitaria U en (2.54), introducimos un nimero m - n de
m X n-matrices con elementos matriciales de la forma (By)i; = by s-

Sea A una matriz de n X m con elementos de la forma (A);; = a;;. Tenemos

Teorema 2 Si B, y A satisfacen la siguiente relacion

tr(BStBi’t’) = §tt' 553/’

B;[tATABSt = |/\st|21n><n7 (27())
AAT = %[nxny

para algunos niimeros complejos distintos de cero Ay se cumple que Zs,t |Ast|? = 1, luego U es una
transformacién unitaria que completa perfectamente la teleportacion cuantica.

Prueba. La primera condicién en (2.70) es igual a la condicién unitaria para la transformacién
(2.54). De las ecuaciones (2.53) y (2.54), luego de que Alice mida sus dos particulas con estados

de salidas |st), la particula de Bob serd
|\IIO> — Tst|\PO> = ABst|\IIO>- (271)

Si la condicién (2.70) se satisface, tendremos T, Jtht = TstTjt = |Ast|*Lixn, y completaremos una
perfecta teleportacién cuantica.

Para el caso en que m = n, introducimos Uy = v/nBg, y la condicién (2.70) es equivalente a

tr(UstUi/t/) - n(stt/ 585, 3

(2.72)
UgUl, = L,

con

1 1
AAT = ATA = — 1y, . donde |Ay” = = (2.73)
n n
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Ya que, sdlo el estado maximalmente entrelazado (2.52) (satisfaciendo AAT = ATA = 17,
puede completar la teleportaciéon cuantica perfecta. Para el estado maximalmente entrelazado
compartido por los sistemas 1 y 2, para teleportar un estado desconocido de manera perfecta, se
deberfa encontrar un ntimero n? de matrices de n x n las cuales satisfacen (2.72) (eso constituye,
de acuerdo con la definicién de Werner, una base para los operadores unitarios). La clasificacién
de la solucion general de (2.72) es un problema abierto. Afortunadamente, podemos escribir una

solucion especial hasta una transformacién global unitaria, como describimos a continuacion.

Sea h y g matrices de n x n tal que hl5) = |(j + 1)mod n), gl5) = w]j), con w = et ="},

Definimos n? matrices de n x n linealmente independientes de la forma,

Uy = h'g®, (2.74)
el cual satisface,

UpUysy = w = U, Uy, tr(Us) = nds000. (2.75)

Podemos revisar que Uy en (2.75) satisface la ecuacion (2.72) y forma una base completa de
matrices n X n. Estas pueden ser usadas para completar la teleportacion perfecta a través de un

estado maximalmente entrelazado.

2.4 Fidelidad

En relacién a este concepto, se definié originalmente esta medida para dos estados con matrices

densidad p; y po como una probabilidad de transicion, de la forma,

F(p, o) = (TTW)Q, (2.76)

cuya expresion cumple con las siguientes propiedades:
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® 0< F(p1,p2) <1y F(p1,p2) = 1siysélosi, p1 = ps

e Es simétrica F'(p1, p2) = F(p2, p1)

e Si py = 1) (1] es puro, ocurre F(p1, pa) = (¥] po [¢)

e Convexividad si p1, po > 0, p1 + p2, entonces

F(p,pipr +pap2) > piF(p,p1) + p2F(p, p2), (2.77)
F(pi,p2) = Tr(pip2), (2.78)

e Multiplicatividad, F'(p1 ® pa, p3 @ pa) = F(p1, p3) F(p2, pa)

e Sabemos que la fidelidad se preserva cuando actian sobre los estados evoluciones unitarias,

que se cumple para cualquier operdador unitario,

F(pl,pg) = F(UplUTa Up?UT>7 (279>

que para el caso de dos dimensiones se obtienen formulas mas sencillas para F',

D=

F(p1, p2) = Tr(p1p2) + 2 (detpydetps) (2.80)

2.4.1 Fidelidad Promedio

En informacién cudntica el desafio es poder transmitir el estado puro desconocido [¢)) con una
minima pérdida de informacién, es decir, con la mayor fidelidad posible. Puesto que generalmente
el canal usado para el proceso de teleportacion no es maximalmente entrelazado, el estado recibido
es diferente al enviado. Por lo tanto, si consideramos total ignorancia acerca del estado que se

emitio |1), supondremos que se tratard de cualquier estado que vive en el espacio de Hilbert, cada
1
E.

Asi, la fidelidad media f dada por el promedio de F en todos los posibles estados |1), se convierte en

uno con una misma densidad de probabilidad o =
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;o= /dew
1
pre

; W/O W/O (@lp[9) KO [0} d[{0 [¢)| db:dbs, (2.81)

en la expresion los 6; son las fases del estado [1) y [(0 [10)| d (0 |1)| dO1df; es el elemento de volumen
del estado en el espacio de Hilbert definido por los tres pardmetros |(0 [1))|, 01, 6,. Si suponemos
que un emisor tiene un solo sistema y desea transmitir un estado desconocido |¢)) a un receptor,
pudiendo comunicarse clasicamente entre ellos, el proceso més basico que el receptor puede hacer
es medir un observable y enviar por medio de un bit cldsico un 0, si el resultado es |0) o un 1, si el
resultado es |1), donde |0) y |1) son los estados propios de los observables que fueron previamente
acordados entre ellos. De esta forma el receptor recibe el estado |0) con probabilidad |(0 |1)|* y
1) con probabilidad |(1 [¢)|*, en lugar de |¢)). Para este caso, la fidelidad media estd dada por

f::/pwamwmmw+memumww

:éﬁl%A%[U@WV+@4wwWﬂmemmwwmwQ
2

- 2 (2.82)

esto significa que el valor % garantiza un proceso bdsico o elemental en la transferencia de la
informacion. Como consecuencia podemos decir que en un proceso para el cual la transferencia
de la informacion hace variar éste valor, diremos que su fidelidad media no es elemental cuando
supere a 3 [13, 15, 16].
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Medidas de Entrelazamiento y Discordia

Cuantica

3.1 Entrelazamiento de formacion de un estado arbitrario

de dos qubits

El entrelazamiento es el comportamiento de la mecanica cuantica que permite, en principio, las
hazanas tales como la teleportacion [17] y codificacién densa [18] y es lo que Schrodinger llama ” la
caracteristica a tratar en mecédnica cudntica [19]”. Un estado puro de un par de sistemas cudnticos
es llamado entrelazado si este no es factorizable, esto es, si cada sistema por separado no tiene
un estado puro de estos propios. Un ejemplo clasico es el estado singlete de dos particulas de spin
%, \%(H@ +[41)), en el cual ninguna particula tiene una direccién de spin definitiva.

Un estado mezcla es entrelazado si este no puede ser representado como una mezcla de estados
puros factorizados. En estos tltimos anos se ha trabajado arduamente para encontrar medidas de
entrelazamiento, particularmente para estados mezclas de un sistema bipartito [20-22]. La més
basica de estas medidas es el entrelazamiento de formacion, el cual intenta cuantificar los recursos
necesarios para crear un estado entrelazado dado [22].

Es primordial para nuestro estudio tener bien justificada la matematica, que trata la medida del
entrelazamiento que tiene valor en un nimero de areas de investigacion, incluyendo el estudio
de la decoherencia en computadores cuénticos [23] y la evaluacién de esquemas de criptografia
cudntica [24]. Desafortunadamente, la mayoria de las propuestas de medidas de entrelazamiento
conllevan a extremizaciones, las cuales son dificiles de manejar analiticamente; y el entrelazamiento
de formacién no es la excepcion a esta regla. Sin embargo, en el caso especial de entrelazamiento

entre dos sistemas cuanticos binarios tales como el spin de una particula de spin % o la polarizacién

35
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de un fotén, sistemas que son llamados generalmente qubits, existe una férmula explicita para el
entrelazamiento de formacién que ha sido recientemente conjeturado y ha sido probado para una
clase especial de matrices densidad [25].

Ahora probaremos la férmula para estados arbitrarios de dos qubits, donde el entrelazamiento de
formacion es definido como sigue [22].

Dada una matriz densidad p de un par de sistemas cuanticos A y B, consideramos todas las
posibles descomposiciones de estados puros de p, esto es, todo el conjunto de estados |¥;) con

probabilidades p; tal que:

p= Zpi W) (W4 (3.1)

para cada estado puro, el entrelazamiento £ es definido como la entropia de cualquiera de los dos
subsistemas A y B [20]:

E(¥) = =Tr(palogy pa) = —Tr(pplog, ps) (3.2)

donde p4 es la traza parcial de |¥;) (¥;| sobre el sistema B, y pp es definido de forma similar. El
entrelazamiento de formacién del estado mezcla p es luego definido como el entrelazamiento prome-

dio de la descomposiciéon de los estados puros, minimizados sobre todas las descomposiciones de p:

E(p) = min ZPZE(\I[’L> (3.3)

La ecuacién basica (3.2) es justificada por la interconvertivilidad fisica de una colecciéon de pares
en un estado puro arbitrario W y una coleccién de pares en el estado singlete estandar, la razon de
conversién asintética viene dada por E (W) [20]. La idea de lo expuesto anteriormente es que para
un par de qubits, el minimo valor especificado en la ecuacién (3.3) pueda ser expresado como una
funcion explitica de p. Desde ahora nos referiremos al entrelazamiento de formacion sélo como el
entrelazamiento. La féormula para el entrelazamiento hace uso de lo que se llama habitualmente la
transformacién spin flip por su nombre en inglés, la cual es una funcién aplicable tanto a vectores

de estado y a matrices densidad de un arbitrario nimero de qubits.
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Asi, para un estado puro de un sélo bit cudntico (qubit), el spin flip, lo denotamos con un tilde,

es definido por,

‘@> — 0, |0), (3.4)

donde |¥*) es el complejo conjugado de |¥) cuando este es expresado en una base fija tal como

I1),14), v 0, es expresada en esta misma base como una de las matrices de Pauli, de la forma :

0 —2
oy = (2 O) : (3.5)

Para el spin ; esta es la operacion temporal reversa estandar y ademds vuelve reversible la di-
reccién del spin [26]. Para realizar el spin flip en n qubits, aplicamos la transformacién de arriba
a cada qubit individual. Si el sistema es descrito por una matriz densidad también por un vector
de estado, cada o, debe ser aplicado a ambos lados. Por ejemplo, para un estado general p de dos

qubits vemos que el estado del spin volteado se representa como:
p=(0y®0y)p*(0y ®ay), (3.6)

donde nuevamente el complejo conjugado es tomado en la base astandar, para un par de particulas
de spin 5 es {|11), [T4),[41), |[44)}. En este caso el spin volteado es equivalente [27] a la conju-
gacién compleja en las bases madgicas, el cual aparece en la referencia [25]. Aunque hemos
introducido la transformacién vuelta de spin inicialmente para tratar con estados mezcla, este
concepto también es conveniente para expresar el entrelazamiento de un estado puro de dos qubits.

Podemos mostrar que este entrelazamiento, definido en la ecuacién (3.2) puede ser escrito como
[25]:

E(V) =¢£(C(V)), (3.7)

donde la concurrencia C es definida como,
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C(¥) = [(T|P)], (3.8)

y la funcién £ es dada por,

£(0) = )- (3.9)

1+v1—¢? 1+v1—¢2 1—v1—¢? 1—v1—¢?
VT og, (R TG LTV S g, (1T

La funcién £(C) es mondtonamente creciente, y con rangos desde 0 y 1, ya que C va desde 0 a
1, entonces podemos tomar a la concurrencia como una medida del entrelazamiento por derecho
propio. Consideremos a modo de ejemplo, el estado singlete |¥) = \%(Hi) — [41)) es dejado
inalterado por un spin flip (excepto por el signo negativo en la expresién total), entonces la
concurrencia |(¥|W)| es igual a 1. En el otro extremo encontramos, un estado no-entrelazado, o
factorizable, estado puro tal como [1l) el cual es siempre mapeado por la transformacién spin
flip dentro de un estado ortogonal, entonces esta concurrencia es cero o nula. De esto vemos que
siempre debemos considerar otro hecho que rige sobre £(C'), lo que se denomina funcién convexa
(esto es curvada hacia arriba). Una vez definido el spin flip y la funcién &(C), la férmula que

describe el entrelazamiento de formacion de un estado mezcla p de dos qubits:

E(A) = €(c(A)) (3.10)
donde,

C(A) = mazx {o,&—\/z—@—m}, (3.11)

A=pp (3.12)

y los \; son los eigenvalores en raices cuadradas, en orden decreciente, de la matriz no hermitiana

A. Vemos que cada \; es un niimero real no negativo.
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3.2 Medidas de Decoherencia y estados bipartitos mezcla
(Estados X)

En orden para describir la evolucién dindmica del entrelazamiento cuantico usaremos la Concurren-
cia de Wootters [3]. Para cualquier entropia basada en la medida del entrelazamiento obtendremos
la misma conclusién sobre la separabilidad bipartita. La concurrencia varia desde C' = 0 para
estados separables y hasta C' = 1 para los estados maximalmente entrelazados. Para dos qubits
cualesquiera, la concurrencia debe ser calculada explicitamente desde su matriz densidad p para
los qubits Ay B:

Clp) = maz {0, V1 = Ve = VAs = VA } (3.13)

donde las cantidades A; son los eigenvalores en orden decreciente de la matriz (:

¢= p(Uy ® Uy)p*<ay ® Uy)u (3.14)

donde p* representa la conjugacién compleja de p en las bases estandar |[++),|+—),|—+),|——)

y oy es la matriz de Pauli expresada en la misma base como:

0 —i
o, = (z 0) . (3.15)

Ahora examinaremos la evolucién del entrelazamiento bajo relajacion de ruido-inducido de una
clase importante de matrices densidad bipartitas, las cuales definiremos mas abajo. Ya que una
matriz densidad de esta clase solo contiene elementos no-negativos en una formacién en X, a lo

largo de su diagonal y antidiagonal principal, la llamaremos Estados X:
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Q
n O

AB — : (3.16)

g o o
o R o o
o o

Q. o o &

donde a +b+c+d=1.

Este tipo de matriz es actualmente usual. La experiencia muestra que este estado mezclado X
emerge naturalmente en una amplia variedad de situaciones fisicas [28-30]. Vemos que se incluyen
particularmente estados puros de Bell como también los bien conocidos estados mezclados de
Werner [31] como casos especiales. Las transformaciones unitarias extienden los dominios mas
ampliamente, como explicaremos mas abajo.

Los estados mezclados definidos aqui no tan sélo son comunes sino también tienen la propiedad que
ellos a menudo retienen la forma en X bajo evolucion de ruido. Esto debe ser esperado para fases
de ruido, los cuales sélo pueden tener dependencia temporal en los elementos fuera de la diagonal
de la matriz. La interacciéon Hamiltoniana y la de los operadores de Kraus para la evolucion de
amplitud de ruido son diferentes, y la evolucion bajo amplitud de ruido es mas elaborada, afectando
a todos los elementos distintos de cero [32], sin embargo la robusta forma invariante durante la
evolucion es facil de checkear. Es muy sencillo encontrar aplicaciones para un amplio margen de
fuentes reales de ruido.

Para el estado X, la concurrencia [3] puede ser facilmente calculada como

C(p*B) = 2maz {o, 2| — Vad, |w| — \/b_c} . (3.17)

3.3 Discordia Cuantica

El entrelazamiento no es la inica medidad de correlaciones cuanticas y por consiguiente una intere-
sante aproximacion ha sido introducida en [33-35] para intentar cuantificar todas las correlaciones
no-clasicas presentes en un sistema ademéds del entrelazamiento. La cantidad definida como la
discordia cuantica es dada por la diferencia entre dos expresiones de informaciéon mutua (IM)
extendida desde el sistema clésico al cuantico.

La correlacion total entre dos sistemas clasicos A y B, cuales estados son descritos por una union
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de distribucién de probabilidad p(A, B), pueden ser obtenidos por una medida de la IM, como:

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A, B) (3.18)

donde H(.) denota la entropfa de Shannon H(p) = —>_ . pjrlogapji. [36]. Esta IM cldsica puede
ser reescrita en una expresion equivalente J(A : B) = H(A) — H(A|B) a través de las reglas de
Bayes [37], donde la entropia condicional H(A|B) cuantifica la ignorancia sobre el estado de A
cuando sabemos el estado de B. Para un sistema cuéantico representado por un operador densidad
bipartito p, el funcional de la entropia de Shannon es reemplazado por la entropia de von Neum-
man, S(p) = —Tr(plogap), siendo la primera extensién cudntica de IM clésica. La denotaremos
por I(p).

Otra ruta para generalizar la IM clasica para la versién cuantica es usar una medicién basada en un
operador densidad condicional [33]. Si restringimos las medidas proyectivas realizadas localmente
solo sobre el sistema B descrito por un set completo de proyectores ortogonales, II;, correspondi-
endo a las salidas k, el estado cuantico después de una medida cambia a [(I ® 1) p(I @ I1;,)] /Tr(I®
) p(I ® 1), donde I es el operador identidad para el sistema A. Con este operador densidad
condicional, podemos definir un andlogo cudntico de la entropfa condicional como S(p|ll;) =
> e PeS(pr), v la segunda extensién cuantica de la IM cldsica podemos encontrarla haciendo
J(p|IT) = S(p?) — S(p|11},). Medidas proyectivas en el sistema B remueven todas las correlaciones
no-clésicas entre A y B, pero el valor de J(p|Il;) depende de la eleccién de 1. Por lo tanto, para
asegurar que esto captura todas las correlaciones clasicas, necesitamos maximizar J sobre todos los
II;. Esta cantidad, Q(p) = supm, J(p|Ilx), es interpretada explicitamente por Henderson y Vedral

[34, 35], como una medida de correlaciones clasicas. La discordia cudntica la definimos como,

D(p) =1(p) — Q(p), (3.19)

que nos provee de informacién sobre la naturaleza quéantica de las correlaciones entre dos sistemas,
siendo esto es cero sélo para estados con correlaciones clésicas [33-35] y es distinto de cero para
estados donde exista correlacion cuantica, i.e., es una medida de la no-clasicalidad de un sistema.
Aunque la discordia cuantica es igual para el entrelazamiento de formacion para estados puros,
esto no es cierto para estados mezcla, ya que algunos estados presentan discordia cudntica finita
aun sin entrelazamiento [33].

Es importante notar que para calcular correlaciones clésicas podemos considerar medidas POVM
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arbitrarias como Henderson y Vedral hicieron en [34, 35]. Sin embargo, para dos qubits, es decir
nuestro caso, Hamieh et al. [38] mostraron que la medida proyectiva es el POVM que maximiza

las correlaciones clésicas.

3.4 Expresién analitica para la discordia cuantica

Para evaluar la dindmica de la discordia cuantica necesitamos determinar una expresion analitica
para una subclase de operadores densidad de estructura X [39]. Consideramos una matriz densidad

dada por,

: (3.20)

S © o o
o N o o
o o« N o
2 © o 8

donde las coherencias son nimeros reales. Vemos que para esta expresién de p(t) la condicién
S(p?) = S(p?) se satisface y por lo tanto, la medida de las correlaciones cldsicas asumen valores
iguales, no importando las medidas que sean realizadas en los sistemas A o B [34, 35]. Para reducir
la dificultad al calcular la discordia cuantica necesitamos ser capaces de maximizar la correlaciéon
clasica Q(p). Esto lo podemos hacer analiticamente si vemos que el proyector general de un qubit

puede ser escrito como una funcién de dos angulos, ya que

Q(p) = S(p*) — F(0,9), (3.21)

donde

<Hf(9, ¢)p " P11 (0, ¢)) | (3.22)

pk(e, (I))

F(0,¢) = infys [Z pe(6,9)S

k=1,2

con p(0,¢) = Tri2(0,¢)p BB (0,¢) v los proyectores 15 (0, ¢) = I @ |k) (k|, con k = 1,2,

definido por los estados ortogonales:

0) = cosf[1) +e“sinf|]),
1) = sind[1) —e“cosd |{) (3.23)
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Comenzaremos notando algunas propiedades peculiares de F(6,¢), cuando p*? es dado por la
ecuaciéon (3.21). Dada la estructura de la matriz densidad de los puntos criticos de F(6, ¢), i.e el
OF(0,9) IF(0.,9)

set de valores de 0 y ¢ tal que =57~ =0y 0 = 0, no dependen de los elementos de la matriz

densidad. Para ¢ = n7, con n € Z, tenemos un conjunto de puntos criticos y para este caso la

., ’ — ™ _ ™
funcion F(0, ¢) no depende del dngulo ¢. Otro set es dado por § = m§ y ¢ =nf conm,n € Z.
Asi, con esta observacion, usando la versién cuantica de informacién I y la ecuacion de discordia,

se vuelve sencillo calcular una expresién analitica para la discordia cuantica:

D(p) = min{Dy, Dy} (3.24)

a b d b
Dy = S(p") = S(p"") — alog, (a—er) — blog, (m) — dlog, (b+—d) — blog, (m)(3-25)

Dy = S(p") = S(p**) = Ay logy Ay — A_log, A, (3.26)

con Ay = 2(1+T1) y I'? = (a —d)* +4(|]z| + |w])?, los cuales pueden ser verificados numéricamente

para cualquier operador densidad con la misma estructura de un estado X.



Capitulo 4

Informacion Cuantica y Teoria de Juegos

4.1 Conceptos Basicos

Juego: Un juego consiste en un conjunto de jugadores, un conjunto de reglas que dictan las
acciones que los jugadores pueden realizar y una funcion de ganancia que nos dice sobre la
recompensa de un jugador enfrentado a un set dado de estrategias. Matematicamente es un
triplete (N, €, $) donde N es el niimero de jugadores, Q =, Q con 1 < k < N tal que cada
Q. es el set de estrategias para el k—ésimo jugador y $: Q — RY donde $ es la ganancia del

k—ésimo jugador.

Jugador: En todos los modelos tedricos de juegos, la entidad basica de un juego es el jugador.
Este es un agente que toma parte del juego. El jugador puede ser un undividuo o un conjunto

de individuos.
Ganancia: Estos son los nimeros reales asociados con cada posible salida de un juego.
Movimiento: Estas son las acciones o elecciones habilitadas para un jugador en un juego.

Estrategia: Este es el plan completo de acciones de jugadores para todas las posibles circunstan-

cias durante el curso del juego.

Estrategia Pura: Es un curso de estrategias especificas en acciones para el jugador. Estos son

los movimientos que son ejecutados sin alguna incerteza.

Mezcla de Estrategia: Es una regla que dice al jugador si usar cada una o algunas de sus

estrategias puras con probabilidades especificas.

44
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Estrategia Dominante: Una estrategia pura es referida como estrategia dominante si sus re-
sultados de ganancias son mayores que cualquier otra estrategia alternativa para todas las
posibles elecciones de los jugadores oponentes. Matematicamente una estrategia ¢ es estrate-

gia dominante del jugador ¢ si

Racionalidad: Razonamiento estratégico, mientras mantiene la atenciéon en los objetivos y ex-

pectativas de los otros jugadores.

Juego de Suma Cero: Un juego es de suma cero si la suma de las ganancias de los jugadores es

siempre cero. Un juego de suma cero de dos jugadores es llamado un duelo.

Juego de Suma No Cero: Un juego donde la suma de las ganancias de los jugadores es distinta

de cero.

Informacion: Lo que cada jugador sabe en cada cada punto de un juego. La informacién puede

ser perfecta o imperfecta, simétrica 6 asimétrica, completa 6 incompleta y cierta ¢ incierta.

Juego Simétrico: Un juego G = (I,5,9%) es un juego simétrico de dos jugadores si I = 1,2,
S1 = Say $1(s9,51) = $a2(s9, 51) para todos (s1,s2) € S. En los juegos simétricos todos los
jugadores se enfrentan con las mismas opciones y exactamente las mismas salidas asociadas

a sus elecciones. De otro modo el juego es asimétrico.

Equilibrio de Nash: Es un conjunto de estrategias de las cuales una desviaciéon unilateral de un

jugador reduce ganancias de el o la jugador(a).
Maximin: La mayor de las minimas ganancias en un juego de suma cero.
Minimax: La menor de las maximas ganancias en un juego de suma cero.

Pareto ()ptimo: Un conjunto de solucién es pareto 6ptimo si no hay otras soluciones en la que

todos los jugadores simultdaneamente juegen mejor.

Estrategias estables evolutivas: Hace referencia al refinamiento del equilibrio de Nash. Es una
estrategia que si es adoptada por una poblacién ningin mutante puede invadirla jugando

cualquier otra estrategia.



Capitulo 4. Informacion Cudntica y Teoria de Juegos 46

Juegos secuenciales: Son los juegos donde los jugadores actiian en turnos estrictos.

Juegos simultaneos: Son los juegos donde los jugadores actian al mismo tiempo.

4.2 Teoria de Juegos

Comencemos imaginando dos jugadores, que llamaremos como es habitual, Alice y Bob. De manera
simultanea, imaginamos unas monedas sobre la mesa. Las monedas s6lo pueden mostrar caras o
sellos. Si las monedas coinciden, esto es, si ambas monedas caen cara o caen sello, Alice se queda
con ambas monedas, y si éstas no coinciden, Bob se queda con ambas. Podemos representar
las ganancias de cada jugador por medio de la tabla (4.1). Cada jugador intenta maximizar sus

ganancias finales. ;Cudl seria la mejor forma de jugar?

Bob

Cara Sello
Alice | Cara | (1,—1) | (—=1,1)
Sello | (=1,1) | (1,-1)

Tabla 4.1: Tabla de ganancias en el llamado Juego de coincidencia de monedas. La primera entrada
hace referencia a las ganancias de Alice y la segunda de Bob. Fuente: Elaboracién en base a la
tesis: Entanglement in Quantum Information Theory de J. Eisert.

Este sencillo ejemplo demuestra la estructura tipica de un juego. Un juego involucra varios
jugadores (a lo menos dos) quienes implementan muchas estrategias posibles, esto es, hacer desi-
ciones. En este punto, diversos aspectos de la teoria de juegos pueden ser entendidos cuando
tenemos el caso de sélo dos jugadores participantes. Es importante notar que por tal razén de
simplicidad, los siguientes temas e investigaciones los presentaremos en el caso de un juego de dos
jugadores. Donde una estrategia es un completo plan de accién, y dependiendo de la eleccién de
cada jugador, ellos reciben una cierta ganancia. Si quisiéramos formalizar mucho maés la expresién
dirfamos que, para una forma estratégica de juego de dos jugadores T' = ({A, B}, Sa, Sg,ua,up)
es completamente definida por el set de jugadores, el set de las estrategias Sy v Sp, las funciones
de utilidad ua y up definidas en S4 x Sp especificando la ganancia por cada jugador, y las reglas
adicionales del juego consistentes con el conjunto de las estrategias.

Las ganancias proveen una caracterizacion cuantitativa de sus preferencias individuales. Ambos
jugadores asumen que quieren maximizar sus respectivas ganancias, ahora ellos deben escoger sin
saber la desicién del otro jugador. El concepto de solucion méas importante para un juego de este

tipo es el equilibrio de Nash. Un par de estrategias su, sg, formaran un equilibrio de Nash de
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estrategias puras si

v

uA(S4,58) ua(s'y, sB), (4.1)

up(sa,sg) > up(sa,spy) (4.2)

para todas las estrategias s’y € Sa y s € Sp. Ademads, en un equilibrio ningin jugador puede
ganar por unilateralidad desvidndose de su equilibrio. Dado que el otro jugador se apegara a la
estrategia correspondiente con el equilibrio, el mejor resultado es alcanzado jugando la solucion de
equilibrio.

Una importante clase de juegos es la clase de suma cero. Un juego de suma cero es definido tal que
las ganancias sumen cero para todos los posibles pares de estrategias de los jugadores, es decir,
que ua(sa,sp) = —up(sa,sp) para todos los posibles pares (sa,sg), sa € Sa, sp € Sp de las
estrategias. En un juego de suma cero el interés de los jugadores es diametralmente opuesto, y la
ganancia de un jugador es la pérdida del otro. Aunque no represente una situacién competitiva
tipica, esta clase de juegos provee un adecuado objeto de analisis debido a las fuertes herramientas
de solucion que habilita. La propiedad mas relevante de los juegos de suma cero es resumida en
el teorema de min-max de Von Neumann. En el teorema de min-max un valor v es asignado
para cualquier juego de suma cero de dos personas con finito conjunto de estrategias, la que es la
ganancia promedio que un jugador puede esperar ganar en relaciéon al otro jugador, siempre que
ambos jugadores actien racionalmente. Ahora existe por lo menos un equilibrio de Nash, mientras
en el caso de muchos equilibrios la ganancia siempre sera representada por el mismo valor v. Una
estrategia particular que asegura este retorno v para cada jugador es llamada estrategia min-max:
es cuando un jugador adopta un punto de vista pesimista y maximiza la ganancia minima, ocurre
que €l o ella puede obtenerlo cuando implementa esta estrategia. El equilibrio en una estrategia

min-max es un equilibrio de Nash.

Bob
Cara (p=1) | (p=1/2) | (p=0)
Cara (p=1) | (1,—-1) (0,0) (-1,1)
Alice | (p=1/2) (0 ,O) (0,0) (0,0)
(p = O) ( L, 1) <07 O) (17 1)

Tabla 4.2: Tabla de ganancias del Juego de coincidencia de monedas, que incluye estrategias mixtas
donde un jugador escoge cara y sello con probabilidad 1/2. Fuente: Elaboracién en base a la tesis:
Entanglement in Quantum Information Theory de J. Eisert.
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Entonces, ;jcudl deberia ser la estrategia min-max para el juego de coincidencia de la moneda que
describimos mas arriba? Por supuesto, no tenemos un par de estrategias puras que sea un
equilibrio de Nash. Si Alice juega caras, Bob es mejor si juega sellos, si ella escoge sellos, para él
es mejor si juega caras. Sin embargo, los jugadores pueden hacer mas que sélo escoger caras o
sellos: ellos pueden arbitrariamente tomar caras o sellos con ciertas probabilidades (tal como

deberia ser jugado un juego en realidad).

La estrategia, en la que un jugador especifica una cierta distribucién de probabilidad clasica en
un conjunto S, o Sp de estrategias puras, respectivamente, es llamada una estrategia mizta. En
tales estrategias mixtas, la estrategia min-max puede facilmente ser identificada: ambos jugadores
son aconsejados mejor para jugar caras y sellos con probabilidad 1/2, como mostramos en la tabla
(4.2). En promedio, ambos jugadores obtienen ganancia 0 que representa el valor v de este juego
que es de suma cero.

Como dijimos anteriormente, juegos sin suma cero estan lejos de ser tipicos. Probablemente uno de
los mas conocidos es el juego del Dilema del Prisionero. En ese juego Alicie y Bob tienen que elegir
entre cooperacién y abandono. Siendo muy conscientes de las consecuencias de sus desiciones, los

jugadores obtienen una cierta ganancia de acuerdo a sus respectivas estrategias.

Bob

C A

Alice | C | (3,3) | (0,5)
Al (50) | (1,1)

Tabla 4.3: Tabla o matriz de ganancias en el llamado Juego del Dilema del Prisionero. La primera
entrada hace referencia a las ganancias de Alice y la segunda a la de Bob. Si ambos jugadores
cooperan, ambos obtienen tres unidades de ganancias. Si Bob abandona y ocurre que Alice coopera,
¢l obtiene cinco unidades, mientras que ella no obtiene beneficios, ocurre viceversa para Bob. Si
ambos abandonan, obtienen por igual una unidad de ganancia. Fuente: Elaboracion en base a la
tesis: Entanglement in Quantum Information Theory de J. Eisert.

En la tabla (4.3) se indican las ganancias de los jugadores. Vemos que Alice obtiene el mayor
beneficio realizando abandono, sin importar la eleccién de Bob, por lo que ella entonces
abandonara. El juego es simétrico, y el mismo agumento servira para Bob. Los jugadores
enfrentan un Dilema porque sus razonamientos (los que maximizan sus ganancias) los hace a

ellos abandonar, a pesar de que ellos deberian ambos beneficiarse de una cooperacion mutua.

La estrategia del abandono es llamada estrategia dominante: esta es favorable sin importar qué

estrategia la otra parte escoja. (Abandono, Abandono) es un equilibrio en las estrategias domi-



Capitulo 4. Informacion Cudntica y Teoria de Juegos 49

nantes. Este equilibrio en las estrategias dominantes es el 1inico equilibrio de Nash, y esa unicidad
también se mantiene en estrategias mixtas. Es importante senalar que si los jugadores estan de
acuerdo en jugar N veces, ellos optaran por abandonar N veces.

Un par de estrategias es llamada pareto-optima si no hay una salida en la que ambos jugadores
hagan una estrategia simultaneamente mejor. Desde esta perspectiva el Dilema reside en el hecho
de que el unico equilibrio de Nash esta lejos de ser Pareto-6ptimo. La importancia del Dilema del
Prisionero deriva del hecho que éste modela un dilema que puede aparecer en muchas situaciones

donde se vean envueltos conflictos de interés.

4.3 Estrategias y equilibrios en Juegos Cuanticos

En esta seccion hablaremos de la versién cudntica de un juego. Cualquier sistema cudntico que
pueda ser manipulado por dos partes o més, y para que la utilidad de los movimientos puede ser
cuantificada de una manera apropiada, podra ser considerado un juego cuantico. En la siguiente
definicion, el sistema fisico es el que sirve como el montaje o la configuracion subyacente del juego,
donde lo cuantico se senala para indicar a los portadores fisicos de la informacion.

Un juego cudntico de dos jugadores I' = (H,p,Sa, Sp, Pa, Pg) estd completamente especificado

por

1. El espacio de Hilbert subyacente H del sistema fisico,
2. El estado inicial p € S(H),
3. Los conjuntos S, y Sg de estrategias cudnticas permitidas de los dos jugadores, y

4. Las utilidades funcionales P, y Pg, las cudles especifican la utilidad para cada jugador.

Una estrategia cudntica €4 € Sa, €eg € Sp es una operacion cudntica, esto es, un mapeo comple-
tamente positivo de traza preservada e, ep : S(H) — S(H). La definicién de un juego cudntico
también incluye ciertas reglas implicitas tal como el orden de la implementacién de las respectivas
estrategias cuanticas.

Como en el caso de juegos comunes, un juego cuantico es llamado juego de suma cero si las

ganancias esperadas suman hasta cero para todos los pares de estrategias, esto es, si

Pa(ea,ep) = —Pg(ea, €p) (4.3)
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para todo e4 € Sy, eg € Sg. De otro modo, éste es llamado como juego de suma no cero. Notemos
que no es requerido que un conjunto de estrategias permitidas forme para un jugador un conjunto
cerrado, esto quiere decir que pueden existir infinitas estrategias. Dos estrategias cuanticas de

. / , . .
Alice €4 v €, se llamard equivalente, si

Pu(€a,ep) = PA(G/A,EB) y Pg(ea,ep) = PA(e;‘,eB) (4.4)

para todos los posibles ep. Asf, cuando €4 y €, entregan la misma ganancia esperada para ambos
jugadores para todas las estrategias permitidas por Bob. Las estrategias eg y 639 de Bob seran
identificadas por consecuencia.

Un concepto de soluciéon provee una guia para los jugadores con respecto a la accion que ellos
han decidido tomar. Como antes, una estrategia cuantica de Alice €4 es llamada una estrategia

dominante si

Pu(ea, €g) > Pa(€y, €p) (4.5)

para todo €, € Sy4, €5 € Sp. Andlogamente, podemos definir una estrategia dominante para Bob.
Un par (e4,€p) se dice que esta en una estrategia dominante en equilibrio si €4 y €p representan
a los jugadores de las estrategias dominantes respectivas. Una combinacién de estrategias (e, €g)

es llamada equilibrio de Nash si

Py(ea,€p) PA(G;;,ffB), (4.6)
PB(€A7€B) > PB(€A7EIB) (47>

v

para todo e:4 € Sa, 633 € Sp. Nuevamente, un par de estrategias es pareto éptimo, si no es posible

incrementar las ganancias de un jugador sin disminuir las ganancias del otro.
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4.4 Juegos cuanticos de dos bits cuanticos

En esta seccién veremos como la version clasica de un juego esté fielmente relacionada a un juego
cuantico. En una version cuantica de un juego de eleccion binaria, dos bits cuanticos son preparados
por un arbitro en un estado inicial arbitrario, y son luego enviados a los dos jugadores que disponen
de los instrumentos fisicos para manipular los bits cudnticos apropiadamente. En la tltima etapa
del proceso los bits cuanticos (qubits) son enviados de vuelta al arbitro, quien realiza una medida
para evaluar la ganancia. Para tal juego cuantico bi-partito el sistema de interés es un sistema
cuantico en el que subyace un espacio de Hilbert H = H4 ® Hp, Ha = Hp = C2, y asociado al
estado del espacio S(H). Las estrategias cuanticas de Alice y Bob €4 y € son operadores cuanticos
locales de traza preservada actuando en H, y Hp respectivamente. Dicho de otro modo, Alice
y Bob estan restringidos a implementar sus respectivas estrategias cuanticas €4 y e€p sobre sus
qubits solamente. En ese proceso ellos pueden escoger cualesquiera estrategias cuanticas que son
incluidas en el conjunto de estrategias S4 y Sg. Ambos son conscientes de los conjuntos S4 y Sg,
pero ellos no saben cual estrategia cuantica en particular implementara la otra parte. Como la
aplicacién de ambas estrategias cudnticas equivale al mapeo €4 ® ep : S(H) — S(H), el sistema

después de ejecutados los movimientos estard en el estado

0 = (ea ®e€p)(p)- (4.8)

Las estrategias cuanticas e, ®1p v eg®1 4 son identificadas con €4 y €g, respectivamente. Ponemos
un particular énfasis en las operaciones unitarias, las cuales estan asociadas con operadores uni-
tarios Uy v Up, escritos como €4 ~ Uy v eg ~ Up. En ese caso el estado final o estd dado

por
0= (Ua®Ug)p(Us® Ug)'. (4.9)
Si no se especifican de otra manera ambos conjuntos de estrategias de Alice y Bob, y las funcionales

de ganancia son consideradas como idénticas, esto es,

SA:SB:S y PA:PB—P, (4.10)

ambas partes enfrentan la misma situacién.
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4.4.1 Planteamiento General

Sea p un estado maximalmente entrelazado en H = C? ® C2. Donde podemos escribir p =

[Yee) (Yee| con

lhoe) = (]00) 47 ]11)) /v/2. (4.11)

Otro estado maximalmente entrelazado cualquiera en C? @ C? deberia también ser apropiado. El
juego cudntico I' = (C*® C?, p, S, S, P, P) puede ser jugado de la siguiente manera: los dos qubits
son enviados al arbitro quien realiza una medida proyectiva selectiva en el estado final o con los

operadores de Kraus moo, Toa, Tac ¥ Taa, donde

Tce = |Yec) (Yecl, [Yee) = (100) +i]11)) /v/2, (4.12)
Tea = |Yoa) (Yeal, [ca) = (101) —i[10)) /V2, (4.13)
Tac = |Yac) (Yacl, [ac) = (]10) —i[01)) /V2, (4.14)
Taa = [Yaa) (Paal, [a4) = (I11) +1]00)) / V2. (4.15)

Los operadores de Kraus corresponden a medidas proyectivas asociadas con las bases de H consis-
tente de |[t)oc) y tres vectores de estado ortonormales. En principio, debido a esta eleccién el sis-
tema sera un estado maximalmente entrelazado cuando se implementen las operaciones cuanticas.
Por otro lado, es garantizado que si ambos jugadores prefieren implementar la operacién identidad,
esto es, hacer nada, entonces el detector hara click en el canal con etiqueta C'C' con certeza.

De acuerdo con la salida de la medida, una ganancia de Acc, Aca, Aac, 0 Aaa es dada para Alice,
mientras Bob recibe Boo, Boa, Bac, 0 Baa. Las utilidades funcionales, también referidas como

ganancias esperadas de Alice y Bob, se leen como

PA<€A7€B) = Acct’l“[ﬂ'cco'] + ACAt’I"[ﬂ'CAU] + AActT[ﬂ'AcU] -+ AAAtT'[ﬂ'AAO'], (4.16)

PB<€A;GB) = Bcctr[ﬂ'cc()'] + BCAtT[ﬂ'CAO'] + BActT[TFAco'] -+ BAAtT[ﬂ'AAO']. (417)
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Los operadores de Kraus son escogidos de tal manera que el juego cldsico es completamente in-
volucrado en el juego cuantico: Las estrategias cldsicas de cooperacion y abandono son asociadas

con operaciones unitarias particulares, de la forma

C:(l O), A:(O 1). (4.18)
01 -1 0

C' no cambia el estado, pero D implementa un giro de espin (spin-flip). Si ambas partes se
mantienen en sus estrategias clasicas, las ecuaciones (4.16) y (4.17) garantizan que la ganancia
esperada es exactamente la ganancia del correspondiente juego clésico definido por los niimeros
Acc, Aca, Aac, Aaa, Boo, Bea, Bac, y Baa.

Si consideramos como ejemplo, el que Alice juegue C' y Bob escoja A, el estado o después de ser

implementado por la estrategia es dado por

o= (C®A)p) = |vca) (Yoal, (4.19)

tal que Alice y Bob obtienen una ganancia de Aca v Boa unidades, respectivamente. En este
sentido los movimientos estratégicos especificos dentro de los dominios cudnticos pueden ser ade-
cuadamente estudiados. Los jugadores pueden hacer uso de grados de libertad adicionales, los
cuales no estan habilitados por aleatoridad de las estrategias cuanticas, pero ellos también pueden
atenerse a simples estrategias clasicas. Este esquema puede ser aplicado a cualquier juego de dos

jugadores con elecciones binarias y es candnico en gran extension.



Capitulo 5

Teleportaciéon Cuantica Probabilista

5.1 Resumen

En este capitulo investigamos la relacion entre la fidelidad promedio, el efecto producido por el
entrelazamiento y los mecanismos disipativos, para un esquema de teleportaciéon dado. Sabemos
que siempre en un protocolo de teleportacion la fidelidad sera mayor a 2/3, si el estado original
es entrelazado [13]. Con esto en mente, analizamos la manera en que se ve afectada la fidelidad
cuando variamos el entrelazamiento de la medida y del canal de transmision, es decir, analizamos
desde los recursos de estados puros, con medidas de estados parcialmente entrelazados, hasta un
canal con ruido o decoherente que se conoce como estado de tipo X, puesto que en un sistema
cuantico real existe un indeseado acoplamiento de éste con el entorno. Ademas, hemos usado el
proceso de extraccion inequivoca de estados, que consiste en la implementacion de una ancilla
como proceso que permite extraer el estado desconocido |¢)) que se desea teleportar. El emisor y
el receptor intercambian dos conjuntos de canales cuanticos, el primero de ellos es una coleccién
de estados puros parcialmente entrelazados y el otro es una coleccion de estados tipo X idénticos.
Para realizar la teleportacién de un estado desconocido [¢), el emisor realiza medidas sobre una
base parcial de Bell, generando cuatro posibles salidas, todas ellas diferentes a |¢). Nosotros con
esto caracterizamos la eficiencia de cada conjunto de canales a través de la fidelidad promedio del
correspondiente set de estados de salida. Encontramos los valores umbrales de las fidelidades para
observar comportaminetos cuanticos, con y sin USE, en cada uno de los estados puro y ruidoso,
y determinamos la existencia de una competencia del entrelazamiento tanto del canal como de la
medida, que para el caso de un estado ruidoso son necesarias pero no suficientes para observar un
comportamiento cuantico. Ademads, encontramos que haciendo uso de un canal ruidoso, es posible

mejorar la fidelidad promedio en comparacion con la teleportacion realizada por el canal puro.

94
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Analizamos y discutimos las condiciones que se satisfacen para las concurrencias involucradas bajo
las cuales este efecto ocurre, y en particular, encontramos valores umbrales para las concurrencias
involucradas y un limite superior para el entrelazamiento del canal puro sobre el cual existen

estados de tipo X, como canales, que mejoran la fidelidad promedio.

5.2 Introduccion

Un estado entrelazado o par EPR, la transferencia de informacién clasica, y un acuerdo previo
en las bases en que se realizaran las medidas de los estados, nos permiten realizar el protocolo de
teleportacion cuantica, el cual consiste en transmitir un estado cuantico desconocido, desde una
posicion lejana de un laboratorio a otro. Sabemos que para el protocolo, los recursos cuanticos
son claves para describir el comportamiento del canal, pero éstos ven afectadas su pureza y entre-
lazamiento debido a la interaccién con el entorno lo cual se manifiesta como decoherencia, desface,
y mecanismos de disipacién. Esta decoherencia convierte un estado maximal en uno tipo X, bajo
un mecanismo de interaccién no-Markoviana [14]. Es por tal motivo que un estado tipo X es un
buen candidato para ser considerado como una representacion de un canal ruidoso que se ajusta a
la implementacion de un protocolo cuéntico real.

Con el paso del tiempo las investigaciones en el area de la informacién cuantica han crecido con-
siderablemente, y muchas nuevas formas de analizar la eficacia para describir los protocolos de
teleportacion han aparecido, donde se caracterizan ciertos limites fisicos del canal cudntico, que
aunque al tener cierto grado de mezcla (ruido), se pueden observar comportamientos cuanticos.
Sabemos que para obtener esas condiciones se debe cumplir que el canal deba tener una medida
de fidelidad en promedio mayor a 2/3, para observar comportamientos cuanticos, es decir, que
nuestro canal sea no-clésico [15].

Ademas, se ha documentado que protocolos de teleportacién que utilizan un estado puro parcial-
mente entrelazado pueden ser realizados probabilisticamente, es decir, que para tal caso el esquema
original de teleportacion es complementado con un esquema de discriminacion inequivoca de es-
tados [40, 41] 6 a través de un esquema de extraccién inequivoca de estados [42]. Ambos pueden
obtener la misma probabilidad de alcanzar una teleportacién exitosa, id est, salidas con fidelidad
1.

Con esto en mente y considerando el estudio hecho en publicaciones anteriores [43, 44|, utilizare-
mos el esquema de extraccion inequivoca de estados, y la implementacién de un canal tipo X, o
canal con ruido, ademéas de medidas no maximales. Con todo esto, investigaremos de la manera

méas general posible las caracteristicas de un protocolo de teleportacion desde la utilizacion de un
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canal puro hasta la version del canal con ruido o de tipo-X.

Las secciones de la investigacién se distribuyen de la siguiente manera. Primero comenzaremos
estudiando el caso de la fidelidad promedio y el estado de un canal puro, para luego ver su ajuste
de entrelazamiento y el valor de la fidelidad promedio, sabiendo que hemos aplicado el esquema de
extraccion inequivoca de estados o USE, por sus siglas en inglés. Una vez hecho esto comenzaremos
con el estado tipo X o canal ruidoso, midiendo su fidelidad haciendo las mismas consideraciones an-
teriores, es decir, aplicando nuevamente el esquema USE y comparando finalmente sus fidelidades

y probabilidades de extraccién del estado que queremos teleportar con éxito.

5.3 Fidelidad promedio para el canal en un estado puro

Comenzaremos este capitulo revisando el protocolo de teleportacion para un canal general en un
estado puro y, a continuacién, obtendremos la fidelidad promedio en base a los cuatro resultados
posibles.

En este caso, se supone que el canal se encuentra en los qubits A y B, que comparten el estado

puro normalizado,

lpag) = a|04) ® |0p) + B|1a) ® |1p),
= |040p) + B|1alp),
= |00 + B11), (5.1)

donde {|0),|1)} son los eigenestados del operador de Pauli o,. Este canal tiene una cantidad
de entrelazamiento que se caracteriza por la concurrencia Cyp = 2af, donde, sin pérdida de
generalidad, suponemos que los pardmetros o y [ son niimeros reales no negativos y a < 3.

Para teleportar el estado desconocido [¢) desde el qubit a hasta el qubit B debemos medir, en el

sistema bipartito aA, un observable con el siguiente conjunto de estados ortonormales

0+) = [0)|0) +y[D)[1), (5.2a)
[0-) = yl0)[0) — z[1)[1), (5.2b)
[¥y) = 2[0)[1) +y[1)]0), (5-2¢)
[v-) = yl0)]1) —2[1)|0) (5.2d)
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Cada uno de estos estados tiene la misma cantidad de entrelazamiento, es decir, su valor es C,4 =
2xy, v es independiente de C'yg. Aqui también hemos supuesto, sin perder generalidad, que los
parametros x e y son nimeros reales no-negativos y que x < y. En este caso, la teleportacién del

estado desconocido [1), desde a hasta B, se puede obtener desde la siguiente identidad,

[V)0aB) = V/Po |91 Ps,) + /Do |0-)0:Ipo ) + /P [¥1)0ulpe, ) + /Dy [¥-)020upy ), (5.3)

donde definimos los cuatro estados del qubit B,

by Ol L yBAIY. -
Po

_ ya(0]1)|0) + z5(1 1) [1)
po_) = Vs : (5.5)
pe) = w6<0|¢>|0\>/%a<1|¢>|1>, (5.6)
yB{0}3)[0) + za(l|s)|1)

lpy_) = - : (5.7)

y sus respectivas probabilidades

po, = A 0[)* + B |(1[w) ), (5.8)
Po. = Y0 + 2787 [(1[w) [, (5.9)
pe, = B0+ yPa? (1), (5.10)
po. = YBIO) P + 2P (1) (5.11)

En concreto, desde el lado derecho de la identidad (5.3) podemos darnos cuenta que existe una
correlacién uno a uno entre los estados ortonormales {|p. ), [¢_), [¢4), [_)} de los qubits aA y los
estados del conjunto {|ps, ), 0:|Ps_), 02Dy, ), 0:.0|py_)} del qubit B.

Por lo tanto, mediante la implementacién de un proceso de medicién, que en forma probabilista
proyecta en los estados, el qubit B también se proyecta sobre uno de los estados del conjunto. El
resultado de la medicién se puede enviar, a través de una comunicacion clésica, desde el laboratorio

A hacia B, y con esta informacion el receptor puede saber qué operador unitario , 0., 0., 0 0,0,
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debe ser removido. Después de retirar el respectivo operador unitario, B se encontrard en uno de
esos estados. Vale la pena senalar que las amplitudes desconocidas (0[¢) y (1]|¢)) multiplican los

elementos de la base correcta |0) y |1) en cada estado del resultado.

Al reemplazar los resultados de las ecuaciones (5.4-5.7) y sus probabilidades (5.8-5.11), en la

definicién de la fidelidad promedio de la teleportacién ec. (2.81), obtenemos

2 CuaCap
_ 2 12
fp 3 _I_ 3 Y (5 )

con 22 +y? =1y a? + B2 = 1, donde hemos considerado que Cyp = 208 y Cop = 2xy.

A partir de la expresion de la fidelidad media f, vemos claramente que ésta es mayor que 2/3, si
y s6lo si, ambas concurrencias, C,4 v Cap, son diferentes de cero. En otras palabras, ambos, el
entrelazamiento C'y g del canal y el entrelazamiento C,4 de la medida de los estados, son necesarios

y suficientes para la observacion de la naturaleza cuantica en el proceso de teleportacion.
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5.4 Ajuste de entrelazamiento y fidelidad promedio para

el canal en un estado puro

Nuestro objetivo ahora es remover los coeficientes xa, 3, ya e yf3, con el fin de que el estado del
qubit B tenga la forma Upp|ps., 4. )|0). Para esto usamos el protocolo de extraccién inequivoca de
estados (USE, por sus siglas en inglés), propuesto por W.-L. Li et al. [45]. Este protocolo, que
requiere un qubit auxiliar b en el laboratorio B, consiste en un proceso de reduccién unitaria que

realiza el receptor sobre los qubits Bb.

El protocolo USE se traduce en:

e Realizacién por parte del receptor B de una transformacién unitaria Upg, sobre el estado

Doy s )|0p), donde |0p) es el estado del sistema b.

e Medicion de o, sobre el qubit b. Esta medida tiene dos salidas posibles, una favorable, que

proyectara el qubit B en el estado [¢) y otra desfavorable, donde se perderd la informacién.

Ademas, mencionar que la transformacién Up, es una operacion condicional que depende del es-

tado |pe, 4. ) v de los tamanos relativos de los coeficientes z y a.

Ahora, cuando el resultado es |py, ), el protocolo de extraccién del estado inequivoco (USE) utiliza

las transformaciones unitarias siguientes

Uy, = [0){0|® I, + [1)(1] @ Uy, (5.13)
donde,
T z202
Up|0p) = y_ﬁ|0b>+ 1_W|1b>’
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y su ecuacion correspondiente es,

UBb|p¢>+>’0b> = UBb|p¢+>|0>7
_zal)|0y) + Y282 — 2% (1y)[1)[ 1)

Po

donde vemos que al proyectar el qubit de b en |0y), en el estado |1}, se extrae el qubit B, que tiene

una probabilidad condicional de la forma

r?a?

Po '

Do ext =
Por otro lado, el qubit B es proyectado a |1,) perdiendo la informacién de [1)).

Cuando el resultado es |ps ), encontramos los siguientes dos casos:

e Si z < «, la transformacion unitaria para llevar acabo el proceso de USE se transforma en:

Upp = |1){1® 1+ [0)(0] ® U, (5.14)
donde,
x/@ x2/82
Uyl0) = —I10 1— 1
10y = 2210)+ 1= S,

Asi, se tiene:

Unlps |0) = UBb<ya<0l¢>|0>+w5<1l¢>|1>)|O>,

Po_
zB[¥)|0) + /ya® — 22 5%(0[+))|0)|1y)

- )

Po_
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donde vemos que la condicién probabilistica de extraer [¢)) es

Qf2ﬁ2
Po_ext = .
ex qu,

e Six > «, la transformacién unitaria queda como:

U, = |0){0]® 1, + [1){(1]| ® U, (5.15)
donde:
_ ya _y2042

Asi, se obtiene:

Unilps )0) = U (ya<0|w>\0> ;:ﬁ<uw>u>)|0>’

yali)|0) + /2262 — y2a2(1]y)[1)]1)
Do ’

donde podemos ver que la condicién de extraer la probabilidad |¢) es

yQOéQ
qu_, t — ;
ex D

condicién que se cumple cuando z > a.
Asi mismo, para el caso cuando la salida es [py, ), existen también dos situaciones:

e Siz <a(zf <ya), latransformacién unitaria del estado en extraccién se transforma en:

Uy = 10)(0]® I, + |1){1]| ® U, (5.16)
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donde:
23 7232
Upl0) = —|0 1— 1
10 = 220+ [1- S5,
Asi se obtiene:
xB(0]1)|0) + ya(1]y)|1
Unslpo,)[0) — UBb( (014)10) + ya(ly)[1) 0),
Py,
_ zpl)0) + VyPa? — 22B2(1]Y)[1)[1)
Py 7
desde donde podemos notar que para |¢), la probabilidad condicional es
x262
Py ext = )
i ext Doy
cuando z < a.
e Si x > «, la transformacion unitaria del estado de extraccién, se convierte en:
Upy = |1){1|® I+ [0)(0] @ Uy, (5.17)
donde:
ya 202
= = 1—==|1
vlo) = L0+ /1= 550,

Asi:
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Unlpe)l0) = Us, (M(OI@&)IO);WUW)IU)|0>

yal¥)|0) + /a2B% — y2a?(0]¢)[1)]0)
Dy ’

desde donde vemos que la probabilidad de extracién de [¢) se transforma en:

y2a2

)
Dy

Doy ext =

cuando = > «.

El siguiente caso es cuando la salida es |p,_), donde la transformacién unitaria para el estado de

extraccion de [¢) es dado por

Up, = [1)(1| @1+ |0)(0] ® Uy,

donde:

2
2

U,J0) = i—grm + ),

Asi,

Usslpo )0} = Usy (W(OIW\O) Zwﬂfa(l!w\l))m

zal)]0) + /Y2 6% — 22a2(0[¢)|0)|1)
Do ’

donde la probabilidad de extraer [¢) es dada por,

(5.18)
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Py eaxt =

Por lo tanto, la probabilidad total de extraer |1)) es:

Pext = DPépDoext + Pop_D¢_ext + Py Dopyext + Pop_Doyp_eat
{ 22, six < a,

202, si x> a,

1—\/1—01243,, si CQAZCAB.

{ 1— /1= C2,, si Coa < Cap,

Esta expresion muestra el efecto del entrelazamiento maximal, es decir, p.,; aumenta a medida
que la funcién C,4 llega hasta el tope impuesto por el canal Cyp en el supuesto de que sea
maximalmente entrelazado, luego p.,; permanece en su valor maximo posible, a pesar del hecho de
que cuando C,4 pueda aumentar sobre C'yp. En otras palabras, el entrelazamiento del canal C'4p
establece irremediablemente un limite superior 1 — m para la probabilidad de teleportacion
exitosa del estado desconocido |1) con una fidelidad 1.

Al igual que en la seccion (5.3), es muy importante averiguar el comportamiento cuantico a través
de los valores de las fidelidades medias involucradas en este nuevo caso. Como vemos aqui, hay
un resultado filtrable, asociado con la familia de estados |0), que tiene la fidelidad promedio

normalizada igual a 1,

B 1 1 2T 2T 1 9 )
fo = g | [ [ oo LG + 2o po el (010
Dy Doeat | (IO + Py picar [ (0110 )] 1(010)] d |(0]¢5)] dBocdby,
= 1.

Por otro lado, no es un resultado filtrable, asociado con el estado |1;), el cual tiene una fidelidad
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promedio normalizada dada por

h = 1 — peat 27‘(‘ / / / p¢+ p¢+eact) |<1|¢>|2 + Do (1 _p¢f€$t) |<0|¢>|2

0y (1= Pogeat) L)+ P (1= py_car) [{0[0) ] O[] d [{O[45)] dodb,
2

3

Y la fidelidad promedio total para este caso se convierte en,

2
Fuse = 1. Pext + = 3 (1 _pea:t>>
_ 2 Dext
3 37
i+ siz<a,
242 s oz>a
1P/ 1—0F ;
2+ — si Con < Cyp,
1—4/1-C2? .
% + TAB, si Cya > Cap,
1=CEZ .
_ | = - si Caa < Cap,
o 1-C2 5 .
1- Y58 i G > Cap.

Referido a los resultados obtenidos, haremos cuatro observaciones:

e La fidelidad total media es afectada por la medicién, aumentando la funcion de C, 4 hasta el
limite cuando C,4 = Cyp, por lo tanto, cuando Cy4 aumenta por encima de Cyp, el valor
de la fidelidad promedio total F., permanece en su valor mdximo 1 — /1 — C45/3 que es

impuesto por el valor de la concurrencia del canal Cyp.

e La fidelidad total media del sistema cudntico serd F,s > 2/3, lo que significa que tanto
el entrelazamiento, Cy4 v Cxp, son, también en este caso, necesarios y suficientes para la

visualizacién de las caracteristicas cuanticas de teleportacion.

e La fidelidad total media F,,., es menor o igual a la fidelidad media, esto significa que el
proceso USE disminuye la fidelidad promedio total para permitir un resultado con el valor
medio maximo de fidelidad 1. El proceso en el envio de la informacién debera ser repetido

muchas veces para asegurar maxima fidelidad.

e Ambos resultados filtrables tienen constantes de fidelidad media normalizables fo = 1y
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fi = 2/3, valores que son independientes de Cap y C,a, esto significa que, estos valores
promedios de fidelidad normalizados no se ven afectados por pest v 1 — pest, que si son

afectados por la medida.
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5.5 Fidelidad Promedio para el canal en un estado tipo X

con subespacio principal Hy;

Ahora, la idea es averiguar como se ve afectado el ajuste del entrelazamiento y la fidelidad promedio,
para el caso de extracciones exitosas, cuando el canal cuantico posee ruido 6 es decoherente.
Especificamente, supongamos que el canal cuantico, que almacena la informacion en los qubits A

y B son, en lugar de un estado puro, es un estado mezcla del tipo:

pag = p11/00)(00] + p14{00)(11] + p22|01){01] + pa3|01) (10|
+p32[10)(01] + p33[10)(10[ + pa1[11){00[ + paa|11)(11],

que a través de la representacion matricial,

pin 0 0 pus
0 0
paB = 22 PR , (5.19)
0 p23 p3z O

par 0 0 py

podemos ver en el estado X, que la poblacién de sus valores se encuentran en dos subespacios
ortogonales, Hy 11 expandida por la base {|0)]0),|1) |1)} y Ho1.10 expandido por {|0) [1),]1)]0)},
donde su forma en X es porque tiene una coherencia de valor cero entre los elementos de sus dos
subespacios.

Ahora por comodidad, el estado compartido lo podemos escribir de la siguiente manera,

pap = (VBIl00) + vpmlLl)) (VBr{00] + vpa(11]) — (vprpm — pua) (J00)(11] + [11)(00])
+ (v/P3101) + y/553]10)) (/52(01] + /7 (10]) — (/Fzzpss — pas) (01)(10] + [10)(01])

Sin pérdida de generalidad consideramos que los elementos fuera de la diagonal pi4 y po3 son
nimeros reales y no negativos [46]. Ya que el canal cudntico estudiado en la seccién (5.2) estd en

el subespacio Hy 11, consideramos a éste como el subespacio principal, es decir, el entrelazamiento
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de pap es dado por la concurrencia

C = max {O, 014} s

donde

Cra =2 (p1a — \/p22p33) -

En otras palabras, asumimos que C74 es mayor o igual que Co3 = 2 (p23 — ,/p11p44) < 0. Asi,
cuando C'4 es menor que cero, al canal no tiene entrelazamiento y se vuelve un estado separable.
Ademas, el considerar esta condicién implica que las poblaciones de los dos subespacioss atisfacen

la siguiente desigualdad [46]

P11P44 > P22P33-

Es muy importante darse cuenta que para teleportar el estado puro desconocido |1)) desde el qubit
a al B, medimos los qubits aA, sobre sus bases {|¢p), |¢-), |¥4), [—)}. En tal caso, los posibles

estados resultantes para el qubit B se convierten en

e Estado py,:

(0+] (1) (| ® pas) |P+)

Por = el | () (W] ® pas) [61)
- piux i (0[0)[0) + y/ar (1) (1)) (y/Br (010} (0] + yy/Paa (1) (1])

b+

—2y (VP1rpas — pra) (P11 0[¢)[0) (1] + (4]0) (1]4) [1)(0])
+ (yv/psa(L)|0) + 2/Paa (019) 1)) (y/Pas (¢ [1){0] + 2/paa(|0) (1))
— 2y (V/p22psz — pas) ((¥[0) (1[4 [0) (1] + (L[1) (0]} [1)(O[)]

con probabilidad

Por = Tr{os| ([¥){¢] @ pap)|d4),
= 2 (p11 + p22) |<0|1/’>|2 + % (P33 + paa) |<1|¢>|2 -
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e Estado py_:

by — (O ([¥){¥lpas) )
Tri{o-| (V) (Wlpas) [6-)

UZJ% [(yv/p11(0[)10) + 2/pas (L) 1)) (y+/pr1 ($]0) (0] + 2/ paa {0 [1) (1)

—2y (VP1rpas = pra) ((P[1)(01¢)[0) (1] + (4]0) (1]4) 1) (0])

+ (@y/pss(1[10)10) + y+/P22(019)[1)) (/a3 ([1) (0] + /P22 (|0) (1)

—2y (V/p22ps3 — pas) ((Y[1){01¢)[1) (0] + ([0)(1]4)|0)(1])] o,

con su correspondiente probabilidad

po. = Tr(o-[([V)(4] ® pas) |¢-),
=y (pu1 + p22) [O1)[* + 22 (33 + pas) [{L1¥)]°

e Estado py,:

(W] (1) (lpas) [¥+)

Do Ty () (Wloas) s

= axpi[(w pa1{0[9)0) + y/prr(1¥)[1)) (2/pas(|0) 0] + y/pra (P|1)(1])

Yy

—2y (VP11pas — pra) ((V10) (1[¢)[1) (0] + ([1)0]4)|0) (1)
+ (v (L[)|0) + /P33 (014) (1)) (/P22 (¢ [1){0] + 2/pss(1|0) (1))
— 2y (v/P22ps3 — p23) ((]0) (1[1)[0) (1] + (¢[1)(0[¢)[1)(0[)] o,

con probabilidad

Py = 2% (ps3 + paa) O[O * + 2 (p11 + pa2) [(1[1)]7.
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e [inalmente, el estado py_:

(@D | (1) (¢lpas) [¢-)
T |(|¢><¢|0AB)|"¢>

= axazp [(y3/Paa (011 |0) + /P (L) 1)) (y/Paa (]0) (O] + z/pra (P [1) (1)

—2y (VP11pas — pra) ((910) (1[¢)[1) (0] + ([1)(0]4) |0) (1)
+ (2y/P22(1]1)|0) + yy/P33(0]1) 1)) (21/P22 ([ 1) (O] + y /P33 (1[0) (1])
—2y (V/p22p3s — p23) ((V10) (1[1)[0) (1] + ([1)(0]4) [1)(O)] o0z,

con su probabilidad respectiva,

Po_ = (p33 + pas) [(O[) |* + 22 (p11 + p22) [(1[1)]*.

Una vez conocidos los resultados de las medidas, el receptor puede remover los operadores unitarios,

0. desde pg_, 0, de py,, vy 0,0, de py_. Asi, la fidelidad promedio total de las cuatro salidas es
dada por

o= gm [ ] G tblonle) + v tvloup ol
+p¢+ <¢|%Pw+%|¢> + Dy <w|0-x0-zp1/)70'z0-x|¢>) |<O|¢>| d |<O|¢>| d@od@l,

92 A + —2C 44/

§ C /;)614 P22 P33 . A ngpgg’ (5.20&)
2 Cona — Gop) (Cra + 24/

: (Caa A)( 14 P22P33)' (5.20b)

De la expresion anterior, vemos que para que la fidelidad f, tenga comportamientos cuanticos, se

debe cumplir que su valor sea mayor a 2/3, es decir, si

CaA > CgaA y C114 > %14;
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donde los valores umbrales para las concurrencias 4,4 y %14 estan definidos por,

P — (5.21a)

Cha + 2y/paapss’
%14 = (\/pgg — \/p33)2 . (521b)

Podemos ver que el umbral 6,4 depende de la poblacién del sector Hy; 19 y en la decoherencia del
subespacio Hy 11 ¥ no de la decoherencia del subespacio Hy; 10, mientras que el umbral %14 sélo
depende de la poblacion del subespacio Hy; 19 y esto puede ser cero cuando pgs = ps3.

Adicionalmente, ambos valores umbrales se vuelven cero cuando no hay poblacién en Hy; 19. De
la expresion (5.20a) vemos que f, es siempre menor que f,, porque solamente hay poblacién en

Hpi 10. Un caso especial se obtiene cuando C14 = Cya, para el que, los valores de umbral son,

Cra = Can = /P22 + P33 + P22P33 — \/P22033,

cuando dependen unicamente de la poblacién al interior de Hy; 19, y se vuelve cero en el caso
cuando a Hy; 19 le falta poblacién.

Por lo tanto, aqui hemos mostrado que cuando el canal cuantico es un estado tipo—X, ambos,
el entrelazamiento Csp del canal y el entrelazamiento de las medidas de los estados C,4, son
necesarios pero no suficientes para observar la naturaleza cuantica del proceso de teleportacion a
través de la fidelidad total promedio de los estados de salida; asi, porque para la decoherencia y
los mecanismos de disipacion de las dos cantidades de entrelazamiento involucradas podrian ser

mayores que los respectivos umbrales encontrados ;4 y €an-
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5.6 Fidelidad Promedio para el canal en un estado tipo X

con subespacio principal Hy;g

Consideramos nuevamente la matriz (5.19), donde los elementos que estan fuera de la diagonal
son numeros reales no negativos, i.e., peg = ps2 > 0y p1a = pa1 > 0, ya que sus fases pueden ser
removidas por transformaciones unitarias locales.

La concurrencia Cyp del estado tipo X es dada por

Cap = max{0, Cs3, C14},

donde Cy3 = 2(,023 - \/011P44) y Ciy = 2(P14 - \/P22033)-

De aqui vemos que el estado X posee poblacién en dos subespacios ortogonales Hoi10 ¥ Hooit,
expandido por {|0)|1),]1)]0)} ¥ {]0)]0), |1)|1)} respectivamente, donde podemos asumir sin pérdida
de generalidad, que el subespacio Hgi19 contiene la informacién principal, en el sentido que éste

tiene los términos principales de la concurrencia, i.e.,

Ca3 = C1y. (5.22)

Esta desigualdad junto con la positividad de p4p implica que los elementos de la matriz del estado

del canal (5.19) satisfacen las siguientes desigualdades:

P1a < v/ P11paa < P23 < \/P22pP33, (5.23)

Si pap es entrelazado (Cy3 > 0 > C'y), de otro modo,

P1a < pa3 < \/pripaa < /P23, (5.24)

si pap, le falta entrelazamiento (0 > Cos > Chy).

Para realizar la teleportacién del estado desconocido |i) desde el qubit a al B, el emisor A realiza
una medida de los qubits a A en las bases (5.2), entonces el qubit B es dejado en uno de las cuatro
posibles salidas normalizadas. Una vez que el emisor haya comunicado el resultado de la medida, el

receptor puede remover la repectiva operacién unitaria para obtener uno de los siguientes estados
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en su qubit B,

00 (D1 | (1) (4] © pas) \¢>+>JJ;’

Por =

Poy
0o — 0-300-2<¢*| (|¢><¢| ® PAB) |¢7>0zaz
- P ,
_ (W ([9){¥] ® pas) [¥+)
pw-&- - Do, )
_ oW (1) (Y] ® pas) [¥4)0-
Py = Do, )

cada uno de ellos con las respectivas probabilidades

Por = Tr(ox| ([¥)(Ylpas) |9+),
Py = Trz| (1) (¢lpas) [¢+).

En este caso, la fidelidad total promedio es dada por

F==
3

2 L d@ 2 =
n 4(Cas + \//0113p44) (,011+p44). (5.25)

En este punto, observando la forma de la ecuacién (5.25), podemos preguntarnos lo siguiente:
.,Cuales son las condiciones bajo el cual el promedio de fidelidad expone comportamientos cuanticos?,

y Jcudles son las condiciones para que la fidelidad promedio (5.25) supere su contraparte (5.12)7

5.6.1 Valores umbrales de concurrencia para mostrar comportamien-

tos cuanticos

Aqui estudiaremos las condiciones que satisface p g en relacion a la exposicién de comportamientos
cuanticos a través de la fidelidad promedio. Esto ocurre cuando la fidelidad de (5.25) es mayor

que 2/3, es decir, en el caso que

Can(Cas + 2v/p11paa) — (p11 + paa) > 0. (5.26)

Después de una pequena algebra, encontramos que, si Cya # Chy, luego la condicién (5.26) se
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satisface cuando
P11 T Paa

Cas + 2./p11paa

CaA > (5.27&)

y
Cog > (\//111 - \/;044)2> (5.27b)
0 + 2C 4~/
Cs > P11 T Paa aA\/P11P44 (5.28a)
C’aA
' P11+ p.
Cop > ——2 TP 5.28b
ATy 2.\/p11p4a ( )
mientras si C,4 = Cag, luego la condicién (5.26) se cumple cuando
Coua = Caz > \/p11 + pas + p11paa — /P11Pa4- (5.29)

Las segundas desigualdades, (5.27b) y (5.28b), emergen del hecho que en el lado derecho de las
primeras ecuaciones, (5.27a) y (5.28a), respectivamente, éstas deben ser menores que 1.

Aqui hemos encontrado los valores umbrales (5.27), (5.28), y (5.29) para las cantidades de entre-
lazamiento involucradas C,4 v Cs3, para que aparezcan comportamientos cuanticos.

Esto significa que para un canal con ruido, no es suficiente que aquellas cantidades sean diferentes
de cero, como para el canal puro, excepto para el caso especial cuando p;; = py4, para el cual los
valores umbrales del canal desaparecen, como se sigue desde las condiciones (5.27).

En general, de acuerdo con la ecuacién (5.27a), el valor umbral para el entrelazamiento de las bases
de medicién disminuye como el incremento del entrelazamiento del canal, mientras que la ecuacién
(5.28a) muestra el valor umbral de la disminucién del entrelazamiento del canal como el aumento
del entrelazamiento de las bases de medicion.

Vemos que en las condiciones (5.27) y (5.28) hay un orden invertido de los respectivos valores
umbrales, i.e., el valor umbral (5.27b) es menor que (5.28a) y el umbral (5.27a) es mayor que
(5.28b).
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5.6.2 Valores umbrales para mejorar la fidelidad promedio

Ahora analizamos las condiciones que satisface p4p para que la fidelidad promedio (5.25) sea mayor
que la obtenida para el canal puro, Ec. (5.12). Comparando ambas fidelidades, encontramos la

condicién general:

CoaCap < Coa(Cas + 2v/pr1pas) — (P11 + paa)- (5.30)

Vemos que esta restriccién general puede ser satisfecha si Cy3 > Cap, la cual asumimos a partir
de ahora.
La restriccién (5.30) puede ser analizada considerando tres casos diferentes, los cuales se describen

separadamente mas abajo.

Caso C,4 # Cap y Cua # Cos

Primero que todo, hemos considerado que el entrelazamiento de la base de medida es diferente
para ambas cantidades de entrelazamientos de los canales. En ese caso, la Ec.(5.30) conduce a las

siguientes desigualdades,

P11 + paa — 2Caa/p11paa
CaA ’

Ca3 > Cap + (5.31a)

P11+ Paa

1 — Cup +2y/p1ipas’
OAB <1- (\/pu — \/p44)2 . (531C)

CaA >

(5.31D)

La primera condicién (5.31a) significa que la concurrencia del canal ruidoso debe ser mayor que el
entrelazamiento del canal puro y el mayor valor umbral para mostrar comportamientos cuanticos,
como esperabamos, especificamente en ese caso, es mayor que la suma de ellos. La desigualdad
(5.31b) define un valor umbral para la concurrencia de la base de medicién, la cual es siempre
mayor que el menor valor umbral para mostrar comportamientos cuanticos. Este valor umbral

(5.31b) es menor que el mayor de todos (5.27a) si

CAB + 023 < 1,
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de otro modo, este es mayor que el mas grande valor (5.28b) cuando
Cuap + Cos > 1.

La tercera desigualdad (5.31c) puede ser interpretada como una restriccién impuesta por la canti-
dad de entrelazamiento del estado puro para tener la posibilidad de superar la fidelidad promedio
con un estado de tipo X.

Equivalentemente, la desigualdad (5.31c) significa que hay un limite superior para la concurrencia
del canal puro bajo la cual nosotros siempre podemos encontrar un estado tipo X que nos permita
incrementar la fidelidad promedio.

Vemos que este limite superior desaparece en el caso especial cuando el subespacio, Hgp11 s poblado

uniformemente, i.e., p11 = pas.

Caso Cyy = Cupy Cun # COss

Las condiciones de arriba cambian ligeramente cuando consideramos la concurrencia de la base de
medicién igual a la Cxp del canal del estado puro.

En este caso, la desigualdad (5.30) conduce a la siguiente restriccion,

pi1 + paa — 2CaB\/pP11paa

023 > CAB s (532&)
Cap
la cual se cumple si el lado derecho es menor que 1, lo que conduce a
C_ < Cup < Cy4, (5.32b)

donde

o I+2\/p11psa = \/(1 + 2\/p11p44)2 —4(p11 + paa)
+ = .
2

Ademas, la restriccién (5.32b) se mantiene si el determinante de las soluciones C es mayor que

cero, i.e.,

(1 + 2\/p11p44)2 —4 (,011 + ,044) > 0, (532C)
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de otro modo, no es posible mejorar la fidelidad promedio.

Vemos que, en este caso, la restriccion 5.32a es igual a (5.31a) cuando la reemplazamos por Cys =
Cap.

Sin embargo, la restriccién (5.32b) es diferente a (5.32a) porque la desigualdad requiere que el lado
derecho de (5.32a) sea menor que 1 siendo cuadratica en Cyp.

Revisamos también, que la condicién (5.32c) es satisfecha para algunos valores de p1; + pas, pero
no para todos.

Claramente, este caso impone fuertes restricciones al estado X que es el caso de las desigualdades
(5.31).

Caso Cyp #Capy Coa = Co3

Ahora, analizamos la restriccién general (5.30) para el caso donde la concurrencia de la base de
medicién es igual a la concurrencia del canal del estado X.

Reemplazando C,4 = Ca3 en ((5.30)), obtenemos las siguientes restricciones,

1
Coz > 3 [Cap — 21/p11pas

+\/(CAB — 2\/p11pas)® +4(p11 + paa)| (5.33)

pero esto puede cumplirse si el lado derecho es menor que 1, donde obtenemos la restriccion (5.31c).
Vemos que el valor umbral (5.33) es menor que el dado por (5.32a) cuando la restriccién (5.31c)
se cumple.

Claramente, las restricciones en el estado X son mas relajadas que las impuestas en el caso para
las desigualdades (5.32).

Esto se cumple porque aqui consideramos una concurrencia de base de mediciéon mayor que el caso
anterior, 7.e., Cyq = Coz > Cyp.

En otras palabras, esta es una consecuencia del hecho que todos los valores de umbral anteriores
disminuyen como C,4 incrementa, y algunos de ellos desaparecen en el limite cuando C,4 = 1,

como podemos ver desde la condicién general (5.30).
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5.7 Ajuste de Entrelazamiento, Fidelidad Promedio para
el Canal en un Estado tipo X con subespacio principal

Hoor1

Ahora, aplicaremos el proceso USE, que fue descrito en la seccién anterior, para las salidas de los
estados {pg, , 0.4 02, 02py Oy 02050y 0.0}, considerando la respectiva transformacién unitaria
conjunta Ugy, y el qubit auxiliar b, que estd inicialmente en el estado |0y). Adicionalmente, en los
operadores unitarios Upg;, debemos reemplazar «/3, por \/m, donde hemos asumido que p;; <
paa. Bueno, sin pérdida de generalidad y siguiendo nuestras recientes asunciones, consideramos
a < p.

Especificamente, si el receptor tiene la salida py, , las transformaciones py, @ |0) (0| son descritas
por la ecuacién (5.13). Aqui el observable o, del sistema auxiliar b es medido. Por otro lado el

qubit B, es proyectado a |1) perdiendo la informacién de [¢).

e Estado g4, 0:

Si z > a, la transformacion unitaria necesaria para realizar el proceso USE es,

Upy = |0)(0]® I + 1) (1] ® Uy, (5.34a)

donde:

T/ x?
v = le|0b>+’/1_y2zll|h’>’ (5.34b)
44 44

Asi, obtenemos el siguiente resultado,

o 2o )] — 2 (y/prpm — pua) |/ (I1)(01)|0) (1] + (2 {0) (1) 1)0))
010 = o | (p/A 1) 0) + SEREE 0N ) (s stwl 0]+ SERE w0l |
~a? (/PP — pas) /22 (WIO){1[)[0) (1] + (¥1){0]) 1) (0]
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con su correspondiente probabilidad,

Poco = Tr{0|Uspps, ® |06)(05]UL,|00),

1 zt P11P22
= — <x2pu +9Ppss | (L)[* + 5 [(0[)[* ) -
p¢+ Y P44

e Estado g4 o:

Si el receptor tiene el estado o,ps 0, luego o.ps 0, ® |04) (0| es transformado por (5.14) o (5.15).
Para los valores de = < pll”ﬁ (yy/P11 > T/Pass— Y2p1 > 22paa,— (1 —22) pyy > 2%pas,—
p11 > 2% (pas + p11)), el estado se transforma con (5.14) y la medida del qubit b, proyectado en el

qubit B forma el estado

Upp = [1)(1] ® I, +[0){0] ® U, (5.35a)

donde:

x 2
U0y = VPRj0y 41— TPy, (5.35b)
Y/ P11 Y p11

que para este caso obtenemos,

11 .,
0p0 = ——— |2°pua| V) (VY]
¢ Pop_0DPo_ [

(7 = )y 22 (I 00)10) 1]+ (w10} 110} 1) 0]

vz eV/ps [pu
(02 P2 0y + ol ) (222, (2 )0+ et )
(/7 — o) \ 22 (I 0101+ wI0) 1l 1)
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con probabilidad,

Pso = Tr(0|Uso.ps . @ |05) (04| UL, 0),

1 T
_ ——Gmm+ymﬂwWM+-’m“ﬂuwn)
Po_ ?J P1

Para x > , /pupﬁ, el estado se transforma con (5.15), y la medida del qubit b proyectado sobre
el qubit B,

Upy, = [0){0]® I, + |1)(1]| @ Up, (5.36a)
donde:

G0y = Lo+ J1-L% ) (5.36b)

Y 2232 '

Asi se obtiene el estado de la forma,

1

_ 2
26 0 o o [y pu|¥) (¥

-w%¢am;—mnvmgwwnmwwmu+wmxwmmww

AP il ) (ovmtuiny o] + Y22V )

—f«mag—mg¢Eﬂwmmwmxm+wmuwmxm}

+(xp%mwm>

con probabilidad,

Ps o = Tr{0|Uso.ps o, @ |0p)(05|UL,|0b),

- L @pu+xmﬂawn+—ffmwmwn)

e Estado 0y, 0:
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Cuando el receptor tiene el estado o,py, 0., luego o,py, 0, ® |0,)(0,| transformada por (5.16) o

_pu
(5.17). Parax <, /o

proyectada al qubit B dentro del estado

Uy, = [0){0]® I, + |1)(1] @ Uy,
donde:
B 23
Upl0) = —|0 1— 1
10 = 22 ) i),

asi se obtiene el estado de la forma,

el estado se transforma con (5.16), y la medida del qubit b, puede ser

(5.37a)

(5.37D)

s (O O)UONO] + QIO+ (L) IO} 0] + (LI i1y
11 22 (y/Ppis — pua) Y2 ((WIONLII1M0] + (¥ 11)01) o)1)
WO o +(ym<uw>|o> SNl rw>u>)(mwuxou%wow)

P44

—x? <\/1022P33 - Pzg)

con probabilidad

1
Pypo=—
+ D

Ps3p44

($2P44 + y2P22 |(L|) |2

P11
p11+paa’

ser proyectada al qubit B,

Siz >

Uy = |1){1|® 1,4+ 1]0){0| @ U,
donde:
Y/P11 y2a?
Uy]0) = ———|0 — 1
loy = Do) 4 J1- ),

= (([0) (1])[0){1] +

(¥[1)(0[¢)[1){01)

A ofu)).

luego o,py, 0x ® |05) (0] se transforma con (5.17) y la medida del qubit b, puede

(5.38a)

(5.38D)
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formando el estado,

211 (01 0) {10} 0] + 52prs (116) 1) (410101 + 21 0145} 0) (6 11
+ Il (L
Co0 = ——— v (Ampm — pra) 222 (1)L} (0] + (/1) {0f)]0)1]) |
Praobin ] 4 (Muwm oy ow 1)) (LB (1)(0] + (|01
)

P44
(\/ P22P33 — 023)

= (10} (L[ [0) (L] + (¢ [1)(0[¢) [1)(01)

con probabilidad

1 Yy puip
poss = - [y o + 1;4422|<1|¢>|2+x2p33|<0|¢>|2].

Py

e Bstado gy _o:

Mientras, si el receptor tiene el estado 0,0,py 0,0, €l estado 0.0,py 0,0, @ |0p) (0, transforma
con la operacién unitaria (5.18), y la medida del qubit auxiliar b, puede ser proyectado al qubit B,

para el estado

Upp = [1)(1] @1 +[0){0] ® Uy, (5.39)
donde:
U0y = YPigy 4 1 “”m (5.39b)
Y/ P44 Y2 paa

Asi tenemos:

1 )] — 22 (yArmm — pu) Y2 (IOMLBI1H0] + (1101 0)1))
o = | (v <1rw>\o>+wp7<ow>u>) (S22 (wl1) (0] + yy/Pat o) 1l)
o % (/pmapss — pas) Y= ((]0) (1) 0) (1] + (¥ [1){0[}1){0])

con probabilidad
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Loty 2 pu 2 | 9 2
Pyo=—|2"pi1+ ——pa2 [(LV)]" + v paz [(O)]"] -
DPy_ Y~ P44
Por lo tanto, la probabilidad total de la cuasiextraccion sera, para x > a:
mext = PorDbi0 T Do Pp_0 + Dy Dyro T Py_Py_os
4 4
x
_ (2p11 + pas + _2;011022 . y_2022;011>
Y= Paa L7 P44
ysix <a:
Drext = PppPér0 T Po_Dp_0 1 Py Pyro + Py_DPy_o,
4 4
i x
= <2932P11 + 22 pag + Y2 pao + Y2 pss + M + —2/)33'044)
Y= Paa y* pu
Asi la probabilidad total de la cuasiextraccion es,
2P11+P33+<Z—2+z—2 pobe T > a
’ Preat-
22 (,011 + p44) + y2 (022 + pgg) + Z—;l (%% + %) , T < a
(5.40)

Prext = DPéyPhi0 T Pop_Pp_0 T Py Pypr0 + Dy_Py_0,

24
227 (pll + p44) + y2 (p22 + :033) + y? <% ™ %) ’ O<zs< \V p11p41r1p447

2t |yt puipee P11
2p11+p33+(y2 +x2> pag p11+paa STs

L
V2
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P11 2\/P11044
xr = —_— CaA = 2Iy|$: Pl
P11+ Paa \/011+p44 P11+ Paa

— Oy =2 (014 - \/P22P33) .

Aqui vemos que el primer término de cada expresion, 222 (p11 + pas) ¥ 2p11, dan cuenta del ajuste
del entrelazamiento, los otros términos aparecen por los elementos que pueblan el espacio de Hyy 10.

Es importante notar que el ajuste no es entre los valores de las concurrencias, sino entre C,4 y su

valor para x = \/,011/ (p11 + paa), €l cual es

_ 2y/p11paa

B P11+ pas’

que corresponde a la concurrencia aparente del estado puro normalizado en el subespacio Hyg 11,
que tiene igual probabilidad para los estados |0)|0) y [1)|1) con esas probabilidades, que también
son normalizadas en Hyo 11 para el canal de tipo X, i.e., el estado en la primera linea del lado
derecho de la ecuacién (5.19). Asi, este efecto introduce el concepto de estado puro normalizado
aparente de un estado mezcla, y es este estado aparente el que fija los valores de la concurrencia
del ajuste. Debemos mencionar ademds que si el estado es puro, como el estado en (5.1), es por
si mismo un estado aparente.Vemos que estos valores de ajuste de concurrencia C es, en general,
mayor que la concurrencia del canal Cy4, y se vuelven iguales sélo cuando el canal es puro y
reducido al espacio Hyg 11, ¢-e., ambos, la decoherencia en Hyg 11 y la poblacién de Hy; ;¢ da origen

a la relacion:

C > Cu
2\/ P11P44
——— > 2(p1a — \/p22p33)
P11+ Pas
P11P44
VPP S _
ot P14 — \/P22P33
VPP = P4
P11P44
————— 2 \/P11Paa = P14 = P14 — \/P22033-
P11+ Paa

Por otro lado, la fidelidad total promedio normalizada de los estados cuasiextraidos, es obtenida a

través de la integral:
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f~emt -

Prext 27T

/ / / ( PosoPo (V106,010) + Po_ops- (V]es-olv) >|(0]w>\d\(oyw>|d90d91.

+Dy 0D, (U] 0y 0l0) + Py_opy_ (W]oy_o|Y)
(5.41)

Entonces calculamos las correspondientes fidelidades para los casos:

® 04p,0 .
/ 1 T2 paop
fg¢+0 z? P11 — —x (\//)11044 — p1a) o + = 6 <y2p33 + —p222 11> (5.42)
Paa Y~ pPaa
® 0p_0
—Siz>a
VT y* pazp
freatos oa>a =Y P11 — —?J ? (VP11pas — pra) . ts [332P33 + ﬁ] (5.43)
—Siz<a
VP4 1 T
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® 0y 0
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Ahora, la fidelidad total promedio de cuasiextracciéon cuando = < a , es:
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Po0Pe: (¥]0p40|0)
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Ahora, la fidelidad total promedio de la cuasiextraccion cuando x > a, sera:

PooPo W\ Q¢+0W>

+Po_oPs_(¥l0p_ol¥)
“ext_x>a — 0 d O d@ d@ 7
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3 2p11 +p33 + (j—;‘ <. %) p

P44

GV )

+

Asi, la parte de la solucién de la fidelidad total promedio de la cuasiextraccion, para el estado tipo

X que nos interesa analizar, es la que corresponde al factor que multiplica al valor 1/3,

4
2 _ /P11 / 73? P22P11 | P33P44
222 (p11+paa)+22> <p14 V/P11paa < ) (p22+p33) ( oad + o ) 0< < o
? -7 = p11+paa’

222 (p11+paa)+y> (P22+P3 ) <p11p22+p33p44)
2011—2(\/0111744—#14) 21 _pg3— ( 2+y )p22p11

944 P44

P44 P11

P11 <<
2P11+p33+( +i >p11p22 p11+pas — ° —
P44

Sl

Sabemos que para encontrar los valores umbrales correspondiente a los canales, el factor debe ser

mayor que cero para observar comportamientos cuanticos, y debemos considerar dos casos:
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Para 0 <z < \/plpfm con Clg + 2,/p2aps3 = 2p14

Yy P11 P44
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0
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donde encontramos el valor umbral de la cuasiextraccion, para el caso 0 < z < | /E%,

1 2
CreetUSEth0 = L/m (p11 + paa) CfA [(2 1 CaA) (P11 + pas) (pr1po2 + P33paa)

+24/1 = C2, (p11p22 — p3spas) (pas — Pn)] — 2\/p22/?33] . (5.48)

Ahora para el caso ,/—22— <z < L tenemos
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cuyo valor umbral es,
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De los resultados, vemos que el entrelazamiento del canal y de la medida, son necesarios pero
no suficientes para observar comportamientos cuanticos. Vemos ademas, en relaciéon a los valores
umbrales, la apariciéon de una competicion entre los diversos elementos que componen el sistema:
el entrelazamiento que proporciona la naturaleza cuantica, la decoherencia y los mecanismos de

disipacion, que son éstos ltimos los responsables de introducir la clasicalidad.

5.8 Discusiéon y analisis

Hicimos uso del esquema de extracciéon inequivoca de estados USE, que nos permitié observar la re-
distribucion de la fidelidad al interior de cada estado de salida dentro del proceso de teleportacion.
La redistribucién de la fidelidad nos permite aprovechar significativamente las manifestaciones de
naturaleza cuantica en una salida distinguible con probabilidad diferente de cero. Especificamente
encontramos para el caso de un canal puro normalizado que las catidades de entrelazamiento tanto
del canal como de la medida son necesarias y suficientes para observar comportamientos cuanticos
en relacién a la fidelidad promedio total de los estados de salida. En el mismo caso, pero usando
el protocolo USE, la fidelidad total media es afectada por la medicion, aumentando la funcién de
Caa hasta el limite cuando C,4 = Cyup, por lo tanto, cuando C,4 aumenta por encima de Cxp,
el valor de la fidelidad promedio total F., permanece en su valor maximo 1 — m /3 que
es impuesto por el valor de la concurrencia del canal Cyp, de tal manera, que hay una posible
salida con fidelidad 1, que significa que la teleportacion es exitosa, pero que también el proceso en
el envio de la informacion debera ser repetido muchas veces para asegurar siempre una maxima
fidelidad.

Cuando el canal cuantico es un estado tipo X, encontramos un valor umbral de las concurrencias
de la forma %€,4, que depende de la poblacién del sector Hyy 19 v en la decoherencia del subespa-
cio Hyp11, y no de la decoherencia del subespacio Hy; 19, mientras que el valor umbral %4, sélo
depende de la poblacién del subespacio Hy; 19 ¥ esto puede ser cero cuando pgg = pss.

Ademads, ambos valores umbrales se vuelven cero cuando no hay poblacién en Hy; 19. De la ex-
presién (5.20a) vemos que la fidelidad del canal ruidoso es siempre menor que la fidelidad del
canal puro normalizado, debido a que solamente para ese caso hay poblacién en Hp; 1. Un caso

especial se obtiene cuando Cyy = C,4, para el que, los valores de umbral son, €14 = %,4 =

/P22 + p3z + pazpss — /pP22pss, cuando dependen unicamente de la poblacién al interior de Hy; 10,
y se vuelve cero en el caso cuando a Hy; 1o le falta su poblacién. Asi, encontramos que el entre-
lazamiento del canal C'4p vy de la medida C,4 son necesarios pero no suficientes para tener una

fidelidad total promedio mayor a 2/3, debido a la decoherencia y los mecanismos de disipacién
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de las dos cantidades de entrelazamiento involucradas, donde podrian ser mayores los respectivos
umbrales encontrados G, 4 v €aB.

Cuando es implementado el esquema USE para el estado puro, observamos una redistribucion de
la fidelidad de tal forma que existe una salida filtrable, que posee una probabilidad diferente de
cero, y que es una fidelidad promedio considerablemente mayor que al no estar usando USE y que
depende ademas del entrelazamiento del canal de medida.

Agregar que con este trabajo, hemos determinado en el esquema de teleportacién, las condiciones
bajo las cuales un canal en estado X resulta ser més beneficioso que un canal puro parcialmente
entrelazado. Adicionalmente, hemos considerado bases de medicién que no son de Bell para estu-
diar su rol en este problema de calcular la fidelidad promedio del proceso de teleportacién de un
qubit de estado desconocido. Caracterizamos la eficiencia de cada canal por la fidelidad promedio
del correspondiente set de estados de salida. Encontramos las condiciones que se satisfacen por el
canal con ruido X para mejorar la fidelidad promedio de la teleportacion realizada por el canal
puro. Especificamente, encontramos que este efecto ocurre si la cantidad de concurrencia del canal
en el estado tipo X y las bases de medicion son mayores que ciertos valores umbrales y el entrelaza-
miento del estado en el canal puro, el cual es dado como referencia, puede ser menor que un limite
superior determinado por la matriz de elementos del canal en el estado X. Ademds, encontramos
que el estado X con el subespacio Hogr1 poblado uniformemente, se vuelve un tipo particular, para
el cual algunos valores umbrales y el limite superior de C'yp desaparece. También podemos decir
que en general el precio que se debe pagar para mejorar la fidelidad promedio usando el estado
X, es el requerimiento de los valores umbrales. En otras palabras, el hecho de cambiar el canal de
un estado puro por otro mezcla, exige que el entrelazamiento como un recurso cuantico se vuelva
necesario pero no suficiente para observar comportamientos cuanticos.

Finalmente, cuando el canal cuantico es mezclado como un estado tipo X, donde hacemos consid-
eraciones sobre los principales subespacios, vemos la aparicion de la competicion entre los diversos
elementos que componen el sistema: el entrelazamiento que proporciona la naturaleza cuantica, la
decoherencia y los mecanismos de disipacion, siendo éstos ultimos los responsables de introducir

la clasicalidad.



Capitulo 6

Equilibrio de Nash Bayesiano usando

estados tipo-Werner extendidos

6.1 Resumen

En este capitulo estudiaremos las estrategias cudanticas en juegos de informacion incompleta, usando
el formalismo de la teoria de juegos basada en el multi-sector de una matriz de probabilidades.
Analizamos una extension del bien conocido y documentado juego de la Batalla de los sexos,
usando un estado tipo-Werner extendido para ver cémo su mezcla y entrelazamiento afecta las
ganancias Bayesianas de Nash del jugador. En relacion a sus correlaciones, se demuestra que el
entrelazamiento es necesario para superar las ganancias clésicas, pero se debe considerar que no
todos los estados entrelazados son ttiles debido a la presencia de mezcla. Se encontraron valores

de umbral para el pardmetro de mezcla y el minimo de entrelazamiento.

6.2 Introduccion

El estudio de los juegos ha inspirado el desarrollo de teorias mateméaticas y modelos. Uno de éstos
es la Teoria de Juegos, desarrollada por John Von Neumann y Oskar Morgenstern [47]. Su obje-
tivo no es el analisis del azar o la aleatoridad, sino el comportamiento estratégico de los jugadores,
para decirnos qué estrategias racionales seguiran los jugadores y qué pueden predecir acerca de las
estrategias racionales que el otro jugador decida llevar a cabo. La teoria de juegos ha alcanzado
un alto nivel de sofisticaciéon matematica y ha mostrado una gran versatilidad en la resolucién de
problemas de tipo social, econémico y evolutivo, convirtiéndose en el lenguaje universal para la

unificacién de las ciencias del comportamiento.
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En la teoria de juego estandar se asume que la estructura del juego es conocida por todos los
agentes involucrados en éste. Estos son, las estrategias, el nimero de jugadores, y las preferen-
cias de cada uno de ellos. Al mismo tiempo, todos saben que los otros jugadores conocen esta
informacion. Sin embargo, en situaciones de toma de decisiones reales, existe una asimetria de
informacion en algunos aspectos relevantes del juego y, como una consecuencia, los jugadores no
tienen informacién completa sobre la estructura del juego al momento de escoger sus estrategias.
Estos tipos de situaciones son descritas por lo que se conoce como juego bayesiano o juegos de
informacion incompleta [48-50].

Desde el trabajo seminal de Meyer [5], muchos esfuerzos fueron hechos para realizar el estudio de
juegos desde la perspectiva de la teoria de informacién cuantica y, en ese sentido, muchos juegos
han sido estudiados explorando la superposicion cuantica y el entrelazamiento desde un punto de
vista tedrico, pero también profundizando en su representacion, realizacion experimental y posibles
aplicaciones. Ver Gou et al. [51], y referencias al respecto, para un completo estudio de los juegos
cuanticos y sus aplicaciones.

Con esta avalancha de papers relacionados a los juegos cuanticos, fueron introducidas nuevas for-
mas de cooperacion, de remover dilemas y de alterar equilibrios. Por ejemplo, en el trabajo de
Meyer se muestra que los fendmenos cuanticos de superposicién permiten a las estrategias cuanticas
superar a las cldsicas en la versién cuantizada del juego del cara y sello. Luego, Anand y Ben-
jamin [52] analizaron una leve modificacion al juego de Meyer en el cual las estrategias mixtas
clasicas compiten en contra de las estrategias cuanticas, reduciendo el récord de victorias del ju-
gador cudntico incluso hasta el punto en que los roles se invierten. Eisert et al. [53] estudié cémo el
entrelazamiento puede afectar el resultado del juego removiendo el dilema en el bien conocido juego
Dilema del prisionero, y Arfi [54] usé los juegos Dilema del prisionero y La caza del ciervo para
ilustrar qué tan verdadero puede llegar a ser construido a través de una aproximacion cuantica.
Marinatto y Weber [55] exploraron un esquema alternativo que usa estrategias entrelazadas que
llevan a una tnica solucién para el juego de la batalla de los sexos, y Nawaz y Toor [56], generalizan
éstos resultados usando un estado cuantico inicial puro general, mostrando que para una eleccién
particular de este estado inicial, el clasico dilema de la Batalla de los Sexos es resuelto y una
tnica solucién del juego es obtenida. Sin embargo, en [57, 58] se muestra que si el mismo juego es
cuantizado usando el esquema Eisert-Wilkens-Lewestein, los jugadores clasicos siempre ganan. Zu
et al [59] propuso y demostrd experimentalmente que un juego de suma-cero es justo un equilibrio
de Nash para jugadores clasicos, pero tiene la propiedad que un jugador cuantico puede siempre
ganar usando una estrategia apropiada, y otros autores, en [60, 61], estudiaron realizaciones ex-
perimentales de juegos cudnticos en computadores cuanticos.

Asi, con el creciente interés en el estudio de los juegos cudnticos, que no es solamente debido al
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interés tedrico intrinseco del entender el contenido fisico de las estrategias cudnticas o para com-
prender la importancia de este conocimiento en la teoria de informacién cuantica, sino més bien
para enfocarse al vertiginoso desarrollo de las tecnologias en esta area, y la creciente posibilidad
para probar las estrategias de estos juegos usando directamente recursos cuanticos en laboratorios
avanzados. Es muy seguro que jugar con estrategias cuanticas usando dispositivos cuanticos coor-
dinados serd una practica comun en el futuro cercano.

A pesar de toda la investigacion hecha en la teoria cuantica de juegos, solo limitadas investigaciones
han sido realizadas en juegos cudnticos con estados mezcla [62, 63]. Como sabemos, cuando un
estado puro es usado como un recurso cuantico, éste provee un canal cuantico ideal sin ruido. Sin
embargo, en una situacion realista, en lugar del estado puro, los jugadores usualmente intercam-
bian un estado mezcla entrelazado debido a la decoherencia cuantica. En este estudio, se sigue el
esquema de cuantizacién Eisert-Wilkens-Lewestein y se usa un estado tipo Werner extendido para
complementar los resultados obtenidos hasta ahora, en el estudio de equilibrios de Nash Bayesianos
en juegos cuanticos de informacién incompleta [64-66]. En lugar de mirar la relacién de este tipo
de juego con las desigualdades de Bell, se hace un enfoque en investigar los efectos que la mezcla
y el entrelazamiento tienen sobre la funciéon de ganancia promedio de los jugadores, cuando ellos
usan estrategias cudnticas puras. Se encontré el valor minimo para la pureza del estado, para un
valor fijo del entrelazamiento, requerido para tener ganancias cuanticas mejores que las clasicas.
En contraste con los resultados presentados en [58] para el juego Batalla de los Sexos con infor-
macién completa, los resultados muestran que los jugadores obtienen mayores ganancias tomando
ventaja de la mezcla y entrelazamiento cuando el juego es uno de informacion incompleta.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 6.3, se presenta el formalismo
basico utilizado para estudiar los juegos cuanticos de informacién incompleta con estados mezcla y
estrategias puras cudnticas. Luego, considerando que el juego es una extensién del bien conocido
juego de coordinaciéon de dos jugadores llamado Batalla de los Sexos, en la seccién 6.4 se explora
cémo las propiedades del estado usado perfila las soluciones del juego. Finalmente, en la seccion

6.5 se discuten los resultados.

6.3 Formalismo

Un juego Bayesiano es uno en el cual por lo menos un jugador no esta comletamente informado
sobre las preferencias (o alguna otra caracteristica) de los otros jugadores que son relevantes para
su toma de decisiones. Existen diferentes definiciones para los juegos Bayesianos [67]. Todas éstas

son equivalentes, pero aparecen en diferentes formas para entender la estructura interna de esta
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familia de juegos.

Harsanyi [48-50] formul6 un modelo adecuado para estudiar los juegos Bayesianos en los cuales
los elementos desconocidos del juego son representados por el concepto de tipo. En este formal-
ismo la Naturaleza es considerada como otro jugador, el cual, de acuerdo a una distribucién de
probabilidades a través de cada jugador, escoge arbitrariamente para cada jugador un tipo. El
tipo de un jugador determina su funcién de ganancia, y la probabilidad asociada con un tipo, es
la probabilidad que el jugador para el que fue especificado, sea ese tipo.

El conjunto de posibles tipos para cada jugador es supuesto para ser un objeto de comin conocimiento,
como la distribuciones de probabilidades usadas para seleccionar los tipos de cada uno. Sin em-
bargo, el principio de conocimiento local de los tipos de jugadores se supone valido cuando cada
jugador sabe su propio tipo, pero no los de los otros jugadores. Ademas, el conjunto de estrategias
de un jugador, es decir, su perfil de acciones posibles, dependen sélo de su tipo y no del tipo de
los otros jugadores.

Ahora, consideremos un juego de dos jugadores, Alice y Bob. Las posibles acciones (estrategias

puras) para ellos, son denotadas por las variables A = 0,1,2,...,my B = 0,1,2,...,n respec-
tivamente. Ademds, la falta de informacion es representada por los tipos a = 0,1,2,...,5 y
b =0,1,2,...,k, caracterizada a través de las distribuciones de probabilidades independientes

S(a) = (so,81,.-.,5;) y T'(b) = (to,t1,...,t;) donde, por ejemplo, s; representa la probabilidad de
Alice de ser tipo uno, y asi sucesivamente. Siguiendo [64], el promedio total de las funciones de

ganancia para los jugadores puede ser calculada usando

Matice = » _ S(a)T'(b) Y M(A, B;a,b)P(A, Bla,b), (6.1a)
Mgy = »_ S(a)T (b)Y " L(A, B;a,b)P(A, Bla,b), (6.1b)

Donde M (A, B;a,b) y L(A, B;a,b) son las utilidades para Alice y Bob, respectivamente, determi-
nando sus ganancias para cualquier posible combinacién de tipos y acciones. Usualmente, estas
funciones son representadas por matrices con (m+ 1) x (j + 1)-filas y (n 4+ 1) x (k 4 1)-columnas.
La fraccion de juegos en el cual Alice usa estrategias puras A siendo tipo a, y Bob usa estrategias
puras B cuando su tipo es b, es dada por una distribucién de probabilidad conjunta P(A, B|a,b)

que satisface, para cualquier tipo de jugador dado a y b, la relacién

> P(A,Bla,b) = 1. (6.2)

A,B
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En la teoria de juegos clasica los jugadores pueden escoger sus perfiles de estrategias basados
solamente en recursos clésicos (locales). Entonces, la probabilidad conjunta es dada por el producto

de las probabilidades individuales, es decir,

P(A, Bla,b) = P(Ala)P(B|b), (6.3)

donde no hay correlaciones para el uso de ellos porque sus estrategias son independientes, o por la
expresion

P(A, Bla,b) Zp P(Ala, \)P(B|b, \), (6.4)

cuando algun tipo-independiente de asesoria es dada a ellos, digamos, por una tercera parte. Aqui,
la variable clasica A representa la asesoria (consejo u orientacién), con un previo p(A), y donde
correlaciones clasicas pueden estar presentes.

Por otro lado, si los jugadores pudieran tener recursos cuanticos (no locales) en su disposicion,
las probabilidades conjuntas pueden ser en general correlacionadas de tal forma que distribuciones
conjuntas no clasicas pueden ser asociadas con éstos. En tal cuadro cuantico, los recursos son
obtenidos de los estados que se comparten por las partes, también las distribuciones de probabili-
dades clasicas deberian ser reemplazadas por matrices densidad apropiadas. Luego, la distribucion

de probabilidad conjunta es calculada como

P(A, Bla,b) = (A, B| s |A, B), (6.5)

donde el conjunto de estados {|A, B)} es una base ortonormal en el espacio de Hilbert (m ® n)-
dimensional asociado a las acciones individuales de los jugadores, y py = (U, @ V) pi (U, ® Vb)T es
el estado cudntico del juego, luego que Alice y Bob aplicaron para el estado inicial del juego p;, las
transformaciénes unitarias U, y V}, respectivamente. Note que la dependencia de U en a (o V' en
b) es porque dependiendo del tipo de Alice (o Bob), es la estrategia que ella (o él) aplica.

La solucién del juego es dada por el equilibrio de Nash Bayesiano. En términos simples, si usamos
aq v By para parametrizar cada transformacion unitaria del jugador en relaciéon a su tipo y depen-
dencia, es decir, U, = U(a,) y Vi, = V(Bp) respectivamente, luego la solucién del juego corresponde

al perfil de estrategias (o, 8*) = ((ag, - .., a}), (B, - - -, ;) que maximizan las funciones promedio
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de ganancias (6.1), las que se obtienen resolviendo el siguiente conjunto de (j + k)-ecuaciones

0
aaa HAlice(aa B) |(o¢*,ﬁ*) = 07 (66&)
0

Vemos que resolver el sistema de ecuaciones de arriba es equivalente a encontrar los méaximos

locales de las funciones de ganancia [64].

6.4 Equilibrio de Nash Bayesiano para un grado de entre-

lazamiento y pureza

Aqui analizaremos una version modificada del juego de la Batalla de los Sexos, donde ambos
jugadores tienen dos tipos, es decir, a = 0,1 para Alice y b = 0,1 para Bob, y dos estrategias
puras, A = 0,1y B = 0,1, para un par fijo de tipos (a,b). Por simplicidad asumimos un igual
peso de mezcla de los dos tipos, caracterizados por las distribuciones de probabilidad S(a) =
T(b) = (1/2,1/2) lo que significa que Alice juega con la misma probabilidad en relacién a sus
posibles tipos. Lo mismo ocurre para Bob.

Consideremos para este juego las siguientes matrices de ganancia

30 -3 0 1 0 -1 0
0 1 0 -1 0 3 0 -3
M= , L= : (6.7)
3 0 -1 0 -1 0 -3 0
0 -1 0 -3 0 -3 0 -1

donde los bloques 2 x 2 representan matrices de ganancia para los tipos de jugadores fijos, (a,b) =
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} desde la parte de arriba-izquierda hasta la derecha-abajo. Entonces, los
elementos matriciales M (A, B;a,b) y L(A, B;a,b) representan la utilidad de Alice y Bob para un
perfil de estrategia dada (A, B) cuando sus tipos son (a,b). Por ejemplo, el elemento matricial
M (1,1;0,0) = 1 representa cudnto gana Alice cuando juega su estrategia A = 1 siendo tipo a =0
dado que Bob juega la estrategia B = 1 siendo tipo b =0, y L(1,1;0,0) = 3 es la utilidad de Bob
cuando juega la estrategia B = 1 siendo tipo b = 0 dado que Alice juega la estrategia A = 1 siendo

tipo a = 0.
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Para cada estrategia pura de Alice y Bob, asociada a un par fijo de tipos (a,b), es asignado un
estado puro |A) y |B) respectivamente. Entonces, el estado del juego es descrito por un vector en
un espacio de Hilbert de dos bits cuanticos formado por el producto tensorial que es expandido
por la base de juegos clasica |00), |01), |10) y |11). Ahora suponemos que, en vez de un estado
puro separable |AB), Alice y Bob comparten como su recurso cuéntico habilitado los dos qubits

en un estado cudntico mixto extendido tipo-Werner [68]

pl02,6) = (T3 1w [0l (635)

el cual depende de tres pardmetros reales w € [0, 1], v € [0, 7], ¢ € [0, 7] y podria representar una
posible incerteza sobre el estado puro inicial que ellos usaran para jugar. En la expresién anterior,
w es la pureza del estado, 1 es la matriz identidad 4 x 4 y [®,4) = cos2 |00) + e*“sin 3 [11) es
un estado puro tipo-Bell. Estados mezcla tipo-Werner extendidos aparecen naturalmente en una
amplia variedad de situaciones fisicas que involucran procesos de decoherencia, lo que se reduce al
estado mezcla tipo-Werner esténdar [69] cuando v = 7/2, y para un estado puro tipo-Bell cuando
w = 1. Luego, los estados (6.8) son mas generales que los estados tipo-Werner estandar ya que ellos
contienen la posibilidad de que su parte pura no sea maximalmente entrelazada. En ese sentido,
por tratar con estos tipos de estados mezcla, estamos habilitados para estudiar el efecto de ambos,
mezcla y grados de entrelazamiento de la parte pura, en las funciones de ganancias promedio de
los jugadores.

Sabemos que Alice puede jugar en uno de los dos tipos, entonces ella tiene dos movimientos
cuanticos diferentes. Cada uno representa sus estrategias puras habilitadas, dependiendo de su
tipo. Digamos, por ejemplo, que la transformacién unitaria es Uy si ella juega siendo tipo a =
0y Uy sies tipo a = 1. Para Bob ocurre lo mismo, pero con Vy y Vi. Estos moviminetos
estratégicos operan localmente en los qubits de Alice y Bob respectivamente, y son escogidos desde
una estrategia espacial que puede ser identificada con un subconjunto del grupo unitario especial
de matrices 2 x 2. Usamos la siguiente representacion uniparamétrica para la tipo-dependencia de

las acciones locales de los jugadores

Qa _ gip Qa Bo  _gip Be
Ula) = (C"S > o ) V(B = (Cf)s 2 Smg) , (6.9)

n e Qa £b £b
S B COS 5 sin 5 COS 3

con los parametros o, v B, con a = 0,1 y b = 0,1, representando los perfiles de las estrategias

a = (ag,a1) y B = (Bo, 1) para Alice y Bob respectivamente. Luego, el objetivo de Alice es
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encontrar los parametros que fijan sus estrategias puras cuanticas para asi maximizar su ganancia
promedio (6.1), i.e., ag si ella es de tipo a = 0 6 oy si ella es de tipo a = 1. Lo mismo aplica para
Bob.

Reemplazando las ecuaciones (6.7), (6.8) y (6.9) en las ecuaciones (6.1), es posible mostrar que

ambas funciones de ganancia promedio son idénticas, y pueden ser escritas como sigue

(e, B) = %[(sin Bo — sin 31) sin ag — (sin By + sin 51) sin a4 sin 7y cos ¢

—i—%[(COS Bo — cos f31) cos oy — (cos By + cos fy) cos ag] — % (6.10)

La expresion de arriba muestra que la funcién promediada de ganancia de Alice depende tanto de
la estrategia de ella como de la de Bob también. Lo mismo ocurre en el caso de Bob.

Dependiendo del grado de mezcla y, en la existencia de entrelazamiento, existiran diferentes equi-
librios de Nash Bayesianos. Luego, reemplazando (6.10) en la ecuacién (6.6), y resolviendo el

conjunto de ecuaciones, encontramos que la solucion optima para Alice y Bob es el perfil de es-
trategias (o, %) = ((ag, a7), (A, 57)) con

ap = arctan(siny cos ¢), aj = —ag, By = g, py =m. (6.11)

Asi, usando esta solucién, encontramos desde la ecuacién (6.10) que la ganancia éptima promedio

depende de los parametros de estado w, v y ¢, y es dada por

" (w, v, ¢) = %(w\/l + sin® 7y cos? ¢ — 1). (6.12)

Ahora, analizamos la solucién para diferentes valores de mezclas y entrelazamiento. En un extremo,
Alice y Bob comparten estados mezcla clasicos p(w,0,¢) o p(w,m,¢). En ese caso, el estado es
mezclado pero separable, id est, el entrelazamiento es cero y las probabilidades (6.5) recuperan
su separabilidad. De las ecuaciones (6.11) y (6.12) vemos que la ganancia éptima promedio para

Alice y Bob, en este caso se reduce a

cl—mixed

c (w) = %(w —1), (6.13)
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Figura 6.1: (a) Ganancia 6ptima promedio IT* como funcién de w para: estados mezcla clésicos
(linea discontinua), estado clasico puro separable (linea sélida), estado de Werner (linea punteada),
y estado puro de Bell (linea punteada discontinua). (b) Valor umbral wy, como una funcién de
v para: ¢ = 0 (linea punteada), ¢ = 7/2 (linea discontinua); y valor minimo de entrelazamiento
Winin como una funcién de ~ (linea discontinua punteada-punteada). Fuente: Elaboracién propia.

con perfil de estrategia (a*, 3*) = ((0,0),(3,7)). En 6.1(a) (linea discontinua) graficamos esta
expresion como una funcién de w. De la expresién (6.13), es posible ver que la maxima ganancia
es I}, .., = 0,y es conseguido por uno de los estados puros cldsicos separables p(1, 7, ¢), p(1,0, ¢),
id est, cuando w = 1. Esas soluciones corresponden a la solucién de la version clasica del juego
(linea sélida en 6.1(a)). Ver que para otros valores de mezcla la ganancia (6.13) es siempre negativa,
correspondiendo a la minima éptima funcién de ganancia promedio cuando se usan estados mezcla.
Asi, Alice y Bob deberian jugar clasicamente a pesar de usar un estado clasico mezcla. En el
otro extremo, si los jugadores comparten uno de los estados de Werner estdndar p(w,w/2,0),
p(w,m/2,), el equilibrio de Nash Bayesiano es dado por el perfil (o, %) = ((£5,F%), (5, 7)) con

una ganancia 6ptima promedio dada por la expresion

werner

I @g:%( 5-1), (6.14)

para un determinado valor de w, le corresponde el méaximo valor de la ganancia 6ptima promedio
usando estados mezcla (linea punteada en 6.1(a)). Es facil de ver que en ese caso la méxima
ganancia es obtenida para estados de Bell maximalmente entrelazados |®*), siendo 1T}, ~ 0.207
(linea punto-discontinua en la figura 6.1(a)) y, como ocurre también en (6.13), su minimo es

ully—mized = —1/2 que corresponde al estado completamente mezclado p(0,7/2,7) = 1.
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Es interesante notar que hay un umbral de valores para la pureza del estado tipo-Werner extendido
para el cual la funcién de ganancias general es mayor que la cldsica. De hecho, de la ecuacién (6.12)

tenemos que ese limite es dado por

1
V1+ sinv cos? ¢

win (7, ¢) = (6.15)

Asi, para tomar ventaja de la mezcla cuantica, w deberia ser méas grande que wy, para algunos
valores de pardmetros dados v and ¢. El umbral minimo es w}™ = 1/ V2 y corresponde al estado
estandar tipo-Werner p(w,7/2,0) v p(w,7/2,7). Cualquier otro estado mezcla tiene un mayor
wyp, entonces su funcién de ganancia éptima promedio serd més baja que IT% . . La figura 6.1(b)
muestra wy, como una funcién de v para ¢ = 0y ¢ = w/2. Para cualquier otro valor de ¢, wy,
estd entre esas dos curvas. Notar que el tnico estado cuantico mezcla para el cual no hay un w
que permita a los jugadores tomar ventaja de sus recursos cudnticos, es el estado p(w, v, 7/2), i.e.,
IT*(w, v, 7/2) que es negativo para todo w € [0, 1] y cero para w = 1.

Finalmente, usando la concurrencia [3] como una medida del entrelazamiento, podemos dirigir
la pregunta en relacién a la cantidad de entrelazamiento necesario para superar al juego clasico.
Puede ser mostrado que el entrelazamiento del estado (6.8) es dado por C(w,~) = § max(0, w(1 +
2¢/sin?7)—1). Asi, Alice y Bob comparten un estado entrelazado si la pureza satisface la condicién

W > Wyyin donde

(6.16)

1
Wmin = ——— F——
1+ 24/sin~y

La figura 6.1(b) muestra ese limite (linea punteada), se debe notar que wy, > W, para cualquier
valor de v y ¢. Eso significa que Alice y Bob deben siempre usar un estado entrelazado (mezclado o
puro como requisito) para obtener una ganancia mayor que las obtenidas cldsicamente. Vemos, sin
embargo, que estados entrelzados mezclas méas alla de la regién entre wy, v Wi, no son adecuados

para tales propositos.

6.5 Discusién y analisis

Se han estudiado los juegos cuédnticos de informacién incompleta, enfocados en el analisis de los
equilibrios de Nash Bayesianos para la version de informacion incompleta en el juego de la Batalla
de los Sexos, cuando los jugadores intercambian un estado cuantico mezcla extendido tipo Werner.

Se encontré que el equilibrio de Nash Bayesiano (a*, 8*) depende de los pardmetros de estado,
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siendo pareto-6ptimo para el estado estandar tipo Werner. Para estados separables recobramos
las soluciones clésicas.

Cuando se analiza cémo las ganancias de los jugadores dependen de la mezcla del estado inter-
cambiado, se encuentra un valor umbral que indica la minima pureza que el estado deberia tener
para superar los resultados clasicos. Este limite depende de la separabilidad de los pardametros
de la parte pura del estado mezcla extendido tipo Werner, y es minimo para un estado estandar
tipo Werner. Por otro lado, cuando se considera el problema de la dependencia de entrelazamiento
de las funciones de ganancia, se muestra que la unica forma de mejorar las ganancias cldsicas es
a través del uso de estados entrelazados. Sin embargo, debido a la presencia de mezcla, se ha
visto que no todos los estados entrelazados son ttiles para superar las ganancias clasicas. Incluso,
cuando es comparado con el bien conocido resultado del juego la Batalla de los Sexos con infor-
macién incompleta, i.e., las ganancias clasicas son siempre mayores que las cuanticas, por ende, la
mezcla de un estado Werner entrelazado revierte los roles.

Luego, considerando mezcla y entrelazamiento conjuntamente, se ha encontrado que el mejor es-
tado mezcla entrelazado que puede ser compartido con Alice y Bob, es uno de los estados tipo
Werner estandar p(w,/2,0), p(w,7/2,7), con un grado de mezcla 1/v/2 < w < 1, donde para
otros estados de tipo Werner extendidos las funciones de ganancia son siempre menores, pero

mejores que las clasicas cuando su parametro de mezcla es mayor que su propio valor umbral.



Capitulo 7
Conclusion General

En base al desarrollo de ambas investigaciones podemos evidenciar que desde la teoria cuantica de
la informacion surge un nuevo punto de vista que es la teoria cuantica de juegos, que posee como
elemento principal la utilizaciéon de recursos cuanticos como medio de comunicaciéon que permite
la implementacion de estrategias que se desenvuelven en un determinado conflicto.

Se observa en ambas investigaciones el uso beneficioso del entrelazamiento de estados por un lado
en su fidelidad de la teleportacién y por otro lado el incremento de las ganancias de los jugadores.
El esquema posee similitudes en el nimero de participantes (Alice y Bob), el recurso cuantico tanto
del canal como de la medida para establecer la comunicacion y evalucacion de los estados, donde
especificamente el estado tipo Werner extendido coincide con el estado tipo X con ruido, excepto
en los valores que definen los elementos del subespacio Ho1g, donde pa3 = p3o = 0. Agregar que con
este trabajo, hemos determinado en el esquema de teleportacion, las condiciones bajo las cuales
un canal en estado X resulta ser mas beneficioso que un canal puro parcialmente entrelazado.
Adicionalmente, hemos considerado bases de mediciéon que no son de Bell para estudiar su rol
en este problema de calcular la fidelidad promedio del proceso de teleportacién de un qubit de
estado desconocido. Caracterizamos la eficiencia de cada canal por la fidelidad promedio del
correspondiente set de estados de salida. Encontramos las condiciones que se satisfacen por el
canal con ruido X para mejorar la fidelidad promedio de la teleportacion realizada por el canal
puro.

Finalmente, tanto el estado X como el Werner extendido, que componen los sistemas, introducen
el entrelazamiento que proporciona la naturaleza cuantica, la decoherencia y los mecanismos de

disipacion, siendo éstos ultimos los responsables de introducir la clasicalidad.
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