Universidad de Concepcion
Direccién de Postgrado
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas - Programa de Magister en Matemaética

Desarrollo asintético de Dulac de la funcion
pasaje de esquina en la familia Loud.

Tesis para optar al grado de Magister en Matemdtica

NICOLE ROXANA CARRASCO VIDAL
CONCEPCION-CHILE
2017

Profesora Guia: Mariana Ruth Saavedra Segura
Departamento de Matematica, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién



Universidad de Concepcion
Direccién de Postgrado
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas - Programa de Magister en Matemaética

Desarrollo asintético de Dulac de la funcién
pasaje de esquina en la familia Loud.

Tesis para optar al grado de Magister en Matemdtica

NICOLE ROXANA CARRASCO VIDAL
CONCEPCION-CHILE
2017

Profesora Guia: Mariana Ruth Saavedra Segura

Departamento de Matematica, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién

Comisién Evaluadora:

Salomén Rebollo Perdomo (Universidad del Bio Bio)

José Claudio Vidal Diaz (Universidad del Bio Bio)

il



Desarrollo asintético de Dulac de la funcién
pasaje de esquina en la familia Loud.

NICOLE ROXANA CARRASCO VIDAL
CONCEPCION CHILE
2017

iii



Agradecimientos

En estas palabras pretendo plasmar mis sinceros agradecimientos a todos quienes
hicieron posible que esta tesis llegara a buen puerto.

En primer lugar y de manera especial a la senorita Mariana Saavedra Sequra, mi
profesora guia de tesis. Por su paciencia (infinita), meticulosidad, perfeccionismo y
por todos los conocimientos que compartio conmigo tanto matemdaticos como de redac-
cion. Durante este proceso (que no era infinito pero lo parecia), aprendi muchisimo
gracias a la profesora Mariana y a todos los docentes del Departamento de Matemdati-
ca de la Universidad de Concepcion, quienes han sido participes e influyentes en mi
formacion, desde el pregrado.

Agradezco sin lugar a dudas a mi familia. A mis padres, Ademar y Yolanda, por-
que siempre me entregaron las mejores energias para que este proyecto resultara de lo
mejor. Gracias papitos por su apoyo incondicional en esto y todo lo que me proponga.

A mi hermano Rudy, y su hermosa familia, Valentina, Mazimiliano y Facundo,
quienes stempre estuvieron al pendiente del avance de este trabajo. Maki y Facu, mis
sobrinos bellos, gracias por hacerme feliz.

A mis amigos por estar presentes entregindome buenas energias y animo. A los
wp con quienes compartimos aula en esta facultad y entienden lo dificil que es. Gra-
cias a todos por escucharme, por darme aliento, por disfrutar juntos muy buenos
momentos y por estar presentes en los no tan buenos.

Amor mio Cristidn. Has sido fundamental en este proceso. No sé como agradecer-
te y devolverte la mano. Siempre estuviste conmigo cuando las cosas se nos ponian
complejas, con una palabra de aliento, reafirmando mi confianza en mis conocimien-
tos, compartiendo buenos momentos, regandndome cuando me desenfocaba. Infinitas
gracias por tu apoyo, compania y carino mi amor.

Muchisimas gracias a todos.

v



Tabla de contenidos

Agradecimientos iv
Indice de figuras vi
Introduccion 1
1. Preliminares 3
1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias . . . . . . . . . . . . .. ... ... 3
1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas . . . . . . . . . . . .. 5
1.3. Variedades Invariantes . . . . . . . . . . . . ... 8
1.4. Teorema del Flujo Tubular . . . . . .. ... ... .. ... .. .... 9
1.5. Aplicacién de Poincaré . . . . . . .. . ... 11

2. Desarrollos asintdéticos 13
2.1. Anillode Dulac . . . . . . . . 13
2.2. Grupo Formal de Dulac . . . . . . .. ... .. ... ... ...... 16
2.3. Grupode Dulac . . . . . . ... 22

3. Aplicacién a la Familia Loud 26
3.1. Existencia de un policiclo . . . . . . .. ... ... L. 26
3.2. Funcién pasaje de esquina. . . . . . . . . ... ... 29
3.2.1. Estudio de la funciéon de Dulacd . . . . . . . . . . . .. ... 31

3.2.2. Estudio de la funcion f; . . . . ... 36

3.2.3. Estudio de la funcién fo . . . . ..o 38

3.2.4. Finalizacién de la demostracion del Teorema A . . . . . . . . 42
Bibliografia 45



Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Espacios estable e inestable. . . . . . . .. ... 0oL 8
Flujo Tubular . . . . . . . . .. 10
Seccién transversal ena . . . . ... L o 11
Dos ejemplos de policiclos a la izquierda. El de la derecha no es un

policiclo. . . . . . . .o 12
Policiclo Pp y las singularidades de (3.1) . . . . . ... ... .. ... 29
Definicién de la funcién R. . . . . . . . .. ... 30
Funcién R como la composicién foodo f1. . . . . . . ... ... ... 32
Cambio de coordenadas ¢. . . . . . . . .. ... L. 35
Cambio de coordenadas w. . . . . . . . ... 39
Funciéon fo. . . . . oo 41

vi



Introduccion

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria, analitica,

dx d

_ Yy _
dt _A<'I7y) ) B(way)a

E: A
dt

sobre un abierto de R?. Supongamos que £ tiene una silla hiperbdlica. Sean p ¢ € R?,
p sobre la variedad estable de la silla y ¢ sobre la inestable. Sean ¢ y 7 dos curvas
analiticas, transversales a las curvas integrales de F,

o:]—1,1[- R?

7] —1,1[— R?

con o(0) = p y m(0) = ¢q. Suponemos que para todo s €]0, 1], la semidrbita positiva
de E que pasa por o(s) corta a 7(]0,1[) en w(R(s)). La funcién

s+— R(s)
es llamada funcion pasaje de esquina o funcién de Dulac.

Estamos interesados en el comportamiento cualitativo de la funcién R. La funcién
R es un difeomorfismo analitico en todo punto s positivo pero no lo es, en general,
para s = 0. En [1], Dulac prueba que la funcién R posee en s = 0 una expan-
sién asintotica en {s"},cr+ v {5°(10g8)™ }ser+. men,, llamada desarrollo asintdtico
de Dulac (ver [4]). Més precisamente, el desarrollo asintético de R es del tipo

R(s) = as* + Z s P, (—log s),

n>1

dondea >0,0 < A< A <...< A\, <...,lim, .\, =00y paracadan € N, P,
es un polinomio con coeficientes reales.

En este trabajo, consideramos la siguiente familia de ecuaciones diferenciales
polinomiales cuadraticas, subfamilia de la familia Loud,



Cfl—f:—y—l—xy 1
dy F2 ()
E_x_}_ Yy,

donde F' €] —1/2,0]. Esta familia posee una silla hiperbdlica analiticamente linea-
lizable, por lo que en el desarrollo asintotico de la funcién pasaje de esquina R no
aparecen términos con logaritmos.

Demostramos en este trabajo, que la funcién R, asociada a la silla del sistema
(1), posee efectivamente un desarrollo asintético de Dulac sin términos logaritmi-
cos y determinamos su parte principal. Mas precisamente, demostramos el siguiente
teorema.

Teorema A. La funcién pasaje de esquina R posee un desarrollo asintético de Dulac
y verifica la igualdad

R(s; F) = (1__2?5) - s (1 +7(s; F)),

donde la funcién r estd definida y es analitica en |0, [x] — 1/2,0[, para algin 6 > 0,
y lim, .o+ 7(s; F) = 0, para cada F €] — 1/2,0].

Para probar este teorema, reducimos el problema a uno local, es decir, estudiamos
las funciones de Poincaré a lo largo de las variedades invariantes de la silla y, a lo
largo del correspondiente sector silla donde es valida la linealizacion de la ecuacién

(1).

El desarrollo de esta tesis se realiza en tres capitulos. En el primer capitulo, se
revisan los conceptos y teoremas generales de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
que son utilizados en el capitulo 3.

En el segundo capitulo, se hace un estudio exhaustivo de las series de Dulac y de
las funciones que poseen un desarrollo asintético de Dulac.

En el capitulo tres, se hace un estudio de la ecuacién (1). Se demuestra que ella
posee, de hecho, dos sillas hiperbdlicas cuyas variedades invariantes se intersectan
de tal manera que acotan una regién formada por orbitas peridédicas. Finalmente, se
demuestra el Teorema A para la funcién R asociada a una de estas sillas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a recordar conceptos y resultados basicos de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, [5], [7], que son necesarios para el desarrollo del capitulo
tres.

En la primera seccion, damos la definiciéon de una ecuacién diferencial ordinaria
de primer orden y lo que es una soluciéon de ésta. Enunciamos ademas los teoremas
que garantizan la existencia y unicidad de estas soluciones.

En la segunda seccién, consideramos las ecuaciones diferenciales ordinarias auténo-
mas. Recordamos los conceptos de érbita, puntos singulares y regulares, retrato de
fase y de flujo. Enunciamos también el teorema que afirma que el flujo es una funcion
diferenciable, de la misma clase de diferenciabilidad que la de la ecuacién diferencial
que lo define.

En la seccion tres, enunciamos el teorema que garantiza la existencia de variedades
invariantes para un punto singular hiperbdlico.

En la seccién cuatro, damos los conceptos de equivalencia y conjugacion, topologi-
ca, de clase C" y analitica y ademds enunciamos el Teorema del Flujo Tubular.

Finalmente, en la seccion cinco, damos la definicién de seccién transversal y de
policiclo. Recordamos, ademads, el teorema que garantiza la existencia de la llamada
funcion de Poincaré.

1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Sean U C R™ x R un abierto y f : U — R" definida por (z,t) — f(z,t). Una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es una ecuacion de la forma

dx
E pri f(z,t). (1.1)

Definicién 1.1.1. Una funcién diferenciable ¢ : I — R"™ se llama solucion o curva
integral de la ecuacion (1) en el intervalo I, si para todo ¢ en I se satisfacen:



i) (p@),t) €U
i) @'(t) = f(p(t),1).

Si ¢t es un punto extremo del intervalo, la derivada ¢'(t) es la derivada lateral
respectiva.

La ecuacion E tiene, en general, infinitas soluciones que dependen de un parame-
tro. Por esto es necesario agregar condiciones suplementarias a la ecuacion, para
tener existencia y unicidad de las soluciones.

Definicién 1.1.2. Se dice que la solucion ¢ de la ecuacién E verifica la condicion
inicial (zo,t0) € U si p(tg) = xo.

Teorema 1.1.3. (de existencia de Peano) Sea f : U — R" una funcién continua,
donde U C R™ x R es un conjunto abierto. Para todo (zo,yo) € U, la ecuacion dife-
rencial & = f(x,t) tiene una solucién ¢ tal que (to) = xo.

Demostracion. Ver demostracién en [7], Capitulo I, seccién 4. |

Este teorema nos asegura solamente la existencia de soluciones de la ecuacion
diferencial, pero no asi la unicidad de ésta. Para tener la unicidad de soluciones ne-
cesitamos definir lo siguiente:

Definicién 1.1.4. Sea U un subconjunto abierto de R” xR. Decimos que una funcién
f U — R” es k-Lipschitziana con respecto a la primera variable o, simplemente,
Lipschitz, si

f (1, 8) = f a2, D] < Kllwy — o],

para todo (z1,t), (x2,t) € U. La funcién f se dice localmente Lipschitziana si para
todo punto (xg, tp), existe una vecindad V' de (zo, ) en U y una constante k > 0 tal
que la restriccién f |y sea k-Lipschitziana.

Teorema 1.1.5. (de ezistencia y unicidad local) Sea la funcion continua f : U —
R™, con U un conjunto abierto en R™ x R. Exziste un intervalo I, con ty € I, un
abierto B C R"™, con xq € B y una unica solucion ¢ : [ — B de E que verifica la
condicion ¢(ty) = xo.

Demostracion. Ver demostraciéon en [5], Capitulo 2, Seccién 2. |



Definicién 1.1.6. Se llama solucion maximal de E a toda solucién ¢ definida en
un intervalo I/, denominado intervalo maximal de ¢, tal que si ¥ es otra soluciéon en
un intervalo J que contiene a I y ademéds v |; coincide con ¢ entonces I = J.

Demostracion. Ver demostracion en [7], Capitulo I, Seccién 5. |

El teorema de existencia y unicidad local y el lema anterior permiten demostrar
el teorema de existencia y unicidad global que se enuncia a continuacion.

Teorema 1.1.7. (de existencia y unicidad global) Sea f : U — R"™, con U un
subconjunto abierto de R™ x R localmente lipschitziana en x. Para todo (x¢,ty) € U
existe una unica solucion mazimal de E denotada por ¢ : J =]a,b[— R", con ty € J
que verifica p(tg) = xo. Ademds toda solucion de E se prolonga en una inica solucion
maximal.

1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas

Sea U un subconjunto abierto de R”. En lo que sigue consideramos una ecuacion
diferencial autéonoma p
x
E.—=F(z z el
dt ( )7
Definicién 1.2.1. Se dice que la funciéon F : U — R", = — F(x), es el campo
vectorial asociado a la ecuacion diferencial E.

Definicién 1.2.2. Decimos que la ecuacion E es de clase €, conr > 1, si la funcién
F es de clase €.

Supongamos que la ecuaciéon diferencial E es de clase " sobre el abierto U, con
r > 1. Denotemos por
Pz :]amaﬁx[: Ix — R"

la solucién maximal de E que verifica la condicién inicial ¢,(0) = x.

Definicién 1.2.3. El conjunto v, = {p,(t),t € I} se llama drbita o trayectoria de
E que pasa por .

Observemos que si 21 € 7,, entonces existe t; € I, tal que 7 = . (¢;). La funcién

¢Z }Oéx_tlaﬁx_tl[ — R"

verifica ¢(0) = x1 y ¢'(z) = F(¢(x)) y es la solucién maximal ¢,, de E.



Definicién 1.2.4. Si la 6rbita de E que pasa por p es igual a p entonces diremos
que p es un punto singular o punto de equilibrio, si no, p es un punto reqular.

El punto p es singular si y sélo si F'(p) = 0. Si p es regular, entonces la solucién
maximal ¢, tiene derivada ¢},(t) = F'(p,(t)) que no se anula.

Definicién 1.2.5. Un punto de equilibrio p de la ecuacion E es hiperbolico si ninguno
de los valores propios de la matriz jacobiana de F' en p, DF(p), tiene parte real cero.
El punto p es una silla hiperbdlica si DF (p) tiene al menos un valor propio con parte
real positiva y al menos un valor propio con parte real negativa.

Definicién 1.2.6. En el caso bidimensional, si p es una silla hiperbdlica de la ecua-
cion diferencial E, el nimero caracteristico es A = —i—i, donde Ay y As son los valores
propios de la matriz jacobiana de F' en p.

Definicién 1.2.7. Una solucion ¢, es periddica si existe ¢ € RT tal que o, (t +¢) =
¢.(t), para todo t € R.

Proposicién 1.2.8. Si ¢, no es inyectiva y F(x) # 0, entonces p, es periddica y 7,
es homeomorfa a un circulo. Decimos entonces que 7y, es un ciclo u orbita cerrada

de E.
Demostracion. Ver demostracion en [7], Capitulo VI, Seccién 3. |

Definicién 1.2.9. Un punto singular p es un centro si existe una vecindad V' de
p tal que V — {p} estd formado por érbitas cerradas. Se dice que un centro es no
degenerado si los valores propios de la matriz jacobiana en p del campo de vectores
asociado a F son imaginarios puros, no nulos.

Si @y 1 I, =|a, B[— R™ es inyectiva, 7, es una érbita no compacta. En este caso
tenemos las semiérbitas

Vi =00, 8:0) v s = @u(Jo, 0]),

llamadas semiorbitas positivas y negativas, respectivamente. Las semiorbitas nega-

tivas de la ecuacion F : ili—f = F(x) son las semiérbitas positivas de la ecuacién

E*: % = —F(x) y viceversa.

Definicién 1.2.10. El retrato de fase de E es la particién de U en orbitas de F,
orientadas en el sentido de las curvas integrales de la ecuacién.

Observacién 1.2.11. Sea g : U —]0,00[. El retrato de fase de la ecuacién % =

g(z)F(z) es el mismo que el de & = F(z) y £ = g(z)F(z), debido a que podemos
hacer un reescalamiento en el tiempo.



Definicién 1.2.12. El flujo integral de la ecuacion E es la funcién

o:V=|{z} x L= U, ®(z,t) = p.(t).

zeU

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.2.13. El conjunto V' es un abierto de U xR, ® es de clase € y verifica
que:

i) 2(x,t) = F(®(x,t) si(z,t) €V.

it) ®(x,0) =z sixeV.

i) O(x,t+t1) = ©(P(x,t),t1) si(x,t), (z,t+t1) € V. Ademads la condicion (z,t),
(x,t+t1) € V es equivalente a que (x,t), (P(z,t),t1) € V.

Demostracion. Ver [7], Capitulo VI, Seccién 1. |

Definicién 1.2.14. Sea U abierto de R", una funciéon f : U — R de clase €, se
dice analitica sobre U si para todo a = (ay, as,. .., a,) € U, existe p > 0 tal que para
|z — al| < p, su desarrollo de Taylor en a

T.5(@) = fa)+ Y (Zm - >ai) (@)

k>1 =

es una serie que converge a f(x).

Teorema 1.2.15. Sea F' : U — R" analitica, es decir, cada componente de F es
una funcion analitica. El flujo integral de la ecuacion

dx
“_F
es analitico.

Demostracion. Ver demostracién en [5], Capitulo 2, Seccién 5. |

Observacién 1.2.16. Las soluciones de una ecuacién diferencial % = P(z), con

xr € R™ y P una funcién polinomial, no son necesariamente funciones polinomiales.

. .z dx _
Por ejemplo la ecuacion G = x



1.3. Variedades Invariantes

Consideremos la ecuacién diferencial £ : fl—f = F(z),con F: U — R" donde U es
un abierto de R™. Supongamos que p = 0 es una singularidad hiperbdlica de E. Sea
JF(0) la matriz jacobiana de F' en cero. Supongamos que A, Ag, ..., A; son valores
propios de JF'(0), con parte real negativa y Agy1, ..., A, son valores propios de JF'(0)
con parte real positiva. Sean vy, vs, . . ., v los vectores propios asociados a los valores
propios con parte real negativa, y vgi1,...,v, los vectores propios asociados a los
valores propios con parte real positiva.

Definicién 1.3.1. Los conjuntos

E® = <{Ul>-~,vk}> E" = <{vk+17"'7vn}>?

reciben el nombre de Espacio estable y Espacio inestable de la ecuacion Cfi—f = JF(0)z,
respectivamente.

AR 7
N '

Figura 1.1: Espacios estable e inestable.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Con estas definiciones, enunciamos el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.2. Existe una variedad diferenciable S, k-dimensional, tangente al
subespacio estable E* en cero, tal que para todo t > 0, ®,(S) C S y para todo q € S,

lim ®,(q) = 0.
t—00
Ademds existe una variedad (n — k)-dimensional U tangente al subespacio estable E"

en cero tal que para todo t < 0, ,(U) C U y para todo q € U,



Demostracion. Ver demostracion en [5], Capitulo 2, Seccién 7. |
En la siguiente definicién, recordamos el concepto de variedad diferenciable.

Definicién 1.3.3. Una variedad diferenciable n-dimensional, M (o una variedad de
clase €*), es un espacio métrico conexo con un cubrimiento abierto {U,}, es decir
M =, U,, tal que

i) para todo «, U, es homeomorfo a una bola abierta unitaria B de R™, es decir,
para todo a existe un homeomorfismo h, : U, — B,y

i) siUsNUz 0y hy : Uy — B, hg : Ug — B son homeomorfismos, entonces
ha(Uy NUg) y hg(U, N Ug) son subconjuntos de R™ y

h=heohs': hs(Ua NUs) = ha(Us N Up)

es diferenciable (o de clase €*) y para todo = € hg(U, N Up), el determinante
de la matriz jacobiana de h en x es no nulo. La variedad se dice analitica si h
es analitica.

1.4. Teorema del Flujo Tubular

Sean E : & = F(z) y By : % = Fi(x) dos ecuaciones diferenciales de clase ¢
definidas sobre los abiertos U y Uy de R", respectivamente. Consideremos ® : V' — U

y &, : Vi — U; los flujos generados por las ecuaciones respectivas.

Definicién 1.4.1. Las ecuaciones diferenciales £ y F; son topoldogicamente equi-
valentes (6"-equivalentes) si existe un homeomorfismo (difeomorfismo de clase €")
h : U — Uy que lleva curvas integrales de E en curvas integrales de E, preservando
la orientacién de las trayectorias. Més precisamente, si p € U y ¢(p) es una solucién
de E que pasa por p, entonces h(p(p)) es una solucion ¢q(h(p)) de E;, que pasa por
h(p). Diremos que h es una equivalencia topoldgica (equivalencia de clase €") entre
las ecuaciones E' vy Ej.

Definicién 1.4.2. Se dice que E es topoldgicamente conjugada (€ conjugada o
analiticamente conjugada) a Ej, si existe un homeomorfismo (resp. difeomorfismo de
clase € o difeomorfismo analitico) h : U — U; tal que h(®(z,t)) = ®1(h(z),t), para
todo (z,t) € D.

La proposicion que sigue nos entrega la relacion existente entre las orbitas de
ecuaciones diferenciales equivalentes.



Proposicion 1.4.3. Sea h una equivalencia topoldgica entre E y Ey.

1. Un punto p € U es una singularidad de la ecuacion E, si y sdlo si, h(p) es una
singularidad de E.

2. La drbita vy,, de la ecuacion E que pasa por p es cerrada, si y sélo si, la drbita
Vhp de Er que pasa por h(p), es cerrada.

Demostracion. La demostracion es directa de las definiciones. [ |

Observacion 1.4.4. Bajo cambios de coordenadas de clase € la ecuacién diferen-
cial E: % = F(z) es ¢"-conjugada a una ecuacién diferencial E; : % = g(y)F(y)
de clase ", donde g es una funcién a valores reales estrictamente positiva.

Teorema 1.4.5. (del flujo tubular) Sea E : % = F(z) una ecuacidn diferencial de
clase €" sobre un abierto U C R", y sea a € U tal que F(a) # 0. La ecuacion
diferencial E es € -conjugada a la ecuacion diferencial

(dz1 _
dt_o
dza __
dt
Eli :
danl_
dt =0
dzn_
\ dt =1

definida sobre el abierto C' = {(z1,22,...,2,) € R™;|2;] < 1}.

Demostracion. Ver demostracion en [7], Capitulo VI, Seccién 4. |
X2
Z
!\ " — 2 N
- "r — -
- i _ — -
—— - e — 3 -
b
S 7

Figura 1.2: Flujo Tubular
Fuente: Elaboracion propia.
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1.5. Aplicacion de Poincaré

Definicién 1.5.1. Sean E : ‘fl—f = F(z) una ecuacién diferencial de clase ¢ (resp.
analitica) con r > 1, U C R™ abierto y A C R”! abierto. Llamaremos seccion
transversal en un punto a de E de clase " (resp. analitica) a la imagen de una
aplicacién o : A — U de clase €7 (resp. analitica) tal que Do(a)(R"™1) y F(o(a))
generan el espacio R".

%

Figura 1.3: Seccion transversal en a
Fuente: Elaboracién propia.

Proposicién 1.5.2. (Aplicacion de Poincaré) Sea v una drbita no singular de la
ecuacion diferencial E, sean p, q dos puntos de v con q = ®(p,ty), to # 0, y sean
X, Yy X4 dos secciones transversales en p y q respectivamente. Existe una seccion
transversal local &, C 3, en p, un €"-difeomorfismo h : £, — h(%,) C X, y una
funcion de clase €7, n: %, — R tales que para todo x € 3,

h(z) = ®(z,t +n(x)),  nlp) = 0.
Demostracion. Ver demostracion en [7], Capitulo VI, Seccién 6. [

El difeomorfismo h y la funcién 7 son analiticos si £ es una ecuacion diferencial
analitica.

Supongamos que la érbita v es periddica de periodo Ty p = ¢ = ®(p, T). Eli-
giendo X, = %, la aplicacién h : ¥, — %, es un ¢ difeomorfismo sobre su imagen,
llamada aplicacion de retorno de Poincaré de la orbita v evaluada sobre la seccion
transversal 3,

Daremos a continuacién la definicién de Policiclo que serd un elemento importante
en el Capitulo 3.
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Definicién 1.5.3. Un policiclo P es una unién conexa finita de singularidades (vérti-
ces del policiclo) y curvas integrales (lados del policiclo) de E, que posee una aplica-
cion de retorno R; es decir, existe una seccién transversal Y, imagen de una curva
analitica

o:[0,1] = R? o(0) € P,

tal que la curva integral que pasa por o(s) intersecta nuevamente a ¥, una primera
vez, en un punto o(R(s)), para s suficientemente pequeno.

J(R(s))

Figura 1.4: Dos ejemplos de policiclos a la izquierda. El de la derecha no es un
policiclo.
Fuente: Elaboracion propia.

Observemos que la funcion R define una aplicacién de Poincaré “generalizada”
evaluada sobre la transversal X.
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Capitulo 2

Desarrollos asintoticos

El objetivo de este capitulo es el estudio de las funciones definidas en una ve-
cindad de 0 en RT, de clase C* fuera de cero [6]. Primeramente, en la seccién uno,
estudiamos el anillo de Dulac y los objetos formales asociados. En la seccion dos,
consideramos el caso particular de las llamadas series de Dulac, que conforman un
grupo con la composicién de series. Finalmente, en la seccion tres, estudiamos las
funciones que poseen un desarrollo asintotico de Dulac.

2.1. Anillo de Dulac

Las series que consideraremos en esta seccion, son una extension de las series de
Taylor. Estudiaremos sus propiedades.

Definicién 2.1.1. Se llama monomio de Dulac a un monomio del tipo:
Yo = 33)\<— 1Og x)p)

conx >0y a=(\p),donde A € Rt p e NU{0} y la funcién log es el logaritmo
natural.

Proposicion 2.1.2. El producto de dos monomios de Dulac es un monomio de
Dulac. Mds precisamente se tiene que Yo - Yg = Ya+8-

Demostracion. Sean y, e yg dos monomios de Dulac con a = (A1, p1) v 5 = (A2, p2),
es decir,
Yo = 2 (—logz)?, g5 = (— log )™,

Se tiene
Yo ys = (M (=logx)?r) - (272(—logx)P?)
— At (_ log aj)p1+p2

= Ya+p-
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Consideraremos el siguiente orden en R™ x Ny:
(Ap1) < (Ag,p2) si Ay <Agosid =Xy pi > po

Este orden corresponde al orden lexicografico de los pares (A, —p). Observemos
que si a < 3 entonces lim,_,o+ z—ﬁ = 0.

Sea A el conjunto de las series

f: a+zanyana

neN

donde a,a, € Ry a, = (A\y,pn) € RT x Ny son tales que {a,} es estrictamente
creciente con \,, — 00, si n — o0.

De acuerdo con el orden escogido en RT x Ny, es claro que para un A, fijo, existe
un nimero finito de p, € N tal que el monomio y,,,, donde a, = (An, Pn), aparece
en la serie f Asi, un elemento f € A se escribe

f(z) = a+ Zx’\”Pn(—logx), x>0,

neN

donde { ), } es una sucesién estrictamente creciente, no acotada de niimeros reales po-
sitivos y P, (X) son polinomios con coeficientes reales. El conjunto {\, : n € N}u{0}
lo denotaremos por A 2

Si A € R, se denota por j,\f el truncado de f al orden A, es decir, si A > Ay,

A~

f@) =a+ ) a*P(-logx).

An <A

SI0< A<M, infl@)=aysiA<0,jrf(z) =0

Definicién 2.1.3. Sea f no nula. Se define el orden de f como el mas pequeno
A > 0 tal que el truncado j, f (x) es distinto de cero. El orden de f € A se denota

por ord(f).

Proposicion 2.1.4. El conjunto A es un anillo con la suma y producto de series
usuales. Se tiene que Af+§ C Af UAg y Af,g C Af + Ay.

Demostracion. Sean

fle)y=a+> a™Pi(—logz) y §(x)=b+ ) 2" Qu(—logu),

neN neN
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elementos en A con 2 > 0. Considerando la sucesién {f,} (estrictamente creciente),
donde {f, : n € N} = A; U Ay, podemos escribir

fl@)=a+ Z 2’ R} (—log 2)

neN

g(x) =b+ > 2" R(~logx),

neN
donde R = P,,si 8, =\, y R. =05si 3, = p1,,. Andlogamente R? = Q,,, si 8, = pn
yR2=0si8,=\,.

La demostracién se sigue de la misma forma que las series de potencias. [ |

]?eﬁgicién 2.1.5. Diremos que una sucesién { fn} en A es convergente en A si existe
f € A tal que ) )
\V//\>0,E|k3€NnZk:>])\fn:j)\f

Observemos que si la sucesion {f,} verifica:
VA>0,3keN:rs>k=jnfr =irfs,

entonces es convergente.

Proposicién 2.1.6. Si {f,} es una sucesion en A tal que ord(f,) tiende a co cuando
n tiende a oo entonces la serie y f, converge en A.

Demostracién. Como ord(fn) — oo cuando n — oo, para A > 0, existe k € N tal
que A < ord(f,) para todo n > k. Sea

A

So=hi+fot- -+ fu
Se tiene que ) X ) )
NS =Ji+ o+ inSa
Sin > k se tiene que j)f, = 0, esto implica que Vn > k se cumple que
3xSe = iafiiafa+ o+ e = xSk
Por lo tanto, {S,} converge en A. |

Sea A° el subanillo de A de las series con término constante cero. Es decir, si

~

f(z) pertenece a A° entonces f (x) se escribe de la forma:
flz) = ZmA"Pn(—logx), x>0,
neN

con {\,} una sucesién estrictamente creciente no acotada de nimeros reales positi-
vos y P,(X) polinomios con coeficientes reales.
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Proposicion 2.1.7. Si f e A entonces la serie > anf”, con a, € R, converge

n€Ng
en A. Cuando f es no nula y los coeficientes a,, no son todos iguales a cero, el orden
de esta serie es o bien cero si ag # 0, o bien ng-ord(f), donde ngy es el indice n mds
pequeno tal que a, es no nulo.

emostracion. no nula. m
D t Sea f € A°, no nula. Como

:{Z)\ipiZ/\iEAf ; pieN,ZPi:”}>

el orden de f™ es igual a n - ord(f) vy as ord(f") tiende a co cuando n tiende a oo.
Por la Proposicién 2.1.6 se tiene que la serie S = > anp f” converge en A.

Ademds, si ap # 0 entonces S = ag + Y nen an ", por lo tanto ord(g) = 0. Si

a = a1 =+ = Q-1 = 0y an, 7{0 entonces el orden de la serie S es igual a
ord(f™), es decir, es igual a ng - ord(f). |

Corolario 2.1.8. St peR y f e A° entonces las series

n>1

convergen en A.

Demostracion. Por la proposicion anterior, ambas series convergen en A. El orden
de la serie (1 + f)* es cero. Por otro lado, el orden de la serie log(1 + ) es igual al
orden de f y en particular log(1 + f ) pertenece al subanillo A de A. |

2.2. Grupo Formal de Dulac

En esta seccion estudiaremos un subconjunto del anillo de Dulac que conforma
un grupo con la composicion de series.

Se denota por D el conjunto de las series del tipo siguiente:

P(r) = az* + > 2™ P(log ),

k>1

donde a > 0, 0 < A < Ay, {\,} es una sucesién estrictamente creciente no acotada
de niimeros reales positivos y P,(X) son polinomios con coeficientes reales.
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Observemos que los elementos en el conjunto D se pueden escribir de la forma:

~

() = az’ (1 + f(@)),

donde a >0, A >0y f e A

Proposicién 2.2.1. Sea 3(z) = az*(1 + f(z)), un elemento en D.

1. La serie (p(x))* definida por a“xk“(l—l—f(x))“ pertencce a D si pn > 0. Ademds
esta serie es igual a a*z™ + h(z), donde h pertenece a A° y cuyo orden es

~

A+ ord(f).

-~

2. Sip>0,meN ylogp(z) es la serie NMogx + loga + log(1 + f(z)) entonces

(@(x))* (—log p(x))™ es una serie en A°. El orden de esta serie es igual al
orden de (p(x))*.

3. La serie Y, . (P(x))* P,(—log o(x)) converge en A° si la sucesion {pu,} C RY
es estrictamente creciente no acotada y los P,(X) son polinomios con coeficien-
tes reales.

Demostracion. 1. Sea () = az*(1 + f(x)) € D con f e A°. Por el Corolario 2.1.8,
se tiene que (1 + f(x))* € A, y es igual a una serie del tipo 1+ g(z) con g € Ay
ord(g) = ord(f).

Asi,
Play = a'a™(1+ f(x))"
= a"aM(1+ g(x)),

con § € A% Por lo tanto, si 4 > 0 entonces ((z))* € AZA). Denotando por h(z) el
producto a*z* - §(x), se tiene que (H(x))* = a*az™ + h(z) con h € A°. Ademds,

ord(h) = A+ ord(g) = A+ ord(f). Con esto se demuestra la parte 1.

-~

2. Como log @(z) es la serie Alogx + loga + log(1 + f(z)), por lo que acabamos
de demostrar, se tiene que

(P@)) (~log Ba))" = (@™ +h(a)) (~Aloga —loga — log(1 + f(@))) "

~

con h € A® cuyo orden es mayor que Ap. Denotemos por 3(z) la serie log(1 + f(z)).
Por el Corolario 2.1.8 sabemos que §(x) € A°. Asf,

~

(B(2))* (—log P(z))™ = a*z™ (=Nlogz — loga — §(x))"+h(z)(—\log z—log a—5(x))™.
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Desarrollando la potencia (—Alogz —loga — §(z))™ y multiplicdindola respecti-
vamente por ata y por h( ), obtenemos una serie perteneciente a A0, M3s preci-
samente,

(B(2))" (~log §(x))™ = aa™(~Alog )™ + 7(x),
con #(z) € A y ord(?) > Au.

De aqui se obtiene que el orden de (@(z))* (—log @(x))™ es Au que coincide con
el orden de pH.

3. Observemos que (p(x))*P, (—log»(z)) es una suma finita de elementos del
tipo (B(x))" (—log @(z))™. Por lo tanto (B(x))"P, (—log B(x)) pertenece a A°

De la parte 2, el orden de (p(z))*" P, (—log p(x)) es igual al orden de (p(z))H,
es decir, es igual a p, - ord(¢(z)). Si {u,} es una sucesién estrictamente creciente
no acotada de niimeros reales positivos, entonces i, - ord(p(z)) tiende a oo cuando
n tiende a oco. Asi por la Proposicion 2.1.6, la serie ) _(&(x))"" P,(—log @(z))

pertenece a A. Como el orden de esta serie es distinto de cero, ella pertenece a

A, _
Corolario 2.2.2. Sea ¢ en D.

1. Si 12(1’) pertenece a A y es de la forma a + Y nen TPy (—logx), entonces la
serie ¥ o @ definida por

Yoda) =a+ Y (B(x))P.(—log 3())

pertenece a A.
2. Si z/ﬂ\(x) pertenece a D entonces @o p(x) pertenece a D.

Demostracion. 1. Es directa de la parte 3 de la proposicién anterior.

2. Si QZ(Q}) es un elemento en D, es decir, a = 0 y Pi(X) = ¢ es una constante
real positiva, se tiene que la compuesta cumple

> (@(x))n Po(—log B(x)) = Y (@ —log p(x)).
neN n>2

Por lo tanto, de la Proposicién 2.2.1 se tiene que 12 o @ es un elemento en D. m

Observemos que el orden de 1/p\ o ¢ es la multiplicacién del orden de {Z)\ con el de

©)
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Proposicién 2.2.3. Sea ¢ € D, la funcién Hy : A° — A° definida por Hy(§) = §o,
es un automorfismo de A°.

Demostracion. Debemos demostrar que la funcién H es un homomorfismo de anillos
biyectivo. La demostracién de que Hy; es un homomorfismo de anillos es inmediata

pues se cumple que dados § v h dos elementos en A°, se tiene

Hy(G+h)=(G+h)op=gop+hop=Hyg)+ Hy(h),

Hp(§-h)=(3-h)op=(go@)-(ho@)=Hps(g) Hy(h).
Falta demostrar que H; es biyectiva. Es suficiente, considerar el caso
p(a) = 2(1+ f()).

En efecto, sean ¢(z) = az(1 + f(z)) € Dy ¢1(z) = 2(1 + fi(x)) con fi(z) =
~ 1
f ((%) ) Para h € AO se quiere demostrar que existe un unico § € A tal que

H(§) = h, es decir, o @ = h.
Si Hg, es un automorfismo de A entonces, para hy (x) = fz((fﬁ), existe un
tinico § € A° tal que §o Py = hy.
Componiendo a la derecha por la funcién az* se tiene que
go¢i(az?) = hi(az?),

lo que implica que
g (aa:’\ <1 + A (awk))) = hy(az?).

Al reemplazar f; se tiene que

(o (o (C2)))) (02

por lo tanto

Asi, )
go¢(x) = h(x).
Demostremos entonces la proposicién en el caso en que ¢(z) = z(1 + f(x)).
Probaremos que, para h = > h, € A° dado, donde hy, () = 2" Qy(—log ), existe
un tnico § = 3. g, € A° donde g, (z) = 2" P,(—log x), tal que h = §o . En efecto,
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sea h =" h, € A°. Calculemos los términos g,(z). Por la Proposicién 2.2.1 item 2.
se tiene que

gn o p(x) =" P, (—logx) + 7, (),
donde #,, € A° y ord(#,) = pin + ord(f). Es decir

Gn © P(x) = gn(x) + Tn(2). (2.1)
Luego, R R
h=gopeh=gop+tgop+:
lo que es equivalente a )
h=go+To+giop+---

Asi,
9o = hU?

Escribamos § de la forma g = go + §*. Se tiene h = g o ¢, por lo tanto
h=(g0+§")o¢

que es equivalente a

Por lo tanto

h—=go—7fo=g o¢.
Finalmente, reemplazando gy por hg se tiene que
h—hy—7To=g"o¢.

Se tiene que
ord(f) = po + ord(f)
=ap+ ord(f)
= ord(h) + ord(f)

ord(h — hy) = oq > .

A la serie h — ho — 7 la denotamos por H*. Observemos que ord(H 1) > ord(h).
Asi, h= g o siy solo si H' = = ¢! o ¢. Escribiendo ¢! de la forma g; + §* se tiene

H =giopg+§° 0.
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De la igualdad (2.1), se tiene
H'(z) =gio@(a)+§0¢
=gi(z) + Ai(x) +§%0 @

De manera general, se calcula g, con ayuda de la férmula

~ ~

H'=h—giop—giop—---—gnr10p=g"0¢,

donde g" es la serie que cumple g = go + g1 + -+ + gp—1 + g". Se tiene que
ord(H™) > ord(H"1).

De esta manera se tiene la sucesién estrictamente creciente {ord( ") }nen. Pro-
bemos que posee una subsucesion {ord(H"")}men tal que ord(H™) > ord(h) +
m - ord( f ). En efecto, sabemos que los exponentes a, que aparecen en h cumplen
que o, — o0 si n — o0, por lo tanto existe £ € N tal que si n > k entonces

n > g+ ord(f). Sea n; el indice n més pequeno tal que o, > ag + Ord(f). Por lo
tanto para n; se tiene

H™ = hpy 4 b1+ = Fo = F1 — - = oy,
donde #; € A® son de orden «; + ord( f ). Més precisamente, podemos decir que
ﬁ”l =ko+ki+---+k,+--- ,

donde k;(x) son del tipo 2% S;(—logx), con \g > ag + ord(f) y los \; son estricta-
mente crecientes no acotados, los S;(X) polinomios con coeficientes reales. El mis-
mo argumento que antes, muestra que existe un indice ny € N,ny > ny tal que
OTd(H "2) > g + 2o0rd( f ). En general se obtiene una sucesién {nm}mZI estrictamen-
te creciente de N tal que ord(H™) > ag 4+ m - ord(f). Por lo tanto ord(H") — oo
si n — 0o. Asi, g es una serie de AD y esta tnicamente determinada por h. Con esto
hemos demostrado que la funcién Hy es sobreyectiva.

Con esto se demuestra que Hy es un automorfismo de A°. [ |

Teorema 2.2.4. El conjunto D es un grupo con la composicion definida en el Co-
rolario 2.2.2. Este grupo opera sobre el anillo A por composicion a la derecha. Mas
precisamente dados f € A y ¢ € D se tiene que fop € A.

Demostracion. Por el Corolario 2.2.2 item 2, se tiene que D es cerrada para la com-
posicion de series.

Sea ¢(z) = az*(1+ 1 (7)) € D, cona >0, ¢; € A°. Demostremos que la inversa
de ¢ € D pertenece a D.
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La inversa de ¢ es una serie ¢~ que verifica p(p~!(z)) = z. Asi, ¢! es la serie

1
¢~ H(z) = (£)* + g(z), donde la serie g verifica

= 2(1+ gbl(x))% + g o ¢(z).

La serie iL( ) = 2—a(14 @1 (x))> pertenece a A, La Proposicién 2.2.3 afirma que
existe g € A tal que go @(x) = ). Luego g esta determinada por la proposicién
anterior.

A

R Ademas, de la Proposicion 2.2.3 se tiene que si f e A y @ € D entonces fo NS
A. |

2.3. Grupo de Dulac

En esta seccion estudiaremos las funciones que poseen un desarrollo asintotico de
Dulac.

Definicién 2.3.1. Sea f :0,d[— R, § > 0, una funcién de clase €. Se dice que f
posee un desarrollo asintotico f( )=a+ zkeN 2™ Py(—logx) en A si

fx)=a+ Z 2™ Py(—log ) + o(a™), (2.2)
k=1

r(fv) -

para todo n € N, donde o(2z**) denota una funcién r(z) tal que lim, o+ —x

Sin € Ny laigualdad (2.2) se cumple, se dice que la suma finita

a+ Z 2 Py (— log z),

k=1

es un desarrollo asintético de f a la precision A,. Cuando f es 1o nula la parte
principal de f es a si a # 0. Si a = 0, entonces la parte principal es a2 (— log z)™:
donde A\; = ord( f ), as y my son, respectivamente, el coeficiente principal y el grado
del polinomio P,(X). Se denota por A y A° los conjuntos de las funciones reales de
clase € definidas a la derecha de cero, que poseen un desarrollo asintotico en A y
en A° respectivamente.

22



Proposicion 2.3.2. .

1. Si f admite un desarrollo asintdtico f en A, éste es unico.

2. A es un anillo con la suma y producto de funciones. La aplicacion [ — f de
A en A es un homomorfismo de anillos.

~

Demostracion. 1. Sea f € A. Si f(x) = ag + >4, @™ (—logz)™ € A es un
desarrollo asintético de f con (Mg, my) estrictamente creciente, se tiene

Ii =
Jim () =

s—1
lim x) —ag — arz™ (—log x)™ | /a2 (—logz)™ = as,.
M(f() 0= X o (- log) )/ (~ loga)™ =a,

Por la unicidad del limite, los coeficientes ay de f estan unicamente determinados
por f. Lo que demuestra que f es unico.

2. Sean f y g funciones en el conjunto A cuyos desarrollos asintéticos respectivos
son

~

fl@)y=a+) aMP(—logz) y gla)=b+ Y 2Qu(—logz).

k>1 E>1

Veamosquef—l—g:f-i-ﬁyf/'\g:f~g.
Para r y s nimeros naturales se tiene que

T S
flx)=a+ Z e Pp(—logz) +o(a™) y glz)=b+ Z z*Qr(—log z) + o(z**).
k=1 k=1
Para la suma se asocian los términos con los mismos exponentes, se reordenan en
orden creciente y no se consideran los términos que cumplan con % Q;(—logz) =
o(x*) y 2 Py(—logz) = o(x®). Al hacer esto, la precisién obtenida es la mas pe-
quena de las precisiones de los dos desarrollos. Asi, para obtener el desarrollo de f+g
con una precision 4, se eligen r y s tales que A, y o, sean mayores o iguales a d, y no
se consideran los términos que son despreciables con respecto a z°. Asf, f/—i—\g = f +4.

Para el producto, se reagrupan los términos ax®*Qy(—logx), ba s P(—logz)
y 2%t Pi(—log x)Qx(—log x) (recordemos que el producto de monomios de Du-
lac es un monomio del mismo tipo, por lo tanto, 2 P;(—log z)Qx(—logz) =
zritorS(—log x)). Luego de ello, no se consideran los términos que son despreciables
con respecto a 2% o a 2N T donde \ = ord(f) y a = ord(g) y la precisién que se
obtiene es la menor entre A + a5 y A, + . Por lo tanto para obtener el desarrollo
de f - g con una precision ¢, se eligen r y s tales que A + a5 y A, + a sean mayores
o iguales a ¢ y no se consideran los términos despreciables con respecto a 2°. Por lo
tanto,f~g:f-g. ]
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Definicién 2.3.3. Se denota por D el subconjunto de A de difeomorfismos f ]0 d[—

10, e[ de clase €, que poseen un desarrollo asintético f en D Se dice que f es el
desarrollo asintotico de Dulac de f.

Teorema 2.3.4. El conjunto D con la composicion de funciones es un grupo que
opera sobre el anillo A por composicion a la derecha. Mds precisamente, si f € Ay

w € D entonces fop e Ay ademdsf/o\gp:fogb.
Demostracion. Sean f € Ay o € D,

fl@)y=a+> a™Py(-logz) v ¢() (HZxaka log:c)>,

k>1 k>1

sus desarrollos asintoticos respectivos.

Para r y s naturales, se tiene:

T)=a+ Zm’\’“Pk(— log ) + o(x™")

o(x) = ba® (1 + Z r**Qp(—log x) + 0(:1:0‘5)) ,

k=1

con by o nimeros reales estrictamente positivos. Asi,

fop(@)=a+) (o) Pu(~logp(x)) + o (p(x))™),

donde
()M = Mgt (1 + Zf”“@k(— log ) + 0($0‘5)> (2.3)

k=1
y

k=1

Py(—logp(z)) = P (— logb — alog z — log <1 + ZIQ’“Qk(— logz) + 0@&3))) :

Por lo tanto, la funcién ¢ Py(—log o) posee un desarrollo asintético en AO, de
orden a)\;, y precisién a\, + a,. Observemos que o(p(x)*) = o(z*).

Se agrupan los términos de los desarrollos de las funciones ¢ P, (—log ¢), luego

se eliminan todos los que son despreciables con respecto a % o con respecto
a 2%, Asi, para obtener el desarrollo de la compuesta f o ¢ a una precisién J, se
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escogen los naturales r y s de modo que ¢ sea el menor entre a\, y aA; + o, y no
se consideran los términos que son despreciables con respecto a z%. Se tiene asi que

—

fowzfog&yporlotantofowEA.

Si f es un elemento en D, es decir si su parte principal es del tipo cz* con ¢y A

reales estrictamente positivos entonces se tiene que la parte principal de f o ¢(x) es
cb*x*. Asf se concluye que fop € D.

Falta demostrar que si ¢(z) = az*(1+ @1 (x)) es el desarrollo asintético de p € D
entonces el desarrollo asintético de la inversa =t es ¢~ 1(y) = (%)% + g(y) donde
§ € AY estd dada por

2 =a2(1+ ¢1(x)3 + jop(z). (2.4)

(Ver la Proposicién 2.2.3). En efecto, § se escribe

ay) =Y gr(y) donde gi(y) = y**Qu(—logy),

con oy > 0y Qr(X) un polinomio con coeficientes reales. Debemos demostrar que

para todo n € N
, 1 (Y
iy (o100 - (%)

Para ello, consideramos el cambio de variable z = ¢ ~1(y). Se calcula lim,_, COL
1
e@\* _

a

>

- ng(y)> Jy*" = 0.

k<n

con H(z) = x — < > k<n 9k © p(z). De (2.4) se deduce que el desarrollo

asintético de H es 3 ;- 1) gr © §(). Se deduce que

lim H (x)/(io(2))"" = 0.

x—0
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Capitulo 3

Aplicacion a la Familia Loud

La forma normal Loud

W — 1+ Da? + Fy?,
con B, D, F' € R, posee un centro en el origen. En este capitulo, consideraremos el
caso B=1,D=0y F €] — %, 0[. La frontera de la banda de érbitas periddicas que
rodean al centro, tiene 2 componentes conexas, una es el centro mismo y la otra es

una unién de 2 orbitas regulares y 2 sillas hiperbdlicas.

En [2], los autores estudian las funciones pasaje de esquina de E, dejando con-
jeturadas algunas lineas, donde una de ellas es el segmento que consideraremos en
este capitulo. Nos interesa estudiar la funcién pasaje de esquina asociada a una de
las sillas hiperbdlicas. De [1] y [4], sabemos que estas funciones tienen un desarrollo
asintético de Dulac. El objetivo de este capitulo es calcular su parte principal, es
decir, el primer término no nulo de dicho desarrollo, debido a que ésto nos indica el
comportamiento de la funcién.

3.1. Existencia de un policiclo

Esta secciéon estard enfocada en demostrar que la familia Loud con B =1, D =0
y F€]5,0[:

dr _ _
{dt e (3.1)

dy __ 2
d_?z—-T‘FFy,

posee un policiclo formado por dos sillas hiperbdlicas y dos drbitas regulares.
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Denotaremos por Xp el campo de vectores asociado al sistema (3.1). Asi,

Xp:R> — R2
(z,y) — Xp(z,y) = (—y+zy,c+ Fy?).

Las singularidades de (3.1) son los puntos (z, y) tales que Xp(z,y) = (0,0), las cuales

son (0,0), (1, %) y (1,—,/%).
La matriz jacobiana del campo de vectores Xz en un punto (x,y) es:
[y -1+

En el punto (0,0), la matriz

JXr(0,0) = ((1) _01>

tiene como valores propios a Ay = i, Ay = —i, por lo que (0,0) podria ser un foco o
bien un centro. Se deduce que (0, 0) es un centro porque el sistema (3.1) es simétrico
con respecto al eje z, es decir, el sistema (3.1) es invariante bajo la transformacién
(z,y,t) = (z,—y, —t). En efecto, se tiene que

V(z(=t), =y(=t)) = Xp(z,y).

En efecto,

(%(=t) - (=1), —%(~t) - (-1))
(—%(—t), %(—1))
(—(y —zy),z + F(—y)*) = Xp(z,y).

Asi, el sistema (3.1) tiene un centro en el origen.

V(z(=t), —y(=t))

Ahora, los valores propios de la matriz

()05 )

son A\ = ,/}F >0y A = —2v/—F < 0. Por lo tanto, el punto singular (1, ,/7—1F>

es una silla hiperbdlica.

El punto (1, - }F> es también una silla hiperbdlica ya que la matriz

) (4 2
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tiene como valores propios a A\ = —,/ % <0OyaX=2¢v—F>0.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento local de cada solucion de equilibrio
del sistema (3.1)

Proposicién 3.1.1. La funcién Hp : R* — R, definida por

2
_ Y 11—z 1
Helo) = (=0 (4 15+ 55 )

con F €] — %, 0, es una integral primera del campo Xp.

Demostracion. Recordemos que Hp es una integral primera de Xp si para todo
(z,y) € R?, se tiene

En efecto, tenemos

Asi,

(VHp, Xp)(z,y) = ((1=2) N (Fy* + 2)) (~y +2y) + (1 —2) > y(e + Fy?)
= —y(l —2) 2N (Fy? +2)(1 - 2) + y(1 —2)"* (2 + Fy?)
= —y(1 = 2)2H(Fy* + ) + y(1 - 2) " (2 + Fy?)

= 07
lo que demuestra la proposicion. ]
2
. ., . _ . y? 1—2x i o
De la proposicion anterior, las curvas 1 —xz = 0y & + 155 + 55 = 0 son

curvas invariantes del sistema (3.1), que corresponden a las curvas de nivel cero de

Hp. Estas curvas se intersectan en las sillas (1, \/ %), (1, - %) (ver figura 3.1).

Como el centro (0,0) pertenece a la regién que ellas encierran (a la izquierda de
la recta x = 1), obtenemos un policiclo Pr cuya aplicacién de retorno es la apli-
cacion identidad, los vértices de Pr son las sillas hiperbdlicas antes mencionadas

y sus lados son el segmento de recta {x =1, —,/% <y < ,/%} y la curva

y_2 1—2 1 .. , . .
>+ 195 T3 =0, = < 1. Este policiclo esté recorrido en el sentido como se

indica en la Figura 3.1. Asi, la frontera de la regién formada por las 6rbitas cerradas
tiene dos componentes conexas, el centro y el policiclo Pg.
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Figura 3.1: Policiclo Pr y las singularidades de (3.1)
Fuente: Elaboraciéon propia.

3.2. Funcién pasaje de esquina.

En esta seccién calcularemos el primer término no nulo del desarrollo asintético
de Dulac de la funcién pasaje de esquina asociada a una de las sillas hiperbdlicas del
sistema (3.1).

Consideremos secciones transversales > y II del campo X, imagenes respectivas
de las funciones:

o:]—04,0 — R?
s = o(s)=(1-s,0),

T —ee — R2
s — w(s)= (55 +s,0),

donde § > 0, € > 0 son suficientemente pequenios tales que si 0 < s < 4, la semiérbita
positiva de (3.1) que pasa por o(s) intersecta a II, una primera vez, en 7(R(s)), con
0 < R(s) < € (esto se garantiza por la continuidad de las soluciones de (3.1) con
respecto a las condiciones iniciales, ver Teorema 1.2.13).

La imagen > de o es un intervalo sobre el eje x, que intersecta transversalmente
a Pr en el punto (1,0), y la imagen II de 7 es también un segmento sobre el eje z,

que intersecta transversalente a Pp en (#, 0), punto que corresponde al vértice de

la pardbola % + 11__2:} + 55 = 0 (ver Figura 3.2)
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Figura 3.2: Definicién de la funcion R.
Fuente: Elaboracion propia.

Definicién 3.2.1. La funcién R :]0,6[—]0, €[, s — R(s), se llama funcién pasaje de
esquina (o funcién de Dulac) entre las secciones transversales X y II.

Se sabe que la funcién R pertenece al grupo de Dulac [1], [4]. Més especifica-
mente, en esta seccioén probaremos que R es una composicion de difeomorfismos >
(cambios de coordenadas y funciones de Poincaré) y de una funcién del tipo z — 2,
donde A = —2F es la razon de hiperbolicidad del vértice (1, }), (ver Definicién

F
1.2.6).

Nuestro objetivo es calcular el primer término no nulo del desarrollo asintético
de R. Para ello, vamos a considerar dos secciones transversales de X adicionales,

analiticas, en puntos p1, 1 € Pr que estan suficientemente cerca de la silla <1, _—1F> .
Tomaremos p; sobre el lado dado por la ecuacién x = 1, con coordenada y < —%,
y ¢1 sobre la parabola % + 11__2”} + % = 0, con coordenada = < 1 (ver Figura 3.3).

Consideraremos €; > 0 y §; > 0 suficientemente pequenos y secciones transversales
Y1 y II; parametrizadas, respectivamente, por

o1 I] — 61,(51[—> R2, u +— O'l(U)
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m i — €1, e[— R?%, v~ m(v),

con 01(0) = p; y m1(0) = ¢q1, tales que la semidrbita positiva de (3.1) que pasa por el
punto oy (u), con 0 < u < ¢y, intersecta a II; en un punto m (d(u)) y la semidrbita
positiva que pasa por un punto 7 (v), con 0 < v < €7, intersecta una primera vez a II
en 7(fy(v)). La expresiones exactas de oq(u) y 7 (v) los daremos en la demostracién
del préximo teorema.

Asi, se tendran definidas las funciones d :|0,6;[—]0, €1, u — d(u) y f2 :]0,e1]—
10,€¢[, v — fa(v), llamadas respectivamente funcion de Dulac y funcién de Poin-
caré entre I1; y II. Andlogamente se tiene definida la funcién f :J0, §[—]0, 4, | llama-
da funcion de Poincaré entre X y 3.

Asi, la funcién pasaje de esquina R (ver Figura 3.3), estd dada por la composicién
R = f2 (0] d O fl-
Teorema A. La funcién pasaje de esquina R posee un desarrollo asintético de Dulac
sin términos con logaritmos. Mas precisamente R verifica la igualdad

R(s: F) = (1_‘2?)1”1—”(1 T r(s; F)),

donde la funcién r estd definida y es analitica en |0, [ x| — 1/2, 0], para algin ¢ > 0,
lim, o+ 7(s; ') = 0, para cada I €] — 1/2,0[ y su desarrollo asintético en s = 0
pertenece al anillo de Dulac A pero sin términos logaritmicos.

La demostracion de este teorema la realizaremos en tres etapas. En primer lugar
estudiaremos la funcion de Dulac d y luego las funciones de Poincaré f; y fs.

3.2.1. Estudio de la funcion de Dulac d

En esta seccién probaremos primeramente que en una vecindad de la silla (1, £/ }F) ,

la ecuacién (3.1) es analiticamente equivalente a su parte lineal.

Proposiciéon 3.2.2. Sea Y : R?* = R?, Y(u,v) = (u,2Fv). Existen abiertos A; y
Ay de R?, con (1, —%) € Ay y (0,0) € Ay tales que Xp |a, es analiticamente

equivalente a Y |a,.

Demostracion. Sean

1
A1 :]ﬁa

1 U 1
VD (R PR N
+o0o[ X y Ao (u,v) € u < 57 U< T{_3F  3F
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Figura 3.3: Funcién R como la composicién foodo f;.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Consideremos la funcién
¢ : Al — AQ
2 —X
(wy) = oy = (1-2,-% - 552 - &) = (wv).

La inversa de ¢ es la funcién definida por

1 B 2u Ly
¢ (u,v) = <1—u7 \/—21}— T o _F) = (z,y).

Las funciones ¢ y ¢! son claramente analiticas en sus respectivos dominios. No-

temos que hemos trasladado el origen a la silla hiperbdlica <1, \ /ﬁ), es decir,

) (1, A /ﬁ) = (0,0). En las coordenadas (u,v), el sistema Loud se escribe como:
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En efecto, tenemos

Por lo tanto
du dx dv dy 1 dx

@ Y w- Va1 orar

Recordemos que del sistema (3.1) tenemos que

da:_ N dy_ iy
4 R IRA .

Reemplazando tenemos

du B ( N

gft = —(=y + zy)

v —y+ay
S Fa?

dt e+ Fy) + 455

Se tiene que

Ademas

dv B ) 2u 1 . 7 5 2u
7 ey 1 A e Iy

du_ 5 2u 1
a N T T2

dv_ 9 2u 12F
7 VA Y R A




Como estamos interesados en el estudio de la funcion d, basta considerar el sis-

tema:
du
= = U
{3—5 =2Fv (3:3)

dt — )

que es equivalente al sistema (3.2). |

Daremos ahora, las definiciones explicitas de las secciones transversales o1 y m
antes mencionadas.

Notemos primero que para d; y €; suficientemente pequenos, los segmentos
Y= {(up,1): =61 <upg <&} y I ={(1,v) : —e1 <y < €1}
estan contenidos en A,.
Estos segmentos estan parametrizados, respectivamente, por:

o1 I]—él,él[—) AQ; Ug — 5’1(U0) = (Uo, 1) y T Z]—El,El[—> AQ; Vo — 7?1(1)0) = (1,1)0).

Observemos que ¢~1(0,1) = (1, £/ =2 - %) es un punto del policiclo Pr ubicado
sobre la recta x = 1. La transversal ¥; que elegiremos, mencionada al comienzo de
esta seccién, serd la curva ¢~1(2;), y p1 el punto ¢~1(0,1), interseccién de 3 con el
lado z = 1. La curva X; estd parametrizada por la funcién oy = ¢! 0 5;:

o1 = 01,01 — Ay
w (o) = (1w /=2 k- ).
De la misma manera, ¢~ '(1,0) = (0, ﬁ) es el punto ¢; mencionado al

comienzo de esta seccién. La curva II; que vamos a considerar es ¢~ (II; ). Esta curva
estd parametrizada por la funcién m = ¢! o 7y:

T I] — 61,61[ — Al

Vg 71(U0)2<0,\/ﬁ—2vo).

Ya establecidas las secciones transversales >; y II;, podemos formular la siguiente
proposicion:
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B e ¢ (ug, 1)
"F-f’—ﬁ' o i ke
my (1)
oy (1) ¥,
._r"/ — (1, )
*|II l s 3

I,

Figura 3.4: Cambio de coordenadas ¢.
Fuente: Elaboracién propia.

Proposicion 3.2.3. La funcion de Dulac es la funcion

d:)0,6:[x] — 3,0 — ]0,€]
(uo, F) +— d(ug, F) = uy 2.

Demostracion. La curva integral del sistema (3.3) que pasa por (ug, 1), con ug > 0,
corta a la transversal II; en un punto (1,d(ug)). Esto define la funcién de Dulac

Uy d(UO)

Las soluciones de

du __
E—U
dv __
E_2FU

verifican la igualdad
v=u*'C,

con C' constante. Asi, la curva integral que pasa por (ug, 1), con uy > 0, estd dada
por

Concluimos que
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3.2.2. Estudio de la funcion f;

Necesitaremos de un resultado, dado en [2], que recordamos a continuacién.

Se considera una familia de campos de vectores en R? de la forma

X(z,y;p1) = %(f(x,y;u),yg(x,y;u)),

conn >0y pu e W, donde W es un abierto de un espacio de pardmetros R" y
las funciones f y ¢ analiticas en una vecindad de y = 0. Se consideran ademéas dos
secciones transversales € : I — ¥ C R?, s+ &(s), yn: I — II C R? a la curva
integral y = 0. Sea R la funcién de Poincaré entre ¥ y II. El lema siguiente, nos
otorga una forma de obtener R(s, p).

Lemma 3.2.4. Asumiendo que f(z,0;u) # 0 para todo x € [£1(0),n:(0)], la funcion
R(s; ) es analitica en s = 0 para todo € W. Ademds,

R(s; ) = A(p)s + sh(s; ),
donde h(s; ) es una funcion analitica en | — 0, 0[XW para algin § > 0, h(0; u) =0,

Y
(0 m1(0) 0:
15(0) a© f@,0p)
Consideremos el Lemma 3.2.4 para el estudio de la funcion f;. Para ello, realiza-
remos el cambio de coordenadas siquiente:

w(x7y):<y71_x):<waz>7 z,y € R.

Se tiene
dw  dy dz  dw
at a0 dt T dt
Por lo tanto,
dw o dz
— = - = — 2Yy.
i Y y a Y Yy

Como 1 —z = z e y = w, se tiene que el sistema (3.1) en las coordenadas (w, z), se
escribe como

dz

X '{%’:—z—f—l—i—FwQ
F .
dt

= ZW.

Consideremos las secciones transversales £ =1 oo y n =1 o 0y. Se tiene

£:]-6,0] - R?
s = &(s)=(0,s)
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771]—51,51[ — R2
uy +— n(ug) = <\/—12f‘2‘jF — % - 2,u0> )

Las funciones f(w,z; F) y g(w, z; F) que aparecen en el Lema estén, en nuestro
caso, definidas por:

fw,zF)=—z4+1+Fu* y  g(w zF)=uw,

respectivamente. Usando el Lema 3.2.4, obtenemos la siguiente proposicién, conside-
rando un 6 mas pequeno, si es necesario:

Proposiciéon 3.2.5. La funcion fi es un difeomorfismo analitico en s = 0, para todo
F €] —1/2,0]. Ademds,

fils; F) = (=2F)2F s(1 + hu (5 F)),

con hy una funcion analitica en | — 6,0[x] —1/2,0] para algin § > 0 y hy(0; F) =0,
para todo F €] —1/2,0].

Demostracion. Por el Lema 3.2.4, se tiene que el difeomorfismo f; es analitico en
s=0y
fi(s; F) = Ay(F)s + shy(s; F),

o 8O ([ gw.0:F)
MU= ey o </gl(o> f(w, 0; F) dw) |
donde
£(s) = (&1(s), &(s)) = (0,5)
y

1(s) = (m(s),na(s)) = ( 1 _232F - % - 2,s> :

Como %Eg; =1,&(0) =0y m(0) = /=% — 2, se tiene:

1
F w

AL(F) = exp (/0 N dew> ~ exp (% (In(—2F) —ln1)> _ (—2F)%.

Asf fi(s; F) = (=2F)2F s+ shy(s; F), con hy una funcién analitica en ] — 8, §[x] —
,0[, y h1(0; F) = 0, para todo F €] — 1,0[. |
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3.2.3. Estudio de la funcién f,

Recordemos que fy; es la funcion de Poincaré entre II; y II, parametrizadas,
respectivamente, por:

T I]—El,ﬁl[ — Al
Vo 7T1(U0):<0,\/ﬁ—2vo)

T —ee — R2
s — w(s)= (55 +s,0).
Para el estudio de la funcién f; realizaremos un cambio de coordenadas de ma-

nera que los puntos de la parabola con segunda coordenada positiva corresponda al
eje horizontal.

Sean

1+u 1
Agz{(u,v).u>0 : U<1—2F_ﬁ}

QOZR_XR+ — Aj
(z,y) = o(z,y)= (—JC,—% — = — %) = (u,v).

La funcién ¢ es un difeomorfismo analitico cuya inversa es la funcion

gﬁ_liAg — R™ xRt

(u,v) = @ t(u,v) = | —u, \/—21} -

201 4u) 1

Se tiene que ¢ (O, \ /ﬁ) = (0,0). Con esto, hemos trasladado el origen al
punto (O, A /ﬁ), que corresponde al punto de interseccién de la parabola

y2—2 + 11__2“;, + % = 0 con el semieje y positivo. Con esto, el eje u corresponde a
la curva {(m,y) : —% — 11_;2”1; — % =0, y> 0} y el eje v corresponde al eje y

(donde el semieje positivo v es el semieje negativo y).
Observemos que la transversal II no esta contenida en el dominio de ¢, debido

a que @ no es un difeomorfismo en una vecindad del vértice (=5, 0) de la pardbola
2F bl )
por lo que vamos a escoger una transversal cercana a II.
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u
/Vv

Figura 3.5: Cambio de coordenadas ¢.
Fuente: Elaboracién propia.

Sea (a(f3), 8) un punto de la parabola % - 2} =0, con 8 > 0 suficiente-

mente pequenio. Consideremos la transversal IIz parametrizada por:

w5 —1,1] — R?
so = ms(s0) = (a(B) + 50, B)-
1-2F)3 1 1

Observemos que a(f3) = LNV, + YA si f — 07 entonces a(f) — o7 Asi,

(a(5),B) converge a (%,0), cuando 8 — 0.

En las coordenadas (u,v), el sistema Loud (3.1) se escribe como

214w
—_\/ 2v — 2 L(] 4 q)
_ 2(1+u 1
\/ 20 — Lopw.

1-2F

(3.4)

Consideremos las secciones transversales II; y ﬁg del sistema (3.4), parametriza-
das respectivamente por

o m :]—61761[ — RQ
Vo > @Oﬁl(vo):(o,vo)

y
pomg:—1,1[ — R?

so = pomg(so) = (—a(ﬁ)—Sm—

8% a(B)+so 1
2T 2F(1—2F)> - )

Ahora podemos enunciar la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.2.6. La funcion fs es un difeomorfismo analitico en vy = 0, para
todo F €] — 1,0[. Ademds,

(1 _ 2F>1+2F

fo(vo; F) = (—2F)2F

vo (1 + ha(ve; F)),

con hy una funcion analitica en | — ey, €1[x]|—1/2,0[, para algin § > 0 y he(0; F) =0
para todo F' €] —1/2,0].

Demostracion. Del sistema (3.4) obtenemos la ecuacién diferencial ordinaria de va-
riables separables,

21+u) 1 1+ )
du 1—2F  F Y 14w
dv ,y 20w 1 2k
T o TF Y
De esta manera tenemos que
du B dv
1+u 2Fv

Asi, la solucién estd dada por In(v) = 2F In(1 +u) +In(C), es decir, v = C(1 4+ u)?".
Por lo tanto, la érbita que pasa por el punto (0, vy) tiene por ecuaciéon

v =vg(1+u)*.

2

_ u

De (%), la transversal I1g = ¢(1l3) es la recta de ecuacién v = T % -

1
m, parametrizada por sqy. Es decir,
u = —a(f) — so
52 1-— a(ﬁ) — S0 1

YT T T T12F oF

El punto interseccion de la curva solucién v = vy(1 + u)2F con la recta Il verifica

_ u B3? 1
vo=(1+u) 2F(‘ﬁ‘7_m)’

con u = —a(f) — so. Es decir,

o [ a(B) + S0 B 1
w = (1—alf) =) (1—2F _7_2F(1—2F)>'
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1

Haciendo tender § — 07, se tiene a(8) — y por lo tanto

2F "
—2F 1
vg = 1—i—s r % !
0 oF  7° 1—2F 2F(1 —2F)
—2F
o S0 1—-2F
T 1-2r\ —2Fr %

—2 —2F
s [1-2F L 2F
= 1_2r\ —2F T o™
)

(1 — 2F)1—2F ( oF >_2F
S0 1 + .

(—2F)—2F 12"

1]

0 vy / 59 = falvg; F)
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Figura 3.6: Funcion f.
Fuente: Elaboracion propia.

Esta igualdad define, para sg suficientemente pequeno, a la inversa de f,. Deno-
temos a esta inversa por g. Es decir,

L i P -
9(807 ) - (_ZF)_QF S0 + 1— 2F80 .
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Observemos que g(0; F') =0, y ¢'(so; F') estd dada por la expresién

_oF —2F-1
(L -2p) (0 oF oo (1. 2F 2F
(—2F)—2F R ol B I Pl e ey 1-2F|

(1 _ 2F)7172F
(—2F)2F # 0. Luego, por el teorema de la

funcién inversa existen una vecindad V' C Dom(g) de sy = 0, y una vecindad U
de vy = 0 tales que la funcién g : Vx| — %,O[—> U, so — g(so; F) = vg es un
difeomorfismo analitico. La inversa de g, es la funcion f,. Como

Tenemos entonces que ¢'(0; F) =

dgil 1 (1 _ 2F)1+2F

a0 T (2Ep

la funcion fy estd dada por

(1 _ 2F>1+2F
fg(?]o; F) = W’Uo (]. + hQ(UO; F)) .
con hy analitica en | — €1, e1[x] — 3,0[ y ho(0; F) = 0 para todo F €] — 1,0]. |

3.2.4. Finalizacion de la demostracion del Teorema A

Recordemos que la funcién R es la composicion de las funciones fo,d vy f; estu-
diadas en las secciones anteriores, es decir, R = fodo f;. La funcién d es del tipo 2*
y las funciones f; y f2 son analiticas en sus respectivos dominios con parte principal
(primer término del desarrollo asintético en cero) positiva en una vecindad de cero en
R*, en particular ellas pertenecen al grupo de Dulac (ver Definicién 2.3.1). Asi, por
Teorema 2.3.4, la funciéon R es una funciéon de Dulac. Para finalizar la demostracion
del Teorema A, recordemos que existe § > 0 tal que

uo = fils; F) = (—2F) 2 s(1+ by (s; F)),

con h; una funcién analitica en | — 0,[x] — 1/2,0[ y hi(0; F) = 0, para todo F' €
| —1/2,0[. Aqui vemos que el desarrollo asintético, fl, de la funcién fi, es una serie
de potencias centrada en cero y el coeficiente (—2F )% es positivo. Asi, fi es una
funcién de Dulac y para s > 0, fi(s; F') > 0, para todo F' €] —1/2,0[. Considerando
J suficientemente pequenio, la composicién d o f; esté bien definida en |0, d] y por el

Teorema 2.3.4 es también una funcién de Dulac, cuyo desarrollo asintético estd dado
por do fi, donde d(x) = 2*. Asi,

vo = d(fi(s: F) = (~2F) 57 (14 (s F) 2 = =55 (1 4 (s ),
para s €]0,0[y F €] —1/2,0].
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Por la analiticidad de la funcién h; en | — 4, §[x]| —1/2,0[, la funcién definida por
s (14 hy(s; F))

es analitica en | — §,0[x] — 1/2,0[. Asi, para s > 0, tenemos que

d(fi(s; F)) = —5=s 2 (L4 ri(s; F)),

2F
donde r; es una funcién definida y analitica en | — §,6[x] — 1/2,0[ y 7 (0; F) = 0,
para todo F' €] —1/2,0[. Como el desarrollo asintético de r; en s = 0 es una serie
de potencias centrada en cero, se tiene que el desarrollo asintético de Dulac de la
composicion d o fi en s = 0, no tiene términos con logaritmos.

Por otro lado, sabemos que existe €; > 0 tal que

(1 ™ 2F)1+2F

fa(vo; F) = (—2F)2F

vo (1 + ha(ve; F)),

con hy analitica en | — €1, €[x] — 1/2,0[ y hy(0; F) = 0 para todo F €] — 1,0].

Como antes, consideramos ¢ suficientemente pequeno tal que la composicién fs 0
d o f; esté bien definida. Tenemos que

R(s; F) = fo(d(fi(s; F))) = fo (—%SQFO + 71(s; F))) )

Asi,
1—92F 142F 1

(—2F)?F ﬁ) sTH L+ (s F)(1+ ra(s; F)),

con s €]0,6[, F €]—1/2,0[ y donde ro = hoodo f es una funcién analitica en ]0, 6[x]—
1/2,0[y r2(0; F') = 0, para todo F' €] —1/2,0[. Como el desarrollo asintdtico de hy es
una serie de potencias centrada en cero cuyo primer término no tiene necesariamente
un coeficiente positivo, la funcién hy pertenece al anillo de Dulac A y no al grupo de
Dulac (ver seccién 2.1). Por el Teorema 2.3.4 sabemos que el grupo de Dulac opera
por composicion a la derecha sobre el anillo de Dulac y como d o f; es una funcién
de Dulac, el mismo teorema nos dice que la funcién hy o d o f; posee un desarrollo
asintético en A. El desarrollo asmtotlco de hy odo f; estda dado por la composmlon

de los desarrollos asintéticos, hg, y d/o71, de las funciones hsy, y d o f;. Como h2 y

d o fi son series sin términos con logaritmos, el desarrollo asintético de 7, no tiene
términos con logaritmos. Asi, existe una funcién r analitica en ]0,d[x] —1/2,0[ y
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r(0; F) = 0, para todo F €] — £,0[ cuyo desarrollo asintético en s = 0 pertenece al
anillo de Dulac A pero sin términos logaritmicos tal que

1-2F
—2F

R(s; F) = ( >1+2Fs—2F(1 +r(s; F)).

Esto demuestra el Teorema A.
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