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Introducción

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria, anaĺıtica,

E :
dx

dt
= A(x, y) ,

dy

dt
= B(x, y),

sobre un abierto de R2. Supongamos que E tiene una silla hiperbólica. Sean p q ∈ R2,
p sobre la variedad estable de la silla y q sobre la inestable. Sean σ y π dos curvas
anaĺıticas, transversales a las curvas integrales de E,

σ :]− 1, 1[→ R2

y
π :]− 1, 1[→ R2,

con σ(0) = p y π(0) = q. Suponemos que para todo s ∈]0, 1[, la semiórbita positiva
de E que pasa por σ(s) corta a π(]0, 1[) en π(R(s)). La función

s 7→ R(s)

es llamada función pasaje de esquina o función de Dulac.

Estamos interesados en el comportamiento cualitativo de la función R. La función
R es un difeomorfismo anaĺıtico en todo punto s positivo pero no lo es, en general,
para s = 0. En [1], Dulac prueba que la función R posee en s = 0 una expan-
sión asintótica en {sµ}µ∈R+ y {sδ(logs)m}δ∈R+, m∈N0

, llamada desarrollo asintótico
de Dulac (ver [4]). Más precisamente, el desarrollo asintótico de R es del tipo

R̂(s) = asλ +
∑
n≥1

sλnPn(− log s),

donde a > 0, 0 < λ < λ1 < . . . < λn < . . . , ĺımn→∞ λn = ∞ y para cada n ∈ N, Pn
es un polinomio con coeficientes reales.

En este trabajo, consideramos la siguiente familia de ecuaciones diferenciales
polinomiales cuadráticas, subfamilia de la familia Loud,
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{
dx
dt

= −y + xy
dy
dt

= x+ Fy2,
(1)

donde F ∈] − 1/2, 0[. Esta familia posee una silla hiperbólica anaĺıticamente linea-
lizable, por lo que en el desarrollo asintótico de la función pasaje de esquina R no
aparecen términos con logaritmos.

Demostramos en este trabajo, que la función R, asociada a la silla del sistema
(1), posee efectivamente un desarrollo asintótico de Dulac sin términos logaŕıtmi-
cos y determinamos su parte principal. Más precisamente, demostramos el siguiente
teorema.

Teorema A. La función pasaje de esquina R posee un desarrollo asintótico de Dulac
y verifica la igualdad

R(s;F ) =

(
1− 2F

−2F

)1+2F

s−2F (1 + r(s;F )),

donde la función r está definida y es anaĺıtica en ]0, δ[×]− 1/2, 0[, para algún δ > 0,
y ĺıms→0+ r(s;F ) = 0, para cada F ∈]− 1/2, 0[.

Para probar este teorema, reducimos el problema a uno local, es decir, estudiamos
las funciones de Poincaré a lo largo de las variedades invariantes de la silla y, a lo
largo del correspondiente sector silla donde es válida la linealización de la ecuación
(1).

El desarrollo de esta tesis se realiza en tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo, se
revisan los conceptos y teoremas generales de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
que son utilizados en el caṕıtulo 3.

En el segundo caṕıtulo, se hace un estudio exhaustivo de las series de Dulac y de
las funciones que poseen un desarrollo asintótico de Dulac.

En el caṕıtulo tres, se hace un estudio de la ecuación (1). Se demuestra que ella
posee, de hecho, dos sillas hiperbólicas cuyas variedades invariantes se intersectan
de tal manera que acotan una región formada por órbitas periódicas. Finalmente, se
demuestra el Teorema A para la función R asociada a una de estas sillas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo está dedicado a recordar conceptos y resultados básicos de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, [5], [7], que son necesarios para el desarrollo del caṕıtulo
tres.

En la primera sección, damos la definición de una ecuación diferencial ordinaria
de primer orden y lo que es una solución de ésta. Enunciamos además los teoremas
que garantizan la existencia y unicidad de estas soluciones.

En la segunda sección, consideramos las ecuaciones diferenciales ordinarias autóno-
mas. Recordamos los conceptos de órbita, puntos singulares y regulares, retrato de
fase y de flujo. Enunciamos también el teorema que afirma que el flujo es una función
diferenciable, de la misma clase de diferenciabilidad que la de la ecuación diferencial
que lo define.

En la sección tres, enunciamos el teorema que garantiza la existencia de variedades
invariantes para un punto singular hiperbólico.

En la sección cuatro, damos los conceptos de equivalencia y conjugación, topológi-
ca, de clase Cr y anaĺıtica y además enunciamos el Teorema del Flujo Tubular.

Finalmente, en la sección cinco, damos la definición de sección transversal y de
policiclo. Recordamos, además, el teorema que garantiza la existencia de la llamada
función de Poincaré.

1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Sean U ⊂ Rn × R un abierto y f : U → Rn definida por (x, t) 7→ f(x, t). Una
ecuación diferencial ordinaria de primer orden es una ecuación de la forma

E :
dx

dt
= f(x, t). (1.1)

Definición 1.1.1. Una función diferenciable ϕ : I → Rn se llama solución o curva
integral de la ecuación (1) en el intervalo I, si para todo t en I se satisfacen:
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i) (ϕ(t), t) ∈ U

ii) ϕ′(t) = f(ϕ(t), t).

Si t es un punto extremo del intervalo, la derivada ϕ′(t) es la derivada lateral
respectiva.

La ecuación E tiene, en general, infinitas soluciones que dependen de un paráme-
tro. Por esto es necesario agregar condiciones suplementarias a la ecuación, para
tener existencia y unicidad de las soluciones.

Definición 1.1.2. Se dice que la solución ϕ de la ecuación E verifica la condición
inicial (x0, t0) ∈ U si ϕ(t0) = x0.

Teorema 1.1.3. (de existencia de Peano) Sea f : U → Rn una función continua,
donde U ⊂ Rn ×R es un conjunto abierto. Para todo (x0, y0) ∈ U , la ecuación dife-
rencial dx

dt
= f(x, t) tiene una solución ϕ tal que ϕ(t0) = x0.

Demostración. Ver demostración en [7], Caṕıtulo I, sección 4. �

Este teorema nos asegura solamente la existencia de soluciones de la ecuación
diferencial, pero no aśı la unicidad de ésta. Para tener la unicidad de soluciones ne-
cesitamos definir lo siguiente:

Definición 1.1.4. Sea U un subconjunto abierto de Rn×R. Decimos que una función
f : U → Rn, es k-Lipschitziana con respecto a la primera variable o, simplemente,
Lipschitz, si

||f(x1, t)− f(x2, t)|| ≤ k||x1 − x2||,

para todo (x1, t), (x2, t) ∈ U . La función f se dice localmente Lipschitziana si para
todo punto (x0, t0), existe una vecindad V de (x0, t0) en U y una constante k > 0 tal
que la restricción f |V sea k-Lipschitziana.

Teorema 1.1.5. (de existencia y unicidad local) Sea la función continua f : U →
Rn, con U un conjunto abierto en Rn × R. Existe un intervalo I, con t0 ∈ I, un
abierto B ⊆ Rn, con x0 ∈ B y una única solución ϕ : I → B de E que verifica la
condición ϕ(t0) = x0.

Demostración. Ver demostración en [5], Caṕıtulo 2, Sección 2. �
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Definición 1.1.6. Se llama solución maximal de E a toda solución ϕ definida en
un intervalo I, denominado intervalo maximal de ϕ, tal que si ψ es otra solución en
un intervalo J que contiene a I y además ψ |I coincide con ϕ entonces I = J .

Demostración. Ver demostración en [7], Caṕıtulo I, Sección 5. �

El teorema de existencia y unicidad local y el lema anterior permiten demostrar
el teorema de existencia y unicidad global que se enuncia a continuación.

Teorema 1.1.7. (de existencia y unicidad global) Sea f : U → Rn, con U un
subconjunto abierto de Rn × R localmente lipschitziana en x. Para todo (x0, t0) ∈ U
existe una única solución maximal de E denotada por ϕ : J =]a, b[→ Rn, con t0 ∈ J
que verifica ϕ(t0) = x0. Además toda solución de E se prolonga en una única solución
maximal.

1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias autónomas

Sea U un subconjunto abierto de Rn. En lo que sigue consideramos una ecuación
diferencial autónoma

E :
dx

dt
= F (x), x ∈ U.

Definición 1.2.1. Se dice que la función F : U → Rn, x 7→ F (x), es el campo
vectorial asociado a la ecuación diferencial E.

Definición 1.2.2. Decimos que la ecuación E es de clase C r, con r ≥ 1, si la función
F es de clase C r.

Supongamos que la ecuación diferencial E es de clase C r sobre el abierto U , con
r ≥ 1. Denotemos por

ϕx :]αx, βx[= Ix → Rn

la solución maximal de E que verifica la condición inicial ϕx(0) = x.

Definición 1.2.3. El conjunto γx = {ϕx(t), t ∈ Ix} se llama órbita o trayectoria de
E que pasa por x.

Observemos que si x1 ∈ γx, entonces existe t1 ∈ Ix tal que x1 = ϕx(t1). La función

φ : ]αx − t1, βx − t1[ → Rn

t 7→ ϕx(t+ t1)

verifica φ(0) = x1 y φ′(x) = F (φ(x)) y es la solución maximal ϕx1 de E.
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Definición 1.2.4. Si la órbita de E que pasa por p es igual a p entonces diremos
que p es un punto singular o punto de equilibrio, si no, p es un punto regular.

El punto p es singular si y sólo si F (p) = 0. Si p es regular, entonces la solución
maximal ϕp tiene derivada ϕ′p(t) = F (ϕp(t)) que no se anula.

Definición 1.2.5. Un punto de equilibrio p de la ecuación E es hiperbólico si ninguno
de los valores propios de la matriz jacobiana de F en p, DF (p), tiene parte real cero.
El punto p es una silla hiperbólica si DF (p) tiene al menos un valor propio con parte
real positiva y al menos un valor propio con parte real negativa.

Definición 1.2.6. En el caso bidimensional, si p es una silla hiperbólica de la ecua-
ción diferencial E, el número caracteŕıstico es λ = −λ2

λ1
, donde λ1 y λ2 son los valores

propios de la matriz jacobiana de F en p.

Definición 1.2.7. Una solución ϕx es periódica si existe c ∈ R+ tal que ϕx(t+ c) =
ϕx(t), para todo t ∈ R.

Proposición 1.2.8. Si ϕx no es inyectiva y F (x) 6= 0, entonces ϕx es periódica y γx
es homeomorfa a un ćırculo. Decimos entonces que γx es un ciclo u órbita cerrada
de E.

Demostración. Ver demostración en [7], Caṕıtulo VI, Sección 3. �

Definición 1.2.9. Un punto singular p es un centro si existe una vecindad V de
p tal que V − {p} está formado por órbitas cerradas. Se dice que un centro es no
degenerado si los valores propios de la matriz jacobiana en p del campo de vectores
asociado a E son imaginarios puros, no nulos.

Si ϕx : Ix =]αx, βx[→ Rn es inyectiva, γx es una órbita no compacta. En este caso
tenemos las semiórbitas

γ+
x = ϕx(]0, βx[) y γ−x = ϕx(]αx, 0[),

llamadas semiórbitas positivas y negativas, respectivamente. Las semiórbitas nega-
tivas de la ecuación E : dx

dt
= F (x) son las semiórbitas positivas de la ecuación

E∗ : dx
dt

= −F (x) y viceversa.

Definición 1.2.10. El retrato de fase de E es la partición de U en órbitas de E,
orientadas en el sentido de las curvas integrales de la ecuación.

Observación 1.2.11. Sea g : U →]0,∞[. El retrato de fase de la ecuación dx
dt

=
g(x)F (x) es el mismo que el de dx

dt
= F (x) y dx

dt
= g(x)F (x), debido a que podemos

hacer un reescalamiento en el tiempo.
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Definición 1.2.12. El flujo integral de la ecuación E es la función

Φ : V =
⋃
x∈U

{x} × Ix → U, Φ(x, t) = ϕx(t).

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.2.13. El conjunto V es un abierto de U ×R, Φ es de clase C r y verifica
que:

i) ∂Φ
∂t

(x, t) = F (Φ(x, t)) si (x, t) ∈ V.

ii) Φ(x, 0) = x si x ∈ V .

iii) Φ(x, t+ t1) = Φ(Φ(x, t), t1) si (x, t), (x, t+ t1) ∈ V . Además la condición (x, t),
(x, t+ t1) ∈ V es equivalente a que (x, t), (Φ(x, t), t1) ∈ V .

Demostración. Ver [7], Caṕıtulo VI, Sección 1. �

Definición 1.2.14. Sea U abierto de Rn, una función f : U → R de clase C∞, se
dice anaĺıtica sobre U si para todo a = (a1, a2, . . . , an) ∈ U , existe ρ > 0 tal que para
‖x− a‖ < ρ, su desarrollo de Taylor en a

Taf(x) = f(a) +
∑
k>1

1

k!

(
n∑
i=1

(xi − ai)
∂

∂xi

)k

f(a)

es una serie que converge a f(x).

Teorema 1.2.15. Sea F : U → Rn anaĺıtica, es decir, cada componente de F es
una función anaĺıtica. El flujo integral de la ecuación

dx

dt
= F (x)

es anaĺıtico.

Demostración. Ver demostración en [5], Caṕıtulo 2, Sección 5. �

Observación 1.2.16. Las soluciones de una ecuación diferencial dx
dt

= P (x), con
x ∈ Rn y P una función polinomial, no son necesariamente funciones polinomiales.
Por ejemplo la ecuación dx

dt
= x

7



1.3. Variedades Invariantes

Consideremos la ecuación diferencial E : dx
dt

= F (x), con F : U → Rn donde U es
un abierto de Rn. Supongamos que p = 0 es una singularidad hiperbólica de E. Sea
JF (0) la matriz jacobiana de F en cero. Supongamos que λ1, λ2, . . . , λk son valores
propios de JF (0), con parte real negativa y λk+1, . . . , λn son valores propios de JF (0)
con parte real positiva. Sean v1, v2, . . . , vk los vectores propios asociados a los valores
propios con parte real negativa, y vk+1, . . . , vn los vectores propios asociados a los
valores propios con parte real positiva.

Definición 1.3.1. Los conjuntos

Es = 〈{v1, . . . , vk}〉 Eu = 〈{vk+1, . . . , vn}〉 ,

reciben el nombre de Espacio estable y Espacio inestable de la ecuación dx
dt

= JF (0)x,
respectivamente.

Figura 1.1: Espacios estable e inestable.
Fuente: Elaboración propia.

Con estas definiciones, enunciamos el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.2. Existe una variedad diferenciable S, k-dimensional, tangente al
subespacio estable Es en cero, tal que para todo t ≥ 0, Φt(S) ⊂ S y para todo q ∈ S,

ĺım
t→∞

Φt(q) = 0.

Además existe una variedad (n−k)-dimensional U tangente al subespacio estable Eu

en cero tal que para todo t ≤ 0, Φt(U) ⊂ U y para todo q ∈ U ,

ĺım
t→−∞

Φt(q) = 0.

8



Demostración. Ver demostración en [5], Caṕıtulo 2, Sección 7. �

En la siguiente definición, recordamos el concepto de variedad diferenciable.

Definición 1.3.3. Una variedad diferenciable n-dimensional, M (o una variedad de
clase C k), es un espacio métrico conexo con un cubrimiento abierto {Uα}, es decir
M =

⋃
α Uα, tal que

i) para todo α, Uα es homeomorfo a una bola abierta unitaria B de Rn, es decir,
para todo α existe un homeomorfismo hα : Uα → B, y

ii) si Uα ∩ Uβ 6= ∅ y hα : Uα → B, hβ : Uβ → B son homeomorfismos, entonces
hα(Uα ∩ Uβ) y hβ(Uα ∩ Uβ) son subconjuntos de Rn y

h = hα ◦ h−1
β : hβ(Uα ∩ Uβ)→ hα(Uα ∩ Uβ)

es diferenciable (o de clase C k) y para todo x ∈ hβ(Uα ∩ Uβ), el determinante
de la matriz jacobiana de h en x es no nulo. La variedad se dice anaĺıtica si h
es anaĺıtica.

1.4. Teorema del Flujo Tubular

Sean E : dx
dt

= F (x) y E1 : dx
dt

= F1(x) dos ecuaciones diferenciales de clase C r

definidas sobre los abiertos U y U1 de Rn, respectivamente. Consideremos Φ : V → U
y Φ1 : V1 → U1 los flujos generados por las ecuaciones respectivas.

Definición 1.4.1. Las ecuaciones diferenciales E y E1 son topológicamente equi-
valentes (C r-equivalentes) si existe un homeomorfismo (difeomorfismo de clase C r)
h : U → U1 que lleva curvas integrales de E en curvas integrales de E1, preservando
la orientación de las trayectorias. Más precisamente, si p ∈ U y ϕ(p) es una solución
de E que pasa por p, entonces h(ϕ(p)) es una solución ϕ1(h(p)) de E1, que pasa por
h(p). Diremos que h es una equivalencia topológica (equivalencia de clase C r) entre
las ecuaciones E y E1.

Definición 1.4.2. Se dice que E es topológicamente conjugada (C r conjugada o
anaĺıticamente conjugada) a E1, si existe un homeomorfismo (resp. difeomorfismo de
clase C r o difeomorfismo anaĺıtico) h : U → U1 tal que h(Φ(x, t)) = Φ1(h(x), t), para
todo (x, t) ∈ D.

La proposición que sigue nos entrega la relación existente entre las órbitas de
ecuaciones diferenciales equivalentes.
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Proposición 1.4.3. Sea h una equivalencia topológica entre E y E1.

1. Un punto p ∈ U es una singularidad de la ecuación E, si y sólo si, h(p) es una
singularidad de E1.

2. La órbita γp, de la ecuación E que pasa por p es cerrada, si y sólo si, la órbita
γ1
h(p) de E1 que pasa por h(p), es cerrada.

Demostración. La demostración es directa de las definiciones. �

Observación 1.4.4. Bajo cambios de coordenadas de clase C r la ecuación diferen-
cial E : dx

dt
= F (x) es C r-conjugada a una ecuación diferencial E1 : dy

dt
= g(y)F (y)

de clase C r, donde g es una función a valores reales estrictamente positiva.

Teorema 1.4.5. (del flujo tubular) Sea E : dx
dt

= F (x) una ecuación diferencial de
clase C r sobre un abierto U ⊂ Rn, y sea a ∈ U tal que F (a) 6= 0. La ecuación
diferencial E es C r-conjugada a la ecuación diferencial

E1 :



dz1
dt

= 0
dz2
dt

= 0
...
dzn−1

dt
= 0

dzn
dt

= 1

definida sobre el abierto C = {(z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn; |zi| < 1}.

Demostración. Ver demostración en [7], Caṕıtulo VI, Sección 4. �

Figura 1.2: Flujo Tubular
Fuente: Elaboración propia.
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1.5. Aplicación de Poincaré

Definición 1.5.1. Sean E : dx
dt

= F (x) una ecuación diferencial de clase C r (resp.
anaĺıtica) con r ≥ 1, U ⊂ Rn abierto y A ⊂ Rn−1 abierto. Llamaremos sección
transversal en un punto a de E de clase C r (resp. anaĺıtica) a la imagen de una
aplicación σ : A → U de clase C r (resp. anaĺıtica) tal que Dσ(a)(Rn−1) y F (σ(a))
generan el espacio Rn.

Figura 1.3: Sección transversal en a
Fuente: Elaboración propia.

Proposición 1.5.2. (Aplicación de Poincaré) Sea γ una órbita no singular de la
ecuación diferencial E, sean p, q dos puntos de γ con q = Φ(p, t0), t0 6= 0, y sean
Σp y Σq dos secciones transversales en p y q respectivamente. Existe una sección
transversal local Σ̄p ⊂ Σp en p, un C r-difeomorfismo h : Σ̄p → h(Σ̄p) ⊂ Σq y una
función de clase C r, η : Σ̄p → R tales que para todo x ∈ Σ̄p

h(x) = Φ(x, t0 + η(x)), η(p) = 0.

Demostración. Ver demostración en [7], Caṕıtulo VI, Sección 6. �

El difeomorfismo h y la función η son anaĺıticos si E es una ecuación diferencial
anaĺıtica.

Supongamos que la órbita γ es periódica de peŕıodo T y p = q = Φ(p, T ). Eli-
giendo Σp = Σq, la aplicación h : Σ̄p → Σp es un C r difeomorfismo sobre su imagen,
llamada aplicación de retorno de Poincaré de la órbita γ evaluada sobre la sección
transversal Σp.

Daremos a continuación la definición de Policiclo que será un elemento importante
en el Caṕıtulo 3.
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Definición 1.5.3. Un policiclo P es una unión conexa finita de singularidades (vérti-
ces del policiclo) y curvas integrales (lados del policiclo) de E, que posee una aplica-
ción de retorno R; es decir, existe una sección transversal Σ, imagen de una curva
anaĺıtica

σ : [0, 1]→ R2, σ(0) ∈ P,

tal que la curva integral que pasa por σ(s) intersecta nuevamente a Σ, una primera
vez, en un punto σ(R(s)), para s suficientemente pequeño.

Figura 1.4: Dos ejemplos de policiclos a la izquierda. El de la derecha no es un
policiclo.

Fuente: Elaboración propia.

Observemos que la función R define una aplicación de Poincaré “generalizada”
evaluada sobre la transversal Σ.
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Caṕıtulo 2

Desarrollos asintóticos

El objetivo de este caṕıtulo es el estudio de las funciones definidas en una ve-
cindad de 0 en R+, de clase C∞ fuera de cero [6]. Primeramente, en la sección uno,
estudiamos el anillo de Dulac y los objetos formales asociados. En la sección dos,
consideramos el caso particular de las llamadas series de Dulac, que conforman un
grupo con la composición de series. Finalmente, en la sección tres, estudiamos las
funciones que poseen un desarrollo asintótico de Dulac.

2.1. Anillo de Dulac

Las series que consideraremos en esta sección, son una extensión de las series de
Taylor. Estudiaremos sus propiedades.

Definición 2.1.1. Se llama monomio de Dulac a un monomio del tipo:

yα = xλ(− log x)p,

con x > 0 y α = (λ, p), donde λ ∈ R+, p ∈ N ∪ {0} y la función log es el logaritmo
natural.

Proposición 2.1.2. El producto de dos monomios de Dulac es un monomio de
Dulac. Más precisamente se tiene que yα · yβ = yα+β.

Demostración. Sean yα e yβ dos monomios de Dulac con α = (λ1, p1) y β = (λ2, p2),
es decir,

yα = xλ1(− log x)p1 , yβ = xλ2(− log x)p2 .

Se tiene
yα · yβ = (xλ1(− log x)p1) · (xλ2(− log x)p2)

= xλ1+λ2(− log x)p1+p2

= yα+β.

�
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Consideraremos el siguiente orden en R+ × N0:

(λ1, p1) ≤ (λ2, p2) si λ1 < λ2 o si λ1 = λ2 y p1 ≥ p2.

Este orden corresponde al orden lexicográfico de los pares (λ,−p). Observemos
que si α < β entonces ĺımx→0+

yβ
yα

= 0.

Sea Â el conjunto de las series

f̂ = a+
∑
n∈N

anyαn ,

donde a, an ∈ R y αn = (λn, pn) ∈ R+ × N0 son tales que {αn} es estrictamente
creciente con λn →∞, si n→∞.

De acuerdo con el orden escogido en R+×N0, es claro que para un λn fijo, existe
un número finito de pn ∈ N tal que el monomio yαn , donde αn = (λn, pn), aparece
en la serie f̂ . Aśı, un elemento f̂ ∈ Â se escribe

f̂(x) = a+
∑
n∈N

xλnPn(− log x), x > 0,

donde {λn} es una sucesión estrictamente creciente, no acotada de números reales po-
sitivos y Pn(X) son polinomios con coeficientes reales. El conjunto {λn : n ∈ N}∪{0}
lo denotaremos por Λf̂ .

Si λ ∈ R, se denota por jλf̂ el truncado de f̂ al orden λ, es decir, si λ ≥ λ1,

jλf̂(x) = a+
∑
λn≤λ

xλnPn(− log x).

Si 0 ≤ λ < λ1, jλf̂(x) = a y si λ < 0, jλf̂(x) = 0.

Definición 2.1.3. Sea f̂ no nula. Se define el orden de f̂ como el más pequeño
λ ≥ 0 tal que el truncado jλf̂(x) es distinto de cero. El orden de f̂ ∈ Â se denota
por ord(f̂).

Proposición 2.1.4. El conjunto Â es un anillo con la suma y producto de series
usuales. Se tiene que Λf̂+ĝ ⊂ Λf̂ ∪ Λĝ y Λf̂ ·ĝ ⊂ Λf̂ + Λĝ.

Demostración. Sean

f̂(x) = a+
∑
n∈N

xλnPn(− log x) y ĝ(x) = b+
∑
n∈N

xµnQn(− log x),
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elementos en Â con x > 0. Considerando la sucesión {βn} (estrictamente creciente),
donde {βn : n ∈ N} = Λf̂ ∪ Λĝ, podemos escribir

f̂(x) = a+
∑
n∈N

xβnR1
n(− log x)

y

ĝ(x) = b+
∑
n∈N

xβnR2
n(− log x),

donde R1
n = Pn, si βn = λn y R1

n = 0 si βn = µn. Análogamente R2
n = Qm, si βn = µn

y R2
n = 0 si βn = λn.

La demostración se sigue de la misma forma que las series de potencias. �

Definición 2.1.5. Diremos que una sucesión {f̂n} en Â es convergente en Â si existe
f̂ ∈ Â tal que

∀λ > 0,∃k ∈ N : n ≥ k ⇒ jλf̂n = jλf̂ .

Observemos que si la sucesión {f̂n} verifica:

∀λ > 0,∃ k ∈ N : r, s ≥ k ⇒ jλf̂r = jλf̂s,

entonces es convergente.

Proposición 2.1.6. Si {f̂n} es una sucesión en Â tal que ord(f̂n) tiende a∞ cuando
n tiende a ∞ entonces la serie

∑
f̂n converge en Â.

Demostración. Como ord(f̂n) → ∞ cuando n → ∞, para λ > 0, existe k ∈ N tal
que λ < ord(f̂n) para todo n ≥ k. Sea

Ŝn = f̂1 + f̂2 + · · ·+ f̂n.

Se tiene que
jλŜn = jλf̂1 + jλf̂2 + · · ·+ jλf̂n.

Si n > k se tiene que jλf̂n = 0, esto implica que ∀n > k se cumple que

jλŜn = jλf̂1 + jλf̂2 + · · ·+ jλf̂k = jλŜk.

Por lo tanto, {Ŝn} converge en Â. �

Sea Â0 el subanillo de Â de las series con término constante cero. Es decir, si
f̂(x) pertenece a Â0 entonces f̂(x) se escribe de la forma:

f̂(x) =
∑
n∈N

xλnPn(− log x), x > 0,

con {λn} una sucesión estrictamente creciente no acotada de números reales positi-
vos y Pn(X) polinomios con coeficientes reales.
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Proposición 2.1.7. Si f̂ ∈ Â0 entonces la serie
∑

n∈N0
anf̂

n, con an ∈ R, converge

en Â. Cuando f̂ es no nula y los coeficientes an no son todos iguales a cero, el orden
de esta serie es o bien cero si a0 6= 0, o bien n0 · ord(f̂), donde n0 es el ı́ndice n más
pequeño tal que an es no nulo.

Demostración. Sea f̂ ∈ Â0, no nula. Como

Λf̂n =
{∑

λipi : λi ∈ Λf̂ , pi ∈ N,
∑

pi = n
}
,

el orden de f̂n es igual a n · ord(f̂) y aśı ord(f̂n) tiende a ∞ cuando n tiende a ∞.
Por la Proposición 2.1.6 se tiene que la serie Ŝ =

∑
anf̂

n converge en Â.

Además, si a0 6= 0 entonces Ŝ = a0 +
∑

n∈N anf̂
n, por lo tanto ord(Ŝ) = 0. Si

a0 = a1 = · · · = an0−1 = 0 y an0 6= 0 entonces el orden de la serie Ŝ es igual a
ord(f̂n0), es decir, es igual a n0 · ord(f̂). �

Corolario 2.1.8. Si µ ∈ R y f̂ ∈ Â0 entonces las series

(1 + f̂)µ = 1 +
∑
n≥1

µ · (µ− 1) · · · (µ− n+ 1)

n!
f̂n

y

log(1 + f̂) =
∑
n≥1

(−1)n−1

n
f̂n,

convergen en Â.

Demostración. Por la proposición anterior, ambas series convergen en Â. El orden
de la serie (1 + f̂)µ es cero. Por otro lado, el orden de la serie log(1 + f̂) es igual al
orden de f̂ , y en particular log(1 + f̂) pertenece al subanillo Â0 de Â. �

2.2. Grupo Formal de Dulac

En esta sección estudiaremos un subconjunto del anillo de Dulac que conforma
un grupo con la composición de series.

Se denota por D̂ el conjunto de las series del tipo siguiente:

ϕ̂(x) = axλ +
∑
k≥1

xλkPk(log x),

donde a > 0, 0 < λ < λ1, {λn} es una sucesión estrictamente creciente no acotada
de números reales positivos y Pk(X) son polinomios con coeficientes reales.
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Observemos que los elementos en el conjunto D̂ se pueden escribir de la forma:

ϕ̂(x) = axλ(1 + f̂(x)),

donde a > 0, λ > 0 y f̂ ∈ Â0.

Proposición 2.2.1. Sea ϕ̂(x) = axλ(1 + f̂(x)), un elemento en D̂.

1. La serie (ϕ̂(x))µ definida por aµxλµ(1+ f̂(x))µ pertenece a D̂ si µ > 0. Además

esta serie es igual a aµxλµ + ĥ(x), donde ĥ pertenece a Â0 y cuyo orden es
λµ+ ord(f̂).

2. Si µ > 0, m ∈ N y log ϕ̂(x) es la serie λ log x+ log a+ log(1 + f̂(x)) entonces

(ϕ̂(x))µ (− log ϕ̂(x))m es una serie en Â0. El orden de esta serie es igual al
orden de (ϕ̂(x))µ.

3. La serie
∑

n∈N(ϕ̂(x))µnPn(− log ϕ̂(x)) converge en Â0 si la sucesión {µn} ⊂ R+

es estrictamente creciente no acotada y los Pn(X) son polinomios con coeficien-
tes reales.

Demostración. 1. Sea ϕ̂(x) = axλ(1 + f̂(x)) ∈ D̂ con f̂ ∈ Â0. Por el Corolario 2.1.8,
se tiene que (1 + f̂(x))µ ∈ Â, y es igual a una serie del tipo 1 + ĝ(x) con ĝ ∈ Â0 y
ord(ĝ) = ord(f̂).

Aśı,
ϕ̂(x)µ = aµxλµ(1 + f̂(x))µ

= aµxλµ(1 + ĝ(x)),

con ĝ ∈ Â0. Por lo tanto, si µ > 0 entonces (ϕ̂(x))µ ∈ D̂. Denotando por ĥ(x) el
producto aµxλµ · ĝ(x), se tiene que (ϕ̂(x))µ = aµxλµ + ĥ(x) con ĥ ∈ Â0. Además,
ord(ĥ) = λµ+ ord(ĝ) = λµ+ ord(f̂). Con esto se demuestra la parte 1.

2. Como log ϕ̂(x) es la serie λ log x+ log a+ log(1 + f̂(x)), por lo que acabamos
de demostrar, se tiene que

(ϕ̂(x))µ (− log ϕ̂(x))m =
(
aµxλµ + ĥ(x)

)(
−λ log x− log a− log(1 + f̂(x))

)m
,

con ĥ ∈ Â0 cuyo orden es mayor que λµ. Denotemos por ŝ(x) la serie log(1 + f̂(x)).
Por el Corolario 2.1.8 sabemos que ŝ(x) ∈ Â0. Aśı,

(ϕ̂(x))µ (− log ϕ̂(x))m = aµxλµ (−λ log x− log a− ŝ(x))m+ĥ(x)(−λ log x−log a−ŝ(x))m.
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Desarrollando la potencia (−λ log x − log a − ŝ(x))m y multiplicándola respecti-
vamente por aµxλµ y por ĥ(x), obtenemos una serie perteneciente a Â0. Más preci-
samente,

(ϕ̂(x))µ (− log ϕ̂(x))m = aµxλµ(−λ log x)m + r̂(x),

con r̂(x) ∈ Â0 y ord(r̂) > λµ.

De aqúı se obtiene que el orden de (ϕ̂(x))µ (− log ϕ̂(x))m es λµ que coincide con
el orden de ϕ̂µ.

3. Observemos que (ϕ̂(x))µPn (− log ϕ̂(x)) es una suma finita de elementos del
tipo (ϕ̂(x))µ (− log ϕ̂(x))m. Por lo tanto (ϕ̂(x))µPn (− log ϕ̂(x)) pertenece a Â0

De la parte 2, el orden de (ϕ̂(x))µnPn (− log ϕ̂(x)) es igual al orden de (ϕ̂(x))µn ,
es decir, es igual a µn · ord(ϕ̂(x)). Si {µn} es una sucesión estrictamente creciente
no acotada de números reales positivos, entonces µn · ord(ϕ̂(x)) tiende a ∞ cuando
n tiende a ∞. Aśı por la Proposición 2.1.6, la serie

∑
n∈N(ϕ̂(x))µnPn(− log ϕ̂(x))

pertenece a Â. Como el orden de esta serie es distinto de cero, ella pertenece a
Â0. �

Corolario 2.2.2. Sea ϕ̂ en D̂.

1. Si ψ̂(x) pertenece a Â y es de la forma a +
∑

n∈N x
µnPn(− log x), entonces la

serie ψ̂ ◦ ϕ̂ definida por

ψ̂ ◦ ϕ̂(x) = a+
∑
n∈N

(ϕ̂(x))µnPn(− log ϕ̂(x))

pertenece a Â.

2. Si ψ̂(x) pertenece a D̂ entonces ψ̂ ◦ ϕ̂(x) pertenece a D̂.

Demostración. 1. Es directa de la parte 3 de la proposición anterior.

2. Si ψ̂(x) es un elemento en D̂, es decir, a = 0 y P1(X) = c es una constante
real positiva, se tiene que la compuesta cumple

∑
n∈N

(ϕ̂(x))µnPn(− log ϕ̂(x)) = c(ϕ̂(x))µ1 +
∑
n≥2

(ϕ̂(x))µnPn(− log ϕ̂(x)).

Por lo tanto, de la Proposición 2.2.1 se tiene que ψ̂ ◦ ϕ̂ es un elemento en D̂. �

Observemos que el orden de ψ̂ ◦ ϕ̂ es la multiplicación del orden de ψ̂ con el de
ϕ̂.
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Proposición 2.2.3. Sea ϕ̂ ∈ D̂, la función Hϕ̂ : Â0 → Â0 definida por Hϕ̂(ĝ) = ĝ◦ϕ̂,

es un automorfismo de Â0.

Demostración. Debemos demostrar que la función Hϕ̂ es un homomorfismo de anillos
biyectivo. La demostración de que Hϕ̂ es un homomorfismo de anillos es inmediata

pues se cumple que dados ĝ y ĥ dos elementos en Â0, se tiene

Hϕ̂(ĝ + ĥ) = (ĝ + ĥ) ◦ ϕ̂ = ĝ ◦ ϕ̂+ ĥ ◦ ϕ̂ = Hϕ̂(ĝ) +Hϕ̂(ĥ),

y
Hϕ̂(ĝ · ĥ) = (ĝ · ĥ) ◦ ϕ̂ = (ĝ ◦ ϕ̂) · (ĥ ◦ ϕ̂) = Hϕ̂(ĝ) ·Hϕ̂(ĥ).

Falta demostrar que Hϕ̂ es biyectiva. Es suficiente, considerar el caso

ϕ̂(x) = x(1 + f̂(x)).

En efecto, sean ϕ̂(x) = axλ(1 + f̂(x)) ∈ D̂ y ϕ̂1(x) = x(1 + f̂1(x)) con f̂1(x) =

f̂
((

x
a

) 1
λ

)
. Para ĥ ∈ Â0, se quiere demostrar que existe un único ĝ ∈ Â0 tal que

Hϕ̂(ĝ) = ĥ, es decir, ĝ ◦ ϕ̂ = ĥ.

Si Hϕ̂1 es un automorfismo de Â0 entonces, para ĥ1(x) = ĥ
((

x
a

) 1
λ

)
, existe un

único ĝ ∈ Â0 tal que ĝ ◦ ϕ̂1 = ĥ1.

Componiendo a la derecha por la función axλ se tiene que

ĝ ◦ ϕ̂1(axλ) = ĥ1(axλ),

lo que implica que

ĝ
(
axλ

(
1 + f̂1

(
axλ
)))

= ĥ1(axλ).

Al reemplazar f1 se tiene que

ĝ

(
axλ

(
1 + f̂

((
axλ

a

) 1
λ

)))
= ĥ

((
axλ

a

) 1
λ

)
,

por lo tanto

ĝ
(
axλ(1 + f̂(x))

)
= ĥ(x).

Aśı,
ĝ ◦ ϕ̂(x) = ĥ(x).

Demostremos entonces la proposición en el caso en que ϕ̂(x) = x(1 + f̂(x)).
Probaremos que, para ĥ =

∑
hn ∈ Â0 dado, donde hn(x) = xαnQn(− log x), existe

un único ĝ =
∑
gn ∈ Â0 donde gn(x) = xµnPn(− log x), tal que ĥ = ĝ ◦ ϕ̂. En efecto,
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sea ĥ =
∑
hn ∈ Â0. Calculemos los términos gn(x). Por la Proposición 2.2.1 item 2.

se tiene que

gn ◦ ϕ̂(x) = xµnPn (− log x) + r̂n(x),

donde r̂n ∈ Â0 y ord(r̂n) = µn + ord(f̂). Es decir

gn ◦ ϕ̂(x) = gn(x) + r̂n(x). (2.1)

Luego,
ĥ = ĝ ◦ ϕ̂⇔ ĥ = g0 ◦ ϕ̂+ g1 ◦ ϕ̂+ · · ·

lo que es equivalente a
ĥ = g0 + r̂0 + g1 ◦ ϕ̂+ · · · .

Aśı,
g0 = h0,

Escribamos ĝ de la forma ĝ = g0 + ĝ1. Se tiene ĥ = ĝ ◦ ϕ̂, por lo tanto

ĥ = (g0 + ĝ1) ◦ ϕ̂

que es equivalente a

ĥ− g0 ◦ ϕ̂ = ĝ1 ◦ ϕ̂.

Por lo tanto

ĥ− g0 − r̂0 = ĝ1 ◦ ϕ̂.

Finalmente, reemplazando g0 por h0 se tiene que

ĥ− h0 − r̂0 = ĝ1 ◦ ϕ̂.

Se tiene que
ord(r̂0) = µ0 + ord(f̂)

= α0 + ord(f̂)

= ord(ĥ) + ord(f̂)

y
ord(ĥ− h0) = α1 > α0.

A la serie ĥ− h0 − r̂0 la denotamos por Ĥ1. Observemos que ord(Ĥ1) > ord(ĥ).
Aśı, ĥ = ĝ ◦ ϕ̂ si y sólo si Ĥ1 = ĝ1 ◦ ϕ̂. Escribiendo ĝ1 de la forma g1 + ĝ2 se tiene

Ĥ1 = g1 ◦ ϕ̂+ ĝ2 ◦ ϕ̂.
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De la igualdad (2.1), se tiene

Ĥ1(x) = g1 ◦ ϕ̂(x) + ĝ2 ◦ ϕ̂
= g1(x) + r̂1(x) + ĝ2 ◦ ϕ̂.

De manera general, se calcula gn con ayuda de la fórmula

Ĥn = ĥ− g0 ◦ ϕ̂− g1 ◦ ϕ̂− · · · − gn−1 ◦ ϕ̂ = ĝn ◦ ϕ̂,

donde ĝn es la serie que cumple ĝ = g0 + g1 + · · · + gn−1 + ĝn. Se tiene que
ord(Ĥn) > ord(Ĥn−1).

De esta manera se tiene la sucesión estrictamente creciente {ord(Ĥn)}n∈N. Pro-
bemos que posee una subsucesión {ord(Ĥnm)}m∈N tal que ord(Ĥnm) ≥ ord(ĥ) +
m · ord(f̂). En efecto, sabemos que los exponentes αn que aparecen en ĥ cumplen
que αn → ∞ si n → ∞, por lo tanto existe k ∈ N tal que si n > k entonces
αn ≥ α0 + ord(f̂). Sea n1 el ı́ndice n más pequeño tal que αn ≥ α0 + ord(f̂). Por lo
tanto para n1 se tiene

Ĥn1 = hn1 + hn1+1 + · · · − r̂0 − r̂1 − · · · − r̂n1−1,

donde r̂i ∈ Â0 son de orden αi + ord(f̂). Más precisamente, podemos decir que

Ĥn1 = k0 + k1 + · · ·+ kn + · · · ,

donde ki(x) son del tipo xλiSi(− log x), con λ0 ≥ α0 + ord(f̂) y los λi son estricta-
mente crecientes no acotados, los Si(X) polinomios con coeficientes reales. El mis-
mo argumento que antes, muestra que existe un ı́ndice n2 ∈ N, n2 > n1 tal que
ord(Ĥn2) ≥ α0 + 2ord(f̂). En general se obtiene una sucesión {nm}m≥1 estrictamen-

te creciente de N tal que ord(Ĥnm) ≥ α0 + m · ord(f̂). Por lo tanto ord(Ĥn) → ∞
si n→∞. Aśı, ĝ es una serie de Â0 y está únicamente determinada por ĥ. Con esto
hemos demostrado que la función Hϕ̂ es sobreyectiva.

Con esto se demuestra que Hϕ̂ es un automorfismo de Â0. �

Teorema 2.2.4. El conjunto D̂ es un grupo con la composición definida en el Co-
rolario 2.2.2. Este grupo opera sobre el anillo Â por composición a la derecha. Más
precisamente dados f̂ ∈ Â y ϕ̂ ∈ D̂ se tiene que f̂ ◦ ϕ̂ ∈ Â.

Demostración. Por el Corolario 2.2.2 ı́tem 2, se tiene que D̂ es cerrada para la com-
posición de series.

Sea ϕ̂(x) = axλ(1 + ϕ̂1(x)) ∈ D̂, con a > 0, ϕ̂1 ∈ Â0. Demostremos que la inversa
de ϕ̂ ∈ D̂ pertenece a D̂.
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La inversa de ϕ̂ es una serie ϕ̂−1 que verifica ϕ̂(ϕ̂−1(x)) = x. Aśı, ϕ̂−1 es la serie

ϕ̂−1(x) =
(
x
a

) 1
λ + ĝ(x), donde la serie ĝ verifica

x = x(1 + ϕ̂1(x))
1
λ + ĝ ◦ ϕ̂(x).

La serie ĥ(x) = x−x(1+ϕ̂1(x))
1
λ pertenece a Â0. La Proposición 2.2.3 afirma que

existe ĝ ∈ Â0 tal que ĝ ◦ ϕ̂(x) = ĥ(x). Luego ĝ esta determinada por la proposición
anterior.

Además, de la Proposición 2.2.3 se tiene que si f̂ ∈ Â y ϕ̂ ∈ D̂ entonces f̂ ◦ ϕ̂ ∈
Â. �

2.3. Grupo de Dulac

En esta sección estudiaremos las funciones que poseen un desarrollo asintótico de
Dulac.

Definición 2.3.1. Sea f :]0, δ[→ R, δ > 0, una función de clase C∞. Se dice que f
posee un desarrollo asintótico f̂(x) = a+

∑
k∈N x

λkPk(− log x) en Â si

f(x) = a+
n∑
k=1

xλkPk(− log x) + o(xλn), (2.2)

para todo n ∈ N, donde o(xλn) denota una función r(x) tal que ĺımx→0+
r(x)
xλn

= 0.

Si n ∈ N y la igualdad (2.2) se cumple, se dice que la suma finita

a+
n∑
k=1

xλkPk(− log x),

es un desarrollo asintótico de f a la precisión λn. Cuando f̂ es no nula la parte
principal de f es a si a 6= 0. Si a = 0, entonces la parte principal es asx

λs(− log x)ms

donde λs = ord(f̂), as y ms son, respectivamente, el coeficiente principal y el grado
del polinomio Ps(X). Se denota por A y A0 los conjuntos de las funciones reales de
clase C∞ definidas a la derecha de cero, que poseen un desarrollo asintótico en Â y
en Â0 respectivamente.
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Proposición 2.3.2. .

1. Si f admite un desarrollo asintótico f̂ en Â, éste es único.

2. A es un anillo con la suma y producto de funciones. La aplicación f 7→ f̂ de
A en Â es un homomorfismo de anillos.

Demostración. 1. Sea f ∈ A. Si f̂(x) = a0 +
∑

k≥1 akx
λk(− log x)mk ∈ Â es un

desarrollo asintótico de f con (λk,mk) estrictamente creciente, se tiene

ĺım
x→0+

f(x) = a0

y

ĺım
x→0+

(
f(x)− a0 −

s−1∑
k=1

akx
λk(− log x)mk

)
/xλs(− log x)ms = as.

Por la unicidad del ĺımite, los coeficientes ak de f̂ están únicamente determinados
por f . Lo que demuestra que f̂ es único.

2. Sean f y g funciones en el conjunto A cuyos desarrollos asintóticos respectivos
son

f̂(x) = a+
∑
k≥1

xλkPk(− log x) y ĝ(x) = b+
∑
k≥1

xαkQk(− log x).

Veamos que f̂ + g = f̂ + ĝ y f̂ · g = f̂ · ĝ.
Para r y s números naturales se tiene que

f(x) = a+
r∑

k=1

xλkPk(− log x) + o(xλr) y g(x) = b+
s∑

k=1

xαkQk(− log x) + o(xαs).

Para la suma se asocian los términos con los mismos exponentes, se reordenan en
orden creciente y no se consideran los términos que cumplan con xαjQj(− log x) =
o(xλr) y xλkPk(− log x) = o(xαs). Al hacer esto, la precisión obtenida es la más pe-
queña de las precisiones de los dos desarrollos. Aśı, para obtener el desarrollo de f+g
con una precisión δ, se eligen r y s tales que λr y αs sean mayores o iguales a δ, y no

se consideran los términos que son despreciables con respecto a xδ. Aśı, f̂ + g = f̂+ĝ.

Para el producto, se reagrupan los términos axαkQk(− log x), bxλkPk(− log x)
y xλj+αkPj(− log x)Qk(− log x) (recordemos que el producto de monomios de Du-
lac es un monomio del mismo tipo, por lo tanto, xλj+αkPj(− log x)Qk(− log x) =
xλj+αkS(− log x)). Luego de ello, no se consideran los términos que son despreciables
con respecto a xλ+αs o a xλr+α donde λ = ord(f̂) y α = ord(ĝ) y la precisión que se
obtiene es la menor entre λ + αs y λr + α. Por lo tanto para obtener el desarrollo
de f · g con una precisión δ, se eligen r y s tales que λ + αs y λr + α sean mayores
o iguales a δ y no se consideran los términos despreciables con respecto a xδ. Por lo
tanto, f̂ · g = f̂ · ĝ. �
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Definición 2.3.3. Se denota por D el subconjunto de A de difeomorfismos f :]0, δ[→
]0, ε[ de clase C∞, que poseen un desarrollo asintótico f̂ en D̂ Se dice que f̂ es el
desarrollo asintótico de Dulac de f .

Teorema 2.3.4. El conjunto D con la composición de funciones es un grupo que
opera sobre el anillo A por composición a la derecha. Más precisamente, si f ∈ A y

ϕ ∈ D entonces f ◦ ϕ ∈ A y además f̂ ◦ ϕ = f̂ ◦ ϕ̂.

Demostración. Sean f ∈ A y ϕ ∈ D,

f̂(x) = a+
∑
k≥1

xλkPk(− log x) y ϕ̂(x) = bxα

(
1 +

∑
k≥1

xαkQk(− log x)

)
,

sus desarrollos asintóticos respectivos.

Para r y s naturales, se tiene:

f(x) = a+
r∑

k=1

xλkPk(− log x) + o(xλr)

y

ϕ(x) = bxα

(
1 +

s∑
k=1

xαkQk(− log x) + o(xαs)

)
,

con b y α números reales estrictamente positivos. Aśı,

f ◦ ϕ(x) = a+
r∑

k=1

(ϕ(x))λkPk(− logϕ(x)) + o((ϕ(x))λr),

donde

(ϕ(x))λk = bλkxλkα

(
1 +

s∑
k=1

xαkQk(− log x) + o(xαs)

)λk

(2.3)

y

Pk(− logϕ(x)) = Pk

(
− log b− α log x− log

(
1 +

s∑
k=1

xαkQk(− log x) + o(xαs)

))
.

Por lo tanto, la función ϕλkPk(− logϕ) posee un desarrollo asintótico en Â0, de
orden αλk y precisión αλk + αs. Observemos que o(ϕ(x)λr) = o(xαλr).

Se agrupan los términos de los desarrollos de las funciones ϕλkPk(− logϕ), luego
se eliminan todos los que son despreciables con respecto a xαλ1+αs o con respecto
a xαλr . Aśı, para obtener el desarrollo de la compuesta f ◦ ϕ a una precisión δ, se
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escogen los naturales r y s de modo que δ sea el menor entre αλr y αλ1 + αs, y no
se consideran los términos que son despreciables con respecto a xδ. Se tiene aśı que

f̂ ◦ ϕ = f̂ ◦ ϕ̂ y por lo tanto f ◦ ϕ ∈ A.

Si f es un elemento en D, es decir si su parte principal es del tipo cxλ con c y λ
reales estrictamente positivos entonces se tiene que la parte principal de f ◦ ϕ(x) es
cbλxλα. Aśı se concluye que f ◦ ϕ ∈ D.

Falta demostrar que si ϕ̂(x) = axλ(1+ ϕ̂1(x)) es el desarrollo asintótico de ϕ ∈ D
entonces el desarrollo asintótico de la inversa ϕ−1 es ϕ̂−1(y) =

(
y
a

) 1
λ + ĝ(y) donde

ĝ ∈ Â0 está dada por
x = x(1 + ϕ̂1(x))

1
λ + ĝ ◦ ϕ̂(x). (2.4)

(Ver la Proposición 2.2.3). En efecto, ĝ se escribe

ĝ(y) =
∑

gk(y) donde gk(y) = yαkQk(− log y),

con αk > 0 y Qk(X) un polinomio con coeficientes reales. Debemos demostrar que
para todo n ∈ N

ĺım
y→0

(
ϕ−1(y)−

(y
a

) 1
λ −

∑
k≤n

gk(y)

)
/yαn = 0.

Para ello, consideramos el cambio de variable x = ϕ−1(y). Se calcula ĺımx→0
H(x)

(ϕ(x))αn

con H(x) = x −
(
ϕ(x)
a

) 1
λ −

∑
k≤n gk ◦ ϕ(x). De (2.4) se deduce que el desarrollo

asintótico de H es
∑

k≥n+1 gk ◦ ϕ̂(x). Se deduce que

ĺım
x→0

H(x)/(ϕ(x))αn = 0.

�
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Caṕıtulo 3

Aplicación a la Familia Loud

La forma normal Loud

E :

{
dx
dt

= −y +Bxy
dy
dt

= x+Dx2 + Fy2,

con B,D, F ∈ R, posee un centro en el origen. En este caṕıtulo, consideraremos el
caso B = 1, D = 0 y F ∈]− 1

2
, 0[. La frontera de la banda de órbitas periódicas que

rodean al centro, tiene 2 componentes conexas, una es el centro mismo y la otra es
una unión de 2 órbitas regulares y 2 sillas hiperbólicas.

En [2], los autores estudian las funciones pasaje de esquina de E, dejando con-
jeturadas algunas ĺıneas, donde una de ellas es el segmento que consideraremos en
este caṕıtulo. Nos interesa estudiar la función pasaje de esquina asociada a una de
las sillas hiperbólicas. De [1] y [4], sabemos que estas funciones tienen un desarrollo
asintótico de Dulac. El objetivo de este caṕıtulo es calcular su parte principal, es
decir, el primer término no nulo de dicho desarrollo, debido a que ésto nos indica el
comportamiento de la función.

3.1. Existencia de un policiclo

Esta sección estará enfocada en demostrar que la familia Loud con B = 1, D = 0
y F ∈]−1

2
, 0[: {

dx
dt

= −y + xy
dy
dt

= x+ Fy2,
(3.1)

posee un policiclo formado por dos sillas hiperbólicas y dos órbitas regulares.
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Denotaremos por XF el campo de vectores asociado al sistema (3.1). Aśı,

XF : R2 → R2

(x, y) 7→ XF (x, y) = (−y + xy, x+ Fy2).

Las singularidades de (3.1) son los puntos (x, y) tales que XF (x, y) = (0, 0), las cuales

son (0, 0),
(

1,
√

1
−F

)
y
(

1,−
√

1
−F

)
.

La matriz jacobiana del campo de vectores XF en un punto (x, y) es:

JXF (x, y) =

(
y −1 + x
1 2Fy

)
.

En el punto (0, 0), la matriz

JXF (0, 0) =

(
0 −1
1 0

)
tiene como valores propios a λ1 = i, λ2 = −i, por lo que (0, 0) podŕıa ser un foco o
bien un centro. Se deduce que (0, 0) es un centro porque el sistema (3.1) es simétrico
con respecto al eje x, es decir, el sistema (3.1) es invariante bajo la transformación
(x, y, t)→ (x,−y,−t). En efecto, se tiene que

∇(x(−t),−y(−t)) = XF (x, y).

En efecto,

∇(x(−t),−y(−t)) = (dx
dt

(−t) · (−1),−dy
dt

(−t) · (−1))

= (−dx
dt

(−t), dy
dt

(−t))
= (−(y − xy), x+ F (−y)2) = XF (x, y).

Aśı, el sistema (3.1) tiene un centro en el origen.

Ahora, los valores propios de la matriz

JXF

(
1,

√
1

−F

)
=

(√
1
−F 0

1 −2
√
−F

)

son λ1 =
√

1
−F > 0 y λ2 = −2

√
−F < 0. Por lo tanto, el punto singular

(
1,
√

1
−F

)
es una silla hiperbólica.

El punto
(

1,−
√

1
−F

)
es también una silla hiperbólica ya que la matriz

JXF

(
1,−

√
1

−F

)
=

(
−
√

1
−F 0

1 2
√
−F

)
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tiene como valores propios a λ1 = −
√

1
−F < 0 y a λ2 = 2

√
−F > 0.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento local de cada solución de equilibrio
del sistema (3.1)

Proposición 3.1.1. La función HF : R2 → R, definida por

HF (x, y) = (1− x)−2F

(
y2

2
+

1− x
1− 2F

+
1

2F

)
,

con F ∈]− 1
2
, 0[, es una integral primera del campo XF .

Demostración. Recordemos que HF es una integral primera de XF si para todo
(x, y) ∈ R2, se tiene

〈∇HF (x, y), XF (x, y)〉 = 0.

En efecto, tenemos
∂HF

∂x
(x, y) = (1− x)−2F−1(Fy2 + x)

y
∂HF

∂y
(x, y) = (1− x)−2Fy.

Aśı,

〈∇HF , XF 〉(x, y) =
(
(1− x)−2F−1(Fy2 + x)

)
(−y + xy) + (1− x)−2Fy(x+ Fy2)

= −y(1− x)−2F−1(Fy2 + x)(1− x) + y(1− x)−2F (x+ Fy2)
= −y(1− x)−2F (Fy2 + x) + y(1− x)−2F (x+ Fy2)
= 0,

lo que demuestra la proposición. �

De la proposición anterior, las curvas 1 − x = 0 y y2

2
+ 1−x

1−2F
+ 1

2F
= 0 son

curvas invariantes del sistema (3.1), que corresponden a las curvas de nivel cero de

HF . Estas curvas se intersectan en las sillas
(

1,
√

1
−F

)
,
(

1,−
√

1
−F

)
(ver figura 3.1).

Como el centro (0, 0) pertenece a la región que ellas encierran (a la izquierda de
la recta x = 1), obtenemos un policiclo PF cuya aplicación de retorno es la apli-
cación identidad, los vértices de PF son las sillas hiperbólicas antes mencionadas

y sus lados son el segmento de recta
{
x = 1, −

√
1
−F < y <

√
1
−F

}
y la curva{

y2

2
+ 1−x

1−2F
+ 1

2F
= 0, x < 1

}
. Este policiclo está recorrido en el sentido como se

indica en la Figura 3.1. Aśı, la frontera de la región formada por las órbitas cerradas
tiene dos componentes conexas, el centro y el policiclo PF .
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Figura 3.1: Policiclo PF y las singularidades de (3.1)
Fuente: Elaboración propia.

3.2. Función pasaje de esquina.

En esta sección calcularemos el primer término no nulo del desarrollo asintótico
de Dulac de la función pasaje de esquina asociada a una de las sillas hiperbólicas del
sistema (3.1).

Consideremos secciones transversales Σ y Π del campo XF , imágenes respectivas
de las funciones:

σ :]− δ, δ[ → R2

s 7→ σ(s) = (1− s, 0),

y
π :]− ε, ε[ → R2

s 7→ π(s) =
(

1
2F

+ s, 0
)
,

donde δ > 0, ε > 0 son suficientemente pequeños tales que si 0 < s < δ, la semiórbita
positiva de (3.1) que pasa por σ(s) intersecta a Π, una primera vez, en π(R(s)), con
0 < R(s) < ε (esto se garantiza por la continuidad de las soluciones de (3.1) con
respecto a las condiciones iniciales, ver Teorema 1.2.13).

La imagen Σ de σ es un intervalo sobre el eje x, que intersecta transversalmente
a PF en el punto (1, 0), y la imagen Π de π es también un segmento sobre el eje x,
que intersecta transversalente a PF en ( 1

2F
, 0), punto que corresponde al vértice de

la parábola y2

2
+ 1−x

1−2F
+ 1

2F
= 0 (ver Figura 3.2)
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Figura 3.2: Definición de la función R.
Fuente: Elaboración propia.

Definición 3.2.1. La función R :]0, δ[→]0, ε[, s 7→ R(s), se llama función pasaje de
esquina (o función de Dulac) entre las secciones transversales Σ y Π.

Se sabe que la función R pertenece al grupo de Dulac [1], [4]. Más espećıfica-
mente, en esta sección probaremos que R es una composición de difeomorfismos C∞

(cambios de coordenadas y funciones de Poincaré) y de una función del tipo x 7→ xλ,

donde λ = −2F es la razón de hiperbolicidad del vértice
(

1,
√

1
−F

)
, (ver Definición

1.2.6).

Nuestro objetivo es calcular el primer término no nulo del desarrollo asintótico
de R. Para ello, vamos a considerar dos secciones transversales de XF adicionales,

anaĺıticas, en puntos p1, q1 ∈ PF que están suficientemente cerca de la silla
(

1,
√

1
−F

)
.

Tomaremos p1 sobre el lado dado por la ecuación x = 1, con coordenada y <
√
− 1
F

,

y q1 sobre la parábola y2

2
+ 1−x

1−2F
+ 1

2F
= 0, con coordenada x < 1 (ver Figura 3.3).

Consideraremos ε1 > 0 y δ1 > 0 suficientemente pequeños y secciones transversales
Σ1 y Π1 parametrizadas, respectivamente, por

σ1 :]− δ1, δ1[→ R2, u 7→ σ1(u)

y
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π1 :]− ε1, ε1[→ R2, v 7→ π1(v),

con σ1(0) = p1 y π1(0) = q1, tales que la semiórbita positiva de (3.1) que pasa por el
punto σ1(u), con 0 < u < δ1, intersecta a Π1 en un punto π1(d(u)) y la semiórbita
positiva que pasa por un punto π1(v), con 0 < v < ε1, intersecta una primera vez a Π
en π(f2(v)). La expresiones exactas de σ1(u) y π1(v) los daremos en la demostración
del próximo teorema.

Aśı, se tendrán definidas las funciones d :]0, δ1[→]0, ε1[, u 7→ d(u) y f2 :]0, ε1[→
]0, ε[, v 7→ f2(v), llamadas respectivamente función de Dulac y función de Poin-
caré entre Π1 y Π. Análogamente se tiene definida la función f1 :]0, δ[→]0, δ1[ llama-
da función de Poincaré entre Σ y Σ1.

Aśı, la función pasaje de esquina R (ver Figura 3.3), está dada por la composición

R = f2 ◦ d ◦ f1.

Teorema A. La función pasaje de esquina R posee un desarrollo asintótico de Dulac
sin términos con logaritmos. Más precisamente R verifica la igualdad

R(s;F ) =

(
1− 2F

−2F

)1+2F

s−2F (1 + r(s;F )),

donde la función r está definida y es anaĺıtica en ]0, δ[×]− 1/2, 0[, para algún δ > 0,
ĺıms→0+ r(s;F ) = 0, para cada F ∈] − 1/2, 0[ y su desarrollo asintótico en s = 0
pertenece al anillo de Dulac Â pero sin términos logaŕıtmicos.

La demostración de este teorema la realizaremos en tres etapas. En primer lugar
estudiaremos la función de Dulac d y luego las funciones de Poincaré f1 y f2.

3.2.1. Estudio de la función de Dulac d

En esta sección probaremos primeramente que en una vecindad de la silla
(

1,
√

1
−F

)
,

la ecuación (3.1) es anaĺıticamente equivalente a su parte lineal.

Proposición 3.2.2. Sea Y : R2 → R2, Y (u, v) = (u, 2Fv). Existen abiertos ∆1 y

∆2 de R2, con
(

1,
√
− 1
F

)
∈ ∆1 y (0, 0) ∈ ∆2 tales que XF |∆1 es anaĺıticamente

equivalente a Y |∆2.

Demostración. Sean

∆1 =]
1

2F
,+∞[×R+ y ∆2 =

{
(u, v) ∈ R2 : u < 1− 1

2F
, v < − u

1− 2F
− 1

2F

}
.
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Figura 3.3: Función R como la composición f2 ◦ d ◦ f1.
Fuente: Elaboración propia.

Consideremos la función

φ : ∆1 → ∆2

(x, y) 7→ φ(x, y) =
(

1− x,−y2

2
− (1−x)

1−2F
− 1

2F

)
= (u, v).

La inversa de φ es la función definida por

φ−1(u, v) =

(
1− u,

√
−2v − 2u

1− 2F
− 1

F

)
= (x, y).

Las funciones φ y φ−1 son claramente anaĺıticas en sus respectivos dominios. No-

temos que hemos trasladado el origen a la silla hiperbólica
(

1,
√

1
−F

)
, es decir,

φ
(

1,
√

1
−F

)
= (0, 0). En las coordenadas (u, v), el sistema Loud se escribe como:
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
du
dt

=
√
−2v − 2u

1−2F
− 1

F
u

dv
dt

=
√
−2v − 2u

1−2F
− 1

F
2Fv.

(3.2)

En efecto, tenemos

u = 1− x ⇒ x = 1− u

v = −
y2

2
−

(1− x)

1− 2F
−

1

2F
⇒ y =

√
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F
.

Por lo tanto
du

dt
= −

dx

dt
y

dv

dt
= −y

dy

dt
+

1

1− 2F

dx

dt
.

Recordemos que del sistema (3.1) tenemos que

dx

dt
= −y + xy y

dy

dt
= x+ Fy2.

Reemplazando tenemos
du

dt
= −(−y + xy)

dv

dt
= −y(x+ Fy2) +

− y + xy

1− 2F
.

Se tiene que

du

dt
= y(1− x) =

√
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F
u

Además

dv

dt
= −

√
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F

(
1− u+ F

(
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F

)
+

u

1− 2F

)

=

√
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F
2Fv.

Finalmente, obtenemos el sistema
du

dt
=

√
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F
u

dv

dt
=

√
−2v −

2u

1− 2F
−

1

F
2Fv.
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Como estamos interesados en el estudio de la función d, basta considerar el sis-
tema: {

du
dt

= u
dv
dt

= 2Fv,
(3.3)

que es equivalente al sistema (3.2). �

Daremos ahora, las definiciones expĺıcitas de las secciones transversales σ1 y π1

antes mencionadas.

Notemos primero que para δ1 y ε1 suficientemente pequeños, los segmentos

Σ̄1 = {(u0, 1) : −δ1 < u0 < δ1} y Π̄1 = {(1, v0) : −ε1 < v0 < ε1}

están contenidos en ∆2.

Estos segmentos están parametrizados, respectivamente, por:

σ̄1 :]−δ1, δ1[→ ∆2; u0 7→ σ̄1(u0) = (u0, 1) y π̄1 :]−ε1, ε1[→ ∆2; v0 7→ π̄1(v0) = (1, v0).

Observemos que φ−1(0, 1) =
(

1,
√
−2− 1

F

)
es un punto del policiclo PF ubicado

sobre la recta x = 1. La transversal Σ1 que elegiremos, mencionada al comienzo de
esta sección, será la curva φ−1(Σ̄1), y p1 el punto φ−1(0, 1), intersección de Σ1 con el
lado x = 1. La curva Σ1 está parametrizada por la función σ1 = φ−1 ◦ σ̄1:

σ1 :]− δ1, δ1[ → ∆1

u0 7→ σ1(u0) =
(

1− u0,
√
−2− 1

F
− 2u0

1−2F

)
.

De la misma manera, φ−1(1, 0) =
(

0,
√

1
−F (1−2F )

)
es el punto q1 mencionado al

comienzo de esta sección. La curva Π1 que vamos a considerar es φ−1(Π̄1). Esta curva
está parametrizada por la función π1 = φ−1 ◦ π̄1:

π1 :]− ε1, ε1[ → ∆1

v0 7→ π1(v0) =
(

0,
√

1
−F (1−2F )

− 2v0

)
.

Ya establecidas las secciones transversales Σ1 y Π1, podemos formular la siguiente
proposición:
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Figura 3.4: Cambio de coordenadas φ.
Fuente: Elaboración propia.

Proposición 3.2.3. La función de Dulac es la función

d :]0, δ1[×]− 1
2
, 0[ → ]0, ε1[

(u0, F ) 7→ d(u0, F ) = u−2F
0 .

Demostración. La curva integral del sistema (3.3) que pasa por (u0, 1), con u0 > 0,
corta a la transversal Π1 en un punto (1, d(u0)). Esto define la función de Dulac
u0 7→ d(u0).

Las soluciones de {
du
dt

= u
dv
dt

= 2Fv

verifican la igualdad
v = u2FC,

con C constante. Aśı, la curva integral que pasa por (u0, 1), con u0 > 0, está dada
por

v =

(
u

u0

)2F

, u > 0.

Concluimos que
d(u0) = u−2F

0 .

�
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3.2.2. Estudio de la función f1

Necesitaremos de un resultado, dado en [2], que recordamos a continuación.

Se considera una familia de campos de vectores en R2 de la forma

X(x, y;µ) =
1

yn
(f(x, y;µ), yg(x, y;µ)),

con n ≥ 0 y µ ∈ W , donde W es un abierto de un espacio de parámetros Rr y
las funciones f y g anaĺıticas en una vecindad de y = 0. Se consideran además dos
secciones transversales ξ : I → Σ ⊆ R2, s 7→ ξ(s), y η : I → Π ⊆ R2 a la curva
integral y = 0. Sea R la función de Poincaré entre Σ y Π. El lema siguiente, nos
otorga una forma de obtener R(s, µ).

Lemma 3.2.4. Asumiendo que f(x, 0;µ) 6= 0 para todo x ∈ [ξ1(0), η1(0)], la función
R(s;µ) es anaĺıtica en s = 0 para todo µ ∈ W . Además,

R(s;µ) = ∆(µ)s+ sh(s;µ),

donde h(s;µ) es una función anaĺıtica en ]− δ, δ[×W para algún δ > 0, h(0;µ) = 0,
y

∆(µ) =
ξ′2(0)

η′2(0)
exp

(∫ η1(0)

ξ1(0)

g(x, 0;µ)

f(x, 0;µ)
dx

)
.

Consideremos el Lemma 3.2.4 para el estudio de la función f1. Para ello, realiza-
remos el cambio de coordenadas siquiente:

ψ(x, y) = (y, 1− x) = (w, z), x, y ∈ R.

Se tiene
dw

dt
=
dy

dt
y

dz

dt
= −dx

dt
.

Por lo tanto,
dw

dt
= x+ Fy2 y

dz

dt
= y − xy.

Como 1− x = z e y = w, se tiene que el sistema (3.1) en las coordenadas (w, z), se
escribe como

XF :

{
dw
dt

= −z + 1 + Fw2

dz
dt

= zw.

Consideremos las secciones transversales ξ = ψ ◦ σ y η = ψ ◦ σ1. Se tiene

ξ :]− δ, δ[ → R2

s 7→ ξ(s) = (0, s)
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y
η :]− δ1, δ1[ → R2

u0 7→ η(u0) =
(√
− 2u0

1−2F
− 1

F
− 2, u0

)
.

Las funciones f(w, z;F ) y g(w, z;F ) que aparecen en el Lema están, en nuestro
caso, definidas por:

f(w, z;F ) = −z + 1 + Fw2 y g(w, z;F ) = w,

respectivamente. Usando el Lema 3.2.4, obtenemos la siguiente proposición, conside-
rando un δ más pequeño, si es necesario:

Proposición 3.2.5. La función f1 es un difeomorfismo anaĺıtico en s = 0, para todo
F ∈]− 1/2, 0[. Además,

f1(s;F ) = (−2F )
1
2F s(1 + h1(s;F )),

con h1 una función anaĺıtica en ]− δ, δ[×]− 1/2, 0[ para algún δ > 0 y h1(0;F ) = 0,
para todo F ∈]− 1/2, 0[.

Demostración. Por el Lema 3.2.4, se tiene que el difeomorfismo f1 es anaĺıtico en
s = 0 y

f1(s;F ) = ∆1(F )s+ sh1(s;F ),

con

∆1(F ) =
ξ′2(0)

η′2(0)
· exp

(∫ η1(0)

ξ1(0)

g(w, 0;F )

f(w, 0;F )
dw

)
,

donde
ξ(s) = (ξ1(s), ξ2(s)) = (0, s)

y

η(s) = (η1(s), η2(s)) =

(√
− 2s

1− 2F
− 1

F
− 2, s

)
.

Como
ξ′2(0)

η′2(0)
= 1, ξ1(0) = 0 y η1(0) =

√
− 1
F
− 2, se tiene:

∆1(F ) = exp

(∫ √− 1
F
−2

0

w

1 + Fw2
dw

)
= exp

(
1

2F
(ln(−2F )− ln 1)

)
= (−2F )

1
2F .

Aśı f1(s;F ) = (−2F )
1
2F s+sh1(s;F ), con h1 una función anaĺıtica en ]−δ, δ[×]−

1
2
, 0[, y h1(0;F ) = 0, para todo F ∈]− 1

2
, 0[. �
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3.2.3. Estudio de la función f2

Recordemos que f2 es la función de Poincaré entre Π1 y Π, parametrizadas,
respectivamente, por:

π1 :]− ε1, ε1[ → ∆1

v0 7→ π1(v0) =
(

0,
√

1
−F (1−2F )

− 2v0

)
y

π :]− ε, ε[ → R2

s 7→ π(s) =
(

1
2F

+ s, 0
)
.

Para el estudio de la función f2 realizaremos un cambio de coordenadas de ma-
nera que los puntos de la parábola con segunda coordenada positiva corresponda al
eje horizontal.

Sean

∆3 =

{
(u, v) : u > 0 , v <

1 + u

1− 2F
−

1

2F

}
y

ϕ : R− × R+ → ∆3

(x, y) 7→ ϕ(x, y) =
(
−x,−y2

2
− 1−x

1−2F
− 1

2F

)
= (u, v).

La función ϕ es un difeomorfismo anaĺıtico cuya inversa es la función

ϕ−1 : ∆3 → R− × R+

(u, v) 7→ ϕ−1(u, v) =

−u,
√
−2v −

2(1 + u)

1− 2F
−

1

F

 = (x, y).

Se tiene que ϕ
(

0,
√

1
−F (1−2F )

)
= (0, 0). Con esto, hemos trasladado el origen al

punto
(

0,
√

1
−F (1−2F )

)
, que corresponde al punto de intersección de la parábola

y2

2
+ 1−x

1−2F
+ 1

2F
= 0 con el semieje y positivo. Con esto, el eje u corresponde a

la curva

{
(x, y) : −y2

2
− 1−x

1−2F
− 1

2F
= 0 , y > 0

}
y el eje v corresponde al eje y

(donde el semieje positivo v es el semieje negativo y).

Observemos que la transversal Π no está contenida en el dominio de ϕ, debido
a que ϕ no es un difeomorfismo en una vecindad del vértice

(
1

2F
, 0
)

de la parábola,
por lo que vamos a escoger una transversal cercana a Π.
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Figura 3.5: Cambio de coordenadas ϕ.
Fuente: Elaboración propia.

Sea (a(β), β) un punto de la parábola y2

2
+ 1−x

1−2F
+ 1

2F
= 0, con β > 0 suficiente-

mente pequeño. Consideremos la transversal Πβ parametrizada por:

πβ :]− 1, 1[ → R2

s0 7→ πβ(s0) = (a(β) + s0, β).

Observemos que a(β) =
(1− 2F )β2

2
+

1

2F
, y si β → 0+ entonces a(β) →

1

2F
. Aśı,

(a(β), β) converge a
(

1
2F
, 0
)
, cuando β → 0+.

En las coordenadas (u, v), el sistema Loud (3.1) se escribe como
du
dt

=
√
−2v − 2(1+u)

1−2F
− 1

F
(1 + u)

dv
dt

=
√
−2v − 2(1+u)

1−2F
− 1

F
2Fv.

(3.4)

Consideremos las secciones transversales Π̃1 y Π̃β del sistema (3.4), parametriza-
das respectivamente por

ϕ ◦ π1 :]− ε1, ε1[ → R2

v0 7→ ϕ ◦ π1(v0) = (0, v0)

y

ϕ ◦ πβ :]− 1, 1[ → R2

s0 7→ ϕ ◦ πβ(s0) =

(
−a(β)− s0,−

β2

2
+
a(β) + s0

1− 2F
−

1

2F (1− 2F )

)
. (?)

Ahora podemos enunciar la siguiente proposición.
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Proposición 3.2.6. La función f2 es un difeomorfismo anaĺıtico en v0 = 0, para
todo F ∈]− 1

2
, 0[. Además,

f2(v0;F ) =
(1− 2F )1+2F

(−2F )2F
v0 (1 + h2(v0;F )) ,

con h2 una función anaĺıtica en ]−ε1, ε1[×]−1/2, 0[, para algún δ > 0 y h2(0;F ) = 0
para todo F ∈]− 1/2, 0[.

Demostración. Del sistema (3.4) obtenemos la ecuación diferencial ordinaria de va-
riables separables,

du

dv
=

√
−2v −

2(1 + u)

1− 2F
−

1

F
(1 + u)√

−2v −
2(1 + u)

1− 2F
−

1

F
2Fv

=
1 + u

2Fv
.

De esta manera tenemos que
du

1 + u
=

dv

2Fv
.

Aśı, la solución está dada por ln(v) = 2F ln(1 +u) + ln(C), es decir, v = C(1 +u)2F .
Por lo tanto, la órbita que pasa por el punto (0, v0) tiene por ecuación

v = v0(1 + u)2F .

De (?), la transversal Π̃β = ϕ(Πβ) es la recta de ecuación v = −
u

1− 2F
−
β2

2
−

1

2F (1− 2F )
, parametrizada por s0. Es decir,u = −a(β)− s0

v = −
β2

2
−

1− a(β)− s0

1− 2F
−

1

2F
.

El punto intersección de la curva solución v = v0(1 + u)2F con la recta Π̃β verifica

v0 = (1 + u)−2F

(
− u

1− 2F
− β2

2
− 1

2F (1− 2F )

)
,

con u = −a(β)− s0. Es decir,

v0 = (1− a(β)− s0)−2F

(
a(β) + s0

1− 2F
−
β2

2
−

1

2F (1− 2F )

)
.
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Haciendo tender β → 0+, se tiene a(β)→ 1
2F

, y por lo tanto

v0 =

(
1−

1

2F
− s0

)−2F (
1

2F
+ s0

1− 2F
−

1

2F (1− 2F )

)

=
s0

1− 2F

(
1− 2F

−2F
− s0

)−2F

=
s0

1− 2F

(
1− 2F

−2F

)−2F (
1 +

2F

1− 2F
s0

)−2F

=
(1− 2F )−1−2F

(−2F )−2F
s0

(
1 +

2F

1− 2F
s0

)−2F

.

Figura 3.6: Función f2.
Fuente: Elaboración propia.

Esta igualdad define, para s0 suficientemente pequeño, a la inversa de f2. Deno-
temos a esta inversa por g. Es decir,

g(s0;F ) =
(1− 2F )−1−2F

(−2F )−2F
s0

(
1 +

2F

1− 2F
s0

)−2F

.
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Observemos que g(0;F ) = 0, y g′(s0;F ) está dada por la expresión

(1− 2F )−1−2F

(−2F )−2F

[(
1 +

2F

1− 2F
s0

)−2F

+ s0(−2F )

(
1 +

2F

1− 2F
s0

)−2F−1
2F

1− 2F

]
.

Tenemos entonces que g′(0;F ) =
(1− 2F )−1−2F

(−2F )−2F
6= 0. Luego, por el teorema de la

función inversa existen una vecindad V ⊂ Dom(g) de s0 = 0, y una vecindad U
de v0 = 0 tales que la función g : V×] − 1

2
, 0[→ U , s0 7→ g(s0;F ) = v0 es un

difeomorfismo anaĺıtico. La inversa de g, es la función f2. Como

dg−1

dv0

(0;F ) =
1

g′(0;F )
=

(1− 2F )1+2F

(−2F )2F
,

la función f2 está dada por

f2(v0;F ) =
(1− 2F )1+2F

(−2F )2F
v0 (1 + h2(v0;F )) .

con h2 anaĺıtica en ]− ε1, ε1[×]− 1
2
, 0[ y h2(0;F ) = 0 para todo F ∈]− 1

2
, 0[. �

3.2.4. Finalización de la demostración del Teorema A

Recordemos que la función R es la composición de las funciones f2, d y f1 estu-
diadas en las secciones anteriores, es decir, R = f2 ◦d◦f1. La función d es del tipo xλ

y las funciones f1 y f2 son anaĺıticas en sus respectivos dominios con parte principal
(primer término del desarrollo asintótico en cero) positiva en una vecindad de cero en
R+, en particular ellas pertenecen al grupo de Dulac (ver Definición 2.3.1). Aśı, por
Teorema 2.3.4, la función R es una función de Dulac. Para finalizar la demostración
del Teorema A, recordemos que existe δ > 0 tal que

u0 = f1(s;F ) = (−2F )
1
2F s(1 + h1(s;F )),

con h1 una función anaĺıtica en ] − δ, δ[×] − 1/2, 0[ y h1(0;F ) = 0, para todo F ∈
]− 1/2, 0[. Aqúı vemos que el desarrollo asintótico, f̂1, de la función f1, es una serie

de potencias centrada en cero y el coeficiente (−2F )
1
2F es positivo. Aśı, f1 es una

función de Dulac y para s > 0, f1(s;F ) > 0, para todo F ∈]− 1/2, 0[. Considerando
δ suficientemente pequeño, la composición d ◦ f1 está bien definida en ]0, δ[ y por el
Teorema 2.3.4 es también una función de Dulac, cuyo desarrollo asintótico está dado
por d̂ ◦ f̂1, donde d̂(x) = xλ. Aśı,

v0 = d(f1(s;F )) = (−2F )
−2F
2F s−2F (1 + h1(s;F ))−2F = − 1

2F
s−2F (1 + h1(s;F ))−2F ,

para s ∈]0, δ[ y F ∈]− 1/2, 0[.
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Por la analiticidad de la función h1 en ]− δ, δ[×]− 1/2, 0[, la función definida por

s 7→ (1 + h1(s;F ))−2F

es anaĺıtica en ]− δ, δ[×]− 1/2, 0[. Aśı, para s > 0, tenemos que

d(f1(s;F )) = − 1

2F
s−2F (1 + r1(s;F )),

donde r1 es una función definida y anaĺıtica en ] − δ, δ[×] − 1/2, 0[ y r1(0;F ) = 0,
para todo F ∈] − 1/2, 0[. Como el desarrollo asintótico de r1 en s = 0 es una serie
de potencias centrada en cero, se tiene que el desarrollo asintótico de Dulac de la
composición d ◦ f1 en s = 0, no tiene términos con logaritmos.

Por otro lado, sabemos que existe ε1 > 0 tal que

f2(v0;F ) =
(1− 2F )1+2F

(−2F )2F
v0 (1 + h2(v0;F )) ,

con h2 anaĺıtica en ]− ε1, ε1[×]− 1/2, 0[ y h2(0;F ) = 0 para todo F ∈]− 1
2
, 0[.

Como antes, consideramos δ suficientemente pequeño tal que la composición f2 ◦
d ◦ f1 esté bien definida. Tenemos que

R(s;F ) = f2(d(f1(s;F ))) = f2

(
−

1

2F
s−2F (1 + r1(s;F ))

)
.

Aśı,

R(s;F ) =
(1− 2F )1+2F

(−2F )2F

(
−

1

2F

)
s−2F (1 + r1(s;F ))(1 + r2(s;F )),

con s ∈]0, δ[, F ∈]−1/2, 0[ y donde r2 = h2◦d◦f1 es una función anaĺıtica en ]0, δ[×]−
1/2, 0[ y r2(0;F ) = 0, para todo F ∈]−1/2, 0[. Como el desarrollo asintótico de h2 es
una serie de potencias centrada en cero cuyo primer término no tiene necesariamente
un coeficiente positivo, la función h2 pertenece al anillo de Dulac A y no al grupo de
Dulac (ver sección 2.1). Por el Teorema 2.3.4 sabemos que el grupo de Dulac opera
por composición a la derecha sobre el anillo de Dulac y como d ◦ f1 es una función
de Dulac, el mismo teorema nos dice que la función h2 ◦ d ◦ f1 posee un desarrollo
asintótico en Â. El desarrollo asintótico de h2 ◦ d ◦ f1 está dado por la composición

de los desarrollos asintóticos, ĥ2, y d̂ ◦ f1, de las funciones h2, y d ◦ f1. Como ĥ2 y

d̂ ◦ f1 son series sin términos con logaritmos, el desarrollo asintótico de r2 no tiene
términos con logaritmos. Aśı, existe una función r anaĺıtica en ]0, δ[×] − 1/2, 0[ y
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r(0;F ) = 0, para todo F ∈] − 1
2
, 0[ cuyo desarrollo asintótico en s = 0 pertenece al

anillo de Dulac Â pero sin términos logaŕıtmicos tal que

R(s;F ) =

(
1− 2F

−2F

)1+2F

s−2F (1 + r(s;F )).

Esto demuestra el Teorema A.
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