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Resumen

En este trabajo se presentan, analizan y/o implementan métodos de Galerkin Discontinuo para los
problemas de Stokes y de Helmholtz. Comenzamos deduciendo un esquema de Galerkin Discontinuo
Local (LDG) para el problema de Stokes con condiciones de contorno Dirichlet, demostrando que
tiene tunica solucion. Esto gracias a una version de la alternativa de Fredholm en dimensién finita.
Posteriormente, realizando una modificacion en los flujos numéricos, se introduce un esquema de
Galerkin Discontinuo (DG) para el mismo problema y se prueba que tiene tnica solucién usando el
mismo argumento antes mencionado. Adicionalmente se obtienen estimaciones de error a priori para
el esquema. Luego, se introduce un término de cuadrados minimos para asi obtener un esquema DG
estabilizado al cual se le garantiza existencia tinica de solucién gracias a la teoria de Babtiska-Brezzi,
la cual también nos permite dar su respectiva estimaciéon de error a priori. Finalmente, se introduce
un esquema LDG para el problema de Helmholtz con condiciones de contorno mixtas y se comenta
un resultado de existencia, unicidad y estimacion de error a priori para el esquema LDG, obtenido en
[5]. Ademas, introduciendo un término de cuadrados minimos, se obtiene una formulacién DG para el
mismo problema, exhibiendo un resultado que garantiza la existencia tinica de solucién como también
una estimacion de error a priori, el cual asegura ordenes de convergencia a partir de cierto tamano de
malla. Por este motivo, se implementa computacionalmente el esquema y se valida con dos ejemplos y
varios valores de niimero de onda, mostrando que a medida que el nimero de onda crece es necesario
refinar mas la malla para alcanzar las estimaciones de error a priori.



Introduccion

Un medio continuo (MC) es una porcién de materia que puede ser un sélido, un liquido o un
gas. Fijando un sistema de coordenadas en un espacio FEuclideano, el MC se puede representar como
un subconjunto de este espacio y describir su dindmica a través del tiempo sujeta a la accién de
fuerzas de cuerpo o de superficie. Para ello, se asume la existencia de campos escalares, vectoriales
y tensoriales de segundo y cuarto orden tales como densidad de masa, movimiento, fuerza, esfuerzo
o tensién, velocidad, gradiente de deformacién, entre otros. Por lo general estas fuerzas se relacionan
entre si mediante leyes de balances conocidas como: conservacién de masa, balance de momento lineal
y angular. Finalmente, considerando algunas leyes constituvas especificas de cada MC, se deriva al
estudio de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) para describir la dindmica de éste. Este andlisis
es conocido como Mecénica del Medio Continuo (MMC).

A modo de ejemplo, sin considerar los efectos térmicos, la descripcién Euleriana de un MC relaciona
comunmente sus campos espaciales, velocidad v(x,t), densidad p(x,t) y tensién S(x,t) por medio de
las siguientes leyes de balance:

6—5 + div(pv) =0, (Conservaciéon de masa)

P (g: + (V'U)'U> =div(S) + pb, (Conservacién de momentum lineal)
S =257, (Conservacién de momentum angular)

donde b(z,t) es el campo de fuerza externo por unidad de volumen actuando en el MC. De esta
manera, se tienen trece incégnitas (componentes de los campos densidad, velocidad y tensién) y sélo
siete ecuaciones que las relacionan. Para obtener las ecuaciones restantes se asumen hipétesis que
definen a cada modelo constitutivo. Por ejemplo, en un fluido eldstico se supone que el campo de
tension y densidad dependen de un campo escalar llamado presién p(x,t) tal que

S(il},t) = —p(w,t)]: y p(iL‘,t) = W(p(m,t)),

donde 7 : R — R™ es una funcién estrictamente creciente. Estos supuestos implican que el campo de
tension esta determinado por la presiéon y ademas es simétrico, cumpliéndose la ley de conservacion del
momentum angular de manera automatica. Ademads, dado que 7 es estrictamente creciente, se puede
interpretar que en un fluido eldstico, bajo condiciones isotérmicas, la densidad incrementa con la pre-
sién concluyendo que los fluidos eldsticos modelan fluidos compresibles. Considerando estos supuestos
en las leyes de conservacién restantes y considerando fuerzas que generan pequenos desplazamientos
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en el fluido, que inicialmente tiene una densidad (y presién) uniforme p = 7(p) ( con p = p(z,0)), se
tiene que los campos de presién p y velocidad v del fluido deben satisfacer:

_Ov
PE+VP—f,
10p _ .
i + pdiv(v) =0,

donde ¢ > 0 es una constante que depende de 7'(p). Aplicando el operador divergencia a la primera
ecuacién y derivando con respecto al tiempo la segunda, se puede eliminar la velocidad, obteniendo la

ecuacion de ondas para la presion
Pp
w — C Ap = —f,

con f = c*div(f). De lo anterior la constante ¢ es interpretada como la velocidad del sonido en el
medio a presién p. Finalmente, buscando soluciones arménicas p(x, t) = u(x) cos(¢t), con ¢ frecuencia
de la onda, se tiene la ecuacién de Helmholtz

Au + wlu = 1, (1)

con w = % llamado nimero de onda. Esta ecuacién, también llamada ecuacién de la acustica, describe
la dindmica de una onda de sonido a través de un fluido compresible.

Por otro lado, en un fluido incompresible el volumen es constante, implicando que la densidad es
constante e igual a pg y la divergencia del campo de velocidades es cero, es decir

plx,t) =po>0 y div(v(z,t)) =0.

Si ademas el fluido es Newtoniano se asume que el tensor de esfuerzos depende del gradiente de
velocidad y del campo de presion de la siguiente forma

S(z,t) = —p(x, t)I + v(Vv + Vor),

donde v es la constante de viscosidad del fluido. Nuevamente la tensiéon S es simétrica por lo que
la conservacion de momentum angular se tiene automaticamente. Reemplazando S en la ley de con-
servacién de momentum lineal, se obtiene el sistema de EDP que modela un fluido incompresible
Newtoniano:

ov

Po <<9t + (VU)U> = vAv —Vp+ pb,

div(v) = 0,

la cual es conocida como las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible Newtoniano.
Finalmente, despreciando el término de aceleracion espacial, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen
a

—vAv+Vp = f, (2)
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div(v) =0, (3)

con f = pob. Estas ecuaciones son cominmente llamadas sistema de Stokes y proporcionan un buen
modelo para fluidos incompresibles Newtonianos que tienen movimientos casi estacionarios y lentos,
y que tienen gradientes de velocidad muy pequenios. Para mas detalles respecto a los temas tratados
anteriormente se pueden revisar los Capitulos 1 al 6 de [20].

Las ecuaciones de Helmholtz y Stokes son un ejemplo de EDP elipticas en régimen estacionario. Asu-
miendo que el fluido estd confinado en una regién acotada, es posible imponer ciertas condiciones en la
frontera de esta regién llamadas condiciones de contorno, que pueden ser condiciones de tipo Dirichlet,
Neumann o mixtas, entre otras.

En muchas aplicaciones se modelan fluidos por medio de las ecuaciones de Helmholtz o Stokes. Por
ejemplo:

= Encontrar la configuracion espacial de la presion que genera una onda de sonido que se propaga
en una regién ocupada por aire

» Encontrar el campo de velocidades y presién de un liquido (con viscocidad constante) en régimen
estacionario que ocupa cierta regién.

Resolver estos problemas de valores en la frontera (PVC) de manera analitica resulta complicado, ya
sea por las condiciones de contorno impuestas o bien por la geometria del dominio. Por estos motivos,
en muchos casos el PVC se formula como un problema variacional continuo en donde las incégnitas
y funciones test pertenecen a espacios de Sobolev, y usando herramientas del Anélisis Funcional se
asegura la existencia tinica de solucién (en la Seccién 1.4 del Capitulo 1 se puede ver un ejemplo para el
Problema de Stokes). Posterior a ello, se aproxima la solucién usando herramientas numéricas. En este
contexto, uno de los métodos para aproximar soluciones de PVC es el Método de Elementos Finitos
(MEF), que puede ser separado en dos grandes familias. Por un lado estdn los métodos conformes que
consideran la misma formulacién variacional definida ahora en subespacios de dimension finita de los
espacios de Sobolev sobre los cuales estd definida la formulacién variacional continua. Por ejemplo,
en [23] se puede ver una formulacién variacional para el problema de Helmholtz en una dimensién
con condiciones de contorno mixtas como también la implementacion de un método conforme para un
nimero de onda alto, utilizando como espacio de aproximacién funciones continuas y lineales a trozos.
Por otro lado, en [12, 16, 17] se pueden encontrar formulaciones variacionales mixtas para el problema
de Stokes, en donde se introduce una variable auxiliar llamada pseudo-esfuerzo y ademés esquemas
conformes que utilizan como espacios de aproximacion funciones continuas polinomiales a trozos.

Otra familia de métodos son los no conformes, los cuales aproximan la solucién del PVC definiendo
formulaciones variacionales en espacios de dimensién finita que no estan contenidos en los espacios
de Sobolev usados en la formulacién continua, un ejemplo de éstos son los métodos de Galerkin Dis-
continuo (DG), los cuales consisten, a grandes rasgos, en descomponer el MC en varias regiones y en
cada una de ellas aproximar la solucién del PVC, definiendo problemas locales que se conectan entre
si por medio de las fronteras de cada regién del MC (en [2] se puede encontrar una visién general de
estos métodos). En esta direccién, en [14] se presenta y analiza un esquema LDG para el problema de
Stokes considerando como incégnitas la velocidad y presién, mientras que en [7] se puede encontrar un
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esquema DG para el problema de Helmholtz. En ambos casos se consideran, como espacios de apro-
ximacion, funciones discontinuas polinomiales a trozos y se deducen estimaciones de error a priori.
Ademsds, ya sea para facilitar el trabajo o bien para relajar ciertas condiciones en los espacios de
aproximacion, en ocaciones se introducen términos de cuadrados minimos en las formulaciones discre-
tas, generando formulaciones estabilizadas o aumentadas. En [3, 4] es posible encontrar este tipo de
formulaciones para métodos conformes y métodos no conformes, respectivamente.

Teniendo en cuenta lo anterior, este manuscrito tiene como objetivos:

1) Obtener una formulacién DG para el problema de Stokes con condiciones de contorno Dirichlet
no homogénea para la velocidad, considerando como incégnitas velocidad y pseudo-esfuerzo.
Asegurar existencia y unicidad de solucién y obtener estimaciones de error a priori.

2) Considerando términos de cuadrados minimos, obtener una formulacién DG para el problema de
Stokes en las variables velocidad y pseudo-esfuerzo, asegurando existencia y unicidad de solucion
y obteniendo su correspondiente estimacién de error a priori.

3) Definir un problema DG para el problema de Helmholtz estabilizado con condiciones de contorno
mixtas no homogéneas. Ademads, asegurar existencia y unicidad de solucién.

4) Implementar computacionalmente el problema de Helmholtz y mostrar que los ordenes de con-
vergencia del método son coherentes con la teoria descrita (resultados tedricos obtenidos).

Para tales efectos, en el primer Capitulo, llamado Preliminares, se daran los conceptos previos para los
Capitulos posteriores. Luego, en el segundo Capitulo se formulard un esquema DG para el problema
de Stokes. Se mostrara que tal esquema tiene tnica solucién y se obtendra una estimacién de error
a priori. Por ultimo, via términos de cuadrados minimos, se formulara una version estabilizada del
problema DG. Finalmente en el tercer Capitulo se presentard un esquema DG para el problema
de Helmholtz, con término de cuadrados minimos, y se implementard computacionalmente usando
MATLAB. El cé6digo obtenido se testeara con dos ejemplos y para varios valores de nimero de onda w.



Capitulo 1

Preliminares

A fin de realizar una presentacién autocontenida, en este capitulo, daremos la notacién, defini-
ciones y resultados (Teoremas, Lemas, etc.) necesarios para los capitulos posteriores. Comenzaremos
definiendo los espacios de Hilbert. Para ello, de aqui en adelante, denotaremos por X un espacio
vectorial sobre R.

1.1. Definiciones y resultados previos
Definicién 1.1.1 (Norma) Se dice que la aplicacion ||| : X — R es una norma para X si satisface
i) |lul| >0Vue X.
i) ||ul| =0 <= u=240.
itr) ||Aul| = A Jull VA e RVu e X.
w) [lu+ ol <lull +vll, Vu,v e X.

Definicién 1.1.2 (Producto Interior) Se dice que la aplicacion (-,-) : X x X — R es un producto
interior sobre X si satisface

i) (u,u) >0VueX.
i) (uyu) =0 = u=0.

iii) (u,v) = (v, u) Yu,v € X.

i) (au+ Bv,w) = a(u, w) + B(v,w) Vo, B € R, Vu,v,w € X.

En vista que trabajamos sobre el cuerpo de los reales, puede probarse a partir de las propiedades ii),
iii) y iv) de la definicién de producto interior, que se cumplen

v) (u,av + pw) = alu,v) + flu,w) Vo, €R  u,v,w € X,

6
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vi) (u,fx) = (0x,u) =0VuecX.

Observacién 1.1.1 Dado un producto interior (-,-)x para X, este induce la norma ||+ || x = /{-, ") x
para los vectores de X.

Observacion 1.1.2 Un espacio vectorial X dotado de un producto interior (-,-)x se denomina es-
pacio pre-Hilbert y se denota por (X, (-,")x).

Uno de los resultados méas importantes sobre los espacios pre-Hilbert estd dado por la siguiente de-
sigualdad

Teorema 1.1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (X, (-,-)x) un espacio pre-Hilbert sobre el
cuerpo R. Entonces se cumple

(,0)x] < lullxllollx Va0 € X. (L1)

Demostracion: Si u = 0x o v = 0x entonces la desigualdad se satisface trivialmente. Consideramos
ahora u,v € X — {fx} y a € R. Las propiedades de producto interior implican

0 < (u+ aw,u + av) = (u,u) + 2afu, v) + o*(v,v).

En particular, tomando o = —(u, v)/(v,v) se tiene

(u, v)®

(v,v)

asi, multiplicando por (v,v) y considerando la norma inducida por el producto interior se concluye
(1.1). O

0 < (u,u) —

Definicién 1.1.3 (Espacio de Hilbert) Un espacio pre-Hilbert X se dice espacio de Hilbert si es com-
pleto, es decir, si toda sucesion de Cauchy en X converge en X con respecto a la norma inducida.

Observacion 1.1.3 Dado un espacio de Hilbert (X, (-,-)x), denotamos por
X2 =XxX={x=(z1,22) : 7, € X,i=1,2},
el espacio producto de orden 2 con componentes en X y por
X2 ={r=(r;) : 75 € X, i,j=1,2},
el espacio de tensores cuadrados de orden 2 con componentes en X. Ambos espacios son también de

Hilbert, con el producto interior (v, w)y2 = Z?:1<vi,wi>x Yy (T,m) xex2 = Z?j:1<7ij»77ij>X: respecti-
vamente.
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Dado 2 € R™ un conjunto medible con n € N, un ejemplo de espacio de Hilbert es

L*(Q):={f : @ - R funcién medible : / |f]* < 400},
Q

con el producto interior usual (f, g)r2(q) = / fg Yf, g€ L*). Luego, podemos definir
Q
[L2(Q))% = {v = (v1,v2) : v1, v2 € L2(Q)},

el cual podemos dotar con el producto interior (f,g)z2()2 = / f-gpara f=(fi)yg=1(f;) €
Q

[L2(9)]?, y - denotando el producto escalar usual de R?. Por otro lado, para los tensores de segundo
orden 7 := (755), ¢ := () € X?*2, como es usual, el tensor transpuesto se escribe como 7% = (7:),
la traza de 7T por tr(T) := 711 + 722 y el producto escalar de tensores T : { = Z?J:l Tij Gij- Asi,
podemos definir

[LQ(Q)]2X2 = {T = (’Tij) DT € LZ(Q)Vi,j S {1,2}},

provisto del producto interior (T, ) (r2(q)2x2 = / T:¢, V7, ¢ € [L%(Q)]**2, que resulta ser espacio
Q

de Hilbert.

Definicién 1.1.4 (Producto Tensorial) Se define la aplicacion

® : X2 x X? o X?x2

(v,w) » VW=, (1.2)
con 1;j = v;w;, conocida como producto tensorial.
La siguiente es una propiedad de gran utilidad.
Lema 1.1.1 Dados v, w € X% y1 € X?*? se tiene que
(vew):T=v-(Tw). (1.3)
Demostracién: Usando la definicién de producto tensorial tenemos que
2 2 2
VRW:T = Z (v @w)jTj = Z VW T = Zvi(T'w)i =v-TWw
ij=1 ij=1 i=1
O

Definicion 1.1.5 El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial y el gradiente de un campo
vectorial es un campo tensorial, es decir, dados g : Q CR®* - Ry f : Q CR* — R" un campo
escalar y un campo vectorial, respectivamente, asumidas lo suficientemente suaves, se tiene que

Vg :=(0igh<i<n, V= (0jfi)1<ij<n,

donde f; son las funciones componentes de f.
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Definicion 1.1.6 La divergencia de un campo vectorial es un campo escalar y la divergencia de un
campo tensorial es un campo vectorial, es decir, dados f : QCR" — R* yn : Q CR® — R™" un
campo vectorial y tensorial, respectivamente, supuestas lo suficientemente suaves, se tiene que

div(f) =V - f =) 0ifi, div(n) = (divn)i<i<n,
=1

donde m; representa la fila i-ésima del tensor n = (n;j)1<ij<n Y - denota el producto interior usual de
R™.

Finalmente, dado S un dominio de R" y x un entero positivo, P.(.S) denota al conjunto de los poli-
nomios de grado menor o igual a k.

Los resultados descritos en las siguientes secciones han sido extraidos de [15]. Para las correspon-
dientes demostraciones se pueden revisar los Capitulos 2 y 4 de la referencia antes mencionada.

1.2. Dualidad, Riesz, Lax-Milgram y Babuska-Brezzi

Sean (X, (-,-)x), (Y, (-, )y) dos espacios de Hilbert sobre R. Toda aplicacién F' : X — R se llama
funcional. Adem4s, se dice que un funcional I es lineal si cumple con

F(av + pw) = aF(v) + pF(w) VYv,we X,Va,B €R.
Por otra parte, un funcional F' es acotado si existe M > 0 tal que
|F(v)] < M|lv||x VveX.

Por otro lado, a : X x X — R se llama forma bilineal si es lineal en ambas componentes. Se dird que
a es acotada si existe M > 0 tal que

la(u,v)| < M|ul|x||v]x Vu,ve X.
Dado V C X un subespacio de X, una forma bilineal a es V- coerciva si existe C' > 0 tal que
a(v,v) > Clv||% Yo e V.

El conjunto de todos los funcionales lineales y acotados definidos sobre X se llama dual de X y se
denota por X’. Ademsés, definiendo

F
1l = sip T yp e x,
vex\{o} lIvllx

se puede probar que ||- || x/ es una norma y (X', || -||x/) es un espacio de Banach. El siguiente resultado
relaciona los elementos de X’ con los elementos de X.



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.2.1 (Teorema de Representacion de Riesz) Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y sea
F € X'. Entonces, existe un tnico x € X tal que

Fw)=(v,x)x VveX.
Ademds ||F||x: = ||z||x. Suele decirse que v es el representante de Riesz de F sobre X .

Demostracién: Ver Teorema 2.4 en [15]. O

Dado F € X' y v € X, es usual escribir (F,v), que se lee como producto de dualidad, para
denotar la evaluacion de F' en v. Gracias a este resultado, es posible definir la aplicacion R x, llamada
aplicacién u operador de Riesz, como sigue

T\’,X X =5 X
F — Rx(F),

donde R x (F') es el representante de Riesz de F' sobre X, garantizado por el Teorema 1.2.1.

Adicionalmente, dada una forma bilineal & : X xY — Ry u € X, se tiene que el funcional
F,, definido por F,(v) := a(u,v) pertenece al espacio dual de Y. Esto induce la definicién del ope-
rador A : X — Y’, que al componer con el operador de Riez Ry : Y’ — Y genera la aplicacién
A : X — Y definida como A(v) = Ry (A(v)), Vv € X.

Para finalizar esta seccion daremos dos resultados que nos ayudaran, en algunos casos, a asegurar
existencia unica de solucién de nuestras formulaciones variacionales.

Lema 1.2.1 (Lax-Milgram) Sean a : X x X — R una forma bilineal acotada y X -coerciva. Dado
F € X', existe un tinico u € X tal que

a(u,v) = F(v) YveX.
1
Ademds, ||ul|x < —||F||x’, donde ¢ > 0 corresponde a la constante de X -coercividad de a.
c

Demostracién: Ver Teorema 4.1 en [15]. O

Teorema 1.2.2 (Babuska-Brezzi) Sean X, Y espacios de Hilbert,a : X x X — Ryb: X xY — R
formas bilineales acotadas con A y B sus correspondientes operadores inducidos y sea V := ker(B).
Si se cumple que

Ja>0: a(r,7)>a|r|k VreV, (V-coercividad)

38 >0 : sup b(r,v)

> Blvlly YveY, (condicion inf-sup)
rex\ioy I7llx
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entonces, dados F € X', G € Y', existe un unico (o,u) € X XY tal que

a(o,7) +b(r,u) = F(r) VrelX,
blo,v) = G(v) YveY.

Ademds, existe una constante C' > 0, dependiente sdlo de ||Al|, « y B, tal que
(o, w)l[xxy < C([[Fllx + IGlly)-

Demostracién: Ver Teorema 4.9 en [15]. O

1.3. Algunos espacios de Sobolev e identidades de trazas

Dado el espacio de Hilbert L?(f2), es posible definir, introduciendo una generalizacién de la deriva-
da, los llamados espacios de Sobolev, necesarios para obtener nuestras formulaciones variacionales (s6lo
definiremos los utilizados en este trabajo. Para una definicién més completa se pueden ver [13, 19]).
Dado un abierto 2 de R", C*°(£2) denota el espacio de funciones a valores reales infinitamente dife-
renciables. Ademas, dado ¢ € C*°(2), se define su soporte como

sop(p) := {z € Q : p(x) # 0}.
Esto permite definir los espacios de funciones C'*°(2) a soporte compacto
C5o(Q) :=={p € C(Q) : sop(p) es compacto y sop(p) C N},

y C§°(Q) el espacio de restricciones a © de funciones que son C§° sobre algiin abierto que contiene a
Q.

Definicién 1.3.1 (Lipschitz-Continuidad) Se dice que f : Q — R es Lipschitz-continua si existe
K > 0 tal que
|f(x1) — f(z2)| < K|zt — 22|, VX1, T2 € Q.

Definicién 1.3.2 (Notacion indicial.) Un multi-indice es una n-upla o := (a1, Qa,. .., ), con a; €
n
Zt,Vie{1,2,...,n}. El orden (o longitud) del multi-indice o se define como |a| := Zai. Ademds,

i=1
dada f € C§°(2) se define

laf
aaf o 0 f

T a1 a2 (o7
a.ﬁl 8%‘2 D 8%‘1@

Definicién 1.3.3 (Derivada distribucional.) Sea f € L*(Q) y 8 un multi-indice, se define la derivada
débil o distribucional de f, denotada por O f, como la distribucion que satisface

@°f,0) = (-1)Pl(£,0%), Vo e CQ).
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Definicién 1.3.4 (Divergencia distribucional.) Sea f € [L*())%. Se define la divergencia distribu-

cional de f, denotada por div(f), como la distribucion que satisface

(div(f), ) = —(F, V), Vo € C57 ().

Definicién 1.3.5 (Espacios de Sobolev de orden 1) Sea Q C R", dado | € Z, definimos el espacio de

Sobolev
H'(Q) = {ve L*(Q) : 9% e L*(Q), Y]a| < 1}.

Donde 0% es en el sentido distribucional (ver Definicion 1.3.3).

Dotando a este espacio del producto interior
(, V) iy = (W, 0) g2y + Y (07U, 0%)12(0) Vu,v € H(Q),
1<|o|<I
se prueba que es un espacio de Hilbert con norma inducida
1/2

Il = [ W13+ 3o 10%3eqy | Vo € HY(Q).
1<al<!

En particular, si | = 1, se tiene el espacio

HY(Q) = {ve 12(Q) : 2

o € L*(Q),Vi=1,2} = {v € L*(Q) : Vv € [L*(Q)]*},

con norma inducida
1/2
Wl = (101220 + IV0lEaye) Yo € HY(Q).

Notar que el término ||[Vv||jz2(q)2 es una seminorma en H!(Q) y se denota por 0| 1 (@)
Por otro lado, se define el (sub)espacio H(div;Q) C [L%(Q)]? de la siguiente manera

H(div; Q) := {v € [L*(Q)]? : div(v) € L}(Q)},

(1.4)

(1.6)

donde div denota la divergencia en el sentido distribucional (ver Definicién 1.3.4). Se define el siguiente

producto interior sobre H (div; ()
(W, v) (divi0) = (W, V) [r2()2 + (div(w),div(v))20) Vu,v € H(div; ),
y su correspondiente norma inducida
1/2 '
[Vl 2 (aivi) = (HUH[QL?(Q)]? + |U|12q(div;9)> Vv € H(div; ),

con la notacién de la seminorma |v| g (giv:0) := || divv||p2(q)-

Si denotamos por H(div; Q) := [H(div;Q)]? C [L?*(9)]>*? se tiene el siguiente resultado.

(1.7)
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Lema 1.3.1 Definiendo Hy := {7 € H(div;Q) : [,tr(T) = 0}, se tiene H(div;Q) = Hy & RI. Es
decir, dado T € H(div;Q), existen inicos T € H(] yd € R tal que T =19+ d1.

Demostracién: La demostracién se sigue del hecho que Hy es un subespacio cerrado de H(div; ) y
que HOL = RI. Omitimos mas detalles. O

Definimos el tensor desviador de T € H(div; Q) por ¢ := 7 — 3 tr(7)L Note que tr(r%) = 0 en €,
y por tanto 7¢ € Hy.
Desde ahora en adelante, usaremos C' o ¢, con o sin sub/superindices, para denotar constantes genéri-
cas, independientes de parametros de discretizacién, que pueden tomar valores diferentes en diferentes
€asos.

Para finalizar esta seccién daremos algunos resultados sobre trazas, integracién por partes e iden-
tidades de Green para los espacios de Sobolev H'(Q) y H(div; ). Para tales efectos, consideramos
I' := 09 la que supondremos Lipschitz-continua.

Teorema 1.3.1 (Trazas en H(S))) Eziste una aplicacion ~o : H*(Q) — L?*(T), lineal y acotada, tal
que

(@) =v|r Vv e CP((Q).

Demostracién: Ver Teorema 4.14 en [15]. O

Extendiendo la férmula de integracién por partes en C§° (), la cual es consecuencia del Teorema
de la divergencia de Gauss, a H'(Q) se tiene que, dados v, w € H(Q)

ow ov

”axi - Qwawi +/F70(v)70(w)vi Vie{l,2,...,n},

donde v; es la componente i-ésima del vector normal unitario exterior a I', denotado por v. Una
consecuencia directa de esta formula de integracion por partes es el resultado dado a continuacién.

Lema 1.3.2 Para todo u € HY(Q) y v € H3() se tiene

/Qumz—/Qvu.vw/rryo(u)%(vu)-u, (1.8)

donde vo(Vv) es el vector resultante de aplicar o a las componentes de V.
Demostracién: Ver Corolario 4.2 en [15]. O
Por otro lado, definiendo H'/2(I') como el rango de 7o, es decir HY/2(I') := ~4o(H'(Q)), se puede

)
probar que H'/2(I") es un espacio de Hilbert, lo que permite definir H~/2(T") := HY?(T')’ como el
espacio dual de H'/2(I") y asi tener el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 (Trazas normales en H(div;Y)) Existe una aplicacion lineal, acotada y sobreyectiva

v @ H(div;Q) — H-Y(T) tal que

w(t)=(r) v V7e[H Q)"
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Demostracién: Ver Teorema 4.6 en [15]. O

Teorema 1.3.3 (Integracion por partes en H(div;{2)) Dados w € H(Q) y 7 € H(div;Q), se tiene

(o (7, p0lw)) = /

T-Vw+/wdiVT, (1.9)
Q Q

donde (-,-) denota la paridad dual entre H=Y2(I') y HY2(T) con respecto al producto interior de
L2(I).

Demostracién: Ver Lema 4.8 en [15]. O

A continuacién aplicaremos los conceptos y resultados descritos hasta ahora para analizar la solu-
bilidad del problema de Stokes, considerando formulacién en velocidad-pseudoesfuerzo.

1.4. El Problema de Stokes

Sea 2 un dominio con frontera poligonal I, no vacio, acotado y simplemente conexo de R? incom-
presible. El problema de Stokes consiste en determinar la velocidad u y la presién p de un fluido en
régimen estacionario que ocupa la regién Q bajo la accién de fuerzas externas. Mas precisamente, se
desea encontrar un campo vectorial w y un campo escalar p tales que

—vAu+Vp=f en
div(u) =0 en €, (1.10)
u=g en I,

donde v > 0 es la constante de viscosidad cinemédtica del fluido, y los datos f € [L2(Q)]* y g €
[H'/2(I")]?, representan la fuerza volumétrica por unidad de masa y la velocidad del fluido en la frontera
de €, respectivamente. Ademas, del Teorema de la divergencia y la condiciéon de incompresibilidad,
tenemos que g debe satisfacer fF g-v =0, siendo v el vector normal unitario exterior a I". Asimismo,
para garantizar la unicidad de solucién buscaremos p € LE(2) := {q € L*(Q) : [,q = 0}.

1.4.1. Formulacién mixta en velocidad-pseudoesfuerzo

Introducimos la incégnita auxiliar que llamaremos pseudoesfuerzo
oc:=vVu—pl en (1.11)

donde I denota el tensor identidad en [L%(Q)]**? y V el operador gradiente. Aplicando el operador
divergencia a (1.11) obtenemos div(o) = vAu — Vp. Asi la primera ecuacién de (1.10) puede ser
escrita como:

div(o) = —f. (1.12)

Por otro lado, aplicando el operador de traza a (1.11) se tiene tr(e) = vdiv(u) — 2p, y dado que
div(u) = 0, tenemos que p = —3 tr(o) en Q. Eliminando p en (1.11) y considerando (1.12) se obtiene
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un sistema de primer orden en velocidad-pseudoesfuerzo: Encontrar un campo tensorial o (esfuerzo)
y un campo vectorial u (velocidad) tales que

ocl=vVu en Q,
div(e)=—f en Q, (1.13)
u=g en I,

donde 0% := o — } tr(o)IL.

1.4.2. Formulacién variacional continua

Multiplicando la primera ecuacién de (1.13) por 7 € H(div;{?), integrando sobre € y aplicando
integracién por partes se tiene

1
/Ud:T——/u-diVT+/u-TV,
v/a Q r

1
considerando que T = 7% + B tr (7)I y que 0 : I = tr(a?) = 0, la ecuacién anterior se puede escribir

como )
/ad:‘rd:—/u-divrﬁL/u‘ﬂ/.
Vo Q r

Usando el hecho que uw = g en T', se obtiene:

1
/o-d:Td+/u-diVT:/g~TV, V7 € H(div; Q). (1.14)
Q Q r

v

Por otro lado, multiplicando la segunda ecuacién de (1.13) por v € [L?(2)]? e integrando sobre {2
se tiene

v-diveo = — -V v 2 2, .
/Q d /Qf , Yo e [L*(Q)] (1.15)

Juntando las ecuaciones (1.14) y (1.15), se llega al siguiente problema: Hallar (o, u) € Hy x [L?(Q2)]?
tal que

i/ﬂad:Td—l—/Qu-div(T):/Fg~‘ru, V7 e H(div;Q),
/Q'v-div (o-):—/Qf~v, Yo € [L3(Q))% (1.16)

Ademds, dado que H(div;Q) := Hy @ RI, se tiene que, dado 7 € H(div;Q), 7 = 79 + ¢, I, con
T0 € Hy y ¢r € R, luego se verifica: 7¢ = 7¢, div(7) = div(1o) y (v, g) = (Tov, g).

De esta manera, el Problema (1.16) es equivalente a: Hallar (o, u) € Ho x [L?(Q)]? tal que

a(o, )+ b(T,v) = G(1), VT € Hy,
b(o,v) = F(v), Vv € [L?(Q)]?, (1.17)
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donde las formas bilineales a : H(div;Q) x H(div;Q) = Ry b : H(div;Q) x [L?(2)]? son definidas
por

v

a(lo,T) = / ol 1d, b(r,v):= / v -div T,
Q Q
y los funcionales lineales G : H(div;Q) — R, F' : [L?(©2)]> — R vienen dados por

G(t) = (tv,g)r, F(v):= —/Qf -,

Lema 1.4.1 Las formas bilineales a, b, y los funcionales lineales F', G son acotados.

Demostracién: Sean o, 7 € Hyy v € [L?(Q2)]2. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
que

la(a, 7)| =[(0?, 7)) 2= | < N0l r2@yexe T z2@)2x2 < lollz2@yzxell Tl 2 ()2x
<ol div:) 17| 5 (aiv:0)
(T, v)| =[(div(T), v)12(q)2| < [|[Aiv(T)[liz2@)2llv 22 < 17l H(divie) 10l 22 )2
|G(T)| =[Tv,g)r| < [Tvllig-12mplgllimeae < ITlla@ve) l9lme @)z,
|F(0)] =[(v, £irz@2] < lvlliz@pellf lliz2@)z-

Asi, se concluye la prueba. O

El siguiente resultado serd de gran ayuda para concluir la solubilidad del problema (1.17).
Lema 1.4.2 FExiste c1 > 0, dependiendo solo de 2, tal que
2 |2 (]2
allT iz ez < 17N 2 @zee + 1divr (|2 g2 V7 € Ho. (1.18)
Demostracién: Para la demostracién se puede ver la Proposicién 3.1 del Capitulo IV en [9]. 0
La existencia y unicidad de solucién del Problema (1.17) viene garantizada por el siguiente teore-
ma.

Teorema 1.4.1 El problema (1.17) tiene tinica solucion (o,u) € Hy x [L%(Q)]?. Ademds, existe una
constante C > 0, independiente de la solucion, tal que

(o, W zr@ivi) <[22 < C (HfH[L2(Q)]2 + ||9||[H1/2(r)]2> : (1.19)

Demostracion: La conclusién de este teorema pasa por garantizar las condiciones que deben satisfacer
las formas bilineales a, b de la teoria de Babuska-Brezzi (ver Teorema 1.2.2).

Para ello, ddo B : Hy — [L%(Q)]? el operador inducido por la forma bilineal b, el kernel de este
operador viene dado por el subespacio

V= Ker(B) ={t € Hy : B(T) =022} = {7 € Hp : b(7,v) =0, Vv € [L*(Q)]*}
= {7’ € Hy : diV(T) = H[LQ(Q)]Q}-
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Ahora, sea 7 € V. De la definicién de a y de la definicién de || - || g(aiv;0), tenemos luego de aplicar
el Lema 1.4.2:

1 1 C1
a(t,7) = ;HTdH[Qm(Q)Pw 2 ;HTH%LQ(Q)P“ = ;HTH%I(div;Q)'

Es decir, existe ¢ = a > 0 tal que
v
a(t, ) > c||’rH%I(diV;Q), vr e V. (1.20)

Ahora estableceremos la llamada condicién inf-sup de b. Sea v € [L?(2)]?. Consideremos el problema
auxiliar: Encontrar z € [H}(Q2)]? tal que

—Az =, en )

: = . 1 2
z=0, enl. < /QVZ-V“’—/Q” w,  Vw e [Hy(Q)J (1.21)

Gracias al Lema 1.2.1, es posible asegurar que existe tnica solucién del problema auxiliar, es decir,
existe un tinico z € [H}(2)]? solucién de (1.21). Ademss, existe ¢ > 0 tal que 12l ()2 < ellvlliz2@)2-
Notemos que Vz € H(div;() ya que en el sentido distribucional se tiene div(Vz) = Az = —v €
[L2(£2)]2. Descomponiendo —Vz = 7¢ + ¢.I, con 79 € Hy y ¢. € R, tenemos que div(7g) = v.

Asi resulta

o) o) Y ol

sup > = = . (1.22)
reifo} 1Tl H@ivio) — ITolla@ivie)  II7Tolla@ivie) ol mivie)
Como HTOH[L?(Q)]?X? < ||VZH[L2(Q)]2><2 < HZH[Hl(Q)]Q < EHU”[LQ(Q)]Q tenemos que
HTOH%-I(div;Q) = H7'0H[2L2(Q)]2x2 + HU”[2L2(Q)]2 <1 +E2)HUH[2L2(Q)P'
Aplicando esta tltima desigualdad en (1.22) tenemos que existe C' > 0 tal que
b(r,v —
sup _bry) > Cllvlliz2 )2 (1.23)
TeH\{6} H"’HH(div;Q)
donde C = ﬁ El resto de la demostracién pasa por el acotamiento de los funcionales G y F' y
C

aplicar el Teorema 1.2.2. O

Queda asi garantizada la existencia dnica de solucién para el Problema (1.17). El siguiente paso
es aproximar la solucién por medio de algiin método de elementos finitos, analizando la convergencia
del método.



Capitulo 2

Métodos Galerkin Discontinuo (DG)
para el problema de Stokes

Sea {7 }r>0 una familia regular de triangulaciones del dominio Q) (con posibles nodos colgantes),

compuesta por tridngulos 7' (llamados elementos) de didmetro hy y vector normal exterior unitario
vp. Es usual denotar por h := max{hy : T € T} al tamano de la malla.
Dado Ty, sus lados se definen como sigue: un lado interior de Ty es el interior (no vacio) de 9T N AT,
donde Ty T” son dos elementos adyacentes de Tp,. Un lado de frontera de Ty, es el interior (no vacio)
de 0T N 9N donde T es un elemento de frontera de Tp. Denotaremos por £; el conjunto de todos los
lados interiores (contado s6lo una vez) sobre €2, y por &r el conjunto de todos los lados de frontera.
Finalmente, £ := & U & es el conjunto de todos los lados inducidos por la triangulacién T, llamado
también esqueleto de la malla. Ademads, para cada lado e € &, h, representa su longitud (medida).

Los métodos de Galerkin Discontinuo (DG) son un tipo de elementos finitos no conformes y consisten
en, dada una malla 7, aproximar la solucién (o, u) € H(div;Q) x [L?(2)]? de (1.13) por funciones
(oh,up,) definidas sobre un espacio de elementos finitos apropiado X0 x W, ¢ H(div; Q) x [L?(Q)]%.

Para ello, dado T' € Tj, se debe encontrar (o, up) € X0 x Wy, tal que
0'% =vVup, en T,

div(ep)=—f en T. (2.1)

Procediendo de manera similar a [25] (o [10]), multiplicamos las ecuaciones de (2.1) por 7 € Xy ¥
v € W, respectivamente, integramos sobre T y aplicamos integracién por partes, obteniendo

1 ~
/ fL:Td—i—/uh-div(T)—/ u-Tvr =0 V7€),
T aT

vir
/Vv:ah—/ U-E'VT:/f-v VveWy,.
T aT T

Aqui ¢ y u son aproximaciones de o y u respectivamente, y suelen ser llamados flujos numéricos
o trazas numéricas. Estas trazas suelen depender de o, up y del dato de frontera g. La manera de
definir estos flujos es diversa y da lugar a distintos tipos de métodos DG (ver [2]).

(2.2)

18
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2.1. Definiciones y resultados previos

Comenzaremos introduciendo algunos conceptos que serdn necesarios en el resto del escrito.

Definicién 2.1.1 (Variacion Acotada) Dada Ty, una particion por tridngulos de Q. Se dice que Ty, es
de variacion acotada si existe [ > 1, independiente de h, tal que

l—lghi

<l 2.3
< (23)

para cada par T, T" € T;, compartiendo un lado interior.

En lo que sigue asumiremos que la triangulacién 7j, es de variacién acotada.

A continuacién definiremos los operadores salto y promedio, usados en los esquemas de Galerkin
discontinuos. Para ello es necesario introducir los espacios de Sobolev por tramos/trozos.

Definicién 2.1.2 (“Broken Sobolev”) Sea Q C R? un dominio poligonal, Ty, una triangulacién de Q
y 1 € Z*. Se definen los espacios de Sobolev por tramos H'(Ty,) y H(div,T},) como

HYT) :={v € L}(Q) : v|r € H(T), VT € T}, (2.4)
H(div,Tp) :== {7 € [L*(Q)]**? : 7|r € H(div,T), YT € Tp}. (2.5)

Observacién 2.1.1 Dada la definicion de estos espacios, las restricciones de ¢ € H'(Ty), v €
[HY(T))? y 7 € [HY(T)]?*? al esqueleto de la triangulacion, resultan ser funciones multivaluadas.
Ast, dado e =0T NOT' € &1, qle = (16, q17¢), V]|e = (V16,11 e) Y Tle = (T1e, T1r ). Mientras que
sie€Er, qle =qre, Ve = VTe Y Tle = TTe, donde qre, V7, TTe, qT7.e; Ve Y TT7,c SON las trazas
de q, v y T sobre e desde T y T' respectivamente.

Definicién 2.1.3 (Operadores a trozos) Se definen los operadores divy, : H(div,T,) — [L?(2)])?
y Vi o [HYT)]? — [L2(2)])**% como los operadores divergencia y gradiente por tramos, es decir
divy,(7)|r = div(7|r) y VL(v)|r = V(v|1) YT € Ty, V7 € [H(TR)]?*?, Yo € [H(Ty))%.

Es importante tener en cuenta que los espacios de elementos finitos X, o y W, que son usados en
(2.2) y que definiremos mas adelante, son subespacios de dimensién finita de algunos de los espacios
(2.4) y usualmente se definen en funcién de espacios de polinomios.

Si en (2.2) sumamos sobre todos los T' € Ty, tenemos

1/ d._d / . ~
— s uyp, - divy (1) — u-tvr=0 Ve,
vJja h 9) Z oT

TeTh
(2.6)

/thzah—Z/ 'U~5'1/T:/f~'u Yve Wy.
Q oT Q

TeTh

Para definir los flujos & y u, necesitamos introducir los operadores “de salto” y “promedio”.
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Definicién 2.1.4 (Saltos y promedios) Sean T yT' € Ty, tales que ITNIT' = e, y vy, v es el vector
normal unitario exterior a Ty T" respectivamente. Dados q € [[rer L*(dT), v € e, [L2(0T)]?,
T € [lrer, [L2(OT))**? se define el salto [-] y promedio {-} a través de e € € como

1 , ,
{q} == §(QT,6 + QT',e) st e€ly [[qﬂ _ ) ATeVT +qr v st ec€ &y (2.7a)
q si e€ér ’ quT si e€ép
1 , .
(v} = §(UT,e ‘o) sioe€&r ol i d VT VT F VT v st e €8 (2.7b)
v si e v-vr si ecér
1 _ .
(r} = i(TT,e +Tre) si ec& (] = TreVT + TV Si e €Er (2.7¢)
. T si e€ép . TVT si e€ér '
Adicionalmente, para v, definimos el salto tensorial [-] como
Vre QUL + U QU 8i e€E
[v] := { % B e ! (2.8)
VR UT si e€&r.

Usando estas definiciones de saltos y promedios tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1.1 Sean v € [[rcr. [L20T)) yT € [rer, [L2(0T))**? entonces

Z/ v. TVT_/[[U {T}+/{v} (2.9)

TeT,

Aquz/ denota Z/

ecf

Demostracién: Es suficiente tener en cuenta las definiciones de saltos y promedios dados en (2.7), la
identidad v® v : 7 = v - TV y que vyv = —vp. Se omiten mayores detalles. ]

Gracias a (2.9), tenemos la siguiente férmula de integracién por partes:
/ divy(7) -v+/ Viw:T = / [v] : {T}+/ (o}-Irl, V(rw) € [H (T2 x [H (TP (2.10)
Q Q E Er

Luego, aplicando (2.9) en (2.6) obtenemos la Formulacién Variacional Discreta: Hallar (o, up) €
Yho X Wy tal que

i/ﬁag "'+/Uh divy (7 /[[u {r} - /{u} [f]=0 V7€,

[ow:viw— [l (@)~ /{v} 1= [ £ Vo e W,

(2.11)
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A continuacién describiremos algunos esquemas DG, que son obtenidos segiin como se definen los
flujos numéricos asociados. Discutiremos ademas sobre la existencia tinica de solucién y estimaciones
de error a priori.

2.2. Esquema de Galerkin Discontinuo Local (LDG)

En esta seccién definiremos un esquema de Galerkin Discontinuo Local (LDG), en donde el flujo
o dependerd de o, y uj, mientras que u dependerd sélo de uy, y del dato de frontera. El objetivo de
definir de esta manera los flujos es para eliminar o, de la primera ecuacién en (2.2) y obtener asi una
formulacion primal equivalente a (2.2) (el método tradicional para estudiar estos esquemas, mirar por
ejemplo [2, 10, 25]).
Aplicando la férmula de integracién por partes (2.10) en la primera ecuacién del problema (2.11)
obtenemos la formulacion: Hallar (op,up) € Xp0 x Wy, tal que

1 . ~
/a%:Td—/thh:T+/[[uh—u]]:{T}+/ {up —u}-[7] =0 V7T e,
vVJa Q £y Er
(2.12)
/ah:th—/[[v]]:{E'}—/{v}-[[&]]:/f-v Vo e W,
Q E Er Q
Tomando como referencia [2], [10], [11] y [25], definimos los flujos numéricos u := u(up,g) y
o :=o(op,up, g) para cada T' € Tj, como sigue
upt + [up]B siee€ &y,
Tr, = tun} + fuunl (2.13)
g sie€ér,
y
ont —lon] @ B — auy] sieefy,
Gre = ton} = ol fun] ! (2.14)
op—alup,—g)v sieeér,

donde las funciones auxiliares « (escalar) y B (vector) son univaluadas en cada lado e € £ y son
definidas apropiadamente para que nos permitan probar la solubilidad y obtener las razones de con-
vergencia 6ptimas de nuestra aproximacién. Con este fin, definimos al, = %, y B € [L®(&)]? un
vector arbitrario de R?, donde @ > 0 es arbitrario, mientras que h es definido por

(2.15)

mEiX{hT, hT/} siee &y,
h:=
hr sie€ér,

siendo T'y T" € T}, elementos compartiendo una arista interior e.
Reemplazando (2.13) y (2.14) en (2.12), y notando que [u] =0 en &, [u] =g @ v en &r,

{u} ={up} +[wp]B en &, {o} ={ont —[or] ® B —afup] en &, y
{o} = on—a(u, —g) @ en &r; obtenemos la formulacion global LDG: Hallar (o, up) € Xy 0 x W,
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tal que

(2.16)
/Jh:th—/[[v]]:{ah}—l—/ [v] ﬂahﬂ®ﬂ+/a[M]:M]—/f-v+/ ag - v,
Q & Er E Q Er
V(T,’U) € 2/170 X Wi,
Finalmente, definiendo las formas bilineales
ap, « [H' (T2 x [HY(Tp)]”? = R, b+ [HY(Tw)]?? > [HY(Tw)]* — R
ap(T,m) == 1/ 7. nd bp(T,v) == / Viwv:Tt
vi/a Q
(2.17)
cn + [HY(To)P? x [HY(Th)]* — R, spt [H (Tw))?*? x [H'(To)? — R
cn (v, w) == / afv] : [w] sp(v,T) = v]: {r} - [r]®B) +/ v-TV
E T Er— Er
y los funcionales
Gy = [H(TW)P? = R, F : [HY(Th)P? — R
Gp(T) ::/ g-TU Fp(v) :== / f-v+/ ag - v, (2.18)
51" Q gl"
podemos escribir (2.16) como: Hallar (o, up) € Xp0 x Wy, tal que
ah(ah,‘r) —bh(’u,h,T)—i-Sh(’u,h,T) :Gh(T) VT e 2}170,
(2.19)
bn(v, o) — sp(v, o) + cp(v,up) = Fp(v) Vv e Wy,

Ahora, siguiendo la metodologia clédsica (ver por ejemplo [2]) procedemos a eliminar o, del sistema
(2.19) con el objetivo de definir una formulacién primal del tipo: Hallar uy, € W, tal que

A(up,v) = F(v) Yve Wy, (2.20)

Siguiendo este razonamiento, debemos probar que sy, definido en (2.17), es una forma bilineal acotada
y que G}, es un funcional lineal y acotado. Para estos fines daremos los siguientes resultados.

Lema 2.2.1 Euzisten constantes Cy, Ca, C3 > 0, independientes de h, tal que para todo T = (T7)recT;, €
H [L2(00)]**2, se tiene

TeT,

i) Hh1/2{7}H[2L2(51)]2><2 S Cl Z h’THTTH[QLQ(BT)]QXQ‘
TETh

ii) Hh1/2[[7-]]H[2LQ(gI)]Q S CQ Z hTHTTH[sz(aT)PX?'
TeTh
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7’7’7’) th/ T” [L2(09)])2%2 < 03 Z hT”TT|’[2L2(aT)]2><2-
TeT,

Demostracién: Sea T := (77)reT, € H [L%(09))**2. De acuerdo con la definicién de {7}, h y usando

TeTh
el hecho que Ty, satisface (2.3), tenemos para i)

) Y2} s = / A= Y [blrre e

eCS
SO SN ED Sl LD O I
eCEr TeT, TeT,
= Cl Z hTHTTH[LZ(aT)PXQ .
TeT

Donde €' depende de [ dado en la Definicién 2.1.1.

Procediendo de manera similar en ii) y iii) obtenemos respectivamente,

i) [0 [T]F 2 e, Z/h!TTeVT+TT/ V| <22/ (lrrevel® + |7 v ?)

ECSI ech
<2 Z / ‘TTe’ + |77, e’ ) < 4C, Z hr||Tr|] [L2(AT)]2%2-
GCSI TGT
iii) \|h1/2[7-]]||[2L2(5F)]2 = Z /h|TTe| < Z/hTTeIZ Z hr |77 F2 ory2xe
eCEér eCE TeT,
En la 1ltima inecuacion usamos el hecho que h = hp en &p. O

Lema 2.2.2 FEuxiste Ciny > 0, dependiendo solo de k y la reqularidad de la malla, tal que
H‘JH[zLQ(aT)]QX2 =< CINVh%lHQH[QL%T)]M? Vg € [P(T)*?* VT €T (2:21)

Demostracién: La demostracion se sigue del Teorema 4.7.6, ecuacién (4.6.4), en [26]. O

A continuacién introduciremos los espacios de elementos finitos usados en este esquema:
Wy :={ve [L2(Q)]2 sl € [Pk(T)]Q, VT € Th}, (2.22)
S = {1 € [LA(Q))*? : 7|7 € [P(T)]*%, VT € Tn}, Zho = {T €y ¢ / T = o}, (2.23)
Q

provistos de las siguientes normas: Para X, consideramos la norma || - ||s : [L?(©2)]?*? — R dada por

I7lls = ITllz2@y2x2, VT € [L2(Q)]?*2. (2.24)
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Respecto de W, primero definimos la seminorma |- |, : [H'(73)]* = R

1/2
ol 1= (a2 [oll Bage s + 1020 @ vlPpaeypes) | Vo € HATR (2:25)
y la norma || - || : [H*( Tx)]? — R dada por
1/2
ol = IV aaees + o) Vo € [ (T3 (2.26)

Adicionalmente, definimos la norma ||(-,-)||zpg : [L2(Q)]?*? x [HY(T)]* = R por

1/2

I(m,v)llepe = (I7l[% + llvll7) ™V (r,v) € [L2(Q)] x [H (Th)]*. (2.27)

Lema 2.2.3 La forma bilineal sy, definida en (2.17), es acotada. Ademds, existe un operador lineal
y acotado S : W, — X, ¢ tal que, dado v € Wy, se tiene

/QS(’U)ZT = sp(v,T) VT € Xpo. (2.28)

Demostracién: Se observa que los operadores de saltos y promedios definidos en (2.7) son lineales.
Por otro lado, aplicando las desigualdad triangular, de Cauchy-Schwarz, y considerando que 3 €
[L>=(&1)]?, tenemos que

s (v,7)] < /g M2 [0] [~ Y2} + [1Blliz=(e /g a2 []flo~2[r]| + /5 020 © w7
I I N

< o ?[olllpeeppeella™ 2 {r Hipanpee + Blla'lellliza e la el @

1/2

a0 © V| g2 gye o™ 7 2 g yne

obteniendo,
~1/2 2 ~1/2 2 —1/2_12 1/2
s 0, 7)] < Cloln (o™ aqepyoee + o™ Bl agepyose + a2 Braqepyoes) - (2:29)
Luego, usando la definicién de « (ver (2.14)) y la parte i) del Lema 2.2.1, se deduce que

o™ 2 iy ey = @I iy e < @101 Y hrllmrlfiaorpeee.
TeTh

Aplicando el Lema 2.2.2, se concluye,
lo™ (T} fageppee < 87 Oy [Tl e (2:30)

Para el segundo y tercer término de (2.29) procedemos de manera similar. En efecto, aplicando las
partes ii) y iii) del Lema 2.2.1 y Lema 2.2.2, se obtiene

lo™ 2 E e e pexe < @ CaCrnvliTlfpagypee: (2.31)
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y
”06_1/2’7'||[2L2(3Q)]2x2 < a_lc?)CINV||7'”[2L2(Q)}2x2- (2-32)

Reemplazando (2.30), (2.31), y (2.32) en (2.29), se deduce que
[sn(v, T)| < CslvlnllTlliz2@exe < Csllollal Tl

siendo Cy := Ca~! max{Cy, Cy, C3}.

De esta manera, se concluye que sj es una forma bilineal y acotada.

Por otro lado, sea v € W, fijo , pero arbitrario. Se tiene que el funcional B, : ¥j ¢ — R definido

por By(T) := sp(7,v) vive en 2%,0' Esto permite definir una aplicacién B : W, :— 2,h70’ tal que

B(v) = B,.

Por otro lado, del Teorema de Representaciéon de Riez, dado F € 2270, es posible definir Ry, , :
ho — Zno tal que Ry,  (F) satisface la relacion F(n) = (Rx,  (F),m)s,, Vn € Zpuo. Asi,

podemos definir § : W, — X, o tal que

S(v) = (REh,o oB)(v) = th,o (B(v)) = th,o (Bv),
tal que
/Q S(v) i = (1,8(0))s, = (1, Rz, (Bo))s, = Bulr) = s (7, 0).
]

Lema 2.2.4 El funcional Gy, definido en (2.18), es lineal y acotado (es decir Gy, € X},). Ademds,
existe G € Xy, tal que

Gh(T) = / Gg:r, V1 € 3y,
Q
Mas aun, existe Cg > 0 tal que
HgH[LQ(Q)}QxQ < Cg”al/?g ® VH[LQ(SF)]QX?-

Demostracion: No es dificil verificar que G, es lineal, veamos que es acotado. Sea 7 € Xj,. Tenemos

/ gV :T
ér

_ a—1/2”a1/2

|Gr(T)| = < &g @ vl ragpyere o 27|l pagpyene

g® VH[LQ(SF)PXQ ||h1/2TH[L2(5p)]2><2
1/2

<@ 120 o Py @ vl | Y ey
TETy

o~ 1/2 2
<a 202 Or 012 @ vl e Tl @ype-

Luego, definiendo C’é := & 'C3C0 Ny tenemos que Gy, es acotado y asf Gy, € 3. Gracias al Teorema
de Representacién de Riez , existe G € Xy, tal que

Gp(t)=(G,T)s, VTel,<= g-ﬂ/:/g:r V1 e Xy, (2.33)
&r Q
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Por otro lado, usando (2.33) tenemos que Gj,(G) = ||QH[2L2(Q)}2X2 y del acotamiento de G (G) tenemos

Hg||[L2(Q)]2X2 < CQHOél/zg 02Y VH[LQ(EF)]QW-

0
Ahora, considerando (2.28) y (2.33), la primera ecuacién del problema (2.19) puede ser reescrita como

1
/(az —Vyup+8S(up) —G):7=0, V7€
Q

v

Asumiendo que V, W, C X, se obtiene
o = v(Viuy, — S(uy) +G). (2.34)

Por otro lado, la segunda ecuacién de (2.19) se puede escribir como
1
/(Vh'v —Sw)): ol + B / (Vv —SW)) : tropl + ep(v,up) = Fp(v) Yo e Wy,
Q Q

Luego, reemplazando (2.34), se llega a la formulacion primal condensada: Hallar (o, up) € Xp0x W,
tal que: 0% = v(Viup — S(up) +G) y

v / (Vhv—S(v)) - (th—S(u))—l—% / (Vhv—S(®)) : tr(0n)Iten(®, up) = Fy(v)—v / (Viv—S(v)) :
Q Q Q

(2.35)
Vv e Wy.
Dado que en la condensacién estética (2.34) sélo es posible obtener aﬁ en funcién de up, no es posible
obtener la formulacién primal del método pues en la formulacién (2.35) queda un término que depende
de la traza de o, la cual es desconocida. Aun asi es posible mostrar que el problema (2.19) tiene tinica
solucién, que es lo que estudiamos en el siguiente Teorema.

Teorema 2.2.1 Suponiendo que VW, C 3y, el problema (2.19) tiene unica solucion.

Demostraciéon: La existencia y unicidad del esquema lineal (2.19) pasa por mostrar que el problema
homogéneo asociado tiene solucién trivial. Tomando 7 = o), y v = uy en la primera y segunda
ecuacién del problema homogéneo asociado a (2.19) respectivamete, tenemos

ap(oh,on) — bp(up, o) + sp(up, o) =0,

bh(uh, O'h) — sh(uh, O'h) + ch(uh,uh) = 0.

Sumando estas ecuaciones y considerando (2.24) y (2.25), llegamos a
d
lofilI% + lunl, = 0,

entonces,
oo =0 Aluply =0= o} =bx, ,
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también, de |up|p, = 0, concluimos que uy, es continua en € y se anula en 0S).

Reemplazando 0'% = 0x, y uy en la primera ecuacién de (2.19) y considerando que [up] = 0 lle-
gamos a

/thh:'r:() V1T e.
Q

Dado que V, W, C Xy, Vyuy € Xp, tomando 7 = Vjuy, en la integral de arriba obtenemos que
uy, es constante en {2, pero up es cero en J), en consecuencia

Uup = QW}L .

1 1
Ahora, o, = o + 3 tr(op)I = 3 tr(op)I. Reemplazando o, y uy, en la segunda ecuacién de (2.19)
obtenemos )
2/ Vpv i tr(op)I — sp(v, tr(ep)) =0, Vv € Wy,
Q

Definiendo ﬁ\/h ={w € Wy : wlpr € RTj_1(T),VYT € Tp, N w-v =0 en &}, la ecuacién de arriba
resulta

/ divy(v) tr(oh) =0, Yv € Wh. (2.36)
Q

Ahora, en vista que o, € X0, se deduce tr(o,) € LE(Q). Ademds, del Corolario 2.4 en [19]
tenemos que div es sobreyectivo de [H}(2)]? a LZ(f2), esto implica que existe w € [H(2)]? tal que
div(w) = tr(o},). Sea v, = II(w), donde II(w)|r = lgr(w|r), VI € Ty, siendo Ilgr el operador
proyeccién de Raviart-Thomas de grado k — 1, con k € Z™. En este sentido

diV(’Uh’T) = diV(HRT’w) = Pk_l(div(w)|T) = Pk_l(tr(ah)\;p) = tr(o’h)|TVT S E
Finalmente, tomando v = v, en (2.36), obtenemos || tr(op)||12(q) = 0, concluyendo que
op="0s,.

Asi, el problema homogéneo asociado a (2.19) tiene solucién trivial, y concluimos que el problema
(2.19) tiene unica solucién. O

Desafortunadamente, en principio no supimos cémo obtener estimaciones de error a priori para el
Problema (2.19). En su lugar, nuestra propuesta consistié en evitar ese camino presentando un esque-
ma discontinuo que extiende de forma natural la formulaciéon mixta dual estandard, esto es descrito a
continuacién.

2.3. Un segundo esquema de Galerkin Discontinuo (DG)

Aplicando la férmula de integracién por partes (2.10) en la segunda ecuacién del Problema (2.11)
obtenemos la formulacion: Hallar (o, up) € Xp 0 x Wy, tal que
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1
/ o-ﬁf:Td—l—/uh-divh(T)—/[[fL]] : {T}—/ (@[] = 0 Ve Sho,
viJa Q £ Er
(2.37)
—/divh(ah)-v—l—/[['uﬂ : ({ah—a})+/ {v}-([[a'h—&]]):/f-v Vo e W,
Q E Er Q
donde X3 o y W, son espacios de elementos finitos apropiados.
Siguiendo el camino usado en [6], definimos los siguientes flujos numéricos:
N up —l—uhﬁ—'yah siee€ &y,
Ure 1= {un} o+ Jun] Lon] (2.38)
g sie € &r,
y
o}t —lon] ® B —ajuy] sieefr,
OTe = ton) ~loul —[[ d ! (2.39)
op—alup—g) Qv siec€ér,

donde las funciones auxiliares «, 7 (escalares) y B (vector) son univaluadas en cada lado e € £ y son
definidas de manera que se obtengan las razones optimas de convergencia de nuestra aproximacion.
En este sentido, definimos |, = ah, y|. = g y B € L*>(&) un vector arbitrario de R?, con @, 7 > 0
arbitrarios, mientras que h estd definido en (2.15).

Reemplazando (2.38) y (2.39) en (2.37) resulta el problema: Hallar (o, up) € Xp o x Wi,

s feterts [weai)+ [ slon (1= [ (fw) + [l8) -t = [ g7,

_/Qv.divh(o-h)—k/gl ({v}—k[[v]],@).[[a-h]]—l-/gaM:[[v]]:/ﬂf.v—k/grag@u:v@)l/,
2.40
V(T,v) € Tpox Wy, (240)

Asi, definiendo las formas bilineales
apg : [H'(Tw)]”? x [HY(T)*? — R, bpg : [H'(Tw)]”? x [H (Ty)]* = R

avc(rn) = [ wint+ [l Tl boa(ro) = [ o-divi(r) = [ ({0} + 018) - [7]

cpg  [HY(Tw)]? < [H(Th)]* = R,
cpa(v,w) = /ga[['v]]: [w]

S

(2.41)
y los funcionales

GDG : [Hl(ﬁ)]%d — R, FDG : [Hl('ﬁl)P — R

GDG’(T> ZZL g-TV FDG’(U) :/va_|_/g gV vV (242)
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obtenemos la formulacién global DG: Hallar (op,up) € 3p0 X W), tal que

apc(on, )+ bpa(up, 7) = Gpa(T) V7€,
(2.43)

—bpa(v, o) + cpa(v,un) = Fpg(v) Vve Wy,.

A continuacion mostraremos algunas propiedades de las formas bilineales y los funcionales definidos
que nos permitirdn asegurar la existencia y unicidad de solucidon, asi como la estabilidad del esquema.

2.3.1. Existencia y unicidad

El objetivo de esta seccién es demostrar propiedades de las formas bilineales dadas en (2.41) y los
funcionales definidos en (2.42), para concluir la existencia y unicidad del esquema (2.43). Para tales
efectos dotamos el espacio Xj, o de la norma

. 1/2 .
I7lls, = <||TH[2L2(Q)PX2 + IV 2 [ e + ”dlvh(T)”[Qp(Q)P) V1 e H(div;Ty),

y [L?(92)]? con su norma habitual. Por lo tanto, para el espacio producto, consideramos ||(-,-)|pc :
H(div; Tp) x [L*(Q)]? — R, dada por

1/2 .
[ olioe = (I, + ole@pe)  Viro) € HdiviT) x L2@)

La continuidad de las formas bilineales, medida en sus correspondientes normas, se sigue de una
estimacion directa, y utiliza algunas desigualdades definidas sobre los espacios discretos 3 v Wy, que
aproximan a las soluciones buscadas. Para tal fin, comenzamos introduciendo los espacios de elementos
finitos como siguen

= {T € [L2())*? : 7| € [RT.(T))*> VT € Ty},

Sho = {‘r € Xy /7‘ = 0}, (2.44)
Q

Wi, ={v € [L2(Q)? : v|r € [P(T)]?> VT € Tp},
donde k, r > 0. Dado s € Z*, RT(T) es el subespacio vectorial de [P, 1(7)]? definido por:
RT(T) = [Pu(T)? @ 2 P(T), (2.45)
conocido como espacio de Raviart-Thomas local, definido sobre cada T € Tj,.

A continuacién daremos dos resultados. El primero de ellos es necesario para el acotamiento de la
forma bilineal bpg y del funcional Fpg, mientras que el segundo nos dara una cota para || - ||x, .

Lema 2.3.1 FExiste C > 0, independiente del tamano de la malla, tal que
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a) |22 [0llfz ey < Cllvlfaiye Vv € Wi

) th/Q{’U}H[L2(5 ]2 < CHUH[LQ(Q)]Q V'U S Wh-

Demostracién: Comenzaremos probando a). Siguiendo un razonamiento similar a la demostracién del
Lema 2.2.1 (o del Lema 3.1 en [10]) se sigue que existe ¢* > 0, independiente del tamano de la malla
tal que

I[P ageye < ¢ S hrllollizzomyz. Vo € W
TeT,

Luego, aplicando el Lema 2.2.2, se deduce
I 2[0] 2oy < Cllvlfzqyz: Yo € W,
con C' = c*Cryy. Para b) se procede de manera similar. Omitimos més detalles. O

Lema 2.3.2 FEzxiste una constante c3 > 0, independiente del tamano de malla, tal que

callTIfaayexe < ITFapexe + I1dive (MIFza@ye + 17" I Tl 2e 2 (2.46)
para todo T € 3o := {7 € H(div, T3) : [T = 0}.
Demostracién: Adaptamos la prueba de la Proposicién IV.3.1 en [9]. Sea 7 € X;. Dado que 7 =
74+ 2 tr (7)1, es facil ver que
17172 pzxe = 172y + %” tr (7)[172 (0
por ende (2.46) serd consecuencia de probar

tr (T) 1220y < CUT N2y + Idivi (M)E2@ye + 17 I T 2e )

Con este fin, considerando que / tr (1) = 0, deducimos que existe v € [H{(Q)]?, tal que
Q

div(v) =tr(r)enQ vy |[|[v|m ) < clltr (T)lz2@

Luego, considerando la decomposicién Vo = (Vo)? + 3 tr(Vo)I = (Vo)? + 5div(v)I y que [, 7: 97 =
fQ 7% n, deducimos que

e () 220 :/Qtr('r) div(v) :/QT:div(v)I:2/QT:Vv—2/QTd:V'v.

Aplicando la férmula de integracién por partes (2.10) al lado derecho de la ecuacién anterior, tenemos

(1) 20 :2</€I{v}-[[T]]—/Qv-dith—/QTd:V’U),

de donde se ve que la demostracion se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Lema 2.3.1, y el
hecho de que v € HE(Q). O

Gracias al Lema 2.3.1 podemos establecer ahora las siguientes propiedades de continuidad de las
formas bilineales.
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Lema 2.3.3 Eziste Ceopnr > 0, independiente del tamanio de la malla, tal que

apG(T,m) < Ccont”THEthHEh V(T,m) € Tp X Iy, (2.47)
bpg(T,’v) < Ccont”THEhH'U”[L2(Q)]2 V(‘T,’U) S 2h X Wh, (2.48)
CDG(U,U)) < Ccont”v||[L2(Q)]2”wH[LQ(Q)]Q V(’U,’U)) S Wh X Wh. (249)

Demostracién: Sean 7, n € 3j, y v, w € Wy, primero notamos que (2.47) se sigue de la aplicacién
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, de ||7—d||[L2(Q)]2><2 < [T lliz2@)2x2 VT € Xj y de la definicién de

H : HEh
1
lapa(T,m)| < ;HT||[L2(Q)]2X2\|77||[L2(Q)]2x2 + 1720 2 ez 17 2 [l e o2
1
< ;(HTH[QL?(Q)PX? + HVI/Q[[T]]\|[2L2(g,)]2)1/2(!\"7||[2L2(Q)]2x2 + ||71/2[[77]]||[2L2(51)}2)1/2

< CcontHTHZthHEm

con Ceont = % Por otro lado, para (2.48) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la definicién de
7, el hecho que B € [L*°(&7))? y el Lema 2.3.1

lbpa(T,v)] < ||divi(T) |2 lvllz2 )2
1
+§ (||h1/2{v}“[L2($1)]2 i ||ﬂ||[L°o(51)]2||h1/2M||[L2(51)]2) 172 [ 222
VO + |18l ep2)
2l

2 22 e vl e g2

< diva(T)lizzpellvllize@yz +
< CeontlTlzs lIvlliz2 2

VC(1+ o
( ”BL[L er) . Por 1ltimo, para (2.49) usaremos la desigualdad de Cauchy-

con Ceopt = MAax {1,

Schwarz, la definicién de « y el Lema 2.3.1

lepg (v, w))| allnY 2 [w]llizz e, 102 [w] | z2 2

Ceontl| V|22 w22 (0))25

<
<

con Coont = aC. O

El acotamiento de los funcionales se muestra en el siguiente Lema, teniendo en cuenta que el vec-
tor normal v = (v1,12)7 es unitario, esto es ||[V|2, == v7 + 13 = 1.

Lema 2.3.4 Existe C.ot > 0, independiente del tamano de la malla, tal que

Foa(®)] < Coot (1 flliz2p + 029 @ wllizegepece ) 0llpa@ye Vo € W, (2:50)

1/2

|Gpa| < CeotlTlls, 17 gl VT € B (2.51)
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Demostracién: Sea v € W,. Usando la desigualdad de Cauchy — Schwarz y la definicién del funcional
Fpa obtenemos

1Epc(v)| < 1fllzz@pzlvllze @z + la2g @ vz ggexellat’?v @ v 2xe,

ahora, siendo oo = ah y considerando los Lemas 2.2.1 y 2.2.2, tenemos que

1Fpa()] < | f 2@y vllize@yz + VaCsCrvvlla'/2g @ vl ez v @ vl re()2xe-

Finalmente, dado que v es unitario, es facil ver que [|[v ® v||(z2(a7)2x2 = [|v]|[z2(a7)2- Usando esta

igualdad se deduce (2.50) con C.o; = max {1, \/&CgC[Nv}.
Sea T € 3j. Dado que la expresién g - Tv puede ser escrita como g ® v : T, se tiene

|GDG’ < Hg ® V”[LQ(SF)PXQ HTH[LQ(SF)]QXZ'

La prueba de (2.51) considera los mismos argumentos utilizados para probar (2.50). O

Para finalizar esta seccién mostraremos que la forma bilineal bpg satisface una condiciéon de tipo
inf-sup discreta.

Lema 2.3.5 Sea W), un subespacio de dimension finita de [L?(2)]? tal que W, es subespacio de
divy Xy . Entonces, para todo v € W, existe ¢ > 0 tal que

sup 7, v) 2 vl iz2@)2-

resoey  ITl=,

Demostracién: Dado v € Wy, definiendo i := —Vz, con z solucién del Problema auxiliar (1.21)
tenemos que 1 € [Hg(2)]? es tal que div(n) = v y |9y @iv) < lvll{z2(q)2- Ahora, denotando por
1, = Hrr(n), la proyeccién de Raviart-Thomas de ; en Xj, N H(div; ), tenemos que div(n;,) = v,
Nn € Xy ||'71/2[[77hﬂ”[21;2(51)]2 = 0. Esto implica que

bpG(T,v) _ bpc(ny,v) ”'UH[QL?(Q)}2 1
sup > > = —=||vlliz2()2;
reso\oy ITl=, M4, vl V2
queda asi demostrado el Lema. O

Observacién 2.3.1 No es dificil ver que el Lema 2.5.5 también es vdlido reemplazando Xy, o por Xy,.

Observacién 2.3.2 Con el objetivo de probar el buen planteamiento de este esquema, podriamos
tratar de aplicar la teoria de Babuska-Brezzi. Sin embargo, la dificultad de esta técnica es la caracte-
rizacion del kernel de Bpga, el operador lineal inducido por la forma bilineal bpg. Para facilitar esta
caracterizacion, se puede usar un alto grado polinomial. Por ejemplo, st usamos al menos un polinomio
local de grado 3 para el espacio Wy, eligiendo funciones burbuja en el elemento, es posible deducir que
ker(Bpg) := {17 € X : divr = 0}, lo que nos permitird obtener la correspondiente estimacidon de
error a priori. Alternativas para superar esta restriccion para grados polinomiales inferiores se tratan
a continuacion.
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2.3.2. Estimacién de error a priori

El objetivo de esta sub-seccién es dar la correspondiente estimaciéon de error a priori para el
esquema (2.43). Por este motivo partiremos mostrando que el esquema tiene tinica solucién.

Teorema 2.3.1 Suponiendo que VW, es un subespacio de Xy, existe un inico (op,up) € Xpx Wy,
solucion del problema (2.43).

Demostracién: Como el sistema discreto (2.43) es cuadrado, basta con comprobar que el sistema
homogéneo correspondiente: Encontrar (o, up) € Xy o x W, tal que

apc(on, T) +bpg(up, 7) =0 VT e,
(2.52)
—bpa(v,op) + cpa(v,up) =0 YVve Wy,

tiene como tnica solucién la trivial. Con este fin, tomando 7 = o, y v = uy en las ecuaciones
anteriores y sumandolas tenemos

1
;HU?LH[QL%Q)PX‘Z + H’Yl/Q[["'h]]H[2L2(51)]2 + Hal/Q[[Uh]]H[Qm(g)Pw =0,
de donde, concluimos que

O'Z:O & ah:%trahl,
[on] =0 & o, € H(div, Q),

[[uh]] =0 & (uh S Co(ﬁ)) AN (uh = Oengp).

Usando (2.10) en ambas ecuaciones de (2.52) y teniendo en cuenta lo anterior, se tiene que

/thh:T:0, VT € Zh,(),
Q

/div (v) -tr(op) =0 Vv, € Wy
Q

Sea 7 = Vju;, € Xy, por hipotesis. Como

/Qtr(T)—/Qdth(Uh)— Z/TdiV(Uh)— Z/@Tuh'l/—/gruh'l/—(),

TeTh TeT

concluimos que T € X, o. Tomando 7 = Vj,u en la primera ecuacién de arriba, tenemos que Vuy, = 0
en (), implicando que uy, es una funcién constante, continua y que se anula en la frontera, luego uy, = 0
en (2. Por otro lado, dado que o, € H(div, ), existe un tnico w € [Hg(Q)]? tal que div (w) = tr(o,).
Asi, definiendo wy, como la proyeccién de Raviart-Tomas local de w (wp|r = H%T('w) para cada
T € Tp) y reemplazandolo en la segunda ecuacién de (2.52), tenemos || tr(op)|[z2() = 0, es decir,
tr(op) = 0 en Q. Asi o, = 0, es decir, el problema (2.52) admite tnica solucién (o, up) = (0,0). Es
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maés, la existencia es consecuencia de la Alternativa de Fredholm para el caso de dimension finita. O
A continuacién enunciaremos tres lemas técnicos necesarios para probar la estabilidad de la solu-

cién unica. Para el resto de la seccién asumiremos que (o, up) € Xp o x W, es la tinica solucién del
problema (2.43).

Lema 2.3.6 Ezxiste c1 > 0 independiente del tamano de malla, tal que
”uh||[2L2(Q)]2 <a (HGDGH2 + HUgH[ZH(Q)Pw + H’Yl/zﬂahw[zﬂ(&)]?) :

Demostraciéon: Del Lema 2.3.5, la primera ecuacién de (2.43) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se
sigue que

unllizzye < sup bpa(T,un) < sup |Gpa(T) —apg(op, )|
resiovey ITls, T€Sh0\{0} EcallP>
1
< [[Gpall + ;||C'ZH[L2(Q)}2X2 + V2 lon] 222
1
< \/g\/HGDGH2 + §\|0z\|[2L2(Q)]2x2 + H’YI/Q[[Uh]]H[Qp(s])]?'

3méx{1,1/v?}
c?

Tomando ¢; = , se finaliza la prueba. O

Lema 2.3.7 Euxiste ¢ > 0, independiente del tamarnio de malla, tal que

< eV 2l vllpe@ye ¥ (r,v) € Tp x W,

| (@ +[019)- I7]

Demostracién: La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica

/ ({0} + [0]8) - [7]
Er

< v 2 {0 el Il zzee + v 210181 a2 17 2 [l pe e,y

< mdx{1, |18l zoe (2 IV 2 Il 2o 2 (\\771/2{0}\\@2(5[)]2 + ”771/2MH[L2(51)]2X2) :
Notando que v es unitarioy v = O (%), la prueba se sigue de los Lemas 2.3.1 y 2.2.2. g

Lema 2.3.8 Suponiendo que divy,(Xyp) es un subespacio de W, existe co > 0 tal que

divy, o4 [f2 2 < e <||FDGH2 + [l [un] 2 (e y2ee + ”’71/2[[0'hﬂ||[2L2(£1)}2> :
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Demostracion: Primero notamos que

/ divh Op - divh gp / divh op- v
ldivy, opllir2)2 = 2__ < sup B
PEOE ™ T dive onlliz@e — vewnvgey IVl

Para acotar el supremo, usamos la segunda ecuacién de (2.43) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
Lemas 2.3.1 y 2.3.7, asi

div, op v coelunv) + [ (v} +[018) - [7] - Foa(v)
sup L = sup &
vew\(0y  vlliz2@)2 vEW ,\{0} [v]l[z2 )2
< &(1Fel + o 2wl lixeyes + oalll zee:)
< &3 /IFoaI? + a2 [unlll? 2 o2 + Ionl I e,
Finalmente, tomando ¢y = 3¢2, concluimos el resultado. O

Dados estos Lemas, procedemos a demostrar la estabilidad del esquema.

Teorema 2.3.2 Bajo las mismas suposiciones del Teorema 2.3.1 y del Lema 2.3.8, existe C > 0,
independiente del tamano de la malla, tal que

|(an, ur)llpe < CB(f,9), (2.53)

donde B(f,g) = méx{l £l iz2@yp2 + llat?g @ vl 12(gryexe + 72l iz + £ 120y +

Ha1/2 1/2gH[L2 £ }

g VH[L2 gr2xe T [y

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, asumiremos que ||(op, ur)||pe > 1. En el otro caso, la
solucién es acotada y la estabilidad es garantizada.
Tomando 7 = o y v = uy, en (2.43) y sumando, tenemos

1
;||0-(}1L||[2L2(Q)]2><2 + ||71/2[[Uh]]||[2L2(51)]2 + Hal/Q[[uh]]H[QL?(S)]?X? = Gpa(on) + Fpa(un).

Asi, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz junto con los Lemas 2.3.6 y 2.3.8, deducimos las
desigualdades

1
;HO'ZH[QB(Q)PM"“\’71/2[[‘%]]” 2t Plun] IFaeyexe < (IGpGl+IGpaID(n, un)lipe. (2.54)

e1llunllfpe ()2 < c1a1 (HGDGH2 + [l 172 yene + ||’71/2[[Uh]]H[2L2(5,)]2> ; (2.55)

e2||divy, on[fr2 (2 < 202 (HFDGH2 + [l [un] 2 e e + H’Yl/Q[[Uh]]H%LZ(s,)]z)? (2.56)
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donde €1 > 0y €2 > 0 son constantes a nuestra disposicién. Sumando (2.54), (2.55) y (2.56), obtenemos

(5 —e161) |07 172 e +e2lldivi (a0) 72 (g2 + (L — 1e1 — eaca) 7 *[on] |2 (e )2

+(1 = e2ea) |0 P [un]lI?2 gy + exllunllfyziqyz < (IGpell + | Fpal®)(on, un)llpe

+e1¢1||Gpel? + e2¢2|| Fpal|?-

Considerando g1 < min{ﬁ, 41/1(;1} y g9 < ﬁ, el Lema 2.3.2 y el hecho que |[(op, up)|lpe > 1, se
tiene que

Cll(an, un)lbe < (IGpell + 1Foall + 1Goell? + 1Foal )l (o, un) | pe-
La prueba se finaliza aplicando el Lema 2.3.4 y tomando el maximo entre 1 y la cota anterior. ]

A continuacién procederemos a dar las estimaciones de error a priori para el esquema (2.43). Pa-
ra ello necesitamos los siguientes Lemas, que establecen propiedades locales de aproximacién para
polinomios de H'(T) y H(div;T).

Lema 2.3.9 Sea T, un elemento de una familia reqular de triangulaciones {Tp}n=o0, y sea T € T.
Dado un entero no negativo m, sea I : L*(T) — P,,(T) el operador lineal y acotado dado por
L*(T)—proyeccion ortogonal, que satisface I (p) = p para todo p € Py, (T). Entonces existe C > 0,
independiente del tamano de la malla, tal que para cada s,t satisfaciendo que 0 < s < m+1 y
0 <s<t, setiene

(I — TR (W) sy < CREE™ 2 ol |y Vw € HY(T), (2.57)

y para cada t > 1/2 se tiene
(1 = T ()| 2oy < C R 2 ) oy Y € HY(T), (2.58)
Demostracién: Ver [13], [18]. O

Lema 2.3.10 Sea Tj, un elemento de una familia regular de triangulaciones {Tp}n>0, y sea T € T.
Dado un entero positivo k, sea & : [HY(T)]> — RT%_1(T) el operador de interpolacion local, que
verifica div(ER(7)) = N5 (div(T)) para todo T € [H'(T)]?. Entonces, dado T € [HY(T)]? con div(t) €
H*(T), donde l y s son enteros positivo y no negativo respectivamente, exite C > 0, independiente del
tamano de malla, tal que

T = EF)l2cryp < CHplrlmeye 1<1<k, (2.59)

||diV(T — 5%(7’))“[/2(71) < Ch% |T’[H$(T)}2 0 <s< k. (2.60)

Demostracién: Ver [1]. O
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Teorema 2.3.3 Sean (o,u) y (on, up) las unicas soluciones de (1.13) y (2.43) respectivamente.
Asumiendo que o|r € [HY(T)]?*2, div(e|r) € [HY(T))? y ulr € [HTHT)]? con t > 1/2, para todo
T € Ty, tenemos

(o — onu—un)lbe

min{t,k,r .
< Corr 3 W™ Yo B s + 1480 e rye + Nl e - (261)
TeT,

donde Cerr > 0 es independiente del tamano de malla.

Demostracién: Primero, notamos que nuestro esquema discreto (2.43) es consistente, es decir, si (o, u)
es la solucién exacta de (1.13), entonces

apGg(o — o, T) +bpa(u —up, 7) =0 VT e,
(2.62)
—bpg(v,o0 — o) + cpg(v,u —up) =0 Yo e Wy.

Seallo € Xj oy Ilu € W), las proyecciones de o y u respectivamente. De la desigualdad triangular,
tenemos

(0 — o u—up)llpe < [[(o —1lo,u —u)||pg + [[(Io — o4, u — up) | pe- (2.63)

Nuestro objetivo ahora es acotar ||(Ilo — o, llu — uy,)||pg. Para este fin, consideraremos Ilo, de
componentes normales continuas, como la proyeccién de Raviart-Thomas de o de orden r, que per-
tenece a Xy, o. Ilu serd la L?—proyeccién de u en W, N C(£2). También definimos (e, e¥) := (Ilo —
op, Hu—up) € 3p o x Wy, A continuacion, testeamos (2.62) con (7,v) := (e, e}') y sumamos ambas
ecuaciones, deduciendo

’flu(eg)dH[ZL?(Q)Pw + V2 [ef]I17 2@ ||041/2[[61ff]]H[2L2(s)]2x2 = apa(ey,ef) + cpaley, ey)
= apg(llo —o,€7) + bpa(ef, Hu — u)
+cpgef, u — u),

donde en la tltima igualdad se usa el hecho que bpg(Ilo — o, €}!) = 0. Acotando cada término del lado
derecho y usando una versién discreta de la desigualdad de Minkowski, deducimos que existe Cy, > 0
tal que
V_IH(‘fZ)dH[zm(Q)]wz + Hv”z[[eh]]\l[m e + Hal/z[[@#]]Hiz(g)}zxz
(2.64)
< Cu(llo — HUH[L?(Q 22 T ”041/2[[“ - Hu]]H[sz(g)pw + [Ju — HU’H[zL?(Q)P)

Ahora, gracias al Lema 2.3.2, sélo necesitamos acotar el término ||div (ef)||;z2(q)2 para lograr nuestro
objetivo. Sea v € W, tenemos que

- /Q divy (e7) - v = /Qdivh (o) v — /Qdivh (Ile) - v
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Como [, divy (Ilo)-v = [, Pr(divy (0))-v = [, div(e)-v, con P, la proyeccién ortogonal de [L*(£2)]?
a [P.(T))?, deducimos
—/ divy, (ef) -v = / div(ey — o) -v=bpg(o, —o,v) —|—/ {v} + [v]B) - [or — lo].
Q Q Er T
Por otro lado, notamos de la segunda ecuacion en (2.62) y el hecho que Ilu es continua, que bpg(op —
o,v) = cpa(un, —u,v) = cpg(up — u, v) + cpe(Illu — u, v). Entonces, aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y los Lemas 2.3.1 y 2.3.7, resulta

/Qdth ) < ||a1/2[[e}l‘]]||[L2(g)]2X2Ho‘l/QMH[LQ(é’)]QX? + ||7—1/2({’U} +MB)H[LQ(&)]Q||’71/2[[6g]”|[L2(51)]2
+Ha! 2 [y — ] |2 eyprella2[v] |2 g2~

< e[l [l ey + 2 lef Ulzaqenz + a2 [T — ullliz2eyexe) o]l z2 @y
(2.65)
Aplicando (2.65) y (2.64) encontramos, en vista que divy(ef) € Wy,

/dthO'h-’v
Idivi(e)llz2@e < sup o

vew\(oy  1vlliz2)2
< C(HO’ - HO’H[Lz(Q)]2><2 + HO[I/Q[[U » Hu]]||[L2(g)]2x2 + ||U — Hu||[L2(Q)]2)'
(2.66)

De (2.64) y (2.66), y usando el Lema 2.3.2, concluimos

comin{1, v Y|ef|[3;, < C(llo =T |[f 2 qyzxe + |02 [ = ] |72 gyj2x2 + [ = TTua][F2 gp2), (2.67)
deduciendo asf una cota para ||e7||s, .
Ahora, acotaremos |[|ej||;z2(q)2- Con este fin, notamos primero que para cualquier 7 € X g

bpa(T,e)y) = bpa(T,llu — u) + bpa(T,u — up,),
y usando la primera ecuacién de (2.62), se concluye
bpa(T,e}) = bpa(T,llu —u) + apg(llo — o, 7) — apg(ef, 7).

Gracias a la condicién inf-sup discreta dada por el Lema 2.3.5, y acotando cada término en las formas
bilineales apg y bpg, se tiene

- b T,V .
cllellizz@yz < sup bpe(r;v) < |l u—TullL2 @p+a?[u = Tu] |12 e+ o —To |12 o)2+2),

resuovey 1Tl
donde también hemos tenido en cuenta el acotamiento para ||ef ||, . Finalmente, la conclusién se sigue
de (2.63) y los resultados de aproximacién conocidos para los operadores de proyeccion Ilo y ITu que
hemos introducido. O

Observacién 2.3.3 Notamos que el par de espacios discretos (3, Wp,) := (RTo(Ty), [P1(Th)]?) sa-
tisfacen la condicion: divpy X, C Wy, y VW, C 3.
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2.4. Un esquema DG estabilizado

Una opcioén para evitar la dificultad de la caracterizacién del kernel del operador Bpg, asociado
a la forma bilineal bpg, consiste en aplicar una técnica de estabilizacién. En particular, esto puede
hacerse agregando a la formulacién variacional (2.43) el término de minimos cuadrados

52/ divy (o) - divy (1) = —(52/ f-divy(m) VT e H(div,Ty), (2.68)
Q

donde 02 es un pardametro real a determinar. Sumando (2.68) a la primera ecuacion de (2.43) obtenemos
la siguiente formulacién variacional estabilizada:

ai(on, T) + bpa (up, ) = GRE&(T) VTeXh,
(2.69)
—bpa(v,0h) + cpa(v,uy) = Fpa(v) YoeW,,

donde la forma bilineal a$& : H(div, T;) x H(div,7;,) — R es definida por
at%®(n, ) :== apc(n, T) + (52/Qdivh(n) -divy (1),
y el funcional G§¢% : H(div,7;) — R viene dado por

Giiab(r) == Gpa(T) - 63 /Q £ - divy (7).

A continuacién mostraremos la X— elipticidad de la forma bilineal aStab

Lema 2.4.1 Suponiendo que 6o > 0, existe ¢ > 0, independiente del tamano de malla, tal que

ap (T,7) 2| ll%, YT € ho,

donde ¢ := c3min {%, ;, 5—2} y c3 es la constante del Lema 2.3.2.

stab

Demostracién: Usando la definicién de la forma bilineal afj¢; y el Lema 2.3.2, obtenemos

Ssta 1 .
apE(r,T) = ;HTdH[2L2(Q)]2X2 + VPN e g2 + 2l divaT Iz oy
11 6 1 I
> c3 mln{ "5 9 } <||Td||[2L2(Q)}2><2 + §||71/2[[T]]||[L2(5, 2+ o ||d1VhT||[L2(Q ))2 )
lo que completa la prueba. O

La existencia, unicidad y estabilidad del esquema (2.69) se garantiza en el siguiente resultado.
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Lema 2.4.2 Bajo las mismas hipdtesis del Lema 2.3.2, el problema (2.69) tiene inica solucion (op,up) €
Yh0 X Wy Ademds, existe C > 0, independiente del tamano de malla, tal que

l(on un)llne < CUFIlE2@y + 1o’ gllf2ge2) >

Demostraciéon: Es una consecuencia de los Lemas 2.3.3, 2.3.5, 2.3.2 y la cléasica teoria de Babtska-
Brezzi (ver [9]). O

A continuacién establecemos la razén de convergencia del esquema.

Teorema 2.4.1 Sea (o,u) y (o, up) las unicas soluciones de (1.13) y (2.69), respectivamente. En-
tonces, asumiendo que o|r € [HY(T)]**2, div(e|r) € [HY(T))? y ulr € [HY(T)]?, cont > 1/2, para
todo T € Ty, existe Ceprr > 0, independiente del tamano de malla, tal que

(o — onu—un)lbe

2 min{t,k,r+1 .
< Corr > ™ 0| ppace + IdivolEye + el - (2:70)
T€ET

Demostraciéon: El resultado se sigue de la teoria de Babiiska-Brezzi, Lemas 2.4.2, 2.3.9 y 2.3.10. [
Observacion 2.4.1 Pensamos que las ideas expuestas en esta seccion podrian servir para desarrollar

el andlisis de error a priori de (2.19). Sin embargo por motivos de extension de la tesis, se dejé como
posible tema para desarrollar en futuras investigaciones.

Observacion 2.4.2 Los expuesto en este capitulo ha dado lugar a la publicacion

T.P. BARRIOS, R. BUSTINZA AND F. SANCHEZ: Analysis of DG approximations for Stokes problem

based on velocity-pseudostress formulation. Numerical Methods for Partial Diferential Equations, vol.
33, 5, pp. 1540-1564, (2017).



Capitulo 3

Implementacion de un esquema LDG
para el problema de Helmholtz

El objetivo de este capitulo es deducir un esquema DG aumentado para el problema de Helmholtz
y extender los resultados de existencia, unicidad y estimacién de error a priori obtenidas en [5]
para un esquema LDG. Adicionalmente, describiremos la implementacion computacional del esquema
aumentado. Con este fin, aplicando técnicas vistas en el Capitulo 2, comenzaremos deduciendo el
método LDG y el métdo DG a implementar. Posteriormente, definiendo funciones bases sobre cada
T € Tp, mostraremos que encontrar la solucién del esquema es equivalente a resolver un sistema lineal
de ecuaciones y mostraremos que la matriz A y el vector b del sistema lineal Ax = b, se construyen
utilizando matrices locales y vectores locales. Finalmente, una vez implementado nuestro algoritmo
en MATLAB, lo testearemos con dos ejemplos y varios valores de w (ver Tabla 3.2). Comenzaremos
definiendo el problema de Helmholtz.

3.1. El problema de Helmholtz

Sea © un dominio acotado de R? con frontera poligonal I' := 99, la cual se particiona en dos
componentes disjuntos, 'y y I'p (es decir I' = I'p UT'y), con |I'p| > 0. El problema de Helmholtz
consiste en: Determinar un campo escalar u tal que

—Au—w?u=f en Q,
u=gp en I'p, (3.1)
Opu=gn en ['y.

Aqui w > 0 representa el nimero de onda fijo (con correspondiente longitud de onda A = 27 /w). f
es un término fuente en L?(Q2), mientras que los datos de frontera gp € L*(T'p) y gy € L*(T'y). Ou
representa la derivada en la direccién de v, vector normal unitario exterior a I'. Esta ecuacion es uti-
lizada en la actstica para la propagacion del sonido en un fluido no viscoso, compresible e irrotacional
(mirar por ejemplo [22]).

41



42CAPITULO 3. IMPLEMENTACION DE UN ESQUEMA LDG PARA EL PROBLEMA DE HELMHOLTZ

Introduciendo la incégnita auxiliar o = Vu (div(e) = Awu) y considerando que dpu = Vu - v, el
Problema (3.1) puede ser escrito como: Hallar (o, u) tal que

o—Vu=0 en
div(e) + w?u=—f en Q,

u=gp en ['p, (3.2)
o-v=gy en ['y.
A continuacién daremos una hipétesis necesaria para que el Problema (3.1) esté bien puesto.
Hipétesis 3.1.1 Dado z € L?(Q) asumimos que el problema
Ap-uwo=z en® glrp =0, Ouplny =0, (3.3)

2

admite unica solucion, es decir, —w* no es valor propio para el Laplaciano con condiciones de contorno

miztas. Ademds, si ¢ es la wnica solucién de (3.3) entonces, existe € € (1/2,1] tal que o € H ().

La Hipdtesis 3.1.1 establece que para garantizar la existencia tnica de solucién de (3.3) es necesario
una propiedad adicional de suavidad reflejada en la existencia de €. Se puede probar que esta hipdtesis
se satisface si se asume alguna restriccién geométrica sobre los angulos entre los lados de I'p y I'y
(Ver [21], Capitulo 4). Ademads, esta regularidad adicional permite definir el operador continuo

L, : LX) — H'T(Q),
con L, (z) = ¢, donde ¢ es la tinica solucién de (3.3).

En la Seccién 3.1 de [5] se muestra que el acotamiento del operador £, depende de la regularidad adi-
cional €, y de la cercania de w al espectro del laplaciano, més precisamente, que existe Cr := Cr(g) > 0
tal que
2
w*+1
Lo KCrmaxql4+ ——— ¢, 34

ol < Comie {1+ 50 ) (3.4)
donde A; son los valores propios del operador laplaciano (la existencia de estos valores propios estéd ga-
rantizada por el Teorema 4.2 de [24]).

3.2. Esquema LDG para el problema de Helmholtz

En esta seccién seguiremos un camino similar a lo realizado en la Seccién 2.2, adaptando las
definiciones y resultados dados. Sea 7p una particién por tridngulos de Q y &; el conjunto de lados
interiores inducidos por 7, (contados una vez), sean Ep = U oI NTp, En = U oT NT'y.

TeTy, TeT,
Multiplicando la primera y segunda ecuacién de (3.2) por 7 € X, y v € V}, respectivamente, integrando

sobre T' € T, aplicando integracién por partes y sumando sobre T" € Tj obtenemos la formulacién:
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Hallar (oh,up) € Xp x Vy tal que

/QUh'TvL/Quh'dth(T)— Z

TeT

/ v&-uT—wQ/uhU:/fv Yo eV,
T Q Q

para las sumatorias del sistema anterior tenemos un resultado similar a (2.9)

/ ur vy =0 V1 ey,
oT

/thv'ah— Z

TeTs

3 /a urevr= /5 [ - {r} + /g ] V() € Trer [LXOT)2 x L2(OT). (3.6)

T€eTh

y la correspondiente férmula de integracién por partes es andloga.
Aplicando (3.6) en (3.5) e integrando por partes se deduce el esquema: Encontrar (o, up) € Xp, X Vj,
tal que

/Qah-f/thuh-T+/g[[uhaﬂ~{T}+/&{uhamzo Ve,

(3.7)
/o-h-th—/[[U]]-{a'}—/{v}[[&]]:/fv Vo e V.
Q E Er Q
Finlmente, definiendo los flujos numéricos como
{uh} =F [[uh]] -3 siee€ &y,
ure =19 gp sie€ép, (3.8)
up, sie€ &y,
y .
{on} — [on]B — afur] siee€ &,
OTe =19 oy — a(up, — gp)v siee€ép, (3.9)

gNV siee€ &y,

con a y B definidos igual que en (2.13) y (2.14) es decir @ = O(L) y B € [L=(&[)]?, se obtiene el
esquema LDG: Encontrar (op,up) € Xp X Vj, tal que

/O'h-‘r/vhuh-7'+5h(uh,7')=/ gpT v VT E Xy, (3.10a)
Q Q &p

/th~ah—5h(v,0'h)+a(uh,v)—wQ/uhv:/fv—i—/ agDv+/ gnv Yv e Vy, (3.10b)
Q Q Q Ep EN

donde
Sp(v,T) := /g {r} = [7]8) - [v] +/€ VT - U, (3.11)

D
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a(v,w) ::/ afv] - [w] +/ avw. (3.12)
S[ gD
Introduciendo los espacios de elementos finitos discontinuos Vj, = {v € L3(Q) : v|p € P, (T), VT €

Tn}, p = {1 € [L2(Q)]? : 7|1 € [Pw/(T))?, YT € Ty}, con m y m’ enteros no negativos y la norma
Il . como

1/2
loll = (IV olfaqe +10}) Vo € H(T),

donde |- |, : HY(T;) — R es la seminorma definida por
127, 7112 12 2 \ 2 1
oln = (Il 2[]IZ, + l20ll2,) Vo H(Th).
Se puede probar la siguiente desigualdad de tipo Poincaré (ver Lema 4.3 en [10])
0]l 2y < Cellvlln Yo € H(Th). (3.13)

Lema 3.2.1 Ezisten Sj, : H'(T;) — 25, y G, € X, tales que

/QSh(v)-T: Sp(v,T) VT € Xy, (3.14)

/Gh-T—/ gpT -V VT € Xy (3.15)
Q Ep

Ademds, ||Gurlliz2@)2 < ll9pllr2(e,) v existe Cs > 0, independiente del tamario de la malla, tal que
1Sk ()22 < Csloln Vv e HY(Th).

Demostracién: Las demostraciones de (3.14) y (3.15) se obtienen de manera similar a lo hecho en los
Lemas (2.2.3) y (2.2.4) respectivamente. Ademds, tomando 7 = Sj(v) y 7 = Gp, en (3.14) y (3.15)
respectivamente, se obtienen las desigualdades enunciadas. O

Observacion 3.2.1 Del Lema anterior se puede concluir que siu es solucion exacta de (3.1), entonces
Sh(u) = Gh.

Teniendo en cuenta (3.14) y (3.15) en (3.10a), y considerando que V;,V;, C Xy, se deduce
o, = Vyup — S'h(uh) + Gy, (316)

Asi, es posible eliminar o, del sistema (3.10), quedando en términos de u, y del dato de frontera
Dirichlet. Ahora, reemplazando (3.16) en (3.10b) y considerando nuevamente (3.14) obtenemos la
formulacién primal: Hallar up, € Vi, tal que

ap(up,v) — w2/ upv = Fp(v) Yo € V, (3.17)
Q
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donde la forma bilineal aj y el funcional lineal Fj, vienen definidos como

ap(v,w) := /Q(th — Sp(v)) - (Vaw — Sp(w)) + a(v,w) Yo, w € Hl(ﬁ),

Fn(v) ::/Qf'U‘F/SNgNU-i-/ OngU—/Q(VhU—Sh(v))-Gh Yo € H'(Ty).

Ep

Lo anterior permite afirmar que el Problema (3.10) es equivalente con el Problema (3.17) en el siguiente
sentido.

Teorema 3.2.1 Supongamos que ViV, C 3. Si (oh,up) € Xy X Vi, es una solucion de (3.10),
entonces up, € Vy, es solucion de (3.17). Reciprocamente, siup € Vi, es una solucion de (3.17) entonces
(oh,up) € B, X Vi, con o, := Vyup — Sp(un) + Gr(gp), es solucion de (3.10).

Demostracién: La demostracién pasa por considerar los pasos para obtener la formulacién (3.17), se
omiten detalles adicionales. O

Un resultado necesario para la existencia y estabilidad de (3.17) sigue a continuacion.
Lema 3.2.2 La forma bilineal a), es acotada 1 coerciva en H'(Ty).

Demostracién: Sean u, v € H'(T},), aplicando la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, se tiene
+‘/ afu] - [v] +'/ au - v
51 gD

<[Vihu — Sh(w)llizz@e | Vav — Sh@)llzzz + e 2 [ulllz ez la 2 [0l 22

az(u,v)| < ' [ $1(w) - (Va0 = S0

+ Hal/QUHB(ED)Hal/%HLZ(gD)

<(IVrullzze + [1Sh(w)lip2@)2) Vvl L2y + (1S (0)][22(@)2)

[0 u [LQ(SI)}Q (6% (Y [L2(£1)]2 (6 u LQ(gD) o v L2(£D)'
+ [l [u]| lo* ]| + [|o 2wl la/?0]|

Teniendo en cuenta el Lema 3.2.1, la desigualdad ab+cd < (a+c)(b+d) Va,b,c,d > 0y la definicién
de || - [|n, tenemos
|an(u, v)] < Callullnllolln (3.18)

donde C, := (1 + C2), concluyendo asi que aj, es acotada en H'(Tp,).
Probaremos ahora la coercividad de aj, en H(T}), sea v € H(Ty,), de la definicién de aj, tenemos

ap(v,v) = Vaolf2qye — 2/9th =S (0) + 18K 122 + [0]7



46 CAPITULO 3. IMPLEMENTACION DE UN ESQUEMA LDG PARA EL PROBLEMA DE HELMHOLTZ

considerando la desigualdad 2ab < € a? + % b2 Va, b, e >0, se tiene

on0,0) 2(1 = &) ool + (1= 1) ISWO iz + 1o
Imponiendo que (1 —¢) >0=ec<1=1— % < 0, obtenemos
onl0,0) 2(1 = &) ool + (1 1) CBlul + 1o

1
2(1 — E)HV}LUH[QLQ(Q)]Q + |:]. + (1 — 8> Cgv:| |U‘i27,

2
Finalmente, tomando ¢ € } %, 1 [ y definiendo Ceger = min{(1—¢), 14 (1 — 1) C2} > 0, se prueba
S
que
an(v,0) > Coper||v]|? Vv e HY(Tp). (3.19)
O

Por otro lado, aplicando Cauchy-Schawrz, el Lema 3.2.1, (3.13), el Lemma 2.3.1 y la definicién de
Il - Il se prueba que

Fu()l < Co@(f,9)llvln Vv € HY(Th),

siendo ®(f, 9) := || fll 2+ 1o 2gn |2 ey + 1 290l 228y + 219D | L2(£ ) ¥ Co := (1+VCa~1)Cp+
Cs + 2.

El siguiente resultado establece la existencia tnica de solucién para el esquema (3.17).

Teorema 3.2.2 FExiste hy = ho(e,w) > 0 tal que, para todo h < hg, el esquema numérico (3.17)
admite unica solucion uy, € Vy,. Mds aun, siu € HF(Q), con 1/2 <1 < m, entonces

1/2

lu = unlln + s — Vallpz@p < Cle,w) | S W ulB | (3.20)
TET,

con C(e,w) > 0 independiente de h y u.

Observacion 3.2.2 La demostracion del Teorema 3.2.2 se encuentra en la Seccion 3.4 de [5] y ésta
muestra que las constantes hyo(e,w) y C(e,w) dependen de la cercania de w al espectro del Laplaciano,
mientras que la dependencia de € se debe a la reqularidad del problema (3.3). Es mds, esta dependencia
tiene que ver con la cota para el operador L., que, como vimos en (3.4), depende de lo antes mencionado
(ver Observaciones 3.8 y 3.9 en [5]).

Finalmente, la existencia unica de solucion pasa por mostrar que a partir de cierto h < hg, el problema
homogéneo asociado a (3.10) tiene solucion nula. Gracias a la Hipdtesis 3.1.1, el problema homogéneo
asociado a (3.1) tiene unica solucion u = 0. Si (o, up) es la solucidn del problema homogéneo asociado
a (3.10), entonces, usando (3.20), para h < hg se tiene que

lunlln + llonllizz@p <0< llunlln =0 A llonllz@p = 0.
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De |[onllir2(q)2 = 0 se sigue que o, = 0 en 2. Por otro lado, de la definicion de || - ||n, tenemos que
lunlln = 0 <= [Vhunlli2@)z =0 A [unln = 0.

En vista que |uplp, = 0, se tiene que uy es continua en Q y tiene traza nula en I'p. Dado que
[Viunllir2@y2 = 0, tenemos que uy, es constante en €2, concluyendo finalmente que up =0 en €.

3.3. Un esquema DG estabilizado para el problema de Helmholtz

En la seccion anterior, para poder obtener una formulaciéon primal con su correspondiente esti-
macioén de error a priori, pedimos que los espacios de aproximacién para up y o, cumplieran con la
conocida condicion V,V;, C 3j. En lo que sigue, presentaremos una formulacion DG aumentada a
fin de no requerir condicién alguna entre los espacios de aproximacién para u y o. Para alcanzar este
objetivo, comenzamos introduciendo el siguiente término de Galerkin de cuadrados minimos

51/(thh—0'h)’(vh’l)+7')=0 V(T,U) € X X Wi, (3.21)
Q

donde 47 > 0 es un parametro, independiente de w, a nuestra disposicién. Sumando las ecuaciones
(3.10a), (3.10b) y (3.21) obtenemos nuestro esquema DG aumentado: Hallar (o, up) € Xy, X V4, tales
que

a,eft((ah,uh),(ﬂ',v)) —w2/ UpV = ]:ﬁSt(T,v) YV (1T,v) € Ep x Vp, (3.22)
Q

donde la forma bilineal a$** : ([H*(T3)]* x HY(Tp)) x ([H*(Tn)]* x H'(Tn)) — R estd definida por
ai* ((n,w), (1,v)) := / n-T-— / Vyw - T+ Sp(w, T) + / Viv-n—Sp(v,n) + a(w,v)
Q Q Q
+51 [ (Vaw—n) - (Vuv+7) V(). (r0) € [ < H'(Th).

con Sp(+,-) v a(:,-) definidos en (3.11) y (3.12), respectivamente. Por otro lado, el funcional lineal
Fest o [H3(Th))? x HY(T,) — R se define como

fﬁ“(ﬂv)::/fv+/g agDH/g ng+/8 gpTv V(rv) € [HT)E x H(T).

En ambos casos, consideramos s > 1/2 mientras que Vj, y ¥j son definidos igual que en la seccién
anterior. Introduciendo la norma || - || pg como

1/2
I, )ling = (I 1@y + I00E)

se tienen las siguientes propiedades para aiSt, en el siguiente resultado.
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Lema 3.3.1 Para 61 € (0,1) y s > 1/2. Eziste Ceont, Ceoer > 0, independientes del tamano de malla
y w, tales que

|ai™ ((n,w), (7,0))] < Ceonell(m, W) ocl(7,0)|Lpe ¥ (n,w), (7,v) € [H*(TR)]* x H'(Th),

i ((7,0), (1,0))] 2 Cover [ (T, 0) |Tpe ¥ (7,v) € [HY(Ty)]* x H(Th).
Demostracién: La demostracién se sigue de manera similar al Lema 3.2.2. Omitimos detalles. 0

Para la existencia tinica de solucion y estimacién a priori, aplicando estrategias similares a lo he-
cho en el Teorema 3.2.2, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 Para §; € (0,1), existe hy := ho(w,e) > 0 tal que para h < hgy, el Problema 3.22
tiene tnica solucion (op,up) € Xp, X Vy. Mds aun, existe C > 0, independiente del tamano de malla
y w, tal que

1/2

o 2 min{l,m,m’
I(o = onu—un)loe < € | 0 B (o By + el ) | (3.23)
TET

donde m' y m denotan el grado polinomial de los espacios discretos Xy, y Vj,, respectivamente.

3.4. Sistema lineal de ecuaciones

Dado T}, € 7}, desde ahora en adelante asumiremos la siguiente numeracién local para los vértices
y lados.

Figura 3.1: Relacién entre numeracion local de los vértices y numeracién local de los lados en el
tridngulo T}.
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Sea {gf)ip‘“ (x,y), ¢>2T’“ (z,y), QSST’“ (z,y)} una base para P;(T}) tal que

0 siiz#j,

donde v = (21,y1), v2 = (x2,y2) v v3 = (x3,y3) son los vértices de T} recorridos en sentido antiho-
rario. Definiendo gbiT’f (z,y) = aij1 + ajpxr + a;3y con i € {1,2,3}, de lo anterior

6T (v,) = {1 = (3.24)

. . 1 .. .
1 sii=y 1 sii=y
¢;7Fk (wj,yj) = ai + apxj + azy; = = (e, ap,a3) | T | = L,
0 sii#j , 0 sii#j
Yj
asi,
aj; ai2 ais 1 1 1 1 0 0
as1 a2 a3 1 w2 w3 | =0 1 0
az1 az2 as3 Y1 Y2 Y3 0 0 1

Ahora, definiendo COEF como la matriz de coeficientes de las funciones base de Py (T}), se tiene que

-1

ail a2 a13 1 1 1
COEF = a21 a2 as3y = 1 T2 X3 . (325)
asz1 a32 G33 Yy Y2 Y3

Por otro lado, dado que gbiT’“ es un polinomio de grado uno, tenemos

¢; " (vip) = {5’ sil=8 Ve =1) (3.26)

0, e.o.c,

donde vy, es el punto medio del lado e de vértices vy, v,,. Aqui [, p es la numeracién local de los vértices
v}, Vp, respectivamente.
Con la base definida para P;(T}), podemos definir una base para [Py (T})]? como

(@31 (@), @31 (2, 9) Yoy = {( ’Tk(ox’y) ) ( (blTkO )};. (3.27)

(z,9)

Considerando (3.21) y (3.10), se tiene la siguiente formulacién discreta: Encontrar (op,up) €
3n X Vi, tales que:

/(1 —0)op T — / (1 =61)Vyup -7+ Sp(up, ) = / gpT v VT E Xy, (3.28a)
Q Q &p

/(1—61)th-ah—5h(v, on)+a(up, v)—i—(Sl/ thh-th—wz/ UpV = / fv—i—/ agpv+/ gnv You € Vy,
Q Q Q Q Ep EN

(3.28b)
con d; € (0,1) y Sp, definido en (3.11).
Extendiendo por cero a todo 2 las funciones bases de P;(7T}) podemos decir que qﬁ?’“ eVyy cpiT’“ € Xy,
Testeando (3.28) con estas funciones base, y dado que sop{¢iT’“} = T}, se tiene
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/ (1—61)op-@l* —/ (1= 60)Vup - @ + Sp(up, pi*) = / gpel* v Vie{1,2,..,6},
Ty Tk EpNoTy
(3.29a)

/ (1 =80V * o, — S(6]*,00) + alun, ¢;*) + 61 | Viup - Vi — w? / upi* =
Ty Ty T
(3.29Db)

f<z>iT’“+/ agnglt Vi {1,2,3}.
Ty ENNOTy,

Ademas, de la definicién de la forma bilineal (3.11), considerando que SOp{QOZTk} = T}, y definiendo
5}“ = &N Ty, 8}5 := Ep N 9T}, tenemos que

Situoel) = [ (el - 1e110) & [ el ov = [ Gl — ot vlo) Tl + [ el v

D I SD

lo cual, usando la definicién de salto dada en (2.7b) y reordenando, implica que

1 1 T ’
Sh (uh, %Tk) = /gk <2¢;rk _ ‘Pz‘Tk .VZ,B> 'UZkVT’“ + /gk u;fk(p;!“k U+ Z / <2‘Pz‘Tk _ c,o;TFk .VZB> .uhkka
I

e
€D ecEl

T, T T, T
= S(uh’“,cpi’“)+ ZSe <uh’“,<pl-’“)

ecER
donde
S(v,7) = <1 —ﬂ'uT’“) / ot - vk +/ vr vt Y (T,0) € B x V,
2 &k &k
1 D
1
Se(v,T) 1= — <2 -pB- VTT) /v‘r vIr V(7)€ [PU(T)]? x PI(T}), e=0T,NdT, €&;.
e

De manera andloga, tenemos que

Su(dlF o) = SO, o) + 3 Se(d7F, a45),

eclr

T, T T, T T, T
a(uhk’ ik):al(uhkv zk)+ Zae(uhka¢ik)>
eclr

donde
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ay(v,w) == /8T avw VY (v,w) € Vj x Vp,
k

ae(v,w) == —/oww V(v,w) € Pi(T)) x Pi(T,), e=0T;nNIT, €&r.

e

En estas ecuaciones se consideré que v7= es un vector normal exterior unitario a 9T.

6 3 3
Te To 1k T, 1 T Ty Tp T T! T/
Dado que O'h Z)\ Ptk oyt Zx\j’“cp k,ouph = Z“jkd)jk’ u,t = Zujk¢jk y que S,
= =1 =1

Se, a0 y ap son formas bilineales, tenemos que (3.29) puede ser escrito como el sistema de ecuaciones
lineales

6
ZAfk(lél)/ ;" %HZM ( 1=a) | WJT’“'%’?”SW?W?))*
j: k

Zzujks ] 7‘Pz ) / g(PZ V? VZ E {1727"‘76}7
5

ecEr j=1

(3.30a)

6
ZAT"<1—(51 / Vlk . cp] — 8(p7 ,cpj )+Zu < Tk ¢iT’“)+51/TVh¢;‘-Fk'Vh¢iT’“
v / ¢Tk¢Tk> ZMS T Tk +ZM] o (6T, 6T) :/kaéf’?'“*/gk agyé™>,

el
Vi e {1,2,3}.
(3.30b)
3.5. Ecuacion matricial Az = b

Dado h > 0, definimos N igual al niimero de elementos en la particién 7. Definiendo el vector de
incégnitas & = [£71; 22 ..; 2] € RV, con

Ty T iy Ty T T
alh = [ATk5NTk] = R97 ATk = (A" A", --ykak]tYNTk = [leaﬂzkaﬂgk]ta VT € Th.
El sistema de ecuaciones (3.30) puede ser escrito de manera matricial como
Az =b, conAe RN v peRW,

Notar que el vector AT% va desde la posicién 9k — 8 a la posicién 9k — 3 del vector & mientras que
el vector p’* va desde 9k — 2 a 9k.
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Para construir la matriz A y el vector b recorreremos cada elemento de 7;, agregando a la matriz A
las matrices locales generadas a partir de las nueve ecuaciones lineales obtenidas en (3.30), para tales
efectos definimos las matrices locales ATk € R6x6; BTk STk Sk e R6x3 y CTr BTk, BEF e r3x3
como

! Tl
AZ’“ = A(Solrk":o?k) = (1 - 51) /Tk QOsz '90?6’ (Blg’k )ij = ae(gbzrk?@bjk)v Szj;k = S(Sozrkv fk)7
lﬁ}—lﬂwﬁ,fﬂz—(l—&féwwﬁ-v¢?, (SE)ij = Se@i,017),, Bk = aul(dy*, 67"

Cll = Cu(]*,61%) =01 | Vg * Vo * — w? / G,
Ty Tk

Por ejemplo, si estamos en el elemento T}, y éste tiene como vecinos a los elementos 11, Trys v TN
en las aristas ej, e y e3 respectivamente (segin numeracién local.), entonces se agregan las siguientes
matrices locales a A.

| o AP || el | AT [ afis [N ]| afy AT

kK k. k" kK
a’lk Se: ATk — BTk 4 STk Se; ’

A ey [ B | (BT - (ST oTe BT | [1SeM | BET || 1se )

3

Y
e3

o)

o Tk+s

A k+8

AT

Observaciones:
1. Las matrices [S5]* deben ser multiplicadas por -1.
2. La orientacion de la arista e,, es siempre considerada desde el triangulo T}.
Por otro lado el vector se construye como:
b= bbbk bIN],

donde la estructura de cada vector b’% € RY es de la forma:

b = [b7; "),
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con b™ € R y b” € R3, definidos como
o = [ ovelov. b= [ ot [ agvel i=1:6-1:3
ek T gk
De (3.27), es fécil ver que

bgml_yl/gk 9D¢%7 gm_VQLk gD(b%ka vm€{17273}
D

D

Finalmente, definiendo los vectores g, := (g7, g2, 21" gn = (02,92, d1' v f == [f1, fo, f3]!, con
T T .
90 = Jey 900", 9 = [ex N &;" ¥ fi = [, £ &;", se tiene

~

(6%
b™ = [gP vk, gPuTk gPUTE y bY = Fon + f

Las integrales sobre cada tridngulo T' € 7}, se aproximan aplicando una regla de cuadratura conocida
de siete puntos. En la Tabla 3.1 se describen los nodos y pesos para la cuadratura respecto al elemento
de referencia de nodos (0,0), (1,0), (0,1), extraida de [8] (Capitulo II, Seccién 8).

&i i Wj

1/3 1/3 9/80
(6 +/15)/21 (6 +v/15)/21
(9 — 2v/15)/21 (6 +/15)/21 (155 + V/15) /2400
(6 ++/15)/21 (9 — 2v/15)/21
(6 —V15)/21 (6 —v/15)/21
(94 2v/15)/21 (6 —/15)/21 (155 — /15) /2400
(6 —/15)/21 (94 2V15)/21

N O UL s W N .

Tabla 3.1: Nodos (§;,7;) y pesos w; de una regla de cuadratura para el elemento de referencia T.

Asi, definiendo (z;,v;) = L7(&,n:), donde Lp : T — T es la transformacién afin definida como
Lp(z) = Az + B = z, tenemos

-7
Zwif(wi,yi)¢ip($i,yi)

> i=1

(f,00) 120 7 (Fur T )7
(Lo | = | D wif@inv)ds (@) | = | (fu, d3)r7 | = [017 ¢2” b5 " fu,
<f7 ¢g>L2(Q) i<l <f’uh ¢§>R7

7
> wif (i, vi) 65 (i, i)

Li=1 m
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donde fy, := (wif(zi,yi))_y, (,i)jT € R := (QSJT(xi, y;))7_; son vectores columnas. Por tltimo, definiendo
® = [¢pT pL pl], y considerando (3.25), tenemos que

t

1 1 w»n 1 1 wn
1 2z o ' T2 Y2

o= | ~° | COEF'— f—=COEF R
1 x7 yr 1 x7 yr

Por otro lado, para calcular g y g sumamos las integrales en cada lado de £ f) y & ]]f, respectivamente
(a los mas dos). Para el cilculo en e € EF (o e € £X,) usamos la regla de Simpson compuesta. Luego,
procediendo de manera similar al cdlculo de f, tenemos que
¢ t
1 =1 »n I z1 wn
L2 Y2 T2 Y2 w

gp = COEF gn;

L =z yr L x7 yr
donde las componentes de g := (wigp (@i, vi))!_1, g% = (wign (24, y;))_;s0on vectores columna.

Para finalizar la seccion describiremos la estructura de las matrices locales. Con la finalidad de facilitar
nuestro objetivo definimos las siguientes matrices

Er, = (<¢?k’¢?k>L2(Tk)) € RV, Ei;k = (<¢z‘Tl7¢?>L2(e£’“)) € R¥S.

Considerando la siguiente regla de integracion (que es exacta para polinomios de grado menor o

igual a dos)
||

[~ 7(f(”12) + f(v23) + f(v31)),
T

siendo v;, punto medio del lado de extremos v; y v, del tridngulo T} (segin numeracién local).
Tenemos asi que

T;
(Br)i = (67", ¢?k>L2(Tk) = ;'(%Tk (U1Q)<Z>JT'“ (v12) + &} (023)¢]Tk (v23) + ¢Zk(v31)¢?k(v31)) =
¢Tk(’v12)
|T;‘[¢¢Tk (v12), 67" (v33), & " (v31)] <Z>%k (v23)
T
o1 (va1)
De este modo, definiendo la matriz
F(v12) 61" (vas) " (va1) /2 0 1/2
P = |¢3k(vi2) ¢3F(vas) dyf(vs1)| = [1/2 1/2 0 |,
$(01) 03t (va) d5t(wa)] L0 1/2 1/2
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T,
se tiene que Ep, = |3k‘PPt.
||
3
Ademds, usando la regla de integracién de Simpson simple (que es exacta para polinomios de grado
menor o igual a dos)

Por otro lado, usando la regla de integracién definida para Ty y (3.26), tenemos que gblr’“ =
T

Tk|

6

e

o f = 5 (f(vi) +4f (vig) + f(vy)),

con v; y vy vértices inicial y final, respectivamente, del lado eIk (recorriendo en sentido anti-horario
T}) y viy el punto medio de dicho lado, tenemos que

Tk
Ei}fkmn = (bt &0 ) o k) = ‘eg |(¢ﬁ(vi)¢§ (05) + den (Vig) 0 (vig) + St (V) by (v)) =
ek m T 7 Sy (v:)
& 9 (vi), 205 (vig), & (v5)] |20 (viy)

O (vy)
Con esto, definiendo la matriz
[ 260wy o))
AT = %S(Ui) 2¢5° (vif) ¢2TS (vf)] 5
¢5°(vi) 2¢3°(vif) é3°(vy)
llegamos a que El’rk = AH(ACT)E

Los valores de A¢"" dependen de la numeracién local de la arista eg’v, con n € {1,2,3}. Considerando
(3.24) y (3.26), el script valinte.m entrega la matriz AT para una arista dada.

1 function A=valinte (k)

2 %$k : numeracin local de la arista
3 %A : matriz \cA_{T k}

4 1if k==1

5 A=[1 1 0;0 1 1;0 0 01;

6 elseif k==2

7 A=[0 0 0;1 1 0;0 1 17;

8 else

9 A=[0 1 1;0 0 0;1 1 01;

10 end

A continuacién describiremos la estructura de las matrices locales.

» Matriz A”*: De la difinicién de AT+ podemos ver que ella es simétrica. Por otro lado, conside-
rando (3.27), tenemos que

ALk

2m,2n—

1= Agfn—l,Qn = 07 Vn?m € {17 2a3}7




56 CAPITULO 3. IMPLEMENTACION DE UN ESQUEMA LDG PARA EL PROBLEMA DE HELMHOLTZ

ademas:

Ag;]fnfl,2nfl = Asznzn =(1- 51)/T Orrdrr,  Vn,m € {1,2,3}.
k

Asi ATv =Alocal((1 — 61)Er, ), donde Alocal tiene como cédigo

1 function B=Alocal (A)

2 % A: matriz de 3x3

3 % B: matriz de 6x6

4 B=[A(1,1) O A(1,2) 0 A(1,3) 0;0 A(1,1) O A(L,2) O A ;
5 A(2,1) 0 A(2,2) 0 A(2,3) 0;0 A(2,1) O A(2,2) 0 A(2,3);
6 A(3,1) 0 A(3,2) 0 A(3,3) 0;0 A(3,1) 0O A(3,2) 0 A ]

= Matriz BT#: Considerando que ¢;(x,y) = aj1 +ajo2+a;3y, entonces Vo; = [a o, a;3]t, y usando
(3.27), tenemos

1—6)|T; .
ng'r]il—l,j = an(l - 51) A (ﬁ;‘-[n-‘lC — %%‘2 vm?] S {17273}7
k
1—01)|T; .
Bg;;’] = Cng(]_ - 61) o ¢ﬁk = waﬂg vma] € {15253}7
k

concluyendo que

1 —01)|T5|

BTr = ( 3 [(COEF(:,2:3));(COEF(:,2:3)); (COEF(:,2:3))",

» Matriz C7*: De la definicién de C;‘g’“ es directo que
O™k = 6,|T},|COEF(:,2 : 3)COEF(:,2: 3)* — w?Er,.
En ambos casos COEF(:,2 : 3) € R3*2 corresponde a las dos tltimas columnas de COEF.
= Matriz ST+: Considerando la definicién de Sg;k y (3.27), tenemos que

Ty T T T; T T T .
St 1y = /2=t [ kool [ ool = 37 o [ altefivmje (1,23}
I T €n

en€0T

Sty =iz =vtp) [ oo vl [ olieli= 30 aft [ oftefrvmg e 1.2:3)
& & encoT  Jen
donde

Tk

T = vik(1/2 — vl . B), sieneé’}“'
vik, sienESIlf

Asf la matriz ST+ viene dada por

§Te= % ™ EN (1™ EN (2,0 B (3,).
en €Ty, " " "
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» Matriz B”+: Considerando la definicién de BZ;’“ y a1, tenemos que

B = > 3 [ el vige(23)

eneaTk
donde
sx{hr,, h i &k
b méx{hr,, T,;}a sie, € &7
ht,, sie, € Eﬁ
Asi,

Ty _ A Lk k
B = )" o
EneaTk

= Matrices S.": Tenemos dos casos posibles (I,7) = (k, k') y (I,r) = (K, k). Considerando la
definicién de S5, (3.27) y que vTk = —pTk. Asi, cuando (I,r) = (k, k') tenemos que

/ T .
(Sf,’lk Jom—1,j = —I/fk(l/Q — Tk ﬁ)/ qb%’fqu’“, VYm, j € {1,2,3},

e

’ T! .
(Sf;zk )Zm,j = _ng(l/z_VTk ﬂ)/ ¢ﬁc¢]ka vmv] € {1)273}7
por lo que

! K,k kK’ kK’
Sel = =2 = vl BB (1) E G (2,0 B (3,1)].

€n

Por otro lado, si (I,r) = (k¥', k), tenemos que

/ X T/ ) .
(86" )2m-15 =11 (1/2 + 7% - B) / SukdlF, Wm,j e {1,2,3},
€n

! T/ .
(SE MY am,; = vy (1/2+ v ﬂ)/ SrtdT*, ¥m,j € {1,2,3}.
€n
Asi,
Set=(1/2 40T BB (L s B (2,50 T BN (3, )):

n n €n

/ /
= Matriz Bf;lk : De la definicién de Blgf es directo que

con h = méx{hr,, hr}.
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3.6. Resultados numéricos

En esta seccién mostraremos el rendimiento del método DG estabilizado (3.28), considerando
espacios de aproximaciéon P; — [P]2. El cédigo ha sido escrito en MATLAB. En lo que sigue, N repre-
sentard el nimero total de grados de libertad (incégnitas) del sistema lineal (3.30). Ademads, denotamos
los errores individuales ep(u) = ||[u — up|ln, €o(o) := || — onlloq, eo(u) := ||u — upllo,q y €l error
global del método serd denotado por e := (ep(u)? + eg(e)?)/2, donde (o, u) € [L*()]? x HY(Q) y
(oh,up) € Xjp x Vj, son las tnicas soluciones de las formulaciones continua y discreta (3.2) y (3.28),
respectivamente. Adicionalmente, si e y e representan el error de dos triangulaciones consecutivas
con Ny N grados de libertad respectivamente, entonces la razén de convergencia experimental es
calculada por
_, los(ef?)

log(N/N)’

Las definiciones para rp,(u), ro(o) y ro(u) son andlogas.

Para la validacion del método consideramos dos ejemplos. El primero de ellos se define en el cuadrado
unitario € :=]0,1[%, con I'p = T, mientras que en el segundo se considerard 2 como el dominio
] —1,1[2\[0,1] x [~1,0], con T'p = {0} x [~1,0] U[0,1] x {0}. En cada uno de los ejemplos los datos
f,gp y/o gn son elegidos de modo que la solucién exacta u sea la indicada en la Tabla 3.2, mientras
quea=1 8= (1,1)"yd =1/2.

Ejemplo Dominio € C.F. w solucién u
1 10, 1% Dirichlet | 1 sen(mwz) sen(my)
1
2 ] —1,1[2\[0,1] x [-1,0] | mixtas 5 | Josz(wr)sen(30)
10

Tabla 3.2: Datos para los dos ejemplos.

De la Tabla 3.2 podemos notar que la solucién u del Ejemplo 1 es suave, mientras que la solucién u
del Ejemplo 2, dada en coordenadas polares y con J;/3 representando la funcién de Bessel de primera
especie de indice 2/3, pertenece a H'1t2/3(Q), pues no es diferenciable en (0,0). Esto implica que
div(a) € H*3(Q).

Para el cdlculo de los errores consideramos regla de cuadratura de siete puntos para aproximar la
integral en cada elemento T' € T, y regla de Simpson compuesta para aproximar integrales sobre los
lados e € £.

Observacion 3.6.1 Como en nuestros ejemplos consideramos m = m' = 1, aplicando el Teorema
3.3.1, siu € H(Q) con l < 1 tenemos que a partir de cierto tamano de malla hy, existe C > 0 tal
que

1/2

e<C Z h%H“H?—ﬂJrl(T) = O(h),
T€Th
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Considerando ademds la relacion h =

cuando h tiende a cero.

Dado que en el Ejemplo 1 la funcién u(x,y) = sin(7x)sin(ny) es infinitamente diferenciable, se
puede tomar [ = 1 en la Observacién 3.6.1, deduciendo que e = O(h), asintéticamente. Esta tendencia
puede ser vista en la columna correspondiente a e de la Tabla 3.3. Ademds, de la misma tabla, podemos
notar que a partir de un hg relativamente pequeno el esquema empieza a converger (apréximadamente
128 elementos), esto se tiene gracias a que w = 1. Asi es posible obtener una buena grafica para uy,

con relativamente pocos elementos (como muestra la Figura 3.2).

N~Y2 tenemos que la razén experimental debe tender a l

N ep(u) ro(u) en(u) Th
8 0,093131629209 —— 1,275329379024491 ——
32 0,030607316408 1,605394659063 0,749655123113854 | 0,766570954475679
128 0,008444088542 1,857862946089 0,393441698563820 | 0,930077171682434
512 0,002208726795 1,934726728710 0,199590874442475 | 0,979104108186681
2048 0,000565698649 1,965109348162 0,100307478860860 | 0,992616583895493
N eo(o) ro(0) e r
8 0,576517743584877 —— 1,399584843327189 ——
32 || 0,352166781944672 | 0,711106176941737 || 0,828253732811457 | 0,756854240807375
128 || 0,204520382252296 | 0,784014206126675 || 0,443424127586004 | 0,901385528085613
512 || 0,110693425269468 | 0,885675093003063 || 0,228231355336201 | 0,958190263782430
2048 || 0,057636731136989 | 0,941509113958842 || 0,115687437051650 | 0,980264803365708
Tabla 3.3: Errores y razones experimentales para el Ejemplo 1.
T ~
I ™ N R I ~
0.8 0,8
s ] f';ﬂg,m) AR N o AN N
P NG N,
N TN, N (LN
T | R
0 oy 0.

Figura 3.2: Gréfica solucién exacta u (izquierda) y aproximada wuj (derecha) para una malla de 800

elementos (Ejemplo 1).
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La solucién exacta en el Ejemplo 2 es u(r, 0) = Jy/3(wr) sin(26) € € H'*2/3(Q), lo que permite tomar
I = 2 en la Observacién 3.6.1, lo cual nos dice que e ~ O(h2/3).
Cuando w = 1, esta tendencia puede ser apreciada en la Tabla 3.4. Ademas, dado que w = 1, es posible

obtener buenas aproximaciones de u a partir de 384 elementos aproximadamente, lo cual puede ser

notado en la tabla antes mencionada o bien en la Figura 3.3.

N eo(u) ro(u) en(u) Th

24 0,05645018301 —— 0,18223894164 ——

96 0,02272578217 | 1,31264830842 || 0,11328097746 0,68592565460
384 || 0,00911422517 | 1,31813803118 || 0,07089871115 0,67607431264
1536 || 0,00363700173 | 1,32537040022 || 0,04452672410 0,67108792697
6144 || 0,00144766544 | 1,32902138546 || 0,02801321252 0,66856403487

N eo(o) ro(o) e 7

24 0,14250910522 —— 0,23134363384 ——

96 0,08900860406 | 0,67903739242 || 0,14406634392 | 0,683304059619272
384 || 0,05601904259 | 0,66802747487 || 0,09035906360 | 0,672992114333577
1536 || 0,03530484778 | 0,66605103024 || 0,05682483115 | 0,667539761869719
6144 || 0,02225227433 | 0,66591349985 || 0,03577574302 | 0,666934029262928

Tabla 3.4: Errores y razones experimentales para el Ejemplo 2 con w = 1.
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Figura 3.3: Gréfica solucién exacta u (izquierda) y aproximada wuj (derecha) con w = 1 y una malla
de 864 elementos (Ejemplo 2).

Con w = 5 podemos ver en la Tabla 3.5 que la convergencia del método no es tan rapida. Ademds
del gréfico de error (Figura 3.5) se puede ver que el orden de convergencia preicho se empieza a tener
a partir de N=384.
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LN ]

eo(u)

ro(u)

en(u)

Th

24

1,17516492876

9,71069568276

96

0,32400706646

1,85876606319

1,80002024723

1,66565337231

384

0,16279687303

0,99295228914

0,90363878601

0,99419503400

1536

0,06062932814

1,42498524841

0,37602760629

1,26490761336

6144

0,01100585470

2,46174464819

0,13261796337

1,50356237744

24576

0,00282878676

1,96001585594

0,06939196531

0,93443567235

98304

0,00079792454

1,82585921166

0,03949430832

0,81312387132

N

eo(o)

ro(o)

e

r

24

95,80921318351

8,14610354663

96

1,73686864029

1,74185412724

2,50135674466

1,703399322792266

384

0,85632103881

1,02026497052

1,24492922573

1,006647102668212

1536

0,33573202298

1,35084161971

0,50409597493

1,304293387384848

6144

0,09958757798

1,75327244700

0,16584694720

1,603845978661447

24576

0,05050978942

0,97940277228

0,08582822192

0,950328440319653

98304

0,02917841020

0,79166174780

0,04910376779

0,805618382291092

Tabla 3.5: Errores y razones experimentales para el Ejemplo 2 con w = 5.

Figura 3.4: Gréfica solucién exacta u (izquierda) y aproximada wuj (derecha) con w = 5 y una malla

de 1350 elementos (Ejemplo 2).
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Figura 3.5: Gréfica en escala logaritmica der error v/s Nimero de elementos para w = 5 (Ejemplo 2).

2
10 o
8 Refinamiento uniforme |3
E*N—le
1
10 .
0
10 F

Error Global

10

10

eo(u)

7o(u)

en(u)

Th

24

0,34380888725

3,70978810427

96

0,32688276997

0,07283350363

3,44248487469

0,10788646974

384

0,36382489142

3,64392094489

1536

0,14395932230

1,33758303392

1,565061097484

1,23265487901

6144

0,02479032187

2,53781230773

0,37668362698

2,04141154986

24576

0,00637310246

1,95970924297

0,16275519569

1,21064972638

98304

0,00178924231

1,83264707555

0,08310886176

0,96962937723

N

eo(o)

ro(o)

e

T

24

3,96940914425

5,43311482789

96

3,40611105373

0,22079880106

4,84275692378

0,165950947971828

384

3,65224809922

9,15917396789

1536

1,49446065067

1,28915986054

2,15355683271

1,260418698104128

6144

0,30893947981

2,27422875928

0,48716953622

2,144225570744424

24576

0,11780904980

1,39087387914

0,20091845594

1,277813828136837

98304

0,05818171226

1,01781270764

0,10145045365

0,985834776718452

Tabla 3.6: Errores y razones experimentales para el Ejemplo 2 con w = 10.
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Figura 3.6: Gréfica en escala logaritmica der error v/s Numero de elementos para w = 10 (Ejemplo
2).

Figura 3.7: Grafica solucién exacta u (izquierda) y aproximada uy (derecha) con w = 10 y una malla
de 5400 elementos (Ejemplo 2).

En la Tabla 3.6 podemos ver que cuando w = 10, aunque a partir de la tercera iteracién los errores
empiezan a decaer, no lo hacen al orden deseado, esto debido al alto valor de w el cual provoca que
a partir de un hg alto el método converja. Esto puede también ser apreciado en el Gréfico de Error
(Figura 3.6) donde se exhibe que recien en el sexto refinamiento se empieza a dar la tendencia deseada.



Conclusiones y trabajos futuros

Teniendo en cuenta lo expuesto en el presente escrito, podemos concluir lo siguiente:

1)

Se formulé un nuevo esquema DG (2.43) para el problema de Stokes en las variables velocidad
y pseudo-esfuerzo, considerando como espacios de aproximacién funciones discontinuas polino-
miales a trozos (Xj,0 y W, respectivamente). Se logré demostrar existencia tnica de solucién,
asumiendo para ello que VW, C 3p o (ver Teorema 2.3.1). Adicionalmente, suponiendo que
div, X, € Wy, fue posible obtener la estabilidad del esquema y una estimacién de error a priori
(ver Teoremas 2.3.2 y 2.3.3).

Agregando un término de cuadrados minimos a la Formulacién (2.43), se obtuvo una formula-
cién estabilizada para el problema de Stokes (2.69) y fue posible garantizar existencia unica de
solucién, estabilidad del esquema y estimacion de error a priori usando la Teoria de Babitska-
Brezzi (ver Lema 2.4.2 y Teorema 2.4.1). Estos resultados en conjunto con los mencionados en
(1) dieron lugar a la publicacién [6].

Se formul6 un esquema LDG para el problema de Helmholtz (3.10) y se exhibié un resultado de
existencia, unicidad y estimacion de error a priori el que supone que VV}, C 3j,. Adicionalmente
introduciendo un término de cuadrados minimos se generé la formulaciéon DG (3.22), mostrando
existencia tinica de solucién y estimacion de error a priori sin la necesidad de la inclusién impuesta,
a los espacios de aproximacién, dando mayor libertad en la eleccién de los grados polinomiales
de éstos.

Se generd un c6digo en MATLAB que resuelve el esquema DG (3.28), para la ecuacién de Helm-
holtz. Se observé que a medida que el ntimero de onda es mayor es necesario refinar mas la malla
para obtener los érdenes de convergencia del método, acorde al Teorema 3.3.1.

Para finalizar podemos considerar algunos trabajos futuros:

Implementar computacionalmente las formulaciones (2.43) y (2.69) y testear con algunos ejem-
plos las estimaciones de error a priori obtenidas en los Teoremas 2.3.3 y 2.4.1.

Extender la aplicabilidad de la técnica para el problema de Stokes generalizado, por ejemplo.
Implementar computacionalmente el esquema obtenido para el problema de Stokes generalizado.

Dar estimaciones de error a posteriori para el esquema de Stokes generalizado e implementar
computacionalmente.
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