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Resumen

Este trabajo se desarrollé en el marco del proyecto FONDECYT de iniciacién N° 11130623,
dirigido por la Dra Karin Saavedra, que tiene por objetivo estudiar el comportamientos de
materiales compuestos mediante la utilizacion de una estrategia de descomposiciéon de dominios
multiescala. Dicha estrategia ha permitido simular la interaccién entre delaminacion y pandeo de
materiales compuestos laminados [5, 42, 41], ademds considera las no linealidades geométricas
a través de una formulacién Lagrangiana, mientras que la delaminacién y el contacto son
introducidos por leyes de interfaz. Luego, el problema es resuelto mediante tres escalas: i) la
micro-escala asociada a la discretizacion de cada sub-estructura, ii) la macro-escala asegurando
la propagacién de la parte de la solucién con gran longitud de onda y iii) la supermacro-escala
que resuelve el problema macroscopico.

Hasta ahora, para mejorar la eficiencia de la estrategia se ha trabajado sobre la modifica-
cioén en el esquema iterativo y en la optimizacion de las direcciones de busqueda utilizadas por
el algoritmo de resolucién LaTIn [42]. No obstante, para simular problemas con estructuras
esbeltas, sensibles a pandeo y a delaminacion, se requiere refinar el tamano de la malla (ver-
sién-h) para aumentar la exactitud de la solucién, logrando simular el comportamiento de las
estructuras con un gran nimero de grados de libertad y a un alto costo computacional.

Sin embargo, estudios de los anos 90’ [7, 6] senalan que no solo disminuyendo el tamano
del elemento se puede reducir el error de la solucién numeérica. También, es posible obtener
buenos resultados aumentando el grado del polinomio de las funciones bases de cada elemento,
manteniendo fijo el tamafio de la malla (versién-p). Otro método corresponde a una combinacion
entre el refinamiento de la malla y el orden del polinomio base de cada elemento (versién-hp).

Si bien el c6digo C++ en el que se ha implementado la estrategia [42], estd habilitado para
trabajar con diferentes tipos de elementos finitos 3D, son todos lineales. Por lo tanto, no es
posible estudiar el efecto de las versiones p y hp, senaladas anteriormente, siendo muy dificil
obtener resultados a un bajo costo computacional.

El presente trabajo tiene por objetivo implementar elementos finitos 3D de segundo orden
en el cédigo MULTI. Ademas, estudiar el efecto de estos elementos en la convergencia, error y
tiempo de procesamiento en la simulacién de placas 3D en flexiéon o pandeo.

La utilizaciéon de elementos cuadraticos en la discretizacién conduce a tiempos de calculo
menores, independiente del tipo de formulaciéon o material utilizado. Ademés, disminuye el error
respecto al resultado tedrico. Por otro lado, particularmente con materiales ortotropicos mejora
la tasa de convergecia. Por lo tanto, esta implementacion permite realizar simulaciones mas
complejas con menos grados de libertad y con menor costo computacional.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde mediados del siglo pasado, los materiales compuestos han sido ampliamente utilizados
en la industria en varias aplicaciones, demostrado ventajas respecto a materiales como el acero
y aluminio debido a lo atractivo que resultan sus propiedades especificas. Asimismo, cientificos
e ingenieros han hecho esfuerzos para comprender su comportamiento y para modelarlos [27],
sin embargo, el precio de estos materiales los lleva a ser utilizados en industrias especificas. En el
intento de bajar los costos, la simulacién numérica es esencial para disenar piezas o reemplazar
ensayos experimentales. Actualmente, las modelaciones computacionales se han concentrado
en estructuras con comportamiento lineal, por lo tanto, aspectos como el dano y el pandeo de
estructuras compuestas representan un gran desafio para la industria e investigadores.

En este ambito, un problema critico para predecir fallas catastroficas consiste en simular la
interaccion delaminacién-pandeo-contacto, enfrentando dificultades como estados de esfuerzos
complejos e inestabilidades, lo que deriva en problemas con fuertes no-linealidades. Luego,
para su simulacion mediante el método de los elementos finitos se requieren discretizaciones
muy refinadas y, por tanto, un alto costo computacional para resolverlos. Dichos problemas
pueden ser modelados mediante la aplicacion de métodos de resoluciéon paralela y multiescala
[35, 19]. Estas estrategias han sido fuertemente aplicadas en problemas lineales, pero muy poco
en problemas no lineales [13, 36, 25, 30].

Adicionalmente, investigadores han presentado una estrategia de descomposicién de domi-
nios multiescala para la simulacién de la interaccion entre delaminacion y pandeo de materiales
compuestos laminados [42, 5] y fue implementada en un cédigo C++ (c6digo MULTT)!. Dicha
estrategia utiliza la escala mesoscépica para describir el laminado [1], usando dos elementos
constituyentes: las laminas (elementos 3D) y las interfaces (elementos 2D). La delaminacién
estd modelada en las interfaces utilizando un comportamiento cohesivo [4], mientras que las
condiciones de contacto unilateral son introducidas por una ley de interfaz que evita la inter-
penetracion entre superficies delaminadas.

Hasta ahora, las simulaciones realizadas han logrado modelar correctamente la interaccién
delaminacién-pandeo-contacto utilizando mallas muy refinadas y a un alto costo computacional,
puesto que, el codigo MULTT solo tiene habilitado elementos lineales, lo cual permite conver-
ger a resultados disminuyendo el tamano de la malla (versién-h). Sin embargo, existen otras
técnicas, adicionales al refinado de mallas, con las que es posible mejorar la convergencia de
los resultados, entre las que destaca el aumento en el grado del polinomio base del elemento
utilizado en la discretizacién (versién-p) [7, 6]. Otro método corresponde a una combinacién
entre el refinamiento de la malla y el orden del polinomio base de cada elemento (versién-hp).

El presente trabajo busca implementar elementos finitos de segundo orden en el codigo
MULTI, y luego, estudiar el efecto que estos tienen en la convergencia y tiempo de calculo.

1Desarrollado en el LMT de la Universidad de Cachan, utiliza Phyton para la definicién de formulaciones,
METIS para la lectura de mallas y distribucién en los procesadores y MPI para la resolucién en paralelo



2 Capitulo 1. Introduccién

Para lograr este objetivo primero se estudian aspectos generales relacionados con la descrip-
cién de cuerpos en grandes transformaciones de forma continua y discreta. Luego, se presenta
la estrategia de calculo utilizada para resolver problemas de gran tamano. A continuacién, se
describe la implementacién realizada en el cédigo MULTI, detallando las funciones de forma y
puntos de integraciéon implementados en el cédigo MULTTI para cada elemento. Finalmente, se
definen los problemas a resolver y presentan los resultados obtenidos de cada simulacion.

1.1. Problematica

Actualmente, el cédigo MULTT estd habilitado para la utilizacién de elementos finitos 3D
lineales. Siendo estos no aptos para el tratamiento de estructuras esbeltas, debido a que se
necesitan mallas muy finas para obtener resultados aceptables, elevando la cantidad de grados
de libertad del problema y encareciendo el calculo.

Por ejemplo, para reproducir correctamente un problema de una viga esbelta en pandeo,
utilizando elementos de tipo Prisma (Wedge) lineal, se necesitan entre 10-12 elementos lineales
en el espesor para aproximar la carga critica corectamente (ver Fig. 1.1), elevando a méas de un
millén de grados de libertad (GDL) el calculo [43].

Por lo tanto, se hace necesaria la implementacién de librerias para habilitar el uso de ele-
mentos 3D cuadraticos y asi disminuir el nimero de GDL y tiempo requerido para reproducir
dichos problemas.

Wedge Nz=4
Wedge Nz=10
Elastica Tedrica

12 //
1

P/P_crit

0.4 o

0.2

T T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Desplazamiento Transversal/LO [-]]

Figura 1.1: Pandeo viga esbelta

1.2. Hipodtesis

La utilizacién de un elemento finito cuadratico permitiria simular los mismos problemas que
se han resuelto hasta ahora con un menor nimero de grados de libertad y a un menor costo.
También, permitirfa simular problemas mas complejos utilizando menos recursos (tiempo y
memoria).



1.3. Objetivos 3

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Implementar un elemento finito (EF) cuadrético 3D en el c6digo MULTI para la modelacién
de estructuras esbeltas.

1.3.2. Objetivos Especificos

= Realizar simulaciones con elementos finitos 3D de segundo orden de problemas mecanicos
bésicos

= Comparar la influencia de los elementos 3D de segundo orden en cuanto a: tiempo de
calculo, nimero de iteraciones y resultado teérico

1.3.3. Metodologia

Para realizar simulaciones con elementos de segundo orden de problemas mecénicos béasicos
se consideran las siguientes actividades:

» Estudiar la estrategia multiescala
» Estudiar el método de descomposicién de dominio implementado en el codigo MULTI

= Estudiar los elementos disponibles en el cédigo MULTI y comprender la implementacion
en el cédigo C++

= Modificar las bibliotecas del ¢édigo MULTT para realizar simulaciones con elementos 3D
de segundo orden

= Definir los problemas mecédnicos basicos a simular

Luego, para comparar la influencia de los elementos 3D de segundo orden en cuanto a:
tiempo de célculo, nimero de iteraciones y resultado tedrico se proponen realizar las siguientes
actividades:

» Definir las variables que se van a comparar
» Realizar la discretizacion de cada problema con elementos finitos 3D lineales y cuadréticos

= Estudiar y comparar los resultados obtenidos



Capitulo 2

Antecedentes Generales

A continuacién, se presentan las ecuaciones que describen el comportamiento de solidos
continuos en grandes transformaciones. Principalmente se desarrolla la formulacion del proble-
ma de referencia de un sélido continuo con no-linealidades del tipo geométrico. Los conceptos
detallados se han desarrollado en varios trabajos de mecénica del medio continuo, por ejemplo:
[28]. Por otra parte, la presentacién de la modelizacion de la delaminacién y contacto se hard
en la Sec. 4.1.2.

En el contexto de los problemas no lineales con grandes transformaciones bajo cargas cua-
siestaticas las leyes de comportamiento son independiente del tiempo. Por lo tanto, este no es
una variable y t solo indica un parametro de carga del problema.

Se comienza definiendo el problema de referencia distinguiendo las diferentes configuraciones
del sistema. Luego, se presentan las ecuaciones de equilibrio usando el principio de potencias
virtuales. Finalmente, se presenta la formulacion del problema de forma discreta.

2.1. Configuraciéon y deformacion de un sistema

Sea una estructura que ocupa un volumen ) y cuya frontera se denota como 02 (ver Fig.
2.1), se considera que este cuerpo estd sometido a fuerzas de cuerpo f. Ademads, sobre una parte
08, de borde 02 se impone el desplazamiento uy y en la parte 8_de de 09, se aplica una
fuerza superficial de magnitud Fy.

o0 E)’%
o0, /
uj// ML,

Figura 2.1: Problema de referencia

El estado de una estructura en el momento ¢ se llama configuracion del sistema S. De la
misma forma, se designa C a la configuracion actual deformada. La configuracion geométrica
de & se describe por el conjunto de vectores x que definen la posiciéon de cada particula en
el instante ¢, a partir de un origen o de un sistema cartesiano ortogonal R; con vectores base
{ey, €5, €5}. El volumen ocupado por la estructura es €, de frontera 0f2.

Se define la configuracion de referencia como la configuracién particular de Cr del sistema
en un instante inicial tg, luego, se consideratg = 0, asi se tiene que la configuracién de referencia
puede ser definida como la condicién inicial o no deformada. Entonces, se tiene que S en t,
ocupa en Cy un volumen )y con frontera 0€)y. Se puede definir el vector posicién de cada

4



2.1. Configuracion y deformacion de un sistema 5

particula de S en Cy como X ( ver Fig. 2.2). Entonces, se denota por Ry el sistema cartesiano
ortogonal de la configuracién inicial, de origen O y de vectores base {E1, Es, Es}.

Luego, las variables del problema pueden ser expresadas en términos de la configuracion de
referencia, cantidades Lagrangianas o sobre la configuracion deformada, cantidades Fulerianas.
El vector de posicion z de una particula ubicada inicialmente en Cy esta definida por la siguiente
funcion vectorial,

L = £(Ka t)a
definida sobre )y V¢, de forma evidente se comprueba que p(X,0) = X.

Se define también, el vector de posicion inicial X en el instante ¢ descrito:

X = 9071(£7 t)'

Se puede introducir en el espacio referencial R, el desplazamiento u entre la configuracion
Co y C de cada particula del sistema S en el instante ¢ (ver Fig. 2.2). Este vector se obtiene por:

Cantidad Euleriana
—
u=z-X= X t)-X =z-¢ '(z1) (2.1)
Cantidad Lagrangiana

Se define el gradiente de deformacién como el gradiente del vector ¢(X, ) en el instante ¢
en Cy:

F(X t) = gradof(i, t) = I+ gmdog(ﬁ, t) (2.2)

Co

Figura 2.2: Configuraciéon y movimiento de un cuerpo continuo

La velocidad v de cada particula de S en el instante ¢ estd definida por la derivada con
respecto al tiempo de la Ec. (2.2).

(X, t) Op(0p~!(x,1),1)

V(X t) = —F— =uv(z,t) = T (2.3)




Capitulo 2. Antecedentes Generales

Se define la derivada con respecto al tiempo del gradiente de transformaciones como:
OL(X,t) 0 (dz\ _ 9 (dz\ _ du(X,1) (2.4)
Cox \ot)  oX '

F(X,t) = o o \ax
La variacién entre el volumen 2y de Cy y €2 de C se define por:
00 = JOy, (2.5)

dénde J se conoce como Jacobiano y se define como J(X,t) = det(F(X,1)).

2.2. Equilibrio del sistema
Las ecuaciones que definen el equilibrio del problema pueden ser expresadas en términos de

la configuracion inicial, segun:

- Conservacién de masa
p‘] = pPo , €N QO

- Ecuacién de compatibilidad cinematica:
0
€= % , en g (2.7)
u=1u, ,en 0, (2.8)
- Ecuacién de equilibrio
divg P+ pof =0, en (Y (2.9)
08
= o5 Fq,en g, (2.10)
(2.11)

FP = P'F' en O

Los tensores ¢ y P no son variables objetivas ni simétricas, es decir, no permanecen in-

variantes bajo un movimiento de cuerpo rigido. Es posible entonces, expresar las ecuaciones
de compatibilidad cinemética en términos del tensor de deformaciones Green-Lagrange E y el

segundo tensor de esfuerzo de Piola-Kirchfoff m, definidos como:
o (_tE i ) (2.12)
2 \—— =d
n=JE g (2.13)
Los tensores antes definidos son Lagrangianos, simétricos y objetivos. Desarrollando la Ec.
(2.14)

(2.12), se obtiene:

1
E=- <gmd3g + gmdgg + gmd’;g grad#)

Por lo tanto, la formulacién fuerte queda definida por las Ecs. de (2.6) a la (2.11), excepto

por la ecuacién de compatibilidad cinematica (2.7), que queda definida como:
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- Ecuacién de compatibilidad cinematica:

g-%(gtg—id) ,en (2.15)

2.3. Ley de comportamiento

Se considera un material hiperlastico o eldstico de Green, en dichos materiales la ecuacion
constitutiva se puede obtener a partir de un potencial elastico o energia elastica de deformacién.

La potencia de las fuerzas internas (P;), se expresa respecto de la configuracion de referencia
en funcién del segundo tensor de esfuerzo Piola-Kirchoff (m) y del tensor de deformaciones
Green-Lagrange (£), quedando escrita como: B

o

P = B dQ, = — = EdO
/ T Ladl Po ) £ = 0
doénde, w(g) es la potencial llamado energia libre especifica. Cuando existen pequenas pertur-

baciones se puede considerar una relacion lineal entre los tensores 7 y E, a partir del potencial
cuadréatico £ : ¢ = ﬁcog? Ast:

(2.16)

=
I

[l

=

donde, Cy corresponde al tensor de Hooke. Entonces, la Ec. (2.16) es similar a la utilizada cuando

existen pequenas transformaciones si se reemplaza el tensor de deformacién Green Lagrange
por el tensor de deformacion lineal. Este material se conoce como Saint-Venant Kirchhoff.
Durante el desarrollo del trabajo se puede considerar Cy como isotrépico u ortotrépico.

2.4. Principio de potencias virtuales

En esta seccién se busca encontrar la formulacion débil del problema de equilibrio utilizando
el principio de potencias virtuales (PPV). Para ello es necesario definir los campos cinemética-
mente admisibles.

- El conjunto U,,; de desplazamientos cineméaticamente admisibles esta definido por:

U.a = {ulu sea continua y regular en Q y u = uq 0Q,,}
- El conjunto U, de velocidades cinematicamente admisibles son nulas:
Uzao = {v*|v" sea continua y regular en Qy v* =0 0, }

La formulacién débil de la ecuacion de equilibrio local se obtiene en su forma integral
mediante la multiplicacion de la ecuacién de equilibrio por un campo de velocidades virtuales
v* € U,qp arbitrario e integrando sobre (2.

—/ td[v] dQ+/pi~y*dQ—|— /Ed~y*d5 =0, Yv" € Uaap (2.17)
Q Q o,

IS]

Dénde, gl[y*] define el operador que evaltua la tasa de deformacién Euleriana asociada al
campo de velocidades v*. El primer término de la Ec. (2.17) corresponde a la potencia de los
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esfuerzos internos y los otros dos términos corresponden a la potencia de las fuerzas externas
del sistema. Luego, la Ec. (2.17) puede ser expresada en la conﬁguracién Co, entonces:

Qo Qo 9,

Luego, si se desarrolla la Ec. (2.17) en términos de los tensores Lagrangianos £ y & se
obtiene:

/Tr (JE'g F'F'd[v*] F) dQy —i—/,oi-y*dQ + / F,-v"dS =0,

Qo Q 6de
t t * * 35 %
J: g£ ::g[y]£d90+ poi~g d90+ gﬂd'y dS(J:O,
Qo Q 9 ’
— [ z: E[v] dQ —I—/ f-uvtdQy + aSF -v*dS 0
Iz 0 PoJ - L @3 95, 0= (2.19)
Qo Qo 9
Dénde, g es la tasa de deformacion Lagrangiana, definida por:
. 1 . .
B =5 (ELR]+£ ) E) (2:20)

Por 1ltimo, para expresar la Ec. (2.19) en términos de los desplazamientos, se utiliza la ley
de comportamiento (2.16). Por lo tanto, el PPV de la configuracién inicial queda definido como :

/ 0 E () : E[v7] d +/ﬂoi'ﬂ*d90 + / a5 La v dS =0, 5oy

Qo Qo 8QOFd

IS

2.5. Formulacion del problema discreto en grandes trans-
formaciones

2.5.1. Formulacién Lagrangiana Total

Las ecuaciones de equilibrio discretas seran tratadas a partir de la Ec. (2.21), que se en-
cuentra desarrollada a partir de la configuracién inicial, utilizando el segundo tensor de esfuerzo
Piola-Kirchoff y el tensor de deformaciones Green-Lagrange derecho.

Se considera que el dominio )y esta discretizado en Ny elementos, cada uno con un volumen
de QF | tal que Qy = UQE. Luego, para aproximar el campo de desplazamiento de cada elemento
E se define una funcion de interpolacién:

u=N(X)q VX € Qf

dénde, N (X) es la matriz que contiene las funciones de forma y g(t) es el vector de despla-
zamientos nodales del elemento. Para obtener el campo de velocidad virtuales se derivan los
desplazamientos:

=NX)w VX € Qf



2.5. Formulacion del problema discreto en grandes transformaciones

Como las funciones de forma no dependen del tiempo la matriz N no sufre modificaciones

Luego, se puede escribir el tensor de deformaciones de Green-Lagrange derecho como
au ou '\’ L[ ou " Ou
0X 0X ) 0X

1
[Q - ELQ + §§NL (Q» Q)
representa la parte no-lineal. Luego, la tasa de defor-

[J—

(2.22)

Donde, B, es la parte lineal y B
macién Lagrangiana se puede expresar como

] = L2 () () o (o) o
= 73 X 0x ) ax " \ax ) ax

= 0X
B =B + B, (@w) (223)
Luego, reemplazando (2.22) y (2.23) en la Ec. (2.21), se obtiene:
w [(B,+ B, (0))C (ng+ ‘B, ( )) 40F
g
(2.24)
/gpoidaf + / 55 F,dS§ | =0,

0%,

Aqui, el objetivo es:
Encontrar ¢ € U tal que : R (¢, w™) =0, Vw* € UL,

Dénde el residuo R (g, Q*t) queda definido por la ecuacién no lineal (2.24). Por ello, no es
posible encontrar la solucion mediante un método directo de resolucion y se hace necesario la
utilizacion del método iterativo de Newton (ver Sec. 3.1.1) para encontrar ¢. Una vez linealizado
el problema, se busca encontrar la solucion g a partir de

R(q\w") + (R (¢, w) , 8¢)

se puede encontrar la matriz de rigidez tangente Ky =

=0

Considerando que 5gi = gi - g’}

R’ (¢',-), definida como:

S5,

1 N\
Kr= Z —NL Co (BL+ 52 (ﬂzﬂl)) Qg + Z /étLCOEL dQy

EerQOE EeQOQg

. - N - )

£ [ (BB, (4.) + By, (4) CB, + B, (~d) CuBy, (¢'-)) dOF

EEQOQO

K2
(2.25)
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La rigidez puede ser expresada como:
Kr = K§ + K% + K2 (2.26)

Dénde, K$ representa la matriz de rigidez geométrica asociada al estado de esfuerzo gi, KE
representa la matriz de rigidez eldstica, y K2 es la matriz que depende del desplazamiento ¢,
conocida como la matriz de desplazamiento inicial [16]. -

El c6digo MULTT esta disenado para realizar simulaciones de estructuras laminadas esbeltas
con grandes transformaciones, dichos problemas poseen fuertes no linealidades entre las que se
incluyen la delaminacién y contacto (ver Sec. 4.1.2), y requieren de técnicas de resolucién
iterativa como el método de Newton o el método LaTln, los cuales se desarrollan en el siguiente
capitulo. Ademas, la naturaleza de estos problemas requieren del calculo de un gran ntimero
de grados de libertad, por lo que se hace necesario la utilizacién de estrategias multiescala,
desarrolladas en el Cap. 3.



Capitulo 3

Estrategias de calculo no-lineal y de
descomposicion de dominio

El codigo MULTT fue desarrollado con el objetivo de resolver problemas no lineales y con
un gran numero de grados de libertad. Por ello, es necesario estudiar los métodos de resolucion
de problemas no lineales y las estrategias de descomposiciéon de dominio para resolver estos
problemas.

Los métodos mas utilizados para el calculo de las respuestas no lineales son las estrategias
incrementales-iterativas. Un algoritmo incremental consiste en aproximar el problema no lineal
con una linealizacion de la curva de equilibrio en cada incremento de tiempo. La mayor parte
de los métodos iterativos se basan en el algoritmo de Newton. Estos métodos construyen una
secuencia de soluciones lineales que convergen a la solucion exacta. Sin embargo, la convergencia
del método de Newton no siempre esta asegurada. Por lo tanto, los algoritmos incrementales-
iterativos se utilizan para mejorar la convergencia del método de Newton, estos son el resultado
de la combinacién de un proceso incremental y un proceso iterativo. En el caso de fuertes no
linealidades, los métodos incrementales-iterativos convencionales fallan cuando existen puntos
criticos, es por ello que fueron creados los métodos de continuacion para liberar el pardmetro
de carga y agregan una condicién suplementaria cuyo objetivo es limitar el crecimiento de la
respuesta bajo un incremento de fuerza dado. Mas informacion sobre estos métodos es posible
encontrar en [14, 26, 39]. En la Sec. 3.1.2 se presenta otro método de solucién iterativa conocido
como algoritmo LaTIn (Large Time Increment method).

Por otra parte, para resolver problemas complejo es necesario conjugar los fenémenos que
ocurren a gran escala y a nivel local. Por ello, es necesario el estudio de estrategias de resolucién
multiescala, la cual establece un problema macroscépico y uno microscopico. El primero, esta
asociado a una representacién gruesa (homogéneo) de todo el problema. Luego, el segundo
estd asociado a los detalles o el drea de interés (heterogéneo). El desafio de estos métodos es
proporcionar una definiciéon adecuada de las dos escalas, y asi lograr un correcto acoplamiento
entre ellas.

Son de interés para el desarrollo de este trabajo los métodos de calculo multiescala, es-
pecificamente los métodos de descomposicién de dominio, los cuales resuelven problemas con
gran cantidad de grados de libertad (ver Sec. 3.2). Ademas, se caracterizan por una discretiza-
cién fina, independiente de la modelizacion elegida, la cual no puede ser resuelta por métodos
directos.

3.1. Método incremental Iterativo

Estos métodos consisten en dos etapas: La primera linealiza el problema no-lineal y se
predice una solucién tangente inicial (valor inicial de iteracién) para un incremento de carga

11
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dado, mientras que la segunda etapa consiste en corregir el residuo las veces que sea necesario,
hasta llegar a una solucién aceptable.

3.1.1. Meétodo de Newton

El método de Newton es un método numérico iterativo de resolucién de ecuaciones no li-
neales que busca encontrar r(q) = 0. Existen varias modificaciones de este método, dénde se
busca encontrar u; — u, tal que 7(x,) = 0 con una pequefia tolerancia.

El método de Newton clasico: Se basa en la linealizacién de r(u;™) al rededor de la itera-
cién anterior ui. El objetivo es determinar la iteracién u'*! por anulacién de la aproximacién.

) & o) + (S () o)

Entonces, la iteracién ui™ se obtiene a partir de la iteracién anterior ul.

u™t =y — B—i(@i)} ilz(ui) (3.1)

: . |0 : r :
Se considera el término [0__(%)1 como la matriz de rigidez tangente K.
U 2

El método de Newton no convz}rge de manera incondicional respecto a la elecciéon de la itera-
cién inicial u,, una mala eleccién del valor inicial puede conducir a construir una secuencia de
u; divergente. Una vez que el método llega a una solucién aceptable la convergencia tiene la
propiedad de ser cuadratica.

Método de Newton modificado: de direccion constante. Esta variante consiste en reempla-
zar la matriz de rigidez K* por una direccién constante K ? (actualizada al comienzo de cada

incremento) en la Ec. (3.1), obteniendo:

ut =y — (K) 7 () (3:2)

La convergencia de la versiéon modificada de Newton es lineal solamente. Si bien este método
ahora recursos, no es el utilizado de forma general.

3.1.2. Algoritmo LaTIn

El algoritmo o método LaTIn ”Large Time INcrement method”, desarrollado por Ladeveze
[31, 32], resuelve el problema sobre todo el intervalo de tiempo y todo el espacio. Este método
estd basado sobre tres puntos. El primero es la separacion de las ecuaciones en dos grupos: las
ecuaciones locales, eventualmente no lineales I' y las ecuaciones lineales, eventualmente globales
Ag. El segundo punto es la utilizacion de un esquema iterativo de dos etapas que resuelve
sucesivamente los dos grupos de ecuaciones. Dos direcciones de bisqueda, ET y E~, permiten
pasar de I' a Ay, e inversamente (ver Fig. 3.1). Por ultimo, el tercer punto corresponde a la
descomposicion de la solucién en una suma de productos de funciones de espacio por funciones
de tiempo.
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Sn+% T

S
Sn+1 n

Figura 3.1: Algoritmo iterativo LaTIn Fuente: [42]

Esta técnica se puede utilizar para el tratamiento de no-linealidades superficiales del tipo
de delaminacién [3] y de contacto [11]. También, el método se emplea en problemas de elas-
toplasticidad [8], de viscoplasticidad [12], y de contacto en grandes transformaciones [10, 9].
Adicionalmente, este método esta especialmente adaptado para la resolucién de problemas con
fuertes nolinealidades y con un gran ntimero de grados de libertad tratados mediante métodos de
descomposicion de dominio micro-macro. Finalmente, este método se encuentra implementado
en codigo MULTT y se utiliza para la resoluciéon de problemas con la interaccion de pandeo-
delaminacién-contacto.

A continuacion, se presentan de forma detallada los métodos de descomposicién de dominio.

3.2. Meétodos de descomposicion de Dominio

Los métodos de descomposicién de dominio (0 DDM) no son una idea nueva, su data es del
siglo XIX y su autoria se le atribuye a Hermann Schwarz [44], quién proponia un algoritmo pa-
ra resolver una ecuacién diferencial parcial, mediante la particion del campo de estudio en dos
dominios con recubrimiento. Luego, con la aparicién de los ordenadores, su rapida masificacién
y especialmente con la utilizacién de procesadores en paralelo se ha reestablecido el estudio de
estos métodos, permitiendo nuevos desarrollos en esta area.

En el andlisis estructural, a menudo se privilegian los métodos sin recubrimiento, ya que
son méas facil de implementar (ver Fig. 3.2). La mayorfa de los métodos de descomposicion
de dominio se basan en la condensacion de las incégnitas de la interface y la resolucion de
problemas independientes de tamano mas pequeno, siendo esta caracteristica la que los hace
altamente paralelizables.

I'eg

bl

Figura 3.2: Principio de Descomposiciéon de Dominios

Los métodos de descomposicion de dominio sin recubrimiento pueden ser clasificados en tres
grupos:
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» Las aproximaciones primales que verifican la continuidad de los desplazamientos en
las interfaces. Destacan el método de Schur primal [38] y el método BDD (Balancing
Domain Decomposition Method) [35].

= Las aproximaciones duales que aseguran el equilibrio de fuerzas en las interfaces.
Destacan el método Schur dual y el método FETT (Finite Element Tearing and Intercon-
necting) [19].

= Las aproximaciones mixtas que conectan las cantidades primales y duales en la in-
terface, tales como los métodos basados en el algoritmo de tipo Lagrangiano aumentado
23], el método de LaTlIn [32] o el método FETI Primal-Dual [18].

Los métodos de descomposicién de dominio mejoran su eficiencia cuando el tamano del
problema aumenta. Sin embargo, cuando el nimero de subdominios aumenta, la eficiencia es
mucho menor a la esperada. Para solucionar dicho problema se puede agregar un esfuerzo
suplementario para mejorar el rendimientos de estos algoritmos, a través de la utilizacion de
precodicionadores.

Para solucionar esta falta de escalabilidad, Mandel [35] propone, como parte del método
primal BDD, construir un problema grueso asociado a la verificacién de la ortogonalidad de las
cargas locales con el movimiento de cuerpo rigido de las sub-estructuras.

Ademas, la resolucién del problema condensado puede ser de forma directa o iterativa. En
el primer caso, el problema condensado se ensambla y resuelve de forma clasica. En el segundo
caso, se utiliza una solucién iterativa adaptada a la arquitectura de ordenadores en paralelos
(gradiente conjugado, GMRES, Krylov [40]), donde sélo los problemas locales de cada sub-
estructura son ensamblados.

Si se considera un problema de elasticidad lineal con pequenas perturbaciones, puesto sobre
una particion de la estructura E en E subdominios, entonces, un subdominio estd conectado
con su vecino (E’) por la interface I'gpr. Se denota 'y = Upepl'gr vy ' = Upeg['g. Suponiendo
que las mallas son consistentes y compatibles en I', el problema de elementos finitos Kq = f
puede ser reescrito como el equilibrio de cada sub-dominio bajo esfuerzos en las interfaces:

E E E E
KEEi KEIEJ; qlEE; = | . a & | » V(E)per, (8:3)
ql€E) = qlgE ), en (FEE/)E7E’€E\FEOI‘E/7E@ (3'4)
A%E) = —A%E )’ en (FEE’>E,E/€E|FEQFE’7£® (35)

donde el indice 7 indica las incégnitas internas y el indice I' las incognitas en la frontera de los
subdominios. El término A?E) representa las fuerzas nodales ejercidas por las subestructuras
adyacentes (E') sobre (E) a través de la interface I'g. A continuacion, se describen tres estra-
tegias diferentes para resolver este sistema. Para simplificar, se considera un problema de dos
subdominios.

Una revision detallada de estos métodos y su generalizacion a un gran nimero de subdomi-
nios se pueden encontrar en [24]

Métodos Primales

Consisten en obtener el desplazamiento de las interfaces a priori continuas. Para ello, se
procede a reordenar la Ec. (3.3) para eliminar las incognitas interna y reducir solamente a las
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incognitas qlgE) ;

SEG) =t A (E=1,2), (3.6)

con:

E E)\—11-(E E E E)\—1 ¢(E
SéE) - KI(T) - KFZ(KZ(Z )) 1K§F) ) b;(oE) = flg ) ng)(ng )) lfi( :
doénde, SI()E) y bz(,E) indican respectivamente el complemento de Schur y el segundo miembro
condensa los subdominio E en la interface I'g. El problema de equilibrio global (Ecs. 3.3, 3.4 y

3.5), en funcién de las incégnitas qr = qﬁl) = qg), se escribe como:

[sg,w + s;ﬂ gr = b + 02 (3.7)

(E)

Después de la resolucién del sistema (3.7), se obtienen las soluciones internas ¢; ' con la

siguiente expresion:

0" = (K) (- Kiar) (B =1.2)

i %
La eficiencia del método de Schur primal depende en gran medida del acondicionamiento
del sistema a resolver.

Métodos Duales

Consiste en no trabajar més sobre el campo de desplazamiento, sino que sobre los esfuerzos
de las interfaces a priori en equilibrio. Por lo tanto, se expresa el desplazamiento de la interface,
representado en la Ec. (3.6), en funcién de )\(FE). La dificultad radica en el hecho de que los
complementos de Schur de cada subdominio flotante no son invertibles. Entonces, es posible
escribir para cada subdominio [19, 22]:

q%E) _ S](DE)+ <b1(DE) 4 A%E)) 1+ RE)®) (E=1,2), (3.8)

donde, SI()E )" es la pseudo inversa de SéE ). R¥) es la matriz de movimiento de cuerpo rigido de
la interface del sub-dominio (E) y a!®) es el vector de coeficientes de una combinacién lineal
de modos de cuerpo rigido que se determina durante la resolucién. El equilibrio corresponde
entonces a la ortogonalidad con todos los campos de los movimientos de cuerpo rigido, que se
traduce en la siguiente ecuacion de admisibilidad:

T E
RE (02 4+ A7) =0 (B=1,2) (3.9)
El problema condensado global, en términos de las incégnitas Ap = )\(Fl) = —)\(FQ), a® y \?),

después de la inyeccién de los equilibrios locales condensados (3.8) en la ecuacién de admisibi-
lidad cinematica (3.4) acoplado a las condiciones (3.4) y (3.9), se escribe:

Sz(,l) n S}QV RO _R® Ar _SI()1)+bI()1) + S,(f)er](gz)
RO 0 0 |]aW]|= RO (3.10)
R o o |[o® -RY

El método FETI propone la resolucién del sistema (3.10) utilizando una técnica de gradiente
conjugado proyectado, en donde la etapa de proyeccién estéa asociado con la restriccién de
equilibrio de los subdominios, definiendo un problema grueso asegurando la escalabilidad del
método [20].
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Métodos Mixtos

Este método hace que el problema en la interface sea tanto en términos de esfuerzo y
desplazamiento. En particular, este método es conocido como FETI-DP propuesto por [21].

La idea esencial del método FETI-DP es volver a escribir las condiciones de interface en
funciéon de una nueva variable: u?E) = )\l()E) + k:;E) q§E), donde las matrices k:?E) se puede inter-
pretar como la rigidez de la interface. Las ecuaciones de admisibilidad cineméticas (3.4) y la

de admisibilidad estatica (3.5) de la interface son equivalentes al siguiente sistema:

) e = (ke +k2)) g’ =0

(1)

(3.11)
i+ = (Y + k2)) ¢ =0

Los problemas locales condensados de cada subestructura se convierten en:
E E E E
(557 + K)o = + 02 (B =1,2)

Las soluciones obtenidas se agregan en la admisibilidad de la interface (3.11), lo que conduce
al siguiente sistema, en términos de variables mixtas:

Sl = b (3.12)
con:
—1
g I, I, - (k(r” + k(ﬁ)) (Sff) + k§2)>
m = _J
L— (k! + k) (8P + k) I,

1 2 2 2\
R [ o
(k1) (8P + k") bl

Se observa que al elegir k(Fl) = SI(,Q) y k(FZ) = SS), el operador S,, se convierte en una matriz

identidad y la solucién se encuentra en forma inmediata. Las matrices k(FE) debe acercarse el
complemento de Schur de la vecindad con el fin de obtener el mejor condicionamiento posible,
esto también puede ser muy costoso.

Por dltimo, la resolucién de (3.12) también presenta problemas de escalabilidad y luego se
hace necesaria la definicion de un problema grueso. En la practica, se utiliza el mismo tipo de
problema grueso para los métodos FETI o BDD.

La estrategia DDM utilizada en este trabajo es mixta, similar a FETI-DP y se basa en el
algoritmo LaTIn micro-macro [33], cuyos detalles se presentan en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Estrategia multiescala

En esta seccién se describe el problema de referencia y su formulacion en términos de
conjunto de subestructuras e interfaces. A continuacién, se introducen las condiciones que
definen el comportamiento especifico de las interfaces.

4.1. Problemas de referencia

Para la formulacién del problema de referencia se hacen las siguientes consideraciones:

= Las interfaces entre capas pueden sufrir delaminacion
= La carga no depende de la configuracién

= Problema de evolucion cuasiestatico

= Condicién isotérmica

» El salto de desplazamiento entre las interfaces es pequeno
La estructura €2 estda bajo cargas y desplazamientos prescritos definidos como:

» Un desplazamiento prescrito u, en la frontera 02,
» Una carga prescrita F'; en la frontera 02,

= Una fuerza de cuerpo f,

La estructura E se puede considerar como un sélido continuo isotrépico o un laminado (ver
Fig. 4.1). Para ambos casos se considera un dominio €2 de frontera 952 en la configuracion actual
C. El problema de referencia se presenta para el caso de elasticidad lineal.

El campo de esfuerzo se designa por « y el campo de desplazamiento por u, ambos pertenecen
respectivamente a espacios de energfa finita S y U definidos en ).

El laminado estd compuesto por un apilamiento Np de capas P, de densidad pp ocupando
un dominio 2p, borde 9€2p tal que 2 = |Jp.g 2p. Una capa P esta conectada con una placa
adyacente P’ por la interface I'ppr = 0Qp N ONp:. El conjunto de capas adyacentes a la capa P
se denota Vp y el conjunto de interfaces se denota I' = UPGE I'p, I'p = UP'evp I'pp.

Para ambos casos se puede considerar una distribucién de fuerzas F; superficiales (respec-
tivamente una distribucién de desplazamiento u,) impuesta sobre una parte 02p, (respectiva-
mente J€,, para el desplazamiento) de df2. Las fuerzas de volumen se denotan por f

Para el caso de un laminado compuesto se escribe up con el que se define el campo de
desplazamiento de cada capa P.

El indice (-), representa una cantidad referida a la configuracion inicial o no deformada,
para diferenciar su representacion de la configuracion actual o deformada.

17
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Fy,

X&QS
XQ? Lo

Kh@l

Figura 4.1: Problema de referencia: configuracion inicial y actual. Fuente: [42]

4.1.1. Formulacién del problema subestructurado

La estrategia propuesta busca resolver un problema de elementos finitos sub-estructurado
con no linealidades geométricas en las sub-estructuras (pandeo) y con no linealidades materiales
en las interfaces (contacto y delaminacién). Por lo tanto, se requiere encontrar los desplaza-
mientos uy, y esfuerzos - (segundo tensor de Piola-Kirchhoff) en las sub-estructutas Fy y

los desplazamientos W, y tracciones F',, en las interfaces I El subindice q significa que
0 0

E,El)’
las cantidades estdn dadas en la configuracion de referencia (fo(irrrolulacién Lagrangiana).

El método utilizado divide el cuerpo en dos diferentes tipos de entidades: subestructuras
e interfaces, ambas definidas a través de sus propias variables y ecuaciones. La estructura
se descompone en un conjunto F de subestructuras sin recubrimiento {2g, las cuales estan
sometidas en su frontera a un campo de fuerza de tracciéon F';, y a un campo de desplazamiento
W 5. Una interface I'ppr entre dos subestructuras (2 y {2 genera relaciones contitutivas entre
Wy Wg) € Wy (Ep, Ey) € F2t (ver Fig. 4.2) vy nos permite considerar facilmente
un comportamiento tal complejo como el contacto (con o sin friccién) o para el caso de un
laminado un comportamiento cohesivo entre dos capas (ver Sec. 4.1.2). Puesto que tanto el
desplazamiento como la fuerza en las interfaces son desconocidos, el enfoque resultante es un
método de descomposicion de dominio mixto.

Qg

(2000

(1)

Figura 4.2: Descomposicién en subestructuras e interfaces

Entonces, el problema puede ser escrito como:

Encontrar s = {s,.¢|E € E} con s,y = (QEWEEU’EEO’EEQ) que verifica:
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-Admisibilidad cinematica no-lineal:

1
By =5 (Zyte, + 'Y s, + ¥, T g, ) en O, (4.)

- Equilibrio no lineal de la subestructura E:

* o *
gE0|(9QEU - wEUH—‘EU’

/ T, :E(QJ*EO) ngz/ P, id~gE0dQO+/ EE0~_]*50dF0 (4.2)
QE() QEO FEO

V(uf,, Wh,) € Uy, x Wy, tal que
=Ly pu—

- Comportamiento ortotropico lineal de las subestructuras:

%

T, = (4.3)
=F ?
0 0 £E0
donde 1) es un potencial elastico por unidad de volumen.
- Relacién constitutiva de las interfaces entre los sub-estructuras adyacentes:
Rep <mE, Wgr, Fgo, EE;)) — 0, sobre [,z € Ty (4.4)

- Relacion constitutiva de las interfaces que transmiten las condiciones de contorno:

REd (EE,KEI,EEo,EE{)) = O, SObI'e FEdO (45)

4.1.2. Tipos de Interface

Todas las ecuaciones siguientes son locales para cada punto de una interface I'gg/, para
EFEeEyFE €E.

Interfaces Perfectas

Las interfaces perfectas se definen tanto por el desplazamiento como por la fuerza, la que
es continua a través de la interfaz:

EE +EE/ = Q
WEZEE/

Interfaces con Contacto

La formulacién que se presenta a continuacién se encuentra detallada en [17]. Se designa
por n al vector unitario normal a I'gz apuntando de 'y £’ y por P a su correspondiente pro-
yeccion ortogonal. El comportamiento se caracteriza por el coeficiente de friccion de Coulomb
w. La interface I'gpr estd definida por:

Fp+Fp =0
nWg—=Wg)>0yn-Fp<0
(n-Wg —Wg)) (nfg) =0
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Adhesiva Deslizante
si |[[PEg|| < plln- Fgll si[[PEg|| = plln - Fgll
P(Wg —-Wg)=0 PWp —Wg)APFL =0

P(Wg —Wg) -PER >0

Interfaces cohesivas

Se define Appr como la relacién que representa la ley de interfaz cohesiva definida entre la
variable primal de la interface W, y la variable dual £'5. P es el operador de la proyeccion
tangencial y n, es el vector unitario normal a I'gp saliente de E a E’ en el punto de interés.

EE + EE/ = Q
APP’ (EEKEHEE;EE/) = Q

Modelo de interfaz cohesiva

El comportamiento de una intreface se define en la base de ortotropia local (ny,n,,ns),
caracterizado por la direcciéon n,, que bisecta los dngulos formados por la capa adyacente a la
interface (ver Fig. 4.3) y la direccién ns, normal al plano de interface (n,,n,). Por lo tanto,
el modelo de interfaz cohesiva relaciona el salto de desplazamiento [u] = up — up entre dos
laminas adyacentes P y P’ con el tensor de esfuerzos de Cauchy ¢t :_gp.ﬂg =0, N3 Aunque
se consideren grandes desplazamientos (pandeo), el salto de desplazamiento en la interfaz I,
es supuesto pequeno antes de la delaminacién completa. Asi, el comportamiento susceptible al

dano se define, segun:

(1—di)k 0 0
t=K.[ul ,donde K = 0 (1 — da)ks 0

. 0 0 (1 ~([n), d3> ks |

< >, es un operador que extrae inicamente la parte positiva de su argumento.

Las variables locales de dano d; son introducidas en el modelo para simular la pérdida de
rigidez de la interfaz cuando la estructura es solicitada. El rango de valores va desde 0 (sin
dano) a 1 (dano completo). Los pardmetros d; son relacionados con la tasa de liberacién de
energia local Y;, segin:

(4.6)

1
Yi = %kl[u]f
mz—i? , donde n-—%bwi (4.7)
Yio= gha(ula)?

eq es la energia de deformacion de la interfaz por unidad de drea y [u]; son las componentes
de [u]. Se asume que las variables de dafio dependen del valor maximo Y}, sobre la historia de

carga de una combinacion de Yj., 7 < ¢, asi:

Q=

dy=dy = dy = —° Y ' donde Y} =sup (Y3l + Y1l +10Yolk) (4.8)
1 2 3T L1 Y. ) It TSI? 3 TN T V22 ) .

n es un parametro positivo adimensional e Y, es un valor critico con unidades de energia por
unidad de superficie.
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ng
Ny
-

Léamina 2

[
Interfaz

ny

Léamina 1

Figura 4.3: Laminas e interfaz del mesomodelo. Fuente: [5]

Sub-estructuracion Paralelizacion
B proc3

perfectas proc2
procl
ad :
interfaces
cohesivas/contacto

Resolucion LaTl
super-interfaces

'+,_> :

tercera escala
problema «super-macro»

/

ldmina + interface interfaces

primera escala segunda escala
problema «micro» problema «macro»

Figura 4.4: Descomposicién del problema y las tres escalas de resolucién utilizadas. Fuente: [5]

4.2. Descripcion de la Estrategia

La estrategia propuesta utiliza la escala mesoscopica para describir el laminado [1], usando
dos elementos constituyentes: las ldminas (elementos 3D) y las interfaces (elementos 2D), ver
Fig. 4.4. La delaminacion estd modelada en las interfaces utilizando un comportamiento cohesivo
[4], mientras que las condiciones de contacto unilateral son introducidas por una ley de interfaz
que evita la interpenetracion entre superficies delaminadas.

Los célculos paralelos y multiescala son realizados utilizando un método de descomposicion
de dominios mixto basado en el método LATIN micro-macro [34]. Esta estrategia divide la
estructura en sub-estructuras volumétricas separadas por interfaces superficiales, ambas son
entidades mecéanicas. Asi, el problema de referencia modelado a la escala mesoscépica resulta
naturalmente sub-estructurado y las condiciones de contacto y de decohesion son tratadas en
las interfaces. Para asegurar una resolucién eficiente del problema, tres escalas son consideradas
(ver Fig. 4.4):

= La micro-escala esta dedicada a los fenémenos con influencia local o de pequena variacién
de onda, los que ocurren entre sub-estructuras vecinas.
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= La macro-escala verifica el equilibrio de la estructura completa, pero iinicamente sobre
un numero reducido de grados de libertad de las interfaces, obtenidos a partir de la
definicién de una base macroscépica. Esta etapa del algoritmo asegura la extensibilidad
del método, ya que contiene la soluciéon a grande variacién de onda.

= En algunos casos, el nimero de sub-estructuras e interfaces puede hacer que la macro-
escala no pueda ser resuelta directamente. Por lo tanto, las sub-estructuras son reunidas
en super-sub-estructuras y el problema macroscopico es resuelto utilizando un método
de descomposicién primal [35]. La tercera escala es introducida balanceando las super-
sub-estructuras respecto a sus movimientos de cuerpo rigido. La implementacién de esta
escala no serd discutida en este trabajo, mayores detalles se pueden encontrar en [30].

Para conectar las partes micro y macroscopicas de la solucion, se utiliza el algoritmo LaTIn
visto el la Sec. 3.1.2.

4.2.1. Eleccion de los espacios de aproximacion

Los problemas en las subestructuras y las interfaces se resuelven numéricamente utilizando
una técnica de elementos finitos estandar. Por lo tanto, el desplazamiento uy perteneciente a
UL, espacio de desplazamientos por tramos de la estructura. En el marco de los métodos de
descomposicion de dominios mixtos, se debe prestar especial atencién en la discretizacion de
de la interface.

Si se opta por elementos finitos P; para el desplazamiento, una eleccién natural es to-
mar funciones constantes por tramos como espacio de aproximacion para las inter-fuerzas. Sin
embargo, en la practica tal discretizacion genera modos de oscilacién falsos que conducen a
inestabilidades numéricas. Un enfoque usualmente adoptado para evitar este inconveniente es
la eleccion de los campos Fp y W en el mismo espacio de funciones constantes por tramos
de I'g (Wg =F g) y realizar una sobrediscretizacién de los campos de desplazamiento de las
subestructuras [33, 37]. Dos alternativas estan disponibles para realizar esto tltimo. La prime-
ra es refinar localmente los elementos del borde de cada subestructura (solucién de tipo-h), o
aumentar el grado de las funciones de forma de interpolacion en los elementos del borde de
cada subestructura (solucién de tipo-p) (ver Fig. 4.5).

Hasta ahora en los estudios realizados con el método se han utilizado para la discretizacién
de las subestructuras elementos 3D lineales tales como tetraedros de 4 nodos y prismas de 6
nodos, con un refinamiento tipo-h para mejorar los resultados. Por lo tanto, en este trabajo, al
subir el grado del elemento se estd utilizando una solucién del tipo-p, utilizando tetraedros de
10 nodos y prismas de 15 nodos.

4.2.2. La separacién de escalas

Para asegurar la extensibilidad de la estrategia, se resuelve un problema global, lineal y
reducido (el problema macroscépico). La definicién de los cantidades macroscépicas se realiza
unicamente en las incognitas de las interfaces y verifican parcialmente la ecuacion de equilibrio
entre interfaces:

VEAE{)*EWI%’ / (EE0+EE;})~ME{)*dF0=07 (4.9)

!
BBy

donde el espacio macroscépico de desplazamientos ngo es un parametro del método, como
también el espacio dual F I% . La definicién de los espacios macroscépicos se realiza a través
de un proyector II que es escogido L?-ortogonal, asi, el mismo proyector es utilizado para los
desplazamientos y tracciones. Entonces, se obtiene la siguiente separacion:
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Discretizacion inicial

|

|

INTERFACES :
Inter-fuerzas m = 0

Inter-desplazamiento m = 1

— SUBESTRUCTURAS
Inter-fuerzas m = 0

+— | Desplazamiento p = 1

/ Sobre-discretizacion \

TipO—h Tlp o-p
i T ] [ it T ]
| | | | | |
I [} ) I [} |
[} [} 1 1 [} 1
SUBESTRUCTURAS SUBESTRUCTURAS
Inter-fuerzas m = 0 Inter-fuerzas m = 0
Desplazamiento p = 1 Desplazamiento p = 2

Figura 4.5: Modificacién en la discretizacién de las interfaces y estructuras. Fuente: [37]

= / EEOdFO: /EE W ,dlg+ / Fy Wi dly, (4.10)

E E/ FE E/
(] 00

M _ M _
donde F} = HEEO y Wi =W,

Ensayos numéricos anteriores a este trabajo han mostrado que para asegurar la extensibi-
lidad del método, la base macroscopica debe considerar al menos la parte lineal de las fuerzas
de interfaz. Aqui, se propone como base macroscépica (para una interfaz plana) las tres tras-
laciones, las tres rotaciones, las dos extensiones y el cizalle en el plano. De acuerdo con el
principio de Saint-Venant, las resultantes y momentos nulos, es decir, la parte microscépica de

la solucién, tienen una influencia local, mientras que la parte macroscépica contiene la solucién
a gran longitud de onda.

4.2.3. Algoritmo iterativo

El algoritmo propuesto separa las ecuaciones en dos grupos:

» Ag4: ecuaciones de admisibilidad (no lineales) en las sub-estructuras y en las cantidades
microscopicas de interfaz:

admisibilidad cinemadtica no lineal de las sub-estructuras: Ec. (4.1)

admisibilidad estatica no lineal de las sub-estructuras: Ec. (4.2)

comportamiento de las sub-estructuras: Ec. (4.3)

admisibilidad estética macroscopica de las interface, Ec. (4.9).

» T': ecuaciones locales (no lineales) en las interfaces:
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- comportamiento de interfaz (cohesivo, de contacto o perfectas) y condiciones de
borde Ecs. (4.4) (4.5) (ver Sec. 4.1.2).

La solucion s,ef = (u By w._.,F Eo) es tal que s,.;y € Aqg NT'. El esquema de resolucién

Tr ) )

LEy TE, =

consiste en buscar la solucién s,.; alternativamente: primero, se busca la solucién s,, en Ag,

luego la solucién 5, 1 en I'. Para cerrar los dos grupos de ecuaciones, es necesario agregar
2

dos direcciones de busqueda (/fgo y kg, ) y son parametros de la estrategia que se presentan a
continuacion:

Etapa de Admisibilidad

En la etapa Ag, se parte de los campos (EE ” E £,) que satisfacen las ecuaciones de interfaz
I" para buscar la solucién (W, F ) en Ag, usando la siguiente relacién:
0 0

Koy (W, = Wg,) + (B, — F,) =0, (4.11)

0

kg, es la direccion de busqueda asociada a la etapa Aq.

Etapa Local

En la etapa I', se parte de los campos (EE L ) que satisfacen las ecuaciones de A4 para
0 0

buscar la solucién (W, , F' ) en ', usando la siguiente relacion:

ky, (EEO - @EO) - (EEO - EEO) =0, (4.12)

kzgo es la direccién de busqueda asociada a la etapa I'.



Capitulo 5

Implementaciéon

En el capitulo anterior se traté de forma general la estrategia multiescala y el algoritmo
utilizado para la resolucion del problema. En este capitulo se presentan las funciones de inter-
polacién implementadas en el codigo MULTT para la utilizacion de los elementos finitos 3D de
segundo orden. Ademads, se presentan los puntos de la cuadratura Gaussiana utilizados para la
integracion. En general, cada elemento puede ser definido por:

» Tipo de elemento (por ejempo: Prisma)

» Las coordenadas {¢} de sus n nodos geométricos.

Numero de grados de libertad ng

El polinomio base de aproximacién (P)

Funciones de forma N

= Puntos de integracion x;

Es importante considerar que un modelo matematico de un sistema fisico implica normal-
mente una serie de variables o funciones, u,_,(z) que representan las temperaturas, velocidades,
desplazamientos, etc. Estos son representados por funciones de aproximacién, u(z), tal que:

u(x) = Pi(z)ay + Po(z)ag + - -+ + Py(x)a, (5.1)
Entonces,
ay
5]
u(z) = (Pi(z) Pa(z) - Pu(z)) ] . ¢ = (D) {a} (5.2)
as
dénde:
P, : Son funciones conocidas, linealmente independientes, tales como polinomios

o funciones trigonométricas. Ninguna funcion puede ser construida por la
combinacion lineal de las otras funciones.
a : Parametros de aproximacion
La funcién de aproximacion (5.1) se puede escribir como:

u(z) = Ni(z)q, + Na(z)g, + - Nalz)g

u(z) = (Ni(z) No(z) -+ Nu(z))q " p=Ng (5.3)

25
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Se pueden construir las funciones de interpolacién N(§) de cada elemento y sus derivadas
con respecto a las coordenadas naturales &, n, ( a partir de:

N =(P).- P! (5-4)

dénde

I (55)

(P(E,) P, - PulE)

=Ngq —n,

Los polinomios bases utilizados se encuentran definidos en G. Dhatt, E. Lefrancois y G.
Touzot [15].

Las transformaciones realizadas llevan de las coordenadas x, y, z a las coordenadas naturales
&, ny (. Esto obliga a realizar un cambio de variables en las ecuaciones integrales que describen
el comportamiento, tal como se muestra en la Sec. 2.4. Las derivadas de las funciones de forma
B que intervienen en la Ec. (2.25) son respecto a z, y, z, y se relacionan por:

on_ X 5.6
oz = 0 (5.6)
dénde J es la matriz Jacobiana de la transformacion, y se define como:
oc o0t 0
515 &
L= 15 a5 o (5.7)
LOC  9¢ ¢

Luego, la diferencia de volumen en cada sistema de coordenadas viene relacionados por:
drdydz = det(J) d€ dn d¢ (5.8)

Una vez realizada la transformacién, la integracion es més sensilla en el sistema de coorde-
nadas local (£,7,(), que en el cartesiano (x,y,z) en el que los dominios estédn distorsionados.

Luego, para resolver Ec. (2.25) se realiza una integracién numérica, la cual sustituye la
funcion que se pretende integrar por las funciones de forma evaluadas en un determinado
nimero de puntos conocidos como puntos de Gauss ( cuadratura Gaussiana). Este método ha
demostrado ser muy 1til en el trabajo con elementos finitos, y es posible extender su aplicacién
facilmente a integrales de dos y tres dimensiones. El dominio de integracion se considera entre
[—1,1], por lo que la regla queda expresada como:

» f(z)dx ~ Zwi - f(z;)dx (5.9)

Una cuadratura Gaussina de n puntos proporciona una respuesta exacta si f es un polinomio
de orden (2n — 1) o menor. La Tab. 5.1 muestra los valores de los pesos (w;) y los puntos (&;)
para la cuadratura Gaussiana desde el orden n = 1 hasta n =4 [2].
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Tabla 5.1: Puntos y Pesos para la cuadratura Gaussina

Nimero de Puntos, z; Pesos, w;
puntos
1 0 :
1
2 i\/;
8
5 0 9
5
+,/2 5
3 o2 /s 18++/30
4 :|:\/7 - 7\/; 736
3 2 6 18—\/%
:I:\/7 + 7\/; 736

5.1. Elementos finitos 3D

A continuacién se muestra el procedimiento utilizado para obtener las ecuaciones de forma
definidas para los elementos no lineales y la obtencién de los puntos de integracién respectivos
para utilizarlos en la cuadratura Gaussina.

Primero se estudia el cédigo MULTI y se determinan cuéles son los elementos que se en-
cuentran disponibles. La Tab. 5.2 muestra un resumen con las caracteristicas principales de los
elementos disponibles e implementados en este trabajo.

Tabla 5.2: Resumen de elementos

Grado del | Numero de grgero de
. \ grados de Estado
Polinomio nodos n .
libertad ny
Wedge 1 6 3 Disponible
Wedge 15 2 15 3 Implementado
Hexaédro 1 8 3 Disponible
Hexaédro 20 2 20 3 Implementado
Tetraedro 1 4 3 Disponible
Tetraedro 10 2 10 3 Implementado

Para la implementacién de los elementos no lineales se utiliza el mismo esquema ya definido
de cada elemento lineal disponible en el c6digo MULTI. Posteriormente, se deben agregar los
nodos adicionales de cada elemento. Luego, utilizando la Ec. (5.4) se obtienen las funciones de
forma de los elementos implementados.

Finalmente, para la obtencion de los puntos de integracién numérica se debe considerar que
el dominio de las coordenadas naturales de todos los elementos estd definido entre [0, 1] y los
limites definidos en la cuadratura Gaussiana, segin la Ec. (5.9) estdn entre [—1,1]. Por esto,
se debe utilizar el siguiente teorema de cambio de variable:

b 1
/af(a:)dx:b;a/lf(b;a-x+&;_b)dx (5.10)

Después de aplicar la Ec. (5.10) para el cambio de dominio de la integral en la ecuacién de
la cuadratura Gaussiana (5.9), la regla queda definida como:
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b b—a o b— b
/af(x)dx% QCLz;wi.f( 2a.xi+“; )d:c (5.11)

5.1.1. Prisma (Wedge)

Para obtener las funciones de forma del elemento tipo Prisma (Wedge), se define como
referencia el esquema de la Fig. 5.1 y con ello se obtienen las coordenadas naturales de cada
nodo, tal como se muestra en la Tab. 5.3. Luego, se utiliza el polinomio base de aproximacién
definido por:

(Py=(1 ¢ n ¢ & n* & & & n¢ &n &¢C n*¢ ¢3¢ i) (5.12)

Tabla 5.3: Coordenadas de cada nodo para un elemento Wedge 15

1123[4(5[6|7|8[9[10[11|12|13|14 |15
0j0jo0[1(1{1j0j0|0O| 1|1 |1 |3]|3]3
n|0|1]0[0|1]|0|3[35]/0|3|3|0]0]1]0
¢lojojrjojofrjofz(3/0(35|3(0]0]|1

Reemplazando las coordenadas de cada nodo en la Ec. (5.12) se puede construir el vector
P, a partir de la Ec. (5.5). Luego, utilizando la Ec. (5.4) se obtienen las funciones de forma del
elemento, segin:

A
z
n=>0
¢>0
1—n
0<¢ A
y‘
Figura 5.1: Elemento Wedge 15
Ni=(1-n-¢)-(1-¢-(1—2n—20—2) Ny =mn-§-(2n+26-3)
Ny=mn-(1-¢)-(2n—-26-1) Ne=(-§-(20—1-2)
Ny=¢-(1=¢) (20 —-1-2¢) Ne=4-(1=n=¢)-n-(1-¢)

Ny=(1=n=¢)-& (=1—=2n—20+2¢) Ng=4-1-¢-(1-¢)
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No=4-C-(1-n—=0¢)-(1=¢ Np=(1-n-¢-(1-¢)-¢
Nipp=4-(1-n—=¢)-&n Nuy=4-§n-(1-¢)

N12:4‘C'5‘(1_77—C>

Con las funciones de forma ya definidas es posible obtener las derivadas de primer orden de
cada funcién con respecto de las coordenadas naturales, tal como se muestra en la Tab. 5.4.

Tabla 5.4: Derivadas de primer orden para el elemento Prisma 15

oN ON oN

¢ On 8
L=+ C=DE+2n+20-3) | (=128 +4n+4C-3) | =(6-1)(26 +4n+4¢ - 3)
2 —n(2n — 4§+ 1) (€ —1(2—4n+1) 0
3 —C(2¢ —4¢+1) 0 (€ — 12 —4C+1)
41 +C—-DE2n—4+20+1) —§(26 —4n —4¢+ 1) =26 —4n —4¢+ 1)
5 n(4€ +2n — 3) (26 + 4n — 3) 0
6 (4§ +2¢ —3) 0 €26 +4¢ - 3)
7 dn(n+¢—1) A-1)(2n+C-1) (¢ —1)
8 —4n¢ —4¢(§ — 1) —4n(§ —1)
9 ACn+¢—1) AC(6—1) 46 =1)(n+2¢—-1)
10 —dn(n+¢—1) —4E(2n+¢—1) —4&n
11 e 4€¢ 4&n
12 —4C(n+¢—1) —4€¢ —4E(n+2¢—1)
13 426 -1)(n+¢—-1) 48(6 - 1) 48(6 — 1)
14 —4n(26 — 1) —4¢(6 — 1) 0
15 —4¢(2¢ - 1) 0 —4§(§ - 1)

Por tltimo, se resuelve la Ec. (5.11) adptada para un elemento Prisma, obteniendo la ecua-

cién siguiente:
1,1 p1—¢ .,
/0 /0 /o 7(&m:¢) dgdndgzzwﬂ(@‘ﬂh,@) (5.13)
i=1

La siguiente tabla muestra los puntos de integracién para una aproximacién de orden 3 en
&, orden 2 en 7y ¢ de un elemento prisma de 15 nodos:
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Tabla 5.5: Puntos (&;,m;,(;) v pesos(w;) para la cuadratura Gaussina de un elemento Prisma
(Wedge)

T w; & ni Gi

! 2 5 3 2
5 > 0 (1-/1/3)/2
5 > 3 (1-1/3)/2

6 g 0 3 (1-+/1/3)/2
% : 0 (0++/1/3)/2
8 ; 3 (1+/1/3)/2
5 0 3 (14 +/1/3)/2

La definicién de los puntos de la cuadratura de Gauss para la integracién de orden superior
se define en el Anexo A.

5.1.2. Tetraedro

Para elementos de tipo tetraédrico, se utiliza como referencia el elemento de la Fig. 5.2.
Luego, se define el polinomio base de aproximacién definido en la ecuacion segun:

(B)y={1 € n ¢ & & v n¢ & & (5.14)

Las coordenadas de cada nodo del elemento estan en la siguiente tabla:

Tabla 5.6: Coordenadas de cada nodo para un elemento Tetraédrico 10

1123 /4|/5/6[7[8[9]10
oj1jofjojs(ilo]|ifo]1
njojoftjojo|i|i|ilo] i
¢lojojojr{ojojols|5]0

Reemplazando cada punto de la Tab. 5.6 en la Ec. (5.14) se puede armar el vector P, . Luego,
utilizando la Ec. (5.4) se obtienen las funciones de forma del elemento, segun:

Ny=(E+n+¢—1)-28+2n+2¢-1) Ng = 4&n
Np=¢-(26-1) Ne=—dn-(E+n+¢—1)
N3 =n-(2n—-1) Ng=—4C-(E+n+(—1)
Ny=¢-(2¢—1) Ny = 4¢¢

Ns=—4§-(+n+(C—1) Nyg = 4n(
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§ x

Figura 5.2: Elemento Tetraedro 10

Con las funciones de forma ya definidas es posible obtener las derivadas de cada funcion
con respecto de las coordenadas naturales, tal como se muestra en la Tab. 5.7.

Tabla 5.7: Derivadas de primer orden para el elemento Tetraédrico 10

oN e oN
dE an ¢
1 | 464+4n+4C—3 |46 +4n+4C -3 |46 +4n+4C -3
2 46 — 1 0 0
3 0 4n — 1 0
4 0 0 4¢C -1
5 | 4—4n—4¢—8¢ —4¢ —4¢
6 4n 4¢ 0
7 —4n 4—8n—4¢ —4¢ —4)
8 —4¢ —4¢ 4 —dn—8C —4¢
9 A¢ 0 A€
10 0 4¢ 4n

Luego, se resuelve:

/ /1 §/ 7 (&, ¢) d§ dn dC = Zwﬁ (& mi, G) (5.15)

En la Tab 5.8 se muestran los puntos y pesos para la integracién numérica de un elemento
prisma de 15 nodos:
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Tabla 5.8: Puntos (&, n;, (;) y pesos(w;) para la cuadratura Gaussina de un elemento Tetraédrico
10

ri w; &i i Gi

L 6 i i i
+ (5—+v5)/20 | (5—+/5)/20 | (5—+/5)/20

A < (5++v5) /20 | (5—+5)/20 | (5—+/5) /20
< (5-+v5)/20 | (5+V5) /20 | (5—+5) /20
+ (5-v5)/20 | (5—+v5)/20 | (5+V5) /20

La definicion de los puntos de la cuadratura de Gauss para la integracion de orden superior
se define en el Anexo A.

5.1.3. Hexaedro

Para elementos de tipo Hexaédricos se utiliza como referencia el elemento de la Fig. 5.3.
Luego, se define el polinomio base de aproximacién, segun:

(B)y=(1 & n ¢ & & n* n¢ & &) (5.16)

Ademas, se definen las coordenadas de cada nodo del elemento en la Tab. 5.9.

Tabla 5.9: Coordenadas de cada nodo para un elemento Hexaedrico 20

112345678 |9[10|11|12|13|14|15|16|17 |18 |19 |20
0/1[1]0]0 Ol 13021 3]0]0[1]1]0
n|0j0[1|1/0[0[1|1]|0O|5 |1 |2]O0]5|1|4i]|0|0]1]]1
¢lojofoj{ojrf{r|{rfrjojofojo|1 |1 1|15 |3]|3]3

Reemplazando cada punto de la Tab. 5.9 en la Ec. (5.16) se puede armar el vector P,. Luego,
utilizando la Ec. (5.4) se obtienen las siguientes funciones de forma del elemento:

Ni=(§-1)-(n—1)-((—1)- (2 +2n+2¢(—1) Ny =nC(§—1)- (26 —2n—2(+3)
Ny=—En—1)-((—1)-(2n—2{+2C+1) Ng=—4E—-1)-(n—1)-(C—1)
N3 =—=En(C—1)- (26 +2n—2¢ - 3) Nig =4én(n—1)-(C—1)

Ny=-n(—-1)-((-1)-(2—-2n+20+1) N =4 —-1)-(¢-1)
Ns=—C{—1)-(n—1)-(2+2n—2C+1) Nip=—4dn({—1)-(n—1)-(C—1)
Ne = —6C(n—1)- (2§ —2n+2¢ —3) Niz=4£C(€-1)-(n—1)

Ny = &nC(26 + 20+ 2¢ —5) Ny = —4&n¢(n — 1)
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<
0<n<l1 5 3 6
0<¢<1 |
16 :
17+ 14 e18
8 L, T
.

1 9 2 n
- > >
,/ Yy
20e 12,7 ®19
[ ]
, 10
//
4 11 3
§ T

Figura 5.3: Elemento Hexaedro 20

Nis = —4&n¢(€ — 1) Nig=4((n—1)-(¢(—1)
Nig = 4n¢ (€ — 1) (n— 1) Nig = —4&n¢(¢ — 1)
Nig=—4¢(§—-1)-(n—1)-(C—1) Nag =4nC(§—1)-(C—1)

Con las funciones de forma ya definidas es posible obtener las derivadas de cada funcion
con respecto de las coordenadas naturales, tal como se muestra en la Tab. 5.10.

Finalmente, se resuelve la Ec. 5.17. La Tab. 5.11 muestra los puntos y pesos para la inte-
gracién numeérica de un elemento prisma de 15 nodos.

1 1 1 )
/0 /0 /0 TEm Q) dednd =3 wey (€ m:G) (5.17)
=1

La definicién de los puntos de la cuadratura de Gauss para la integracién de orden superior
se define en el Anexo A.

5.2. Implementacién en la estrategia multiescala

Con las bibliotecas de los elementos no lineales 3D disponibles se debe modificar el cédigo
MULTI, con el objetivo de leer dichos elementos y procesarlos. Entonces, la implementaciéon
se puede dividir en dos etapas: La primera esta relacionada con la lectura de las mallas con
elementos no lineales y la segunda con el procesamiento de estas para generar las interfaces
(Ver Fig. 5.4).

Lectura de las mallas: Se modifica la libreria encargada de leer las mallas en formato
UCD (Unstructured Cell Data), soportado por archivos con extensiéon AVS. El objetivo es leer
elementos de segundo orden con 10, 15 y 20 nodos y, luego, identificarlos como tetraedros,
prismas y hexaedros respectivamente.

Procesamiento de las mallas: Se modifica la libreria encargada de crear las subestructu-
ras e interfaces como datos con su respectiva informacién caracteristica contenida, por ejemplo,
el tipo de elemento y las condiciones de borde. El objetivo de modificar esta biblioteca es leer
las mallas 3D he interpretar cada cara como un elemento del tipo 2D de segundo orden, es-
pecificamente cuadrilateral de 8 nodos, y tridngular de 6 nodos. Asi, el programa puede generar
las interfaces de la descomposicién de dominios (ver Fig. 5.5).
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Tabla 5.10: Derivadas de primer orden para el elemento Hexaédrico 20
N N N
o€ on ¢

L] =1D-(C-1) - @+2m+2¢-3) | (-1 (C-1) (2€+4n+2¢=3) | (£-1)-(n—1)(26+2n+4¢~-3)
2 | —m-1-(C-1-(2n—-4+20+1) §C—1)- (26 —4n—20+1) Em—1)-(2-2n—4C+1)
3 —n(¢—1)- (4 +2n—2¢—3) —£(¢—=1)- (26 +4n—2¢-3) —&n(2€+2n—4¢—1)
4 -n(¢—1)-(4§—-2n+2(-1) -1 (-1 (2-4n+20+1) —n(—-1)-(26-2n+4¢-1)
5 —C(m—1)-(4€+2n—-2¢—1) —¢E—-1)-(26+4n—-2¢—-1) —€-1)-(m—-1)-(26+2n—-4C+1)
6 —Cn—1)- (4§ —2n+2¢—3) —£C(26 —4dn+2¢—1) —€£(n—1) (26 —2n+4¢—3)
7 n¢(4€ + 2n +2¢ — 5) £C(26 +4n+2¢ - 5) En(26 +2n+4¢ —5)
8 n¢(4€ —2n —2¢ + 1) C(€—1)- (26 —4n—-2¢(+3) n(E—1)- (26 —2n—4C+3)
9 —4(2-1)-(n-1)-(C-1) —4£E-1)-(¢C—-1) —4£(E—-1)-(n—1)
10 dn(n—1)-(C—1) 4&@2n—1)-(C—-1) 4én(n — 1)
1 dn(26 —1)- (¢ - 1) A€ -1)-(¢-1) 4én(€ —1)
12 —dn(n—1)-(C-1) —42n-1)-(€-1)-(¢-1) —An(€—1)-(n—1)
13 4¢(26—1)-(n—1) 46¢(€ - 1) 4(¢-1)-n-1)
14 —4n¢(n — 1) —46¢(2n — 1) —4¢n(n—1)
15 —4n¢(26 - 1) —4£¢(e - 1) —4n(€ - 1)
16 dn¢(n—1) 2 —1)-(£-1) n(€-1)-(n—-1)
17 —4CMm—-1)-(¢-1) —4C-1)-(¢-1) —-42¢-1)-(¢-1)-(n—-1)
18 -1 (-1 46¢(¢— 1) 4526 -1)-(n—1)
19 —4n¢(¢—1) —4£¢(¢ - 1) —4én(2¢ - 1)
20 dn¢(¢ —1) 4(E-1)-(¢-1) dn(2¢—1)-(§—1)

Tabla 5.11: Puntos (&;,m;,(;) v pesos(w;) para la cuadratura Gaussina de un elemento Hexa-

edrico

w; § 7 ¢

1 | 1/2 1/2 1/2
SRR AL
O RO L
e oy o)

8 O Y ROV (SO
O EPEIEUE
(B A D T O
T (v ()
N I ENAB L
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Geometria y Discretizacion (Cast3m)

Cédigo Multi existente ( C++, LMTpp)

[ Definicién de formulaciones (Phyton) ]

Adaptacion de bibliotecas para

Lectura de Mallas, definicién de interfaces y |
distribuicién en los procesadores (Metis)

Resolucién en Paralelo LaTIn (MPT)

Construccién de operadores interface/SST

la lectura de las mallas con
elementos cuadréticos 3D

Adaptacién de bibliotecas para la

Etapa global:
Problema micro sobre las SST
Problema macro y super macro

Etapa local:
Comportamiento perfecto, contacto cohesivo

Post-procesamiento (ParaView)

lll ParaView

Figura 5.4: Diagrama de implementacion en el cédigo MULTI

o — — — —
©

$ - - ——-
—

Elemento
tridngular
6 Nodos

generacién de interfaces con
elementos cuadraticos 2D

Elemento
cuadrilateral
8 Nodos

Figura 5.5: Generacién de interfaces 2D
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Capitulo 6

Resultados

En este capitulo se propone la utilizacién de elementos cuadraticos 3D en la discretizacion
de las subestructuras de la estrategia multiescala, con el objetivo de comparar los resultados
con la discretizacién tipicamente utilizada con este método (elementos de primer orden).

Para ello, se evaliian problemas mecanicos clasicos y asi comparar: desplazamientos, fuerzas,
tasa de convergencia y tiempo de cédlculo. Los problemas a modelar son los siguientes:

s Flexién

e Material isotropico: Verificar el efecto sobre los desplazamientos y comparar respecto
a la solucion analitica

e Material compuesto ortotrépico: Verificar el efecto sobre la convergencia y comparar
solucién dual de esfuerzos

= Pandeo: Verificar el efecto sobre problemas con grandes transformaciones

» Delaminacién (Ensayo DCB): Verificar el efecto sobre el célculo en interfaces cohesivas

6.1. Flexion

El problema de flexion estudiado consiste en una placa delgada en flexion. Para la geometria
se considera un largo L = 160 [mm], ancho a = 120 [mm] y espesor h = 4 [mm)]. Respecto a las
condiciones de borde, la placa se encuentra empotrada en un extremo y con una carga superficial

F,, en su cara superior (ver Fig. 6.1), esto bajo el supuesto de pequeinios desplazamientos.

Figura 6.1: Problema de flexion

Con el objetivo de estudiar los desplazamientos y la convergencia se consideran dos casos,
un material isotrépico y otro ortotrépico. En el primer caso, se evalian los desplazamientos,

36
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esfuerzos y tiempo de célculo. Luego, en el segundo caso se evaliian desplazamientos, esfuerzos,
tiempo de calculo y convergencia.

6.1.1. Isotropico

Para el problema isotrépico y homogéneo, se considera un material con propiedades similares
al acero (ver Tab. 6.1). Ademads, los desplazamientos son comparados con la curva eldstica
tedrica (ver Fig. 6.2).

Yy
L
w
T
M C \ i
Ry

Figura 6.2: DCL placa isotrépica

—w(x)z?

Y= TTouEl

(42L — * — 6L7) (6.1)

Dénde y es la deflexion de la viga, F el médulo elastico del material, I es el momento de
inercia de la seccién transversal de la viga, L es el largo de la viga y w(z) = a F .

Tabla 6.1: Material problema de flexién isotrépico

Material
Médulo eldstico (E) | 210 | [GPa]
Médulo poisson (v) | 0,3 ]

Discretizacién y subestructuracién

La geometria se divide en 64 subestructuras idénticas (ver Fig. 6.3), con ello se generan 184
interfaces, algunas de ellas son utilizadas para definir las condiciones de borde del problema
(interfaces superiores y laterales), y las otras corresponden a interfaces perfectas. Cada subes-
tructura queda con un largo Lgy; = 20 [mm], un ancho asgy = 15 [mm] y un espesor hgy = 4
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Total W

o |

Figura 6.3: Subestructuraciéon problema flexién, déonde N; es el niimero de sst en la direccién ¢

Para verificar el efecto del grado del elemento sobre los resultados se consideran cuatro tipos
de discretizaciones, para todas ellas se utiliza un elemento de tipo Prisma. Las tres primeras
consideran elementos Prisma de 6 nodos. La primera con n, = 10, n, = 8 y n, = 2. La segunda
discretizaciéon con n, = 15, n, = 12 y n, = 3. La tercera con n, = 20, n, = 16 y n, = 4. Por
lo tanto, estas tres discretizaciones antes mencionadas, generan interfaces 2D con elementos de
tipo cuadrilateral de 4 nodos y triangular de tres nodos. Por 1ltimo, la cuarta discretizacion
considera elementos de Prisma con 15 nodos, con n, = 10, n, = 8 y n, = 2, y genera interfaces
2D con elementos cuadrilaterales de 8 nodos y triangulares de 6 nodos. Para mas detalles de

la discretizacion de cada subestructura ver Fig. 6.4 y la Tab. 6.2 con el niimero de grados de
libertad.

Prisma | | Prisma 15

{nm Ny | Ny

\10 8 2\

Figura 6.4: Tipos de discretizaciéon problema isotrépico. a) Prisma 6 con n, = 2 b) Prisma 6
con n, =3 c¢) Prisma 6 con n, =4 y d) Prisma 15 con n, = 2

La siguiente tabla muestra un resumen de las discretizaciones obtenidas:

Tabla 6.2: Resumen discretizacién problema isotrépico

Discretizacién Elementos | GDL

a) Prisma n, = 2 22272 61056
b) Prisma n, = 3 71040 162816
¢) Prisma n, =4 173568 | 360000
d) Prisma 15 n, = 2 22272 262464
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A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las discretizaciones
antes senaladas. Los cédlculos se realizaron con 64 procesadores.

Resultados

Se comienza por estudiar la forma de la curva eldstica (ver Fig. 6.5), comparandola con la
curva tedrica. Es posible verificar que al aumentar el nimero de elementos lineales, la curva
elastica se acerca a la tedrica, flexibilizando el sistema, pero un aumento excesivo en el niimero
de elementos aumenta el namero de grados de libertad, volviendo més costoso el célculo. Luego,
si se analiza la curva (d), correspondiente a los elementos cuadraticos, es posible verificar que
estd atin mds cercana que la curva (c).

Prisman, =2 (a)
Prisman, =3 (b)
Prisman, =4 (c)
Prisma 15 n, = 2 (d)

-1 Teorica

2]

-3

_4

Desplazamiento en Z [mm]

54

-6 -

S
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Distancia en X [mm]

Figura 6.5: Resultados curva elastica: desplazamiento vertical de la fibra neutra

Tomando como referencia el cdlculo (c¢), ya que presenta el mejor resultado en desplaza-
miento, utilizando elementos lineales, se puede construir la Tab. 6.3, la cual compara tiempo
de célculo, grados de libertad (GDL), desplazamiento maximo y el error en el desplazamien-
to de ese punto. Luego, se verifica que con la utilizacién de elementos cuadraticos es posible
obtener resultados con un 3,84 % de error, utilizando solo el 19,3 % del tiempo empleado con
la discretizacién (c). Si se considera que se utilizan el 72,9% de los GDL empleados en (c),
la disminucion en el tiempo empleado en el calculo no depende directamente del nimero de
grados de libertad, esto se debe a que la factorizacién de matrices de rigidez ha resultado més
eficiente.
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Tabla 6.3: Resultados problema flexion

Tt %] | miomentees (%) | oipig (%] | Zmae [mm] | Error %
Prisma n, = 2 (a) 4,64 12,8 17 —6,13 16,16
Prisma n, = 3 (b) 22.76 40,9 45,2 —6,56 10,32
Prisma n, =4 (c) 100 100 100 —6,71 8,31
Prisma 15 n, = 2 (d) 19,32 73 72,9 —7,03 3,84

Por tltimo, la Fig. 6.6 muestra la deformada de las cuatro discretizaciones empleadas para
resolver el problema.

) Prisma n, =2 ) Prisma n, =3

0,000 0,000
E 15331 E 41,6398
3 = 3,0661 ?3,27%
E-4,5992 ¢ 1919

-6,132 E-6,559

¢) Prisma n, = 4 d) Prisma 15 n, = 2

0,000 0,000
E-l 6766 §-1 7582
2-3,3532 ;,5164

5,0298 52747

E-OJOO E-7 ,033

Figura 6.6: Deformada en flexién

Si se analiza la convergencia (ver Fig. 6.7) no hay gran diferencia entre una malla fina con
elementos de primer orden y una de elementos de segundo orden, independiente del resultado.
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error LaTIn

iteraciones

Figura 6.7: Error LaTIn versus iteracién en problema de flexién isotropico
6.1.2. Ortotroépico

Para el problema de un laminado compuesto ortotrépico se considera un apilamiento de
cuatro laminas [0°,90°],. La siguiente tabla muestra las propiedades del material:

Tabla 6.4: Material problema de flexién ortotrépico

Material
Médulo elastico (Ey) 165 | [GPa]
Médulo eldstico (Ey = E3) 9 | [GPa]
Coeficiente de poisson (12 = v13) | 0,3 ]
Coeficiente de poisson (13) 0,5 -]
Médulo de Rigidez (G12 = G13) | 5,6 | [GPa]
Médulo de Rigidez (Ga3) 2,8 | [GPa]

Discretizacién y subestructuracién

La geometria se divide en 256 subestructuras idénticas (ver Fig. 6.8), generando 736 interfa-
ces, en donde algunas se utilizan para definir las condiciones de borde del problema y las otras
corresponden a interfaces perfectas. Cada subestructura queda con un largo Lgg = 20 [mm], un

ancho agg = 15 [mm] y un espesor hgy = 1 [mm]. Por lo tanto, al definir cuatro subestructuras
en el espesor, se estd considerando que cada capa tiene un espesor de 1 [mm].
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Total W

256 J

Figura 6.8: Subestructuracion problema flexién ortotrépico

Como se desea evaluar la convergencia, nuevamente se consideran cuatro discretrizaciones
(ver Fig. 6.9), pero se agregan las variantes con sub-integracién, lo que se traduce en una
sobre-discretizacion de los elementos de borde de las subestructuras, tal como se definié en
la Sec. 4.2.1. Las primeras tres discretizaciones se realizan con elementos de tipo Prisma de
6 nodos, generando interfaces 2D compuestas por elementos cuadrilaterales de cuatro nodos
y triangulares de tres nodos. Para la primera se definen n, = 10, n, = 10 y n, = 2, lo que
se traduce en 8 elementos en el espesor. Luego, esta misma discretizacion se realiza con sub-
integracién (a.2), donde cada elemento tipo Prisma 6 de la superficie se divide en 3 tetraédros.
La segunda discretizacion utiliza n, = 15, n, = 15 y n, = 3, con ello se tienen 12 elementos
en el espesor y su variacién con sub-integracién (b.2). La tercera discretizacion utiliza n, = 20,
ny, = 20 y n, = 4, con ello se tienen 16 elementos en el espesor. Por tltimo, se utiliza una
discretizaciéon con elementos de tipo Prisma 15, con n, = 10, n, = 10 y n, = 2, obteniendo 8
elementos en el espesor.

e Prisma .~ Prisma 15
a) b) c) d)
‘ Ng | Ny | Ny ‘ Ng | Ny | Ny ‘ Ng | Ny | Ny ‘ Ng | Ny | Ny
(10]10|2] [15]15]3| |15]15]4 | (10|10 2 |
1.- sin 2.- con 1.- sin 2.- con

. sub- | . sub- , sub- . sub-
3 integracion integracion integracion integracion

Figura 6.9: Tipos de discretizacién problema ortotrépico. a.l) Prisma con n, = 2 sin sub-
integracién a.2) Prisma con n, = 2 con sub-integraciéon b.1) Prisma con n, = 3 sin sub-
integracién b.2) Prisma con n, = 3 con sub-integracién ¢) Prisma con n, = 4 d) Prisma 15 con
n, =2

La siguiente tabla muestra un resumen de las discretizaciones obtenidas:
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Tabla 6.5: Resumen discretizacién problema ortotrépico

Discretizacion Elementos | GDL
a.l) Prisma n, = 2 113664 574128
a.2) Prisma n, = 2 611328 706 560
b.1) Prisma n, = 3 393216 881664
b.2) Prisman, =3 | 1565696 | 1806336

c¢) Prisma n, =4 953 936 1912320
d) Prisma 15 n, = 2 113664 | 1320192
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A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las discretizaciones
antes senaladas. Los cédlculos se realizaron con 64 procesadores.

Resultados

Nuevamente, se comienza estudiando la curva elastica de la Fig. 6.10. Luego, se puede ver
que las curvas correspondientes a la discretizacién (a.1) y (a.2) no convergen. Luego, si se
analizan las otras cuatro curvas, se tiene que los resultados, en cuanto a desplazamientos, son
similares.
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Figura 6.10: Curva elastica problema flexion ortotrépico

Si se analiza la convergencia (ver Fig. 6.11) se puede comprobar que utilizando elementos
cuadraticos se llega a un resultado con un error menor a 107>, en 68 iteraciones, menos de la
mitad de las realizadas en la curva (b.1) para converger (148 iteraciones).
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Figura 6.11: Error LaTIn versus iteracion en problema de flexion ortotréopico
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Figura 6.12: Deformada en flexién ortotrépico. a.1) Prisma con n, = 2 elementos en el espe-
sor sin sub-integracién a.2) Prisma con n, = 2 elementos en el espesor con sub-integracién
b.1) Prisma con n, = 3 elementos en el espesor sin sub-integracién b.2) Prisma con n, = 3
elementos en el espesor con sub-integracién c¢) Prisma con n, = 4 elementos en el espesor sin
sub-integracién d) Prisma 15 con n, = 2 elementos en el espesor.

Tomando como referencia el célculo (b.1), ya que presenta resultados simulares a las curvas
(¢) v (d) con la menor cantidad de elementos lineales, se puede construir la tabla 6.6, la cual
compara tiempo de calculo, nimero de elementos y GDL. Luego, se verifica que utilizando
elementos cuadraticos (d) es posible obtener los mismos resultados que en (b.1), pero utilizando
solo el 54,2 % del tiempo, incluso considerando que el nimero de GDL aumenta en un 50 %.
Nuevamente, los tiempos de factorizacién de las matrices de rigidez son menores.
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Tabla 6.6: Resultados problema flexion ortotrépico

Traempo setlo (%] | mreiementos - (%] | opideny (%] | Zmas [Mm]
Prisma n, = 2 (a.1) 40,2 29 65,1 —39,75
Prisma n, = 2 (a.2) 81,4 155 80,1 —36,72
Prisma n, = 3 (b.1) 100 100 100 —10,62
Prisma n, = 3 (b.2) 370,7 398 200 —10,60
Prisma n, =4 (c) 441 242 217 —10,62
Prisma 15 n, = 2 (d) 54,2 29 150 —10,62

Por ultimo, es posible obtener los esfuerzos en la parte superior de la placa (o,,) y compa-
rarlo con el valor tedrico a partir de la expresién o,, = M(z)-¢/I,conc=h/2, [ =a-h*/12y
M(z) = fbx?/2 — fbLz + fbL*/2. A partir de la Fig. 6.13 se observa que la discretizacion (d)

concuerda con la solucion tedrica.

600

400

— — — (a.1) Prisma n, = 2 (sin convergencia)

(a.2) Prisma n, = 2 sub — int (sin convergencia)

o—b—a (b1) Prisman. =3
A—b—& (1.2) Prisman. = 3 sub— int
¥k (o) Prisman, =4

(d) Prisma 15 n, =2

Ttedrico

300

200

Esfuerzo 0. [MPa]

100 o

-100 ——

Distancia en X [mm]]

160

Figura 6.13: Esfuerzo vs Posicién problema flexién otétropo

6.2. Pandeo

En esta seccion se estudia la aplicacion de la estrategia multiescala con elementos de segundo
orden en problemas con no linealidades geométricas. El problema a simular es una placa sujeta
en ambos extremos, con uno de ellos sometido a un desplazamiento u,, produciendo un estado
de compresion uniaxial. Luego, se aplica una perturbacién F'; perpendicular al plano de la placa

para inducir pandeo fuera del plano.

Para la geometria se considera una placa con un largo L = 10 [mm]|, un ancho ¢ = 1 [mm]
y un espesor h = 0,1 [mm)] (ver Fig. 6.14). Las propiedades del material utilizado se muestra

en la Tab. 6.7.
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Figura 6.14: Problema de Pandeo

Se busca obtener la curva P/P,..; vs desplazamiento transversal, la cual se compara con la
curva tedrica, segun [45]:

sin (0)

1 /0‘
Yo = — (62) 4 2E]
2k Jo \/SmQ (%) — sin? (g) Perig = 7TL—2 (6.3)

Dénde E es el modulo elastico del material, I es el momento de inercia de la seccion trans-
versal y L es el largo de la placa.

Tabla 6.7: Material problema de pandeo
Material

Médulo elastico (E) | 135 | [GPa]
Médulo poisson (v) | 0,3 ]

El desplazamiento u, es de 3,6 [mm]| y produce en la placa un estado de compresién uniaxial.

Por otro lado, para visualizar el primer modo de pandeo, se utiliza una fuerza perturbadora de
F,=0,01 [N].

Discretizacién y subestructuracién

La geometria se divide en 100 subestructuras idénticas (ver Fig. 6.15), con N, = 50, N,, = 2
y N, = 1. Esta subdivisiéon genera 156 interfaces, en donde algunas se utilizan para definir
las condiciones de borde del problema y las otras corresponden a interfaces perfectas. Cada
subestructura queda con un largo Lgy = 20 [mm], un ancho asy = 15 [mm] y un espesor
hssg = 1 [mm].
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( Na: Ny NZ Totalw

L 50 2 1 100 J

Figura 6.15: Subestructuracién problema de pandeo dénde N; es el niimero de sst en la direccién
7

Para este problema se utilizan tres tipos de discretizaciones ( ver Fig. 6.16), variando prin-
cipalmente el nimero de elementos en el espesor. Nuevamente se utilizan los elementos tipo
Prisma 6 para realizar el mallado de la estructura. Las dos primeras utilizan elementos de tipo
Prisma de 6 nodos. Para el caso a) se realiza con n, = 5, n, = 10 y n, = 4. El caso b) se
realiza con n, = 10, n, = 20 y n, = 10. Estas dos mallas generan interfaces 2D compuestas por
elementos cuadrilaterales de 4 nodos y triangulares de 3 nodos. Por ltimo, el caso c) realiza
con elementos de tipo Prisma de 15 nodos y se definen n, = 5, n, = 10 y n, = 4, generando
interfaces 2D con elementos cuadrilaterales de 8 nodos y triangulares de 6 nodos.

Prisma Prisma 15

Figura 6.16: Tipos de discretizacién para el problema pandeo. a) Prisma n, = 4 b) Prisma
n, =10 ¢) Prisma 15 n, = 2

A continuacion, la Tab. 6.8 muestra los detalles de cada discretizacion, en cuanto al nimero
de elementos y grados de libertad de cada problema a resolver.

Tabla 6.8: Detalles discretizacién problema de pandeo

Elementos | GDL
Prisma n, =4 41600 102 000

Prisma n, = 10 422000 | 798600

Prisma 15 n, =2 4000 60 300

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las discretizaciones
antes senaladas. Los cédlculos se realizaron con 48 procesadores.
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Resultados

Los resultados obtenidos se comparan a través de la curva fuerza de compresién versus
desplazamiento transversal en x = L/2 (ver Fig. 6.17), dénde P,..; = 4,4 [N]. El desplazamiento
u, aplicado se divide en 1000 incrementos.

Se observa que (a) y (b) no aproximan correctamente la carga critica, ambos con un error de
8,68 % y 2,61 % respectivamente, mientras que (c) es la méds cercana con un 1,46 % de diferencia
cuando el desplazamiento transversal es 0,05 [-].

16 1. 100%

—— PrismaN, =4(a)
—————— PrismaNz=10(b)
Prismal5 N, =2 (c)
Elastica Tedrica

0.9

b)
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0.5
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0.4
0.6
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0.4 4

0.2

2.8% 2.9%

T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Desplazamiento Transversal/ Ly [~

Figura 6.17: Influencia de un elemento de segundo orden en la curva Fuerza vs Desplazamiento
y tiempo de célculo

Por otra parte, el tiempo empleado en resolver el problema con la discretizacién (c), repre-
senta solo el 2,9 % del utilizado en (b), que corresponde a la curva méas cercana a la tedrica.
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Figura 6.18: Deformada problema de pandeo con Prisma 15
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6.3. Delaminacion

En esta seccion se modela la delaminacion a través de un ensayo de viga en doble voladizo
o DCB (Double Cantilever Beam). Por lo tanto, no solo se tienen interfaces perfectas, también
es necesario considerar interfaces cohesivas, modelando su comportamiento segin lo expuesto
en la Sec. 4.1.2.

Los pardmetros recomendados para las interfaces cohesivas se describen en [30], por otro
lado, el principal problema radica en la definicién de la estrategia para la actualizacién de
kg,, asociada a la evolucion del parametro de dano d. Para resolver este problema se utiliza la
estrategia propuesta en [42].

El problema de DCB propuesto (ver Fig. 6.19) considera una geometria con un largo L = 20
[mm], un ancho a = 2 [mm]|, un espesor A = 1 [mm] y una fisura ap = 10 [mm)]. Por otra parte,
las propiedades del material y de la interface cohesiva estan definidos en la Tab. 6.9.

Figura 6.19: Problema de Delaminacion

Los resultados obtenidos en esta seccién seran comparados con la solucién tedrica obtenida
a partir del modelo de M. F. Kanninen [29].

Tabla 6.9: Materiales usados en el problema DCB

Material
Médulo elastico (E) 135 [GPa]
Médulo poisson (v) 0,3 -]

Interface Cohesiva

kn 100 - 103 | [N/mm?]
a 1 -]

f 0,4 [N/mm]
n 0,5 -]

Discretizacién y subestructuracién

La geometria se divide en 160 subestructuras idénticas (ver Fig. 6.20), con N, = 40, N, = 2
y N, = 2, generando 324 interfaces. Ademads, de interfaces perfectas, se definen interfaces cohe-
sivas a lo largo del eje = con una prefisura de largo ay = 10 [mm)] para describir la delaminacién.
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Cada subestructura queda con un largo Lsy = 0,5 [mm], un ancho asy = 1 [mm] y un espesor
hsst = 0,5 [mm].

Figura 6.20: Subesrucutracién de problema DCB, dénde N; es el nimero de sst en la direccién
7

Para este problema se utilizan tres tipos de discretizaciones (ver Fig. 6.21), variando prin-
cipalmente el nimero de elementos en la direccion y, para mejorar la discretizacion del frente
de fisura. Nuevamente, se utilizan los elementos tipo Prisma para realizar el mallado de la es-
tructura. La primera discretizacion utiliza elementos de tipo Prisma de 6 nodos y las otras dos
restantes con elementos Prisma de 15 nodos. Para el caso a) se discretiza con n, =5, n, = 10
y n, = 6, el caso b) utilizan, =3, n,=5yn,=3yc)n,=4,n,=8yn, =5

e Prisma Prisma 15

a) ‘ b) c)

‘ Ng | Ny | Ny

‘ Ny | Ny | Ny

5 10| 6 13|53 4|85

Figura 6.21: Tipos de discretizacién para el problema DCB. a) Prisma n, = 6 b) Prisma 15
n,=3c) Prisma 15n, =5

La Tab. 6.10 muestra los detalles de cada discretizacion, en cuanto al nimero de elementos
y grados de libertad de cada problema a resolver.

Tabla 6.10: Detalles discretizacion problema DCB

Elementos | GDL
a) Prisma n, = 6 109440 | 245280

b) Prisma 15 n, =3 14400 182400

¢) Prisma 15 n, =5 54400 | 576480

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las discretizaciones
antes senaladas. Los cédlculos se realizaron con 64 procesadores.
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Resultados

Con los resultados obtenidos se muestra la fuerza f; versus el desplazamiento transversal
ug en el extremo derecho de la viga (ver Fig 6.22)

Es posible dividir la curva en tres zonas, la primera zona ascendente corresponde al modo
en flexion, sin delaminacion. Posteriormente, la segunda zona corresponde a la delaminacién
y corresponde a la zona descendente de la curva. Por tltimo, la tercera zona nuevamente
corresponde a un modo en flexion, cuando se ha delaminado la totalidad de la viga.

Para las zonas en flexién, la utilizacién de la discretizacién (b), con tres elementos no
lineales en el espesor representa de forma satisfactoria dicho fenémeno. Pero no representa
de forma correcta lo ocurrido en la segunda zona, donde ocurre la delaminacion, debido al
visible zigzagueo de la curva conforme aumenta de tamano la grieta. Esto se debe a la cantidad
de elementos utilizados en la direccién y, considerando que para ese caso n, = 5. Luego, si
se aumenta el nimero de elementos en dicha direccién se obtiene la discretizaciéon (c), que
representa de forma satisfactoria las 3 zonas de la curva, pero el tiempo empleado para el
célculo es el doble al empleado con la discretizacion (a).

10 2.2
..... — Curva Teorica
g J \ o—o0—0 Prisma (a) n. =6 P

< Prisma 15 (b) n, = 3
>——>—=> Prisma 15 (¢)n. =5
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1.4 4

1.2 4
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0.4 4

0.2 A

T T T T T .
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Figura 6.22: Influencia de los elementos cuadraticos en la simulacién de DCB

La mala respuesta de los elementos cuadraticos a la delaminacién se debe a que las fuerzas
calculadas para evaluar el dano se realiza en las interfaces, con un grado de representacion de
orden 0. Por lo tanto, aunque se tengan interfaces con elementos de orden superior, la integral
es calculada en un solo punto y la fuerza dependera del nimero de interfaces, independiente
del grado. Entonces, una forma de mejorar este problema podria ser utilizar funciones de forma
lineales o cuadréticas para representar los esfuerzos y desplazamientos de las interfaces (etapa
local).

De la Fig. 6.23 se puede observar que el nimero de iteraciones aumenta en el incremento
11°, es este punto en donde comienza la delaminacion.

La Fig. 6.24 muestra el frente de fisura para las tres discretizaciones en el incremento 11°.
En ella se puede comprobar la influencia del niimero de elementos en la direccién sobre la
distribucién del dano en la interface.
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Figura 6.23: Influencia de los elementos cuadraticos en la convergencia de un problema de DCB
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Figura 6.24: Deformada del problema DCB con el frente de grieta en el incremento 11



Conclusiones

Este trabajo se desarrolla en el marco del proyecto FONDECYT de iniciacién N° 11130623,
el cual utiliza una estrategia multiescala para el calculo de estructuras laminadas esbeltas.
Esta estrategia ha demostrado ser eficiente y robusta para el estudio de la interaccién pandeo-
delaminacién-contacto. Sin embargo, para simular correctamente este comportamiento, se re-
quiere de discretizaciones finas, lo que se traduce en problemas con un gran nimero de grados
de libertad (GDL), siendo necesaria la utilizacion de técnicas de descomposicién de dominio,
implementadas en un algoritmo adaptado a procesadores con estructura paralela. Actualmente,
la extensibilidad del método ha sido estudiada y probada por varios investigadores, pero ain
con tiempos de computo elevados.

El algoritmo utilizado es de tipo iterativo-incremental, y se encuentra acoplado con una
técnica de subestructuracion. Ademas, se busca resolver un problema de elementos finitos subes-
tructurado, considerando no linealidades geométricas en cada subestructura y no linealidades
materiales en las interfaces, en las que se incluyen el contacto (con o sin friccién) y la delami-
nacion (modelo cohesivo).

Para mejorar la convergencia y disminuir el costo de cada simulacion de este enfoque, se
implementan elementos finitos 3D de segundo orden en el codigo. Utilizando la misma configura-
cién que tienen los elementos lineales disponibles, se agregan los nodos adicionales (intermedios)
y con ello generar las funciones de forma adicionales y definir sus puntos de integracién. Ademas,
se modifican las librerias empleadas en la lectura de mallas y generacion de interfaces de cada
subestructura.

Luego, se definen cuatro problemas mecanicos simples con los que se pueden comparar los
resultados desde tres enfoques; error respecto a un resultado tedrico, convergencia y tiempo de
calculo. Respecto a los problemas, se considera: flexién con material isotrépico y ortotrépico,
pandeo y delamiancion.

Para el caso de una placa isotropica en flexion, se puede verificar que al utilizar elementos
de segundo orden se obtiene un error del 3,84 % respecto al desplazamiento méaximo tedrico,
reduciendo 46,2 % (de 8,31% a 3,84 %) el error obtenido con la discretizacién lineal fina (4
elementos en el espesor). Si se considera el tiempo de célculo, la reduccién es del 80 % respecto
a la malla mas fina. Adicionalmente, resulta interesante comparar el tiempo de calculo entre la
discretizacién cuadrética y la lineal con 3 elementos en el espesor, la cual tiene un 62 % menos
de GDL, pero su tiempo de célculo es un 15,11 % mayor a la discretizacién cuadratica. Por
lo tanto, aunque se utilicen mas GDL con discretizaciones cuadraticas los tiempos de célculo
son menores debido a que la matriz de rigidez se factoriza en menor tiempo. Finalmente, la
convergencia no muestra una gran diferencia en el nimero de iteraciones.

Para el caso de una placa ortotrépica en flexion, también se puede verificar la mejora en
los resultados respecto al valor tedrico del esfuerzo y el tiempo de calculo, similares a la placa
isotropica en flexion. Adicionalmente, se aprecia que la convergencia mejora utilizando una
discretizacion con elementos cuadraticos, reduciendo a 68 el niimero de iteraciones, utilizando
8 elementos en el espesor, mientras que la discretizacion lineal necesita de 256 y 141 iteraciones
con 16 y 12 elementos lineales en el espesor respectivamente. Por lo tanto, los elementos de
cuadraticos tienen una fuerte influencia en el niimero de iteraciones cuando se utilizan materiales

o4
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laminados compuestos.

Respecto al problema con no linealidad geométrica, para representar de forma correcta
el pandeo se requieren minimo 10 elementos lineales en el espesor. Sin embargo, al utilizar
elementos cuadraticos se requieren solo 2 elementos en el espesor, obteniendo una disminucién en
el tiempo de cédlculo de un 97,1 %, con sélo un 7,6 % de GDL respecto a la discretizacién lineal.
Adicionalmente, comparando la relacién entre P/P..; con el desplazamiento transversal/Lg se
tiene que la curva elastica se aproxima de mejor forma a los elementos lineales, teniendo por
ejemplo, un error de 1,46 % para con el desplazamiento transversal de 0,05 [-].

Finalmente, para el problema de delaminacién se tiene que los elementos de segundo orden
presentan una mejor aproximaciéon al modelo tedrico cuando la viga se encuentra en flexién,
esto es antes y después de la delaminacién. Sin embargo, durante la pérdida de rigidez local,
los elementos no lineales presentan una variacion (zigzagueo) en su curva eldstica (F' vs d),
atribuible al grado de integracion utilizado para calcular las fuerzas en las interfaces, siendo
estds de primer orden. Por lo tanto, aunque se tengan interfaces de orden superior, la fuerza es
calculada sobre un solo punto, entonces, la aproximaciéon depende del ntimero de elementos en
la direccion transversal al avance del frente de grieta (eje y).

Para finalizar, la utilizacion de elementos finitos cuadraticos reduce el tiempo de céalculo, el
error respecto al valor tedrico para problemas isotrépicos en flexion y pandeo y ademas mejora
la convergencia para materiales ortotropicos disminuyendo el ntimero global de iteraciones.
Por otro lado, para evaluar la delaminacién es necesario desarrollar algunas mejoras en el
Cédigo MULTI, entre las que se pueden considerar; modificar el cédigo y cambiar el grado de
integraciéon utilizados en la interface, sobre-discretizar sélo la zona dénde se cuente con una
interfaz cohesiva.

Con esta implementacién y mejorando el calculo de las fuerzas en las interfaces, se puede
proyectar el uso del método en el anélisis de elementos laminados reales o mas complejos a un
menor costo computacional. Entre las aplicaciones posibles, se encuentra la evaluacion de la
integridad estructural de los Paneles de Madera Contralaminados (CLT).
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Anexo A

Puntos y pesos de integracion

A.0.1. Prisma

2 puntos de Gauss en ¢ (orden 3)
4 puntos de Hammer en 1 y ¢ (orden 3)

Tabla A.1: Puntos Integracion r = 8

W §1m ¢

—5%3 3|3 |A—4/3)/2
Seal| 5 | 51— a2
%3 |3 |3 Q-y/3)2
zr 23] a-yor
—563 | 3|3 | (1+4/3)/2
56z | 5|35 | (1+4/3)/2
%3 |5 || 1+4/3)/2
B ACENAE

60



3 puntos de Gauss en ¢ (orden 5)

7 puntos de Hammer en 7 y ¢ (orden 5)

donde: a =

6,0+v15
21

Tabla A.2: Puntos Integracién r = 21

wi 3 n ¢

ekl 4 |4 :

AL a a 1

AL 1 1-2a| a !

A a 1—2a 3

BE| b b 1
BE|1-2v| b 1

BE| b |12 1

Cis| s 5| (1-3/5)2
Al% a a (1-— \/%)/2
A2 | 1-2a| a |(1—./3/5)/2
A a 1—2a | (1—+/3/5)/2
Big| b b | (1=+/3/5)/2
BX|1-2b b (1—+/3/5)/2
BX b 1—2b | (1—+/3/5)/2
Ck| 3 | (1+/3/5))2
A | a a | (1+/3/5)/2
A | 1—2a a (14++/3/5)/2
Al a [1-2a| (14+/3/5)/2
BZ | b b | (1++/3/5)/2
B2 | 1-2b b (14 +/3/5)/2
BE | b | 1-2b|(1+./3/5)/2
b= A = 15504V15 B — 31-2404

7

2400

24
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A.0.2.

Tetraedro

5 puntos de orden 3

Anexo A. Puntos y pesos de integracion

Tabla A.3: Puntos Integracién r = 5
wi | &1 n|¢
=2 |1 )1}1
5 | 44|14
S L Ll
40 | 6|66
s L)Ll
0 | 2|66
S L Ll
0 | 6|26
S Ll pl
40 | 6|6 |2

15 puntos de orden 5

Tabla A.4: Puntos Integracion r = 15
wi | £ n|¢
pr|alala
wy | by | by | by
wy | ¢ | by | by
wy | by | ¢ | Oy
wy | by | by |
wy | by | by | by
wy | ¢ | by | by
wy | by | e | by
wy | by | by |
pp|d|d]|e
pp|d|e|d
p e | d|d
P e | el d
p|e | d|e
pr | d|e|e

dénde:

a=j b1:7+3\z{ﬁ b2_7_3\z{ﬁ Cl:%m 02:%
d= 57072@ €= 5’0?6@ P = 505 P2 =56

wy = MG wy = PO



A.0.3. Hexaedro

2 puntos en cada direccion de orden 3

Tabla A.5: Puntos Integracién r = 8

W; § n 4
1| 14b | 14b | 1-b
8 2 2 2
1| 1=p +b | 1-b
8 2 2 2
1| 14b | 1=b | 1=b
8 2 2 2
1| 1=b | 1=b | 1=b
8 2 2 2
1 | 14b | 14b | 140
3 2 2 2
1 | 1=b | 14b | 1+4b
3 2 2 2
1| 14b | 1=b | 14b
3 2 2 2
1| 1=b | 1=b | 1+b
3 2 2 2
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