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Resumen

Mediante el uso del filtro de Kalman, de propuso un algoritmo para proporcionar un
andlisis estadistico formal de datos espacio-tiempo con una estructura autorregresiva
en el tiempo. El filtro de Kalman, a través de la representacion espacio-estado, permite
capturar tanto la dependencia temporal como la estructura de correlacién espacial, con
el objetivo de realizar inferencia estadistica en términos de estimacion de pardmetros

y prediccion en ubicaciones no observadas.

Esta algoritmo se extendid para el caso en que la muestra presente datos faltantes,
con la finalidad de lograr estimaciones lo mds precisas posible de los pardmetros in-
volucrados en el modelo espacio-tiempo, asi como predicciones confiables bajo estas

condiciones.

Estos hallazgos se ilustraron a través de una aplicacion sobre la temperatura prome-
dio diaria del aire en algunas regiones del sur de Chile, donde el conjunto de datos pre-
senta datos faltantes en diversos lugares de la muestra. Finalmente, logrando modelar
y caracterizar el comportamiento, en términos de fuentes de variacion espacio-tiempo,

de este proceso ambiental dentro de esta zona de estudio.
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Capitulo 1

Introduccion

Considere un proceso estocastico espacio-temporal general
Zpxr ={Z(s,t): (s,t) €D x T CR? x R},

donde D es el conjunto de indices de la ubicacion espacial s y 7 es el conjunto de

indices correspondiente al tiempo 7.

El enfoque geoestadistico modela las observaciones como una realizacion parcial
de un proceso estocastico espacio-temporal tipicamente Gaussiano. Frecuentemente
los datos son observados en instantes de tiempo equidistante, por ende podria ser su-
ficiente modelar un proceso espacio-temporal en R? x Z. En efecto, en este proyecto
se considerard D como un subconjunto fijo del plano euclideo, y 7 serd discreto. De
esta manera, nos estaremos enfrentando ante un proceso estocdstico espacio-temporal

Zpsr =1{Zi(s): (s,t) e D x T C R* x Z}.

Generalmente, los procesos espacio-temporales estdn asociados a fendmenos de
indole ambiental, meteoroldgios y geofiscos entre otros, como por ejemplo la tempe-
ratura del aire, precipitaciones, contaminantes, calidad del aire, recursos hidricos, vien-

tos en la superficie, temperatura sobre el mar, etc. Lo fundamental radica en intentar



modelar y exlicar estos fendmenos en términos de fuentes de variacién identificables

de la forma mas exacta posible.

En la actualidad, esta informacién es recopilada en estaciones, donde lo ideal es
esperar que toda la informacion se encuentre disponible. Sin embargo, hay situaciones
la cual dificulta la recopilacién de dicha informacién, ya sea por eventos propios de la

naturaleza, por condiciones técnicas, recursos monetarias o humanos.

Bajo esta problemadtica, es necesaria la implementacion de algoritmos adecuados
que puedan lograr un célculo confiable en la estimacion de pardmetros para el mo-
delamiento espacio-temporal, ademdas de un método confiable de prediccién espacio-

temporal, el cual seria el objetivo principal de cualquier estudio de esta indole.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. El modelo Espacio-Tiempo AR(p)

Sea Zpy1 = {Z(s) : s € D,t € T} un proceso espacio-tiempo con D C R? y

T C Z™*. Considere el siguiente modelo para el dato observado
Zy(s) = pu(s) + ee(s) + wi(s), 2.1

donde 4 (s) es una componente sistematica que explica la mayor parte de la variacion
de Z:(s), wpx7 = {wi(s) : s € D,t € T} es un proceso ruido blanco Gaussiano de
media cero y varianza o>, usualmente conocida como efecto pepita, ver Cressie and
Wikle, 2015, el proceso de estado no observable ep.r = {e4(s) : s € D, t € T} se
asume de media cero, espacial y temporalmente estacionario, y que evoluaciona con
una dindmica autorregresiva de orden p, como se especifica en [Huang and Cressie,

1996, i.e.,

er(S) = Q181-1(8) + Pagr—2(S) + ... + Dper—p(S) + ni(s), (2.2)



donde los coeficientes ¢1, @9, . . ., ¢, son escogidos de tal forma que el valor absoluto
de todas las raices de \? — > _ ¢, A\P""™ = ( sean menores que 1 con la finalidad
de lograr estacionariedad temporal. Finalmente 15, = {m:(s) : s € D, t € T} es
un proceso Gaussiano de media cero, espacial y temporalmente estacionario, indepen-

diente de wpx7, y es caracterizado por la funcién de convarianza espacio-temporal

C'(s,r) ,sit=t
Cov[nm(s), m(r)] = (2.3)
0 ,sit £t

paras,r € D, donde la funcién de covarianza puramente espacial, C"(s, r), es especi-

ficada de una familia paramétrica de funciones de covarianza espaciales admisibles.

2.2. Estacionariedad

Sea el proceso estocdstico espacio-temporal Zp, 7. Formalmente éste se define

mediante el conjunto de distribuciones finito-dimensionales

Frsi 1), z(snitr) (215 o o5 Znxr) = P(Z(s1,t1) < 21, .., Z(Sn, tr) < Znx1),

para cualquier n puntos del espacio sy, ...,S,, 1" instantes en el tiempo ¢y,...,tr y

zEeERYVi=1,....nxT.

2.2.1. Estacionariedad fuerte

El proceso estocdstico espacio-temporal es estrictamente estacionario en espacio y

tiempo si

Fzsit1),Z(snitr) (215 - o5 ZoxT) = Fz(s14nt48),... Z(snthtrtk) (215 - - -5 ZnxT),



es decir, su funcidn de distribucién de probabilidad conjunta es invariante bajo opera-
ciones de traslacion respecto a un vector h y a un resago k. Este supuesto, en la practica
es imposible de determinar y sélo se puede esperar inferir los primeros momentos de

la distribucién de Z(s,t), s € Dyt € T.

2.2.2. Estacionariedad débil o de segundo orden

El proceso estocastico espacio-temporal Zp 7 es al menos, estacionario de segun-
do orden si su media es constante y su funcién de auto covarianza depende tinicamente
de las localidades s y r sélo a través de la distancia espacial euclideah = ||s —r| € R,
implicando, ademas, un proceso isotropico (Cressie and Wikle, 20135), y en el tiempo

a través del retraso temporal k = |t — ¢/| € N; esto es

E[Z(s, )] = pu, Vi,s,

Cov[Z(s,t),Z(x,t')] = C(|ls—rl|,|t —1|), Vtt,s,r.

Observe que cuando el proceso es Gaussiano, estacionariedad de segundo orden y
estacionariedad fuerte coinciden, porque un proceso Gaussiano es caracterizado por su

media y si funcién de covarianza.

2.2.3. Funcion de covarianza espacio-tiempo del modelo

Debido a la estacionariedad temporal, vemos que al post-multiplicar (2.2)) por

e;_k(r) y tomando esperanza, tenemos

p
Ci(s.1) = ) ¢mCi(s,1) + 0ppyC'(s,1), k=0,1,2,... (2.4)

m=1



con 0. la funcién indicadora, asi obteniendose las ecuaciones de Yule-Walker del
proceso epx 7. Observe que las primeras (p+ 1) ecuaciones pueden ser resueltas facil-

mente
Co(s,r) = >0 _ omC,,(s,1r) +C(s,1)

Cf(&r) = ZZL=1¢m f_m(s,r)

Cs(s,r) = > P o5, (s,1) (2.5)

C; (57 I‘) » fn:1 ¢mC;_m (Sa r)a
las restante p < t < T ecuaciones pueden obtenerse de forma recursiva. De esta forma

se puede obtener la relacion

Ci(s.r) = f(b1,...,0p.K)C"(s,1). (2.6)
En particular, si consideramos un modelo espacio-tiempo AR(1), de (2.5) se tiene

Ci(s,r) = ¢iCi(s,r) +C"(s,r)
Cf(s,r) = ¢1CS(S,I’).

Asi, la funcion de covarianza para el proceso espacio-temporal AR(1), temporalmente

estacionario, viene dado por

gbk
Ci(s,r) = ——C"(s,r), k=0,1,.... (2.7)
La funcién C"(s, r) debe ser definida positiva para garantizar una varianza de error

de prediccion no negativa. Esto es, para cualquier numero finito n de ubicaciones es-



paciales y cualquier conjunto de nimeros reales, ay, as, ..., a,, conm € Z,, C"(s,r)

debe satisfacer
n

Ziaiajcn(shsj) Z 0, Si;Sj - D7

i=1 j=1
Para asegurar este cumplimiento, con frecuencia se especifica una funcioén de cova-
rianza espacial que pertenezca a una familia paramétrica, en la cual todas las funciones

cumplen dicha propiedad.

Asi, desde (2.3), la funcién de covarianza C"(s, r) = C"(s, r|o;, 8) puede ser escrita
7 . 2 ., .-, .
como el producto de un parametro de varianza o, y una funcion de correlacion espacial

definida positiva p" (s, r|@) para todo vector de pardmetros 6.

Una opcién usual es adoptar la funcion de correlacion espacial Matérn (Matérn,

2013) dada por

1 Is =rl\" - (lIs—rl
p(s,r) = > 1) ( o I, ) a> 0,v >0,

donde I es la funcién de Bessel modificada de la segunda clase de orden v. El pardme-

tro «, generalmente llamado alcance, es un parametro de escala, la cual controla el gra-
do de decaimiento de la correlacion espacial entre dos puntos, valores grandes de éste,
relativo a la méxima distancia entre dos puntos dentro del poligono de estudio, indica
que la alta correlacion espacial entre dos puntos sigue siendo persistente a pesar de
aumentar la distancia entre estos. Finalmente, el pardmetro v es un parametro de sua-
vizmiento que controla la diferenciabilidad en media cuadratica de 7;(-). Usualmente,
para efecto de simplicidad de cémputo, v se considera fijo y conocido, obteniéndose

casos particulares de la familia Matérn. Uno de estos es el modelo exponencial

§(s, 1) = exp (—M) Caso,

«

la cual es recuperado cuando ¥ = 1/2. Por otro lado, como caso limite, se tiene el



modelo Gaussiano

s o (- (B21))

la cual es recuperado cuando v — co. Finalmete, cuando v = 3/2, se puede obtener el

modelo

p"(s,r) = (1 + afs —r||) exp (—M> , a>0.
o

Observe que la funcién de covarianza espacio-temporal (2.7)) puede ser escrita co-
mo

CE(S, I‘) 3 JSPT(k>pS<S’ I‘),

con 02 = o7 /(1 — ¢?), p'(k) = ¢" y p°(s,r) := p"(s,r), la cual corresponde a un

modelo de covarianza espacio-temporal del tipo separable (Gneiting et al., 2006).

2.3. Representacion Espacio-Estado del modelo

Sea Z,(s) la variable observada en la localidad s y tiempo ¢. Sea &,(s) un vector de

(p x 1), este vector es conocido como el vector de estado, la cual es no observable.

La representacion espacio-estado de la dindmica de Zp 7 es dada por el siguiente

sistema de ecuaciones:

€(s) = F&_,(s) + Vi(s), (2.8a)

Z:(s) = B'Xy(s) +HTE&,(s) + wis), (2.8b)

donde la ecuacion (2.8a) describe un proceso Markoviano de primer orden, la cual es
comuiinmente llamada ecuacion de estado; y la ecuacion (2.8b)), ecuacion de observa-

cion.



En la ecuacion de observacion, Z;(s) es la observacion en el instante de tiempo ¢ y
localidad s, 3 = (31,...,/3)" es un vector de coeficientes /-dimensional asociado al
vector [-dimensional de regresores no-estocdsticos X; (s) = (Xt(l)(s), XY (s)7,
H es un vector p-dimensional, usualmente llamdo como operador de observacion, la
cual mapea el proceso a la observacion, &,(s) es un bector de estado p-dimensional, y
wy(s) fue definido en la ecuacién (2.1). Por otro lado, en la ecuacién de estado, F es
una matriz p X p-dimensional, usualmente llamada operado de trasicion de estado, y

V.(s) es un vector de arreglo p-dimensional para la innovacion espacial.

Hay muchas formas de modelar el sistema dindmico. La representacion espacio-

estado que reproducird el modelo espacio-temporal a analizar tendrd la siguiente es-

tructura
e«(s) 7:(8)
gi-1(s) 0
&(s) = : . Vi(s) = : , seD,teT 2.9
Et_p(S) 0
Et—(p-1)(8) 0
1 O1 G2 ... Ppo1 Oy
0 1 0 0 0
H= |:], F = P : Sl (2.10)
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

2.4. Implementacion e inferencia

Durante esta seccion se asumird que todos los pardmetros son fijos y conocidos, y

enfocaremos nuestra discusion en la implementacién e inferencia del proceso de esta-



do. Asi, al denotar distribuciones condicionales, se elegird no mostrar los pardmetros

a menos que sea absolutamente necesario.

Denotando toda la informacién muestral en el instante ¢ por el vector n,-dimensional
de observaciones espaciales Z; y la representacion vectorial np-dimensional del pro-
ceso de estado para las n localidades por &, = (&,(s1)",...,&,(s,)") . Una forma

natural de extender nuestra representacion espacio estado en (2.8a) y (2.8b)) es dada

por

& = P&+ Vi, (2.11a)

Z, = XiB+AE +W,, (2.11b)

donde, desde la ecuacion de estado @ podemos extender el operador de evolucion
como ® = I,,®F y el vector de innovacién espacial como V; = (V,(s1) ", ..., Vi(s,) ") T.
Desde la ecuacién de observacion (2.11b), W, es un vector de error, de dimension
(ny x 1), asociado a las observaciones en las n; localidades observadas en el instante ¢,
X, es la correspondiente n; X [ matriz de covariables observadas en el instante ¢, y, fi-
nalmente, para tratar los datos faltantes asociado a cada instante de tiempo, el operador

de observacion extendido A; puede ser escrito como A; = L‘t)‘OS @ H', donde

de dimensién (n; x n), corresponde a una parte de la matriz identidad de tamafio n,

esto es, {e;;,7; € I;} es un cojunto de vectores canénicos de dimension (1 x n), con

I ={i;,j =1,...,n} el conjunto de indices espaciales asociado a las localidades Si;
Vi =1,...,n,; donde hubo registro en el tiempo .
Finalmente, implicando el modelo de datos [Z,...,Zr|&,, ..., &7, donde, por

simplicidad de notacion, se se escribird Zy.7 :={Zy,...,Zr} y&,.p :=1{&, ..., &}

10



2.4.1. Implementacion secuencial

Como asumimos que el proceso de estado tiene evolucion Markoviana de primer

orden, especificamos la distribucion de evolucion de estado, [€,|€,_,], por las densida-

des f(él) y f(st’&t—l) parat = 27 s 7T9 asi

T
F&r) = FE) ] F&lé ) (2.12)
t=2

Por otro lado, asumiremos que las observaciones en Z;.; son condicionalmente inde-
pendientes, dado &,.,, y para un ¢ fijo, la funcién de densidad condicional de Z;, dado
&4, sOlo depende de &,;t = 1,2,...,T. Asi, la distribucién del modelo de datos es

especificada por las funciones de densidades

T

f(Zrrl&yr) = ] F(Zil€)), (2.13)

t=1

donde f(Z,|€,) define lo que usualmente es llamada distribucion de medicion, [Z,|€,].

Por simplicidad de notacién, omitimos X; en [Z;|Xy, §,], asi [Z;|Xy, &, = [Z:|€,]-

Bajo el supuesto (2.12) de la distribucién de evolucion y el supuesto (2.13)) del
modelo de datos, se puede usarla regla de Bayes para encontrar la distribucion de
filtro y prediccion. Esto es, para predecir £,. en (2.12)), dada las observaciones Z.r,

podemos obtener la distribucion a posteriori de &£,.,, como

T
F(&rr|Zig) o< f(Za€) (&) [ ] F(Zel€) F (&4l &) (2.14)
t=2

La clave del enfoque secuencial es que, a medida que se dispongan nuevos datos, uno
busca actualizar la distribucién de filtro previa. Esto es, la distribucién a posteriori

basada en los datos hasta el momento ¢t — 1 se convierte en la priori para la distribucion

11



de datos hasta el tiempo ¢. Especificamente, buscamos la distribucion de prediccion

(€0 Z1.4-1], (2.15)

y la distribucion de filtro

[£t|Z1:t]7 (216)
parat=1,...,T.

La distribucion de prediccion se puede obtener considerdndola en términos de la

distribucion de filtro en el momento anterior:

f(étyzlzt—l) - /f(stvgtlyzl:t—l)dgtl (2173)
— /f(£t|€t—1)f(€t—1’Z1:t1)d€t_1, (2.17b)

donde la segunda igualdad deriva del supuesto de independencia condicional. La pri-
mera densidad en el integrando de estd asociada a la distribucion de evolucion
de proceso; y la segunda, a la distribucion de filtro (posteriori) del estado en el tiem-
po previo. La distribucion de prediccidon a k pasos en el tiempo puede ser obtenida

similarmente.

La distribucion de filtro puede ser obtenida a través de la regla de Bayes:

f&)Zyy) = [(&1Zs,Z141) (2.18a)
(8 f(Zt’€t7 Zl:tfl)f(gtyzlztfl) (2.18b)
= f<Zt’£t)f(£t‘Z1:tfl)’ (2.18¢)

donde la primera densidad en el lado derecho de se obtiene del modelo de
datos, y la segunda densidad estd asociada a la distribucién de prediccién (2.17b).

Si iteramos entre la distribucion de filtro y la distribucién de prediccion a medida

12



que nueva informacién se encuentre disponible, se obtiene la siguiente secuencia de

distribuciones:

&1], [€11Z4], [€2]Z4], [€5]Za 2], - - -, [€7|Zyr 1], [§7|Za.1],

procedimiento secuencial conocido como filtraje.

El término suavizamiento hace referencia a obtener [£,|Z.7], la distribucién del es-
tado en cualquier instante de tiempo ¢ € {1,2,..., T} dada toda la informacién desde
el instante 1 hasta 7', 1a cual incluye la coleccién de datos posteriores al instante ¢. Ob-
viamente, para ¢t = 7', la distribucion de suavizamiento corresponde a la distribucién

de filtro.

La distribucion de suavizamiento puede ser obtenida escribiéndola como

f(6,|Z0r) = / FE€sr T ) F(Epor | Zoir)dEy . 2.19)

La primera distribucién del lado derecho de (2.19) puede ser escrita como

f<€t|£t+1v Zl:T) = f(€t|€t+1a Zl:t)a (2.20)

ya que {Z1,...,Zy} son independientes de &, dado &, ,. Ahora, note que con la

regla de Bayes obtenemos,

f<£t|£t+17 Z;) f(gt-i-llgt? Z1.)f(&|Z1.) (2.21a)
f(€t+1|€t)f(€t|zllt)7 (2.21b)

donde el primer término en el lado derecho de (2.21b) estd asociado a la distribucién

de evolucion, y el segundo término, a la de filtro para el instante de tiempo ¢.

13



2.5. Inferencia para el proceso espacio-temporal

2.5.1. Modelos lineales/gaussianos

En general, podria ser dificil obtener formulacién analitica explicita para las distri-

buciones de prediccion, filtro y suavizamiento (2.13)), (2.16)), y (2.19), respectivamente.

Sin embargo, en el caso de especificar un operador de observacién y de evolucion que
sean lineales, y distribuciones Gaussianas de los errores, podemos obtener las distri-
buciones de predicciodn, filtro y suavizamiento explicitamente. Estos resultados son los

conocidos Filtro de Kalman y Suavizador de Kalman.

2.5.2. Filtro de Kalman

El filtro de Kalman es ideal para una actualizacion secuencial, donde los operadores
son lineales y las distribuciones de los errores son Gaussianos (e.g., [Kalman, [1960;
Jazwinski, [1970; |Anderson and Moore, [1979; West and Harrison, [1997; |Wikle and
Cressiel, [1999). Se puede derivar de muchas perspectivas diferentes. Acd, se usard la

férmula Bayesiana general.

Denotando la esperanza condicional para las distribuciones de filtro y prediccién
como &, := E[&;|Z1.1] y &,y := E[§;]Z1.,—1]. Y las matrices de covarianza condicio-

nal de error para el filtro y prediccion, respectivamente, como

Ptlt = Var[£t|Z1;t] = E[(&t - 5t|t>(€t - €t|t)T|Z12t]7
Py = Var[§|Zi,1] = E[(& — €t|t—1>(£t - €t|t—1)T‘Z1:t71]-

Considere la distribucion de medicién y de evolucion dada, respectivamente, por los
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modelos

7§, ~ Gau (Xtﬁ + A&, o*ilm) ) (2.22a)

&€ ~ SGau(®€,_,,Q), (2.22b)

donde SGau hace referencia a la distribucion gaussiana multivariada singular (Kwong
and Iglewicz (1996)), cuya matriz de covarianzas, Q, se puede escribir como Q = O’%R,

con R = p" ® T, donde p" y T, vienen dados por

P (s1,82) p(s1,82) ... p'(s1,8,) 10 ...0
. p(s2,81) p(sa;82) ... p(S2,8n) 00 ...0
pn(sna Sl) pn(sny 52) e pn(sm Sn) 00 ...0

Usando el operador de la esperanza y varianza condicional, se puede encontrar la dis-

tribucion de prediccion [€,|Z;.4 1]

€ilZi—1 ~ Gau (&1, Pyei) | (223)

donde el vector de medias y a matriz de covarianzas vienen, respectivamente, dados

por

€t|t71 = E[E [Et‘gtfl} ‘letfl} = E[(I)St—lyzlstfl} = (}stflhtfl? (2.24)

P14 = Var [E [Et’é_ﬂ |Z1:t—1] +E [Var [&tlgt—l} |Z1:t—1]
= Var [(I)'St—llzltt—l} +E[Q|Z1.1] (2.25)
= (I)Ptflh‘fl(I)T +Q.
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Por consiguiente, podemos obtener [Z;|Z;.;_+], la cual estd dada por

Zi|Zyy oy ~ Gau(Zy—1, Ayia), (2.26)
donde su vector de medias y matriz de covarianzas vienen, respectivamente, dadas por

Ly = XiB+ ANy,
Ay = AtPt\tflA;r‘i‘O—iInt-

Por otro lado, dada nueva informacién en el sistema, digamos Z,, desde la distribu-
cion [€,,Z:|Z;.; 1], 1a cual es Gaussiana con vector de medias y matriz de covarianzas

dadas, respectivamente, por

€t\t—1 Pt\t—l Gt|t—1
T
Zt|t—1 Gt\t—l Azt|t—1

con Gy := Cov[&,, Z|Zy4—1] = Pt‘t_lAtT, se logra obtener la distribucion de filtro

&2y ~ Gau (£t|t7 Pt\t) ) (2.27)
donde el vector de medias y la matriz de covarianzas vienen dadas por

e = &t Gt\t—lAtTtl_l (Zt - Zt\tfl) ; (2.28a)

Py = Pt|t71_Gt|t71A_1 G,Jt_l, (2.28b)

tle—1

(e.g, Searle, 1979, p.46), usualmente conocidas como ecuaciones de filtro-actualizacion.
Para el caso particular donde en el instante ¢ no halla ninguna observacion disponible,

esto es, n; = 0, el paso de filtro-actualizacion dado por (2.28a)) y (2.28b) es simple-

mente constante, sin variabilidad, asi las ecuaciones de actualizacion se simplifican a
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£t|t = £t|t—17 (2.29a)

Pt|t - Pt‘t—l- (229b)

2.5.3. Suavizador de Kalman

En algunas situaciones se tiene interés en la ditribucion de &, en el momento ¢ <
T dado todos los datos hasta T, esto es [§,|Z;.7], la distribucion de suavizamiento

(posteriori) de &,. la distribucién de suavizamiento es util para un andlisis retrospectivo.

Al igual que con la derivacién del filtro de Kalman, sea &, = E[§,|Z17] y
P := Var[{,|Z,.r]. Buscamos férmulas secuenciales para [£,;|Z.7| asumiendo que
tenemos acceso a la distribucion de filtro, &,|Z;.; ~ Gau(fﬂt, P, ), y la distribucion de

prediccion, &, 1|Zy.s ~ Gau(§,, 1, Peyape), parat = 1,...,T.

Bajo el supuesto de Gaussianidad en la distribucion de evolucion y distribucion de

filtro
£l ~ SGau(®E,,Q),
EZyy ~ Gau(ﬁt\mPﬂt),

es posible encontrar la distribucién asociada al primer término del lado derecho de

(2.19), esto es

£t|€t|t+17 Z,, ~ Gau (ét\t + Jt<€t+1 - €t+1|t>> Py — Jt‘I)Pt|t) )

R Tp—1
con Jt = Pt|t¢ Pt+1‘t'

Finalmente, podemos obtener la distribucién de suavizamiento desde (2.19), es-

pecificamente

§ilZir ~ Gau(€yr, Pyr), (2.30)
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donde su vector de medias y matriz de covarianzas vienen, respectivamente, dadas por

Eyr = E[E[&[€, 41, Z1:4]|Z1.7]
= E[§ + Ju(&i1 — &) [ Za7)] (2.31)
= €t|t + Jt(€t+1|T - €t+1\t)a

y
Pyr = E[var[€t|£t+17 Z.4)|Zy.7) + Var[E[£t|€t+1a Z..)|Z,.7]
= E[Ptlt - Jt‘I’Pt|t|Z1:T} + Var[€t|t + Jt(€t+1 - €t+1|t)|Z1:T]
= Py — J:®Py + J; Var[£t+1|Z1;T]JtT (2.32)

= Py — JtPt+1\tJtT + JtPt+1|TJtT

= Py +Ji(Prpr — Pt+1|t)JtT-

2.5.4. Supuestos que sustentan el algoritmo

Para poder emplear tanto el filtro de Kalman como el suavizador de Kalman, se

requiere asumir los siguientes supuestos estructurales.

El vector de innovacién espacial V,(s) no estd autocorrelacionado en el tiempo,

esto es
Q(s,r) ,sit=1*,
Cov[Vy(s), Vu(r)] = (2.33)
0 ,sit £t
donde
C'(s,r) 0 0
0 0 . 0
Q(s,r) =
0 0 . 0

El error de medicidn, w;(s), no estd autocorrelacionado en el tiempo, ni en el espa-
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cio, esto es

2 s _
o, sit=tys=r,

Cov(wi(s), wy(r)] = (2.34)
0  enotro caso.
Las perturbaciones w;(s) y V¢(r) son asumidas no correlacionadas para todo retraso
temporal

Cov[V(s),wy(r)] =0 Vit t's,r. (2.35)

Este sistema es generalmente usado para describir una serie finita de observaciones
{Z1(s),...,Zp(s)} para la cual supuestos sobre valores iniciales del vector de esta-
do &,(-) son requeridos. Asumiremos que &,(-) no estd correlacionado con ninguna

realizacion de V,(-) o wy(+).

Cov[Vi(-),& ()] = 0, Wt=1,2,....T, (2.36a)

Covlw(),&,()] = 0, Vt=1,2,....T. (2.36b)

Asi (2.84),(2.8b), 2.33), (2.34) y (2.35) implican que V,(-) no esta correlacionado

con valores rezagados de &,(+)

Cov[V,(-),&,()] = 0, V' =1,...t—1. (2.37a)

Cov|Vi(),Zy()] = 0, V&'=1,... t—1. (2.37b)

Similarmente, w,(-) no esté correlacionado con ningtin valor de &(-)

Covlw (), &,()] = 0, W' =1,...,T, (2.38a)

Covlw (), Zy()] = 0, V&' =1,...,T (2.38b)

19



2.6. Valores iniciales

Dado que se necesitan valores iniciales para poder efectuar el filtraje, es necesario

especificar el vector de estado inicial &,. Una propuesta es considerar

donde su vector de medias y matriz de covarianzas no son mas que la media y cova-

& ~ GGU(51|07P1\0)7

rianza incondicional de &, asi §;, := E[§;] =0y

PI\O = V&I‘[El] =

con

C(s,r)

Ca(Sl,Sl) cg(Sl,Sg)
Ca(sg,sl) CE(SZ,SQ)

C(sn,81) C°(sy,s2)

C;—l(s7 r) C;—2(57 l’)

donde C;(s, r) se obtiene de

C(s1,8,)
Ce(s2,8,)

C*(Sn,Sn)

C;—l (57 I')
C;—Q(Sa I')

Cs(s, 1)

2.7. Estimacion de parametros del modelo

El analista supone haber observado {Z;,Z,, ..
fundamentales podria ser estimar los valores de cualquier pardmetro desconocido del
sistema, basdndose en estas observaciones. Asi, bajo el marco de la representacion
espacio-estado dada por (12.1 laI) y (12. 1 lbI), denotemos © = (BT, o' a, 0'3, 02)" como
,5£)T’ ¢ = (¢1, e

el vector de pardmetros a estimar, con 3 = (fy, ...
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alcance, 0727 la varianza del proceso de innovacién espacial, y o2 el efecto pepita.

En lo que viene, se propondrdn dos metodologias para estimar los pardmetros in-
volucrados en el modelo espacio-tiempo autorregresivo: Estimacion por Maxima Ve-
rosimilitud (ML) y Estimacion mediante algoritmo Esperanza-Maximizacion General

(GEM).

2.7.1. Estimacion por Maxima Verosimilitud

Dada la distribucion [Z;|Z, ;] calculada en (2.26), la cual es Gaussiana, podemos

reescribirla, usando

i = XiB+MPE 1,
Agior = A(PP 1, 1@ + QA[ + 021,

(2.39)

Su correspondiente funcién de densidad conjunta viene dada por

f(Zy:70) = f(Z,|©) <Hf Z4|Zy, )

En efecto, el doble de la funcidn log-verosimilitud, méds una constante aditiva, puede

ser obtenida

20(®|Z1.7) Z 10g | Aje_1| — Z (Ze — Zoer) Ay (Zo — Zygpy) . (2.40)

De esta manera, la expresion (2.40) puede ser maximizada numéricamente con res-
pecto a los pardmetros desconocidos del modelo. La solucién a las ecuaciones de ve-
rosimilitud, Vgf = 0, es aproximada particionando ® = (,BT, @*T)T, con ©®F =

(¢, a,0 n’ 02)7. Asi, se puede obtener una solucién de forma cerrada para (3 dada por
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—1 T

(ZXTAtIt 1 ) ZXTAt\t 1 At£t|t 1) (2.41)

A~ %
mientras se mantienen los pardmetros restantes © fijos en su valor mas reciente. Como
no hay solucién de forma cerrada para ©, una alternativa es usar el algortimo de

Newton-Raphson, donde la férmula iterativa para m > 1 es definida por

A~ %

~% ~ -1 ~
© =6 - (v@*vg*a@mfﬂzm)) Ve l(O1|Zi7), (2.42)

donde Vg-{(®|Z;,,_;) eslafuncién score y V-V 5. £(O|Z1.,_1) es la matriz hessiana
de la funcién log-verosimilitud. Finalmente, dado un nivel de tolerancia, ¢, escogido,

el error relativo puede ser usado como criterio de convergencia

1©,, = 6, il _
1©,.]]

2.7.2. Estimacion mediante algoritmo Esperanza-Maximizacion Ge-

neral

Este algoritmo se utiliza para encontrar estimadores maximo verosimiles de pardme-
tros en modelos probabilisticos que dependen de variables no observables. En este con-
texto, los datos observados son Z;.7 y los datos perdidos hacen referencia al proceso de
estado &;.7, la cual es no observable por definicién. Asi, la formulacién de la densidad

conjunta para este tipo de informacion es

f(Zrr,€,.71©) = (Hf 7§, © ) (Hf(it\ﬁt_u@)) /(&)

consiguiendo el doble de la log-verosimilitud completa, més una constante aditiva, por

20(®|Zy.7,€,.7) = 6(1)(& 03;|Z1:T7 §ur) + 6(2)<¢7 Q, 02|€1:T) + 6(3)@1)7
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con

T

T
1. _ _ _ _ T _ _
(Wi=—In{oZ} > ni—— > (Zi—XB-A&) (Zi—XB—Ak&), (243)

2
t=1 W =1

1

(2= —(T—1) (nlno? + In|D) — (&, — ®E,_,) R (¢, — BE, ), (2.43b)

dqlo| =
]~

Il
)

t

(P :=—1n|Pyjo| — (& — &) Prb (&1 — &xpo) (2.43¢)

ounS

donde (V) = ((B,02|Zy.1, &, .7), (P = (D (P, v, 02|€1.1), (O = (P (&), y donde

la matriz D, en (2.43b)), se detalla en el Anexo.

Observe que tanto en (2.39) como en (2.433), los datos faltantes no generan un ma-
yor problema a la hora de calcular las estimaciones. Esto debido a que se ha definido un
operador de observacion extendido, A, la cual mapea correctamente el proceso desde
el vector de estado extendido &,, cuya dimension es np para cualquier ¢, al vector de
observacion, Z,, cuya dimension ird variando, digamos n;, correspondiendo al tamafio

del conjunto de datos disponibles en el instante .

Paso-E

Abhora, el paso-E del algoritmo EM requiere el calculo de la esperanza,

~ (i—1)

q(@\@(

N

) = E|:2£<®’Z1:T;£1;T) Zl;T,G :|

1)

A(Z'_ A(i_
¢V (8,021 ) +q¢?(d,a,07]0

donde

T T
1 T
¢ :=—In{o2} E g tr { E [ (Zt - X8 - AtEt\T) <Zt -Xi8 - Atgt\T) + AtPtTAtT] }7
t=1 i 1

t=

1
q(2) = —(T—].) (nln{og} + 1n|D|) - ﬁ tr {R (SQQ - 821¢'T — (I)S;l + @SH(I)T> }7

n

-
q® i=—In[Pyo| — tr {Pl_l(l) <(£1T - 51\0) <€1|T - €1|o)+ PlT) },
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~ (i—1) ~ (i—1) ~ (i—1)
con gV = ¢W(B,0210" ), ¢ = ¢ (¢, a, 020 ), ¢ =¢®)( )y
T
Soy = Z [Pt|T + £t|T€;||—T} )
t_=r2
Sii1 = Z [Peyr + Et71|T£tT—1|T] ;
t_:|_2
Sor = [Peir + Et\T&:—l\T} ;
=2
donde P;; 17 = E[(& — Eir) (&1 — EFHT)WZLT} es la cominmente llamada

lag-one covarince smoother (Shumway and Stoffer, 2006, Property P6.3), la cual es

obtenida calculando

Pror_yr = (L — PT|T71A;F—(ATPT\T71A; u UiInT>71AT)q)PT71|T717

luego, parat =TT —1,...,3

P o1 = Pt—l\t—lJ;r,Q +Je 1 (Pry—1yr — ‘I’Pt—1|t—1)JtT,2-

~ (1—1

El lado derecho de (2.44) depende de 9( ), sin embargo no se hace explicito por

.

economia de la notacién. Por ejemplo, &, := E[§,|Z1.7] = E[§;|Z1.1, e

Paso-M

El paso-M procede maximizando (2.44)) con respecto a los pardmetros ©, esto es

@(i) = Argmax {q(@|(:)(i71))} :

®
Asf, la solucién de Vg = 0 es aproximada particionando ® = (©*" )", donde
©* = (B",¢",0%,02)". Para © se puede obtener una solucién de forma cerrada,

) 777 w

mientra se mantiende & fijo en su valor actual. Asi, las formas cerradas vienen dadas
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por

T
3" _ (ZXIX,:) ZXI (Zt—Atét\T)a
t=1 t=1

<)

? om0 o

520 — tr { (R“)) R (522 ~ 85,80 — 8] ¢ qﬂ“&@““)} :

.

~2(i 1 ~(4) ~ ()

g2l = ST tr {Z <Zt -XiB8 - At§t|T> <Zt -XiB - At§t|T> + AtPt|TAtT} ;
t=1"1

t=1
con ¥ = @ ((/i\)(l)), R =R (@0), p"® = p" (@?) y donde las funciones H1, Ho
y Hs se detallan en el Anexo. Si se particulariza la estructura temporal, y se considera

una dindmica autorregresiva de primer orden, entonces el estimador del coeficiente ¢

viene dado por
~. . i —1 -1
09 =t {p" (@) "su ftr{p7 (@) 'S0} (2.46)

Como no hay solucion de forma cerrada para el alcance, «, se puede usar el al-

goritmo de Newton-Raphson, donde la férmula iterativa para m > 1 es definida por

1)

G

: a(l) 1)
m m=1 Jdado

e (2.47)

i _ ~x(1—1
)\ a(©18”

O

Finalmente, el algoritmo EM general converge de acuerdo un nivel de tolerancia, 0,

escogido. Asi, el error relativo puede ser determinado como criterio de convergencia

() A1)
® -0
o5 | H

@ 18"

ah _
| m1|
_— < 0.
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2.8. Interpolacion espacial

Suponga que se quiere hacer inferencia en una localidad sy # s;; ¢ = 1,...,n,
con la finalidad de lograr predicciones para Z;(so) dado Zy.; ;¢ = 1,...,T. Desde la

distribucion [€,(so), &;|Z1..—1], 1a cual es Gaussiana con vector de medias

5t|t71(50) F 0 5t71|t71(50)
&ije—1 0 @ §i1j-1

y matriz de covarianzas

Pt|t—1(SO>SO> Pt\t—1(50) F 0 (Pt 1)t— 1(S0,80) Pt—l\t—1<50)

Pt|t71(SO)T Py 0 @ P11 So P11

.
0) Q(so,80) Q(so)
+

X
0 @ Q)" Q
Py 1(s0,80) = Cov[§,(s0),&:(50)|Z1s1],
Pyji—1(s0) = Covl[&(s0), &|Z1.+-1],
Qi(s0,80) = Var[Vi(so), Vi(so)],
Q,(s0) = Var[Vi(so), V4.

Asi, podemos obtener las ecuaciones de prediccion y matriz de covarianza del error de

prediccion
£t|t—1(50) = FEt—1|t—1<SO)7
Pyi_1(s0,80) = FP,_q;_1(so, so)F" + Q(so, o),
Pyi1(s0) = FPy; 1(50)@" + Q(so).
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Por otro lado, dado que la distribucién [&,(sy), &;, Z¢|Z1..—1] es Gaussiana con vector

de medias y matriz de covarianzas dadas, respectivamente, por

€t|t71(50) Pt|t71(507 So) Pt\tq(so) Gt\t71<so)
ft\t—1 ) Pt|t—1(SO>T Py Giji—1
Ly Giio1(s0)"  Gyyy Aji—1

con Gyjy—1(S0) := Cov([€,(S0), Z¢|Z14-1] = Pt|t_1(s0)AT. Consecuentemente, la distri-

bucion [€,(so), €;|Z1.;] es Gaussiana con vector de medias

&:1:(s0) &ije—1(50) Gej—1(s0)

- - AL, (B—Z)
it i1 Gyt
y matriz de covarianzas
Py (s0,80) Pye(so) | Pyi—1(50,50) Pir—1(80)
Pt|t(50)T Py Pt\tfl(SO)T Py
Gt|t71(sﬂ) -1

- At|t71 (Gt|t1(SO)Ta G;|rt_1> )
Gy

(e.g., Searlel 1979, p.46). Por lo tanto, tenemos las ecuaciones de actualizacion para

£,(so) dadas por

Ei1(s0) = &yua(so) + Gt\tfl(so)A;tl_l(Zt —Zyji—1), (2.48a)
Pyi(s0,80) = Py—1(S0,80) — Gt|t—1(SO)AtTtl_lGﬂt—l(sO)Ta (2.43b)

Py(s0) = Py1(s0) — Guo1(s0) A, Gy (2.48¢)

Para el caso particular donde en el instante ¢ no halla ninguna observacion disponible,

esto es, n; = 0, el paso de filtro-actualizacién dado por (2.48al), (2.48b) y (2.48c) es
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simplemente saltado, ya que las ecuaciones se simplifican a

£t|t(50> = £t|t—1(50)7 (2.49a)
Pt|t(507 SO) = Pt|t—1(SO; SO): (2.49b)
Pt|t(SO> = Pt|t—1(SO); (2.49¢)

Finalmente, para lograr una prediccion espacio-temporal en Z;(sy) dado Z;.;, con su
respectiva varianza de prediccion, calculamos la distribucion [Z;(so)|X:(So), Z1.¢], dada

por

Zi(s0)|X¢(s0), Z1:e ~ Gau (Zt\t(SO)aAt\t<SO))v

con
Zy(so) = B X (s0) + HTEﬂt(SO)a
At‘t<SO) = HTPt‘t(SO, SO)H + 0-3)
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Capitulo 3

Estudio de simulacion

3.1. Desempeiio del método de estimacion

Se realizé un estudio de simulacién Monte-Carlo para revisar el desempefio de
la metodologia de estimacion propuesta en la seccion Para ello se consider6é una
muestra finita y el modelo

Zi(s) = Po+e(s) +wi(s); wpxr ~ GWN(0,02), A

elfs) = Peia(s) +m(s),
asociado a un modelo exponencial para la estructura de la covarianza del proceso de

innovacion espacial 75, , €s decir

«

C'(s,r) = 0727 exp (—M> :

El esquema de simulacion es como sigue: se consideraron 6 escenarios donde en ca-
da uno se simularon 1000 muestras aleatorias desde un campo aleatorio Gaussiano
espacio-temporal de media cero y varianza unitaria. Cada muestra consta de N = 25

localidades espaciales distribuidas de forma regular en el cuadrado unitarioy 7" = 400
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instantes de tiempo. En cada escenario, la varianza del error de medicién se considerd
de tal forma que explique el 10 % de la varianza total del proceso, esto es o2 = 0.1.
En los escenarios del 1 al 3 se consideré alta continuidad espacial (« = 0.8); y del
4 al 6, baja continuidad espacial (o« = 0.4). El valor del coeficiente autorregresivo se
alterné de tal forma que en el escenario 1 y4, ¢ = 0.7;enel 2y 5, ¢ = 0.5; y en el
3y 6, ¢ = 0.3. Finalmente, la varianza de la innovacién espacial, 03, se calculd de tal
forma que satisfaga la relacion a% = 0.9(1 — ¢?). Estos escenario fueron elegidos con
el propdsito de estudiar el desempeiio de la metodologia de estimacion en casos donde

los niveles de continuidad espacial y la correlacion temporal se combinen.

Asi, el conjunto de pardmetros involucrados en el modelo (3.1I)) viene dado por
© = (8,9,q, 072], 02)7, donde las estimaciones de éstos se evaluaron a través de la
media (Mean), desviacion estandar (Sd), sesgo (B) y error cuadratico medio (MSE),

definidos como:

N 1 1000/\ A 1 1000 N N2 %
Mean(d) = —— S 8, Sd(@®) = | —— 5" (8, — Mean(d ,
can(f) 1000; ®) = { To00 - ean( ))
R N R 1000 R )
B(f) = Mean(d) — 6,  MSE(f) = —— > (91 - 9) ,

donde @j es la i-ésima estimacion de ¢, € © de la t—ésima realizacién. Las Tablas
y reportan los resultado de las simulaciones, bajo las dos metodologias de

estimacion analizadas en la seccién 2.71

Para el caso de estimacién por ML (3.1)) se puede observar que la media de los
parametros estimados es bastante cercana a su verdadero valor, con una leve subesti-
macion en la mayoria de los casos, caracteristica muy comun en este tipo de estimador,
la cual se ve evidenciado en el sesgo donde reporta valores negativos, pero muy cer-
canos a 0. El error cuadratico medio es muy pequefio, la cual nos garantiza una buena

calidad del estimador en general.

Cabe destacar que el algoritmo de Newton-Raphson, como método para maximizar
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numéricamente la verosimilitud, es muy sensible a los valores iniciales, asi una leve
modificacion de estos hacen que simplemente el algoritmo diverja, lo cual se traduce
en una desventaja a la hora de querer estimar, ya que hay que estar probando muchos

valores iniciales como candidatos, haciendo que el método pierda poder de eficiencia.

Por otro lado, para el caso de estimacion mediante GEM (3.2), se puede observar
que la media de los pardmetros estimados es muy cercano a su verdadero valor, en
algunos casos con una despreciable subestimacién o sobreestimacion, tanto la desvia-
cién como el sesgo y el error cuadritico medio son muy pequeiios, la cual nos garantiza

una buena calidad del estimador en general.

Una ventaja notable del algoritmo GEM es que siempre converge a la hora de que-
rer estimar, independiente de los valores iniciales, haciendo que el método sea muy
robusto. Ademds, a pesar de necesitar emplear algin método numérico, como el algo-
ritmo de Newton-Raphson, para estimar los pardmetros asociados a la funcion de cova-
rianza puramente espacial, como por ejemplo el alcance («), se pueden obtener formas
cerradas para los estimadores del resto de los parametros del modelo {3, ¢, 02, o2},

lo cual nos da la facilidad de poder generalizarlo con mayor libertad.

Finalmente, desde las Tablas y se puede evidenciar que ambos métodos
producen estimadores con un sesgo muy despreciable, sin embargo los del algoritmo
GEM son més eficientes, asi la calidad de estimacion es superior, ademas de reportar
mejores resultados en todos los escenarios bajo los 4 criterios usados. Como conclu-
sidn, para efectos practicos, el método de estimacion de parametros via algoritmo GEM

se podria sugerir como una alternativa preferible entre ambos.
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Casel =0 ¢=07 a=0802=0459 o2 =01

Mean —0.00474 0.69763 0.79423 0.45896  0.09961
Sd 0.04685 0.01435 0.05698 0.01990  0.00860
B —-0.00474 —0.00237 —0.00577 —0.00262 —0.00039

MSE  0.00222 0.00021 0.00328 0.00040  0.00007

Case2 fy=0 ¢=05 a=08o0,=0675 o2 =0.1

Mean —0.00118 0.49772  0.78996 0.67334 0.09767
Sd 0.04839 0.01752  0.05887 0.02873  0.01542
B —-0.00118 —0.00228 —0.01004 —0.00166 —0.00233

MSE  0.00234 0.00031 0.00356 0.00083  0.00024

Case3 fo=0 ¢=03 a=0802=0819 o¢2=01

Mean  0.00031 0.29848  0.79295 0.81424  0.09942
Sd 0.04473  0.01590 0.05348 0.03371 0.01161
B 0.00031 —0.00152 —0.00705 —0.00476 —0.00058

MSE  0.00200 0.00025 0.00291 0.00116  0.00013

Case4 fo=0 ¢=07 a=04o0 =045 o2 =0.1

Mean —0.00340 0.69907 0.39763 0.45755  0.09949
Sd 0.03333 0.01396  0.03095 0.02317  0.01919
B  —0.00340 —0.00093 —0.00237 —0.00145 —0.00051

MSE  0.00112 0.00020  0.00096 0.00054  0.00037

Case5 [p=0 ¢=05 a=04 Jf, =0.675 02 =0.1

Mean —0.00162 0.49856 0.39680 0.67435 0.09794
Sd 0.03605 0.01869 0.02972 0.03251  0.02668
B -0.00162 —0.00144 —0.00320 —0.00065 —0.00206

MSE  0.00130 0.00035 0.00089 0.00106  0.00072

Case6 [oy=0 ¢=03 a=040)=0819 o =0.1

Mean —0.00238 0.29916 0.39674 0.81831 0.09696
Sd 0.03524 0.01759 0.02910 0.03604 0.03027
B —0.00238 —0.00084 —0.00326 —0.00069 —0.00304

MSE  0.00125 0.00031 0.00086 0.00130  0.00092

Tabla 3.1: Resultados de las estimaciones via Mdxima Verosimilitud para un modelo
espacio-tiempo AR(1). Las localidades observadas estdn en el cuadrado [0, 1)?. Fuen-

te: Elaboracion propia.

32



Casel fp=0 ¢=07 a=0802=0459 o2 =0.1

Mean 0.00001 0.70006 0.80032 0.45896  0.10002
Sd  0.00049 0.00805 0.01596 0.00701  0.00139
B 0.00001 0.00006 0.00032 —0.00004 0.00002

MSE 0.00000 0.00006 0.00025 0.00005  0.00000

Case2 [y=0 ¢=05 a=038 0727:0.675 o2 =0.1

w

Mean 0.00001 0.50007  0.80050 0.67461  0.09996
Sd  0.00068 0.01015 0.01539 0.01108 0.00111
B 0.00001 0.00007 0.000560 —0.00039 —0.00004

MSE 0.00000 0.00010 0.00024 0.00012  0.00000

Case3 fp=0 ¢=03 a=0802=0819 o2=0.1

Mean 0.00004 0.29926 0.80020 0.81854 0.10003
Sd  0.00092 0.01160 0.01568 0.01412  0.00093
B 0.00004 —0.00074 0.00020 —0.00046 0.00003

MSE 0.00000 0.00014 0.00025 0.00020  0.00000

Case4 [y=0 ¢=07 a=04 0,2,:0.459 o2 =0.1

w

Mean 0.00000 0.69986 0.39970 0.45870  0.09997
Sd  0.00051 0.00772  0.00863 0.00735  0.00097
B 0.00000 —0.00014 —0.00030 —0.00030 —0.00003

MSE 0.00000 0.00006 0.00007 0.00005  0.00000

Case5 [op=0 ¢=05 a=04 0,27:0.675 o2 =0.1

Mean 0.00006 0.49973  0.39999 0.67467  0.09999
Sd  0.00082 0.00981 0.00881 0.01113  0.00069
B 0.00006 —0.00027 —0.00001 —0.00033 —0.00001

MSE 0.00000 0.00010 0.00008 0.00012  0.00000

Case6 fy=0 ¢=03 a=040=0819 ¢2=01

w

Mean 0.00000 0.29990 0.40076 0.81917  0.09998
Sd  0.00119 0.01076  0.00944 0.01455 0.00049
B 0.00000 —0.00010 0.00076 0.00017 —0.00002

MSE 0.00000 0.00012 0.00009 0.00021  0.00000

Tabla 3.2: Resultados de las estimaciones via algoritmo Esperanza-Maximizacion Ge-
neral para un modelo espacio-tiempo AR(1). Las localidades observadas estdn en el

cuadrado [0, 1)%. Fuente: Elaboracién propia.
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Capitulo 4

Aplicacion a datos reales

Con la finalidad de aplicar el modelo espacio-temporal a través de la metodologia
propuesta, se analizé parte de la base de datos generada por la red integrada Agro-
met, Agromet (2017 (accessed February 26, 2017). Esta red contiene mas de 100
estaciones meteoroldgicas a lo largo de Chile, incluyendo datos de temperatura del
aire, temperatura de suelo, precipitaciones, humedad, radiacion solar, velocidad y di-
reccion del viento, entre otros. Estos datos son registrados y actualizados por el In-
situdo de Investigaciones Agropecuarias (INIA), la cual se encuentran disponibles en

http://agromet.inia.cl/.

El 4rea geogréfica de estudio a analizar contempla tres regiones de Chile: Region
del Malue, Biobio y Araucania, desplegadas en la Figura (4.1), de norte a sur, respecti-
vamente, representando una porcidn del centro-sur de Chile. Hacia el este se encuentra
la cordillera de los Andes; y al oeste, la cordillera de la costa, seguido por el océano
pacifico, caracteristicas que hacen de esta zona un lugar naturalmente aislado. Acorde
al censo nacional de agricultura del 2007, esta érea tiene una superfiie de 99.206km?.
La region del Maule concentra el 17.2 % del drea nacional de cultivo, la cual se usa
principalmente en la plantacion de bosques, seguido por cereales, arboles de frutas,

plantas de forraje, vifiedo y parronal. La region del Biobio representa el 28 % del drea

34


http://agromet.inia.cl/

nacional de cultivo, donde el uso principal es destinado para plataciones forestales,
cultivo de cereales y, con una pequefia participacion, plantas de forraje. Finalmente, la
region de la Araucania cubre el 20.6 % del drea nacional de cultivo, y su uso principal

corresponde a las plantaciones forestales, seguido por granos, y plantas de forraje.

Figura 4.1: Region de estudio donde se ubican las 60 estaciones meteoroldgicas. El
poligono contempla las regiones del Maule, Biobio y Araucania, Chile. Cada estacion
meteorologica se encuentra representada dentro del poligono con su respectiva ID.

Fuente: Elaboracion propia.

Notemos que el area de estudio se usa principalmente para la agricultura y silvicul-
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tura, por lo tanto la temperatura del aire es un factor predominante en el crecimiento
de los cultivos, ya que las temperaturas extremas afectan tanto la produccién como
la calidad de éstos. Las heladas causan un deterioro de la produccién, mermando la
calidad de estos, implicando una reduccion de la actividad de la industria agricola en
las zonas centro-sur de nuestro pais, generando pérdidas de miles de dolares, ademas
de la paralizacion y baja actividad en la exportacion hacia los mercados externos. De
este modo, es de gran interés estudiar la variabilidad espacio-temporal de este proceso
meteoroldgico, y asi generar una propuesta que ayude a explicar esta variabilidad en

términos de fuentes identificables y predecir de manera coherente.

Particularmente, se estudié el comportamiento de la variabilidad espacio-tiempo
de la temperatura promedio diaria del aire. La informacion fue obtenida de 60 estacio-
nes meteoroldgicas ubicadas entre las regiones del Maule, Biobio y Araucania, medida
entre el 1 de enero de 2015 y 31 de mayo de 2018. La tabla 41| resume las estacio-
nes meteoroldgicas con sus respectivas coordenadas geogréficas, medidas en latitud
y longitud; la elevacion, medida en metros sobre el nivel del mar, el promedio y la

desviacion estdndar muestral de la temperatura junto al porcentaje de datos perdidos.
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ID long lat elevation  avg sd % NA

1 -72.28994  -35.95597 162 145 55 2.0
2 7251119 -35.70658 60 128 2.8 0.0
3 7247769  -36.05909 172 140 52 0.0
4 -71.95595 -35.12782 48 143 3.7 76.0
-72.58749  -35.83545 172 122 29 76.0
-72.37144  -36.06211 167 143 53 0.0

5

6

7 -71.77502  -35.81805 124 17.0 4.6 83.4
8  -71.93429  -36.24480 548 139 52 26.8
9 7147951 -35.53065 221 140 54 0.0
10 -71.12058  -35.09180 310 139 46 76.0
11 -71.57421 -35.76076 150 13.7 5.2 2.8

12 -72.35986 -35.97764 151 13.8 5.3 0.0

13 -73.41174  -37.89207 36 143 5.0 0.2
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14 -72.00673 -36.40930 162 134 5.0 3.0
15 -73.03546  -36.91349 23 13.8 40 0.0
16 -73.14041  -37.00482 57 129 29 0.0
17 -72.24398 -37.43356 195 13.0 48 0.0
18 -73.52217 -37.68254 194 114 29 09
19  -71.93560 -36.90730 314 129 49 0.0
20 -72.39520 -36.39811 91 149 53 23
21 -72.51349  -36.64890 82 132 39 0.0
22 -73.49849 -38.27529 143 11.8 25 293
23 -72.36827 -36.53204 109 144 53 08
24 -72.96468 -36.67239 190 132 34 20
25  -72.64778  -36.43104 36 132 39 798
26 -71.91643 -36.53520 194 134 5.1 00
27 -72.01176  -37.14138 265 134 51 2.8
28 -72.41722  -38.69306 200 11.2 41 0.6
29  -72.770106 -38.60670 60 119 29 949
30 -72.60528 -39.11556 115 119 42 0.0
31 -73.24028 -38.91861 93 119 29 0.0
32 -71.68250 -38.83417 527 11.0 48 38
33 -72.18351 -3891318 293 114 4.1 488
34 -72.65966  -37.82781 81 124 33 926
35  -72.92198 -39.07115 56 115 34 75.6
36 -72.88350 -38.11692 76 125 42 75.6
37  -72.39889 -39.26333 266 11.1 42 3.6
38  -72.98200 -38.03000 76 120 45 298
39 7271852  -39.42813 86 119 38 75.6
40 -72.61139 -38.28944 254 11.7 43 0.2
41 -72.27333  -38.22778 388 109 43 55
42 -72.99778  -38.97694 24 11,5 3.7 0.0
43 -73.13294  -39.16541 8 114 29 774
44  -72.54611  -37.77250 88 132 48 123
45 -71.14083  -38.73167 1084 7.6 55 4.7
46  -72.29833  -38.14555 379 104 3.1 93.0
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47 -72.80889  -38.66389 55 115 40 72
48  -71.57250 -39.38194 393 11.1 48 52
49  -73.24417 -38.63972 322 11.1 32 00
50 -72.38162 -38.98547 168 112 35 918
51 -71.86810 -39.26171 279 11.1 45 747
52 -72.775147 -38.46692 197 115 4.1 5.1
53 -71.90250 -38.40167 549 104 45 0.0
54 -72.72418 -38.07067 173 128 42 75.6
55 -72.39902  -38.43506 299 103 3.0 926
56 -72.89139 -38.75611 50 120 40 0.0
57 -72.34361 -38.50472 263 117 4.1 47
58 -72.28528 -38.03250 379 114 45 49
59 -72.50638 -38.83295 130 11.1 32 926
60 -73.35333 -38.69083 64 119 32 00

Tabla 4.1: Resumen de las 60 estaciones meteorologicas en la region del Maule, Biobio
y Araucania, Chile. Ademads elevacion en metros sobre el nivel del mar, promedio y
desviacion estandar muestral de la temperatura del aire medida desde el 1 enero de
2015 hasta el 31 de mayo de 2018, y % de datos faltantes. Estaciones: 1 Cauquenes;
2 Chanco; 3 Coronel de Maule; 4 Deuca; 5 Lomas, 6 Los Despachos; 7 Miraflores;
8 Monte Flor-Tucapel; 9 San Clemente; 10 San Jorge Los Niches, 11 Santa Amada;
12 Santa Sofia; 13 Caiiete; 14 CE Arroz; 15 Chiguayante; 16 Coronel; 17 Human; 18
Lebu; 19 Navidad; 20 Ninhue; 21 Nueva Aldea; 22 Ponotro; 23 Portezuelo; 24 Punta
Parra; 25 Puralihue; 26 Santa Rosa; 27 Yungay; 28 Carillanca; 29 Collimallin; 30
Cuarta Faja; 31 Dominguez; 32 El Membrillo; 33 El Quincho; 34 El Vergel; 35 Faja
Maisan; 36 Gaby-Rangquilco; 37 Huiscapi; 38 La Isla; 39 La Paz; 40 La Providencia;
41 Las Palmas; 42 Llollinco; 43 Los Arrayanes; 44 Manzanares; 45 Marimenuco,; 46
Failahuenque; 47 Perales; 48 Puala; 49 Quiripio; 50 Radal; 51 San Enrique; 52 San
Fabian; 53 San Luis; 54 San Rafael; 55 San Sebastian; 56 Santa Adela; 57 Santa Inés;

58 Surco y Semilla; 59 Taplon; 60 Tranapuente. Fuente: Elaboracion propia.

39



4.1. Analisis exploratorio

Previo al ajuste del modelo identificado, debemos capturar la componente sis-
tematica para que el modelo base propuesto se encargue de capturar la correlacion
espacio-temporal, asi el estudio de una posible incidencia de alguna covariable, como
por ejemplo la latitud, longitud y elevacion del indice observado. Una sospecha intui-
tiva es que la latitud afecte directamente sobre la temperatura, esto es, a medida que
nos desplazamos hacia el norte, la temperatura asciende, entre esto estd evidenciado
en la Figura El registro promedio de la temperatura es méas elevado en latitudes
mayores. Por otro lado, la elevacion es otra covariable que también afecta directamen-
te en la temperatura. El gradiente térmico es variable en funcién de la altitud sobre el
nivel medio del mar, la temperatura disminuye méas o menos uniforme con la altitud
a una razén promedio de 6.5°C' por kilémetro (Nadal and Mufuzuri, 2006), esto es,
1°C por cada 154m de altura, aproximadamente. En la Figura[4.2] se puede evidenciar
tal hecho, en lo particular un outlier correspondiente a la estaciéon de Marimenuco, la
cual se encuentra ubicada a 1084m sobre el nivel medio del mar y que ha reportado
una temperatura promedio de 7.6°C, bastante mds baja en comparacion a las demds

estaciones.

Del total de estaciones meteoroldgicas, las més cercanas entre si son Santa Sofia
(12) y Cauquenes (1), la cual estan separadas por 6.75km aproximadamente, mientras
que las mas distantes son La Paz (39) y San Jorge Los Niches (10), separadas por
501.89km aproximadamente. La estacién més elevada es Marimenuco (45), ubicada
en la cordillera de los Antes en region de la Araucania, a una altitud de 1084 metros
sobre el nivel medio del mar, mientras que la menos elevada es la estacion de Los
Arrayanes (43), ubicada en la zona costera de la regién de la Araucania, a una altitud
de 8 metros sobre el nivel medio del mar. La Tabla4.2|resume parte de la informacion

georeferencial de las 60 estaciones meteoroldgicas utilizadas en el estudio.
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Figura 4.2: Grdfico de dispersion para detectar componente sistemdtica. Arriba a la
izquierda, longitud versus valor promedio del registro de temperaturas por cada esta-
cion; arriba a la derecha, latitud versus valor promedio del registro de temperaturas
por cada estacion; abajo a la izquierda, elevacion versus valor promedio del registro
de temperaturas por cada estacion; abajo a la derecha, distribucion espacial del valor

promedio del registro de temperaturas por cada estacion. Fuente: Elaboracion propia.
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Min Max

longitud —73.52217 —39.42813
latitud —71.12058 —35.09180
altitud 8m 1084m

distancia 0.07320688 (6754.983m) 4.62138722 (501887.7m)

Tabla 4.2: Resumen georreferencial de las 60 estaciones meteorologicas. Fuente: Ela-

boracion propia.

De esta forma, para modelar la componente sistematica, se consideraron como co-
variables el indice del tiempo, para capturar el efecto estacional causado por las esta-
ciones del ano, la latitud y la elevacion. Las altitudes fueron medidas con un datum
vertical EGM96, medida sobre el nivel medio del mar. Desde el modelo digital de
elevacion ASTER GDEM del afio 2011, remuestreado a un tamaiio del pixel de 30 me-
tros usando un método de interpolacion bilineal. Esta tltima con el objetivo de poder

entender el comportamiento del gradiente térmico a un nivel mas local, asi

27t ) 27t
i (s) = Bo + Picos (365.25) + [Basin (365.25) + Bslat + Bah(s),

donde s = (long, lat)", y h(s) hace referencia a la elevacion en la localidad s.
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4.2. Estimacion de parametros del modelo

Con la finalidad de explicar la variabilidad espacio-temporal del conjunto de datos,

se propuso el siguiente modelo

Zt(s) = ,Mt(S) + €t(S) + wt(s), WpxT (]WN(O, O’Z),

pe(s) = fo+ Picos < gl ) + Basin ( gl ) + Bslat + Byh(s),

365.25 365.25 (4.1)

e(s) = ge-i(s) +ni(s),

asociado a un modelo exponencial para la estructura de la covarianza del proceso de
innovacion espacial 1, 1

C"(s,r) = o7 exp (——HS A rH) :

«

donde la componente sistematica, £ (s), explica la variabilidad térmica causada por las
estaciones del afio, la latitud y la elevacion. El proceso de estado, ep, 7, especificado

por un modelo autorregresivo de primer orden en el tiempo.

La estimacion de los pardmetros del modelo, via algoritmo EM General, se resume
en la tabla Entre las estimaciones involucradas en la componente sistematica, se
puede observar que por cada grado de latitud hacia el norte, con respecto al ecuador,
(desplazamiento aproximado de 111.12km hacia el norte), la temperatura promedio
media aumenta 0.856°C' (33 = 0.856), y por cada 250m de altura, la temperatura
promedio media disminuye aproximadamente 1°C (34 = —0.004). Por otro lado, se
puede observar que el coeficiente autorregresivo estimado es alto, $ = 0.869, la cual

sugiere que la temperatura promedio estd altamente correlacionada a la temperatura
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promedio del dia anterior. Adicionalmente, se puede observar que el alcance estimado
es moderadamente alto, & = 2.749, con respecto al esquema de muestreo, ya que la
distancia maxima entre las estaciones es de h,,,, = 4.62, reportada en la Tabla
indicando que el proceso tiene una alta continuidad espacial, la cual se evidencia en las
Figuras y donde las temperaturas predichas para cada mes presentan un
suavizamiento en su variabilidad. Finalmente, el efecto pepita es pequefio, 52 = (0.148,
explicando el 1.3 % de la varianza total del proceso, valor que nos garantiza una alta

precision a la hora de realizar predicciones espacio-temporales.

~ ~ ~ ~ ~

B B B B By ¢ A

Q)
S

44713 4.741 2259 0.856 —0.004 0.869 2.749 2.844 0.148

Tabla 4.3: Estimacion de pardmetros del modelo espacio-tiempo propuesto. Estima-
ciones realizadas a través del algoritmo Esperanza-maximizacion General. Fuente:

Elaboracion propia.

4.3. Prediccion

Dado que la mayoria de las estaciones meteorolégicas presenta datos faltantes,
uno de los principales intereses del investigador podria ser obtener la prediccion mds
confiable posible en esos periodos de tiempo donde no hubo registro, para cada es-
tacion. Asi, podemos utilizar el modelo y la metodologia propuesta e imputar
la informacion perdida. La Figura muestra la imputacion lograda de 3 estaciones
meteoroldgicas: Monte Flor-Tucapel (8), San Jorge de Niches (10) y El Quincho (33).
Se puede observar que las predicciones en San Jorge de Niches presenta intervalos de
confianza mds grandes con respecto a las otras dos, esto debido a la lejania de esta

estacion al resto de las otras.
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Predicciones
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Figura 4.3: Imputacion de informacion perdida. De arriba hacia abajo: la primera,
Monte Flor-Tucapel (8); la segunda, San Jorge los Niches (10); la tercera, El Quincho

(33). Fuente: Elaboracion propia.

Con el objetivo de realizar mapas de predicciones para un dia en especifico de la
temperatura promedio dentro de la VII, VII y IX region de Chile, se considerd una gri-
1la de 5955 nodos dentro del poligono de estudio y con esto se obtuvieron predicciones
espacio-temporales desde el 1 de Enero de 2015 hasta el 31 de Diciembre de 2017,
conformando un total de 1247 mapas de prediccion. Con un fin ilustrativo, se seleccio-
naron los mapas de prediccion asociados a las quincenas de cada mes, mostrados en

las Figuras 4.4 {1.5]y {f.6]junto a sus respectivas varianzas de error prediccion.
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Figura 4.4: Mapa de prediccion de temperatura promedio asociada a la quincena de

e
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cada mes del aio 2015. Predicciones logradas a través del modelo espacio-tiempo

AR(1) propuesto. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 4.5: Mapa de prediccion de temperatura promedio asociada a la quincena de

i
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cada mes del aio 2016. Predicciones logradas a través del modelo espacio-tiempo

AR(1) propuesto. Fuente: Elaboracion propia.
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Prediccién ano 2017
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Figura 4.6: Mapa de prediccion de temperatura promedio asociada a la quincena de
cada mes del aio 2017. Predicciones logradas a través del modelo espacio-tiempo

AR(1) propuesto. Fuente: Elaboracion propia.
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Varianza de prediccidn, afio 2015
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Figura 4.7: Mapa de varianza de prediccion de temperatura promedio asociada a
la quincena de cada mes del ario 2015. Predicciones logradas a través del modelo

espacio-tiempo AR(1) propuesto. Fuente: Elaboracion propia.
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Varianza de prediccion, ano 2016
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Figura 4.8: Mapa de varianza de prediccion de temperatura promedio asociada a
la quincena de cada mes del anio 2016. Predicciones logradas a través del modelo

espacio-tiempo AR(1) propuesto. Fuente: Elaboracion propia.
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Varianza de prediccion, afo 2017
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Figura 4.9: Mapa de varianza de prediccion de temperatura promedio asociada a
la quincena de cada mes del ario 2017. Predicciones logradas a través del modelo

espacio-tiempo AR(1) propuesto. Fuente: Elaboracion propia.
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Conclusion

En la préactica, dentro de las ciencias ambientales y geofisicas entre otras, los da-
tos son recopilados en estaciones ubicadas en distintos lugares dentro de una regioén
de interés, es muy habitual la no obtencion de dicha informacion, causando periodos
de tiempo en la cual hay datos faltantes. Esto motivd, a través de la representacion
espacio-estado, implementar un método que nos ayude a enfrentar el anélisis bajo esta
configuracion de los datos, actualizando de manera congruente al momento de incor-

porarse nueva informacion en el sistema, dentro de la distribucién de filtro.

Metodologia de filtraje que no ha sido discutida por ningin autor, dentro de la

famila de modelos dindmicos espacio-temporales.

Por otro lado, dada la comparativa en los métodos de estimacién de parametros,
se concluy6 que los estimadores logrados a través del algoritmo EM presentan mayor
poder de eficiencia e insesgadez, siendo €ste un método preferencial al momento de

modelar.
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Anexos

Funcion de Bessel

Una ecuacion diferencial muy importante en matematicas aplicadas es la ecuacion
diferencial de Bessel, (Bowman 1958):

x2y"+xy’+ ([E2 _l{2)y: 0,

para la cual una solucién estd dada por la llamada funcién de Bessel de primera clase

de orden k:
o0

Tula) = 3

22mtemIl(m 4+ k+ 1)

m=0
La funcién:
. . 0o x?m-ﬁ-ﬁ
T.(z) = 1" T, (iz) = Z 2mtrmIT(m + k + 1)
m=0

es conocida como la funcién de Bessel modificada de la primera clase de orden «. Otra
solucion de la ecuacidn diferencial esta dada por la funcién de Bessel modificada de la

segunda clase de orden x:
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Distribucion Gaussiana singular

Sea ¥ una matriz simétrica de dimensién (p x p) y de rango k < p, asi ™' no
estd definida. Ahora, 3 tiene sdlo £ valores propios positivos y los restantes p — k son
cero. La p.d.f de la distribucién Gaussiana singular X ~ SGau(p,X) es definida en

términos de su inversa generalizada y la reduccion de dimension:
fx(x) = (2m) 2D exp {(x — p) "B (x — p) },

donde ¥ = EDE ", con D = diag{dy, ds, .. .,d;} y E una matriz de dimensién (p x k)
de rango completo k£ y donde sus columnas son los vectores propios asociados a los k

valores propios positivos.

Operadores utilizados en el estimador de ¢

Sean B y A;; matrices cuadradas de dimension (k£ x k) y sea A una matriz consti-

tuida por n? bloques dadas por

bir bz -+ bu ACAR Y LA
B — bar bay -+ b A, - ol asy - ) |
b b b D ) o
A Ap - Ay,
A — Ay Ay -+ A, |
A, An - AL,
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y sean vy, Us, U3 operadores dados por

by 0O - 0 0 by -+ by
o1(B) = 0 by --- 0 n(B) = byy O oo by |
0 0 bik i1 bra 0
bll
w®) = | ",
b1

asi, podemos definir las funciones #,(-), Ha(+), H3(+) por

Hl(A) = U1 (i A”> ,HQ(A) = V2 (i Au> ,Hg(A) = Vs (i Am>

la cual son empleadas en el estimador de ¢ en el algoritmo EM.
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