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Presentacion

Dendrometria Basica es un documento destinado a los estudiantes forestales que inician su
aprendizaje en mensura forestal. El nombre dado al documento deriva del hecho de que esta
orientado principalmente a la medicion de arboles, pero también incorpora elementos
relacionados con la determinacidon del crecimiento (Epidometria), y de medicién de rodales
(Dasometria).

El texto incluye la descripcion de mediciones basicas en arboles y rodales, y del
procesamiento de la informacion recopilada, mostrando con especial énfasis el desarrollo de
técnicas de estimacion. Aunque éstas incorporan elementos de trigonometria y célculo, es el
método estadistico de regresion el de mas amplio uso en mensura forestal. Asi, un nivel de
conocimiento aceptable en regresion es necesario para facilitar el aprendizaje en esta area del
conocimiento. El reconociendo tacito de la importancia de esta herramienta estd dado por la
inclusion de la técnica de regresion en el Capitulo 1. El Capitulo 2 trata de la recopilacion de
informacion en terreno; alli se entrega también una descripcion general del procesamiento de
la informacion recopilada para obtener variables a nivel de unidad de superficie de rodal. Los
Capitulos restantes estan destinados al andlisis de topicos especificos, esto es volumen en el
Capitulo 3, forma fustal en el Capitulo 4, biomasa en el Capitulo 5, crecimiento en el Capitulo
6, y estructura y densidad de rodal en el Capitulo 7.

El nivel de detalle en cada Capitulo esta pensado para que el aprendiz pueda captar los
conceptos detras de cada técnica y pueda realizar aplicaciones practicas tipicas en esta area del
conocimiento. Asi, este documento no solo es una guia util para quien estd iniciando su
formacidn, sino también para el profesional que labora en este campo. Es de esperar que el
documento contribuya en forma significativa a todos aquellos que decidan invertir tiempo en
su lectura; asimismo, el autor agradecerd a todo aquel que con sus observaciones y
comentarios contribuya al mejoramiento permanente del mismo.



1 Conceptos basicos sobre regresion y correlacion

El andlisis de regresion es un método estadistico para el estudio de la interdependencia entre
variables. El analisis se centra en el estudio de la relacion matematica entre variables, con el
objetivo de predecir valores de una o mas variables dependientes a partir de un conjunto de
variables predictoras. El andlisis asume que la variable predictora o independiente es no
aleatoria, esto es que puede ser manipulada por el experimentador. El analisis de correlacion,
en tanto, se ocupa de la fuerza o intensidad de la asociacion entre las variables. Asume que
todas las variables son aleatorias.

En el andlisis de regresion, la interdependencia entre variables se expresa a través de
relaciones matematicas (funciones). Por su intermedio puede conocerse cudnto cambia la
variable dependiente (y) por unidad de cambio en la variable independiente (x), y predecirse el
valor de y asociado a un valor especifico de x. La utilidad de una funcion radica en que a partir
del conocimiento de una o mas variables faciles de medir puede estimarse otra variable dificil,
cara o imposible de medir en condiciones normales de muestreo. Ello permite aumentar la
eficiencia y reducir el costo de las estimaciones.

El modelo de regresion lineal bésico es
v, =B +B &, +¢g,,

donde:

v es la variable dependiente en el i-ésimo individuo de la poblacion,
x; es la variable independiente en el mismo individuo,

< es un desvio o error aleatorio,

-3 sonlos parametros de la regresion.

La variable dependiente también se denomina variable de interés, porque es €sta la variable
que interesa estimar a partir de la variable independiente. Esta, a su vez, recibe también el
nombre de variable auxiliar, ya que a partir de ésta se puede conocer el valor de la variable
dependiente en el modelo. En el analisis, cada individuo aporta un par de valores (y;, x;), €l que
graficado en un sistema de coordenadas cartesianas corresponde a un punto (Fig. 1), y cuya
posicion es exactamente representada mediante la relacion v, =B, + B, [%; +€,. La linea recta,

cuyo modelo matematico es ¥, = B, + B Lf;, representa la linea de regresion poblacional.

En el analisis de regresion, el problema basico radica en estimar los pardmetros de la funcion
de regresion poblacional, de la manera mas exacta posible, a partir de observaciones
contenidas en una muestra. Normalmente se acompafia del andlisis de correlacion, sobre el
grado o fuerza de asociacion lineal entre esas variables.
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Figura 1. Grafico de dispersion de puntos y la linea de regresion poblacional lineal simple.

A continuacidon se describen aspectos generales relacionados con el ajuste de modelos de
regresion. Primero se revisan los supuestos basicos de regresion, las consecuencias de su
violacion y pruebas para la deteccion de su cumplimiento; mas adelante se presenta el ajuste
de modelos. En los supuestos que se presentan a continuacion, los parametros de la regresion

se expresan en términos generales como /3 y los estimadores respectivos como b;.

1.1 Supuestos basicos de regresion

El método mas usado en el andlisis de regresion es el de cuadrados minimos ordinarios
(CMO). Su nombre deriva del procedimiento utilizado para obtener los estimadores de los
pardmetros de la regresion, consistente en minimizar la suma de los cuadrados de los desvios
de los valores observados respecto de la linea de estimacion (ver Fig. 1). El método CMO es
computacionalmente simple y, cuando se cumplen ciertos supuestos, presenta varias
propiedades estadisticas que lo hacen eficaz (Gujarati 1981).

Supuesto 1. Valor esperado de los desvios cero.

x,)=0.

1

Ele

i

El valor esperado de los desvios de la poblacion de valores y, respecto de su valor promedio,
es cero para cualquier valor fijo de x (Fig. 2). Ello implica que las estimaciones de los valores
medios de y en cada nivel de x son insesgadas.

La violacién de este supuesto solo afecta el intercepto de la regresion (la constante by), cuando
el valor esperado de los desvios es constante para los diferentes valores de x. Por el contrario,
si el valor esperado varia entre valores de x, la estimacion de los coeficientes de regresion (

b, ;i =1) puede ser sesgada e inconsistente.



Figura 2. Valor esperado de los desvios en tres diferentes niveles de la variable explicatoria x.

Supuesto 2. No hay autocorrelacion entre los desvios.
COV(“:”EJ) = E(“:i Ekj) = Eﬂgi _E(gi)ngj —E(gj)“ = E(‘Ei Dij) =0 i),

El supuesto es que no hay (auto)correlacion entre los desvios & y &, . Esto implica que para
cualquier valor dado de x, los desvios de y respecto de su valor promedio no presentan ningun
patrén sistematico (Fig. 3). La deteccion de la autocorrelacion se realiza mediante la prueba de
Durbin-Watson.

Supuesto 3. Homocedasticidad de varianza.
Var(£i|xi) = Ele, - E(e)|’ =E(})=0?.

La varianza de los valores de y es una constante igual a o~ , independientemente del valor de
x (Fig. 4, izquierda). Cuando este supuesto no se cumple (Fig. 4, derecha) los estimadores
CMO son insesgados y consistentes, pero ya no son eficientes para ningun tamafio de muestra;
es decir, su varianza ya no es minima. Esto implica que los intervalos de confianza para los
parametros de la regresion ( £3) seran innecesariamente anchos y las pruebas ¢y F de
significancia tendran menor potencia.

Al usar CMO cuando hay heterogeneidad de varianza, los estimadores de los coeficientes no
tienen varianza minima y los estimadores de la varianza de los coeficientes estimados son
sesgados. Asi, se altera el nivel de confianza de las pruebas de hipdtesis de los pardmetros del
modelo y la precision de las estimaciones realizadas con el modelo, las cuales tendran una
distribucién muestral mas amplia que la asumida para el modelo. El componente de error en la

funcion es dificil de estimar cuando la varianza tiene un sesgo desconocido (Gregoire y Dyer
1989).
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Figura 3. Diferentes patrones de autocorrelacion: (a) positiva; (b) negativa; (c) ninguna
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Figura 4. Homogeneidad de varianza (izquierda); heterogeneidad de varianza (derecha).

Hay dos opciones para el ajuste de modelos con errores heterogéneos. La primera es modelar
la heterogeneidad de varianza y eliminar su efecto en la estimacion de los parametros del
modelo, esto es utilizando regresion ponderada o cuadrados minimos ponderados. La segunda
es ignorar la heterogeneidad, pero usar métodos de ajuste resistentes a esa heterogeneidad.

La modelacion de la heterogeneidad requiere datos medidos en cada nivel de x. De lo
contrario es necesario dividir la muestra en intervalos arbitrarios uniformes (igual amplitud) y

pequenos, y tomar una muestra grande para estimar bien el patron de varianza (Gregoire y
Dyer 1989).

Para la deteccion de la heteroscedasticidad se puede hacer un andlisis de regresion bajo el
supuesto de que ésta no existe; posteriormente se hace un analisis grafico de los residuos,
graficando el cuadrado de los desvios contra el valor estimado de y (Fig. 5) o contra el valor
de x. Otra opcion es agrupar valores de y y calcular la varianza para diferentes valores de x.
Esos datos pueden analizarse mediante regresion o mediante una prueba de Bartlett.
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Figura 5. Patrones de los cuadrados de desvios respecto a y estimado: a) ninguno; b, ¢) lineal; d, ) cuadratico.

Supuesto 4. Distribucion normal de los desvios.

g, ~ N[0.0?).

Los desvios se distribuyen normalmente, con media cero y varianza o> (ver Fig. 4,

izquierda). El supuesto involucra los tres supuestos anteriores:

v)=0

E(e

i

Ele,&,)=0; i# ),

E(g})=0",

Cuando el supuesto de normalidad se cumple, los estimadores CMO de los pardmetros de la

regresion y de la varianza ( /3 y o ) presentan las siguientes caracteristicas:

Y

2)

3)

4)

S)

Son insesgados.

Tienen varianza minima. Ademas de ser insesgados, los estimadores son eficientes;
esto es exactos, precisos e insesgados.

Son consistentes. A medida que el tamafio de la muestra aumenta, el valor de los
estimadores tiende al valor del pardmetro; la distribucion muestral se reduce de
amplitud.

b, ~N(ﬁi,0 ,f ) Los estimadores de los pardmetros de la regresion ( £3) estan

normalmente distribuidos, con media igual al pardmetro y varianza conocida.

La varianza de los parametros de la regresion ( £3) es minima. Esto significa que los
estimadores son precisos.



La violacion del supuesto de normalidad no es importante si el objetivo es solo realizar
estimaciones, porque los estimadores siguen siendo insesgados. Si es importante para pruebas
de hipotesis y prediccion, ya que en €stas se usa el valor de . Sin embargo, aunque no haya
normalidad en los desvios, los estimadores CMO tienden a distribuirse normalmente a medida
que el tamafo de la muestra aumenta.

Supuesto 5. No hay multicolinealidad entre las variables explicatorias.

La multicolinealidad se refiere a la existencia de una relacién lineal entre las variables
independientes. Cuando existe y es perfecta (exacta) los parametros de la regresion ( £3) son
indeterminados y su error estandar es infinito; cuando no es tan exacta, la estimacion de los
parametros de la regresion ( £3) es posible, pero sus errores estandar tienden a ser grandes.

La sefial mas clara de la presencia de multicolinealidad es cuando R* es muy alto, pero los
coeficientes de regresion no son significativos. Otra forma de detectarla es estimar cada x; en
funcion de las restantes x del modelo y obtener los coeficientes de determinacion

: 2 r s ~ ,
correspondientes ( R;”); un valor alto de éste para una x; especifica sefiala que esa x; estd

altamente correlacionada con el resto de las x, pudiendo ésta ser eliminada del modelo
(Gujarati 1981).

1.2 Los supuestos de regresion en Dendrometria

El andlisis de regresion es de uso comun en Dendrometria, para la modelacion de la relacion
entre variables. En este campo, una variable de gran interés es el volumen de madera
contenido en el fuste de los arboles. Asi, tradicionalmente, se han realizado importantes
esfuerzos para obtener modelos que estimen con precision el volumen a partir de variables de
medicion fécil, como el didmetro y la altura total del arbol. Por cierto, parte de estos esfuerzos
han estado orientados a determinar el cumplimiento de los supuestos basicos de regresion. En
la practica, es habitual detectar que uno o mas de los supuestos no se cumplen.

En el caso especifico de estimar el volumen, la muestra de arboles no satisface tres asunciones
basicas del método CMO: a) distribucion normal respecto al dap; b) homogeneidad de
varianza respecto a dap?altura; y ¢) muestreo aleatorio simple. Esta altima asuncion se aplica
en la estimacion de intervalos de confianza, pero normalmente se toma una muestra distinta,
estratificada o por conglomerados, cuyas varianzas son bastante mas grandes que las del
muestreo aleatorio simple (Cunia 1964).

La heterogeneidad de varianza parece ser la asuncidon mds importante, ya que tener buenos
estimadores de los volimenes de los arboles (e.g. una funciéon de volumen) a menudo interesa
mas que estimar los intervalos de confianza. Una solucién a la heterogeneidad de varianza es
transformar mediante logaritmos el volumen, pero esta transformacion introduce sesgos en las
estimaciones. En este caso, el modelo estima la media geométrica en vez de la media



aritmética, siendo la primera menor que la segunda; asi, se subestima el valor esperado. La
solucion insesgada es aplicar cuadrados minimos ponderados (CMP) estudiando el patrén de
varianza (Cunia 1964).

Una opcidn para aplicar CMP es estratificar la poblacion en la mayor extension posible, esto
es con n estratos (siendo 7 el tamafio de la muestra) basados en la variable dap?; luego se
selecciona una unidad (arbol) por estrato, ya sea al azar o con probabilidad proporcional al
tamafio. Este procedimiento permite obtener estimadores menos sesgados y muy eficientes
(Schreuder y Ouyang 1991).

1.3 Estimacion de los parametros del modelo de regresion lineal simple

1.3.1 El método de minimos cuadrados ordinarios

El modelo de regresién lineal simple poblacional es v, =B, + B, [, +&;, en el que y; y x; son,
respectivamente, la variable de interés y la variable auxiliar en el i-ésimo individuo de la
poblacion; & es un desvio aleatorio; /3 y /A3 son los parametros de la regresion (ver Fig.
1). Al operar con una muestra, ¢l modelo de regresion se expresa mediante y; =b, +b, [k, +&,,
enel que b, y b, son, respectivamente, los estimadores de la constante /3 y del coeficiente

/3 de la regresion poblacional. En lo que se describe a continuacion se asume que se esta
operando con una muestra de tamafio n, a partir de la cual se derivan formulas para los
estimadores. Esas formulas son también validas para el trabajo con todos los individuos de la
poblacion; basta cambiar el limite #» de las sumatorias por N (el tamafio de la poblacion) y los
simbolos de los estimadores por aquellos de los pardmetros (b, por /3 y b, por [3).
Aunque aqui el trabajo se centra en un modelo lineal simple, la metodologia que se describe es
aplicable también a regresion lineal multiple. En este caso, naturalmente, el proceso es mas
complejo; asi, el ajuste es mas aconsejable realizarlo mediante matrices.

Existen diferentes métodos para la obtencion de los estimadores &, y b, de los parametros
poblacionales. El mas conocido es el de cuadrados minimos ordinarios (CMO). Mediante este
método, los valores de b, y b, se obtienen de manera que la suma de desvios al cuadrado

"

2 s .y .
& sea minima. Cuando los supuestos de regresion se cumplen, especialmente el

=1 !

referido a homogeneidad de varianzas, el método es eficiente.

El ajuste del modelo de regresion, cuando el supuesto de homogeneidad de varianzas se
cumple, se realiza a partir de la suma simple de los desvios al cuadrado (relacion [1]). La
minimizacion de la funcion de desvios implica que las primeras derivadas parciales de la suma
de desvios al cuadrado, respecto de cada estimador de los parametros de regresion, deben ser
iguales a cero.



&= v -b-bx) [1]

La primera derivada de la suma de desvios con respecto a la constante de regresion &, es

n

oS £) n

ﬁ :21':1 (yi _bo _bl-xi)(_l) = _2;(% _bo _blxi) =0’

’
n =1 1

n n
de modo que b :%Zi:lyi—bll _ X, ,estoes

by =y —b,X [2]
donde:
V es el promedio de la variable dependiente,
X es el promedio de la variable independiente.
Reemplazando [2] en [1],

Z:’zl g = Z; (v, —(y —bx)—byx,)* = z; ((y, =9)—b,(x, =x))*; tomando la derivada

parcial de esta lltima expresion respecto a b, e igualando a cero, esto es

n

Ay,

o =23 0= s~ P~ =0

realizando el producto y acomodando los términos resultantes se obtiene la relacion
Z;(y" —)(x, —X) =b, Z:’zl (x, =X)*. Asi, el estimador del coeficiente de regresion

poblacional es

S O, - - %)
b1 - i=1

[3]

Y =%’

1

Al dividir el numerador y el denominador de la relacion [3] por (n-1), esto es el namero de
grados de libertad para el andlisis de la variabilidad de cada variable en el modelo, se obtiene

— 2 r y . . . ., .
b, =s, /s;; ésta es una formula opcional para estimar el coeficiente de regresion a partir del

cuociente entre la covarianza (s,, = z; (x, =X)(y, =¥)/(n=1)) y la varianza de x (s ). El



coeficiente de regresion también puede estimarse con b, =7s, /s, relacidn que se obtiene a
partir del coeficiente de correlacion (7 =s,. /5,5, ; ver mas adelante en este Capitulo) y de las

desviaciones estandar de y y de x (5, y s, , respectivamente).

1.3.2 El método de minimos cuadrados ponderados

El ajuste del modelo de regresion mediante el método de minimos cuadrados, cuando el
supuesto de homogeneidad de varianzas no se cumple, requiere de la ponderacion de los
desvios al cuadrado. Este método recibe el nombre de cuadrados minimos ponderados. Ahora
los estimadores de los parametros de la poblacion deben asegurar que la suma de desvios al

n 2 _ n 2 , . .

cuadrado ponderados Z‘- wE = ZA_ w, (¥, —=b, —b,x,)” sea minima, siendo w; un factor
=1 1 1 i=1 1 1 1

de ponderacion que corrige la heterogeneidad de la varianza.

El minimo de la funcion de desvios ponderada se logra de nuevo igualando a cero las primeras
derivadas parciales de la funcién con respecto a cada parametro en el modelo. En el caso de la

constante b, , la primera derivada es

n

O(Zwief) ) )
i:éT :Z;Wi(yi _bo _blx[)(_l) = _2;“}[(% _bo _bl'xi) =0’

de modo que el estimador de la constante de regresion es

n n
w,y; —b, Z WiX;
—_ = i=
b, = -

w.

i
i=1

[4]

La primera derivada de la funcién de desvios ponderados con respecto al coeficiente de
regresion b, es

G(Z w.E) ) )
l:abl = 2zwi(yi _bo _blxi)(_xi) = _22 W,»(yix,- —box,. —blxiz) =0’

i=1 i=1

esto es

n n
Z w,y;X; = b, Z W, X;
_ = o
- )

2
W.X.

i7vi
i=1

1



Reemplazando el estimador de la constante 5, (relacion [4]) se obtiene la formula para la
estimacion del coeficiente de regresion

[5]

El factor w; en [4] y [5] debe homogeneizar la varianza de y. Asi, su valor dependera de la
varianza de y (que es lo mismo que decir la varianza de los desvios o errores), en los distintos
niveles de la variable x. Especificamente, w, =1/ f(s?), relaciéon en la que 1 (s2) es el

modelo de la varianza de y en funcion de x. Con esa estructura, es evidente que el factor de
ponderacion homogeniza la varianza de y y la convierte en unitaria.

Existen tres patrones tipicos de varianza que pueden facilmente ser captados y reducidos
mediante el factor de ponderacion w;. El primer caso es cuando se cumple el supuesto de que
los desvios se distribuyen normalmente, con media cero y varianza constante, lo que se

simboliza mediante &, ~ N (0, s? ) . Aqui, el patrén de varianza queda determinado por s; =k,

es decir un valor constante. Asi, w, =1/k , valor que reemplazado en la relaciones [4] y [5]

permite obtener las foérmulas ya presentadas para la constante ([2]) y el coeficiente de

regresion ([3]). El segundo caso corresponde a un patron de varianza de y proporcional al
nivel de la variable x, es decir s} =k &, y w, =1/ (k Dci); el tercer caso, en tanto, involucra
patrones de varianza de y proporcional al cuadrado de la variable x, es decir s. =k & y

w, = 1/(k Dciz). Esas expresiones, reemplazadas en las relaciones 4 y 5, permiten obtener las

formulas adecuadas para estimar los pardmetros de regresion en cada condicion particular. Los
tres patrones de varianza analizados son relativamente simples, y con ello es facil reemplazar
la expresion para el factor de ponderacion w; en las formulas de estimacion de los parametros
de regresion y obtener asi formulas para la estimacion directa de los parametros. En
situaciones mas complejas es mas aconsejable modelar la varianza de los residuos y modificar
todas las variables en el modelo antes de realizar el ajuste (ver Clutter et al. 1983 para
aplicaciones a funciones de volumen).

1.4 Las varianzas en regresion lineal simple

1.4.1 La varianza en torno a la linea de regresion
La varianza en torno a la linea de regresion se obtiene a partir de la sumatoria de los desvios.
En ello se utiliza la relacion s;x =1/(n —2))2:;1 (¥, —9,)>. Sumando ¥ —¥ =0 en esa

relacion, la suma de desvios no cambia, pero el desarrollo de la nueva expresion permite
visualizar de qué depende el valor de la sumatoria en cuestion. Asi,

10



Z(yi_j}i-'-.)_/_)_/)z z[(yi_y)_(j}i_y)]z
g2 = — = .
- n—2 n—>2

Reemplazando ¥, =b, +b,x, y ¥ =b, +b,X en el segundo componente del binomio de la
ultima relacion,

i[(y" _J_/)_(bo +b1xi _bo —blf)]z S [(yi _)_’)_bl(xi _f)]z
S% = = = =l ?

- n-2 n-2

desarrollando el cuadrado del binomio,
Z[(y[ _J_})z _2bl(yi _J_})(xi = X) +b12(xi _)_C)z] z (yi _J_})z _2b1 Z (yi _y)(xi = X) +b122 (x[ _)_C):
i=1 — =l i=1 i=1

2 _
g2 =1

- n-2 n-2

esto es

n—1
2 = > (si —2blsyx +b12si)' [6]

n—
Combinando el coeficiente de regresion b, = ZLI (x, =)y, —»)/ z; (x,—x)° y la
covarianza s, = Z’; (x; =X)(y; =¥)/(n—1), se obtiene (n—1)s, =b Z=1 (x, —%)*, o
sea s, =b;s; . Reemplazando esa igualdad en [6] se obtiene

st =22 sz bis?)

= , [7]

la cual es equivalente a

(yi _37)2 _b12 Z('xi _f)z
Séx — = =T .
n—2

Con b, = z:;l (x, =)y, =»)/ z:;l (x;, —X)’, y definiendo el coeficiente de determinacion
r: = [Z:;l (x, =)y, = VI /[z:'=1 (x, —X)° z:;l (v, =9)°1 (ver relacién 19), es evidente

que b =r’[> 7 (x, %) 0, =W (x, =%)’]*; o sea, b’ =r’s/s]. Luego,

[7] se transforma en s;, =[(n —1)/(n —=2)]s; —(r’s} /s7)s]; es decir

11



2 I’l—l

Sh = s;(l—r2). [8]

1.4.2 Las varianzas de la distribucion muestral de »,, 5, y ¥,

1.4.2.1 Varianza de la distribucion muestral de 5,

La  formula para obtener el coeficiente de  regresion  (relacion  [3])
b, = Z; (y, = ¥)(x, =x)/ z; (x, —%)* es equivalente a
b, = z; v, (x, =x)/ z; (x, =X)*. En esta Gltima relacion, si se reconoce que los x; (
i =1,...,n) es un conjunto de valores fijos y que ¢, =(x;, —=X)/ Z; (x, —X)* es un conjunto

. . 4 — n
de constantes, entonces la varianza muestral del coeficiente de regresion b, = » _c,y; se

. . 2 - 2.2 2.2 2.2
obtiene a partir de s, =¢;s, +tcys, +..+c,s

2 - n 2.2
yoestoes s, =% ¢, .0 sea,

ZSJZ/i (x; _3?)2
2 _ =l
Sh T [9]

Buon

. 2 . .y , . .7
La varianza s, en [9] corresponde a la variacion de y; en torno a la linea de estimacion en el

punto en que x =x,, es decir la varianza de los valores de y en el punto en que x =x;. Si se

asume que esa varianza tiene un valor fijo 3., independiente del valor de x, la relacion [9]

se reduce a s; =5 y%x / z; (x, —x)*. La formula para estimar la varianza de la distribucion

muestral del coeficiente de regresion 5, ([10]) se obtiene reemplazando en la ultima relacion
. n N2 1V G2

la igualdad Zizl (x, =X)> =(n—=1)s’.

2
2 - S 5x
Sbl (n _1)S2 . [10]

1.4.2.2 Varianza de la distribucién muestral de 5,

La constante de regresion se obtiene a partir de b, =y —b,X (relacion [2]), de modo que,
aplicando la propiedad de la varianza de una diferencia, la varianza de la constante de
regresion es
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2 2 =22
Sy =85 XS, [11]

Con y = Z:;l v,/ n, siendo n el tamafo de la muestra, un conjunto fijo de datos, la varianza

2
s5 queda expresada por

2 1 2 2 2 — 1 g 2
§2=—I\s> +s5° +..+5° ——Zs .
y 2 N Y2 2
n n’ &

En esta relacion, como ya se explicé antes, s, es la variacion de y; en torno a la linea de

., — ey . 2 ’
regresion en el punto en que x =x,, variacidn que se asume constante e igual a 55, . Asi,

»_ 1, l—n 2 _ Six

Reemplazando esta expresion y la de la varianza del coeficiente de regresion b, (relacion
[10]) en [11] se obtiene la varianza de la distribucion muestral de la constante de regresion

([12D.

2 2.2 2 2.2 B _ E

eosh TS i i .8, & ¢

by _ 2 n Fx n [
n (I’l I)S n Z —\2 Dl —=\2

¥ (xi —X) ] Z( i —X)" C

= 1 = C

n n

n n
HZ (x, =X)* +nx’ 2 fo —2)?2 X, +nx’ +nx’ inz - 2nx’ + 2nx’
0= = = — 2 =
U

D: S2 n
nz (x, - %)’

=s-

n »x B2y

0 7y (x-%" [ ny (3= %)
|:| = |:| i=
esto es

2 2

S le.
» _ & [12]
Sb() - 2"
n(n—1)s:

1.4.2.3 Varianza de la distribuciéon muestral de »;

La variable de interés para el valor medio de la variable explicatoria se estima a partir de la
e, oA — _ . 2 _ 2 _=\2 .2
relacion ¥, =¥ +b,(x, —X), de manera que su varianza corresponde a §; =S5 +(x; =X)"s, .

En esa relacion, s =(si./n) (ver arriba) y s, =s;, /[(n—Ds}] (relacién [10]), con
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s3 =[(n =D /(n —2)1(s2 —bs}) (relacion [7]). Asi, la varianza de la distribucién muestral de

¥, queda definida por

O (x,-%)° n
st =42 + ——E
O sl gl NG [13]

donde:

52
S5 ,es la varianza de la distribucion muestral de la variable de interés, calculada a un nivel especifico x; de
fa variable auxiliar,

2
S 5x es la varianza en torno a la linea de regresion,
2 2
S, »Sx son las varianzas muestrales de la variable de interés y auxiliar, respectivamente.

Asi, si se desea estimar la varianza de la distribucion muestral de la variable de interés en el
nivel x;, =4, o en el nivel x,=X | las formulas corresponden a las relaciones [14] y [15],

respectivamente.

Dl _\2
S; :Séxlj_-l-u —iE [14]
" m  (n—1)s; NG

s; =5 (X %) 15
Y yx[ql (n=1)s; N[ [15]

1.5 Componentes de la suma de desvios al cuadrado en regresion y el
coeficiente de determinacion

1.5.1 Componentes de la suma de desvios al cuadrado en regresion

En regresion lineal, la suma de desvios al cuadrado en torno del promedio de y [
z; (¥, =9)?] se descompone en desvios debidos a la regresion y residuos. Sumando

¥:—», =0, esa suma no cambia, pero después de cierto desarrollo de la expresion
z (y,—y)7 = Z[()AG )+, =y )]2 se visualiza como se descompone la sumatoria de
i=1 i=1
desvios en cuestion. Asi, desarrollando el cuadrado del binomio,
z(yi _)7)2 = Z(J’}I _J_/)z + z(yi _)A/i)z +2z(.j>i _J_})(yi _J’}i) [16]
i=1 i=1 =1 i=1 :

El ultimo componente de la derecha de la relacion [16] es igual a cero. Eso se demuestra
reemplazando en ese componente la funcion para estimar la variable de interés para el nivel

medio de la variable independiente [ , =¥ +b(x; —X) ]; esto es
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22(%—fX%—ﬁJ=2§}?+h09—@—Pﬂx—f—b&%—iﬂ
=20,y (5, =9y, =7 = b (x, = 9]

=255 (v, B0~ P~ (-0

Reemplazando &, por b, =5 _(x, =X)(», =¥)/S _(x, —X)*, dentro del paréntesis
i=l i=1

cuadrado de la ltima expresion,

n i Se-D0-D, 0
2; ()A/z -, _J;i): Zblg (xi X))y -y~ = n z (x; _E)ZB: 0.

H ; (xi _ f)Z i=1 H

En consecuencia, la variabilidad total en torno al promedio de la variable y (sct: suma de
cuadrados total) se divide en variabilidad explicada por la regresion (scr: suma de cuadrados
de la regresién) y variabilidad residual (sce: suma de cuadrados del error). Esto es
sct = scr t sce (relacion [17]).

Y 0 =P EY G Y 09 [17)

1.5.2 El coeficiente de determinacion

El coeficiente de determinacion 2 sefiala la proporcion de la variabilidad de la variable
dependiente (y) que es explicada por la variable independiente (x) en la regresion. Asi,
r’ = % (ver relacion [17]), es decir

SC

n

/ (JA/I _)_})2

_Z@;@”

2

r [18]

Reemplazando ¥, =¥ +b,(x; —X) en el numerador de la relacion [18],
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> (7+b,(x, =)= )

r

S (3, - 7)° (-5’
2

siendo b, = Z (x, =x)», —»)/ Z (x, —X)*, entonces
im1 i1

Eﬁ (x; = X)(, ‘i)g n (x, = X)*
o2 2 O = ,

Eﬁ (x, —X)ZEZ Zl(yi =)’

por consiguiente,

@f (=50, -l
p2 = LI ]

Z('xi _)_C)ZZ(yi _)7)2 .

i=1 i=1

[19]

2.2
N

. . .y .y . 2 2
El coeficiente de determinacion también puede representarse mediante 7~ =s, /s;s;,

relacion en la que s, = Z (x; =X)(y; =¥)/(n=1) es la covarianza, en tanto que s, y s

i=1

son las varianzas de y y de x, respectivamente.

1.6 Estimadores de regresién

En forestal existen muchas situaciones en las que se presentan relaciones lineales entre
variables que posibilitan la aplicacion de estimadores de regresion. En arboles individuales se
observan relaciones lineales entre el volumen y dap?, entre el volumen y el area basal, entre el
volumen y dap’altura. En parcelas de muestreo se observan relaciones lineales entre el
volumen y el area basal, entre el volumen y la cobertura de copas, entre el volumen real en
terreno y el volumen estimado en fotoparcelas.

La funcion obtenida del ajuste del modelo de regresion posibilita la estimacion de pardmetros
poblacionales (por ejemplo, el valor de la variable de interés en un nivel especifico de la
variable auxiliar). La estimacion puede ser puntual, generando un valor tinico para el valor
buscado, o incluir algiin indicador de la precision asociada a la estimacion. En este caso se
obtienen dos valores que sefialan los limites dentro de los cuales deberia encontrarse el
verdadero parametro poblacional. Algunos de los conceptos asociados a la estimacion por
intervalos se discuten a continuacion.
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1.6.1 Distribucioén en el muestreo

Al utilizar estimadores de regresion se generan varias distribuciones muestrales, una por cada
estimador. Asi se genera la distribucion de 3 , la de »,, estimado por regresion, la de X , la
de b, (estimador de £3)y la de b, (estimador de /F). Cada una de esas distribuciones

tiene 4 valores muestrales (4 =N!/[n!(N —n)!]), cuando de la poblacion se obtienen
muestras de tamafio 7.

Los parametros de la poblacion, si pudieran medirse todos los individuos que la componen,
podrian calcularse con las relaciones siguientes. La derivacion de las formulas para 3y /3

que se presentan a continuacion se realizé mediante el procedimiento ya descrito de minimos
cuadrados ordinarios; los detalles pueden revisarse mas atrés en este Capitulo.

[30 :l’ly _lglux,
N
Z(yi _:uy)(xi —H,)
ﬂl = = N ’
z(‘xi _llx)2
i=1
N —1
S2 =——\S. -BS!
x N_2( v [;1 x)a
z 2
Z(yl _/'ly)
SZ - i=1 s
’ N-1
il 2
Z(‘xi _/Jx)
SZ - i=1 4
! N-1
con
N
Zyi
U, =—"}v
N
%
U, TN
donde:

A3 - /3 son la constante y el coeficiente de regresion poblacional, respectivamente,

17



2
S5« eslavarianza poblacional en torno a la linea de regresion,
S 2 2 . . . . , . .
» > x son las varianzas poblacionales de la variable de interés y auxiliar, respectivamente,

K4, > £ son los promedios poblacionales de la variable de interés y la variable auxiliar, respectivamente,

Vi, X; son los valores de la variable de interés y la variable auxiliar en el i-ésimo individuo de la poblacion,
respectivamente,

N es el tamaiio de la poblacion.
1.6.2 Estimacioén de parametros

Los estimadores b, y &, de la regresion se obtienen a partir de las mediciones realizadas en
los individuos muestreados (ver mas atras en este Capitulo la derivacion de las formulas;
método de minimos cuadrados ordinarios). Los valores de b, y b, obtenidos del ajuste

aseguran que la recta de la relacion entre y y x pase por el centro de la nube de puntos ;. x,.
b, =y —bx,

(yi _.)_;)(xi = X)
b= ,

Zm—w

n—1

Y (sj —blzsf) ,

Z_Z@ﬁ@{
n-1

2 Zu;mi

n-1

con
n
Z Vi
- _& ,
Y n
n
>
F=A
n
donde:
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by, by son la constante y el coeficiente de regresion muestral, respectivamente,
2
S $x es la varianza muestral en torno a la linea de regresion (ver mas atras en este Capitulo),

2 2
S, »S+ son las varianzas muestrales de la variable de interés y auxiliar, respectivamente,

V. X son los promedios muestrales de la variable de interés y la variable auxiliar, respectivamente,

i, x; son los valores de la variable de interés y la variable auxiliar medidas en el i-ésimo individuo de la
muestra, respectivamente,

n es el tamafio de la muestra.
La estimacion de la variable de interés, para un valor especifico de la variable auxiliar, se
realiza mediante el modelo matematico ajustado con la informacién muestral [ ¥,, =b, +b,x],
o mediante una modificacion que solo utiliza el coeficiente de regresion. La recta de
estimacion V,, =b, +b,x pasa por el punto (V.X), o sea ¥ =b, +b,X; por consecuencia
Y. =¥ +b(x—X), es una relacion que permite estimar conociendo solo el coeficiente de
regresion. En esta ultima relacion, el factor (x —x) corrige la estimacion muestral de V' y
posibilita estimar tanto el valor de y en cualquier nivel x de la variable auxiliar, como la
varianza correspondiente. Asi, cuando interesa estimar y en el nivel promedio £4, en la

relacion correspondiente se reemplaza x por £4.

Yau =Y +b (L, —X),

=2
§2 :nggl_+(ux x) _n
r g M (n—l)sf N

g
C

donde:

y " €S e] estimador de regresion lineal del promedio de la variable de interés, en el nivel promedio de x (

S )z/,,_ es la varianza de la distribucion muestral de la variable de interés, estimada mediante regresion en el
nivel promedio de x,
V. X son los promedios muestrales de la variable de interés y auxiliar, respectivamente,
/4 es el valor promedio poblacional conocido de la variable auxiliar .
La varianza del promedio estimado de la variable de interés, para un nivel especifico x de la
variable auxiliar, se calcula a partir de los desvios entre los valores observados y los estimados
mediante la regresion ajustada (relacion [14]). En aquellas situaciones en que x =M, =X se

logra la maxima precision en la estimacion.

El intervalo de confianza para la variable de interés, en el nivel x = £ de la variable auxiliar,

se establece a partir del estimador »,, y su respectivo error de estimacion €5 .

Vv, *e.
yrl Y ®

-~ =1S-
Y Yri o
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donde:

€3, esel error de estimacion en el nivel promedio de x (¥ = ),

t es el valor del ¢ de Student con (n-2) grados de libertad y una confianza especifica,
S5, es el error estandar de estimacion en el nivel promedio de x.
Los limites inferior y superior del intervalo de confianza para el promedio de la variable de

interés, estimado en el nivel x =4 de la variable auxiliar, estan dados por /; =¥, —e; 'y

I, =y, +e. | respectivamente. El total poblacional se estima con Y, =y +b (X —X),

relacion en la que X es el total conocido de la variable auxiliar. El total estimado tiene como

limites de confianza inferior y superior £; =Y,, —e; y L =Y, +e; | respectivamente, en

| ]

los que €; =I5, es el error de estimacion del total; ese error se obtiene a partir de la varianza
rl rl b

|

I

g [l

. Estimaciones para otros niveles de x se realizan reemplazando el nivel de x deseado en la

N
del total estimado en el nivel x = X, es decir mediante la relacion S P S

formula de estimacion (¥, =¥ +b,(x—X)), y en la formula para la varianza de la

distribucion respectiva (

L
N S{T ”' XI N' SI ” ); en este caso, el error de estimacion es

I

.H {

También pueden obtenerse intervalos de confianza para los parametros de la regresion, a partir
de las varianzas de las respectivas distribuciones muestrales (ver mas atrds en detalle el
desarrollo de las formulas).
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donde :

2
Sp, es la varianza de la distribucion muestral de la constante de regresion,

2
S'p, es la varianza de la distribucion muestral del coeficiente de regresion.

1.6.3 Determinacién del tamaio de la muestra

El numero n de individuos que debe seleccionarse y medirse en la poblacion, para lograr una
precision determinada y con una confianza especifica en la estimacion del promedio
poblacional de la variable de interés, se determina en base al error de estimacion deseado y la
varianza en torno a la linea de regresion.

Nt’s?

n=——=~—
- 2 2.2
Ne® +t%s3 °

donde:

N es el tamafio de la poblacion,
t es el valor de ¢ de Student para un nivel de confianza especifico y n-2 grados de libertad,

2
S 9 es la varianza en torno a la linea de regresion,

ees grli Styor de estimacion deseado en la variable de interés, expresado en la unidad de medicion de la
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2 Caracterizacion de rodales

Un rodal es un conjunto espacialmente continuo de arboles y otros vegetales asociados,
suficientemente uniforme para constituir una unidad de manejo, la que puede diferenciarse
claramente de los rodales adyacentes por su edad, composicion de especies, estructura, o por
las caracteristicas fisiograficas o climaticas en que crece. La caracterizacion del estado del
rodal en un momento especifico del tiempo se realiza a partir de mediciones en los arboles y
observaciones en parcelas u otro tipo de unidad de muestreo. En este Capitulo se describen
esas mediciones y el proceso de la informacion recopilada en el muestreo.

2.1 Recopilacion de informacién en terreno

En la captura de informacion en rodales es habitual trazar numerosas unidades de muestreo,
las que posteriormente deben procesarse en conjunto para obtener valores promedio por
unidad de superficie de rodal. La informacion se recopila en terreno en unidades muestrales
cuyo tamafo, forma y distribucion se han definido de antemano. Posteriormente, las variables
que estan relacionadas con la superficie de la unidad muestral se expanden para estimar el
valor por unidad de superficie (hectarea) del rodal. Esa expansion se realiza mediante el factor
de expansion, cuyo valor es funcion del tamafio de la unidad de muestreo. Al utilizar parcelas
de muestreo tradicionales puede lograrse que el factor de expansién adquiera un valor
constante, lo que facilita el procesamiento de la informacion. Existen a su vez otros tipos de
unidades muestrales, en los que el factor de expansion es variable.

El factor de expansion es un multiplicador de las caracteristicas de rodal que estan
relacionadas con la superficie de la unidad muestral. Por convencion, el tamafio efectivo de la
unidad muestral se expresa en el plano de horizontal, que es el plano de referencia para la
presentacion de informacion a nivel de rodal.

2.1.1 Trazado de parcelas de muestreo

Al realizar el muestreo mediante parcelas, el factor de expansion queda definido por

10000

Fe:l ,
A a

donde:

Fe es el factor de expansion a hectarea,
A es el area de la unidad muestral expresada en hectéreas (ha),
a es el area de la unidad muestral expresada en metros cuadrados (m?).

El factor de expansion es constante al trazar en terreno parcelas cuyo tamafio resultante en el
plano horizontal sea constante. Asi, es necesario ajustar el tamafio real de cada parcela segiin
la pendiente del terreno en el punto seleccionado para su trazado (Fig. 1).
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Figura 1. Tra agado de parcelas en terreno con EPen iente. } u1e gﬁrcela cuadrada en la horizontal; centro: parcela
cuadrada en ta pendiente; derecha: parcela circula ape ente.

El muestreo con parcelas convencionales otorga libertad para la fijacion del tamaio y la forma
de la parcela. Cualquier forma (cuadrada, rectangular, circular, hexagonal, etc.) y tamafio de
parcela conduce a estimaciones insesgadas de las caracteristicas de rodal. La seleccion de una
forma particular debe estar guiada por aspectos practicos de trabajo en terreno.

El trazado de parcelas cuadradas es conveniente realizarlo con la diagonal paralela a la linea
de maxima pendiente del terreno. Esta forma de trazado reduce el efecto de desplazamientos
respecto de la linea de maxima pendiente; es decir, un desplazamiento de cierta magnitud en
la semidiagonal produce menos efecto sobre el tamafio de parcela resultante en la horizontal,
que cuando ese desplazamiento ocurre al trazar un lado de la parcela paralelo a esa linea.

2.1.1.1 Parcela cuadrada en la horizontal

En la pendiente, esto es directamente sobre el terreno, se traza una parcela romboidal, siendo
la resultante una parcela cuadrada en el plano horizontal. Asi, el trazado de la parcela en
terreno inclinado requiere conocer la semidiagonal perpendicular a la linea de méxima

pendiente (4, ) y la semidiagonal paralela a esta linea (<, ). Una parcela cuadrada en el
plano horizontal, con lados de dimension / y superficic a en ese plano, con ¢ =/ =["y
d; +d; =1°, segin puede verse en la figura 1, requiere una semidiagonal en la horizontal
d, =(a/2)"". La longitud de la otra semidiagonal es una funcién de la inclinacion del terreno

expresada en la funcion trigonométrica cosa =d, /d ,; asi, d, =d, /cosa  es decir

d, =(al2)” /cosa,

P

donde:

a es la superficie deseada para la parcela en el plano horizontal (m?),
d, es la longitud de la semidiagonal paralela a la linea de maxima pendiente (m),

a es la pendiente del terreno (grados).
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2.1.1.2 Parcela cuadrada en la pendiente

En este caso se traza una parcela cuadrada en la pendiente, siendo la resultante una parcela
romboidal en la horizontal. Asi, la semidiagonal perpendicular a la linea de méxima pendiente
(d,) y la semidiagonal paralela a esta linea (<, ) son de la misma longitud, lo que facilita el
calculo de las dimensiones y el trazado de la parcela en terreno. Ahora, la superficie a en la
horizontal se obtiene con @ =4Ld, [d, /2 esto es a =2, Id, Incorporando la inclinacion
del terreno expresada en la funcién cosa =d,/d, es evidente que 4, =d,dosa, lo que

conduce a @ =2[d ,cosald, y, finalmente, a
— 0,5
d, =(a/(2cosa))™,

donde:

d, eﬁellaté?%lé%}gu?m%? la semidiagonal trazada ya sea paralela o perpendicular a la linea de maxima pendiente

2.1.1.3 Parcela circular en la pendiente

La parcela circular minimiza la probabilidad de ocurrencia de arboles en el limite de la parcela,
debido a que esta forma es la que tiene el menor perimetro para una superficie determinada.
Al trazar una parcela circular en la pendiente se obtiene una parcela eliptica en la horizontal.
Para trazarla se corrige el radio segiin la maxima pendiente del terreno y se utiliza ese radio en

torno al punto centro de parcela. En este caso, la superficie de la parcela es @ =77l4, [,
relacion en la que 75, es el radio en el plano horizontal y 7, es el radio en el plano inclinado.
Asi, incorporando #, =a/(774,) en la inclinacion del terreno expresada en 7, =7,/cosa la

que proviene de la funciéon cosa =r,/r, la longitud del radio de parcela en cualquier
direccion en el plano inclinado es

r, =(a/(mrosa))™ .

2.1.1.4 Parcelas concéntricas

En el muestreo con parcelas tradicionales se mide una o mas dimensiones de cada arbol
incluido en las parcelas. Asi, en rodales en los que se presenta una gran variacion en el tamafio
de los arboles (ver rodales heteroetaneos), una parcela de cierto tamafio intermedio incluird un
gran numero de arboles pequefios y un nimero pequefio de arboles de gran tamafio, resultando
en una muestra sobredimensionada de arboles pequefios y en una muestra poco representativa
de arboles grandes. El problema se resuelve utilizando parcelas concéntricas en la que cada
tamafio de parcela permite obtener una muestra adecuada de cada rango de tamafios de
arboles. Al operar con tres tamafios de parcela (Fig. 2), en la parcela menor se miden los
arboles pequefios (e.g. regeneracion), en la intermedia los arboles de tamafio medio (e.g.
aquellos de diametro menor a 20 cm) y en la grande los arboles de gran dimension (e.g.
aquellos de diametro mayor o igual a 20 cm).
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Figura 2. Trazado de parcelas concéntricas. Izquierda: parcelas circulares; centro y derecha: parcelas cuadradas.

El término “concéntrica” es relativo. Incluso, en algunos casos, por ejemplo cuando se desea
evaluar la regeneracion, es mas conveniente trazar la parcela menor en un costado de la
parcela grande, ya que esa zona es menos afectada (pisoteo) al realizar la medicion de los
arboles en las parcelas de mayor tamafo.

2.1.2 Otros tipos de unidades muestrales

Ademas de las parcelas tradicionales existen otros tipos de unidades muestrales. En general
son unidades de muestreo que no requieren dimensionarse o trazarse en terreno; a diferencia
de las parcelas tradicionales, el factor de expansion resultante es variable y depende de alguna
dimension de los arboles o del espaciamiento de los mismos.

2.1.2.1 Parcelas Bitterlich

Este tipo de unidad muestral asume que cada arbol posee una parcela en torno a ¢l y cuyo
tamafio es una funcion directa del 4rea basal del arbol. La identificacion de los arboles a medir
en un determinado punto se realiza con la ayuda de un instrumento que proyecta un angulo
visual horizontal de tamafio conocido (ver Relascopia) y que determina el factor de darea
basal, esto es el nimero de unidades de area basal (m?) que representa por hectarea cada arbol
seleccionado con el instrumento, en un giro de 360° en torno al punto de muestreo. El factor
de expansion es inversamente proporcional al area de seccion normal (area basal) del arbol

F
Fe=—’

&g

donde:

Fe es el factor de expansion a hectarea,
F es el factor de 4rea basal del instrumento (m? de 4rea basal/ha),

g es el drea de seccion normal del 4rbol , con &; = 7T W,«Z /40000 (m?), siendo d; el dap del arbol (cm).

A esta técnica también se le denomina muestreo puntual horizontal. Otras variantes
incorporan el muestreo en linea y la proyeccion de un angulo vertical.
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2.1.2.2 Métodos de distancia

Existe una gama de variantes consistentes en realizar mediciones de distancias. Algunos se
basan en la distancia entre el punto de muestreo y un arbol localizado en cierta posicion
respecto del punto (e.g. el séptimo arbol); otros consideran mediciones de distancia entre
arboles. Permiten realizar estimaciones de la densidad de la poblacion, esto es el nimero de
individuos por unidad de superficie.

2.2 Medicién del diametro y altura en arboles

La medicion del dap (diametro a la altura del pecho) y de la altura en arboles es una actividad
que se realiza frecuentemente para caracterizar el estado de los rodales, ya sea en base a estas
mismas variables u otras derivadas a partir de ellas. Normalmente, esta medicion se realiza en
parcelas que cubren cierta superficie y que se trazan en puntos representativos en el rodal de
interés. En estas parcelas se mide el dap de todos los arboles y la altura de una muestra
seleccionada cubriendo todo el rango diamétrico. La altura no se mide en todos los arboles
porque su medicion es mas dificil y costosa que la del dap; a su vez, entre estas dos variables
existe una relacion estrecha, la que se modela en base a la muestra recopilada y se utiliza para
estimar la altura a partir del dap.

2.2.1 Medicién del dap

2.2.1.1 Altura de medicién del dap

El dap es la variable que mds habitualmente miden los forestales. Principalmente porque es la
dimensién més facil de medir en los arboles; es sensitiva a los cambios ambientales y a la
densidad del rodal; y est4 estrechamente relacionada con la altura total, el volumen del fuste,
la biomasa del arbol y el tamafio de la copa, variables importantes y de dificil medicion en
arboles en pie.

La altura de medicion del dap varia en las diferentes regiones del mundo. Asi, por ejemplo, en
Europa, Canadd, Reino Unido, Australia y Chile, entre otros, el dap se mide a una altura de
1,30 m desde el nivel del suelo. En cambio, en Estados Unidos, la medicion se realiza a 4,5
pies, esto es aproximadamente a 1,37 m de altura. Esa variabilidad en la altura debe tenerse
presente en el momento de comparar variables que involucren el dap en su determinacion y
que hayan sido obtenidas en regiones que difieren en la altura de medicion del dap. En lo que
sigue, se describe la medicion del dap a una altura de 1,30 m desde suelo (Fig. 3).

En arboles normales en pie, rectos y en terreno plano, el dap se debe medir a 1,30 m del suelo
(Fig. 3a). La altura de medicion puede variar por la presencia de anormalidades, como
bifurcaciones, contrafuertes basales u otros defectos en el fuste, o por la inclinacion del fuste o
la pendiente del terreno. En arboles bifurcados a una altura menor de 1,30 m, cada pie del
arbol se mide y considera como un individuo (Fig. 3b); cuando la bifurcacion se presenta a
una altura mayor a 1,30, se realiza s6lo una medicidon y se asume que el arbol tiene un fuste
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unico (Fig. 3¢). En arboles con defectos a la altura de 1,30 se realizan dos mediciones, cada
una a igual distancia bajo y sobre la altura de 1,30 m, esto es a una distancia a, siendo ésta una
distancia suficiente para sobrepasar la zona de influencia del defecto (Fig. 3d). En arboles
inclinados, la altura de medicion debe fijarse por el lado hacia donde se inclina el fuste (Fig.
3e). En terreno con pendiente, la altura de medicion debe fijarse por el lado mas alto de ésta

(Fig. 3f).

(a) (b) (c)
; lal |l | U
\/

(d) (e) (f)
r& 1% Jﬁh
a I

Figura 3. Defini de 1 de med1c10 dap en, () Arboles recfos, rmalgs v terreno plano; (b) arboles
l%u 2&?0{1?%0 (? es 1ncf1na(rilos ?ﬁste aL(g g?lar 0S 'S0 13 %’d % (I)eg) con d(ef)ecto aia

alttira ent eno con pendiente

2.2.1.2 Instrumentos para medicion del dap

Los instrumentos utilizados para la medicion de didmetros reciben el nombre de
dendrometros; entre los cuales destacan por su facilidad de uso las forcipulas (de brazos
paralelos o finlandesas) y las huinchas o cintas diamétricas. Otro instrumento util es el sector
de diametro de Bitterlich.

2.2.1.3 Precauciones en la medicion del dap

La medicion del dap debe realizarse a la altura correcta y en forma perpendicular al eje del
fuste. La medicion a una altura mayor o menor producira, respectivamente, una subestimacion
y sobreestimacion del dap del arbol. La medicion en un plano diferente al perpendicular al eje
entrega un valor mayor al real. Errores en las mediciones produciran errores en cualquier
variable que se derive o estime a partir del dap, como por ejemplo la altura total o el volumen
fustal del arbol. Ademads, debe cuidarse que el instrumental utilizado para realizar las
mediciones esté en condiciones Optimas; en el caso de usar forcipula, que ésta tenga sus
brazos paralelos; y cuando se utiliza una cinta diamétrica, que no esté cortada en algun punto.

2.2.2 Medicion de alturas

La altura es la longitud de la linea recta que va desde el suelo (base del fuste) hasta algin
punto en el arbol. Seglin sea la posicion de ese punto, se definen cinco alturas diferentes: 1)
altura total, medida entre el suelo y el extremo de la yema terminal del fuste (&pice); ii) altura
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fustal, medida entre el suelo y el punto donde comienza la copa (viva o muerta) del arbol; 1iii)
altura comercial, medida entre el suelo y el punto donde el fuste tiene un didmetro comercial
definido; iv) altura de tocon, medida entre el suelo y la base del primer trozo; y v) altura de
copa viva, medida entre el suelo y el inicio de la copa viva.

Después del dap, la altura es la variable mas medida en los arboles. Es una variable que se
utiliza para caracterizar un rodal, estimar el volumen o determinar la calidad de sitio. También
se utiliza para clasificar arboles; por ejemplo, la clasificacion de Kraft define cinco categorias
de arboles segun su altura y posicion relativa: dominante, codominante, intermedio, suprimido
y muerto; esta clasificacion puede tomarse como base para objetivos de manejo silvicola.

En un arbol también pueden definirse varias longitudes. Esta es una variable similar a la
altura, pero medida directamente sobre el fuste del arbol. En el fuste del arbol pueden
identificarse entre otras: 1) longitud comercial, esto es la distancia entre el tocon y el extremo
del ultimo trozo util del fuste (o posicion del diametro comercial); i1) longitud util, obtenida de
la diferencia entre la longitud comercial y la longitud de defectos; ii1) longitud de defectos, la
suma de las secciones no utiles del fuste; iv) longitud de copa, la distancia entre el inicio de la
copa y el apice; v) longitud de copa viva, distancia entre el inicio de las ramas vivas y el apice.

La medicién en arboles de altura pequenia (menor a 15 m) puede realizarse directamente,
mediante cintas métricas o varas telescopicas. La medicion en arboles grandes se realiza
indirectamente, mediante instrumentos Opticos denominados hipsometros. Estos miden alturas
en base a relaciones entre lados de tridangulos semejantes (hipsometros Christen y Merritt) o
bien, en base a tangentes de angulos (hipsometros Haga, Blume-Leiss y Suunto). Para realizar
la medicion, el operario se posiciona a cierta distancia del arbol, apunta con el instrumento a
la base y a otro punto de interés en el arbol, y realiza la lectura en la escala del instrumento en
cada oportunidad. Considerando los valores sobre la horizontal como positivos y aquellos bajo
la horizontal como negativos, el valor absoluto de la diferencia entre ambas mediciones
entrega la altura buscada.

En la medicion de la altura total del arbol, con instrumentos basados en tangentes de angulos,
la lectura al apice del arbol (ver Fig. 4), realizada a una distancia especifica D, implica que

tana, =h, /D . Luego, la fraccion de altura sobre la horizontal es 4, = Dtana,. Del mismo

modo, la fraccion de altura bajo la horizontal es 4, = Dtana,. Asi, la altura del arbol, que

corresponde a h, — (— hz) , se obtiene de la relacion
h= D(tanal —tanaz) ,

donde:

h es la altura del arbol (m),
D es la distancia horizontal hasta el eje fustal del arbol (m),

QX s el angulo al 4pice del arbol (grados),
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QY, es el dngulo a la base del arbol (grados).

Los instrumentos Opticos entregan directamente el valor de la altura sobre o bajo la horizontal,
segun corresponda. Para su utilizacidn, el operario requiere sélo posicionarse a la distancia
adecuada. Los instrumentos poseen habitualmente més de una escala de medicion, cada cual
desarrollada para una distancia especifica de medicion desde el eje fustal del arbol. También
incorporan escalas para la medicion de la pendiente del terreno.

== [ |

Figura 4, Medicign de la altura,de un arbo] con instrumental Optico., (a), Lectura al .apice positiva (sobre la
£ hOl‘lZOI’ltZﬂsl, lectura a]l focon negativa (LaJOQalﬁonzontaﬁ; &B mb(as) lectura posmvgs. p (

La altura del arbol también puede obtenerse sin realizar la medicion de la distancia horizontal.
En este caso se requiere un jalon de longitud conocida, el que se apoya en el fuste del arbol, y
un instrumento que permita determinar angulos. La altura del arbol se obtiene de la siguiente
relacion de angulos (ver Fig. 5).

h=P(a, —a,)/(a, —a,),

donde:

h es la altura del arbol (m),
P es la longitud de un elemento de apoyo (jalon) para la medicion (m),

a; | A, 4% 5on angulos medidos en porcentaje (gradiente).

Figura 5. Medicion de la altura de un arbol con apoyo en un jalon de altura conocida (P).
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2.2.2.1 Precauciones en la medicion de alturas

La obtencion de la altura mediante instrumentos Opticos requiere la medicion correcta de la
distancia horizontal entre el operario y el arbol. Si esa distancia se mide con error, la lectura
de la altura del arbol sera incorrecta, al igual que si se realiza la lectura en una escala graduada
para otra distancia distinta a la que se esta situado desde el arbol. Si se mide la distancia con la
mira de algun instrumento y la visual desde el instrumento no incide perpendicularmente en la
mira, la distancia horizontal no es correcta y, por consiguiente, la altura del arbol tampoco
sera medida correctamente.

La medicién de la altura requiere que tanto la base como el dpice del arbol sean claramente
visibles. Esto ultimo puede ser dificil en arboles de copa globosa, caso en que tendera a
sobreestimarse la altura total. Otra causa de error en la medicion de alturas es la inclinacion
del arbol en relacion al plano vertical (ver Fig. 6 y 7). Estos errores de medicion se reducen al
aumentar la distancia entre el observador y el arbol.

En la medicion de la altura de un arbol inclinado, las lecturas obtenidas del instrumento optico
no entregan la altura real del arbol. Esta lectura, que puede denominarse altura aparente, debe
corregirse para obtener la altura real. Cuando la medicion de la distancia horizontal se realiza
hasta la proyeccion vertical del apice del arbol, el operario puede posicionarse a esa distancia
en cualquier lugar alrededor del punto de proyeccion del dpice sobre el plano horizontal que
pasa por la base del arbol (Fig. 6). En este caso, la altura total del arbol se obtiene de

donde:

L es la altura aparente del arbol (m),

€ ¢s el angulo de inclinacion del fuste del arbol (grados).

Figura 6.V gI/ITel:éiai 1&5 gl&clg (jie]f%%oq? un arbol inclinado. Medicion de la distancia horizontal hasta la proyeccion
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Cuando la medicion de la distancia horizontal se realiza hasta la base del arbol (Fig. 7), la
férmula para la correccion de la altura aparente varia dependiendo de la posicion del operario.
El posicionamiento en el plano de inclinacion del fuste facilita la correccion, la cual se realiza
mediante

L
Dcos@*x Lsin @’

donde:

L es la altura aparente del arbol (m),

€Z ¢s el angulo de inclinacion del fuste del arbol (grados),
D es la distancia horizontal hasta la base del arbol (m).

La operacion en el denominador de la relacion anterior es una suma en el caso de posicionarse
en la direccion de la inclinacion del arbol (Fig. 7, izquierda), y una resta en el caso de
posicionarse en la direccion opuesta a la inclinacion del arbol (Fig. 7, derecha).
Posicionamientos en otros puntos fuera del plano de inclinacion del arbol requieren de
correcciones mas complejas, que incorporan, ademas, la inclinacion del fuste en relacion al
plano vertical de observacion.

2.3 Procesamiento de la informaciéon muestral

2.3.1 Variables de estado del rodal

Los valores mas simples que caracterizan el estado de un rodal en un momento especifico del
tiempo son el dap medio y la altura media. Otras variables de estado de sumo interés son el
numero de arboles y el drea basal por unidad de superficie (hectdrea). Cuando la
caracterizacion tiene como meta la valoracion econdémica, el volumen de madera es la variable
mas importante.
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2.3.1.1 Dap promedio

El dap promedio del rodal puede corresponder al promedio aritmético, cuadratico o
geométrico. El calculo puede realizarse con los datos individuales o tabulados. A continuacion
se describe el célculo directo con las mediciones realizadas en los arboles.

di
d — =l ?
¢ n
d, =
d, =n d.,

donde:

d, es el dap promedio aritmético (cm),

d. es el dap promedio cuadratico (cm),

d, es el dap promedio geométrico (cm),

d; es el dap medido en el i-ésimo arbol (cm),

n es el nimero de arboles en los que se midi6 el dap.

En el célculo del diametro promedio con los datos tabulados se utilizan las relaciones
siguientes. Mds adelante se describe la tabulacion.

c

idi
i

a

donde:
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d; es la marca de la i-ésima clase de dap (cm),

c es el nimero de clases de dap,

n es el nimero total de arboles (en la parcela o hectarea),

n; es el nimero de arboles en la i-¢sima clase de dap (en la parcela o hectérea).

2.3.1.2 Altura promedio

A partir de las mediciones de altura realizadas en los arboles muestra pueden definirse
diferentes promedios aritméticos. Entre otros: i) altura promedio, de todos los arboles o de
una muestra aleatoria de ellos; i1) altura dominante, promedio de los arboles dominantes y
codominantes; iii) altura maxima, promedio de los 100 arboles de mayor dap por hectarea; iv)
altura mayor, promedio de los 100 arboles de mayor altura por hectarea; y v) altura de Lorey,
que es un promedio ponderado por el area basal.

El calculo del promedio a partir de mediciones sin ordenacion (tabulacion) es

h,
— =l ?
Ha
n
e
z hdci
— =l ’
Hdc -
ndc

donde:

H, es la altura promedio aritmético (m),

H, es la altura promedio dominante (m),

h; es la altura medida en el i-€simo arbol (m),

n es el numero de arboles en los que se midi6 la altura,

nq es el nimero de arboles dominantes y codominantes en los que se midi6 la altura.

En el célculo del promedio a partir de los datos tabulados se utilizan las relaciones siguientes

con
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g, = 0l /40000 ,

donde:

H, es la altura promedio aritmético (m),

H; es la altura promedio de Lorey (m),

h; es la altura de la i-ésima clase de dap (m),

¢ es el numero de clases de dap,

n; es el nimero de arboles en la i-ésima clase de dap (en la parcela o hectérea),
g: es la seccion transversal (normal) de un arbol de la i-ésima clase de dap (m?),

d; es la marca de clase de la i-ésima de dap (cm).
2.3.2 La relacién entre la altura y el dap del arbol

Entre las diferentes variables medidas en un arbol, normalmente, existe algin tipo de relacion,
a las que se les denomina en general relaciones alométricas. Una de esas relaciones, bastante
usada en el area forestal, es la relacion entre la altura total del arbol y el dap. En general, a
mayor dap mayor es la altura total del arbol. La relacion altura-dap es bien descrita por una
curva asintdtica. Esa forma se genera por el hecho de que el incremento corriente anual en
altura culmina (alcanza su méximo) antes que el dap (Fig. 8).

La medicion de la altura es mas cara y dificil que la medicion del dap. Por esta razon, y
debido a que existe una estrecha relacion entre la altura de un arbol y el diametro de fuste, es
preferible, mas practico y econdmico tomar una muestra de arboles, medirles la altura y el
didmetro de fuste, ajustar una relacion entre esas variables y luego estimar la altura de
cualquier arbol en el rodal a partir del didmetro fustal. La relacion puede ser afectada por la
calidad de sitio y otros factores como el manejo, lo que la hace variar de un rodal a otro.
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Figura 8. Gréfico dg dis ersion de puntos altura-dap obtenida de 108 arboles de Pinus radiata D. Don. Cada punto
corresponde a un arbol.

Existe una gran variedad de modelos que se usan para ajustar la relacion entre la altura y el
diametro fustal del arbol. A continuacién se presentan algunos de ellos.

h.=13+byd. +bd.’ +€,,
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h =13+b,(1-e™")+e

i

h.=b,+b(1-e™")+¢,

h, =b, +b1Ln(di)+5[,
In(h,) =b, +b, In(d,) +&,,
h, =b, +b, /(d, +10) +&,

h. = b, +be """ +¢,

hi = bodib1 tE,

h =bye"' " +¢

i i°

- by gh
hl_eodl +819

ho=eht™/d 4 g

i i*

En esos modelos:

d; es el dap con corteza del i-ésimo arbol (cm),
h; es la altura total del i-¢simo arbol (m),

In es el logaritmo natural,

b; son coeficientes de regresion,

e es la base de los logaritmos naturales,

& es un error o desvio aleatorio.

La relacion entre la altura total y el dap de los arboles es no lineal en las variables. Ello
significa que la relacion no puede ser bien representada por una relacioén en la que se incluya
el dap en forma lineal. Asi, la modelacion de la relacion requiere del ajuste de modelos no
lineales en las variables. La modelacion mediante modelos lineales requiere modificar la
variable explicatoria (dap), la variable dependiente (altura) o ambas, con el fin de obtener una
relacion lineal. En la figura 9 se muestran nubes de puntos obtenidas después de modificar la
altura y/o el dap de los arboles. Es evidente que no todas las transformaciones, entre ellas
algunas habituales en la modelacion de la relacion altura-dap, linealizan la relacion.
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2.3.3 Estimacion del volumen

El volumen por unidad muestral se obtiene a partir de los arboles medidos y se expande a la
unidad de superficie utilizando el factor de expansion definido por el tamafio de la unidad
muestral. La determinacion del volumen puede realizarse arbol por arbol 6 agrupando los
arboles en clases de tamano basadas en el diametro (clases de didmetro). Los resultados se
presentan en forma de Tabla de rodal y existencia.

2.3.3.1 Determinacién del volumen sin agrupamiento de diametros

Cada arbol es cubicado mediante una funcion de volumen individual segin su didmetro y
altura, si corresponde. El volumen por parcela se obtiene sumando el volumen estimado para
cada arbol presente en la parcela. El volumen por unidad de superficie y el total del rodal se
obtienen expandiendo el valor obtenido en la parcela.

2.3.3.2 Determinacion del volumen con agrupamiento de diametros

Los arboles se agrupan en clases de diametros, generando una tabla de rodal. El método asume
que todos los arboles de una clase de dap tienen un didmetro igual a la marca de clase. El
volumen para el arbol de tamafio promedio de cada clase se estima mediante una funcion de
volumen individual, a partir de la marca de clase, y la altura estimada para un arbol de ese
dap, si corresponde. Cuando la funcion de volumen incorpora la altura del arbol, ésta es
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estimada mediante la relacion altura-diametro. El volumen por parcela aportado por una clase
de dap se obtiene multiplicando el volumen del arbol promedio de la clase por el total de
arboles perteneciente a la clase. La suma de volumenes a través de todas las clases de tamafo
genera el volumen por parcela. Este se expande para obtener el volumen por unidad de
superficie y el volumen para el total del rodal. Los resultados se entregan tabulados por clase
de dap, configurando una tabla de rodal y existencia.

La estimacion del volumen descrita en los parrafos precedentes corresponde al volumen en
pie. Estimaciones del volumen a obtener después de realizado el volteo necesariamente
requieren considerar las pérdidas producidas durante el volteo por quebraduras de fustes.

En los métodos para estimar el volumen se ha descrito el tratamiento de la informacion
obtenida de una parcela de muestreo. Normalmente, sin embargo, la estimacion del volumen
requiere del trazado y medicion de mas de una parcela. Asi, los resultados finales
corresponden a un promedio de los valores estimados en las parcelas; ese promedio por
hectarea y para el total del rodal se acompana habitualmente de sus respectivos intervalos de
confianza. Estos se derivan de la variabilidad de los datos entre parcelas. El procedimiento de
calculo depende de la metodologia utilizada para realizar el muestreo de la poblacion.

Cuando sdlo interesa conocer el volumen total acumulado por unidad de superficie, éste puede
estimarse directamente mediante funciones de volumen agregado. Detalles sobre funciones de
volumen individual y de volumen agregado se entregan en el Capitulo sobre volumen.

2.3.3.3 Tablas de rodal y de existencia

La mediciones de dap y altura de arboles realizadas en parcelas de cierta superficie (e.g. 250,
400, 500 m?) se ordenan (tabulan) y procesan para generar tablas representativas de la
condicion o estado actual del rodal, en lo que se refiere basicamente a tamanos de los
individuos. Una tabla de rodal presenta el nimero de arboles por clase de dap y unidad de
superficie (hectdrea); también puede incluir la altura y el area basal; cuando incluye el
volumen, medido en alguna unidad, configura una tabla de rodal y existencia. La estimacion
de esas variables se describe mas adelante.

2.3.3.3.1 Tabulacioén de la informacién muestral (dap)

Un conjunto ordenado de datos entrega mayor cantidad de informacion y de mejor calidad.
Asi, la tabulacion o generacion de tablas es un paso bésico en el proceso de datos muestrales.
El primer paso es la definicion de las clases de dap, la amplitud (extension) y la marca de
clase. Cada clase de dap esta conformada por un intervalo de valores diamétricos; ese
intervalo es de amplitud constante (e.g. 2, 5, 10 cm). La marca de clase es el valor que se
ubica en el punto medio de la clase; cuando la amplitud es un valor par, se acostumbra a
definir marcas de clase par. Por ejemplo, en las Tablas 1 y 2 se definié marcas de clase de 2
cm de amplitud, con marcas de clase par; la primera clase incluye valores de dap entre 9,01 y
11,00, la segunda entre 11,01 y 13,00, etc.; para evitar que un valor pueda pertenecer a dos
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clases adyacentes conviene definir los limites de éstas con un decimal mds que en las
mediciones.

Tabla 1. Tabla de Rodal

Clase de dap Arboles Area basal Altura

(cm) (n°/ha) (m?/ha) (m)
10 N, Gi h,
12 N, G, h,
i N; G h;
TOTAL N G

Tabla 2. Tabla de Rodal y Existencia.

Clase de dap Arboles Area basal Altura Volumen (m’ssc/ha)
(cm) (n%ha) (m*/ha) (m) Producto 1 Producto 2 Producto 3 Total
10 N1 G] h1 Vpl»l Vp2-1 Vp3»l Vt»l
12 N, G h, Voi2 Vi Vi Viz
i N; G; h; Vo Vio.i Vis.i Vi
TOTAL N G Vo Vi Vs V.,

2.3.3.3.2 Obtencion de los valores en las Tablas de rodal y de existencia

2.3.3.3.2.1 Numero de arboles por hectarea

Una vez definidas las clases de dap se realiza la determinacion de la frecuencia por clase y
unidad de superficie. Consiste en llevar a hectarea el nimero de arboles medidos por clase de
dap en la parcela.

N=S N,

i=1
N, =Feld,,
Fe=10000/a,

donde:

N es el nimero total de arboles por hectarea,

N; es el nimero de arboles por hectarea en la i-ésima clase de dap,
c es el numero de clases de dap,

n; es el nimero de arboles en la parcela en la i-¢sima clase de dap,
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Fe es el factor de expansion (o reduccion) a hectarea,
a es la superficie de la parcela (m?).

La determinacion del nimero de arboles por clase de dap y unidad de superficie, como se
muestra aqui, no s6lo es util para la generacion de tablas de rodal y de existencia. Esa
informacion se utiliza también para estudios mas elaborados sobre la estructura de rodal,
especificamente en lo referido a la modelacion de la distribucion diamétrica, topico que se
trata en el Capitulo pertinente. Es habitual que en un rodal en particular se mida mas de una
parcela. Asi, la tabla de rodal y de existencia para el rodal corresponde al promedio de las
variables observadas en cada parcela de muestreo.

2.3.3.3.2.2 Area basal por hectarea

El 4rea basal corresponde a la suma de la seccion transversal del fuste a la altura del dap de
todos los arboles por unidad de superficie. A continuacidn se describe el calculo del area basal
por clase de dap a partir de datos tabulados; también puede obtenerse individualmente, arbol
por arbol en cada clase, y luego acumulando por clase; ese es el procedimiento mas preciso.

Gi = Ni @-i >
g, = L’ /40000,

donde:

G es el area basal total por hectarea (m*/ha),

G es el area basal por hectérea en la i-ésima clase de dap (m*/ha),

¢ es el numero de clases de dap,

N; es el nimero de arboles por hectarea en la i-ésima clase de dap,

gi es la seccion transversal (m?) de un arbol de dap d; (cm),

d; es el dap del arbol, 6 la marca de clase de la i-ésima clase de dap (cm).

2.3.3.3.2.3 Altura

La altura es mas dificil y costosa de medir que el dap, razon por la que normalmente sélo se
dispone de un niimero bajo de mediciones de altura en cada parcela de muestreo. A partir de la
muestra de alturas medidas en el rodal, y aprovechando la estrecha relacion que por lo general
existe entre la altura y el dap de los arboles de un rodal, se ajustan funciones de regresion que
permiten estimar la altura a partir del dap. Numerosos modelos se encuentran disponibles en
literatura para usar con este fin, algunos de los cuales se describen mads atras en este Capitulo
(ver relacion altura-dap). En términos generales, el modelo es

h,=f(d;:6),
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donde:

hi egslt.'il nglé Ira (gg?a(}leqal%gaaég%ll Que d?)e:ne un dap d; (cm) (o la altura promedio de la i-ésima clase de dap,

6 es un vector de parametros a estimar a partir de la muestra altura-dap,

fes un sin&bo(lo utilizado para indicar fue la altyra pyede obtenerse a 1%arti del didmetro y un conjunto
7 “adecuado de parametros, esto es mediante una funcion de regresion altura-dap.

2.3.3.3.2.4 Volumen

Habitualmente, la informacién mas valiosa la constituye la existencia volumétrica, habiendo
dos caminos para obtenerla, segun se describe mas atrds en este Capitulo (ver estimacion del
volumen). En la tabla de rodal y existencia

Vvi =N1' mia
v, =fd.,h;, [;;0),

donde:

V es el volumen total de cierto producto por hectarea (m*/ha),

V; es el volumen de cierto producto por hectarea en la i-ésima clase de dap (m*/ha),
¢ es el numero de clases de dap,

N; es el nimero de arboles por hectarea en la i-ésima clase de dap,

; 3 A 1 . . A
v e%;?ﬂe‘ﬂ}bmfé‘ 1 4S50 P A0 U, USSR o bl PRI (i Do et l5h 21508
d; es el dap del arbol, 6 la marca de clase de la i-ésima clase de dap (cm),

hi eﬁall% ’aétslgfan glal élgn 1 erlrrlggclaqgg éll%gg 23, dap d; (cm) (o la altura del arbol promedio de la i-ésima clase de

fi es una medida de la forma del fuste,
6 es un vector de parametros a estimar a partir de una muestra volumen-dap-altura,

es yn si lo utilizado aqui.para indicar que.el volumen por arbol puede obteners aga,rtir del diametro
! %o &?nngé?i g ll?l\c/)1 4 1}/alun C nJHnto a ecuago de parametrog, esto esl%neglante una %un 1on de regresion de

En los parrafos precedentes se menciona que cuando solo interesa estimar el volumen total por
unidad de superficie, es posible utilizar una funcién de volumen agregado con ese fin. La
misma estimacion se logra mediante una funcioén de volumen individual, en base al promedio
de la variable explicatoria. Por ejemplo, si se utiliza el modelo v, =b, +b, [d}h, f, +e,, en el
que v; es el volumen de un arbol de dap d,, altura total /; y forma fustal f;, el volumen por
unidad de superficie (V) es

V =N\b, +b, ld>hf|,

donde:
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N es el mimero de arboles por unidad de superficie,

d?hf es el promedio de la variable independiente en la muestra.
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3 Medicion y estimacioén del volumen

3.1 Medicion y estimacion del volumen en arboles individuales y productos

El volumen es la medida de la cantidad de madera solida mas ampliamente utilizada. En el
arbol individual pueden identificarse diferentes categorias de volumen. El 4rbol completo, esto
es considerando todos los componentes, constituye el volumen total; todos aquellos
componentes cuyas dimensiones son aceptables para el mercado constituyen el volumen
comercial; el volumen de desechos esta conformado por secciones maderables del arbol que
presentan defectos y dimensiones menores o no comerciales; también existe la denominacion
de volumen bruto, cuando se estima el volumen total hasta un diametro comercial (dlu:
diametro /imite de wutilizacion) incluyendo defectos; desde este Ultimo, descontados los
defectos, se obtiene el volumen neto. Esos volumenes pueden expresarse con o sin corteza.

La medicion directa de cualquiera de los volumenes mencionados en el parrafo anterior es
dificil de realizar directamente en arboles en pié. Asi, la cubicacidn normalmente se realiza
mediante métodos indirectos. Esto consiste en estimar el volumen del arbol a partir de
variables de mas facil medicion como el dap, la altura y la forma del fuste utilizando una
funcion de volumen. La construccion y validacion de una funcién de volumen requiere
determinar directamente el volumen en un nimero suficiente de arboles, a partir de
mediciones intensivas del didmetro y corteza a lo largo del fuste o por medio de metodologias
que implican el uso de implementacion costosa.

3.1.1 Métodos para la determinacion directa del volumen en arboles individuales

La determinacion directa del volumen en arboles individuales es una tarea laboriosa que
consume habitualmente mucho tiempo. Es una labor necesaria para el desarrollo de relaciones
funcionales de volumen. A partir de una muestra de arboles, en los que se ha obtenido
directamente el volumen y otras variables auxiliares faciles de medir, se ajustan relaciones
entre el volumen y las variables auxiliares. Esas relaciones se utilizan para estimar el volumen
en otros arboles a partir de las variables de facil medicion. La determinacion directa del
volumen se realiza mediante métodos analiticos, graficos o por desplazamiento de liquidos.

3.1.1.1 Método analitico

Este método asume que la forma del fuste del arbol, ya sea como un todo o por secciones, es
semejante a solidos geométricos basicos (cilindro, paraboloide, cono o neiloide) o troncos de
estos solidos. El volumen de esos solidos se obtiene mediante formulas especificas, las que a
su vez se utilizan para la cubicacidén de arboles y trozas. El desarrollo de esas formulas se
describe a continuacion.
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3.1.1.1.1 Férmulas de Smalian, Huber y Newton

El perfil longitudinal de los so6lidos simples (cilindro, paraboloide, cono o neiloide) puede
representarse mediante la relacion basica

y =k,

donde:

y es el radio del solido en la posicion /,
k 3 &lngal tﬁ?instante, que define la tasa de aumento del radio del solido por cada unidad de aumento en la

[ es la distancia medida desde el extremo menor del sé6lido,

resun exponen‘ce1 (glg: define la forma del solido (cilindro 7 =0 ; paraboloide ¥ =0,5; cono r =1

neiloide 7 =

Al hacer girar el area definida entre la curva de perfil y el eje longitudinal, en torno al eje
longitudinal, se obtiene un sdlido de revolucion (ver Fig. 1).

¥y
209 15
18 - o
16 - r=10
14 -
12 =05
10 r-00
B <
B -
4 1

Figura l.cglg\l;gl dcelepg?t]ilfigrsl %%Iglgirégg o%agﬁlt%‘ésln(éf‘%ﬁé‘}re%@ai los solidos respectivos obtenidos de la rotacion de la
El volumen del so6lido se obtiene de la integracion de la funcion de perfil basica. El 4rea de
seccidn en una posicion / corresponde a 7713°, y su integracion a lo largo del solido genera el
volumen del mismo; esto es,

72rH L

L L L L
% Z‘J'av Z‘J'aal :‘{!yza]:qkzlzralz 71tR’ 2 1],

donde:

a es el area de seccion del solido a una distancia / desde el extremo menor,
L es la altura (longitud total) del solido.

Asi, las formulas para estimar el volumen de un cilindro, paraboloide, cono y neiloide, son,
respectivamente

ay? ay* oy’

43



esto es

a,L Aoy Aoy A
2 3 4

donde:

Y es el radio en la base del sélido, esto es a una distancia L del extremo de radio menor,
Ay es el area en la base del solido.

El céalculo del volumen requiere conocer la longitud y el radio o didmetro en la base del sélido
de revolucion. La estimacion del volumen en troncos de paraboloide, cono y neiloide, en
cambio, requiere de mas de una medicion de diametros (Fig. 2). Las férmulas para el volumen
de troncos de so6lidos se derivan mediante el procedimiento descrito; en ello se considera que
un tronco de so6lido se obtiene eliminandole su extremo menor, el cual a su vez tiene la misma
forma que el solido original, pero es de menor tamafo.

Figura 2. Sélidos y troncos de s6lidos geométricos basicos y sectores en el fuste que adquieren esa forma.

La férmula para el volumen del tronco de solido se obtiene evaluando la integral de la funcion
de perfil basica entre la base del sélido (L,) y otro punto cualquiera de su altura (L)

2+

ZDLng _ L?r+l |:

=k
. §r+l 2r+1E'

J— 2
v =

2r +1

Asi, en un paraboloide (7 =0.5)

a2 ’C &2 7TR?
_ 2 71 = L. +L)L
v=rlk j—22 ——2] D——z (L, +L)L,—L) 5 (L, DL,

v:DAh-'-AS
SRR
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donde:

v es el volumen del tronco de solido,
A, es el area de la seccion basal (mayor) del tronco de sélido,
A, es el area de la seccion superior (menor) del tronco de solido,

L es la longitud del tronco de sélido, con L=L,—-L,.

Esta formula se conoce bajo la denominacion de Formula de Smalian. Esta y otras formulas
para calcular el volumen de troncos de so6lidos se entregan en la tabla 1.

Las formulas de volumen se utilizan normalmente para la cubicacion de secciones de arboles.
Para ello se realizan mediciones de didmetro lo largo del fuste. La cubicacion se realiza
seccion tras seccion, quedando cada seccion definida entre dos mediciones sucesivas en el
caso de utilizar la formula de Smalian. En la cubicaciéon mediante la formula de Huber se
utiliza cada medicion, tomando como longitud de troza la distancia entre los puntos medios
entre mediciones. La formula de Newton requiere definir las secciones en base a tres
mediciones sucesivas, las cuales deben realizarse a intervalos uniformes. El volumen total o
de una fraccion del fuste del arbol se obtiene sumando los volimenes obtenidos de las
secciones.

La precision de las formulas obtenidas por el método analitico depende del grado de cercania
entre la forma real de la seccion del arbol y la ideal asumida por el s6lido de referencia. Asi, la
precision depende, por un lado, de la seccion del arbol donde se utilice una férmula
determinada y, por otro, de la distancia entre las mediciones de diametro realizadas en el fuste.
Mientras mayor es la distancia, menor es la precision de las féormulas.

En cuanto a la porcion de fuste adecuada para la cubicacidon con las diferentes formulas, es
normal asumir una forma cilindrica para el tocon del arbol. Este es el tnico camino posible
dado que en la practica no se dispone de ningin didmetro bajo la altura de tocon. En la
porcion basal, el fuste de arboles grandes adquiere la forma de un tronco de neiloide; la parte
intermedia es bien representada por troncos de paraboloide; en tanto que el extremo superior
del fuste puede asumirse posee forma parabolica o conica.

La unidad resultante del célculo del volumen del sélido o tronco de s6lido depende de las
unidades utilizadas para medir la longitud y el area o areas de seccion. Cuando ellas se
expresan en metros (m) se obtiene el volumen expresado en metros cubicos (m?). En la
medicion de trozas y arboles, lo normal es que se midan longitudes en metros y diametros
(para obtener areas de seccion) en centimetros. Asi, la utilizacion de esas formulas requiere de
la transformacion del didmetro a metros antes de calcular el area de seccion; también puede
estimarse el area de seccion directamente a partir del didmetro de troza medido en
centimetros, esto es mediante

= Ldz
40000 ’
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donde:

A es el area de seccion (m?) de una troza de didmetro de d (cm),

7Tes una constante (3,14159..).

Tabla 1. Formulas de volumen.

Tronco de sélido Foérmula Denominacion
|:‘l'4b + As %
V= %7 Smalian
Paraboloide 2
v=A4 6L Huber
I:‘1417 + \ AIJ AS +A D
Cono v = 3

B B
G4+ AT e D
4 H

H
Neiloid = =
eiloide 0 O
A —A
v="01 + - /;7 Dé Northway
0 54 ﬁ _ o
H 4, H
' o _[H, +44, + A,
Paraboloide, cono, neiloide V= H 6 Newton

A es el area de seccion en la mitad de la longitud del tronco de sélido.

3.1.1.1.2 Férmula general de Grosenbaugh

donde:

v es el volumen de la troza (m?),

dj es el didmetro basal (mayor) de la troza (cm),

d; es el diametro en el extremo menor de la troza (cm),
L es la longitud de la troza (m),

r define la forma de la troza (paraboloide # =0,5 ; cono 7 =1 ; neiloide » =1,5).
3.1.1.1.3 Férmula del centroide

La formula de Newton, la cual es exacta para todos los troncos de solidos simples, puede
derivarse del polinomio de segundo grado siguiente (ver Wiant et al. 1992; Fig. 3)

C =b, +bl+b,I”, [1]
donde:

C es el area de seccion del tronco de sélido a una distancia / desde el extremo menor.
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Figura 3. Area de la seccion transversal en funcion de la distancia desde el extremo de menor didmetro de la troza.

La relacion [1], aplicada a las 4reas en la base (4,, en / = L, siendo L la longitud del tronco de
solido), en la mitad de la longitud (4., en / =L/2)y en el extremo menor de la troza (4, en
[ =0), permite obtener la formula de Newton. Esto es con

A, =b,,
A, =b,+b(L/2)+b,(L/2),
A, =b, +b L +b,[*.

Resolviendo simultdneamente las relaciones para C, 4, y A, se obtienen las formulas para
calcular b, (combinando 4,y 4;) y b>(combinando C, 4,y b1)

A, — A, —b,L*
blz% , [2]

4, -C(L/l)-4.(1-L1)1)
LI*-LI

b, = . [3]

Esos coeficientes representan tasas de cambio del area de seccion. Asi, en un paraboloide,
b, =0y b =(Ah _As)/L-

La integral de C (relacion [1]) desde O hasta L es

2 3
v=AL+b 2 wp L [4]
2 3

relaciébn que permite estimar el volumen a partir del drea de seccidon a cualquier distancia
desde el extremo menor del tronco de solido. Cuando esa distancia es igual a Z/2, los
coeficientes b, y b; toman los valores b, = (2(Ab + AS) —2Am)/L2 y b = (44, -34,—4,)/L,

respectivamente. El reemplazo de esas relaciones en la féormula de volumen conduce a la
formula de Newton.
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Asi, la formula de Newton no es mds que una de una gama de férmulas posibles, que utilizan
informacion adicional (didmetro o seccidon) en algin punto intermedio de los troncos de
solido. Cuando esa distancia corresponde al punto en que se obtiene la mitad del volumen de
la pieza, se obtiene la relaciéon que se denomina formula del centroide. Esa distancia se
determina mediante la relacidn siguiente, en trozas de forma parabdlica.

(Dja)* +1" -203
2\(pja) -1

L=L [5]

donde:

I. es la distancia hasta el centroide de la troza, medida desde el extremo menor (m),
D es el diametro basal (mayor) de la troza (cm),

d es el diametro en el extremo menor de la troza (cm),

L es la longitud de la troza (m).

Aunque en general se conoce esa formula con el nombre de formula del centroide, esa formula
es valida solo para trozas de forma parabolica. La féormula general para cualquier forma bésica
de troza es

1
7+ F+ 1
%D/a/)zr1 +1§’ t o
=15 ] . (6]
Eyey K 1
22r+l %D d ” _1
ja)! 15

Esta formula se obtiene de la formula de volumen de troncos de sélidos de revolucidon. Esto es
resolviendo la igualdad

DLZrH L2r+1 D
7T|}2 2+1 _21+1D 2r+l 2r+l
%r r O_ _— ()5 3 [ L,

2 r+l 2r+1F

y reemplazando las posiciones L, y L, por los diametros respectivos obtenidos de la
relacion de perfil basica y =k 1",

En la utilizacion de la férmula del centroide se opera como sigue. El primer paso es medir las
dimensiones de la troza, esto es el didmetro menor (d), el diametro mayor (D) y la longitud (L);
luego se determina la posicion del centroide (/.) mediante la relacion [5] 6 [6], se mide el
didmetro de la troza en ese punto y se calcula el area de seccion a partir de ese diametro; en

seguida se reemplaza ese valor en C y el de /. en / de la relacion [3] para obtener b, y b,
mediante la relacion [2]. Finalmente, el volumen se obtiene mediante la relacion [4].
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3.1.1.1.4 Muestreo por importancia

La idea de esta técnica (Importance Sampling), aplicada a la estimacion del volumen fustal, es
concentrar el muestreo en aquellas partes del fuste que son de mayor importancia para la
determinacion del volumen en vez de repartir la muestra igualmente en toda la longitud del
fuste.

La integral para la obtencion del volumen comercial entre las alturas 7z, y /4, en el fuste

/

v, :J'A(Z)dl , [7]

en la que A(/) es el area real de la seccion del fuste a una distancia / desde el apice (
l,=H —h,,l, =H —h,, siendo H la altura total del arbol ), puede ser representada mediante
la relacion

AW 04w C
= " (Ddl =E
O T e = 1 o

en la que L es un vector aleatorio que posee una funcion de distribucion de probabilidad (fdp)
S (), la que recibe el nombre de distribucion de muestreo por importancia. Asi,

V=A(L)/ f, (L) es un estimador insesgado de V. con varianza (ver Rubinstein 1981,
p.122)

b 2
varv = A—(l)dl V2 [9]
0
La estimacion del volumen se realiza tomando una muestra aleatoria Z, ,..., L,, desde la fdp
S (1) y evaluando (ver [8])
~ 1 & A(L,
g =lg Al [10]
m & f (L)
El minimo de la varianza [9] ocurre cuando la fdp se define mediante
A(D)
S (D) —Q , [11]
A(Ddl

Asumiendo que el perfil de fuste es de forma parabolica y partiendo de la relacion bésica para
el area de fuste estimada en la posicion [ del fuste S(/) =k =b[1, con k =71/40000 y
I =H —h, el valor del coeficiente b puede obtenerse a partir de la altura total (H) y el
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diametro de fuste (d,) en la posicion L del fuste (L =H —H,), mediante

b=k[d,/L=S(L)/L.Reemplazando esa expresion en la relacion basica se obtiene

S(L)
Sy =—=1I.
) 7
Asi, un estimador para el volumen [7] es
)
_S@yh, syt swydiz -12)
v, =——[ldl = = ,
L 2L |, 2L
S(L) K [12]
’ 2L

enlaque K=02-1=(H-h) -(H-h)" =20H[h, - b) + h} - h. El estimador [12] es, sin
embargo, un estimador sesgado de [7], pero a partir de ¢l puede obtenerse el estimador
insesgado definiendo la fdp (ver [11]) mediante

S () =54 [11°]

\%

N

y reemplazandola en [10]. Asi, el estimador insesgado es

1AL

vV, =V, m2 S0 [10°]

Note que en [10°], el estimador aproximado del volumen ( v, ), obtenido a partir de la funcion
de perfil de fuste asumida, se corrige utilizando la razon entre la seccidn real del arbol medida

en el punto de muestreo y la seccion estimada mediante la funcién de perfil fustal (ver
Gregoire et al. 1986, Wiant et al. 1992).

Naturalmente, la fdp en [11°] se reduce con la funcioén de perfil fustal seleccionada a

21
S () =% [11°’]
y el estimador del volumen [4°] es

- K &AL
5

Tomd L 1ol

A partir de [10°’] es claro que la estimacion del volumen puede realizarse a partir de una
medicion de diametro en un punto seleccionado aleatoriamente en el fuste del arbol. La
seleccion de dos o mas puntos permite evaluar la precision de las estimaciones. En este caso,
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la varianza muestral se estima a partir de la estimaciones individuales v, =K [LA(L,)/(2L;)
mediante

~ 1 —(~ _~)2
vary, =————% (9, =¥,)". [13]
m(m —1) &
La estimacion del volumen requiere definir (una o madas) posiciones £, en el fuste,
seleccionando numeros aleatorios ¢, desde una distribucion uniforme [0, 1], determinar el
area A(L;) y el volumen respectivo mediante [10”’]. En esa relacion, K =1; =1} define el
rango en el fuste para la seleccion de los puntos para determinar el volumen. Asi,

u, (K =1; — L representa una posicion aleatoria para medir el didmetro de fuste. Despejando,

se obtiene la posicion L, = (122 - u, D()O’S , la que expresada en términos de altura en el fuste es

ho=H-(H-h)" -u K] [14]

Note que esta relacion también permite obtener la altura en el fuste para la medicion del
diametro del centroide ( /.. ). Para ello, 2, en [14] se reemplaza por # =0.5. Note, ademas,
que la funcién asumida para el 4rea de seccion fustal varia en relacion a la presentada
previamente al derivar la féormula del centroide. También pueden usarse funciones de perfil
fustal mas complejas, pero una mayor complejidad no asegura siempre una estimacién mas
precisa (ver Coble y Wiant 2000). Esas funciones reciben el nombre de funciones
aproximadas de perfil fustal (proxy function).

3.1.1.2 Método grafico

El primer paso en la obtencion del volumen mediante este método es graficar el diametro al
cuadrado (d” en el eje Y) con las alturas en el fuste (4 en el eje X). Luego se determina el factor
de volumen, esto es la cantidad de m® que representa cada cm?® de grafico. Ese factor
multiplicado por el area bajo la curva, que se genera al unir los puntos del grafico d°-h, entrega
el volumen de la troza o arbol, segiin sea el area tomada desde el grafico (Fig. 4).
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Figura 4. Determinacion del volumen, fustal por el método grafico. Al unir los. puntos del, grafico mediante lineas
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El factor de volumen (f;), esto es la cantidad de volumen que representa cada cm? de grafico,
se obtiene de la relacion

f - nn;azl m'h
" 40000

enlaque £ corresponde a la escala para el didmetro en el eje Yy E, corresponde a la escala

para la altura en el eje X. En la figura 4, en la que £; =20, esto es 20 cm? de didmetro por

cada cm lineal en el grafico, y £, =1, esto es 1 m de altura por cada cm lineal en el grafico,
el factor de volumen es
7£20)(1)

, = 40000

3.1.1.3 Desplazamiento de liquidos

Este método de determinacion del volumen se basa en el desplazamiento que provoca la pieza
a cubicar al introducirla completamente en el liquido (agua) contenido en un recipiente
(Xilémetro). Existen dos opciones para la utilizacion del método. Una opcion es medir el peso
del agua desplazada y determinar el volumen con la relacion

donde:

Pa es el peso del agua desplazada (kg),
da es la densidad del agua (kg/m®).

La otra opcidon es medir el volumen de agua desplazada. Este es el método mas exacto,
especialmente cuando se cubican piezas de forma irregular. Requiere cortar y trozar el arbol

52



para su cubicacion. Puede ser dificil de implementar cuando los arboles o trozas son de
grandes dimensiones.

3.1.1.4 Método de densidad

Este método requiere conocer la densidad en verde de la madera de la especie que se desee
cubicar. El volumen se obtiene a partir del peso de las trozas recién cortadas.

donde:

Pv es el peso fresco (verde) de la troza (kg),
dv es la densidad verde de la madera (kg/m?).

3.1.2 Unidades para expresar el volumen

Existe una variedad de unidades que se utilizan para expresar el volumen de un arbol. Algunas
de ellas corresponden a unidades para expresar volumen cubico del arbol completo o parte de
¢l, otras expresan el volumen de productos del arbol (Tabla 2).

Las unidades para expresar el volumen solido son variadas. En Chile se encuentran en uso
unidades del sistema métrico decimal (m’) y unidades del sistema inglés (pie’); también se
utilizan otras unidades particulares como el m’JAS (Japanese Agricultural Standards),
impuesto para la cubicacion de rollizos. Las unidades utilizadas para expresar volumen
después del proceso de aserrio provienen del sistema inglés. Estas se denominan, en general,
unidades comerciales.

Tabla 2. Unidades para expresar volumen de madera.

Unidad de volumen Simbolo Dimensiones ) Uso habitual
(espesor, ancho, longitud)

Metro cubico m’ Imx Imx Ilm volumen solido
Pie cubico pie’ I'x1"x 1’ volumen solido
Metro cubico JAS m*JAS volumen solido de rollizos
Pulgada larga (frontera) 1"x10"x 12’ volumen comercial
Pulgada corta (pinera) 1"x10"x 10,5’ volumen comercial
Pie maderero (pie cuadrado) pm, pie’ I"x1"x1’ volumen comercial
Otras:

pie Hoppus L(%)2 ~10 ph
pie?

Cunit =100 pie? madera solida, aserrin, astillas
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3.1.3 Relaciones funcionales de volumen

Las funciones de volumen relacionan matematicamente el volumen con otras variables de mas
facil medicion como el dap y altura de los arboles. La funcion de volumen individual se
desarrolla y aplica a nivel de arbol individual, permitiendo realizar estimaciones de volumen a
nivel de rodal a partir de mediciones realizadas a nivel de arbol individual en unidades
muestrales. Existen también funciones de volumen agregado, desarrolladas para estimar
directamente el volumen por unidad de superficie de rodal, en base a valores promedio del dap
y altura de los arboles.

3.1.3.1 Funciones de volumen individual

Una funcion de volumen individual relaciona el volumen con variables mas faciles de medir,
como el dap y la altura del arbol. En su construccion se utilizan datos (volumen, didmetro,
altura, forma fustal) obtenidos directamente de los arboles.

Hay dos principios basicos involucrados en la construccion de funciones de volumen. El
primero asume que el volumen del arbol depende del didmetro, la altura y de la forma fustal.
El segundo asume que una funcidon que determine correctamente el volumen de un arbol
también es valida para otros arboles de igual didmetro, altura y forma. Existe una variedad de
modelos posibles para ajustar funciones de volumen individual; para decidir cuél de ellos usar
deben considerarse aspectos de simplicidad, objetividad y precision.

Dependiendo de la estructura del modelo usado para ajustar la relacion entre el volumen del
arbol y otras variables de mas facil medicion, las funciones obtenidas pueden clasificarse en:
1) funciones de volumen local, que incorporan el dap como unica variable independiente; ii)
funciones de volumen general, cuyas variables independientes son el dap y la altura; y iii)
funciones de volumen con clase de forma, que incorporan el dap, la altura y la forma como
variables independientes.

La funcion de volumen local es ttil cuando la altura y forma fustal son constantes o presentan
una variabilidad baja; en esas circunstancias, la incorporacion de esas variables en la funcion
no aporta informacion adicional sobre la variabilidad del volumen; ello podria ser vélido en
rodales coetaneos, localizados en sectores de calidad de sitio homogénea y con poca variacion
en la densidad de rodal; el término /ocal proviene de lo reducido que es la extension para la
cual es valida la funcién, normalmente solo el rodal de donde se recopilaron datos para su
ajuste. Cuando se requiere una funcion aplicable a variadas condiciones de sitio, manejo y
edad debe recurrirse a funciones de tipo general; la variabilidad en la calidad de sitio se refleja
en la variabilidad de la altura fustal y la variabilidad en manejo se refleja en la variabilidad
diamétrica. Ambas variables son a su vez afectadas por la edad del rodal. El ajuste de una
funcidn con esas caracteristicas requiere informacion de variadas condiciones de sitio, manejo
y edad, siendo a su vez aplicable a una amplia gama de condiciones, siempre en el rango de
condiciones que aportan datos para el ajuste. El tercer tipo de funcion es adecuado cuando
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individuos de igual dap y altura tienen diferente forma fustal. A continuacion se presentan
algunos modelos de volumen individual.

v, =bdl +e,,
v, =bg.h, +&
v, =bd}h, +&,,
v, =b, +bd}h, +€,,
v, =b, +bd} +b,h, +b,d’h, +€,,
v, =by+d}'h +¢,,
v, =b, +bd”h> +¢,,
v, =d> /(by +b, | h)+E,,
v, =b, +bd’h, f, +&,,

donde:

v; es el volumen del i-ésimo arbol (expresado en alguna unidad: m?®, pulgada, pie maderero, etc.),
d; es el dap del i-ésimo arbol (cm),
h; es la altura total o comercial del i-ésimo arbol (m),

fi esiuna E{nedida de la forma fustal del i-ésimo arbol (m), e.g. la clase de forma de Girard o el cuociente de

Los modelos de volumen individual incluyen modelos lineales y no lineales en los pardmetros.
Los primeros se ajustan mediante el método de minimos cuadrados ordinarios o ponderados,
dependiendo del comportamiento de la varianza del volumen; el segundo tipo requiere de
métodos de ajuste no lineales. Algunos modelos no lineales pueden linealizarse mediante
logaritmos para facilitar el ajuste y/o para homogeneizar la varianza. En ese caso, la funcion
resultante puede subestimar el volumen real del arbol.

Los modelos pueden ser utilizados para modelar el volumen del arbol individual
independientemente del volumen que se trate o de la unidad utilizada para expresarlo. Asi, el
volumen puede referirse al volumen total del arbol o al volumen comercial hasta un
determinado dlu, y puede ser determinado en cualquier unidad (m’ssc, pm, etc.).

La forma de la relacion entre el volumen fustal y otras variables en el arbol se puede detectar
facilmente mediante graficos. En general, la relacion entre el volumen y variables simples en
el arbol como el dap, la altura total y la clase de forma de Girard es no lineal (ver Fig. 5).
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Variables derivadas de esas variables basicas permiten linealizar la relacion y reducir la
varianza residual del volumen (ver Tabla 3).

Tabla 3. ll%gggletgg?esngélBagggtfogeé%% 1m0éiglﬁ de yolumen individual con tres diferentes definiciones de variable

es radiata.
. aiz del . i
Funcion ajustada cua(ﬁggfugledlo deggﬁﬂﬁlggﬁfnd&z)
v =—0,402024 +0,001208 D> 0,64925 0,9202
v =—0,002109 +0,000026059D* H 0,43697 0,9638
v =0,080524 +0,000000324 D> HF 0,26919 0,9863
£ E
8 .::‘::’, z ','."* .
4 ,':”cw 4 ..‘ "y
: gt 2 st
: g .
\,:'0 5 :: L]
4 :& L 4 ¢‘:“‘:
: BB S | e
: . ~’:: 2 + ‘.‘;‘
Z l‘ﬁ{“‘: + : ,’}‘0{

Figura 5. Blielon s LIRSS Uonshn, P S b s Bl e s G

3.1.3.2 Funcion de volumen individual con dlu variable

La funcién de volumen de arbol individual normalmente se ajusta para estimar el volumen de
fuste entre tocon y un didmetro limite de utilizacion (dlu) especifico, lo que obliga a construir
una nueva funcion cuando se requiere estimar el volumen hasta otro dlu. Asi, puede requerirse
de un gran nimero de funciones, tantas como dlu’s diferentes se hayan definido. Cualquier
nueva definicion de dlu requiere del ajuste de una nueva funcion. Una técnica alternativa, que
soluciona ese problema, es el ajuste de funciones de volumen con dlu variable. Otra opcion es
el ajuste de funciones de ahusamiento (ver Capitulo sobre forma fustal).

Burkhart (1977) propuso el siguiente modelo para la estimacion del volumen considerando un
dlu variable
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v, =V|{l+bd"”/D"|,

donde:

V. es el volumen comercial entre el tocon y el dlu d en fuste,
V es el volumen total entre el tocon y el apice del arbol,

d es el diametro limite comercial con o sin corteza,

D es el dap del arbol.

El modelo a ajustar es
Y =bd"™ /D",

con

El conjunto de datos para el ajuste de la funcion debe incluir observaciones de volumen
comercial hasta diferentes didmetros limite fijos (e.g. 10, 15, 20, 25 cm). Otros modelos de
este tipo estan descritos en Cao et al. (1980).

3.1.4 Criterios para seleccionar modelos

En la seleccion del mejor modelo pueden usarse varios criterios. Entre ellos destacan el indice
de Furnival (1961), el indice de Akaike, la diferencia agregada global, la diferencia media, la
desviacion estandar de los residuos, el coeficiente de variacion residual, el error estandar de
estimacion y el error cuadratico medio residual. Al utilizar estos indicadores debe preferirse
aquel modelo que entregue el valor mas bajo. Lo contrario sucede cuando se usa el coeficiente
de correlacion simple, el coeficiente de correlacion ajustado o el coeficiente de determinacion,
criterios que también pueden ser Ttiles para la seleccion de modelos. La forma de célculo de
algunos de los criterios mencionados se describe a continuacion.




con

donde:

3.1.4.1

da es la diferencia agregada,
dm es la diferencia media,

S £ es la desviacion estandar residual,
cve es el coeficiente de variacion residual,
& es un desvio o residuo,

p es el nimero de parametros en el modelo,

n es el tamafo de la muestra.

El indice de Furnival

El indice de Furnival (1961) es util para la comparacion de modelos que tienen diferentes
variables dependientes. Un modelo cuya variable dependiente es el volumen no puede
compararse directamente con otro modelo cuya variable dependiente es una transformacion
del volumen, como por ejemplo el logaritmo natural del volumen. El indice de Furnival
soluciona ese problema.

donde:

S
] = I b
S
n 2 -5
— '=lgi g E = .
s es la raiz del cuadrado medio residual, 5 = [ n— O ,con @ Vi ™ Vi s

0"~ % o
[f ’(V)] es la media geométrica de la primera derivada de la variable dependiente con respecto al
volumen,
l | N
L
f): e

I ;(note que aqui el uso de In es solo un medio para la obtencion del promedio

geomé]trico).
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En modelos con variable dependiente transformada, el indice es una estimacion de la
desviacion estandar en las unidades de medicion de la variable original. En el caso de que la
variable dependiente sea el volumen, el indice se reduce al calculo de la desviacion estandar

alrededor de la curva. Note que en este caso [ f '(v)] =1.

3.1.4.2 El indice de Akaike

El indice de Akaike (AIC: Akaike’s Information Criterion) es util para la seleccion de
modelos que varian en el nimero de pardmetros. Si dos o mds modelos se ajustan
relativamente igual a la informacion existente, este criterio conducira a la seleccion del
modelo mas simple.

9

C
AIC =ninHHe2p . 41C =1n ceH o
On O O E

n

donde:

N e . _a
SC€ s 1a suma de los cuadrados de los desvios (error), €€ = Zt:l € ,con & TVi TVi(en este
caso volumen),

e es la base de los logaritmos naturales,
p es el nimero de parametros en el modelo,

n es el tamafo de la muestra.

Seleccionada la mejor funcidon para la prediccion del volumen, su uso debe limitarse a las
condiciones de ajuste o representatividad de la muestra de arboles. Asi, es conveniente que la
funcion de volumen al reportarse se acompane de antecedentes sobre: 1) especie o grupo de
especies a las que es aplicable y la localidad, si corresponde; ii) definiciéon de la variable
dependiente (volumen) y las unidades de medicion; iii) definicion de las variables
independientes, altura de tocoén y diametro limite de utilizacion; iv) autor y fecha de
preparacion; vi) tamafio de la muestra y rango de la informacion basica; vii) método de
determinacion del volumen; viii) método de ajuste; ix) medida apropiada de la precision.

3.2 Determinacion del volumen en rodales

El volumen agregado de rodal se obtiene de la suma de los volimenes de los arboles
individuales por unidad de superficie del rodal (ha). Puede expresarse en cualquier unidad de
cubicacion tales como m*/ha, m*JAS/ha, pulgadas/ha, pie maderero/ha, etc.

La agregacion de los volumenes de los arboles individuales puede obtenerse directamente de
una funcion de volumen agregado, la cual permite obtener el volumen por unidad de
superficie a partir de mediciones de variables de rodal; también pueden utilizarse funciones de
volumen de arbol individual, caso en que el volumen agregado se obtiene de la suma de los
volumenes individuales estimados.
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3.2.1 Funciones de volumen agregado

Las funciones de volumen agregado estiman el volumen por unidad de superficie.
Normalmente incluyen el area basal por unidad de superficie (G, en m%*ha) y la altura
promedio de los arboles (H, en m) como variables predictoras. Algunos modelos agregados se
entregan a continuacion.

V =a,+aGH
V=a,+aG +a,GH |
V=a,+a,G+a,H +a,GH +a,GH",

V=a,G"H®".

3.2.2 Estimacion del volumen agregado a partir de funciones de volumen individual

Consiste en la medicion de arboles en unidades maestrales, estimar el volumen en la unidad
muestral y luego expandirlo a la unidad de superficie. La determinacién del volumen puede
realizarse arbol por arbol, 6 agrupando los arboles en clases de tamafio basadas en el diametro
(clases de diametro).

3.2.2.1 Determinacion del volumen sin agrupamiento de diametros

Cada individuo es cubicado mediante una funcion individual segun su didmetro y altura, si
corresponde. El volumen por parcela se obtiene sumando el volumen estimado para cada arbol
presente en la parcela. El volumen por unidad de superficie y el total del rodal se obtiene
expandiendo el valor obtenido en la parcela.

3.2.2.2 Determinacion del volumen con agrupamiento de diametros

Los arboles se agrupan en clases de diametro, generando una tabla de rodal. El método asume
que todos los arboles de una clase de dap tienen un didmetro igual a la marca de clase. El
volumen del arbol de tamafio promedio de cada clase se estima mediante una funcion de
volumen individual, a partir de la marca de clase y la altura estimada para un arbol de ese dap,
si corresponde. Si la funcion de volumen incorpora la altura del arbol, ésta es obtenida
mediante la relacion altura-didmetro. El volumen por parcela aportado por una clase de dap se
obtiene multiplicando el volumen del arbol promedio de la clase por el niumero total de
arboles de la clase. La suma de volimenes a través de todas las clases de tamafio genera el
volumen por parcela. Este se expande para obtener el volumen por unidad de superficie y el
volumen para el total del rodal. Los resultados se entregan tabulados por clase de dap,
configurando una tabla de rodal y existencia.
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En los métodos para estimar el volumen agregado se ha descrito el tratamiento de la
informacion obtenida de una parcela de muestreo. Normalmente, sin embargo, la estimacion
del volumen requiere del trazado y medicion de mas de una parcela. Asi, los resultados finales
corresponden a un promedio de los valores estimados en las parcelas; ese promedio por
hectarea y para el total del rodal se acompafa habitualmente de sus respectivos intervalos de
confianza. Estos se derivan de la variabilidad de los datos entre parcelas. El procedimiento de
calculo depende de la metodologia utilizada para realizar el muestreo de la poblacion.
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4 Estudio de la forma del fuste

La forma del fuste de los arboles varia ampliamente. La tasa de disminucion del diametro
fustal entre la base y el apice del arbol, conocida como ahusamiento, varia dependiendo de la
especie, edad y tamano de los arboles, y factores asociados al manejo del rodal y a las
condiciones de sitio.

El estudio de la forma fustal esta destinado basicamente a aportar informacion para la
estimacion del volumen del arbol. Tradicionalmente se reconocen cuatro lineas en el estudio
de la forma. Tres de ellas se basan en relaciones simples: 1) factores de forma, que se derivan
del cuociente entre volimenes; i) cuocientes de forma, obtenidos del cuociente entre
didmetros; y iii) puntos de forma, que corresponden al cuociente entre alturas; otra linea se
basa en funciones mas complejas: iv) curvas, formulas y tablas de ahusamiento.

4.1 Estudio de la forma mediante factores y cuocientes

En esta linea, la forma del fuste se expresa numéricamente mediante un valor tnico por arbol.

4.1.1 Factores de forma

El factor de forma se obtiene del cuociente entre el volumen real del arbol y el volumen de un
cuerpo geométrico de referencia, cuyas dimensiones corresponden a las dimensiones generales
del arbol (dap, altura). Al volumen del solido de referencia también se le denomina volumen
aparente.

donde:

v, es el volumen real del fuste,

v, es el volumen del solido de referencia.

Dependiendo de la forma asumida para el solido de referencia se obtienen factores de forma
cilindricos, parabdlicos, conicos o neiloidicos, siendo el factor de forma cilindrico el de uso
mas habitual. La utilidad del factor de forma es evidente. Conocido su valor, es facil derivar el

volumen de un arbol mediante v, =/ U, siendo el volumen del solido de referencia (vy)
obtenido a partir de la altura y el dap del arbol (ver Capitulo sobre volumen).

4.1.1.1 Factor de forma artificial

La utilidad del factor de forma como expresion de la forma del fuste depende de como se
defina el solido de referencia. Cuando el solido de referencia adquiere las dimensiones
definidas por la altura total y el dap del arbol, el factor de forma es afectado por el tamafio del
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arbol. Esto porque la mediciéon del dap se realiza siempre a una altura constante,
independientemente de la altura total del arbol. Asi, aunque dos arboles tengan exactamente la
misma forma, pero diferente tamafio, el factor de forma adquirira valores diferentes. También
puede ocurrir que dos arboles con igual factor de forma, no posean igual forma. Este factor de
forma recibe el nombre de factor de forma artificial, quedando definido de la siguiente
manera cuando el solido de referencia es un cilindro (note que el volumen del cilindro en este

casoes v, =g lh)

donde:

g es el 4rea de seccion normal del fuste (g = 770d * /40000 , siendo d el dap del arbol (cm)),
h es la altura total del arbol (m).

4.1.1.2 Factor de forma natural

La influencia del tamafio del arbol sobre el factor de forma se elimina midiendo el diametro
para el solido de referencia a un porcentaje de la altura total del arbol. Asi, el didmetro se
obtiene a la misma altura relativa en arboles de diferente altura. Este factor de forma recibe el
nombre de factor de forma natural o de Hohenadl en honor a quien propuso la forma para su
obtencion.

El factor de forma natural cilindrico se obtiene de la relacion siguiente (note que el volumen
del cilindro en este caso esV, =&, 1)

VV

fO,lh =
oun LB

donde:

&o.1n es el area de seccion fustal a un décimo de la altura total,
h es la altura total del arbol.

El factor de forma natural toma valores que oscilan entre 0,3 y 0,6. Los s6lido geométricos
basicos presentan valores de factor de forma natural entre 0,34 y 0,56 (paraboloide: 0,56;
cono: 0,41; niloide: 0,34).

4.1.2 Cuocientes de forma

El cuociente de forma se obtiene a partir del diametro del fuste medido a una cierta altura
superior en el fuste y otro didmetro medido a una altura inferior estandar en el fuste del arbol
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donde:
d, es el diametro de fuste superior,
d; es el diametro de fuste inferior.

En los casos mas frecuentes, debido al ahusamiento fustal, el didmetro superior es menor que
el didmetro inferior resultando, por lo tanto, el cuociente de forma en valores inferiores a uno.

Existen varios cuocientes de forma; todos ellos utilizan el dap del arbol como didmetro de
referencia, variando la altura de medicion del didmetro fustal superior.

4.1.2.1 Cuociente de forma normal

Es el cuociente entre el diametro (superior) medido a la mitad de la altura total del arbol y el
dap

dO,Sh

C =
0,5h dap

b

donde:

d . s; es el didmetro de fuste medido a la mitad de la altura total del arbol,
dap es el diametro con corteza medido a 1,3 metros de altura en el fuste del arbol.

A medida que la altura del arbol decrece, la altura de medicion del didametro fustal superior se
acerca a la altura de medicion del dap y el cuociente de forma normal se aproxima a 1. En
arboles pequefios (altura menor a 2,6 m), el cuociente adquiere valores mayores a 1. Asi, el
cuociente de forma normal no tiene un limite superior maximo.

4.1.2.2 Cuociente de forma absoluto

En este cuociente, el diametro superior se mide a la mitad de la altura comprendida entre la
altura de medicion del dap (1,3 m) y la altura total del arbol. Con ello se impide que el
cuociente tome valores mayores que 1.

— Fosums

dap

0,5(h+1,3) >

donde:

Od% ,ang()l gsme} lf]élnéll?ttlﬁ?af%%)stt g%ggl a la mitad de la altura comprendida entre la altura de medicion

La mejor manera de obtener los indicadores de la forma es midiendo los didmetros de fuste sin
corteza. Ello elimina la variabilidad adicional introducida por la variacion del espesor de
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corteza entre arboles. El problema aqui, sin embargo, es medir el didmetro superior sin corteza
con exactitud en arboles en pie.

4.1.2.3 Clase de forma de Girard

Es el cuociente (expresado en porcentaje) entre el diametro fustal sin corteza medido en el
extremo de la primera troza de 16,3 pies de largo (aproximadamente 5,27 m sobre el nivel del
suelo, considerando 1 pie de altura de tocon) y el dap con corteza. Asi, esta medida de la
forma fustal corrige parcialmente el efecto de la variabilidad de la corteza sobre el perfil
fustal.

dsc,; 5

F_ =100
dap

17.3 s

donde:
dsc7 3 es el didmetro de fuste sin corteza medido a 17,3 pies de altura en el arbol en pie.

4.1.3 Punto de forma

El punto de forma relaciona la altura a la cual se encuentra el centro de gravedad de la copa y
la altura total del arbol. El centro de gravedad de la copa es el punto en el cual el arbol es mas
resistente a la accion del viento. Asi, este indicador reconoce la importancia de la copa del
arbol como factor determinante de la forma fustal. La ubicacion exacta de ese punto es dificil
de definir; en la practica se asume que se ubica en la zona donde se presenta la mayor
ramificacion de la copa. El punto de forma se expresa en porcentaje.

h
P =100—%,
h

donde:

h, es la altura del centro de gravedad de la copa,
h es la altura total del arbol.

4.2 Estudio de la forma mediante funciones de perfil fustal

En esta linea se utilizan relaciones matemadticas que representan el perfil fustal tomando el
fuste como un todo o por secciones.

4.2.1 Sélidos de revolucioén

El estudio de la forma fustal se basa en cuatro solidos basicos conocidos (cilindro,
paraboloide, cono y neiloide). El perfil de esos solidos puede representarse mediante la
relacion basica siguiente, la que rotada en torno al eje del solido produce el sélido respectivo
(ver Fig.1 en Capitulo sobre volumen).
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y =k,

donde:

y es el radio del solido en la posicidn /, es decir la distancia medida desde el extremo menor del sélido,
k es una constante,

7 es un e,xponen_te-1 que define la forma del solido (cilindro # =0 ; paraboloide ¥ =0,5; cono r =1
neiloide 7 —1,5).

En cuanto a representatividad, el perfil de los solidos puede identificarse en forma aproximada
en los fustes de los arboles; el cilindro en porciones de poca longitud del fuste de latifoliadas;
el paraboloide y el cono en fustes de coniferas creciendo en rodales densos; el neiloide en
arboles que crecen aislados y arboles tropicales. Esas formas se identifican mas facilmente en
el fuste de arboles individuales tomados por secciones. La integracion de la relacion que
describe el perfil fustal genera el volumen del sélido (ver Capitulo sobre volumen).

4.2.2 Funciones de ahusamiento

El término ahusamiento se usa para describir la disminucioén en diametro que experimenta el
fuste de un arbol desde la base hasta el 4pice. El ahusamiento fustal varia ampliamente,
dependiendo de la especie, la ubicacion regional y el sitio, posicion relativa del fuste y la copa
dentro del dosel, como también de los tratamientos silviculturales aplicados en el rodal
(fertilizacion, poda, raleo, etc.).

Una funcion de ahusamiento es una expresion matemadtica que describe el perfil del fuste.
Relaciona el didmetro de fuste con la altura a la cual el fuste adquiere ese diametro, y
variables de estado del arbol (dap, altura). A partir de la funcion se puede estimar el didmetro
con o sin corteza en cualquier punto del fuste, el volumen total o comercial para cualquier

diametro limite de utilizacion y desde cualquier altura de tocon, y la altura comercial (Clutter
et al. 1983).

Aunque la funcion de ahusamiento permite realizar estimaciones de variables sencillas como
el diametro de fuste a cualquier altura del fuste, o la altura en el fuste en la que el diametro
adquiere un determinado didmetro, su mayor utilidad radica en que permite realizar
estimaciones de volumen entre dos alturas cualquiera en el fuste del arbol. Asi, se transforma
en una herramienta esencial en modelos de simulacion y optimizacion del trozado,
permitiendo la clasificacion de productos en pie. Puede utilizarse en algoritmos para
determinar el patrén de trozado Optimo, buscando maximizar el volumen o valor de los
productos; en ello es necesario considerar tanto los didametros minimos y maximos como las
caracteristicas que definan la calidad aceptable para cada producto. También puede ser util
para determinar el momento oportuno para realizar intervenciones en un programa de podas,
para obtener un cilindro nudoso de determinado tamafio. En resumen, dada la gama de
aplicaciones, una funcién de ahusamiento es una alternativa mas adecuada que las funciones
de volumen para la cubicacion de arboles, especialmente cuando se tienen estdndares
cambiantes para los productos (Reed y Green 1984).
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Dependiendo del modelo de ahusamiento ajustado y de la variable que se desee estimar, puede
ser necesario modificar algebraicamente la funcion de ahusamiento. Habitualmente, la
modificacion mas simple de realizar es la requerida para estimar el didmetro fustal. En
cambio, la estimacion de la altura en la que el fuste adquiere un didmetro especifico requiere
una modificacién mas compleja; en algunos casos, incluso, es imposible obtener una funcion
explicita para esa estimacion, siendo necesario obtener el didmetro buscado mediante
iteracion. La estimacion del volumen requiere la integracion de la funcion de ahusamiento.
Por cierto, las funciones derivadas seran validas solo para la zona o rodal muestreado para
generar la funcién de ahusamiento.

4.2.2.1 Modelacion del perfil fustal

La tasa de disminucion del didmetro es variable a través de toda la longitud del fuste (Kozak
1988), de manera que la forma que el fuste adquiere en cada seccion se asemeja a diferentes
solidos geométricos (ver Fig. 2 en Capitulo sobre volumen). La forma de la seccion basal es
similar a un tronco de neiloide, la seccidon intermedia a un cilindro o tronco de paraboloide y
el extremo a un cono o paraboloide (Newnham 1992).

En el desarrollo de algunos modelos usados para describir el perfil del fuste se ha considerado
la existencia de esas formas bésicas en el fuste; otros modelos, en cambio, son empiricos, pero
no por ello menos efectivos. En general, las mayores dificultades de ajuste para los modelos se
presentan en la base y en la parte superior del fuste.

Existe una amplia gama de modelos de ahusamiento. Ellos varian tanto en el niimero de
pardmetros como en la definicion de las variables dependiente e independiente. En general, los
modelos tienen estructura polindmica y pueden ser simples, esto es basados en solo un
polinomio (modelos unifuncionales), o pueden resultar de la uniéon de dos o mas polinomios
(modelos segmentados). La introduccion de restricciones en los modelos para mejorar las
estimaciones es habitual.

4.2.2.1.1 Definicion de variables para el ajuste de modelos de ahusamiento

El ajuste de modelos de ahusamiento requiere de la medicion de diametros a diferentes alturas
en el fuste del arbol. Asi, tanto el didmetro como la altura pueden constituirse directamente en
la variable dependiente e independiente, respectivamente, en el modelo. Sin embargo,
normalmente es mas util definirlas en términos relativos (Tabla 1), ya que asi disminuye la
variabilidad de la variable dependiente y es mas fécil visualizar la relacion entre las variables,
lo cual ayuda en la seleccion de un modelo para el ajuste de una funcidon promedio. La
definicion de la variable independiente importa en cuanto a la posicion del apice del arbol al
graficar el perfil fustal en un sistema de coordenadas cartesianas, lo que en términos
algebraicos determina si el modelo de regresion debe o no incorporar una constante
(intercepto).
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El uso de valores relativos para expresar las variables incorporadas en un modelo de
ahusamiento puede también ayudar a estabilizar la varianza de la variable dependiente. Este es
un requisito basico cuando se usan técnicas de regresion tradicionales (minimos cuadrados
ordinarios) (Czaplewski et al. 1989). En todo caso, la definicion de la variable dependiente
debe estar guiada por el uso final de la funcion de ahusamiento. Esto porque al transformar la
variable dependiente de la funcidon ajustada, cuando se desea estimar algunas variables
especificas, como didmetro de fuste a alguna altura de fuste, o volumen entre dos puntos
cualesquiera del fuste, puede introducirse sesgos en las estimaciones.

Tabla 1. Definicion de variables en modelos de ahusamiento.

Variable dependiente Variable independiente
Variable Significado i Sefoe(?e Variable Significado Slfflqb 10 el
usamiento ahtisamiento
d diametro absoluto d h altura absoluta h
< h
& gﬁé‘gf&%o del didmetro & = altura relativa ¢
K area de seccion absoluta K H—h distancia al apice [
4 i ; —H —h distancia a
D diametro relativo y H relativa a alltLHa fotal z
d’ . . 2 H —h (distancia al 4pice
F area de seccion relativa Yy H —1.3 (ftf ativa a alltLPra sobre el X

&8 g% umr’(elt{(())tgle dfulstrgnfdldo a una altura variable /; D es el diametro del fuste medido a una altura fija en el fuste (dap, en 1,3 m de altura);

dos
Dos
04

02

EI

Figura 1. Nubes de gun 0s btemdas (ﬁ a d%ra icacion de diferentes combinaciones de definiciones de variables
comunmente tilizadas en modelos usamiento.
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Las graficacion de diferentes combinaciones de definiciones de variables comuinmente
utilizadas en modelos de ahusamiento ayuda en la seleccion de modelos. Asi, cuando se busca
ajustar un modelo promedio de perfil fustal (ver més adelante), tales graficos son de gran
utilidad en la seleccion de uno o mas modelos potenciales y en la identificacion de puntos para
la introduccion de restricciones (ver Fig. 1).

4.2.2.1.2 Estimacion del volumen mediante funciones de ahusamiento

El volumen de un arbol se determina a partir del volumen del sélido de referencia (e.g.
cilindro) y el factor de forma respectivo mediante

v :vs g},?: )
es decir
v=KD’H [f,,,

donde:

v es el volumen total del arbol (m?),
D es el dap del arbol (cm),
H es la altura total del arbol (m),

K es una constante igual a 77/ 40000 , cuando D es expresado en centimetros y /H en metros,
J1.5 es el factor de forma artificial.

El valor del factor de forma artificial depende del perfil fustal. Asi, la formula de célculo varia
de acuerdo al modelo utilizado para el perfil fustal.
4.2.2.1.3 Relacion entre el ahusamiento fustal y factor de forma cilindrico

El volumen del fuste se obtiene integrando la funcion de perfil fustal y evaluando la relacion
resultante en el rango deseado de la variable independiente. En ese calculo estd involucrado el
factor de forma cilindrico.

La integral de la funcion

H

2
[59.

H 2 H
} 7Tld = /40000 1~ .,
equivale a _O[m , esto es g_(!'(area de fuste)dl, relacién en la que g es el

area de seccion normal del arbol (g = 77CD? /40000 ). La integral, evaluada en toda la longitud
del fuste, resulta en v/ g, esto es el cuociente entre el volumen total (v) y el area de seccion
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normal (g). El factor de forma artificial cilindrico se obtiene del producto entre ese cuociente
y H™,ie.

3.

v 1 %
_El_:_:‘f1
g H v

Asi, el factor de forma cilindrico se obtiene de la integral
1 7d?
iz = E-!-F ., [1]
Dependiendo de como se defina la variable independiente en el modelo de ahusamiento, puede

ser mas sencillo obtener la integral de la relacion [1] operando con la variable independiente
en vez de la altura. Tres casos tipicos se explican a continuacion.

. . . . . h
Al definir la variable explicatoria mediante # :E , es claro que H [& = I asi, el factor de

forma cilindrico es
1 a2 1 "d?
=—f[[—h=—(—H&
.f1,3 F(—!DZ F{_!.Dz b}

sz
fis=[—=2. [1°]
1,3 _!-Dz

. . . . . H—h
Al definir la variable explicatoria mediante x =713 claro que (H —1.3)Ldx =—& y

el factor es

1'0d? 1 d’
S =y [ @ o T

_ _(H-13)d’
f’ —— d:. [1”]
b H -!-Dz

Al definir la variable explicatoria mediante z = , es evidente que H [&x =—h y el

factor es

1 7d? 1 %2d?
= (= (" H[&
Sia H.(I)-DZ H-(]:Dz ’
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s = & (1]

4.2.2.1.4 Modelos de ahusamiento

La literatura sobre modelacion del perfil fustal registra una gran variedad de modelos. A
continuacion se presenta una propuesta de ordenacion en cuatro lineas basada en la
complejidad de los modelos desarrollados. Con algunos de los modelos se entregan ademas
las funciones derivadas para estimar el didmetro a cualquier altura en el fuste del arbol, el
volumen entre dos puntos del fuste y la altura comercial para un didmetro especifico.

Una funciéon de ahusamiento relaciona diametros de fuste con la altura de medicion de esos
diametros, mediante modelos cuya forma general es

Y =71(X),

en el que Y es el diametro de fuste a una altura dada, o una variable derivada de éste; X es la
altura de medicion del didmetro, o una variable derivada de ésta; fes una expresion algebraica
que toma variadas formas, preferentemente de polinomio ya sea simple o segmentado, o
exponencial.

4.2.2.1.4.1 Modelo simples

En teoria, el modelo polinomial
s, =b, +bh+b,h> +b. )’

en el que s, es el drea de seccion transversal a la altura £ en el fuste, es adecuado para modelar
el perfil fustal de una arbol. Ello porque la relacion involucra varios solidos geométricos
simples, cuya forma general es y =k " (ver método analitico para determinar volumen),
donde y es el radio del sélido en la posicion (altura) /, y » define la forma del so6lido (cilindro:
r =0 ; paraboloide: » =0.,5; cono: r =1; neiloide: » =1,5). Asi, s, =m0’ =mk’U"; esto
es s, =7[k*, en el caso de un cilindro, s, =k’ [ para un paraboloide, s, = 7%’ * en un
cono ys, =k’ I’ en un neiloide. Asi, si el fuste presenta forma cilindrica, el drea de seccion
transversal de fuste es una constante ( 7722 ), lo que esta representado por el parametro by, con

b, = 1r[k*; 1a forma parabolica estd expresada en el componente 5,7 , con [ representado en
la altura 2y b, = 1T[k”; las formas conica y neiloidica estan representadas en los componentes

b,h> y byh’, respectivamente. Asi, si la forma fustal corresponde a cualquiera de los

solidos basicos, el modelo tendrd al menos un parametro significativo en el ajuste. Ahora, si
diferentes solidos basicos contribuyen a la forma fustal, dos o mas parametros del modelo
deberian resultar significativos en el ajuste.
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Otro modelo que incorpora la definicion de perfil fustal implicita en los sélidos basicos es el
de Ormerod (1973). Aceptando que existen sélidos con formas intermedias entre los sélidos
basicos tipicos, el radio fustal puede definirse mediante

N |

=b(H —h)* .

De acuerdo con esa relacion, el diametro a una altura / del fuste esta definido por
d =2b(H —h)*,
relacion que evaluada a la altura de 1,3 m debe generar el dap del arbol (D), esto es
D =2b(H —13)°.
El cuociente entre el diametro de fuste d y el dap del arbol es

d _ 2b(H —h)*
D 2b(H-13)""

de modo que

d=DBﬂ§,

7 —1,3

donde:

d es diametro de fuste a la altura 4,
D es el dap del arbol,
H es la altura total del arbol.

Esa relacion se conoce como funcion de ahusamiento de Ormerod. Obviamente requiere que
ambos diametros (. D) sean expresados en la misma condicidn, ya sea con o sin corteza
Note que el modelo de Ormerod es equivalente al modelo basico y =k ,enel que v =d /2

B ’ Y T (H-13)

El modelo de Ormerod también es representado mediante la relacion a =Hug
D [H—-13[]

Tomando x =" __H 13 d? o lacisn 1177, 1o formula d

omando m—13Y S1a = I !D2 (ver relacion [1°°]), la formula de

volumen (v =KD’H L}, ) para el modelo de Ormerod es
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X
v=-KD’H ﬁ%wfxza&,
0

X
v =& g D
H 2a +1|,’

_ 1’3) X 2a+1

v=—KD>H dH ,
H 2a+1

o bien, evaluando entre dos puntos del fuste,

= —kpr $H I
H H 2a+1 F

2a+l __ _2a+l
v =—KD> [QH —1,3)Eu E

2a +1
donde:
v es el volumen (m?) entre las posiciones relativas X y X, en el fuste,
H —h, H—h,
X = X, =—F los limi lati . 6 infert .
H—13> H —1,3 son los limites re ativos de integracion inferior y superior,
respectivamente.

Operando con alturas absolutas

B KDZ RH_h2)2u+l _(H_hl)2a+1
(H -13)* H 2a+1 :

donde:
h1 'y h, son las alturas de integracion en el fuste (e.g. altura de tocon y altura comercial).

Polinomio cuadratico

y> =b, +bt+b,t”,

donde:
d

Y= B es el diametro relativo estimado a la altura relativa £

_ h
H -
b; son coeficientes de regresion.
Con esa definicion de variables es facil restringir el modelo para que el didmetro estimado en

la altura total del arbol (# =1) sea cero (> =0). Esto es 0 =6, +b, +b,; asi b, =—b, —b,,
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con lo cual el modelo se transforma en el modelo lineal simple sin intercepto siguiente (Kozak
et al. 1969)

v =b(t =) +b,(* -1).

El efecto directo de la introduccioén de una restriccion en el modelo es la “pérdida” de uno de
sus parametros. En la practica se requiere estimar s6lo dos parametros en el proceso de ajuste
del modelo, siendo el tercero una funcion lineal de estos dos. La incorporacion de la
restriccion puede ocasionar estimaciones sesgadas. La ventaja del modelo restringido es que
satisface el principio biologico de didmetro cero en el apice del arbol. En términos practicos,
en el modelo analizado, esa restriccion no es de mucha utilidad, dado que afecta una porcioén
del fuste que no tiene uso comercial.

T 42
o, d
En este caso, la determinacion del volumen (v =KD?H [f,;), con f; =IFCY (ver
0

relacion [1’]) y ¢ = 77 5¢ realiza mediante
T dz
v=KD’H g4,
3D
T
v=KD’H EJ’(bO +b,t +b2z2)&,
0
2 3 r
v =KD H i+ 42l
2 3 ’

2 3
v=KD’H E%OT+bIT ot %

2 3

o bien, evaluando entre dos puntos cualquiera del fuste,

DO 2 1 2 3 I:a

donde:

v es el volumen (m?) entre las posiciones relativas Z; y Z5 en el fuste,
hy h,

L= H L, = 4 son los limites relativos de integracion inferior y superior, respectivamente.
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Obtencion del diametro y la altura comercial

El didmetro d a una altura especifica 4 del fuste (en ¢ =4/ H ) se obtiene de la transformacion
de la funcion de ahusamiento

d = Db, +byt +b,r?)"”

La altura comercial / para un didmetro limite determinado d requiere una transformacién mas

compleja
O a*n M’
—b H - (b H)* —4b, Eyon -—
] D

2b,

h=

Polinomio de grado 5

Lowell (1986) proporciona un ejemplo del uso de un polinomio incompleto de grado 5. Otros
autores han usado polinomios incompletos de grado 40 (ver Bruce et al. 1968).

*=bz+b,z’ +bz’ +b,z" +bZ .

Modelo trigonométrico

Thomas y Parresol (1991) describen la forma fustal mediante la relacion
2 =p (t—1) +b, sin(277LE) +b, cotél'%m E

en la que sin y cot son funciones trigonométricas con argumento expresado en radianes.

La estimacion del volumen se realiza mediante

ml, [
0 0 -1)) 2b [ﬁmé @H
v=KD2H[(91E227‘—(t2— H 2 [cos(2m [1,) - cos(2m [},)| + = In DTDDrelacw

ﬁ 4 HSIHE DH@

n en la que In es el logaritmo natural.

Modelo de Real y Moore

yi=x}=b(x} =x))+b,(x} —x7)+b,(x° —x7)
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Real y Moore (1988) modelan la diferencia entre la seccion relativa del fuste ( »?) y la
seccion relativa de un cono ( x?) cuyas dimensiones corresponden a las dimensiones del arbol
(dap, altura), como se demuestra a continuacion.

Definiendo la variable dependiente como »; =d,/D | y la variable independiente como
x; =(H —h,)/(H —1,3) , el modelo de ahusamiento no requiere una constante (intercepto).
Representando la distancia desde el apice mediante /, =H —#;, el didmetro de cono a una
distancia /; desde el apice es definida por dc, =k [, donde k es la tasa de incremento de dc
por unidad de distancia desde el apice. Esa tasa es & = % y depende de las dimensiones del

arbol. Su valor puede obtenerse desde algiin punto en el fuste del arbol donde /; y dc; sean

i

D
conocidos, e.g. en el punto de medicion del dap (D) del arbol; luego 4 = 7 —13° de modo
D H—h
de, =kl = [, =D : idc, =D[X
que dc, T H s H—1,3'ASI ¢, .

D* [X?, y la del fuste es

2 _
dc” | esto esSc =

El area de seccion de cono es Sc =

40000 40000
T ) ) )

Sf = 20000 d}; ambas 4reas, expresadas en términos relativos al drea de seccion a la altura

4 T p2ye 1 il d’
del dap, son 0000 =x” para el cono, y 40000 — »” para el fuste.
T 2 w 2
D D
40000 40000

Asi, la modelacion del cuociente entre el area relativa del fuste y el area relativa del cono, esto

2

es y_2 , puede realizarse mediante el modelo
y2
|- 6 38
2 by +byx; +b,x; +byx;”. [2]
2
Introduciendo la restriccion y_2 =len x =1,
X
1 :bO +bl +b2 +b39
Despejando,

by =1—b, —b, —b,
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y reemplazando en [2] se obtiene el modelo en cuestion

2

%gﬂe@—@—@+a%+@ﬁ+@ﬁ8

9
i

2 _ 2 g 2 _ 2 _ 2 3 8 40
yi =x; =bx; —b,x; —byx; +bx; +b,x; +b;x",

yf —xi2 :b]()ci3 —xiz)+b2(xl.8 —xiz)+b3(x4° —x.2) .

1

Modelo de Bruce

Bruce et al. (1968) proponen el modelo de ahusamiento siguiente

Y Ebl by (6 =x) D+ by (x)° =X VH +by(x* =x)DH +b, (x1 =x})H * +b, (x}* ~x/)H"

La altura comercial se obtiene en forma iterativa, ya que la complejidad del modelo impide

derivar una funcién para obtener directamente esta variable. El volumen se obtiene con la
férmula siguiente

v=—KD>(H —1,3)51()62’5 —x77) +£(x4 —x) +£(x33 —x?) +£(x4' —x“)E
2 1 2 1 2 1 2 1 ,
2,5 4 41 C

33
con
A=b, +b,D+b,H +b,DH +b,H* +b H"
B = _(bZD +b3H) 5
C =-|b,DH +b,H"),
E=-bH?,
donde:
v es el volumen (m?) entre las posiciones relativas X; y X, en el fuste,
_H—h _H—h,
1= H —13 > X2 = H —1.3 son los limites relativos de integracion inferior y superior,
respectivamente. ’

El modelo de Bruce et al. (1968) es el resultado final del analisis de la forma fustal en una
especie particular (A/nus rubra Bong.) y por ello esa forma final pudiera no ser
completamente satisfactoria para otras especies. Esos autores también sugieren que para
efectos de ajustar un modelo de perfil promedio, bastaria con una funcién simple que incluya
un conjunto de tres variables explicatorias, y proponen para ello dos conjuntos, i.e. ( x"?, x?

,x40)y(x1’5, x3,x30).

77



4.2.2.1.4.2 Polinomios segmentados

Estos son modelos compuestos por submodelos que describen secciones del fuste (ver e.g.
Max y Burkhart 1976, Bennett et al. 1978, Cao et al. 1980, Farrar y Murphy 1987-1988, Farrar
1987; Czaplewski y McClure 1988; Czaplewski et al. 1989). La ventaja de estos modelos es
un menor sesgo en las estimaciones de didmetro que los modelos simples, pero la estimacion
de los parametros es mas complicada y la derivacion de las formulas de volumen y de altura
comercial es engorrosa o no existen (Kozak 1988). A continuacion se describe, a grandes
rasgos, la uniéon de modelos. Mayores detalles sobre este punto se encuentran en Cancino
(1993).

Los modelos segmentados se componen de dos o mas submodelos. Esto es
Y, =1,(X),
con
f[i(X)= [i(X.8), asX=a,

f(X.6,), a=X=a,,

[(X.,6);, a._ <X-<bh.

r—=1 —

El modelo segmentado esta compuesto por » submodelos unidos en »-1 puntos ( &, ,..., Q. _,).
La union se realiza considerando restricciones de continuidad y pendiente comun en los
puntos de union. También es factible incorporar restricciones adicionales para que la variable
dependiente adquiera valores especificos en determinados puntos del fuste.

El modelo resultante reparametrizado puede ajustarse mediante la técnica de regresion lineal
multiple cuando los puntos de uniébn & son conocidos; de lo contrario, es necesario hacer uso
de técnicas de ajuste no lineal (Gallant y Fuller 1973, Max y Burkhart 1976).

Modelos compuestos de dos submodelos

Unioén de dos submodelos cuadraticos

Max y Burkhart (1976) proporcionan un ejemplo de la unién de dos submodelos cuadraticos.
En este caso, el modelo segmentado es definido por

v =/1(T,6),

fl(T,Bl):a0+alt+a2t2; 0<t
fo(T,60,)=b, +bi+byt*; a,st<],

relaciones en las que a; y b; son coeficientes de regresion.
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En la unién de los submodelos se incorporan las restricciones de continuidad y de igualdad de
pendiente en los puntos de unidén. A partir de esas dos restricciones se despejan ap y a1 y se
reemplazan las expresiones resultantes en f. También es posible incorporar la restriccion de
area relativa cero (»> =0) en el apice del arbol (z =1). Asi se obtiene el modelo

fl(T’elaaz) :bl(t_1)+b2(t2 _1)+(a2 _bz)(al _Z)z’

en el cual, el componente b,(¢ —1)+b,(t> —1)* corresponde al modelo /5, restringido (
1 2

»> =0 en ¢t =1), de modo que el modelo para todo el rango de valores de ¢ es
y2 :b1(l‘_1)+bz(t2 —1) +(a, —b,)(q, _t)zla

con [I=1 t=aq,
1=0; t>aq,.

Unién de dos submodelos ctibicos completos
2
y:=f(T,6),

f(T,6)=a,+at+a,t’ +at’; 0<t<a,,
f,(T,8,)=b, +bt+b,t> +bt’; a, <t<l.

La unioén de los submodelos por el proceso ya descrito genera el modelo para todo el rango de
valores de .

y2=b,(t=1)+b, (1> 1) +by (> =) +[b, +b,(t +2a)|(t —a,)* 1,

con [=1 t=aq,
1=0; t>aq,.

Unién de dos submodelos cubicos (uno incompleto)
2
y = f; (Z H] 91 ) s

£,(2,6) = az+a,z’ +a,z’; 0<z<a,,

£,(Z2,6,)=b, +bz+b,z> +b,z°; a,<z<].
En este caso, a partir de las restricciones de continuidad y de igualdad de pendiente en los
puntos de unidn se despejan by, y by, y se reemplazan las expresiones resultantes en f,. Asi se

obtiene el modelo para todo el rango de valores de z.

y? =bz+bz’ +bz’ +[b4 +b5(Z+2al)](Z_al)zl,
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con [=0; z=aqa,
I=1 z=>aq,.

Otra variante de la union de dos submodelos cubicos (uno incompleto) es
v =1(2,8),

f(Z,8) = a,z’ +a,z°; 0<z<a,,

£,(Z,6,)=b, +bz+b,z" +bz’; a,<z<1
Despejando by, y b1 y reemplazandolos en f, se obtiene (ver Parresol et al. 1987)
v =bz’ +bz’ +[b3 +b4(Z+2al)](Z_al)21

con [=0; z=aqa,
I1=1, z>aq,.

Unioén de un submodelo cubico incompleto y un cuadrédtico completo

v =1(2,6),
f(Z,6) = az+a,z’ +a,z’; 0<z<a,,
£,(2,0,)=b,+bz+b,z2’ ; a,<z<1

El modelo final se obtiene despejando by, y b y reemplazandolos en f
2 2 3 2
Y =bz+b,z" +b;z +[b4 _b3(Z+2al)](Z_al) I,

con [=0; z=a,

1=1;, z>aq,.

Modelos compuestos de tres submodelos

Max y Burkhart (1976) presentan dos ejemplos del ajuste de tres submodelos, uno
cuadratico-lineal-cuadratico, en tanto que el otro combina tres submodelos cuadraticos.

Modelo cuadratico-lineal-cuadratico

vy =1(T.6),
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fi(T,6)=a, +at+at’; 0<t<a,,
f2(T,6,) = b, + bt ; ap<isa,,
fi(T,0)=c, +ct+e,t’; a,<t<l.

La union de los submodelos considera las restricciones de continuidad y de igualdad de
pendiente en los dos puntos de union ( a;,qQ, ), a partir de las cuales se despejan ao y a; y se
reemplazan en fi (ver Max y Burkhart 1976). El modelo resultante incorpora, ademas, la
restriccion de area relativa cero (> =0) en el apice del arbol (z =1).

y2 =bl(l‘—l)+b2(l‘2 —1)+b3(0'1 _t)zll _bz(az _t)zlza

con [, =1, t=aq,,

I, =0; t>aq,.

Modelo cuadratico-cuadratico-cuadratico

y: =/1(T,6),

fi(T,6)=a, +at+a,t’; 0<t<a,,
£,(T,8,)=b, +bt+b,t’; a,<t<a,,
fi(T,8,)=c, +ct+c,t’; a, <t<l.

La union de los submodelos sigue el procedimiento ya descrito (ver Max y Burkhart 1976)
y2 =b,(t—1) +b2(t2 ) +b3(0'1 _t)zll +b,(a, _t)zlz 5

con [, =1, t=aq,,
I, =0; t>aq,.

La segmentacion del modelo debe considerarse al realizar estimaciones de la variable
dependiente (ver Fig. 2) o de cualquier otra variable derivada.

¥ =B (t—=D)+ by ~D)+by(—1)'L + b (o —1)'

(%]

y

v =B =D+ b (" D)+ by -1 ],

V=R (-1)+ by -1)
\ ‘

Figura 2. Representacion grafica de la estimacion de la variable dependiente mediante un polinomio segmentado
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gto de tres submlodelos En el Se ento de la 1zqulerda,l la variable dependlente es estlmada
—1)+b, (f " I)Eb (g ) 1 +bt(ad_t3 ?12 éél el segmento central ;A _do de
mado_ e, dependiente estimada utilizando odel uci
Q bct]%—1$+b ¢ 1)+g 1( - )ze; ); enel segmento de laderechal}1 =0 . 8

modo la var1 endiente e estzu;nada ut2hzando un modelo mas 51megle fiquwalent Ope SIAL | co
un2 (éj (l TSla ziopz CO{l) restriccion de  seccion relativa  cero el apice del

La relacion para estimar d es
d = Db, (1 =1) +b,(t* =1)+b,(a, —)*1, +b,(a, —0*1,]"",
en tanto que la altura comercial / se obtiene de

h -—[—B —(B* —44C)*|,

con

A=b, +b,L, +b,L,,
B =b, —2b,a,L, —2b,a,L,,
C=-b—b,—d* /D> +b,a’L, +b,a’L,,

L =lid=d,; L =0;d<d,
L,=1d=d,; L,=0;d<d,,

donde d, y d, son diametros estimados en los puntos de union

0,5
s

d, = Dlp, (@, -1 +b,(@; -1
. =Dlp (@, - +b,(@; ~D+by(@, - a,)?"”
El volumen se estima mediante la relacion siguiente (ver Martin 1981)

b, (13 —17) , by(3 —1) bl(a, —t)1, —(@, —1,)° 7,

v=KD>H 3 b, +b,)(t, —t,
D > 3 —( Ity —1) — 3
b4[(az —t2)312 —(a, _t1)3J2]D
B
3 O
con [, =Lit,<a; I, =0, >a; I, =Lt <=a,; I,=0;t,>0a,;
J, =Lt =a,; J, =0t >a,; J, =Lt =a,; J,=0t >aq,.

4.2.2.1.4.3 Modelos de ahusamiento de forma variable

Esta linea consiste en la utilizacion de un modelo exponencial simple, con un exponente
cambiante desde la base al apice del fuste para compensar las formas de neiloide, paraboloide
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y cono (Ormerod 1973, Kozak 1988, Reed y Byrne 1985, Perez et al. 1990). Un modelo de
este tipo es facil de desarrollar, reduce el tiempo de célculo y las estimaciones de diametro son
menos sesgadas. Sin embargo, algunos de ellos tienen dos desventajas: i) no pueden ser
integrados para calcular el volumen, el cual debe ser calculado a partir de los didmetros
estimados y la longitud de los trozos; ii) no permiten calcular directamente la altura comercial
para un diametro limite de utilizaciéon determinado, valor que debe obtenerse por iteracion.
Aunque algunas de las funciones pueden ser integradas, las relaciones resultantes son
complicadas (Kozak 1988).

En esta linea el modelo basico es una funcion exponencial simple (Kozak 1988)

y=u,
con
-4
y D,
D, =b,D"b?,
1=t h
-1 H
2 0,5 t D
c =b,t” +b,In(z +0,001) +b,t™” +be +b7ﬁ’ [3]
donde:

I es la posicion del punto de inflexion,
D; es el diametro de fuste en el punto de inflexion.

Analisis de datos de diferentes especies demuestran que las relaciones presentadas son
adecuadas para estimar el exponente ¢ y el didametro D; en el punto de inflexion (Kozak 1988).
Reemplazando y reacomodando la expresion resultante se obtiene el modelo a ajustar

bst? +by In(£+0,001)+bst > +bge' +h7§

d =b,D" b u

Es facil verificar que este modelo cumple con la restriccion de diametro cero (d =0) cuando
t =1; esto porque en ese punto u# =0. Otra caracteristica del modelo es que d =D, cuando
t =1, punto donde la funcion cambia de direccion. Esa relacion puede linealizarse usando
transformacion logaritmica, lo cual genera un modelo cuyos coeficientes pueden ser estimados
mediante regresion lineal multiple (Kozak 1988).
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Ind =Inb, +b,In D+ DlInb, +b,t* Inu +b, In(t +0,001) Inu +b,"° Inu +b.e' Inu +b, glnu

La determinacion de la altura comercial se realiza iterativamente. El proceso consiste en
ingresar el valor de d en la relacion [4], siendo el valor de ¢ calculado mediante [3] para un
valor deseado de # (e.g. 0,9); asi se obtiene un valor #,. El siguiente valor de ¢ usado para
calcular ¢ se puede obtener de la relacion [5], procedimiento que se repite hasta lograr una
precision preestablecida (e.g. 0,01 (relacion [6])). Lograda la precision deseada, la altura
comercial se estima mediante la relacion [7].

O , O
==l - = [4]
= ° =
t, —t,
t2 = IO + : 2 ’ [5]
t, —t,.,| <0,01, [6]
h, =t,H [7]

La funcién de ahusamiento descrita no se puede integrar. Asi, el volumen se estima mediante
una formula como la de Newton u otra (Kozak 1988).

4.2.2.1.4.4 Funciones de ahusamiento compatibles

Esta linea consiste en derivar la funciéon de ahusamiento a partir de una funcién de volumen
total o comercial (Demaerschalk 1971-1972, Goulding y Murray 1976, Clutter 1980, Gordon
1983, Reed y Green 1984, Byrne y Reed 1986, Lenhart et al. 1987, Candy 1989). De la
derivacion se obtiene una funcion de ahusamiento compatible, denominacion que recibe por el
hecho de que el volumen estimado mediante la integracion de ésta es igual al obtenido
mediante la funcion de volumen original. Esta es una caracteristica deseable cuando las
estimaciones realizadas con la ultima funcion son precisas.

Algunas de las funciones de volumen actualmente en uso permiten derivar funciones de
ahusamiento, sujetas a la restriccion de que el volumen estimado mediante ésta sea idéntico al
generado por la funcion de volumen original. La derivacion necesita cierta informacion sobre
ahusamiento (Demaerschalk 1972). Por ejemplo, una funciéon de volumen total como la de

Schumacher v = a,D“ H“ puede convertirse a una funcion de ahusamiento, que en este caso

particular corresponde al modelo siguiente (ver Reed y Green 1984), cuya integracion sobre la
altura total del arbol genera la funcién de volumen total de Schumacher.
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[H = h]"

- b,
d=pD" =7

La férmula resultante de la integracion de esta funcidon entre las alturas 0 y 4 en el fuste
permite obtener el volumen fustal entre esa alturas.

5 H
§2D2h2H2hJ—H—2I)4 E_Eﬁ —h é
1
1

O H
=
]
H

25, +1
Al estimar el volumen total, esto es hasta el punto en que 4 = H , esta relacion se transforma
en la funcidén de Schumacher, en la cual

n h 2 262 ( [T —p)20s
v =K_rd2& =K| L ( ) E
0 0 El H >

aulpletses

b?
2b, +1°

a =K

a, =2b,,
a, =2b, +1—2b,.

4.2.2.1.5 Incorporacién de restricciones a la altura de medicion del dap y otra altura en el fuste

La incorporacion de restricciones obliga al modelo a estimar con exactitud el didmetro en
algun punto de interés del fuste. Este puede ser un punto del fuste cuya medicién de didmetro
sea habitual, como por ejemplo a la altura de 1,3 m (dap), o en otra altura donde el diametro
de fuste sea factible de medir. Asi, el modelo restringido estimara con exactitud esos
diametros conocidos en el fuste y con alta precision los didmetros de fuste en los sectores
cercanos a esos puntos. A continuacion se describe algebraicamente la introduccion de
restricciones para el didmetro fustal, una para el dap y otra para el didmetro fustal medido a
otra altura.

Definiendo la variable dependiente como y, =(d,/ D), en la que ambos didmetros son

medidos sin corteza, y la variable independiente como x; =(H —#,)/(H —1,3) | el modelo de

ahusamiento no requiere una constante (intercepto). Asi, el perfil fustal puede ser representado
por un modelo como el siguiente

Vi =bx, +byx] +byx] +b,x} . [8]

Incorporacion de la primera restriccion. Estimacion exacta del dap del arbol, cuando la
altura de medicion del diametro es 4, =1,3. De acuerdo con la definiciéon de variables, la

restriccion en términos algebraicos implica que ¥, =1 en x;, =1,

Evaluando en [8],
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1=b, +b, +b; +b, ,

despejando,

b, =1—b, —b, —b,

y reemplazando en [§]

vy, =(1—=b, =b, —=b,)x, +b,x] +b,x; +b,x}

Vi =X, by (x] —x,) +by(x] —x,) +b,(x] —x,). [9]

Incorporacion de la segunda restriccion. Estimacion exacta del diametro de fuste medido a
la altura #, =#,,. Esta restriccion, en términos algebraicos, implica que »;, =», en X; =x,,
, esto es que la variable dependiente tome un valor conocido ( »,, : ¥ medido) a una altura

conocida del fuste ( x,, : x medido).
Evaluando en [9],

v, =x, +b,(x2 —x,)+b,(x) —x,)+b,(x} —x,),
despejando,

(ym _xm)_b3(xr3n _xm)_bé‘r(‘x;‘n _xm)

b, =
’ (xp = x,)

y reemplazando en [9]

(v, —x,)=by(x) —x,)=b,(x! —x)(

: —x )by — )+ by - x,).
xm—x

yi=xt

Acomodando términos,

(ym_xm)(xiz_x[)_ D 3 (x - X )(x _)C)D (xjt_xm)(xiz_xi)lj
Yi=X ~ P =byx; —x, - P bD’C P [
xm - 'xm D x - x D |:| xm - xm |:|
:Asi, el modelo a ajustar se reduce a
t, =bszy; +b,z,,,

con
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2
_ _ (ym _‘xm)(xi _‘xi)
i i xi 2 s

xm - x}'ﬂ

3 2
- _ (xm X )(xi _xi)
i i~ X 2 >

xm - x"l

PN C M M) Gt
i i i 2 .
xm _xm

4.2.2.2 La muestra para el ajuste de modelos

Los datos que se necesitan para obtener una funcion de ahusamiento para una especie son
diametros de fuste sin corteza, medidos a diferentes alturas en el fuste, el diametro con corteza
medido a 1,3 m de la superficie del suelo (dap) y la altura total de cada arbol en la muestra.
Hay varias opciones para constituir una muestra para la especie de interés. Entre las opciones
que se pueden considerar estan: a) una muestra general; b) una muestra por localidad; c) una
muestra por tamano de arbol; y d) una muestra por tipo de manejo.

Es ideal contar con una funcion tnica por especie, obtenida a partir de la muestra general. En
ello es conveniente tener presente que el ahusamiento fustal es determinado por una serie de
factores (ver e.g. Lowell 1987, Amateis y Burkhart 1987). Cualquiera sea el caso, la obtencion
de una funcidon general es un paso necesario para probar otras posibles ordenaciones de los
datos de la muestra (ver criterios para seleccionar modelos).

El tamano de la muestra es dificil de definir antes de realizar el proceso de ajuste.
Estadisticamente se puede derivar una expresion para determinar el tamafio de muestra que se
debe tomar para lograr una precision especifica en las estimaciones, pero para ello es
necesario definir el modelo a utilizar en el ajuste y tener una idea de la variabilidad de la
variable dependiente, de la(s) wvariable(s) independiente(s) y de su(s) covarianza(s);
normalmente estos aspectos se desconocen, especialmente si se trata del primer intento de
ajuste de modelos de ahusamiento. El camino habitual es tomar una muestra de cierto tamafio,
ajustar los diferentes modelos en analisis y seleccionar entre éstos el que se considere mas
adecuado.

La muestra debe tener un tamafio suficiente y ser representativa de la poblacion. Lo de tamafio
suficiente o tamafio "grande" es un término relativo, pero puede tomarse como base un valor
minimo de 30 arboles por condicion para el ajuste de modelos, recordando que los grados de
libertad se obtienen a partir del nimero de mediciones de didmetros realizadas.

Lo de la representatividad debe entenderse principalmente por el lado del rango de tamafos de
arboles para los que se desea estimar el ahusamiento y, finalmente, el volumen; pero también
es necesario considerarla en relacion a la distribucion de la muestra de arboles vy,
especialmente, de las alturas de medicion de los diametros de fuste. Ademas, es necesario
tener presente que, si se requiere modelar la heterogeneidad de varianza, es necesario tener
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datos medidos a cada nivel de la variable independiente; de lo contrario hay que dividir la
muestra en intervalos pequefios y tomar una muestra grande para estimar bien el patrén de
varianza (Gregoire y Dyer 1989). Una muestra grande también protege contra la violacion del
supuesto de normalidad, supuesto importante si el objetivo es realizar pruebas de hipotesis y
prediccion; aunque no haya normalidad en los desvios, los estimadores obtenidos mediante el
método de cuadrados minimos ordinarios tienden a distribuirse normalmente a medida que el
tamafio de la muestra aumenta.

4.2.2.3 El ajuste de modelos de ahusamiento

El ajuste promedio es la opcidn mas simple en la construccion de una funcion de ahusamiento.
Se ajusta el modelo, con o sin restricciones, con el conjunto de datos de todos los arboles,
obteniéndose un valor tnico de los estimadores de los pardmetros del modelo. Otra opcion es
el ajuste individual simultaneo. Consiste en ajustar el modelo, con o sin restricciones, con el
conjunto de datos de todos los arboles, obteniéndose simultdneamente una funcion para
estimar cada pardmetro del modelo en funcion de las dimensiones generales de cada arbol.
Esto requiere cierta elaboracion como se explica en lo que sigue.

Un ejemplo de modelo basico es el siguiente
y =b, +bt+b,t> +b,t’,

2
en el cual y:F, t

h
H
donde:

d es el diametro sin corteza (cm) medido a la altura 4 (m),
D es el dap con corteza (cm),
H es la altura total del arbol (m).

Al restringir el modelo de modo que ¥ =0 cuando ¢ =1, implica que b, =—b, —b, —b;, lo
que reemplazado en el modelo original genera el modelo restringido

y :bl(t—l)+b2(t2 _1)+b3(t3 _1)-

4.2.2.3.1 Ajuste promedio

Al ajustar ese modelo al conjunto total de datos se obtiene la funcion de perfil fustal promedio
y=b(t=1)+b,(> —1) +b,(r* =1),
en la que los A, son los estimadores de los parametros. En el ajuste promedio, cada uno de

esos estimadores tiene un valor fijo independientemente del tamafio del arbol.
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4.2.2.3.2 Ajuste individual simultaneo

Este ajuste requiere una elaboracion mayor del modelo como se muestra a continuacion.
Tomando el modelo basico y=bl(t—1)+bz(t2 —1)+b3(t3 —1) y las posibles variables

predictoras de los pardmetros del modelo de ahusamiento (1 D H D* H?> DH ), el
modelo basico se transforma en

y=b(t=1)+b,(> =1)+5,(* -1
+b,(t =1)D +b, (> =1)D +b,(¢* —1)D
+b,(t =1)H +b,(¢* —1)H +b,(r —1)H
+b,(t =1)D? +b,(¢> =1|D* +b,(¢* —1)D?
+b,(t=1)H? +b,(¢> =1)H> +b,(£* —1)H>
+b,(t =1)DH +b,(t> =1)DH +b,(t* —1)DH .

Esta estructura de modelo es para cada arbol. La obtencion de los estimadores a partir de un

conjunto de arboles requiere una reparametrizacion del modelo, esto es un cambio en el
nombre de los pardmetros.

y=b(t=1)+b,(* =1)+5,(* -1
+b,(t =1)D +b,(t> =1)D +b,(¢* =1)D
+b,(t=1)H +by|¢* —1)H +b, (> —1)H

+b,,(t =1)D? +b,,(¢> =1)D* +b, (£ —1)D?
+b,(t=1)H? +b,(t> —1)H? +b,(r* =1)H>

+b,,(t —1)DH +b,,(¢> =1)DH +b,,(¢* =1)DH .

Factorizando

y=|b, +b,D+b,H +b,D* +b,H> +b DH|t -1
+(b2 +b.D+b,H +b,D*> +b H* +bl7DH)(t2 —1)
+by +b,D +byH +b,D* +b,H* +b,DH|¢* 1),
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se obtiene
y=B(t=1)+ B[ ~1)+ B[~ ~1),

con
B, =b, +b,D +b,H +b,,D*> +b,H* +b DH ,
B, =b, +b,D +b,H +b, D> +b ,H’> +b_ DH
B, =b, +b,D +b,H +b,,D> +bH> +b DH .

Asi, el ajuste promedio se reduce a ajustar el modelo ¥ =b,¢, +b,t, +bst; en el cual

t, =t—1,t,=t>—1, t, =t’ —1. En el caso del ajuste individual simultaneo, el modelo a

ajustar incorpora varios parametros adicionales

Yy :bltl +b2t2 +b3t3 +b4t4 +b5t5 +b6t6 +"'+b18t18 ’

t =t" —1 .

cont, =t—=1,t,=t>=1,t,=>=1,t, =t" =1, ¢, =t =1, ¢, =t° —1,...,
Al utilizar el modelo individual, el primer paso es estimar los parametros B,, B, y B; con
la funcién obtenida y las dimensiones generales del arbol (D, H).

4.2.2.4 Criterios usados para seleccionar modelos

Siempre es recomendable realizar una inspeccion de los residuos para evaluar la aptitud del
modelo. Gréficos de los residuos contra los valores ajustados de la variable dependiente y
contra la(s) variable(s) independiente(s) permiten visualizar si el efecto de ésta(s) es diferente
del supuesto en el modelo.

La determinacion de la relacion entre la variable dependiente y la(s) independiente(s) en el
modelo completo se realiza mediante una prueba F, la cual, al resultar significativa, indica que
al menos uno de los p parametros en el modelo es diferente de cero.

cmr
F =—— valor que se compara con (1 p—1.n—p) .
cme

La determinacion de la significancia de cada coeficiente de regresion se realiza mediante la
prueba ¢

r =|—

t
, valor que s€ compara con (1—?,,1—,3) .

bl
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El software estadistico actualmente disponible habitualmente entrega directamente la
probabilidad asociada a cada parametro, esto es la probabilidad de obtener ese valor por azar.
Asi, es suficiente comparar esa probabilidad con el nivel de significancia deseado (

a =0,05;a=0,01) en la prueba de hipotesis (#, : b, =0) para determinar la significancia del
estimador de cada parametro (5, ).

El proceso de seleccion entre diferentes modelos puede realizarse con criterios basados en los
residuos. A continuacion algunos criterios para modelos lineales (ver Hocking 1976).

__ Ssce
cme =
n—p’
R2 zl_sce:scr
sct sct’

PRESS = Z(yi _)’}il)z >

i=1

5
sce
ece = .
4

con
st =Y (v, =3),
=T
ser=3 15,31,
i=1
_ n _ AA 2= n 82
sce=3 (v. =5 e
__ scr
cmr —
p—1
donde:

cme es el cuadrado medio del error (varianza en torno a la linea de estimacion),

R? es el coeficiente de determinacion (simple, multiple),

2
R es el coeficiente de determinacion (simple, multiple) ajustado,
PRESS es la suma de cuadrados de la prediccion,
eee es el error estandar de estimacion,
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sct es la suma de cuadrados total corregida,
scr es la suma de cuadrados de la regresion,
sce es la suma de cuadrados del error,

cmr es el cuadrado medio de la regresion,
p es el nimero de parametros en el modelo,
n es el tamario de la muestra,

b; es el valor del coeficiente 7,

S5, es el error estandar del coeficiente 7,

Y esun valor observado,

Y esun valor estimado mediante el modelo,

Vi ° el valor estimado para la observacion i mediante el modelo ajustado sin considerar esta observacion

€n €1 proceso,

V es el promedio de las observaciones y:.

Especificamente aplicadas a modelos de ahusamiento, las pruebas de ¢ y F son habituales.
Otros indicadores tradicionales como R? tienen un valor limitado para evaluar modelos de
ahusamiento, porque no indican la habilidad del modelo para ser integrado y estimar el
volumen (Lowell 1986). Los criterios mas utilizados se basan en los desvios o residuos (ver
e.g. Kozak et al. 1969, Cao et al. 1980, Gordon 1983, Reed y Byrne 1985, Byrne y Reed 1986,
Lowell 1986, Farrar y Murphy 1987, Farrar 1987, Kozak 1988, Czaplewski y McClure 1988,
Perez et al. 1990), entre ellos los que se indican mas abajo. En las estimaciones pueden surgir
sesgos debido a la introduccion de restricciones en los modelos; eso justifica el uso de esta
medida como indicador.

cee = sce g’s
—p+C—1 ’
n
i
B — i=1 H
n
Yl
D - i=1
n
O n
O H sig
Se:[ll oS &2 — = [l
%—1 = n
5 H
pe zloo(sct —sce)
sct .



donde:

eee es el error estandar de estimacion,
C es el nimero de restricciones introducidas en el modelo,
B es el sesgo (media del cuadrado de los desvios),

D, es el desvio absoluto promedio,

S'¢ es la desviacion estandar de los desvios,
pve es el porcentaje de variacion explicada.

En las relaciones anteriores, el desvio & =m, —m, esto es la diferencia entre el valor

observado (772;) y el valor estimado (772, ), se obtiene para la variable que se desee analizar.

Esta variable puede ser el didmetro a una altura especifica, la altura comercial, o el volumen
total o comercial hasta un didmetro o altura limite.

En aquellos casos en que se dispone de muestras de arboles obtenidas de diferentes
condiciones de sitio, de manejo o de otro factor, puede ser interesante determinar el efecto de
esos factores en el ahusamiento. El andlisis requiere que la varianza entre los niveles del factor
en analisis sea homogénea. Para detectar el cumplimiento de esta condicidon se realiza una
prueba de homogeneidad de varianzas (Bartlett). Si la varianza es homogénea, el efecto del
factor se analiza a través de una prueba F;; ésta permite determinar si la agrupacion de niveles,
esto es obtener una funciéon general por especie, tiene mdas sentido que obtener funciones
individuales por nivel. La prueba F se establece de la siguiente forma, comparando el valor

calculado con el valor esperado 4| —c—.a1, a1, -

P [pce, —sce, gl;
H sce, [, —gl

sce, = Zsce.

i -

i=1

donde:

sce; es la suma de cuadrados del error del conjunto de datos,

sce; es la suma de cuadrados del error de los niveles del factor en analisis,
n es el nimero de niveles del factor,

gl; es el numero de grados de libertad del conjunto de datos,

gl es la suma de grados de libertad de los niveles del factor,

s; es el nimero de grados de libertad del nivel o grupo i.

Aqui, la prueba F evalta la posibilidad de obtener una funcidon para cada nivel del factor
considerado para dividir la informacion disponible (ver dummy variables en textos de
regresion). Esta prueba, con una implementacion cuidadosa, permite el andlisis de cada
pardmetro del modelo para determinar semejanzas y diferencias por conjuntos de niveles.
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4.2.2.5 Validacion de funciones de ahusamiento

Existen varias opciones para la validacion de una funcidon de ahusamiento. Por ejemplo, la
funcién de ahusamiento, obtenida para cada condicion descrita, puede ser validada para la
variable dependiente definida en el ajuste y para las variables derivadas, como el diametro a
cualquier altura, alturas para didmetros especificos, y volumen parcial o total. A su vez, la
validacion puede ser realizada con los datos usados para ajustar el modelo (validacion interna)
o con una submuestra independiente destinada exclusivamente para la validacion (validacion
externa). La validacion se basa en los criterios ya definidos; entre ellos, el error estandar de
estimacion, el sesgo (media de los desvios) y el porcentaje de variacion explicada son
especialmente ttiles.

Especial interés reviste la validacion de la funcién de ahusamiento para aquellas variables
derivadas que implican una transformacion de la variable dependiente (ver Czaplewski y

. d . :
Bruce 1990). Por ejemplo, cuando se define y :B, la obtencion del volumen requiere

transformar esa variable elevandola al cuadrado, esto esv = f(»*) ; en el modelo original se
cumple que ¥ =v,—<&;, donde ¥ es el valor estimado, », es el valor observado y & es un

. ., . . A2 2 2 .,
error aleatorio. Con la transformacion de la variable se obtiene y~ =y; —2y.€, + &, relacion
en la cual el valor esperado es afectado por el sesgo introducido en la transformacion, esto es

El )321 = E{ yf] + E[Ef], en donde Elé‘fJ es un valor diferente de cero y corresponde al sesgo

en cuestion, el cual depende de la varianza de los errores aleatorios; en simbolos:

Ele?| = f(var(e,)).

Mas compleja es la estructura del sesgo introducida cuando se utiliza una transformacion raiz

]0’5 =y- Elgf]y_3 + 3E[£f]y_5 +
8 8

cuadrada. En este caso 3> =y’ —¢,, E[j/z

..., en donde el

ey 3Eg]y
8

ajustar un modelo en el que la variable dependiente es y> =(d /D)’ y se modifica para obtener

sesgo estd representado por +.... Esta situacion puede surgir al

el diametro fustal a una altura especifica.
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5 Biomasa

La biomasa forestal es la cantidad total de materia viva existente en un ecosistema forestal.
Incluye todos los componentes que forman el ecosistema, como arboles, arbustos y otros
vegetales. Normalmente es expresada en toneladas de materia seca por hectarea, razon por la
cual también se suele usar el concepto de densidad de biomasa para referirse a esta variable
(ver e.g. Brown 1997). El uso del peso seco no sélo permite eliminar la variabilidad de la
humedad en los diferentes componentes de la biomasa, sino que la cantidad de materia seca
estd mas estrechamente relacionada con el rendimiento en diferentes procesos.

Desde el punto de vista de la productividad de sitio, la biomasa es una medida mas completa
que el volumen, pero su determinacion es considerablemente méas compleja. Aln asi, es de
gran interés, especialmente en aquellos rodales manejados para la produccion de pulpa o
cuando la corteza es un producto importante (e.g. produccion de taninos). También es
relevante cuando se manejan bosques para la produccion energética, dado que la masa se
relaciona mejor que el volumen con la produccion de energia. Naturalmente, es de gran
relevancia por la participacion vegetal en el ciclo del carbono, en que la captura de CO,
atmosférico y su almacenamiento en la biomasa representa un efecto claramente benéfico para
el ambiente; por otro lado, también incorpora nutrientes del suelo lo que puede conducir al
empobrecimiento del suelo y a la disminuciéon de la productividad de sitio, tdpico
estrechamente relacionado con la conservacion de suelos. También juega un rol importante en
proteccion forestal, ya sea relacionado con plagas o con incendios forestales.

5.1 Componentes de la biomasa

La biomasa forestal estd conformada por componentes de variada complejidad y accesibilidad.
Por ello, su estimacion requiere la identificacion inicial de estos componentes y el disefio de la
estrategia adecuada de medicion o estimacion. Desde el punto de vista de una comunidad
forestal, y dependiendo de los objetivos especificos del estudio, la biomasa puede dividirse
espacialmente en biomasa aérea, la que incluye toda la biomasa viva sobre el suelo (biomasa
de dosel principal, biomasa de sotobosque) y desechos lefiosos (biomasa de residuos en pie,
colgantes y sobre la superficie del suelo), y biomasa subterranea, incluyendo los componentes
lefiosos vivos y muertos de los sistemas radiculares. En el caso especifico de arboles, los
componentes habituales para la separaciéon de biomasa son raices, ramas, follaje, madera de
fuste y corteza. Naturalmente, otras subdivisiones como e.g. fuste, corteza de fuste y copa
también son posibles. Un exhaustivo analisis de la determinacioén de la biomasa y ejemplos a
través del tiempo son presentadas por van Laar y Akga 1997.

La determinacion de la biomasa de una formacion vegetal, constituida por la suma de la
biomasa de todos los componentes (arboles, arbustos, etc.), necesariamente requiere de la
determinacion de la biomasa en esos componentes. Las metodologias que se describen a
continuacion se basan fundamentalmente en el documento de Brown (1997), en el protocolo
de Snowdon et al. (2001), y en los articulos de Parresol (1999, 2001). Brown (1997) se
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concentra en métodos para estimar biomasa sobre el suelo; Snowdon et al. (2001) abarcan
componentes aéreos y subterraneos; Parresol (1999, 2001) realiza una revision critica de los
métodos de estimacion de la biomasa, enfatizando en los aspectos estadisticos.

5.2 Métodos para determinar la biomasa

La determinacion de la biomasa puede realizarse de varias maneras alternativas dependiendo
del componente involucrado y de la cantidad de informacidn disponible. En aquellos casos en
que no se dispone de informacion, el unico camino disponible es el de la determinacion
directa de la biomasa, a partir del peso fresco y razones de peso seco o a partir del volumen y
densidad del material. La estimacion basada en el volumen es apta para componentes lefiosos
(fuste, ramas gruesas); el volumen puede determinarse mediante formulas a partir de
mediciones de didmetros o estimarse mediante funciones. La estimacion de la biomasa
también puede realizarse mediante funciones de biomasa. Dependiendo de la biomasa
estimada por los métodos anteriores, puede requerirse de un factor de expansion de biomasa.

La obtencion de informacion para la estimacion directa de la biomasa, especialmente para la
construccion de funciones de biomasa, requiere muestrear arboles en un rango amplio de
tamafios, edades, sitios y manejo. Los darboles son seleccionados mediante algun
procedimiento para muestreo destructivo; el peso fresco (o volumen) de los diferentes
componentes de la biomasa se determina en terreno; de cada componente se seleccionan
pequefias muestras mediante algin procedimiento normalmente aleatorio para Ia
determinacion de razones de peso seco o densidad. En la préctica, este submuestreo con
posterior uso de estimadores de razdén, puede introducir sesgos. Una opcidn préctica es el uso
del muestreo aleatorizado de ramas, método que genera estimadores insesgados de la biomasa
ya sea total o por componente del arbol (ver més adelante); es especialmente adecuado para la
determinacion de biomasa de ramas, ramillas, frutos y follaje. Otro método util es el muestreo
por importancia (ver Capitulo sobre volumen), el cual puede incorporarse en al estimar
biomasa de fuste y ramas gruesas.

5.2.1 Determinacion directa de la biomasa

La determinacién directa de la biomasa es una labor lenta y costosa que se utiliza s6lo en
ocasiones muy especificas. Es el tinico camino para obtener la biomasa de componentes cuya
determinacion es dificil mediante regresion u otro método de estimacion (e.g. litera). También
se utiliza en la construccion de funciones, razones, cuocientes o fracciones de biomasa, y en la
correccion de estimaciones realizadas mediante regresion u otro método.

La determinacion de la biomasa puede involucrar cosecha completa, o parcial dependiendo del
componente y tamano de los individuos. En el caso de la biomasa sobre el suelo y en arboles
de pequeiio tamaio, puede utilizarse el método de cosecha completa, que involucra el pesaje
de todos los componentes en terreno. Sin embargo, por razones de costo, tiempo y
operatividad, en la mayoria de las aplicaciones se utiliza s6lo cosecha parcial. En ambos casos
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se requiere la determinacion del peso seco; para ello se seleccionan submuestras, las que
posteriormente se secan en laboratorio. La estrategia de muestreo o mediciéon de submuestras
debe definirse en funcion del contenido de humedad.

La cosecha completa involucra muestreo destructivo, colecta y pesaje de todo el material en la
parcela, o en el arbol, segiin corresponda. Naturalmente, es el método mas exacto y, en
algunas circunstancias, puede ser incluso mas rapido que el muestreo; por ello es el preferido
en algunos casos. En variadas situaciones es imposible de aplicar; e.g. en arboles grandes, o
cuando el acceso es dificil, o cuando no se permite cortar; o cuando el componente se presenta
como una variable continua o de limites difusos en el espacio.

La cosecha completa normalmente se complementa con el método de cosecha parcial. Esto es
necesario, por ejemplo, cuando la obtencion de la biomasa total de un componente involucra
demasiado trabajo, como es el caso de la biomasa de hojas, cuya la remocion en toda la copa,
aln en arboles pequenos o arbustos es complicada. Asi, la combinacion de métodos no solo es
posible sino necesaria; e.g., obtener la biomasa total de copa (cosecha completa) y usar
cosecha parcial para estimar proporciones de rama lefiosa, ramillas y follaje.

La determinacion directa de la biomasa del arbol completo es una labor lenta y costosa. Por
ello, la determinacién directa de la biomasa, a pesar de proveer determinaciones exentas de
error, s0lo puede aplicarse en arboles de tamafio pequenio. Asi, surge la necesidad de métodos
de muestreo para la determinacion y de funciones para la estimacion de la biomasa seca del
arbol completo o por componente, en funciéon de variables de facil medicion, como el
diametro (dap) y la altura (total o comercial) del arbol.

La cosecha parcial se aconseja cuando no se puede cosechar completamente el arbol o colectar
todo el material sobre el suelo. En el caso de aplicarse a la determinacion de la biomasa del
arbol, en general se ejecuta en dos pasos. El primer paso involucra la estimacion de la biomasa
del fuste y ramas grandes a partir de (mediciones) estimaciones del volumen, combinado con
la estimacion de la densidad a partir de rodelas o muestras de incremento radial. El paso
siguiente es estimar la biomasa foliar y otros componentes pequefios mediante regresion o
submuestras. Independientemente de la estrategia especifica de determinacion de la biomasa,
esta siempre involucrara uno o mas de los pasos que se describen a continuacion.

5.2.1.1 Separaciéon de componentes

La determinacion de la biomasa requiere de la identificacion y separacion clara de los
distintos componentes para la obtencion de los pesos fresco y seco respectivos. Aunque en el
caso de la densidad de biomasa, en general, la identificacion es relativamente sencilla y los
limites estdn claramente establecidos (dosel principal, sotobosque, desechos y litera, y
sistemas radiculares), la determinacion de la biomasa en componentes discretos requiere
definir limites (dimensiones), de acuerdo a los objetivos especificos del estudio. En el arbol, la
biomasa fustal, de copas y radicular requieren definir limites especificos; e.g., hasta qué dlu
considerar biomasa de fuste; didmetro minimo de rama y de ramillas y las especificaciones
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respectivas para el follaje. También es necesario para la determinacién de razones de peso
seco; aqui la estratificacion por tamano y/o contenido de humedad es ftil, atendiendo a
razones de precision, operabilidad e interés (estimadores separados por subcomponente).

En cuanto a la definicidon de limites en el arbol, el limite inferior del fuste se define a ras del
suelo mineral y alcanza hasta determinado diametro minimo (didmetro comercial). Si se
requiere determinar biomasa de madera y corteza de fuste por separado, una muestra de
rodelas facilita la division. La copa incluye, ademds de ramas, ramillas y hojas, las flores y
frutos; incluso podria considerar otras plantas como enredaderas y epifitas, dependiendo del
interés del estudio. Obviamente, la separacion en componentes es opcional; en tal caso, el
corte de las ramas debe realizarse a ras del fuste.

5.2.1.2 Biomasa en arboles individuales

5.2.1.2.1 Fuste

El fuste' es el componente principal del arbol y como tal proporciona la mayor proporcion de
la biomasa total, especialmente en arboles de edades avanzadas. La biomasa de fuste puede
obtenerse en forma directa o mediante funciones de biomasa a partir de dimensiones simples
del arbol (dap, altura, etc.; ver més adelante).

La biomasa del fuste puede determinarse a partir del peso fresco del fuste y razones de peso
seco o a partir del volumen y densidad del fuste. La determinacion en base a peso seco ofrece
al menos dos opciones dependiendo del contenido de humedad del fuste. Si no existen
evidencias de gradiente de humedad, se sugiere dividir el fuste en pocas secciones (2 6 3) de
aproximadamente el mismo volumen, obtener una rodela en la mitad del volumen acumulado
o de la masa de cada seccion; el peso seco de cada seccion se obtiene del producto entre el
peso fresco y la razén de peso seco. En arboles con fuste multiple a la altura de muestreo,
tomar a esa altura una rodela de espesor constante en cada fuste y pesarlas juntas. En la
presencia de un gradiente de humedad, el fuste se divide en varias secciones, las que se pesan
frescas, se obtiene una rodela entre secciones sucesivas, incluyendo una rodela en la base y
otra en el extremo del fuste; el peso seco de cada seccion se obtiene del producto entre el peso
fresco y la razén de peso seco promedio de las rodelas en los extremos de la seccion.

La determinacion de la biomasa fustal a partir del volumen y densidad requiere estimar estas
dos variables en el arbol. El volumen fustal puede obtenerse de mediciones del diametro en
diferentes puntos del fuste mediante férmulas de volumen (Huber, Smalian, Newton, etc.) o
mediante funciones de volumen individual. La determinacion de la densidad requiere obtener
rodelas; valores de densidad determinados en otros estudios pueden usarse con precaucion, ya
que ademads de variar a lo largo del fuste y con la edad del arbol, la densidad puede variar con
el ambiente.

! Note que la biomasa del fuste puede ser obtenida aplicando el muestreo por importancia
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5.2.1.2.2 Corteza

La corteza habitualmente se refiere a la corteza del fuste del arbol. La determinacion de la
biomasa de corteza se realiza simultaneamente con la determinacion de la biomasa del fuste.
En cada una de las rodelas mencionadas puede separarse la corteza y determinar su peso. La
proporcion de peso de la corteza y el peso total de la madera del fuste permite obtener el peso
total de corteza en el fuste del arbol.

5.2.1.2.3 Copa

La copa engloba parte del fuste, ramas, ramillas y follaje®. El muestreo se realiza en funcion
de la humedad en la copa. Sin gradiente de humedad entre ramas dentro de la copa, se
aconseja dividir la copa en al menos tres secciones de biomasa aproximadamente igual,
seleccionar una rama representativa de cada seccion, o varias si son muchas y pequefias de
modo que la muestra corresponda aproximadamente al 5% de la biomasa de la seccion. Si no
se requiere separar la copa en componentes y la rama es muy grande para secar, tomar una
muestra balanceada incluyendo todos los componentes menores. Si se desea particionar la
copa en componentes, la muestra debe dividirse en subcomponentes, tomando submuestras
para obtener razones de peso seco del material lefioso. Los componentes menores se pesan y
submuestrean para determinar razones de peso seco.

En presencia de gradiente de humedad, o cuando se requiere una estimacion separada de la
biomasa foliar, se sugiere estratificar las ramas en grupos homogéneos en proporcion de
follaje y/o contenido de humedad. Luego se determina el peso fresco de cada estrato y se
obtienen muestras de ramas para determinar razones de peso seco por estrato; también se
pueden determinar proporciones de material lefioso a follaje, si es necesario.

5.2.1.2.3.1 Ramas gruesas

La biomasa lefiosa de ramas gruesas puede obtenerse a partir del volumen y densidad. El
volumen se determina mediante formulas de volumen en base a mediciones de didmetro y
longitud. Requiere medicién de todas las ramas gruesas. El conjunto de ramas menores se
sugiere pesarlo en verde y determinar la razoén de peso seco de una muestra.

5.2.1.2.3.2 Biomasa foliar

El follaje es de gran interés para la determinacion de la capacidad fotosintética del arbol. Su
determinacion incluye todas las hojas o aciculas. En arboles pequefios puede realizarse
secando y pesando todo el conjunto; en arboles adultos se procesa so6lo una fraccion (e.g.
25%).

El follaje puede obtenerse como una proporcion de la biomasa total de la copa. Parte con la
obtencion de la biomasa total de la copa y sigue con una de dos opciones. Una es muestreo de

Note gge seleccion de ramag 8/ otros. componentes menores efde realizarse aghca o el ,muestreo
oriz € ramas 8 al conduce a estimadores insesgados alquier caracteris e 1nteres ya sea
a 0 por componenté
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ramas (3 o mas) de la copa, o del material menor, separar hojas y determinar peso seco de
hojas y peso seco total de cada rama muestra sumando los componentes antes separados (todo,
incluido frutos, epifitas, etc.). Obtener la proporcion de biomasa foliar promedio (biomasa de
hojas/biomasa total de rama) y obtener la biomasa foliar de la copa a partir del producto entre
esta proporcion y la biomasa de copa.

La otra opcion es estimar la biomasa de hojas como una proporcion de la biomasa de la copa
mediante regresion, técnica que se usa solo para estimar la biomasa foliar y la biomasa total de
cada rama en el arbol en funcién del diametro de rama u otra variable. Luego obtener la
proporcién de biomasa foliar promedio y obtener la biomasa foliar de la copa a partir del
producto entre ésta y la biomasa de copa, como antes.

5.2.1.2.4 Raices

La biomasa radicular es el componente mas dificil de medir, muestrear y estimar. La
determinacion directa de la biomasa radicular requiere de la excavacion del sistema radicular
completo, lo cual es impracticable en arboles grandes. Asi, el muestreo es el Gnico camino
para la estimacion de la biomasa radicular, el cual es caro, lento y poco preciso al existir
traslape con sistemas radiculares de arboles vecinos. Otro camino es la estimacion mediante
regresion, a partir de variables faciles de medir (e.g. diametro de tocon).

La obtencion de informacion directa sobre biomasa radicular implica muestreo y cernido de
suelo para recuperar raices de didmetro pequeiio. Asi, Snowdon et al. (2001) definen biomasa
radicular restringiéndola a aquellas raices que son retenidas en un cedazo de 2 mm, cerniendo
suelo hiimedo. En esto se acepta que las raices menores no aportan a la biomasa lefiosa de
raices. El muestreo se realiza en un volumen de suelo en torno a arbol, delimitado por la
proyeccion vertical de la copa o mediante poligonos de Voronoi, y hasta una profundidad
definida. El muestreo en general se realiza en dos etapas. En la primera se evaltan las raices
proximas al tocon; en la segunda, otras raices mas pequefias y mas distantes.

Normalmente, las raices se clasifican por didmetro en gruesas, medianas y finas (<2; 2-5; 5-
50;>50 mm). El secado se realiza a 70°C hasta peso constante; se sugiere cepillar el material
mayor antes de pesar para eliminar arcillas; el material menor se combustiona, determinado el
peso de raices por diferencia.

5.2.1.2.4.1 Cuello de raiz y raices laterales

Los arboles grandes requieren el uso de retroexcavadoras para recuperar el cuello radicular y
ramas laterales grandes. La excavacion es lenta y laboriosa, pero se facilita en suelo himedo y
mediante el uso de sistemas de aire o hidraulicos a presion, brochas y otros implementos
pequenos.

Al material excavado y separado por componente, es necesario agregar la estimacion de raices
perdidas durante la excavacion. Una opcidn es contar y medir didmetros de raices rotas, y
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utilizar sistemas radiculares intactos para corregir la biomasa perdida a partir de cada raiz.
Otra opcidn es realizar muestreo y cernido de volumenes de suelo para recuperar raices rotas,
tomando cinco o mas unidades muestrales por arbol.

En aquellos casos en que la raiz se ha excavado con cuidado para estudios de crecimiento y
estructura radicular es conveniente documentar la raiz excavada (fotografias, mediciones en
ambos planos vertical y horizontal; angulos, dimensiones de los segmentos, puntos de
bifurcacion). Esa es informacion de interés para estudios mas acabados (e.g. exploracion de
las dimensiones fractales de la raiz; interpretar distribucion y variabilidad espacial para
muestreo).

5.2.1.2.4.2 Muestreo de raices pequeias y/o distales

En estas raices se desconoce el arbol de origen. El muestreo puede concentrarse en torno al
arbol, esto es bajo el area proyectada de copa o dentro del poligono de Voronoi, obteniendo
submuestras de suelo o recuperando todo el suelo en cubos o bloques. Otra opcidn es utilizar
parcelas multidrbol, las que incorporan la posicion de varios tocones; asi, incluye raices de
sotobosque y dosel principal. En estas parcelas también puede realizarse submuestreo,
utilizando cilindros de 5, 10 o mas cm de didmetro; se sugiere tomar 10 o més submuestras,
localizadas aleatoriamente en cada parcela. Una desventaja evidente de la parcela multiarbol y
de la obtencion de cubos de suelo es la remocion extensiva de suelo.

La recuperacion de las raices requiere del cernido para eliminar rocas y otros materiales
extrafios. También puede incorporar lavado para eliminar restos de tierra. El remojo durante
cierto periodo facilita el lavado en suelos arcillosos.

5.2.1.3 El muestreo aleatorizado de ramas

El muestreo aleatorizado de ramas (Randomized Branch Sampling: RBS) es tutil para la
estimacion de pardmetros tales como biomasa foliar, biomasa de raices o cantidad de frutos en
arboles. EI RBS utiliza la ramificacion natural dentro de la copa para configurar la muestra. Su
uso requiere definir nodos (un punto donde una rama o parte de una rama se divide en dos o
mas ramas), segmentos (una parte de una rama entre dos nodos consecutivos; ver Fig. 1a), y
paths (una serie de segmentos sucesivos entre el segmento basal y un segmento terminal, esto
es un segmento sin nodo en su extremo final).

La estimacion de la variable de interés para el arbol completo se realiza a partir de los valores
de la variable colectados a lo largo de uno o mas paths. En la seleccion de los segmentos de un
path puede usarse una variable auxiliar. La seleccion de un path se inicia en el primer nodo
definido con la seleccion de uno de los segmentos que de alli emanan, continda a lo largo del
segmento seleccionado y repite la seleccion, si es que al final del segmento existe otro nodo.
El path finaliza al seleccionar un segmento terminal (Fig. 1a).
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El RBS es un método flexible. Existe libertad para definir tanto el primer nodo de un path y su
ultimo segmento, como también la variable auxiliar. El punto de inicio de cada path determina
la parte del arbol para la cual es valida la estimacion que el path provee. La eleccion de la
variable auxiliar debe estar guiada por el objetivo de la estimacion. Ejemplos de variable
auxiliar son el area de seccion transversal en la base de la rama (Jessen 1955, Valentine et al.
1994), la biomasa de hojas estimada visualmente (Valentine y Hilton 1977), y el producto
entre el didmetro al cuadrado y la longitud del segmento (Valentine et al. 1984, Williams
1989).

La seleccion de los segmentos se realiza con probabilidad proporcional al tamafio de la
variable auxiliar. Este aspecto esta estrechamente relacionado con la precision del estimador.
Aunque en principio cualquier caracteristica del segmento puede utilizarse como variable
auxiliar, es recomendable seleccionar una variable auxiliar estrechamente relacionada con la
variable objetivo, con el fin de obtener la mayor precision posible. La precision de las
estimaciones aumenta al estratificar la copa del arbol y al eliminar los segmentos gruesos.

En la actualidad existen tres variantes del RBS. La primera, que corresponde al RBS
tradicional desarrollado por Jessen (1955), aplica seleccion con reposicion (swr: selection with
replacement) en todos los nodos; las otras dos variantes del método, desarrolladas por
Saborowski y Gaffrey (1999), aplican seleccion sin reposicion (swor: selection without
replacement) en el primer 6 segundo nodo.

El uso de swr que el RBS clasico hace en cada nodo puede causar una pérdida de eficiencia.
Por esa razon Saborowski y Gaffrey (1999) sugirieron el uso de swor en el primer o segundo
nodo. Ello se basa en el hecho bien conocido que con muestreo aleatorio simple swor es mas
eficiente que swr (ver Cochran 1977). Los autores seleccionaron el método de Sampford
(1967) para la seleccion con probabilidad variable y sin reposicion y lo incorporaron en el
estimador multietadpico de Saborowski (1990). El estimador combina swor y seleccion con
probabilidad variable con el estimador Horvitz-Thompson (Horvitz y Thompson 1952). Esta
variante y el RBS clasico se describen a continuacion.
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Figura 1; é ) Esquema idgalizado de un arbol con 7 nogoi y 17 segmentos. Los nodos 1 a 5 forman el fuste. (!a)l)f ©.
g representan. 3 niveles de co apartlmentoa. ¢ la copg, fos gue. seTniqian ¢ un seemenfo mario, (i
ecundario )dergiario, con I correspondiente varia le objefivo en los segmentos (f; f; /i),y los valo
acumulado o Fii)-
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5.2.1.3.1 Descripcion de los métodos RBS

Todas las variantes del RBS usan probabilidades de seleccion proporcional a una variable
auxiliar, la que puede ser medida o estimada en los segmentos de un nodo. Asi, la
probabilidad condicional de seleccion del i-€simo segmento en un nodo con N segmentos es

N . .y ]
dado por g, = x,/ zi:] x, , donde x; es la variable auxiliar del i-ésimo segmento.

5.2.1.3.1.1 RBS clasico

En el RBS clasico, cada path seleccionado genera un estimador de la variable objetivo, la que
se obtiene en base a los valores de la variable en cada segmento del path y la probabilidad
(incondicional) del segmento respectivo. Si se mide e.g. un valor de la variable de interés f, en

el r-ésimo segmento del path, f,/Q, es la contribucion de ese segmento al estimador de la
variable de interés para la parte del arbol sobre el punto de inicio del path, con O, = |—|::1 q,,

donde ¢, es la probabilidad de seleccion condicional del s-ésimo segmento del path. Asi, el
estimador de la variable objetivo total en el arbol, obtenido a partir de un path con R
segmentos que se inicia en el segmento basal del arbol, es

R
v < S
hT2o

Si se seleccionan n paths mediante el RBS clésico, se obtiene el estimador insesgado £

[1]

~

— 1 ﬁ _Rol.j's _s
F = ;z 0i » con Oi—;QS,yQS—I;l%,

en donde el subindice “0” se ha incorporado para resaltar que el estimador se obtiene desde
un path que se inicia en el segmento basal del arbol, el tnico segmento perteneciente a un
hipotético nodo cero. La varianza y el estimador insesgado de la varianza, respectivamente,
son

N Paths

_ Ro;
Varf == 50, (Fy, =F) ,con 0, = (o 2]

=

n(n —1) 4 z( ) ’ 3]

donde Ry es el nimero de segmentos del i-ésimo path y Np.s €s el namero total de paths
posibles en el arbol.
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En la préctica, el RBS tradicional no presenta ninguna limitacién. Puede ser aplicado con
cualquier tamafio de muestra en arboles enteros o en partes del arbol, considerando o no los
segmentos del fuste principal como unidades elegibles. Al menos dos paths deben elegirse
para estimar la varianza del estimador.

El RBS clasico es obviamente un muestreo aleatorio multietapico (Saborowski y Gaffrey
1999). A excepcion del segmento basal, cada segmento del path puede ser asignado a cierta
etapa. La primera seleccion corresponde a la primera etapa, y los segmentos que ramifican
desde el primer nodo corresponden a unidades primarias; la segunda seleccion corresponde a
la segunda etapa, y los segmentos pertinentes a las unidades secundarias, etc. Asi, un nodo es
un punto de transicion desde un segmento a los segmentos de la etapa siguiente y el path es
una secuencia de segmentos de diferentes etapas (Fig. 1).

En el muestreo aleatorio multietdpico usual, la poblacion estad constituida de N unidades
primarias, M; unidades secundarias en la i-ésima unidad primaria, K; unidades terciarias en la
unidad secundaria j de la unidad primaria i, etc. Las probabilidades condicionales de seleccion
son qi, qi, qi, etc. Los tamafios muestrales en las diferentes etapas son n, m; kj, etc.
Concordantemente, los valores de la variable de interés de los segmentos sucesivos de un path
1, fi, /o f5,..., pueden ser representados por f, fi, fi, fis..., ¥ por F, Fi, Fy, Fy,..., los valores
acumulados de la variable (ver Fig. 1b-d), donde F' es el total de la variable de interés en el
arbol, F; es el total acumulado en la unidad primaria i, F; el de la unidad secundaria j en la
unidad primaria 7, F; el de la unidad terciaria / de la unidad secundaria j en la unidad primaria
i, etc. Asi

F= f+z F F = f+z . U+Z F, , etc.

El RBS clasico selecciona n unidades con reposicion (wr: with replacement) en la primera
etapa, y m; = k; =1, es decir por cada segmento primario de rama (unidad primaria) en todas
las etapas siguientes se selecciona s6lo un segmento de rama. Otra diferencia con los métodos
multietapicos de seleccion aleatoria tradicionales yace en la composicion de la variable de
interés, como ya se vio antes. Aqui no solo las unidades en la tltima etapa sino también las
unidades de todas las etapas anteriores pueden contribuir a la variable (ver relacion [1]).

Un estimador insesgado de F es, por lo tanto,

R 1 13 Y,
F=f+— ,con, £, = f; +— [4]
n =4, ::/

N
VarF =— ql% Fé 1 —VarzF.’ [2°]
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donde Var,F. es la varianza condicional de £ (estimador insesgado de F;), dada la

seleccion muestral en la primera etapa.

El estimador de la varianza [2’] es

n F s
n(n 1) % _1 q; a >

Aunque la estructura de la féormula para la determinacion de la varianza del estimador de la
caracteristica de interés en el arbol ([2’]) es més compleja con la nueva nomenclatura
(compare con [2]), el estimador de la varianza ([3’]), sin embargo, es equivalente a [3]. Note

F, 1 & F . = _F 1&F
que f+q— y F= f+—zq—’, de modo que F,, —F =q—’—;Zq’ , lo que
i =l i i i

evidencia que el RBS es un tipo particular de muestreo aleatorio multietapico.

Aunque la nueva nomenclatura es mas compleja y requiere mantener estimadores por unidad
primaria, la introduccion del RBS cléasico en la nomenclatura de muestreo multietapico es
necesaria para la incorporacion de la seleccion sin reposicion de unidades muestrales en
alguna etapa de seleccion. En ese sentido es también 1til notar que ) , un estimador del total
de la variable de interés en la i-ésima unidad primaria, puede obtenerse a partir del RBS
clasico con un path que se inicie en la i-ésima unidad primaria, esto es mediante
Rll
, en el cual el subindice “1” se ha incorporado para resaltar que el estimador se

obtiene desde un path que se inicia en una unidad primaria, con g, =1. Asi, [2’] se transforma

VarF :liq[% Fé LS 1MPM'QRW (7, -Ff 2]
n &= PR =T q; j=

enla que M .., es el nimero total de paths que empiezan en la i-ésima unidad primaria.

cn

5.2.1.3.1.2 RBS con swor en la primera etapa (Sswor_swr)
Esta variante selecciona » unidades sin reposicion en la etapa 1 (wor: without replacement),
m,; =1 unidades wr en la etapa 2 en la unidad primaria i, y ¥; =... =1 unidades wr en todas

las etapas siguientes. Asi, reemplazando #, por ;”” (ver [6]) se obtiene el estimador

formalmente idéntico a [4], cuya varianza y estimador de la varianza, ahora, respectivamente,
son
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N ‘ F. N 1 1 M pog i n
Vary = Z(r[;r[;' _n;i')% _Flé N F; Z QRli/ (EU _E)z ’ [5]
=T = i 7 S J=

y
V:i"nn-m_l_ifh"j_ 1 iv Tf
i=l > 71;1 ETI; 7'[;, H “ 711- ml (ml _1) 4 1ij 1i s
[6]
~ 1 2 A
con Fy, =— M F},,
nm. %=

en donde es evidente que el método requiere seleccionar al menos dos unidades primarias (
n=2)y al menos dos paths (7, 22) por unidad primaria para estimar la varianza del
estimador.

La seleccion de las unidades, el calculo de la probabilidad que la i-ésima unidad sea incluida
en la muestra (77), y la probabilidad que tanto las unidades iy i’ estén en la muestra (77;)
se realizan con el método de Sampford (1967). Con este método

77;=}’Z@,—, [7]

L, (i)

-2
£ n'

-1
=L ;

con Kn = +‘t y Ai = q .
& on' O 1 —ng,

Sampford define como S(m) a un conjunto de m <N unidades 7#,,%5,---,Z,, y define L,

n — ' + }
T, = K,AA [t =n(g, *a,)
t

[8]

como Li=1, L, =2, AA A (1sm<N), donde la suma incluye a todos los

subconjuntos posibles de m unidades de la poblacion; L, (ii") se define de manera similar,
pero se obtiene de un poblacion en la que se han eliminado las unidades i y i".

5.2.1.4 Determinacion de razones de peso seco y otros factores

5.2.1.4.1 Peso fresco

La determinacion del peso fresco se realiza directamente en terreno, tan pronto como requiera
la aplicacion. Cuando se busca determinar razones de peso seco, la operacion completa debe
realizarse en poco tiempo; asi se minimiza la pérdida de peso y el aumento de variabilidad de
la razon determinada. La operacion puede requerir el uso de balanzas de diferentes
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precisiones. El pesaje del fuste y ramas de grandes dimensiones puede requerir trozar y
obtener piezas mas pequeiias; en ese caso, debe estimarse la pérdida de biomasa por efecto del
corte.

5.2.1.4.2 Peso seco

La determinaciéon del peso seco se realiza en base a muestras (300-1000 g) de cada
componente, las cuales se han pesado frescas. Las muestras se secan a horno hasta peso

constante. El peso seco total de un componente ( 7 ) se obtiene del producto entre el peso

fresco total del componente ( ¥, ) y la razén de peso seco de la muestra ( 75, ).

w,.=r, ¥V, .

s v

5.2.1.4.3 Razones de peso seco

La razén de peso seco es la relacion entre el peso seco y el peso fresco de una muestra de un
componente especifico. Requiere prontitud en la medicion del peso fresco (ver mas arriba).
También es necesario tener presente que la razén puede variar durante el afo, punto
importante cuando el muestreo se extiende por mucho tiempo o se realiza en diferentes épocas
del afo.

donde:

w, . .
¢ ' es el peso seco de la i-ésima unidad muestral,
Wy _i es el peso fresco de la i-ésima unidad muestral,

n es el tamafio de la muestra seleccionada para la determinacion de la razon de peso seco (72 =1).
5.2.1.4.4 Fracciones de peso seco

La fraccion (proporcion) de peso seco es la relacion entre el peso seco de un subcomponente y
el peso seco total del componente del que aquel forma parte (e.g. peso de follaje / peso de
rama; peso de corteza / peso de fuste).
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n
Z Ws_sc_i
I S

donde:

w

W

s_sc_i es el peso seco del subcomponente en la i-¢sima unidad muestral,

{ (| es el peso seco del componente en la i-ésima unidad muestral.

Entre otros, la fraccion de carbono, que permite convertir la biomasa a carbono, puede
determinarse en laboratorio por componente de la biomasa. También es aceptable el uso de un
valor promedio; en el caso del carbono, el promedio generalmente usado es 0,5.

5.2.1.4.5 Densidad de la madera

La determinacion de la densidad del material lefioso requiere seleccionar adecuadamente uno
o mas puntos de muestreo en el fuste o rama. Una muestra aleatoria es suficiente si la
densidad no varia sistematicamente a lo largo del fuste (o rama). Lo normal, sin embargo, es
que la densidad varie con la altura y edad del arbol; asi, es mejor una muestra sistematica o
por importancia, en este caso, con probabilidad proporcional al tamafio estimado. La densidad
se determina mediante rodelas o muestras de incremento obtenidas con taladro de incremento.
La obtencién de la rodela implica muestreo destructivo, pero proporciona una muestra
representativa de la densidad en el punto de obtencion de la rodela; la muestra de incremento,
sin embargo, muestrea mas fuertemente la parte central del fuste, siendo necesario subdividir
radialmente el tarugo de incremento y ponderar por superficie de seccion de fuste o rama.

La densidad se obtiene en términos de peso seco por unidad de volumen verde. Para ello es
necesario cubicar la rodela o el tarugo de incremento en verde, a partir de mediciones de radio
y espesor u otro método. Al usar rodelas, la determinacion del volumen se realiza a partir del
area de seccion de la rodela y del espesor medido en varios puntos o por el método del
desplazamiento de liquidos, midiendo o pesando el volumen desplazado. Determinado el
volumen, la rodela se seca en horno a 105°C hasta peso constante.

donde:

es la densidad de la madera (t/m’, g/cm?),

W es el peso seco de la muestra,
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V. es el volumen fresco de la muestra.

La densidad puede determinarse con o sin corteza, dependiendo de los objetivos y de la
determinacion de volumen. Si se requieren estimaciones separadas de volumen, de densidad y
de biomasa de madera y de corteza, es necesario medir con y sin corteza para obtener el
volumen, y pesar por separado madera y corteza para determinar la densidad respectiva. El
secado de las muestras a horno debe realizarse a 70-80°C para evitar pérdida de biomasa (ver
Snowdon et al. 2001, p.36).

Si se requiere determinar la densidad del fuste, es necesario obtener el peso fresco del fuste y
el volumen mediante alguna técnica. La razon de peso seco se determina en base a muestras,
cuya posicion puede definirse mediante muestreo por importancia en base al volumen
acumulado del fuste. La densidad del fuste se obtiene dividiendo la biomasa seca fustal por el
volumen fustal fresco.

5.2.1.4.6 Factor de expansion de la biomasa

Es la relacion entre la biomasa total y la biomasa correspondiente a algin componente
comercial que se cuantifica para volumen (e.g. fuste comercial). Se utiliza para estimar la
biomasa total, incluyendo los componentes no inventariados. Aqui es necesario tener presente
que el volumen se determina hasta un dlu definido (e.g. d/u =10cm); asi, el factor de
expansion debiera incluir la biomasa del fuste no comercial, asi como otros componentes
(ramas, etc).

5.3 Estimacion de la densidad de biomasa en formaciones forestales

La biomasa por unidad de superficie (densidad de biomasa) involucra tanto compartimentos
continuos (litera) como discretos (arboles, arbustos). Asi, la estimacion de la biomasa requiere
combinar métodos; en general, involucra el trazado de parcelas de muestreo de superficie
determinada, en los cuales se mide toda o parte de la biomasa de aquellos componentes de
distribucion continua y se estima o mide la biomasa de todos los componentes discretos en esa
superficie (arboles, arbustos, etc.). También puede involucrar unidades de muestreo de tamaino
variable segiin el componente a evaluar, e.g. parcelas de 250 m? para evaluar arboles,
(sub)parcelas de 100 m? para evaluar arbustos, (sub)parcelas de 1 m? para evaluar litera,
(sub)muestras de 500 g para determinar razones de peso seco, etc.

5.3.1 Dosel principal

El dosel principal esta compuesto por arboles cuya distribucién espacial es discreta. Asi, la
determinacion de su biomasa requiere establecer parcelas u otro tipo de unidades de muestreo.
La biomasa puede obtenerse a partir del volumen del arbol o directamente a partir de
funciones de biomasa. Al operar con el volumen, éste puede obtenerse mediante formulas de
volumen a partir de mediciones de didmetro de fuste, o puede estimarse mediante funciones de
volumen individual (m*/arbol) a partir de mediciones simples en el arbol (dap, altura); también
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puede obtenerse el volumen agregado mediante funciones de rendimiento (m’/ha), en base a
las dimensiones promedio de los arboles (dap, altura, area basal, etc.).

En la determinacion del volumen mediante funciones de volumen individual, los arboles se
organizan por clase de tamafio (dap). El volumen se determina multiplicando el ntimero total
de arboles de la clase por el volumen del arbol promedio de la clase. La suma a través de todas
las clases genera el volumen por parcela, valor que se expande a hectarea mediante el factor
de expansion. El uso de funciones de volumen individual y de rendimiento implica la
medicion de arboles sobre un didmetro minimo (e.g. dap>10 cm); en ese caso, los arboles de
dap menor pueden incluirse como sotobosque, o ser considerados en el calculo del factor de
expansion de la biomasa.

El volumen por hectarea (en estado verde) se convierte a densidad de biomasa (t/ha) usando la
densidad de la madera y un factor de expansion de biomasa

W=V DBF,,

donde:

W es la biomasa (t/ha),
V es el volumen (m*ssc/ha),

s la densidad de la madera (m®, g/em?),
Fr es un factor de expansion de la biomasa.

La densidad corresponde aqui a un valor promedio. En ello es necesario tener presente que la
densidad de la madera varia entre especies y entre individuos de una especie, y dentro del
individuo mismo tanto en sentido radial (edad) como longitudinal. De aplicarse a un conjunto
de especies, se requiere de un promedio de las densidades de las especies presentes ponderado
por el volumen de las especies. La determinacion de la densidad requiere obtener rodelas
tomadas de cada seccion del fuste.

Cuando se requiere una estimacion de la biomasa total, incluyendo aquellos componentes no
cubicados, debe tenerse presente que las estimaciones del volumen normalmente se realizan
para arboles sobre un determinado didmetro (e.g. dap =10cm) y contemplan a su vez sélo
una porcion del fuste (e.g. dlu =10cm); tanto la densidad de la madera, como el factor de
expansion deben considerar esa situacion para estimar correctamente por unidad de superficie.
Asi, el factor de expansion corresponde aqui a la razén entre la biomasa seca total de los
arboles y la biomasa seca del volumen estimado.

La biomasa también puede estimarse mediante funciones de regresion de biomasa, las que se
aplican a tablas de rodal o a mediciones de arboles individuales en rodales u otra formacion
(e.g. cortinas cortaviento u otra; ver e.g. Brown 1997). Aqui no se requiere determinar
volumen, ni aplicar factores de expansion para obtener componentes no inventariados. Las
funciones de biomasa pueden ser genéricas (varias especies) o especificas (una especie). Entre
las variables predictoras, ademas del dap y altura total, estan el didmetro de fuste en la base de
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la copa viva, el didmetro de copa, el espesor de corteza, la longitud del fuste y la longitud de
copa.

5.3.2 Sotobosque

La biomasa de arbustos del sotobosque se estima a partir de los pesos de muestras directas de
subparcelas de area conocida. También se puede obtener mediante regresion en base a
medidas simples, como altura y didmetro de copa.

5.3.3 Desechos lefiosos y litera

Dependiendo de la aplicacion, quizas solo se requiere la estimacion de la biomasa
potencialmente aprovechable. Cuando corresponden a residuos de cosecha, involucra ramas y
restos de fuste quebrados y partes de fuste no comercial. De requerirse la biomasa de tocones,
puede estimarse a partir del volumen (segin didmetro y altura) y la densidad de la madera,
ajustando segln el grado de deterioro. El mismo ajuste es necesario en residuos no recientes,
cuando corresponda.

5.3.4 Raices

La biomasa radicular es el componente mas dificil de medir, muestrear y estimar. Requiere la
excavacion del sistema radicular completo, lo cual es impracticable en arboles grandes. Es
caro, lento y poco preciso. Normalmente la estimacion se realiza mediante regresion, a partir
de variables faciles de medir como el didmetro de tocon, ya sea sola o como complemento del
muestreo.

5.4 Desarrollo de funciones de biomasa individual

Las funciones de biomasa individual relacionan la biomasa con variables de facil medicion en
el arbol (dap, altura), o en componentes del arbol (diametro de copa, longitud de copa;
diametro basal de rama, longitud de rama; etc). El uso de funciones preexistentes debe
realizarse con cuidado. En especial deben considerarse aspectos relacionados con la estacion
de crecimiento y el sitio.

La mejor combinacién de variables explicatorias depende del componente a estimar. En el
caso de ramas, la biomasa lefiosa de rama se relaciona bien con el diametro basal de rama. El
follaje es méas complejo y dificil de modelar; entre otros, los cambios estacionales y la
competencia por luz afectan la retencion de follaje en la rama. Asi, la modelacion del follaje
puede requerir incluir otras variables, como e.g. posicion en la copa, longitud o edad de la
rama.

La construccion de funciones de biomasa de ramas requiere muestreo destructivo de una
muestra de ramas. Snowdon et al. (2001, p.41-43) sugieren estratificar las ramas (segun
didmetro y posicion en la copa), seleccionar una muestra aleatoria por estrato, determinar el
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peso fresco en terreno, separar biomasa por componente y realizar submuestreo en
componentes menores, entre otros. Ademas del diametro y la longitud de rama, la posicion en
la copa, el tamafio del arbol (dap, altura, area de copa proyectada) son variables auxiliares
potenciales.

5.4.1 Mediciones de terreno para desarrollar funciones de biomasa

5.4.1.1 Diametro de fuste

El didmetro a la altura del pecho (dap, a 1,3 m del suelo) debe medirse en cada arbol muestra.
En algunos casos pueden requerirse diametros a otras alturas (e.g. didmetro de tocén a 0,3 m
del suelo, en arbustos y arboles pequefios y/o bifurcados a poca altura). El diametro de fuste al
inicio de la copa también es util para predecir la biomasa de la copa. En caso de multiplicidad
de fustes en un arbol, se utiliza el diametro equivalente ( €. ), que corresponde al diametro de
un arbol con area de seccion de fuste equivalente a la suma de las secciones individuales

d, = /de,

donde:

d; es el diametro del i-ésimo fuste.

La medicion de diametros se realiza con y sin corteza. El espesor de corteza se obtiene con
calibrador de corteza; en muestreo destructivo se mide directamente el didmetro sin corteza
después de eliminar la corteza. La mediciones sin corteza permiten obtener biomasa seca de
arboles muertos que no tienen corteza; también posibilitan estimar la biomasa de corteza.

5.4.1.2 Altura del arbol

En cada arbol muestra se registra la altura total o fustal antes de cortar el arbol. Ello porque en
inventarios, la altura siempre se determina en arboles en pie. También deben medirse esas
dimensiones en el arbol después de cortado.

5.4.1.3 Dimensiones de la copa

El diametro, 4rea y longitud de copa son ttiles como variables independientes al estimar la
biomasa de copa, especialmente en dreas abiertas. El diametro de copa se obtiene de dos
mediciones en angulo recto, utilizando algiin aparato para proyectar la copa al suelo y facilitar
la medicion. Un mayor nimero de mediciones aseguran mayor precision, e.g. usando una red
de puntos bajo la copa. El area de copa se puede obtener de forma simple a partir de los
diametros asumiendo forma circular o eliptica. Otra opcidén para obtener el area de copa es
mediante sensores remotos.
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Los arboles muestra se cortan tan cerca del suelo como sea posible y se dividen en sus
componentes (e.g. fuste principal, ramas, hojas y frutos). Las ramas delgadas (diametro basal
<10 cm), las hojas y frutos deberian pesarse en fresco en terreno. Luego se colectan
submuestras (5 o mas) de cada componente, la que se pesan frescas y después de secar a horno
(a 105 °C hasta peso constante). El pesaje se realiza con celeridad después de sacar del horno.
Para cada submuestra se calcula la razon de peso seco.

Las ramas gruesas (didmetro basal >10 cm) y el fuste principal no son practicas de medir en
fresco en terreno. Es mas facil cortarlas en secciones y calcular el volumen de cada seccion. El
peso seco de la seccion se obtiene del producto entre el volumen y la densidad. El peso total
del fuste y ramas se obtiene de la suma de las secciones respectivas. La suma de todos los
componentes genera la biomasa total del arbol.

Reunida toda la informaciéon de los arboles seleccionados, puede procederse al ajuste de la
funcién de biomasa (ver modelos de volumen individual). El desarrollo de funciones de
biomasa de raices, utilizando variables aéreas como predictores, requiere al menos de 20
arboles (Snowdon et al. 2001).

5.4.2 Modelos de regresién

Existe una amplia variedad de modelos lineales y no lineales utilizados por diferentes autores
para la estimacion de la biomasa por componente y total del arbol. Las variables explicatorias
habituales, entre otras, son el dap (d), la altura total (%), modificaciones de éstas (d?, d°h),
edad, longitud de copa viva ( L., ), didmetro en la base de la copa y area de albura a diferentes
alturas del fuste (Parresol 2001). Qué variable usar depende del componente a estimar; e.g. el
diametro en la base de la copa viva es una de las mejores variables predictoras del peso de la
copa. También se destaca el uso del area de tejido conductor para predecir peso y area foliar 6
el uso del area de proyeccion de copa para la estimacion de biomasa en plantulas.

En el ajuste, el método de minimos cuadrados ordinarios no es totalmente satisfactorio debido
a que la biomasa es heterocedastica. Ello requiere algin método de ponderacion adecuada o
transformacion de la informacion para lograr estimaciones de los parametros con minima
varianza. Otro punto importante en el ajuste de funciones para estimar la biomasa de los
componentes es la aditividad de las funciones.

Parresol (2001) reconoce tres estructuras generales de modelos para estimar biomasa (Tabla

).

115



Tabla 1. Estructuras generales de modelos de biomasa individual, segun Parresol (2001).

Modelo Estructura” Caracteristicas
1 y =b, +bx, +...+b,x, +& (modelo lineal en los pardmetros, error aditivo)
— b b b; . , .-
2 Y =byx,"x,*..x ;, TE (modelo no lineal en los parametros, con error aditivo)
3 = by by b; madelo no lineal en los parametros, con error
Y =byx|" x5 ..x ;€ gnu?tlphcatlvolg P ’

'ygps la biomasa total del arbol o de uno de sus componentes, X, es una dimensién del arbol o componente, b J esun parametro del modelo y
es el error.

El modelo 3 es habitualmente linealizado mediante logaritmos. Ello facilita el ajuste y a su
vez permite homogenizar la varianza a lo largo del dominio de uno o mas x,’s. La
estimacion de la variable expresada en la unidad de medicion (no transformada) se realiza de
forma indirecta. El antilogaritmo de In » genera la mediana de la distribucion mas que la

. . | . . ., . .
media. Si se define ; =Iny,y o~ es la varianza de la funcion logaritmica, la biomasa

estimada del componente, expresada en las unidades de medicion, es

A . _4+0,5[0°
y =€ s

y su varianza estimada es

N 2 A2
G2 = 20 H20) _ (07 2m)

a

Note que O, es un estimador de la varianza que incorpora correcciones para eliminar el sesgo

introducido al transformar la variable dependiente. Esa correccion es a veces excesiva (ver
Parresol 1999). Obviamente, no es el unico modelo para corregir el sesgo en la estimacion de
la varianza (ver Baskerville 1972). Por ejemplo, si se utiliza el modelo siguiente, cuya forma
general es tipica en la determinacién de la biomasa sobre el suelo,

y=kG&",

en el que y es la biomasa y x es el diametro de rama o el dap del arbol, y cuya linealizacion
conduce a

Iny =b, +b,Inx

modelo en que b, =Ink el cual normalmente se ajusta satisfactoriamente, pero sus

estimaciones son sesgadas. De acuerdo a lo expuesto en los parrafos precedentes, la
estimacion corregida y en la unidad de medicion de la variable dependiente es

— _by+b Inx+0,567

yc_e ’
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siendo la respectiva varianza corregida estimada mediante (ver Mackensen et al. 2000)

b

S; :(eaz _1)62(bo+blﬂhx)+éz

relaciones en las que &7 es la varianza de la funcion logaritmica, esto es es el cuadrado
medio del error (cme).

Un modelo algo més complejo en esta linea es (Ruark et al. 1987)
y=k&"e",
el que linealizado se transforma en
Iny =b, +b,Inx +b,x .
Payandeh (1981) presenta modelos que incluyen al dap (d) y/o la altura total o comercial del

arbol () como variables explicatorias

— _by+bInd

y=e ,
vy =b,+b,d? +b,h +b,d*h,
y=kd"n".

Es conveniente tener presente que al operar con modelos linealizados mediante logaritmos, la
suma de la biomasa de los componentes estimados es diferente de la biomasa total estimada
mediante la regresion respectiva. Asi las funciones de los componentes y de la biomasa total
no se pueden armonizar; en este caso particular, no es admisible el concepto de aditividad.

5.4.3 Aditividad de los componentes de la biomasa

Un aspecto deseable de las funciones de biomasa por componente es que los valores estimados
por componente deben sumar el total estimado mediante la funcion de biomasa total. Esto es
valido en estudios de biomasa vegetal o animal. También es aplicable a otras variables como
tiempo (costo), energia, volumen, distancia, los que separados en sus componentes, mantienen
la caracteristica de aditividad (ver Parresol 2001). Esto requiere forzar el conjunto de
funciones de biomasa. Existen tres procedimientos diferentes los que dependen de cémo se
agregan los componentes individuales.

5.4.3.1 Suma de componentes individuales

La funcién de biomasa total es definida como la suma de las mejores funciones de regresion
de los componentes. Esto es ¥, =fi(x), P, =f(x) ..., Vi =S i(x0);
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Vi = +¥, ...+ 3, estimandose la varianza de ese estimador a partir de la varianza de la

A k A A A
suma de los componentes, var(y,,) = zi:l var(p,) +ZZ ZKJ. cov(y;,y;), donde

cov(y,,v;) =p,, \/var(j/,.)var()?,) ,siendo £, la correlacioén entre »; y V.

5.4.3.2 Variables explicatorias comunes

La aditividad se logra usando las mismas variables explicatorias ( X, ) y, si corresponde, la
misma funcion de ponderacion en el modelo de regresion lineal de la biomasa de cada
componente y aquel del total. Asi, los coeficientes de regresion de la funcion de biomasa total
pueden obtenerse sumando los coeficientes de los componentes. Esto es
Yy =bo, Hbyx, +o by x, Y Zbhy, +byx, FHbox, Y by, +byx, o +b X
);total :(bm +"+b0k) +(b11 +"+b]k)x1 +... +(bj1 +"+bjk)x_j , €n el que bjk son los
pardmetros de los modelos ajustados al componente i. Badsicamente este modelo asume que los
k componentes son independientes. Bajo este supuesto, la varianza de V.., es simplemente
la suma de las varianzas de estimacion de cada componente (covarianza igual a cero). El
mayor problema es que el supuesto no es cierto en la mayoria de los casos. Lo otro es que no
permite usar diferentes formas funcionales para diferentes componentes (ver excepcion en
Chiyenda y Kozak 1984).

5.4.3.3 Estimacion simultanea

Este es el método mas flexible y general y el mas dificil de emplear. Utiliza el método de
“minimos cuadrados generalizados conjuntos”. Permite que cada componente tenga un
modelo, variables explicatorias e incluso funcion de ponderacion propias (diferentes). Las
variables predictoras de la biomasa total son todas las variables explicativas que aparecen en

los modelos de los componentes. Esto es », =f(x)+&, 7, =/fi(x,)+E,,..,
Ve =L x) T EG Vi = Srorar (K15 X550 X,) ¥ &, . La aditividad se asegura introduciendo
restricciones al modelo de biomasa total, como se ejemplifica a continuacion.

Asuma que la biomasa del arbol se dividio en tres componentes, cada uno de los cuales puede
estimarse mediante los modelos siguientes

M, =by +b D’H |

C, =b,, +b,D?

B, =b,, +b,D* [,
donde:

Mjes la biomasa de madera del fuste,
Cyes la biomasa de corteza del fuste,
B. es la biomasa de la copa,
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D es el dap del arbol,
H es la altura total del arbol,
I. es la longitud de la copa.

Asi, la biomasa total del arbol (Br), que corresponde a la suma de los componentes, se estima
mediante el modelo

BT :b04 +bI4D2H+b24D2 -'-b34D2 uba

cuyos parametros deben estar relacionados con aquellos de los componentes para asegurar la
aditividad. Esto es, by, +by, +by; =by,, by, =b,,, b, =b,, y b5 =bs,.

Este sistema de funciones (M;, C;, B., Br), sujeto a las restricciones expuestas, puede ser
ajustado utilizando Proc Model de SAS (SAS Institute Inc.1999).
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6 Crecimiento

El término crecimiento tiene una variedad de acepciones en biologia. En lo relativo a
mediciones forestales, se le utiliza para sefialar el aumento de tamafio ya sea a nivel de arbol
individual o a nivel de rodal. En este tltimo caso, puede referirse a un valor promedio por
arbol o a valores acumulados por unidad de superficie. La determinacion del crecimiento de
arboles es la base para evaluar el crecimiento de rodales.

El crecimiento se expresa en un cambio en el tamafio de los individuos con el transcurso del
tiempo. Normalmente, crecimiento o incremento se utilizan indistintamente para indicar un
aumento de tamafio ocurrido en alguna variable durante un determinado lapso de tiempo, en
tanto que la dimension alcanzada hasta una edad especifica se refiere como crecimiento
acumulado.

El crecimiento se evalta dentro de un periodo de tiempo determinado (dia, mes, afio, u otro
periodo mas largo). La unidad de tiempo habitual para el estudio del crecimiento de un arbol o
de un rodal es el ano. De aqui surge la definicion del incremento corriente anual (ica), que
corresponde a la diferencia entre el tamafio al inicio y al final de un afio de crecimiento. Si se
considera un lapso de tiempo mayor a un afio se habla de un periodo de crecimiento, y al
incremento obtenido en ese lapso se le denomina incremento periodico (ip), esto es la
diferencia entre el tamafo al final del periodo y el tamafio al inicio del periodo; ese tamafio,
dividido por el numero de afios en el periodo, genera el incremento periodico anual (ipa). Al
dividir el tamafio total acumulado entre el nimero de afios (edad) se obtiene el incremento
medio anual (ima).

El crecimiento en el arbol individual puede obtenerse a partir de mediciones realizadas en dos
o mas oportunidades y a partir de muestras de incremento tomadas directamente en los
arboles. En los rodales, el nimero de individuos varia con el transcurso del tiempo, como un
resultado de la incorporacion de nuevos individuos y la eliminaciéon de individuos por
mortalidad natural o raleos planificados. Asi, la mejor forma de evaluar el crecimiento en
rodales es mediante mediciones repetidas a lo largo del tiempo, esto es estableciendo parcelas
de muestreo temporales o permanentes. Aunque las primeras permiten obtener valores de
crecimiento acumulado por unidad de superficie y valores promedio por arbol, en tanto que las
segundas permiten obtener incluso crecimiento de arboles individuales, la mayor ventaja que
proporcionan ambos tipos de parcela es que permiten obtener estimaciones de la
incorporacion y mortalidad de individuos con el transcurso del tiempo.

El crecimiento es determinado por las caracteristicas genéticas del individuo en interaccion
con el ambiente. La suma de las variables climaticas (temperatura del aire, precipitacion,
viento, insolacién), topograficas (pendiente, elevacion y exposicion del terreno), edaficas
(caracteristicas quimicas y fisicas, humedad y microorganismos) y la competencia (intra e
inter especifica con otros arboles, con vegetacion menor; efecto de animales) se expresa como
calidad de sitio, esto es la capacidad de un sitio o localidad para producir madera.
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Al graficar los datos de tamafio acumulado en relacion al tiempo se obtiene una curva de
crecimiento de forma sigmoidea (una “s” alargada). Esa forma tipica es observable al
considerar la vida completa del individuo, dentro de una estacion de crecimiento, en células
individuales, en tejidos y 6rganos, y por unidad de superficie de rodal.

La curva de crecimiento acumulado muestra el tamafio alcanzado en cada edad por el
individuo. Las curvas de ica, ipa e ima presentan aproximadamente una forma parabodlica
convexa, con un valor maximo a alguna edad especifica. A ese punto se le denomina edad de
culminacion del crecimiento. En el caso de rodales y referido al volumen, a la edad de
maximo ima se le denomina edad de rotacion biologica.

6.1 Crecimiento en arboles individuales

En los arboles, el crecimiento consiste en elongacion y engrosamiento del fuste, ramas y
raices. Implica cambios en el tamafio (e.g. peso, volumen) y en la forma del fuste y de otros
componentes. A nivel de arbol, el crecimiento se evalua en la altura total o comercial, y en el
diametro a la altura del pecho (dap) y en otros puntos del fuste. A partir de esas variables
simples se deriva el crecimiento en otras variables mas complejas, como el volumen o peso
total o de secciones del fuste.

La determinaciéon del crecimiento puede realizarse mediante remediciones, esto es
estableciendo parcelas de muestreo temporales o permanentes. El crecimiento también puede
obtenerse a partir de muestras de incremento tomadas directamente en los arboles (tarugos de
incremento) y a partir de analisis fustal, que consiste en el conteo y medicidon de anillos de
crecimiento en rodelas obtenidas en varios puntos a lo largo del fuste de arboles muestra.

Al graficar los datos de tamafio acumulado en alguna variable especifica como altura,
diametro, area basal, volumen o peso de un arbol en relacion al tiempo, se obtiene una curva
de crecimiento. Si se dispone de datos de crecimiento hasta edades avanzadas del arbol puede
observarse que la curva de crecimiento acumulado es de forma sigmoidea.

Las curvas de ica, ipa e ima pueden derivarse a partir de mediciones y también a partir de la
curva de crecimiento total acumulado. El ima culmina cuando se iguala con el ica, esto es
cuando ima =ica. La edad de culminacioén del ima puede obtenerse a partir de un grafico;

oy _y

también puede obtenerse en forma analitica mediante la igualdad o 1 siendo y el

crecimiento acumulado y ¢ el tiempo (edad del arbol), o igualando la primera derivada de la

., . : oly/t
funcidén de incremento medio anual a cero, esto es con % =0. El desarrollo de esta
relacion permite demostrar analiticamente que el ima y el ica se igualan cuando el ima es

maximo, esto es
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La edad de culminacion del ica también puede obtenerse de un grafico, o en forma analitica
igualando la primera derivada de la funcion de incremento corriente anual a cero, esto es con
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6.1.1 El crecimiento en diametro, altura y volumen de arboles individuales

En regiones de clima templado se presenta una marcada diferencia climatica en las diferentes
estaciones del afio, la que repercute en el crecimiento de los arboles. Los arboles crecen soélo
durante aquellas épocas del afio en que el clima les es favorable (periodo vegetativo), esto es
cuando especialmente la temperatura y la humedad ambiental son adecuadas para su
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desarrollo. El crecimiento se activa en primavera y verano, y se detiene en invierno. El
crecimiento es en general mas rapido en primavera que en otras épocas del afio. En primavera
se genera una capa de madera de color claro, denominada madera temprana; la capa de madera
de verano, denominada madera tardia, es mas estrecha y oscura. Asi, la capa de madera que se
genera cada afio es relativamente fécil de identificar. En un corte transversal del fuste, las
capas de crecimiento anual se observan como anillos concéntricos a los que se les denomina
anillos de crecimiento. De esa manera, el crecimiento pasado de un arbol se puede reconstruir
a partir de muestras de madera, identificando, contando y midiendo anillos de crecimiento (ver
analisis fustal). En zonas tropicales puede existir crecimiento continuo, o también mas de una
fase de crecimiento en cada afo, lo que imposibilita o al menos dificulta el reconocimiento del
crecimiento anual en muestras de madera.

El crecimiento puede obtenerse también mediante mediciones repetidas de las caracteristicas
de interés en los arboles, esto es comparando inventarios. Cuando se requiere conocer el
crecimiento individual, es necesario identificar cada arbol medido en las parcelas de muestreo.
En este método, el crecimiento se obtiene de la diferencia en el tamafio entre dos mediciones
sucesivas. Asi, es aplicable a cualquier variable que pueda medirse directamente (e.g. dap,
altura) y es util en cualquier region de la tierra.

6.1.1.1 Crecimiento en diametro

El crecimiento en diametro es producto de la actividad del cambium durante el periodo
vegetativo. Este tejido meristematico genera cada afo una capa de madera hacia el interior del
fuste y una capa de corteza hacia el exterior, capas que son faciles de reconocer en especies
creciendo en zonas templadas.

El ambiente es determinante del crecimiento en diametro. Asi, la calidad de sitio y el manejo
influyen fuertemente en el incremento diamétrico. En general, a mejor calidad de sitio mayor
es la tasa de incremento diametral y mds rapido se alcanza la edad de culminacion del
crecimiento en esta variable. La densidad de rodal, que se regula mediante raleos, esta
estrechamente relacionada con el incremento en didmetro; en general, a menor densidad
mayor es el crecimiento de los arboles.

El crecimiento en diametro es fuertemente afectado por la competencia entre arboles. Asi, la
etapa de crecimiento juvenil en especies heliofilas se caracteriza por presentar tasas altas de
crecimiento, debido a la inexistencia de competencia entre los arboles; esa etapa dura hasta el
momento del cierre de las copas. En la etapa siguiente (madurez), la tasa de crecimiento se
reduce, pero los arboles pueden responder rapidamente, cuando se les alivia de la competencia
mediante raleos y/o fertilizaciones. En la etapa de senectud, el crecimiento en didmetro es
reducido y los arboles no reaccionan a los tratamientos mencionados. En especies de sombra
(umbrofilas), por el contrario, la fase juvenil presenta tasas de incremento pequenas hasta la
eliminacion del dosel superior; a partir de ese momento el crecimiento se acelera,
reduciéndose de nuevo con el inicio de la competencia entre vecinos.
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El incremento diametral varia a lo largo del fuste. Normalmente interesa conocer la evolucion
del dap dado que es este el diametro que usualmente se mide en los inventarios. En esta
variable es imposible observar el crecimiento en toda la fase juvenil, porque el dap empieza a
medirse cuando el arbol supera 1,3 m de altura; a pesar de ello, la curva de crecimiento en dap
presenta la forma sigmoidal tipica.

El incremento en didmetro puede obtenerse mediante remediciones, esto es comparando
inventarios sucesivos, mediante muestras de incrementos obtenidas con el taladro de
incremento y mediante andlisis fustal. En el caso de las remediciones, debe cuidarse de
realizar las mediciones en los mismos arboles, a la misma altura y posicion en el fuste y con el
mismo instrumento. También es posible instalar bandas dendrométricas sobre los fustes. La
medicion debe realizarse en la misma €poca del afio (periodo de receso vegetativo). En el caso
de obtener muestras con el taladro de incremento, debe cuidarse de obtener las muestras en
sentido radial; cualquier inclinacidén generard datos irreales de crecimiento radial.

6.1.1.2 Crecimiento en altura

El crecimiento en altura es el resultado de la actividad de los tejidos meristematicos primarios.
La longitud de las fases de crecimiento juvenil, madurez y senectud como también el tamafo
acumulado varia ampliamente tanto entre especies como dentro de una especie. En especies de
sombra creciendo bajo el dosel, el periodo juvenil es bastante mas prolongado que en especies
de luz, las que crecen a tasas mayores por estar expuestas a la luz directa desde sus primeros
afios de vida. En las especies de sombra, el crecimiento se acelera desde el momento en que
son liberadas de la sombra.

En especies heliofilas, y especies de sombra una vez liberadas del dosel superior, el
crecimiento en altura varia dependiendo de la calidad del sitio. Otros factores, como la
competencia con otros vegetales, no alteran mayormente el crecimiento en altura, a menos que
la densidad de rodal sea extremadamente baja o alta.

El crecimiento en altura puede determinarse comparando inventarios, a través del conteo y
medicion de longitud fustal entre verticilos (coniferas) y mediante analisis fustal.

6.1.1.3 Crecimiento en volumen

El crecimiento en volumen es la resultante del incremento en didmetro y en altura del fuste del
arbol. Es la variable mas 1til y mas empleada en estudios de crecimiento. Es la variable con
las fases de crecimiento de mayor longitud, con culminacion del ica y del ima a edades mas
avanzadas que el dap y la altura. Al ser una variable dependiente del dap y la altura de los
arboles, es afectada por los mismos factores que afectan a aquellas; asi, la calidad de sitio y el
manejo del rodal estan estrechamente asociados al incremento en volumen.

A diferencia del didmetro y la altura, el volumen es muy dificil de medir directamente. Lo
normal es derivarlo a partir de mediciones de didmetro a diferentes alturas en el fuste. Asi,
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solo es posible obtenerlo en forma “directa” en arboles de tamafio pequeilo, que sean posibles
de escalar para realizar la medicion de didmetros; a medida que transcurre el tiempo y los
arboles crecen, la medicion de didmetros a lo largo del fuste se hace cada vez mas dificil,
llegando a ser impracticable en un determinado momento. A partir de ese momento s6lo son
utiles métodos indirectos para su estimacion como las funciones de volumen y funciones de
crecimiento. También puede recurrirse al andlisis fustal, pero éste, por su naturaleza
destructiva, so6lo es aplicable cuando los arboles a analizar no son imprescindibles para etapas
o estudios posteriores.

6.1.2 Analisis fustal

El andlisis fustal es una técnica para la determinacion del crecimiento que puede
implementarse en especies creciendo en regiones de clima templado, en las que es
relativamente facil la identificacion de los anillos de crecimiento. Consiste en el conteo y
medicion de anillos de crecimiento en secciones transversales del fuste a diferentes alturas
sobre el suelo. Este andlisis entrega un registro completo del crecimiento pasado del arbol.
Muestra como crecio el arbol en altura y didmetro y como cambia de forma a medida que
incrementa en tamano. Aunque el método puede implementarse en arboles en pie, obteniendo
muestras con taladro de incremento a diferentes alturas en el fuste escalando el arbol, el
muestreo no podria extenderse a todo el largo del fuste. Asi, el método se realiza normalmente
tomando rodelas en arboles volteados; de esta forma se logra mayor precision y antecedentes
de crecimiento mas completos que con la muestra de tarugos de incremento.

En el andlisis fustal, el desplazamiento de la médula del arbol, la excentricidad y deformidad
del fuste causan inconvenientes al realizar las mediciones de los anillos de crecimiento (ver
Biging y Wensel 1988). Los dos primeros problemas son imposibles de corregir al tomar una
muestra de incrementos mediante el taladro. Al seccionar el arbol se observan claramente esos
defectos y puede implementarse algun procedimiento para corregir sus efectos.

En la toma de datos para implementar un analisis fustal, el primer paso es registrar la especie
y el dap y marcar la altura de medicion del dap en el arbol en pie. A continuacion se procede a
voltear el arbol, se determina la edad contabilizando el nimero de anillos a la altura del tocon
y se registra la longitud total del fuste. También pueden registrarse otras variables de interés,
como la longitud de fuste libre de ramas y el inicio de la copa viva, si fuera necesario.

Luego se procede a marcar y seccionar el arbol seglin la longitud deseada. En algunos casos,
el seccionamiento del fuste se realiza en base a la longitud de trozas comerciales con el fin de
aprovechar la madera del arbol. En otros casos, el volteo y seccionamiento del fuste tiene
como Unico objeto el realizar el estudio de crecimiento. En tal caso, la longitud de las
secciones estd definida por los objetivos del analisis fustal. En cualquiera de esas situaciones,
en el extremo de cada seccion se obtiene una rodela y se registra la altura de obtencion en el
fuste. Cuando el seccionamiento del fuste lo permite, también se obtiene una rodela en la
altura correspondiente al dap; en este caso, la muestra puede incluir una rodela a la altura del
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tocon, una a la altura del dap, otra en el punto medio entre las dos anteriores, y las siguientes
rodelas cada un metro a partir desde este ultimo punto.

Para realizar el conteo y medicion de los anillos de crecimiento es necesario preparar
adecuadamente cada rodela, cepillando o lijando la superficie para que los anillos de
crecimiento sean claramente visibles. En cada rodela se obtiene el radio promedio y se traza
una linea con lapiz blando a lo largo de éste. A lo largo de cada radio se realiza el conteo de
anillos, numerandolos desde el cambium hacia la médula, marcando el final de cada anillo o el
final de un conjunto de anillos equivalente a otro periodo de incremento (e.g. 5, 10 o mas
anos). Después de registrar el numero total de anillos por rodela, se procede a medir y a
registrar el largo del radio, esto es la distancia entre la médula y el final de cada anillo (u otro
periodo).

La informacién recopilada es conveniente registrarla en formularios adecuadamente
disefiados. La informacion de los anillos de crecimiento se incluye en columnas, en la que
cada columna representa datos de la capa de madera producida en el mismo afio; la primera
columna corresponde a la madera del ano actual, la segunda a la del afo anterior y asi
sucesivamente. Esa estructura de datos facilita el andlisis posterior, en el que deben
identificarse todos los radios que corresponden a cada afio o periodo de crecimiento (Tabla 1).

Tabla 1. Estructura de un archivo de datos obtenidos mediante andlisis fustal en un arbol (Pinus radiata).
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Al procesar la informacidon debe recordarse de multiplicar por dos los valores de los radios
para obtener diametros de fuste, cuando se requiera. Los diametros de fuste a la altura de
obtencion de las rodelas se obtienen directamente a partir de las mediciones de radio
realizadas. Didmetros fustales a otras alturas se obtienen por interpolacion. En ello pueden
utilizarse formulas o graficos.

La estimacion del crecimiento en volumen requiere determinar primero la altura alcanzada por
el arbol afio a afio o al final de periodos de crecimiento especificos. Esa informacion se
obtiene por interpolacion ya sea mediante graficos o mediante formulas.

6.1.2.1 Graficacion de la informacién obtenida del analisis fustal

En este método se genera un grafico doble que incluye por un lado el perfil fustal en cada ano
o periodo de crecimiento y por otro la altura del arbol. En el grafico se trazan dos ejes
horizontales, uno para la edad y otro para los radios o didmetros de los anillos, y un eje
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vertical comun representando la altura en que se obtuvieron las rodelas en el fuste. Por
ejemplo, en la parte izquierda de la figura 2 se ha representado la altura de la rodela contra la
edad que requiri6 el arbol para lograr esa altura. Esa edad se obtiene de la diferencia entre la
edad actual (€da )y en nimero de anillos en la rodela ( 72, ), i.e. edad =ea —n, +1_ Los radios

de fuste obtenidos para cada edad a la altura de obtencion de cada rodela estan representados
en la parte derecha del grafico.

Las curvas de ahusamiento de edades especificas se obtienen conectando los radios que
representan la misma edad. La posicion terminal de cada curva de ahusamiento es estimada
desde la curva de altura-edad. En la figura se grafica la obtencion de la altura total del arbol a
los 15 afios de edad; a la edad requerida se traza una vertical hasta el punto en que ésta toca la
curva de altura acumulada; desde alli se proyecta una linea horizontal, la que al interceptar el
eje de altura determina la altura buscada. En la determinacion de la altura mediante el grafico
para una edad especifica debe asocidrsele la mayor altura posible. Si la distancia entre rodelas
es muy pequeia, el incremento de un afio (u otro periodo) sera mayor que la distancia entre
rodelas. Asi, en el grafico se generara una linea vertical representando un rango de alturas para
un afio especifico; el valor correcto es el maximo valor de altura en ese rango.

Altyra (m})
30 —-
20 —-
Figura 2. Rec nstrucc1 del chfrﬁl artlr d? alisis . fustal e ol d de edad. En %a
d recha s 1can radio; ste R0 es T i\:‘lstanma entre [a me aye am %e crecimiento
cruz un te rectas de todos o aPufltOS corrfsaqon 1e tes al a e Cri 1m1e1g e
8 al ene ﬁ} a(T %Zarig en cyestion. tura fotal Acanzada en cada ano se dertva del gra
ela qu1er e g a anos

A partir de los antecedentes y graficos puede determinarse el crecimiento en diametro fustal a
cualquier altura del fuste; también puede determinarse el crecimiento en altura ya sea
comercial o total. El incremento en volumen comercial o total se deriva a partir de esas
variables.

6.1.2.2 Otras opciones para determinar altura

El método grafico claramente sobrestima la altura del arbol. Otra opcidn es estimar la altura
mediante formulas basadas en el conteo de anillos y en las alturas de obtencion de las rodelas.
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Cuando dos rodelas sucesivas difieren en el nimero de anillos, entre esas dos alturas existe
una cantidad definida de &pices “escondidos”; esa cantidad corresponde al nimero de anillos
que desaparecen en esa distancia entre rodelas, esto es la diferencia del nimero de anillos
entre rodelas (Fig. 3). Las formulas proponen diferentes formas para distribuir esos apices en
la seccion fustal entre rodelas sucesivas (e.g. Dyer y Bailey 1987, Rayner 1991, Fabbio et al.
1994).

6.1.2.2.1 Formula de Lenhart

Esta formula distribuye homogéneamente los apices perdidos entre las alturas de obtencion de
las rodelas, pero produce una distribucion heterogénea entre secciones sucesivas.

Hy =h+j P ~ )
' P Ty

Hj; es la altura total del arbol en la edad ¢;,

donde:

t; es la edad del 4rbol asociada al j-ésimo anillo interno en la i-ésima rodela; £; =7 —1; ¥ J
n es la edad total del arbol,

esto es un anillo que no aparece en la rodela siguiente, empezando el

J es el numero fiel anillo interno
mas 1nterno en esta condicion,

conteo por e
n; es el nimero de anillos en la i-ésima rodela,
h; es la altura de obtencion de la i-ésima rodela.

Lenhart Carmean
i 4
H;y
iy
hyy
fy

Figura 3. Estimacion de la altura total en base a dos férmulas alternativas (izquierda, Lenhart; derecha, Carmean).

6.1.2.2.2 Formula de Carmean

Esta formula asume que las rodelas se obtuvieron en la mitad del incremento anual o periddico
en altura. Distribuye heterogéneamente los apices perdidos entre las alturas de obtencion de
las rodelas, pero produce una distribuciéon homogénea en secciones sucesivas.

H:-:h»+L}l[)+(]’—l) i+1_hi E,i.e.

i _ni+l



6.1.3 Formas para expresar el crecimiento

El crecimiento puede expresarse en términos absolutos, esto es en las unidades usadas
habitualmente para expresar las variables, o en términos relativos. El crecimiento relativo, ya
sea en proporcion o en porcentaje, es la relacion entre el crecimiento de cualquier variable y el
valor de la variable en algin punto del periodo de crecimiento. Aunque es aplicable a
cualquier variable, es mas habitual para el volumen y el area basal. Son ttiles para calcular la
rentabilidad y realizar comparaciones. Esta manera de expresar crecimiento tiene su base en la
teoria econdmica del interés, lo que posibilita su calculo en términos de interés simple, interés
compuesto o de interés continuo, siendo validos sélo para periodos cortos de tiempo.

6.1.3.1 La tasa de crecimiento expresado como interés simple

En esta linea, la tasa de interés se aplica en un periodo de un afo. Una cantidad de dinero <, ,

depositada a una tasa de interés anual i, al final de un afio genera un monto total equivalente a

d, =d, +d, W=d,(1+i). Asi, teniendo los valores al inicio ( <, ) y al final del periodo (),

d, —d, ) . , '

g Esto, aplicado al crecimiento de un arbol, permite
1

obtener la tasa de crecimiento relativo p (porcentaje) mediante

la tasa de interés corresponde a i =

ipa
y

donde:

Pa es el incremento periodico anual en la variable y, esto ep ekciecimiento promedio obtenido en un

periodo de 7 afios, el cual es determinado mediante P4y = "

Es un medio para expresar el incremento de cualquier variable del arbol en relacion al tamafio
total de la variable al inicio del periodo de crecimiento

ipa,

p =100 .
Yo

También puede tomarse el valor medio de la variable como valor de referencia (formula de
Pressler)

ipa
yO +yn

2
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o el valor final de la variable (formula de Breymann)

ipa,

Vo

p =100

6.1.3.2 La tasa de crecimiento expresado como interés compuesto

En este caso, la tasa de interés se aplica por mas de un lapso de tiempo. Asi, el valor final
depende del valor inicial, incrementado en la tasa de interés por varios lapsos de tiempo
consecutivos, i.e.

d,=d,1+0)",

y la tasa de crecimiento relativo p (porcentaje) equivalente de un arbol es

p =100%%l —1E

6.1.3.3 La tasa de crecimiento expresado como interés continuo

En este caso se asume que el crecimiento es proporcional al tamafo alcanzado. Asi

y la tasa de crecimiento relativo p se obtiene con

ln%” E
p=100——2="
n

La tasa de crecimiento relativo p puede ser un indicador del momento oportuno para cosechar
un arbol. Cuando esta referido al volumen, puede compararse con la tasa de interés del
mercado. Si p es mas alto que la tasa de interés del mercado, es mas conveniente mantener el
capital creciendo que liquidarlo, sin considerar que, ademads, el incremento en tamafo puede
permitir generar productos de mas alto valor.

6.1.4 Modelos de crecimiento

Existe una amplia gama de modelos matematicos que pueden ser utilizados para ajustar a
datos de crecimiento (e.g. Pienaar y Turnbull 1973, Nokoe 1978, Shifley y Brand 1984, Zeide
1993). En su mayoria son modelos no lineales en los parametros (Tabla 2) y deben ajustarse
mediante métodos numéricos. En el ajuste se utilizan métodos iterativos, los que requieren
como punto de inicio un valor aproximado de los parametros a estimar. De todos los
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pardmetros de los modelos, el mas facilmente comprensible es la asintota, esto es el valor al
cual debiera tender la variable dependiente cuando la edad del individuo tiende a infinito. Ese
valor puede aproximarse con facilidad al graficar la variable de interés en funcion de la edad.

Tabla 2. Modelos de crecimiento.

Denominacion Modelo Primera derivada V' =dy/dt
k . kbae ™
Logistico y= 1+b 2 ® Y= m
Gompertz y=kB™ Y =keb™ (Inb)* b
Weibull y Zk(l —e™ ™ ) V' =kabt" ™™
Richards y= k(l _be—am)" Y :ka”be_am(l —b E_am)n_l

En esos modelos, y es el tamafio acumulado alcanzado a la edad ¢; & es la asintota, esto es el tamafio maximo posible.

Los modelos presentados en la tabla 2, asi como también otros en literatura, reproducen
relativamente bien la curva de crecimiento sigmoideo. Algunos de ellos, como el modelo
Weibull, por ejemplo, presentan gran flexibilidad; esto permite utilizarlos para modelar el
crecimiento aun en situaciones donde no es posible observar la forma tipica de la curva de
crecimiento (ver Fig. 4). El modelo de Weibull, debido a su gran flexibilidad, también es
utilizado habitualmente para modelar distribuciones de frecuencia (ver modelacion de la
frecuencia diamétrica en el Capitulo sobre estructura de rodal).

Un ejemplo del ajuste del modelo Weibull a datos de crecimiento en dap, altura y volumen de
un arbol se presenta en la tabla 3. Los datos basicos y las funciones ajustadas se presentan en
la figura 4. Se observa que el maximo incremento corriente (ica) en dap y altura se alcanzo
alrededor de los 15 afios de edad; el incremento medio anual (ima) maximo se logra alrededor
de los 22 afios para el dap y alrededor de los 24 afios para la altura. El méximo ica en volumen
se produjo alrededor de los 27 afios; el maximo ima en volumen se producira pasado los 30
afios de edad.

Tabla 3. Resultados del ajuste del modelo Weibull a datos de dap, altura y volumen de un &rbol (P. radiata).

@)° )

Parametros” estimados para el modelo™ ¥ =k (1 —ela

Variable recm
k a b

dap (cm) 37,3444 (1,5917) 0,0517 (0,00222) 2,0282 (0,0918) 0,8140

altura (m) 36,4436 (0,6761) 0,0478 (0,000884) 1,9217 (0,0294) 0,2356

Vé’rlf‘—*‘érslgﬁl 2,0036 (0,1283) 0,0345 (0,000880) 4,0196 (0,0892) 0,0105

“Entre paréntesis el error estindar de estimacion de cada pardmetro; recm: raiz del error cuadratico medio.

“Esta estructura del modelo Weibu]l permite obtener valg es mayores para el pardmetro a; no}e qye en esta. aglécaci'n la constiinte tomg valores
pequeiios; con [a estructura de modelo’que aparece en la tabla 2 serian atn menotes, lo que cémplica la asignacion de valores miciales para el ajuste:

Las curvas ajustadas describen bien el comportamiento del tamafio acumulado en dap, altura y
volumen. El ica y el ima presentan gran variabilidad a través del tiempo y es dificil observar
una tendencia clara a partir de los datos basicos. Sin embargo, al obtener esos valores a partir
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de las funciones que describen el tamafio acumulado, la tendencia de esos incrementos es
evidente y es facil detectar a partir de ellos puntos de interés, como la edad de méaximo ica o
maximo ima.

dap (cm) h (m) Y (m3ssc)
40 35 4 14 4

35
30

25

3 18 0.16 5
16
14

2 124

0,8 4

e 06

04 4
v 02 -

/--"

-

0 s 10 1% 20 25 30 0 9 10 19 20 25 30 0 5 10 19 20 25 30
edad (arios) edad (afios) edad (afos)

Figura 4. Parte.superior. ajuste del modelo, Weibull (linea continu: atos. (puntos) de dap, altura (h) y volu \
£ (H)tenl oS mediante angﬁsmggsggl e l'lr 0 gver ta‘bjl .aP%rte qng €rio ')nc SIehT0 corrgéezt e 331%2 @ﬁgs

ontinua Flncffrfle]}f me hual (finea segmenta ara cada variable obtenidos a
untos y linea delgada) y a partir de la funcioir de tamano acumulado respectiva (linea gruesa).

6.2 El crecimiento de rodales

El crecimiento de un rodal se define como el aumento de tamafo, peso, volumen o valor por
unidad de superficie (hectarea) a través del tiempo; a partir de ésta es facil extrapolar el
crecimiento a la superficie total del rodal, si fuera necesario. Aunque el crecimiento de rodal
es la resultante del crecimiento experimentado por los arboles individuales, incorpora
elementos adicionales que es necesario definir. Asi, se habla de rendimiento para sefialar la
cantidad (volumen, peso) de producto total o comercial cosechado por unidad de superficie;
en tanto que corta es el volumen o numero de arboles cortados periddicamente, sean estos
removidos o no desde el interior del bosque; el término mortalidad, en cambio, se utiliza para
referirse al volumen o niimero de arboles que se vuelven indtiles por causas naturales tales
como competencia, enfermedades, catastrofes, vientos, nieve, sobremadurez, u otro; al
volumen o nimero de arboles que alcanzan un tamafio mensurable entre dos mediciones
sucesivas se le denomina masa incorporada.

La estructura de los rodales, expresada por ejemplo en el nimero de arboles por clase de dap
por hectdrea, cambia afo tras ano debido al crecimiento, la mortalidad, y la corta o
aprovechamiento de los individuos. Asi, la estructura de rodal se constituye en un elemento
clave para el estudio del crecimiento y rendimiento de rodales y su uso en la planificacion del
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proceso de produccion. El desarrollo de herramientas para la toma de decisiones respecto de la
intensidad y frecuencia de las intervenciones silvicolas es clave para determinar, por ejemplo,
el conjunto de intervenciones que produce un incremento en valor economico mayor que el
interés acumulado del costo de su ejecucion. Esas herramientas surgen de estudios
sistematicos del crecimiento en arboles y rodales.

Tamaro acumulado
Tamario acumulado

Figura 5. Cremmlentz ‘F 9 unldad %erﬁcie en r?diiles eta eo&(szguﬁa ageylhetqroe aneos (((iiexiech'ﬂgmen

?S I'ln qe d €N 1IN 1o alca gual a la suma
mal en 0 obtenido en los ra COS

1% w
K o
[=] [=]
2 b
5 8
Q Q
o =
o o
(] (]
£ £
S =]
= =

Figura 6. D trlbuc10n nc ahl ot 1ca (num ero de afb llef'i or, hectar Sa) §n rodales o et €0s ulerda

f 1inidi 1nea na eriodo de crecim ne SCB

e o mortafida area %I’IIS scur are 4 8113 ¢ masa 1nT0 orada (frea A n

taneo R asume un Taleo por 18 aJo efoctanco, Ta orta involicta dividuos

tO as as clases

Un elemento clave relacionado con el crecimiento es la densidad de rodal. Aunque en general
el efecto de la densidad de rodal sobre el crecimiento en area basal o volumen es confuso
dependiendo de la edad y dlu, se acepta que el rendimiento bruto total en un rodal no raleado
es aproximadamente igual a la suma de lo obtenido en los raleos y el volumen remanente en el
rodal raleado (ver Fig. 5). El raleo aumenta el volumen comercial de los rodales, pero su
efecto sobre el incremento en volumen total no es claro; algunos autores reportan efectos
positivos, esto es informan sobre aumentos en el volumen total, en tanto que otros han
detectado disminuciones (ver Zeide 2001).

La determinacion de la mortalidad y de la masa incorporada (ver Fig. 6) requiere de
observaciones sucesivas del rodal a través del tiempo, ya sea mediante parcelas temporales o
permanentes. A esa técnica se le denomina método de remediciones, en el cual, operando con
parcelas permanentes, se reconocen dos lineas; una de ellas es el Método de Control,
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originado en Francia hacia 1878; la otra se denomina Inventario Forestal Continuo y se
origina alrededor de 1938 en América del Norte. La primera agrupa los datos en terreno por
clase de tamafo, en tanto que la segunda mantiene registros por arbol, demandando asi mas
recursos, pero otorgando mads precision en la determinacion del crecimiento, la densidad y la
mortalidad (ver Husch et al. 2003).

6.2.1 Tipos de crecimiento

El crecimiento, definido como el aumento de tamafio, peso, volumen o valor de un rodal a
través del tiempo, puede definirse de varias formas alternativas, considerando los términos ya
definidos. A continuacion se entrega la definicion de incrementos peridodicos en volumen. Si
se dispone del numero suficiente de mediciones puede obtenerse ipa, ica e ima. (Note que el
incremento periddico representado por /, corresponde a la integral del incremento corriente
anual, el cual se representa por 7).

Incremento neto ( / ). Este se obtiene de la diferencia entre los volumenes al final y al inicio
del periodo de crecimiento.

donde:

Vo es el volumen al inicio del periodo de crecimiento,

V1 es el volumen al final del periodo de crecimiento.

Crecimiento bruto del volumen inicial (Z,). Este se obtiene de la diferencia entre los
voliimenes al final y al inicio del periodo de crecimiento, incluyendo la mortalidad y el
volumen cortado, y descontando el volumen de la masa incorporada.

I, =1+v, +v, -V,

donde:

v €s el volumen de la mortalidad en el periodo,
v, es el volumen cortado en el periodo,
vy es el volumen de la masa incorporada en el periodo.

Crecimiento bruto del volumen inicial, incluida la masa incorporada (Z,.;).
Corresponde al total del incremento periddico, incluyendo la diferencia entre los volumenes al

final y al inicio del periodo, la mortalidad, el volumen cortado y el volumen de la masa
incorporada.

I/)+I =1+Vm +Vc-
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Crecimiento neto del volumen inicial ( Z,,). Es el incremento periddico neto, incluyendo el
volumen cortado y deduciendo el volumen de la masa incorporada.

I, =I+v, —v,,

Crecimiento neto del volumen inicial, incluida la masa incorporada (/,.,). Es el
incremento periddico neto, incluyendo el volumen cortado y el volumen de la masa
incorporada
1, =1+v,_,

La medicidn, estimacion y proyeccion del crecimiento de un rodal es comparativamente mas
compleja que en un arbol individual. Para determinar el crecimiento de un rodal existen
variados métodos, los que pueden agruparse en términos generales en directos e indirectos.
Los métodos directos estiman el crecimiento en base a variables medidas en el mismo rodal;
los indirectos, en cambio, son basicamente comparativos, esto es utilizan tablas o funciones de
crecimiento o produccion construidas con informacién recopilada en otros rodales.
Especificamente aplicado al volumen, una funcion de crecimiento es un predictor del
crecimiento en volumen para periodos cortos, en tanto que una funcion de produccion es un
predictor del volumen por unidad de superficie de rodal a una edad especifica.

6.2.2 Proyeccioén directa del crecimiento

Consiste en proyectar la tabla de rodal actual ya sea por clase de dap o agregada, en base a
estimaciones del crecimiento periddico en dap. También puede incluir estimaciones de
mortalidad y masa incorporada. Los resultados pueden utilizarse en la actualizacion de
inventarios, en la planificacién de practicas de manejo y en la evaluacién econdmica del rodal
futuro.

6.2.2.1 Proyeccion de la tabla de rodal

El volumen futuro se estima a partir de la tabla de rodal futura, la cual se obtiene a partir de la
tabla de rodal actual y datos de crecimiento en didmetro (dap) y estimaciones de la mortalidad.
La informacién sobre crecimiento en didmetro puede obtenerse de remediciones en parcelas
permanentes o temporales, a partir de muestras de incremento obtenidas con taladro de
incremento o a partir de rodelas (ver analisis fustal). Ademas de la tabla de rodal actual,
requiere una funcién de volumen individual y medios para determinar la masa incorporada y
la mortalidad. Existen tres variantes para estimar el crecimiento del rodal, las que se derivan
de la forma asumida para la distribucion de los arboles en cada clase de dap. En cualquiera de
ellas, la deduccion del volumen correspondiente a la mortalidad esperada en el periodo puede
realizarse descontando el nimero de arboles moribundos de cada clase de dap de la tabla rodal
actual, antes de proyectarla a futuro, o también puede realizarse en la tabla de rodal futura,
pero antes de estimar la existencia (ver Husch et al. 2003).
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6.2.2.1.1 Distribucion discreta

Asume que todos los arboles en cada clase dap se ubican en el punto medio de la clase y que
todos crecen a una tasa igual al promedio de la clase. El volumen futuro se obtiene con la
frecuencia actual por clase de dap y el tamaiio futuro de los arboles, esto es la marca de clase
mas el incremento en el periodo.

6.2.2.1.2 Distribucion homogénea

Al igual que el método anterior, asume que todos los arboles de una clase crecen a una
velocidad igual a la tasa promedio de la clase, pero considera una distribucion homogénea de
los arboles en cada clase de dap. Asi, la distribucion diamétrica futura requiere calcular una

razon de movimiento para cada clase de dap actual (772, ).
— lpdapi

m, ,

’ h

donde:

My, es larazén de movimiento de la i-ésima clase de dap,

1P 4ap, es el incremento periddico en dap en la i-ésima clase de dap,

h es la amplitud de clase.

La razén de movimiento (772, ) permite determinar el nimero de arboles que se mueven desde

la clase i a otras clases en un periodo de crecimiento. Por ejemplo, si en la clase de dap 25 hay
actualmente 14 arboles, y el incremento de la clase es 6,2 cm, considerando una amplitud de

clase de 5 cm, m,  =6,2/5 | esto es M, =1,24; ello significa que 24% de los arboles de la

clase 25 se mueven dos clases (14 [0,24 =3,36) formando en el futuro parte de la clase 35; el
resto de arboles de la clase 25 se mueve una clase menos, esto es (1 —0,24) 14 =10,64
arboles perteneceran a la clase de dap 30 al final del periodo. En este caso, al ser el
incremento mayor que la amplitud de clase, todos lo arboles de la clase abandonaran la clase
de dap en el periodo de crecimiento; por el contrario, si el crecimiento en el periodo fuese
menor que la amplitud de clase, la razén de movimiento seria menor de uno y una parte de los
arboles permaneceria en la misma clase de dap; e.g. si el crecimiento fuera de 4 cm,

m, =4/5=08 y la cantidad de arboles que avanza una clase de dap es (0,8) T4 =11,2; la

diferencia (14 —11,2) =2.,8 permanece en la clase.

La fraccion decimal de la razéon de movimiento sefiala la porcion de los arboles que se
desplazan una clase de dap mas que el entero de la razén de movimiento; el resto de los
arboles de la clase original se asigna a la clase inmediatamente anterior. La frecuencia de
arboles por clase de dap en la tabla de rodal futura queda constituida por los arboles que
permanecen en la clase mas los arboles que por efecto del crecimiento se desplazan y llegan a
la clase.
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6.2.2.1.3 Distribucion individual

Esta opcion reconoce la posicion real de los arboles en cada clase de dap y utiliza el
incremento en dap de cada arbol para proyectar el crecimiento. Asi, cada clase de dap resume
el crecimiento individual de los arboles de la clase.

6.2.2.2 Proyeccion de la tabla de rodal agregada

Consiste en proyectar valores por unidad de superficie del rodal. Se basa en el principio que el
volumen por unidad de superficie (V) puede obtenerse directamente del producto entre el area
basal (m?ha), la altura promedio (H) y el factor de forma promedio de los arboles (F). Asi,
relacionando el volumen en dos puntos en el tiempo

Q _G,H,F,
Vi GHF’
se obtiene
G H.,F.
V2 :V'l 2 25 2 ,
GIHIE

relacion en la cual el subindice 1 se refiere al rodal actual y el 2 al rodal futuro.

Si se asume que el factor de forma se mantiene constante a través del tiempo, la proyeccion
requiere solo de estimaciones del incremento en altura y en area basal. En rodales coetaneos,
H, se obtiene a partir de curvas de indice de sitio, en tanto que en rodales heteroetaneos la

altura promedio se mantiene relativamente constante (/| =H,). Asi, el Unico elemento
faltante para la proyeccion es el area basal futura; esta puede obtenerse, por ejemplo, a partir

de muestras de incremento en didmetro mediante G, =G, +1; | siendo el crecimiento bruto

el area basal (£, ) determinado mediante

n m m

2 2 2
E dch d2sc_/ E dlsc/
j= =1 i=1

I, =Feld~ . :
12732,395% d?
2

2sc;

donde:

2
2¢¢; es el dap actual con corteza (cm) del i-ésimo arbol medido en la parcela de superficie a (m?),

2
d 2s¢; es el dap actual sin corteza (cm) del j-ésimo arbol medido en la muestra de incremento,

2
d 1s¢; es el dap inicial sin corteza (cm) del j-ésimo arbol medido en la muestra de incremento,

n es el numero total de arboles medidos en la parcela,
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m es el nimero de arboles medidos en la parcela en la muestra de incremento,
Fe es el factor de expansion a hectarea ( Fe =10000/ a ).

6.2.3 Métodos indirectos para estimar el crecimiento

Esta linea de estimacidén asume que el crecimiento del rodal seguird un patrén predecible a
partir de una funcion de rendimiento, la que ha sido desarrollada con informacioén proveniente
de otros rodales. El método consiste en obtener informacién bésica del rodal a proyectar y
utilizar la funcidn para estimar el crecimiento o rendimiento del rodal.

Existen numerosos modelos predictores del rendimiento, que varian en cuanto a la poblacion
objeto y en la complejidad matematica. Asi, existen modelos para bosques naturales coetaneos
y heteroetaneos, y para plantaciones. En relacion a la complejidad matematica, el modelo mas
simple puede estar constituido por una funcion; otros mas complejos incorporan sistemas de
ecuaciones. Algunos modelos entregan predicciones agregadas por unidad de area, en tanto
que otros llegan a estos valores a partir de funciones segun clases de tamafo, incorporan una
funcion de distribucion de dap (e.g. la distribucion Weibull) o a partir de arboles individuales
e indices de competencia. La evolucion del rendimiento también puede ser resumida en tablas,
generando lo que se denominan modelos tabulares o tablas de rendimiento.

Dependiendo del modelo a utilizar, la prediccion del crecimiento puede realizarse en forma
implicita o explicita. La primera involucra la prediccion de la tabla de rodal mediante alguna
funcion de distribucion de probabilidad (e.g. Weibull), en la que los parametros respectivos
son estimados a partir de las dimensiones promedio de los arboles y la densidad de rodal (e.g.
a,By=f{,N)); el volumen por ha se obtiene mediante una funcién de volumen
individual, a partir de la altura promedio por clase de dap (2 =f(N.t.dap,.)) y la

frecuencia por clase de dap obtenida con la funcion de distribucion de probabilidad. La
segunda predice el crecimiento agregado, en funcion de la calidad de sitio, edad, y densidad (
V=75(S.t,G)).

En el caso de utilizar una tabla de rendimiento, las estimaciones realizadas a partir de la tabla
se corrigen de acuerdo a la densidad relativa del rodal actual. Por ejemplo, el incremento en
volumen de un rodal particular se obtiene de

1, =PV, Vi),

relacion en la 77,, es el volumen que entrega la tabla para la edad futura del rodal y P es la
densidad relativa del rodal en andlisis, la cual puede obtenerse directamente de la relacion
entre el volumen actual del rodal ( 7 ) y el volumen que entrega la tabla para la edad actual
del rodal (¥, ),estoes P =V, /V,.
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6.2.3.1 Tablas de rendimiento

Una tabla de rendimiento entrega el volumen y otras caracteristicas de rodal por clase de edad,
clase de sitio, especie y densidad. Con informacion de rodales coetaneos se han desarrollado
tablas de rendimiento normal, empiricas y de densidad variable, las que varian en la densidad
de los rodales tomados como base para su construccion.

Una tabla de rendimiento normal se construye en base a muestras de rodales con densidad
completa. A ese nivel de densidad se le denomina normal. El concepto asume que en esas
condiciones de densidad, los arboles estdn aprovechando en un cien por ciento los recursos del
sitio. La tabla entrega valores de altura y dap promedio, nimero de arboles, area basal y
volumen por unidad de superficie, en funcioén del indice de sitio y la edad del rodal. Su
utilizacion requiere conocer el indice de sitio, la densidad relativa y la edad del rodal a
proyectar.

Los otros dos tipos de tablas eliminan la subjetividad en la determinacion de la normalidad de
los rodales. Asi, la tabla de rendimiento empirica estd basada en muestras de rodales con
densidad promedio creciendo en el area de interés. En las tablas de rendimiento de densidad
variable, la densidad es usada como variable independiente. En su construccion se utiliza
informacion de rodales con diferentes niveles de densidad. En este caso, cada tabla se
desarrolla para un tipo particular de manejo.

6.2.3.2 Construccion de tablas de rendimiento

El crecimiento es una funcion de muchos factores de sitio y de rodal en interaccion. En
rodales coetaneos, la especie, edad y densidad de rodal, y la calidad de sitio determinan el
crecimiento. La densidad se expresa en base al area basal, al nimero de arboles por hectarea o
mediante algin indice de densidad de rodal ( Zdr ). En rodales heteroetaneos, esto es aquellos
que presentan entremezclados individuos de todas las edades, el crecimiento es determinado
por la especie, la densidad de rodal y la calidad de sitio.

La base ideal de datos para la construccion de tablas de rendimiento son registros completos
de rodales desde el establecimiento hasta la cosecha, lo que constituye una serie de
crecimiento real. En la préactica, a menudo se usa informacién de parcelas temporales, de un
rango amplio de sitios y edades, constituyendo una serie de crecimiento abstracta. Las
parcelas permanentes son el punto medio entre esos extremos. Al medirse a intervalos de
tiempo fijos, la informacion que generan se acerca a la serie real, denominandosele por ello
como serie de crecimiento aproximada.

6.2.3.2.1 Funciones de mortalidad

Las funciones de mortalidad requieren observaciones secuenciales del nimero de arboles por
unidad de superficie. Para estimar el nimero de arboles vivos, lo normal es ajustar funciones
en diferencia, en las que el numero de arboles por unidad de superficie a una edad especifica
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se expresa en funcion del nimero de arboles en el periodo anterior, esto es N, = f (N " ,t2)
. No esta claro si la mortalidad depende de la calidad de sitio.

El nimero de arboles vivos es una funcion decreciente de la edad del rodal y puede ser
representado mediante funciones de variada complejidad. Tomando el modelo N, = et y

evaluandolo en dos puntos en el tiempo N, = et N, = e, dividiendo NV, por N,y

reacomodando términos se obtiene la funcion en diferencia siguiente
- k\ty—t
N2 = ]v1 e ( 2 1) ,

donde:

N es el numero de arboles vivos por unidad de superficie a la edad 1,

N5 es el namero de arboles vivos por unidad de superficie a la edad 2.
Un modelo algo mas complejo es N, f’l = bztl.b * . Evaluandolo en las edades ¢ y . se obtiene
Nlb b= bztlb Sy Né" = b2t§3, respectivamente; luego, restando NV, de N, y reacomodando

términos, se obtiene la ecuacion en diferencia

/b

N, = ’Nlbl t bz(tf3 ) tlbj)

6.3 Modelos simuladores del crecimiento

La simulacion es una técnica usada para tomar decisiones. En general, implica reproducir el
comportamiento de un sistema mediante un modelo que emula el sistema real, y operar el
modelo para obtener soluciones alternativas; asi, permiten identificar los niveles 6ptimos de
las variables para un determinado propoésito. En el area forestal, el objetivo de los modelos
simuladores es predecir el crecimiento y produccién de rodales en diversas condiciones de
sitio y sujetos a diferentes intervenciones silviculturales. De esta manera, entre otras
aplicaciones, permiten determinar la disponibilidad futura de madera, evaluar tratamientos
silviculturales alternativos y valorar bosques en pie.

El crecimiento y rendimiento por unidad de superficie de rodal depende de una serie de
factores ambientales bidticos y abiodticos. El rodal también puede ser sometido a
intervenciones silvicolas como control de malezas, fertilizacion, poda y raleo, las que pueden
variar en oportunidad, intensidad y frecuencia. Asi, la combinacion de esos factores genera
infinitas alternativa de manejo, las que sumadas al largo ciclo de produccion forestal, limitan
severamente las posibilidades de aprender por experimentacién directa. Asi, surge la
necesidad de modelos matematicos capaces de predecir el efecto de las intervenciones
silvicolas en rodales establecidos en sitios caracteristicos.
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En lo relativo al crecimiento y rendimiento de rodales se distinguen tres enfoques de
simulacion definidos segun los pardmetros primarios y unidades bdsicas de simulacion. El
primero asume que la unidad basica de simulacion es el rodal, no requiriendo ninguna
informacion del arbol individual. Las dos opciones restante consideran que la unidad bésica de
simulacion es el arbol individual; se diferencian en si consideran o no la distancia entre
arboles y otras variables como parametros necesarios para determinar el nivel de competencia.
El resultado de estos enfoques son modelos agregados de rodal, por clase dap y modelos para
arboles individuales. Los tltimos analizan el estado del arbol particular en el rodal, y asumen
que el crecimiento depende, entre otros, de factores genéticos, del microclima y de la
competencia ejercida por los arboles vecinos.

6.3.1 Definiciones

Un sistema es un conjunto de elementos unidos por algin grado de interaccion que les
confiere cualidades superiores a las de los elementos individuales. En el caso forestal, el rodal
es el sistema a modelar. El estado del sistema es la condicion en que se encuentran los
elementos que conforman el sistema en un punto del tiempo, e.g. area basal, numero de
arboles por hectarea, dap promedio, altura dominante, etc. Todos aquellos elementos y
sistemas que residen fuera del sistema de interés y que interactian con éste, e.g. las
condiciones de mercado (tasas de interés, valores de los productos, valores de insumos,
restricciones legales, etc.) constituyen el entorno del sistema.

Un modelo es una representacion de un sistema. Los modelos matematicos son los mas usados
en forestal para relacionar cuantitativamente variables de rodal o arboles individuales. Todo
modelo es menos complejo que la realidad, atendiendo a razones de simplicidad, o porque
algunas variables del sistema se relacionan con otras variables en el modelo, son dificiles de
medir, o porque no se pueden identificar.

Los modelos matematicos estan constituidos por variables y relaciones funcionales. Entre las
primeras estan las variables de estado, que caracterizan a elementos del sistema en un punto
del tiempo, e.g. el area basal (m?/ha), el nimero de arboles (n/ha) y la altura promedio. La
variable de estado puede ser endogena, o exogena; el primer tipo es generada por el modelo
(e.g. volumen (m*/ha), dap promedio), puede ser dindmica o predictora, esto es se obtiene en
funcion del tiempo, o derivada, siendo en este caso independientemente del tiempo; las del
segundo tipo son variables que ingresan como dato bésico al modelo (edad, altura dominante).
Los modelos también incorporan variables de control, las que reciben esa denominacion
porque permiten decidir el momento para efectuar intervenciones (e.g. raleo); este grupo
incluye todas las variables que pueden ser usadas como indicadores de la densidad de rodal
(e.g. area basal y numero de arboles por unidad de superficie). Las variables que caracterizan
los resultados de una decision implementada sobre el sistema se denominan variables de
respuesta (e.g. volumen, area basal por unidad de superficie). En cuanto a las relaciones, las
hay de transicion y de transformacion. Las primeras describen el comportamiento del sistema
a través del tiempo, determinando, por ejemplo, el numero de arboles, la altura promedio y el
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area basal por unidad de superficie en cualquier edad del rodal; las segundas, en cambio, son
independientes del tiempo y permiten so6lo modificar las unidades de las variables de
respuesta. Por ejemplo, el dap promedio de rodal a una edad especifica puede obtenerse a
partir del area basal y del niimero de arboles por hectarea; el volumen obtenido en m’ssc
puede transformarse a pulgadas, pies madereros u otra unidad.

Los modelos matematicos pueden ser deterministicos o estocasticos. Los primeros contemplan
relaciones entre variables sin incorporar elementos de azar. Asi, a partir del estado inicial se
puede conocer el estado en cualquier punto futuro y este estado es unico. Todo el sistema
depende del estado inicial; definido éste se conocen todos los estados posteriores del sistema
en el tiempo. Los segundos, también conocidos como probabilisticos o estadisticos, relacionan
variables en términos de distribuciones de probabilidad. El estado en un momento del tiempo
depende del estado anterior sin importar lo ocurrido antes. Cada estado depende del estado
inmediatamente anterior y s6lo hay probabilidades de ocurrencia.

6.3.2 Construccion de un Modelo Simulador

La construccion de un modelo simulador del crecimiento requiere informacion historica
abundante proveniente de parcelas permanentes (ver e.g. CONAF 1979, 1981).

La primera etapa en la construccion de un modelo es la identificacion del problema. Luego se
pasa a definir el sistema, identificando variables y relaciones funcionales. En la etapa
siguiente se formula el modelo, dandole la estructura adecuada segun las variables y funciones
a considerar. Luego se preparan los datos disponibles, planificando la recopilacién de
informacion adicional si fuera necesario. Con una base adecuada, puede procederse a la
construccion del modelo, realizando el ajuste de todas las funciones requeridas e
implementando el sistema con ellas. Luego se procede a realizar pruebas para comprobar la
validez del modelo construido, identificando las causas de problemas si los hubiera; en este
caso, quizas sea necesario reformular el modelo y ejecutar nuevamente todas las fases ya
descritas. Una vez que el modelo es aceptado como valido se procede al disefio de
experimentos de simulacion, se realizan las simulaciones y se interpretan los resultados.

En la modelacién se utilizan normalmente tasas de crecimiento. Asi, el cambio por unidad de
tiempo de un rodal puede representarse mediante

% = £ (X.u0),

donde:
&

& ©s ¢l cambio ocurrido en el rodal por unidad de tiempo,

X es el estado del rodal en la edad ¢,
u son las intervenciones silviculturales realizadas durante el periodo.
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Integrando la funciéon de tasas de cambio se obtiene la funcién de transicion global, la que
sefiala el estado del rodal al final de un periodo

[ =x@=Flx ) —1,],

donde:

X (%) esel estado del rodal en la edad ¢,

X (%y) es el estado del rodal en la edad to,

I =1, es lalongitud del periodo de tiempo.
Asi, es evidente la necesidad de representar adecuadamente el estado inicial del rodal porque
de éste depende el estado en el periodo inmediatamente posterior. En modelos agregados de

rodal, el vector de estado adecuado puede estar representado mediante la altura dominante
(H), el area basal (G) y el nimero de arboles por unidad de superficie (N).

OH _ oG _ N -
= D, o =LH.G), o =f(H.GLN).

Cualquier otra variable de interés (e.g. dap promedio ( & ), volumen (V)) se obtiene a partir de
esas variables de estado

d =g,(G,N),V =g,(H,G,d).
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7 Estructura y densidad de rodales

Los conceptos de estructura y de densidad de rodal estdn estrechamente relacionados. El
primero se refiere a la distribucion de especies y tamafios de los drboles en un area forestal, en
tanto que el segundo se relaciona con el grado en que un sitio estd siendo utilizado por los
arboles. Ese grado de ocupacion depende, naturalmente, del nimero, tamano y arreglo de los
arboles en terreno.

7.1 Estructura de rodal

La estructura de rodal se refiere a la distribucion de especies y tamano de los arboles en un
area forestal. Habitualmente se evalua a partir de la distribucidon de frecuencia por clase de
tamafio. Al observar la distribucion de frecuencia por clase de didmetro a la altura del pecho
(dap) se reconocen dos estructuras tipicas. En un extremo estdn los rodales coetaneos,
conformados por arboles de aproximadamente la misma edad; en estos rodales, la distribucion
diamétrica es aproximadamente normal (Fig. 1). En el otro extremo estan los rodales
heteroetaneos, conformados por arboles que varian ampliamente en edad y tamafio. La forma
tipica de la distribucion diamétrica de un rodal multietaneo, esto es un rodal en que se
entremezclan todas las edades posibles, es la exponencial negativa, la que también suele
mencionarsele como J-invertida.

Numero de arboles
]
Numero de arboles

Clase de da|5 Clase de daﬁ

Figura 1. Distribuciones diamétricas tipicas de rodales coetaneos (izquierda) y heteroetaneos (derecha).

7.1.1 Modelacion de la distribucion diamétrica

Existe una gama de funciones Uutiles para representar la distribucion de frecuencias por clase
de tamafio. La dimension méas comun para representar el tamafio de los arboles es el dap,
siendo la funcion de distribucion de probabilidad de Weibull la més utilizada para modelar
esta distribucion.
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7.1.1.1 La distribucion Weibull

La Weibull es una funcién muy flexible, permitiendo modelar una gran variedad de formas de
distribuciones suaves unimodales, desde la exponencial negativa hasta normales con o sin
sesgo (ver Fig. 2). De la funcion Weibull se conocen expresiones con dos y tres parametros,
las que a su vez tienen dos forma generales, esto es la funcion de densidad de probabilidad
(fdp) y la funcién de distribucion de probabilidad acumulada (fda).

La fdp define la cantidad de densidad de probabilidad asociada con cada valor especifico de la
variable aleatoria continua x. La fda de x da la probabilidad de ocurrencia de un valor menor o
igual a x.

La fdp Weibull de tres parametros es

g B
f(x)=EL:Eu§ e 0?0,

Cod b

donde:

J (X es la densidad de probabilidad correspondiente al valor x de la variable aleatoria,
a, b, y c, respectivamente, son los parametros de ubicacion, escala y forma de la funcion (x = a, b>0, ¢>0),
e es la base de los logaritmos naturales.

Los parametros a y b deben ser siempre positivos, en tanto que la variable x puede tomar
cualquier valor. Al modelar la distribucion diamétrica, el valor minimo posible para x, y por
consiguiente para el parametro a, es 0 (cero).

La integral de la fdp genera la frecuencia relativa acumulada y otorga la probabilidad de
ocurrencia de un valor menor o igual a x. La fda para la distribucion Weibull de tres
parametros es

a

F(x)=l—e 0?0

En la distribucion Weibull de dos parametros, el pardmetro de ubicacion a es igual a cero (
a=0). Asi, la fdp es

RELL
eDbD,

i

y la fda respectiva es

F(x) =1 —e_%g :



En la modelacion de la distribucion diamétrica mediante la funcion Weibull es habitual ajustar
la funcion de distribucién acumulada, cuya estructura es mas simple que la funcion de
densidad de probabilidad. El ajuste mediante el método de minimos cuadrados no lineales
requiere obtener la frecuencia diamétrica acumulada por unidad de superficie (ha) en clases de
amplitud 1 (uno). El ajuste también puede realizarse mediante el método de maxima
verosimilitud; en este caso no se requiere tabular la informacion.

Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia
f F f F
05 1,0 0,25 1,0

04 0,6 | 0,20 0,8 4
03 0,6 | 0,15 0,6
02 0,4 0,10 0.4 4

0,1 0,2 4 0,05 0,2

0,0 0,0 — 77— 0,00 0,0 — T

0,1 32,0 0,1 32,0 1"z 1050 1.2 105,0
dap dap dap dap

Fien Sy’ d&e%%“‘%ﬁ?él S O T el Sty
€ Pinus radzata ﬁara s fuefon e§ IMados medante o
de” maxima Verositn bsérvaﬁ as c as tdp'y obtenidas y os atos originales
respec 1vos (histogramas y o) 1vas

Una vez estimados los parametros de la funcion, la frecuencia absoluta por unidad de
superficie en la clase de dap x, considerando una amplitud de clase %, se obtiene mediante la
relacion siguiente, la cual es valida para la funcion Weibull de dos y tres pardmetros

D_B—O,Sh E| _[3+0.5n E] C
N, =N O0F (x +0.,5%) —F (x —0,51)] =N O O_0¢2% O

X E’
H E
donde:

N es la frecuencia absoluta por unidad de superficie (n/ha) en la clase de dap x,
N es la frecuencia absoluta total acumulada por unidad de superficie (n/ha).

7.1.2 Rodales coetaneos

Un rodal coetaneo se origina en un periodo relativamente corto, por lo que estd conformado
por arboles relativamente similares en edad y tamafio. Asi, la distribucién de frecuencias
diamétricas es aproximadamente normal, y es facil de modelar mediante la funcién de
distribucion de probabilidad de Weibull (ver Fig. 2).

7.1.3 Rodales heteroetaneos

7.1.3.1 El concepto de rodal heteroetaneo balanceado

Un rodal heteroetaneo, debido a su origen continuo, contiene entremezclados arboles de
variadas edades y tamafios. La distribucion diamétrica es irregular en areas pequefias, en tanto

148



que en areas grandes se observa, en una forma mas o menos definida, la distribucion
exponencial negativa (J-invertida). Cuando la distribucion de frecuencias es exactamente
representada mediante la J-invertida se habla de rodal (bosque) heteroetaneo balanceado.

La silvicultura heteroetanea tiene una tradicion larga en diversas regiones del mundo. En
varias regiones de Europa es una practica generalizada desde fines del siglo XIX. En América
su origen se remonta a inicios del vigésimo siglo. Antecedentes especificos sobre silvicultura
heteroetanea se encuentran en Baker et al. (1996) y Johnson et al. (2002).

La meta de la silvicultura heteroetdnea es generar y mantener rodales heteroetaneos para un
flujo sostenido y constante de productos del bosque. Mantener la condicion heteroetanea
requiere intervenciones silviculturales periddicas para cosechar la produccion de madera y
controlar la estructura y composicion de especies de los rodales. Las intervenciones
promueven la regeneracion y facilitan su integracion en el dosel superior, la que debe ser
suficiente para sustituir los arboles que mueren o que se cosechan regularmente, y mantener
niveles deseados de densidad, rendimiento y calidad de arboles en el rodal. Las intervenciones
deben ocurrir por lo menos tres veces en el intervalo de tiempo que corresponde a la edad de
los arboles mas viejos conservados en el rodal. Asi, un rodal también se define como
heteroetaneo cuando contiene por lo menos arboles de tres clases de edad, entremezclado en la
misma area. Los rodales heteroetaneos se pueden también formar por grupos coetdneos de
arboles, pero los grupos son tan pequefios que es obviamente dificil determinar sus limites en
terreno.

La seleccion de arboles individuales y la seleccion de arboles en grupo son los dos métodos
silviculturales que se utilizan en silvicultura heteroetdnea. En la seleccion de arboles
individuales, los arboles se seleccionan para la cosecha en base a sus caracteristicas
individuales, como la forma, calidad, tasa de crecimiento, madurez financiera, competencia
con arboles més jovenes y mdas vogorosos, y riesgo de mortalidad. Por el contrario, la
seleccion de grupos se concentra en la condicion agregada de grupos pequeiios de arboles. La
regulacion de los bosques es alcanzada por el control periddico de la estructura y de la
densidad del rodal, donde el dosel superior nunca se remueve totalmente. El intervalo de
tiempo entre las intervenciones se llama ciclo de corta.

El volumen de madera cosechado al final de cada ciclo de corta varia en funcion de la
estructura del rodal. El rodal heteroetaneo puede adquirir una amplia gama de distribuciones
diamétricas (véase e.g. Mitscherlich 1952), desde balanceadas hasta desbalanceadas. Las
distribuciones diamétricas balanceadas presentan una declinacion continua y suave en el
numero de arboles en las clases de didmetro mayor; las distribuciones desequilibradas, por el
contrario, pueden asumir variadas formas, con variacion irregular de la frecuencia entre clases
de dap sucesivas.

La distribucion ideal del dap en rodales heteroetaneos se asume es balanceada, porque ésta
podria generar un volumen constante de productos, cuando después de cada ciclo de corta se
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restaura la distribucion ideal del dap. Esta distribucion ideal del dap es definida
matematicamente por la funcidon exponencial negativa. Esta es la funciéon mas frecuentemente
utilizada para la descripcion de una distribucion equilibrada del dap.

La meta de modelar la distribucion ideal del dap mediante la funcion exponencial negativa es
guiar la cosecha en rodales heteroetaneos. La cosecha periddica remueve solamente los
arboles excedentes del numero ideal en cada clase de dap. El déficit, que podria aparecer en
algunas clases de dap, puede ser compensado conservando mas arboles que el nimero ideal en
las clases de dap con excedentes. En principio se asume que dentro de cada rodal la funcién
exponencial negativa en una cierta forma es silviculturalmente estable y sostenible. Esto no
necesariamente significa que la distribucion se presentaria naturalmente y seguiria siendo
estable en ausencia de intervenciones silviculturales, sino que la distribucion es sostenible
bajo del sistema silvicola impuesto.

Los bosques heteroetaneos con distribucion diamétrica exponencial negativa son comunes
(véase e.g. Mitscherlich 1952; Johnson et al. 2002, p.338-340). Cuando esta distribucion es
equilibrada, entre sucesivas clase de dap existe un cuociente constante (g) (véase e.g.
Buongiorno y Mitchie 1980; Virgilietti y Buongiorno 1997; Knoke 1998; Rautiainen 1998).
Este cuociente, también llamado fasa de agotamiento, define la forma de la curva (su
"inclinacion" o "aplanamiento") y posibilita el computo del nimero ideal de arboles en cada
clase de dap para producir un nivel requerido de densidad de rodal. El resultado es una
estructura diamétrica heteroetdnea balanceada.

La generacion de una curva ideal requiere definir no solamente un gradiente o forma (g), sino
también la densidad residual del rodal (Dg) y el rango de dap a través del cual calcular la
densidad residual del rodal. Tradicionalmente, se determina el arbol mas grande que
permanece en pie después de la cosecha. Este diametro (D) depende de la especie, de la
calidad de sitio, de los objetivos de manejo y de otros factores (Johnson et al. 2002, p.342).

Debido a que la generacion de la curva ideal requiere definir el nivel residual de densidad de
rodal (Dg), el diametro remanente maximo (D) y la tasa de agotamiento (¢), se puede hablar
del desarrollo de una curva ideal restringida. Pero la puesta en practica de la curva necesita
flexibilidad. Asi, el orden siguiente de prioridades se puede definir para la aplicacion de la
curva ideal: (1) mantener la densidad residual objetivo; (2) los arboles mas grandes que el
didmetro remanente maximo se cortan, a menos que sean necesarios para lograr la densidad
objetivo; y (3) la distribucion de dap residual debe acercarse tanto como sea posible al ¢
definido. Al final se realizan ajustes para las clases de dap con déficit, manteniendo arboles
adicionales en las clases con excedentes.

7.1.3.2 Generacion de una distribucion balanceada del dap

La distribucion del dap de un rodal heteroetaneo balanceado puede ser representada mediante
la relacion
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N, =kje™, [1]

donde N, es el nimero de arboles en la i-ésima clase de dap, d; (cm) es el punto medio de la i-
¢sima clase de dap, ko es el intercepto y k; representa la tasa a la cual el numero de arboles
disminuye entre clases de dap sucesivas.

La ecuacion [1] se puede también representar como una serie geométrica con un cuociente ¢
entre clases de dap’ sucesivas, el cual se calcula mediante

q=N;u/N,;, [2]

donde A, es el nimero de arboles en la i-ésima clase de dap y N, es el numero de arboles en
la clase de dap mas pequeia siguiente.

Substituyendo N1y N: de la ecuacion [1] en la ecuacion [2] y con las marcas de clase &, y

d, —h delaclase de dap i e 7 +1, respectivamente, se obtiene

g=e". 3]

Asi, g depende de & (cm), la amplitud de la clase de dap. De la ecuacion [3] es obvio que el

1/h 1/h

: — k
valor ¢'’" es constante para una curva dada, es decir ¢ " =e"', de modo que el valor ¢ para

una curva con un k& dado, puede servir para computar el valor ¢’ para otra curva con un A’

h'/h

especifico mediante ¢ =¢"'". De la ecuacion [3] es también obvio que el parametro k; de la

ecuacion [1] se puede computar mediante
k, =In(q)/h. [4]

Con N;11=¢N:; (segun la ecuacion [2]) y un valor especifico de ¢, puede calcularse el nimero de
arboles en cada clase de dap, es decir Ny, Nig, Nig*, Ni¢°, y asi sucesivamente. En general, es
valido

N, =N, ", 5]

donde N, es el nimero de arboles en la primera clase de dap (la mas grande). Eso significa que
la distribucion entera del dap depende de ¢ y de N;. Ademas, con D, el punto medio de la
clase mas grande de dap, el parametro k, de la ecuacién [1] es dado por

? Aqui se asume que i=1 es la clase de dap mayor.
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ko =N, (6]

Asi, con D, el dap del arbol mas grande* de la distribucion ideal del dap, y un valor especifico
de ¢, falta solamente el computo del N, para lograr un nivel definido de densidad residual de
rodal (Dg), y la distribucion ideal del dap seria ya alcanzable mediante las ecuaciones [5] o
[1]. Hay actualmente por lo menos tres caminos para desarrollar una curva de distribucion de
dap ideal. Brender (1973) asume el valor de ¢ y calcula el numero de arboles en la clase de
dap més grande (N,), para obtener una distribucion del dap con un area basal especifica. La
distribucion restante se computa en base a ¢ y N, mediante la ecuacion [5]. Moser (1976)
calcula el parametro ko de la ecuacion [1], que es conveniente para cierta densidad de rodal
residual. La distribucion de frecuencia es computada mediante la ecuacion [1], donde 4 es

calculado mediante la ecuacion [4]. Otros autores (e.g. Guldin 1991) asumen N, =1,
calculan la distribucion del dap mediante la ecuacién [5], y computan el area basal B’ que
esa distribucion produce. Los valores de la distribucion son multiplicados por el factor B/ B’
para alcanzar el area basal objetivo B y la distribucion de frecuencia ideal. En los parrafos

siguientes se describe el desarrollo de una curva ideal en base al computo de N, para un nivel
definido de densidad de rodal residual.

Las medidas de la densidad que son aplicables a los rodales heteroetaneos se pueden
representar mediante la formula

Dy =3 N, +b,3 Nd, +b,5 Nd? 8]
o = =

donde d; y N; se han definido previamente, ¢ es el numero de clases de dap, y los coeficientes
by, by, y bs, con valores convenientemente especificados, generan el area basal, la razon de
area por arbol, ¢ el factor de competencia de copas (véase Moser 1976; Johnson et al. 2002,
p.343). Los coeficientes b; para la razon de area por arbol y el factor de competencia de copas
se especifican normalmente para especies individuales o grupos de especies, mientras que la
expresion para el area basal es independiente de la especie (Moser 1976).

Insertando la ecuacién [5] en la ecuacion [8] se obtiene
D, =N, Byl Y a7 +b, Z g W, +by g L] E [9]
O = = = L

de modo que N, se determina con

D=D+1h.
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y puede ser definido como

N :_R
e [10]
con
k, =b S g~ +b S g, +b S Y 11

Asi, kp es el parametro clave para el computo de N, y de la distribucion diamétrica que genera
un nivel definido de densidad de rodal. Cuando se fija el 4rea basal residual objetivo B
(m*ha), los pardmetros b; toman los valores b;=0, b,=0, y b;=17/40000, y la ecuacion [11] se
reduce a

kp =———=% ¢ W} [11a]
i=1

7.2 Densidad

Los organismos son afectados por las condiciones en que viven y por los recursos que
obtienen del ambiente circundante. Los individuos de una misma especie tienen
requerimientos similares para sobrevivir, crecer y reproducirse. La competencia entre los
individuos se inicia cuando la demanda total de estos por un recurso excede el suplemento
disponible en el espacio de uso comun; en esa competencia, algunos individuos no satisfaran
completamente sus necesidades. Asi, la competencia se define como la interaccién entre
individuos que es generada por un recurso de uso compartido cuyo suplemento es limitado, la
que conduce a una reduccion en la sobrevivencia, crecimiento y/o reproduccion de los
individuos. A mayor niimero de individuos por unidad de superficie, mayor es el efecto de la
competencia sobre un individuo en particular. Asi, densidad, competencia y crecimiento son
temas afines.

Con el transcurso del tiempo, los individuos crecen y aumentan sus requerimientos y, por lo
tanto, compiten con mayor intensidad, aumentando el riesgo de muerte. Después de algin
tiempo, los arboles mas débiles mueren por efecto de la competencia, quedando un niimero
menor de arboles vivos por unidad de superficie. A esta reduccion del numero de arboles
vivos por unidad de superficie por efecto directo de la competencia se le denomina auto-raleo.
Asi, tanto el nimero de sobrevivientes como su tasa de crecimiento son influenciados por la
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densidad. Esto no sélo evidencia que los efectos de la competencia son dependientes de la
densidad, sino que el tamafio del arbol es un indicador de la densidad de rodal.

El fendomeno del auto-raleo se produce no solo en arboles forestales sino que también ha sido
observado en un sinnimero de especies (ver Begon et al. 1986). Ese fendmeno puede
representarse matematicamente mediante

relacion en la que W es el peso promedio de los individuos, N es el numero de arboles por
unidad de superficie y ¢ es una constante. Esta relaciéon describe la dependencia entre el
tamafo promedio de las plantas y el numero de plantas por unidad de superficie, en rodales
coetaneos monoespecificos con cobertura completa de copas (ver Zeide 2002).

El hecho de que en muchas especies aparezca el exponente “ — ”, en la relacién entre el peso
promedio de los individuos (W ) y el numero de arboles por unidad de superficie N, ha dado

surgimiento al concepto de ley de la potencia —5 . Al linealizar la relacién, esto es

Inw=Inc- %1{1 N , es claro que la tasa de aumento del tamafio es mayor que la tasa de

disminucién en N. La posicion de la curva varia entre especies, pero la pendiente se mantiene
aproximadamente constante.

En cuanto al valor — , se piensa que es un reflejo de que la poblacion de plantas representa
pesos o volumenes (dimensiones de potencia 3) agrupadas bajo una superficie (dimension
potencia 2) de dosel que captura luz, o simplemente el area disponible para cada arbol (ver
e.g. Prodan et al. 1997, p.398). Asi, si el peso promedio es proporcional al cubo de alguna
dimension / de la planta, esto es w [0/7°, y el area disponible es proporcional al cuadrado de la
misma dimension, esto es A4 /%, e inversamente proporcional al nimero de arboles por
unidad de superficie, esto es 4 [J N, es decir / [J N2, la relacion para el peso promedio
se reduce a w =c [N /2, en la cual se ha reemplazado el simbolo de proporcionalidad I por
la constante de proporcionalidad c. Despejando, N =(w/c)”" es el nimero maximo de

plantas por unidad de superficie en rodales con cobertura completa. Este valor puede servir de
base para evaluar la densidad de otros rodales en términos relativos.

7.2.1 Densidad de rodal

El concepto de densidad en forestal se relaciona con el grado en que un sitio esta siendo
utilizado por los arboles. Existen en literatura dos términos generales para expresar densidad.
Por un lado esta la expresion absoluta de densidad (density), que sefala la cantidad de madera
o el grado de amontonamiento de los arboles en un area. Asi se utilizan indicadores como area
basal (m*ha), nimero de arboles (n/ha) y cobertura de copas por unidad de superficie, entre
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otros. Por otro lado estd la densidad relativa (stocking), que describe lo adecuado de una
densidad de rodal en relacion a un objetivo de manejo; se expresa en porcentaje de la densidad
deseable para un objetivo de manejo. Asi, por ejemplo, un rodal con una densidad absoluta
determinada puede ser considerado como demasiado denso si el rodal es manejado para
silvopastoreo, pero ese mismo rodal puede ser considerado como demasiado ralo para
producir madera de uso pulpable. Un indicador relativo debiera expresar esa condicion.

Una buena medida de la densidad deberia ser independiente de la edad y de la calidad de sitio
(Spurr 1962, Zeide 2002). Ademas, es deseable que sea facil de aplicar y de relacionar con el
incremento en volumen, que es el objetivo tradicional de la silvicultura productiva.

El estudio de la densidad de rodal y su relacion con el rendimiento se ha realizado mediante
dos lineas que difieren sélo en el nivel de andlisis. Por un lado estan los indices de densidad de
rodal, que caracterizan el rodal como unidad; en el otro extremo estan los indices para arboles
individuales, que caracterizan el estado del arbol particular dentro del rodal.

7.2.1.1 indices de densidad de rodal

En general, son medidas relativamente sencillas y de facil obtencion. Entre ellas estan el
numero de arboles, el area basal, el indice de Reineke y el factor de competencia de copas.

7.2.1.1.1 El nimero de arboles

El nimero de arboles por unidad de superficie (hectarea) es la medida mas sencilla de
densidad de rodal. Como un indicador de densidad es una medida insatisfactoria, porque no se
relaciona directamente con la utilizacion del sitio ni con el grado de competencia entre
arboles. La ocupacion del sitio depende también del tamaio de los individuos. Asi, un nimero
constante de arboles por unidad de superficie, representara diversos grados de ocupacion del
sitio y de densidad dependiendo del tamaino de los arboles. A su vez, un nimero variable de
arboles pueden representar el mismo nivel de densidad de rodal o de ocupacion del sitio.

7.2.1.1.2 Area basal

El 4rea basal por unidad de superficie es la medida mas simple y de uso habitual para expresar
densidad de rodal. Es un indicador deficiente porque un valor determinado puede lograrse con
un numero grande de arboles pequefios o con una cantidad pequefia de arboles grandes; ambas
situaciones pueden representar niveles muy diferentes de ocupacion del sitio. Aun asi, es mas
util que el numero de arboles como indicador simple.

7.2.1.1.3 indice de Reineke

El indice de Reineke relaciona el numero de arboles con el didmetro promedio de los arboles
creciendo en rodales normales coetdneos. En un rodal normal se asume que la densidad es
completa, esto es que los arboles estan utilizando la totalidad de los recursos del sitio. En esas
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circunstancias, existe una estrecha relacion entre el nimero de arboles por unidad de
superficie y el tamafio promedio de los mismos. Esa relacion se representa mediante

N=b, ",
la que en literatura es habitual encontrarla en su forma linealizada
InN =Inb, +b,Ind__ [12]

funcion en la que N es el numero de arboles por unidad de superficie y .. es el dap promedio
cuadrético de los individuos.

Reineke (1933) determind que la pendiente ( £, ) de la curva [12] se aproximaba a —1.6 en

varias especies forestales, en tanto que la constante variaba entre especies. Ese descubrimiento
lo realizé Reineke al graficar el logaritmo del niumero de arboles por unidad de superficie
contra el logaritmo del dap promedio cuadratico, y trazando una recta por arriba (no a través)
de la nube de puntos (Zeide 2002). Aparentemente no hay correlacion entre edad y calidad de
sitio y el numero de arboles por unidad de superficie para un didmetro medio determinado.
Asi, es seguro utilizar la curva como un estandar para comparar rodales de caracteristicas
similares (e.g. rodales coetdneos de diferente edad) y determinar su densidad.

La curva puede utilizarse para obtener una medida de densidad absoluta o relativa. En
términos absolutos, el indice de densidad de rodal (/dr) de Reineke de un rodal corresponde al
ntimero de arboles por unidad de superficie en el momento de alcanzar un determinado

diametro promedio; este diametro estandar (.. ) es fijado por Reineke en 10 pulgadas. Asi,
Inldr =Inb, +b,1Ind,. . [13]

Combinando [12] y [13] (restando una de otra, o despejando Inb, de una y reemplazandola
en la otra) se obtiene

Inldr =In N +b, ln%,i.e.

c

Ildr=NEH .
dC
La expresion relativa del indice combina directamente el nimero de arboles por unidad de

superficie (N) con el nimero de arboles de un rodal normal para el diametro actual del rodal (
N ;)
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Idrr = i
N b

0, en términos porcentuales,

Idrr (%) =100
N

d

7.2.1.1.4 Factor de competencia de copas

El factor de competencia de copas (Fcc) es una medida de la tension de la densidad en un
rodal que se basa en el area cubierta por la copa de los arboles. Al contrario del indice de
Reineke, toma como referencia el desarrollo de la copa de arboles que crecen en condiciones
de densidad minima, libres de competencia. El factor estima la proporcion de area disponible
para el arbol promedio del rodal en relacion al area maxima que podria usar si creciera libre de
competencia (ver Krajicek et al. 1961).

La base de desarrollo del Fcc es la relacion existente entre el didmetro de copa (w, en m) y el
dap (d, en cm) de arboles de crecimiento libre

w=a+bld.

Asi, el area de copa (4., en m?) de un arbol de didmetro d es

A =22 =0,785(a? +2abd +b7a?).

c

&y

La proporcion de superficie ocupada por la proyeccion vertical de la copa de un arbol en una
hectarea, expresada en porcentaje, se denomina drea maxima de copa (An.). En términos
algebraicos, 4,,. =1004,/10000, es decir

A,, =7.85007 fa® +2abd +b*d?).

El Fcc corresponde a la suma de las dreas maximas de copa de todos los arboles en una
hectarea. Asi, el factor expresa en términos relativos la cobertura de copas de un rodal real en
comparacion a un rodal con la misma cantidad y tamafio de arboles, pero creciendo en
condiciones de densidad minima. El factor, calculado a partir de una tabla de rodal, es

F. :7,85D0'3EH126 +2abS n O 452 0 T
cc L ;nl+a;nl t ;nl =

donde:

¢ es el numero de clases de dap,
n; es el nimero de arboles por hectarea en la i-ésima clase de dap,
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d; es lamarca de clase de la i-ésima clase de dap.

El vuelo completo de un rodal se produce cuando el Fcc es igual a 100. En teoria, y
asumiendo que las copas estan suficientemente deformadas para llenar todos los huecos del
rodal, a partir de ese nivel de densidad empezaria la competencia entre los arboles. Niveles
mayores de densidad reducirian el crecimiento promedio por arbol, pero mejoraria la forma
fustal e incrementaria el rendimiento por unidad de superficie. Naturalmente, el rango de
valores de Fcc adecuado para un rodal y una especie en particular depende de los objetivos de
manejo.

7.2.1.1.5 Indices de espaciamiento

7.2.1.1.5.1 Cuocientes de espaciamiento

Los cuocientes o factores de espaciamiento se obtienen relacionando el tamano de los arboles
dominantes y codominantes con la distancia promedio entre los arboles en el rodal. Utilizan el
dap o altura de los arboles dominantes y codominantes como dimension representativa del
tamafio, siendo el distanciamiento medio (D,,) obtenido mediante la relacion siguiente, la cual
es valida para una distribucion cuadrada de arboles en el rodal.

en la que a es la superficie (m?) del area evaluada del rodal y N es el niimero de arboles en esa
superficie.

El cuociente de espaciamiento obtenido a partir de la altura, también conocido como factor de
espaciamiento relativo (RS) de Hart-Becking cuando se expresa en porcentaje, es

RSH = _m Eo

D

en tanto que el basado en el dap, también conocido como factor de Wilson, es

RS _m
D dD Ea

relaciones en las que 77, y d,, son, respectivamente, los promedios de la altura y del dap

de los arboles dominantes y codominantes.

7.2.1.2 Indices para arboles individuales

Son modelos matematicos que buscan establecer la forma en que los vecinos inmediatos
modifican la disponibilidad de recursos ambientales para un arbol individual. Incorporan
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indices de densidad puntual e indices de competencia individual. El arbol al cual se le
determina la densidad o competencia se le denomina sujefo; los vecinos inmediatos reciben el
nombre de competidores.

7.2.1.2.1 Indices de densidad puntual

Son indicadores que se obtienen a partir del area basal (ver Opie 1968). El supuesto es que, en
rodales densos, a igualdad de otras condiciones, a mayor area basal mayor es la competencia y
menor el crecimiento de los arboles. Asi, una opcidon es sumar el area basal de todos los
arboles incluidos en una parcela circular de radio constante establecida con el arbol sujeto
como centro. Este método requiere aumentar el radio de la parcela con el transcurso del
tiempo, para incluir individuos que estan a mayor distancia y que pueden iniciar la
competencia con el arbol sujeto a medida que crecen. Ese inconveniente se soluciona al
utilizar el conteo angular o la sumatoria angular.

7.2.1.2.2 Indices de competencia individual

Son indicadores que buscan establecer el estado competitivo del arbol individual dentro del
rodal y su relacion con el crecimiento. Por un lado se puede asumir que el arbol realiza
utilizacion exclusiva del sitio dentro de un espacio definido, el que se denomina espacio de
crecimiento. Este es un poligono alrededor del arbol sujeto (e.g. Brown 1965, Adlar 1974),
cuyo tamafio y forma son definidos por la posicion de los competidores (Fig. 3). La otra
opcidn es asumir que los arboles realizan un uso compartido del sitio, siendo el espacio total
de cada individuo denominado zona de influencia, esto es un area de competencia circular en
torno a cada arbol (e.g. Bella 1971). Otros indices se basan solo en la distancia entre arboles y
en el tamafio relativo de estos (e.g. Hegyi 1974).

Figura 3.( Jgfefé%gc)ién del espacio de crecimiento de un arbol (izquierda) y el concepto de zonas de influencia

En la configuracién del poligono que delimita el espacio de crecimiento puede o no
considerarse el tamano relativo de los competidores. En el caso graficado en la figura 3, el
poligono se obtuvo trazando perpendiculares en los puntos medios de las lineas de union entre
el sujeto y los vecinos inmediatos; es decir, sin considerar el tamafio de los arboles. La
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distancia para trazar las perpendiculares también puede definirse en funcion del tamafio, ya
sea expresado mediante el didmetro, o el area basal como sigue

dZ
— i
y di2 +d]2 /)

donde:

I; s, 211%3 ’esltla)g‘r:[i)aeh t 1%%1? I;da aao'rtecllleéreglepfglsltg%n%eldeélﬂ%%oslu}'fzto i en direccion al competidor j, a la cual se

Lj es la distancia entre el arbol sujeto i y el arbol competidor j,
d; es el diametro del arbol sujeto i
d; es el diametro del arbol competidor ;.

Los indices basados en el espacio de crecimiento asumen que a mayor superficie del espacio
de crecimiento mayor es el crecimiento del arbol (ver Fig. 4). El area puede determinarse
descomponiendo el poligono en triangulos, fijando un punto en el interior del poligono (Fig.
5). La formula siguiente esta basada en el centro de gravedad del poligono, cuyas coordenadas
corresponden al promedio aritmético de las coordenadas de los puntos que forman el
poligono. Obviamente, el calculo también puede basarse en las coordenadas del arbol sujeto
en lugar del centro de gravedad del poligono.

9

A, :EZ"@(J’/’ _yj+l)+xj(yj+l _yi)+xj+1(-)—/i _yf)
£

donde:

A; esla superficie del poligono en torno al arbol i,

X, Vi S(fn lf),s promedios aritméticos de las absisas y ordenadas, respectivamente, de los puntos que
forman el poligono,

72; es el numero de puntos que conforman el poligono V; .

~
w
~
3

dap {cm)
dap (em)

Figura 4 Espacio, de.creciicnio. de un conjunt i boles(zqpierda, Relacion. sy o gy o superficic g
en este caso, como competidores 2103 arboles. c?{le contribuyen a Jelimitar ¢ po?@(])n el arbol sujeto.
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7.2.1.2.2.1 El indice de Bella

El indice de Bella (1971) esta basado en el concepto de zonas de influencia. Asume que cada
arbol utiliza un érea circular cuyo tamafio es una funcion directa del tamafio del arbol. La
competencia se inicia cuando las zonas de influencia entran en contacto. La tension
competitiva en un arbol sujeto es evaluada en base al traslape de su zona de influencia con la
de los competidores, ponderada por el tamaiio relativo de los arboles (Fig. 5).

c=SH
-sE

A; es la superficie del area de la zona de influencia del &rbol sujeto 7,

donde:

Ay es la suHerﬁcie del area de interseccion entre las zonas de influencia del arbol sujeto i y del arbol
competidor J,

d;, d; son los diametros del arbol sujeto i y del arbol competidor j, respectivamente,
n es el nimero de arboles que compiten con el sujeto 7.

(x.n"'y./‘)

Figura 5. Célculo de areas. Izquierda: descomposicion del poligono en tridngulos. Derecha: 4rea de interseccion de
zonas de influencia.

El 4rea de interseccion se obtiene mediante la relacion siguiente (area gris, Fig. 5, derecha)
— 2 2 _

Ay =056, +1,8,) -y L,

con

i

JT X.
6. = ——arccos—
18

]/'i
4 x;
), =——arccos—-
180 r,
2 2 2
_ Lyt o
X = oL s
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— . i
y—l’l.Sln?,

donde:

Lj es la distancia entre el arbol sujeto i y el arbol competidor j,
r; es el radio de la zona de competencia del arbol sujeto i; 7; = kUd,,

7; es el radio de la zona de competencia del arbol competidor j; 7, = kid,

a.8 sn angulos medidos en radianes.
7.2.1.2.2.2 El indice de Hegyi

El indice de Hegyi (1974) esta basado en los tamafios relativos de los arboles y la distancia
que los separa. Es un indice simple, pero requiere definir de alguna manera los arboles
competidores efectivos. A mayor valor del indice de Hegyi, menor es el tamafio del arbol (Fig.
4).

[, /d,

J

donde:

C:; es el indice de competencia para el arbol sujeto 7,

d; es el diametro del arbol sujeto i,

d; es el diametro del arbol competidor j,

Lj es la distancia entre el arbol sujeto i y el arbol competidor j,

n es el nimero de arboles que compiten con el sujeto i.
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