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FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
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co concedido mediante la Beca Enrique Molina Garmendia, aśı como al Ministerio
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3.2. Modos más excitados según ecuación (2.10). . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3. Comparación de los modos inestables predichos por teoŕıa lineal y la
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3.1. Enerǵıas electrostáticas obtenidas para cada caso simulado. Dado que

se excita inestabilidades con diferentes tasas de crecimiento, cada ima-

gen se muestra con su propia escala temporal. . . . . . . . . . . . . . 26

3.2. Descomposición espectral del campo eléctrico en función del tiempo.
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Resumen

Se utilizan simulaciones unidimensionales del sistema de Vlasov-Poisson para

estudiar el crecimiento oscilatorio de la enerǵıa eléctrica en plasmas electrostáticos

no magnetizados compuestos por corrientes contrapropagantes de electrones. Una

explicación para esta modulación es propuesta en base a la formación de ondas

estacionarias, debido a la excitación de modos simétricos en el espacio de fases.

Mediante teoŕıa cinética se describe la dinámica de la inestabilidad en el régimen

lineal y, por comparación con los resultados obtenidos de las simulaciones, se concluye

que el crecimiento oscilatorio puede, en efecto, ser explicado por la existencia de ondas

estacionarias de frecuencia cero o distinta de cero.
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Abstract

One-dimensional simulations of the Vlassov-Poisson system of equations are used

to study the oscillatory growth behavior of the electric energy in electrostatic and un-

magnetized counter-streaming plasmas. An explanation for this modulation is propo-

sed based on the formation of standing waves, because of the excitation of symmetric

modes on the phase-space.

By using kinetic theory, the instability process is described in the linear regime

and, by comparison with the simulation results, it is concluded that the oscillatory

growth can be explained by the presence of counterpropagating waves with frequency

zero or different from zero.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Planteamiento del problema

Las inestabilidades por múltiples corrientes son un fenómeno de gran relevancia

en la f́ısica de plasmas. Estas, por ejemplo, constituyen el mecanismo de formación

de estructuras coherentes detectadas en la ionosfera auroral [1], y son utilizadas para

generar shocks electrostáticos a partir de plasmas producidos por láser en laborato-

rios [2]. Aśı, es claro que resulta crucial conocer los mecanismos que forman parte

de esta inestabilidad.

En un reciente reporte de Hou et. al. [3], se utilizó simulaciones de Vlasov-Poisson

con condiciones de borde periódicas para estudiar casos con 3, 4 y 5 corrientes con-

trapropagantes, respectivamente. A partir de los estudios mencionados, se concluyó

que las inestabilidades pasaban por un periodo de crecimiento exponencial, y luego

llegaban a un estado de saturación no lineal. Mas aún, se reportó que el crecimiento

de la enerǵıa total de la onda, además de ser exponencial, es oscilatorio cuando la

función de distribución inicial tiene un número impar de corrientes. Es importante

mencionar que en su trabajo no se da explicación al fenómeno de crecimiento os-

cilatorio. En vista de lo anterior, el propósito de este trabajo es el de responder la

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

pregunta: ¿Cuál es el mecanismo que origina la modulación de la enerǵıa eléctrica

en la inestabilidad producida por plasmas electrostáticos consistentes en múltiples

corrientes contrapropagantes?.

1.2. Hipótesis

El comportamiento oscilatorio durante la evolución electrostática de plasmas no

magnetizados en presencia de múltiples corrientes se debe a la formación de ondas

estacionarias.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Comprobar que el comportamiento oscilatorio durante el crecimiento electrostáti-

co en plasmas no magnetizados consistentes de un número imppar de corrientes con-

trapropagantes, puede ser explicado mediante la formación de ondas estacionarias

predichas por la teoŕıa cinética lineal.

1.3.2. Objetivos espećıficos

Escribir un código de Vlasov-Poisson que permita realizar simulaciones de plas-

mas electrostáticos no magnetizados.

Reproducir casos de crecimiento oscilatorio de la enerǵıa en plasmas de múlti-

ples corrientes.

Caracterizar el crecimiento oscilatorio en cada uno de los casos.

Proponer qué mecanismo f́ısico origina el crecimiento oscilatorio de la enerǵıa

electrostática.

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Emplear el mecanismo propuesto en conjunto con la teoŕıa cinética lineal para

predecir el comportamiento de los casos presentados.

Contrastar las predicciones teóricas con los datos obtenidos de las simulaciones.

1.4. Metodoloǵıa y organización

Se escribirá una libreŕıa de código computacional que permita resolver directa-

mente el sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson utilizando condiciones de borde

periódicas, esquemas de integración simpléctica e interpolación por métodos espec-

trales.

Este código estará escrito en el lenguaje de programación Julia [4], debido a que

está registrado bajo licencia MIT (abierta), utiliza instrucciones de alto nivel, es in-

teractivo, rápido, y posee un ecosistema lo suficientemente amplio para realizar las

simulaciones propuestas y analizar sus resultados con relativa facilidad.

El código mencionado correrá en una computadora portátil de marca DELL, mo-

delo Latitude e7470 de 8 Gb de memoria RAM, procesador Intel i7-6600U de 3,4 GHz

y 4 hilos, y sistema operativo Linux de 64 bits con versión de kernel 5.5.13-arch1-1.

Adicionalmente, la libreŕıa será ejecutada utilizando los binarios de la versión 1.3.1

del lenguaje de programación.

Se reproducirá los casos reportados por Hou et. al. [3] de plasmas con corrientes

contrapropagantes en que existe crecimiento oscilatorio de la enerǵıa electrostática.

Se propondrá un mecanismo f́ısico que explique la ocurrencia del crecimiento

oscilatorio, y se utilizará elementos básicos de la teoŕıa cinética lineal para predecir

el comportamiento de las simulaciones realizadas. Finalmente, se contrastarán las

predicciones de la teoŕıa lineal con los resultados de las simulaciones, y se mostrará

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

evidencia de la formación de ondas estacionarias.

Debido al modelo que se utiliza, el estudio realizado en este trabajo sólo será

válido para plasmas no colisionales. Adicionalmente, estos se restringirán a aquellos

en dónde la dinámica producida por la presencia de campos magnéticos sea despre-

ciable, como lo que ocurre a lo largo de las ĺıneas de campo magnético en plasmas

electrostáticos. Ejemplos concretos pueden ser plasmas ionosféricos [1], o algunos

plasmas inducidos por láser de alta enerǵıa [2].

El documento se organiza de la siguiente manera: En el Caṕıtulo 2 se introducirá

el modelo de estudio, se repasarán conceptos básicos de teoŕıa lineal hasta llegar al

concepto de inestabilidad bump-on-tail y se propondrá un mecanismo que explique el

crecimiento oscilatorio en plasmas electrostáticos consistentes en múltiples corrientes

de electrones contrapropagantes. Además, se mostrará la construcción de los métodos

utilizados para realizar simulaciones de Vlasov-Poisson. En el Caṕıtulo 3 se presen-

tarán los resultados de las simulaciones realizadas, se caracterizará la inestabilidad

observada y se comparará con las predicciones teóricas. Finalmente, en el Caṕıtulo 4

se resumirá los hallazgos y cómo estos responden a la hipótesis planteada.

4



Caṕıtulo 2

Marco Teórico Conceptual

En este caṕıtulo se dará la información necesaria para comprender la hipótesis

de trabajo, y los métodos utilizados para estudiarla. Primero, se especificará el mo-

delo anaĺıtico utilizado para estudiar plasmas no-magnetizados. Luego, se mostrará

como utilizar el modelo descrito para estudiar las ondas que pueden propagarse en

el plasma. Aśı mismo, se mencionará efectos importantes, como el de crecimiento

oscilatorio de la enerǵıa electrostática, el cual es medular en este trabajo, y se intro-

ducirá un posible mecanismo que lo explique. Por último, se expondrá el algoritmo

utilizado para poder resolver el modelo numéricamente.

2.1. Sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson

La ecuación de Vlasov es una ecuación de conservación que nace de la teoŕıa

cinética, dando la descripción estad́ıstica de una colección de part́ıculas en donde no

existe interacción directa entre ellas; cada part́ıcula es afectada sólo por los campos

producidos colectivamente por el sistema.

Esta ecuación, propuesta por Anatoli Vlasov en un pionero estudio de las propie-

dades vibracionales de un gas de electrones en 1937[5], es a veces también llamada

ecuación de Boltzmann no colisional, y viene dada para cada especie de part́ıculas

5



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO CONCEPTUAL

como
∂fj
∂t

+ ~v · ∂fj
∂~x

+ ~Fj ·
∂fj
∂~v

= 0, (2.1)

donde fj es la función de distribución de especie j, sujeta a la fuerza conservativa ~Fj.

Para modelar la evolución electrostática de plasmas no magnetizados, en este

trabajo se utilizará el sistema de Vlasov-Poisson, lo que significa que el término de

forzamiento, ~Fj, corresponderá a la fuerza de Lorentz sin campo magnético,

~Fj =
qj
mj

~E, (2.2)

donde el campo eléctrico es fijado autoconsistentemente de acuerdo a la ecuación de

Faraday (2.3) sin inducción magnética y la ley de Gauss (2.4), respectivamente,

∇× ~E = 0, (2.3)

∇ · ~E = 4πρ, (2.4)

con la densidad de carga total, ρ, dada por

ρ =
∑
j

qj

∫
fjd

3v. (2.5)

Vale la pena mencionar otros acoples famosos de la ecuación de Vlasov, cómo

el sistema de Vlasov-Maxwell, utilizado para modelar plasmas no colisionales cuan-

do existe inducción magnética, cuyo término de forzamiento es calculado median-

te solución del set completo de las ecuaciones de Maxwell [6], o el sistema de

Vlasov-Einstein, que modela sistemas gravitantes con efectos relativistas, y obtie-

ne su término de forzamiento a partir de las ecuaciones de Einstein de la relatividad

general [7].
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CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO CONCEPTUAL

2.2. Ondas en un plasma no magnetizado

2.2.1. Teoŕıa Lineal

Si se asume que el plasma se encuentra en torno a un un estado homogéneo de

equilibrio, y sólo se permiten desviaciones lineales

fj(~x,~v, t) = f 0
j (~v) + δfj(~x,~v, t), (2.6)

~E(~x, t) = δ ~E(~x, t), (2.7)

donde las funciones de distribución en equilibrio, f 0
j , satisfacen cuasineutralidad,

ρ0 =
∑
j

qj

∫
f 0
j d

3v = 0, (2.8)

el sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson (2.1− 2.5), puede ser linealizado para

obtener la relación de dispersión electrostática lineal [8],

1 +
∑
j

ω2
pj

k2

∫ ~k · ∂
∂~v
f 0
j

ω − ~k · ~v
d3v = 0. (2.9)

En este punto es interesante mencionar que la última integral es singular cuando

ω = ~k · ~v, y por tanto no está bien definida si se exige que tanto la frecuencia, ω,

como el número de onda, ~k, de la perturbación tengan valores reales. Esto trajo

problemas a Vlasov [5], y fue posteriormente resuelto por Landau [9] al considerar

esta derivación como un problema de valor inicial.

En la práctica, usualmente se considera el número de onda, ~k, como un vector

real y la frecuencia, ω, como un escalar complejo,

ω = ωr + iγ,

donde ωr corresponde a la frecuencia de la oscilación y γ corresponde a la tasa de

crecimiento de la onda.

7



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO CONCEPTUAL

Es bastante común considerar funciones de distribución de forma Maxwelliana,

fj(v) =
1

√
π

3
v3
tj

exp

−
(
~v − ~Vdj

)2

v2
tj

 ,

con las cuales es posible reescribir la relación de dispersión como

∑
j

ω2
pj

k2v2
tj

Z ′

(
ω − ~k · ~Vdj

kvtj

)
= 1, (2.10)

donde ~Vdj, vtj y ωpj son la velocidad de drift, velocidad térmica, y frecuencia de

plasmas de la especie j, respectivamente.

A ξj =
(
ω − ~k · ~Vdj

)
/kvtj se le llama factor de resonancia de la especie j, y Z(ξ)

es la llamada función de dispersión de plasmas, o función Zeta de Fried y Conte [10],

Z(ξ) =
1√
π

∫ ∞
−∞

e−t
2

t− ξ
dt.

Puede ser notado que la relación de dispersión lineal (2.9) sólo considera la con-

tribución de las part́ıculas paralelas a la perturbación del sistema. Esto es, que la

dinámica de las perturbaciones electrostáticas en el régimen lineal es inherentemente

unidimensional. En vista de lo anterior, y por simplicidad, todos los casos desarro-

llados a continuación serán unidimensionales.

Equilibrio Maxwelliano

Para un plasma electrón-protón se puede utilizar la aproximación de protones

masivos, es decir, que dada la diferencia de masas entre los protones y electrones,

en ocasiones es posible despreciar la dinámica de los protones. Haciendo esta apro-

ximación, al introducir la función de distribución Maxwelliana sin drift para los

electrones,

fe =
1

√
π

3
v3
te

exp

(
− v

2

v2
te

)
,

8



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO CONCEPTUAL

en la relación de dispersión (2.10), se obtiene

ω2
pe

k2v2
te

Z ′
(

ω

kvte

)
= 1, (2.11)

donde vte es la velocidad térmica de los electrones y ωpe es la frecuencia de plasma

electrónico.

Si se considera k como la variable independiente real, entonces la Ecuación (2.11)

presenta soluciones complejas ω = ω(k). Algunas de estas soluciones son mostradas

en la Figura 2.1.

(a) Frecuencia de oscilación. (b) Tasa de crecimiento.

Figura 2.1: Parte real (a) e imaginaria (b) de la frecuencia, ω, en función del número

de onda, k, de perturbaciones permitidas en un plasma de electrones Maxwelliano,

según relación de dispersión (2.11). Ĺıneas negras representan modos de Langmuir y

ĺıneas grises representan modos pseudo-acústicos.

De la figura 2.1a, donde ωpe es la frecuencia de plasma electrónico, y λDe es la

longitud de Debye electrónica, se destaca la existencia de dos tipos de soluciones:

(i) Ramas que cruzan el origen y tienen velocidad de fase aproximadamente cons-

tante. Estas frecuencias son ondas llamadas pseudo-acústicas, debido a la simi-

laridad de sus formas con las soluciones de la relación de dispersión de ondas

9
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acústicas. De la Figura 2.1b se observa que los modos pseudo-acústicos son

altamente amortiguados para todo valor de k.

(ii) Ramas que cortan el eje de frecuencias en ±ωpe, cuyas frecuencias corresponden

a ondas de Langmuir. Los modos de Langmuir, son aproximadamente estables

para k � 1.

En ningún caso estas soluciones tienen una tasa de crecimiento positiva, γ > 0,

cuando el sistema se encuentra en un equilibrio Maxwelliano sin corrientes.

Este decaimiento de las perturbaciones que se pueden propagar en el plasma es

llamado Landau Damping, o amortiguamiento de Landau, debido a que fue encon-

trado anaĺıticamente por Lev Landau en 1946 [9], y tiene un rol muy significativo en

la f́ısica de plasmas, pues corresponde a un fenómeno de amortiguamiento y permite

crear regiones de estabilidad en el espacio de parámetros aún en sistemas conserva-

tivos.

Equilibrio Bump-on-tail

Es posible añadir al caso anterior un haz (beam, también llamado stream, o co-

rriente) de electrones con cierta velocidad relativa, Vd,

Fe =
1− ε
√
π

3
v3
te

exp

(
− v

2

v2
te

)
+

ε
√
π

3
v3
tb

exp

(
−(v − Vd)2

v2
tb

)
,

donde ε controla la intensidad del haz, y vtb su ancho térmico.

Introduciendo nuevamente la función de distribución dada en la ecuación (2.10),

se obtiene

(1− ε)
ω2
pe

k2v2
te

Z ′
(

ω

kvte

)
+ ε

ω2
pe

k2v2
tb

Z ′
(
ω − kVd
kvtb

)
= 1. (2.12)

Como en el caso anterior, existen soluciones complejas ω = ω(k) a la ecua-

ción (2.12), las cuales se muestran en la Figura 2.2 considerando vb = vte y Vd = 5vte.

10
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(a) Frecuencia de oscilación. (b) Tasa de crecimiento.

Figura 2.2: Parte real (a) e imaginaria (b) de la frecuencia, ω, en función del número

de onda, k, de perturbaciones permitidas en una distribución de electrones tipo

bump-on-tail según relación de dispersión (2.12).

En la figura 2.2a se observan los mismos tipos de solución que en la figura 2.1a,

pero con una clara perdida de simetŕıa en torno a ωr = 0 debido a la presencia del

haz. Por otro lado, de la figura 2.2b se observa una solución de tipo pseudo-acústico

que para cierto rango del número de onda tiene una tasa de crecimiento positivo.

Esto significa que la presencia del beam aporta enerǵıa libre que puede volver inesta-

bles a algunas soluciones. A este crecimiento se le llama inestabilidad bump-on-tail,

y predice un aumento exponencial de la amplitud de la onda.

De la teoŕıa lineal es sabido que los factores determinantes en cuanto a la es-

tabilidad de una perturbación son su velocidad de fase, vφ = ωr/k, y la pendiente

de la función de distribución en ese punto, ∂f
∂v

∣∣
v=ω/k

. De hecho, haciendo uso de la

condición de amortiguación/inestabilidad lenta, |γ/ωr| � 1, es posible mostrar que

en un plasma de electrones [11]

γ =
π

2
ω2
pe

(ωr
k

) ∂f
∂v

∣∣∣∣
v=ωr/k

La explicación f́ısica es que la interacción entre una part́ıcula de la distribución y

11
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una onda que se propague en el plasma será rápidamente fluctuante, de modo que su

esta no será significativa a menos que tengan una velocidad relativa lo suficientemente

baja. Cumpliéndose lo anterior, las part́ıculas levemente mas lentas que la onda serán

aceleradas, y las part́ıculas levemente mas rápidas que la onda perderán velocidad.

Considerando una onda con velocidad de fase positiva, del argumento anterior se

entiende que si hay más part́ıculas rápidas que lentas en la vecindad de la velocidad de

la onda, ∂f
∂v

∣∣
v=ω/k

> 0, entonces la distribución perderá enerǵıa cinética y aumentará

la amplitud de la onda. Por el contrario, si hay mas part́ıculas lentas que rápidas en

la vecindad de la onda, entonces esta perderá enerǵıa neta acelerando las part́ıculas.

2.2.2. Formación de ondas estacionarias

Al estudiar una función de distribución simétrica en velocidades, es de esperar

que si existen inestabilidades, estas sean excitadas también de manera simétrica.

En base al argumento anterior, considérese la excitación de dos modos idénticos

pero con velocidades opuestas, (ω,±k). En el régimen lineal, se tendrá dos ondas pla-

nas asociadas a un campo eléctrico de la forma E+ = E0e
i(kx−ωt) y E− = E0e

i(−kx−ωt),

respectivamente, donde E0 es la amplitud constante de la onda.

Recordando que la frecuencia caracteŕıstica es en general compleja, ω = ωr + iγ,

el campo eléctrico observado será dado por

E = Re {E+ + E−}

= 2E0e
γt cos(ωrt) cos(kx). (2.13)

De la última expresión es claro que se obtiene una onda estacionaria, modulada

en el espacio como cos(kx) y cuya amplitud, además de crecer o decrecer exponen-

cialmente en el tiempo dependiendo del signo de γ, oscila con la misma frecuencia

que los modos inicialmente excitados.

12
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Mas aún, la enerǵıa electrostática estará dada por

V =
1

8π

∫
E2dx

=
1

2π
E2

0e
2γ cos2(ωrt)

∫
cos2(kx)dx, (2.14)

donde, en caso de que los modos excitados sean inestables, γ > 0, el término e2γ

dará cuenta de un crecimiento exponencial de la enerǵıa con el doble de la tasa de

crecimiento de los modos originales, y el término cos2(ωrt) modulará el crecimiento

con el doble de la frecuencia de los modos originales.

En caso de que los modos originales no sean simétricos, es de esperarse que uno

de ellos tenga mayor tasa de crecimiento y que domine, de forma que la enerǵıa

electrostática no muestre un crecimiento oscilatorio considerable.

2.2.3. Efectos no-lineales

Hasta ahora todos los fenómenos han sido tratados linealmente, es decir, se ha

considerado una distribución con muy pequeñas desviaciones de su equilibrio y ondas

con amplitud infinitesimal. Esto ha permitido predecir el inicio de inestabilidades,

pero el tratamiento utilizado se vuelve eventualmente inapropiado cuando la ampli-

tud de las ondas electrostáticas aumenta lo suficiente como para afectar el estado de

equilibrio e incluso acoplarse a otras ondas. Cuando esto ocurre, normalmente se lle-

ga a un estado de saturación debido a efectos no lineales, como la formación de platós

en las regiones de resonancia de la distribución con la inestabilidad, lo que permite

anular el intercambio energético neto propio del amortiguamiento de Landau [11].

Es posible que la deformación de la distribución en equilibrio origine también la ex-

citación de muchas longitudes de onda, lo cual puede llevar a estocasticidad en el

espacio de fases [12].

13
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2.3. Simulaciones de Vlasov-Poisson

El sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson presenta un número de caracteŕısticas

que hacen de su resolución un problema no trivial. Algunos de estos problemas son,

por ejemplo, que la ecuación de Vlasov presenta una propiedad matemática deno-

minada stiffness, lo que significa que es inestable ante ciertos esquemas numéricos a

menos que el paso temporal con que se resuelva sea lo suficientemente pequeño para

cumplir la condición de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) [13].

Más aún, el acople con las ecuaciones de Maxwell hace que el sistema sea no-

lineal, además del hecho de que la función de distribución dependa tanto del espacio

de posiciones como velocidades hace que la cantidad de recursos computacionales

requeridos para estudiar el sistema, crezcan muy rápidamente.

Con estas dificultades en mente, el autor del presente trabajo desarrolló una

libreŕıa de código abierto para el lenguaje de programación Julia con el objetivo de

ofrecer un entorno de trabajo sencillo que permita resolver el sistema de Vlasov-

Poisson considerando casos de 1 o 2 dimensiones espaciales, aśı como casos con

múltiples especies cargadas. Otro objetivo principal es el de proveer de herramientas

que permitan estudiar los resultados de las simulaciones de forma genérica.

El nombre de esta libreŕıa es “Vlasova.jl”, y a la fecha de escritura de este do-

cumento cuenta con una página web1 donde se provee de documentación (en inglés)

para su uso.

En esta sección se explicará en términos generales cómo es que la libreŕıa puede

resolver el sistema de Vlasov-Poisson. Para esto se mostrará como queda el sistema al

ser adimensionalizado, se verá que es posible aproximar la solución de este mediante

una serie de ecuaciones mas sencillas, y se abordará la forma de resolverlas. Final-

mente, se mencionará de forma breve la existencia de cantidades conservadas, y de

cómo estas pueden ser utilizadas como un control de la validez de las simulaciones.

1https://jgidi.gitlab.io/Vlasova.jl/ (en desarrollo)

14

https://jgidi.gitlab.io/Vlasova.jl/
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2.3.1. Sistema de ecuaciones adimensionalizado

La ecuación de Vlasov para la especie j, (2.1), y las ecuaciones (2.2)-(2.5) son

adimensionalizadas en base a las variables

t′ = tωpe, (2.15a)

~x ′ = ~x/λDe, (2.15b)

~E ′ =
|qe|

mevteωpe
~E, (2.15c)

~v ′j = ~v/vtj, (2.15d)

f ′j = fj/njv
3
tj, (2.15e)

donde me es la masa del electrón, qe la carga del electrón, ωpe la frecuencia de

plasma electrónico, λDe la longitud de Debye electrónica, vtj la velocidad térmica de

la especie j, y nj la densidad de la especie j. De esta forma se obtiene el sistema de

ecuaciones de Vlasov-Poisson adimensionalizado,

∂f ′j
∂t′

+ νj~v
′
j ·
∂f ′j
∂~x ′

+
κj
µjνj

~E ′ ·
∂f ′j
∂~v ′j

= 0, (2.16)

∂

∂~x ′
· ~E ′ =

∑
j

κj

∫
f ′j d

3v′j, (2.17)

con,

νj = vtj/vte (2.18a)

κj = qj/|qe| (2.18b)

µj = mj/me. (2.18c)

Si bien en esta página se utilizaron cantidades primadas para denotar variables

adimensionalizadas y aśı evitar ambigüedades, a partir de este punto todas las can-

tidades del caṕıtulo serán adimensionales, y por tanto, ya no serán primadas.
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Plasma de electrones y protones

A modo de ejemplo, un plasma de electrones (j = e) y protones (j = p), seŕıa

representado por el sistema de ecuaciones adimensionalizado,

∂fe
∂t

+ ~ve ·
∂fe
∂~x
− ~E · ∂fe

∂~ve
= 0

∂fp
∂t

+ ~vp ·
∂fp
∂~x

+
1

µpνp
~E · ∂fp

∂~vp
= 0

∂

∂~x
· ~E =

∫
fpd

3vp −
∫
fed

3ve,

con µp = mp/me la relación entre las masas del protón y el electrón, y νp = vtp/vte

la relación entre las velocidades térmicas de los protones y electrones.

Notar que, a diferencia de lo usualmente encontrado en la literatura, se ha añadido

un grado de libertad al adimensionalizar la velocidad para cada especie con respecto

a su propia velocidad térmica. Esto sirve para evitar errores numéricos al considerar

especies con temperaturas muy diferentes, como es común que ocurra entre electrones

y protones.

2.3.2. Integradores simplécticos

Los integradores simplécticos son esquemas de integración numérica diseñados

para resolver sistemas Hamiltonianos, de modo que una caracteŕıstica principal de

estos esquemas es que son construidos teniendo en consideración que la enerǵıa debe

conservarse. De hecho, estos acotan el error de la misma en el tiempo[14], lo cual

resulta particularmente útil en la integración (sobre todo a intervalos largos) de

sistemas conservativos.

A continuación se mostrará el modo de construir esquemas de integración simplécti-

cos para el caso de la ecuación de Vlasov: La ecuación de Vlasov (2.16) puede ser

reescrita como
∂fj
∂t

= (Lj +Nj) fj, (2.19)

16
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donde Lj y Nj son operadores diferenciales dados por

Lj = −νj~vj ·
∂

∂~x
,

Nj = − κj
µjνj

~E · ∂
∂~vj

,

pero dado que la ecuación de Vlasov define las curvas caracteŕısticas a lo largo de

las cuales se conserva la función de distribución, entonces

d(Lj +Nj)

dt
=

dNj

dt

=
∂Nj

∂f

df

dt

= 0,

y al ser (Lj +Nj) una constante, la ecuación (2.19) puede ser integrada directamente

para obtener

fj(~x,~vj, t+ ∆t) = e∆t(Lj+Nj)fj(~x,~vj, t). (2.20)

Mas aún, es posible utilizar utilizar la formula de Baker-Campbell-Hausdorff

(BCH) para factorizar y aproximar el propagador e∆t(Lj+Nj) como un producto de

operadores, donde cada uno cuenta con solución anaĺıtica exacta.

Dependiendo de la factorización escogida se generará entonces diferentes esque-

mas de integración simpléctica.

Integrador de segundo orden

Por ejemplo, aproximando el propagador como

e∆t(Lj+Nj) +O(∆t3) = e
∆t
2
Nje∆tLje

∆t
2
Nj

es posible expresar la ecuación (2.20) como

fj(~x,~vj, t+ ∆t) ≈ e
∆t
2
Nje∆tLje

∆t
2
Njfj(~x,~vj, t), (2.21)
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dónde aplicar un propagador eaLj con a un escalar constante sobre la función de

distribución fj es equivalente a integrar la ecuación de advección

∂fj
∂t
− Ljfj = 0,

por un intervalo de tiempo a, y lo mismo es válido para Nj. De esta forma, la ecua-

ción 2.21 provee un algoritmo para aproximar fj(~x,~vj, t+∆t) mediante la integración

por medio paso temporal, ∆t/2, de una ecuación de advección en velocidades

∂fj
∂t

+
κj
µjνj

~E · ∂fj
∂~vj

= 0, (2.22)

luego integrando por un paso temporal, ∆t, una ecuación de advección en posiciones

∂fj
∂t

+ νj~vj ·
∂fj
∂~x

= 0, (2.23)

y finalmente integrando la ecuación de advección de velocidades, (2.22), por otro

medio paso de tiempo, ∆t/2. Notar que esto corresponde al bien conocido esquema

de integración de Verlet de velocidad [15].

Este esquema de integración es notable no sólo por su simplicidad, sino también

porque fue el primer método de splitting propuesto para resolver el sistema de ecua-

ciones de Vlasov-Poisson en el extraordinario art́ıculo de Cheng y Knorr [16], y aún

sigue siendo el esquema mas común para integrar sistemas conservativos, incluyendo

la ecuación de Vlasov.

Integradores de más alto orden

Es posible construir aproximaciones de más alto orden [17], pero pueden aparecer

pasos de tiempo negativos, lo cual es indeseable pues moverse hacia atrás y adelante

en el tiempo introduce mayores errores numéricos y aumenta la entroṕıa artificial-

mente.
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De todos modos, es posible evitar la integración de pasos de tiempo negativos al

retener el conmutador

[Nj, [Lj, Nj]] = −
κ2
j

µ2
jνj

∂| ~E|2

∂~x
· ∂
∂~vj

en la expansión del propagador exponencial de la ecuación (2.20).

Adicionalmente, dado que el conmutador de este ultimo operador con Nj es nulo,

[Nj, [Nj, [Lj, Nj]]] = 0,

entonces es posible incorporarlo como una simple corrección al término forzante

al realizar advección de velocidad.

Un ejemplo de integrador construido con el método indicado es el denominado

Chin A [18], que consiste en la resolución de 5 ecuaciones de advección: Primero una

advección de velocidad por un sexto de paso temporal, ∆t/6. Luego una advección

de posición por medio paso temporal, ∆t/2, seguida de una advección de velocidad

con término de forzamiento corregido, ~E ′ = ~E + (∆t)2

48

κj
µj

∂| ~E|2
∂~x

, durante dos tercios de

paso temporal, 2∆t/3, una advección de posición de medio paso temporal, ∆t/2 y

finalmente una advección de velocidad por otro sexto de paso temporal, ∆t/6.

2.3.3. Solución de las ecuaciones de advección

Como fue visto en la sección anterior, existen métodos de splitting que permiten

aproximar la solución a la ecuación de Vlasov mediante la solución de una secuencia

combinada de las dos ecuaciones de advección,

∂fj
∂t

+ νj~vj ·
∂fj
∂~x

= 0, (2.24a)

∂fj
∂t

+
κj
µjνj

~E · ∂fj
∂~vj

= 0, (2.24b)

las cuales pueden ser fácilmente resueltas por medio de transformadas de Fourier.
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Por un lado, transformando la ecuación (2.24a) en la variable espacial, ~x → ~k,

con la transformada de Fourier definida como

f̂j(~k,~vj, t) = F {fj} (~k,~vj, t),

=

∫ ∞
∞

e−i
~k·~xfj(~x,~vj, t)d

3x,

y utilizando la propiedad de la transformada de Fourier aplicada a la derivada de

una función se obtiene la ecuación diferencial

∂f̂j(~k,~vj, t)

∂t
− iνj~k · ~vj f̂j(~k,~vj, t) = 0,

que tiene solución

f̂j(~k,~vj, t+ ∆t) = exp
(
i∆tνj~k · ~vj

)
f̂j(~k,~vj, t), (2.25)

y puede ser transformada de vuelta al espacio real usando la transformada de Fourier

inversa, definida por

fj(~x,~vj, t) = F−1
{
f̂j

}
(~x,~vj, t),

=
1

2π

∫ ∞
∞

ei
~k·~xfj(~k,~vj, t)d

3k,

para proveer la solución anaĺıtica a la ecuación (2.24a),

fj (~x,~vj, t+ ∆t) = fj (~x+ ~vjνj∆t, ~vj, t) . (2.26)

De manera análoga es posible mostrar que la ecuación (2.24b) tiene solución en

el espacio de Fourier para las velocidades dada por

f̂j(~x, ~p, t+ ∆t) = exp

(
i∆t

κj
µjνj

~E · ~p
)
f̂j(~x, ~p, t), (2.27)

donde f̂(~x, ~p, t) = F {fj} (~x,~vj, t). Expresión que transformada de vuelta al espacio

real equivale a

fj (~x,~vj, t+ ∆t) = fj

(
~x,~vj +

κj
µjνj

~E∆t, t

)
. (2.28)
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Las ecuaciones de advección pueden, por tanto, ser solucionadas utilizando in-

terpolación espectral, de Galerkin, polinomial, o el método que se considere más

adecuado.

Notar que para que la expansión del propagador exponencial en (2.20) tenga

sentido, cada advección de velocidad debe realizarse habiendo recalculado el término

forzante a partir de la función de distribución actualizada.

2.3.4. Cálculo de la fuerza electrostática

A partir de la ecuación (2.17), y utilizando la definición de la trasformada de

Fourier (A.1a), es directo mostrar que el término forzante puede ser calculado como

~E = F−1

{
i
~k

k2
F{ρ}

}
. (2.29)

Es importante recordar que la fuerza depende del espacio, y por tanto, debe ser

recalculada cada vez que se resuelva una ecuación de advección espacial. Lo anterior

no es cierto para ecuaciones de advección en velocidad.

2.3.5. Control de validez de las simulaciones

La ecuación de Vlasov puede ser representada de manera impĺıcita como

df

dt
= 0,

lo que implica que cualquier función bien portada que sólo dependa de la distribución,

C(f), debe ser también una constante en el tiempo. Aśı, un modo de verificar que

una simulación de Vlasov sea capaz de resolver el sistema es justamente verificar que

estas cantidades sean conservadas.

Multitud de cantidades conservadas importantes pueden ser construidas, pero las

que más comúnmente se utilizan son la enerǵıa total,

Etot =
1

2

∫
|~v|2fd3x d3v +

1

2

∫
| ~E|2d3x, (2.30)
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y la cantidad de part́ıculas de la simulación,

N =

∫
fd3x d3v. (2.31)
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Caṕıtulo 3

Resultados

3.1. Casos simulados

3.1.1. Parámetros de las simulaciones

La libreŕıa desarrollada por el autor fue utilizada para reproducir los casos es-

tudiados por Hou et. al. [3]. Estos casos, que corresponden a la superposición de

un número de haces Maxwellianos de electrones sobre un fondo de iones inmóviles

neutralizantes, son los siguientes:

(i) 3 corrientes: Los grupos de electrones tienen densidades 0,3ne, 0,4ne y 0,3ne, y

velocidades −5vte, 0vte y 5vte, respectivamente.

(ii) 4 corrientes: Con densidades 0,2ne, 0,3ne, 0,3ne y 0,2ne, y velocidades −5vte,

−2vte, 2vte, y 5vte.

(iii) 5 corrientes: Cada uno con densidad 0,2ne, y con velocidades −6vte, −3vte, 0vte,

3vte y 6vte.

En el trabajo original se utilizó un código de Vlasov-Poisson basado en el método de

splitting desarrollado por Cheng y Knorr [16], donde las ecuaciones de advección son

resueltas usando el método de Lax-Wendroff. Resolvieron la ecuación de Poisson con

23
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diferencias centradas usando el algoritmo de matriz tridiagonal e integración por el

método de Simpson. Su discretización utilizó una resolución de Nx = 1024 puntos

en el espacio y Nv = 3000 puntos en velocidad, con un espacio de fases dado por una

caja de largo Lx = 20πλD en la dimensión espacial, y con velocidades desde −16vte

a 16vte.

En este trabajo, en cambio, se utilizó un código pseudoespectral y una resolución

de Nx = 512 puntos en el espacio y Nv = 2048, la cual mostró ser suficiente en

pruebas de convergencia de los resultados. Adicionalmente, se utilizó el algoritmo de

splitting de Verlet de velocidad [15], un paso temporal de dt = 0,1ω−1
pe , y se incluyó

una distribución uniforme de ruido con intensidad del orden de 10−16 para permitir

la excitación de las inestabilidades.

3.1.2. Confirmación del fenómeno de crecimiento oscilatorio

En la Figura 3.1, se muestra la enerǵıa total de la onda, V , en cada uno de los

casos simulados. En la Figura 3.1b puede observarse el crecimiento exponencial t́ıpico

levantado por funciones de distribución con beams, mientras que en las Figuras 3.1a

y 3.1c se observa, además del crecimiento exponencial, la modulación reportada por

Hou et. al. [3]. En todos los casos, la enerǵıa electrostática parte de un transiente al

nivel de ruido numérico, pasa una etapa de crecimiento exponencial, y luego satura.

Si bien los tiempos de saturación son diferentes a los mostrados por Hou et. al. [3],

las tasas de crecimiento son coincidentes, lo que se explica sencillamente por el orden

de magnitud del ruido inicial, que en el caso de ellos es mayor.

3.1.3. Modos dominantes en el espacio

En la Figura 3.2 se muestra una descomposición espectral del campo eléctrico

como función del tiempo, resultante de las simulaciones (i), (ii) y (iii). De ella, se

observa que los modos dominantes en cada una tienen números de onda 0,2λ−1
De,
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0,2λ−1
De, y 0,1λ−1

De, respectivamente, y que estos dominan toda la fase de crecimiento

exponencial.

Es importante mencionar que si bien las Figuras 3.2a y 3.2b coinciden cuali-

tativamente con sus análogas en el trabajo de Hou et. al. [3], la Figura 3.2c difiere

significativamente lo que ellos muestran, pues en su trabajo se observa que el número

de onda correspondiente a 0,2λ−1
De domina la primera mitad de la fase de crecimiento

de la simulación (iii), hasta que el primer armónico, de 0,1λ−1
De, lo supera en inten-

sidad. Mas aún, la descomposición espectral del campo eléctrico que ellos muestran

revela que su segundo armónico comienza la simulación (iii) con un nivel de enerǵıa

mas alto que el resto de los modos, aún cuando el primer armónico presenta una

mayor tasa de crecimiento desde el principio. De esta manera, el cambio de modo

dominante puede ser explicado simplemente por la presencia de ruido numérico que

no obedece a una distribución aleatoria plana al construir la función de distribución

inicial, de forma que esta comienza con modos preferencialmente excitados.

3.1.4. Caracterización de la inestabilidad

A partir de los datos mostrados en la Figura 3.1 se estimó los rangos temporales

que definen la fase de crecimiento exponencial en cada uno de los casos. En este

rango de tiempo, Tmed, se midió la frecuencia de oscilación de la enerǵıa, ωenergia,

y además se midió su tasa de crecimiento, γenergia, mediante un ajuste exponencial.

Esta información, junto al número de onda mas excitado, k, se resume en la Tabla 3.1.

3.2. Predicciones de la teoŕıa lineal

Buscando las ráıces complejas ω = ω(k) que satistacen la Ecuación (2.10), se

determinó los modos más inestables en cada uno de los casos estudiados. Esto se

hizo considerando que al imponer condiciones de borde periódicas se restringen las
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(a) Simulación (i)

(b) Simulación (ii)

(c) Simulación (iii)

Figura 3.1: Enerǵıas electrostáticas obtenidas para cada caso simulado. Dado que se

excita inestabilidades con diferentes tasas de crecimiento, cada imagen se muestra

con su propia escala temporal.

soluciones a números de onda que quepan una cantidad entera de veces en el espacio.

En las Figuras 3.3, 3.4 y 3.5 se muestran soluciones encontradas para los casos

con 3, 4 y 5 corrientes, respectivamente, donde se indica en color rojo la rama mas

26



CAPÍTULO 3. RESULTADOS

(a) Simulación (i)

(b) Simulación (ii)

(c) Simulación (iii)

Figura 3.2: Descomposición espectral del campo eléctrico en función del tiempo.

Se muestran los primeros 5 modos espaciales. Cada imagen tiene su propia escala

temporal.

excitada con velocidad de fase no negativa, y con un rombo del mismo color el modo

más excitado. Además, se muestra en gris las ramas pseudo-acústicas y en negro las

ramas de Langmuir.
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Tmed/ω
−1
pe ωenergia/ωpe γenergia/ωpe kλDe

Simulación (i) 50− 150 1.091 0.429 0.2

Simulación (ii) 80− 220 0.0 0.326 0.2

Simulación (iii) 200− 550 0.302 0.118 0.1

Tabla 3.1: Caracterización del crecimiento de la enerǵıa electrostática.

La información de los modos mas excitados se resume en la Tabla 3.2.

ω/ωpe γ/ωpe kλDe

Simulación (i) 0.545 0.215 0.2

Simulación (ii) 0.0 0.163 0.2

Simulación (iii) 0.151 0.059 0.1

Tabla 3.2: Modos más excitados según ecuación (2.10).

3.3. Comparación entre predicción lineal y simu-

laciones

De la información dada en la Sección 2.2.2 es claro que si el fenómeno de cre-

cimiento oscilatorio se debe a la formación de ondas estacionarias formadas por

excitación de modos contrapropagantes, entonces la frecuencia de oscilación y ta-

sa de crecimiento de esos modos corresponde a la mitad de la frecuencia y tasa de

crecimiento de la enerǵıa electrostática.

Considerando esto, se construyó la Tabla 3.3 en la que se resumen las propiedades

de los modos predichos por la teoŕıa lineal, y las propiedades medidas de la enerǵıa

electrostática en fase de crecimiento en las simulaciones.

De esta última tabla, es claro que el fenómeno de crecimiento oscilatorio coincide

completamente con lo predicho por la teoŕıa cinética lineal, y que sus propiedades
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Predicción teoŕıa lineal Simulación

kλDe ωr/ωpe γ/ωpe kλDe ωenergia/2ωpe γenergia/2ωpe

Simulación (i) 0.2 0.545 0.215 0.2 0.546 0.215

Simulación (ii) 0.2 0.0 0.163 0.2 0.0 0.163

Simulación (iii) 0.1 0.151 0.059 0.1 0.151 0.059

Tabla 3.3: Comparación de los modos inestables predichos por teoŕıa lineal y la inesta-

bilidad observada en la enerǵıa electrostática en simulaciones. Se resume información

de las Tablas 3.1 y 3.2.

son heredadas de los modos mas excitados.

Mas aún, en la Figura 3.6 se observa que el desarrollo de la enerǵıa electrostática

en las simulaciones sigue de forma idéntica lo prescrito por la ecuación (2.14) durante

la fase de crecimiento.

3.4. Observación del mecanismo f́ısico

Uno de los efectos no lineales que pueden ocurrir en un plasma es el de atrapa-

miento (trapping) de part́ıculas, lo cual es el componente principal en un tipo de

soluciones no lineales y exactas del sistema de Vlasov-Poisson denominados modos

Bernstein-Greene-Kruskal (BGK) [19]. Los modos BGK pueden sostener diferentes

tipos de potenciales, y son comúnmente observados como vórtices que encierran zo-

nas de baja densidad de part́ıculas. Por ello, en plasmas electrónicos es común que

se les llame electron holes, donde un potencial viajero positivo mantiene un grupo

de part́ıculas atrapadas viajando junto a él [20].

Aún cuando la teoŕıa lineal deja de ser válida cuando las ondas planas aumentan

demasiado su amplitud y pasan a ser estados tipo BGK con atrapamiento de elec-

trones, aún es posible observar, poco antes de la saturación no lineal, cómo estas se
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superponen de forma similar a cómo lo haćıan en su etapa de ondas planas.

En la Figura 3.7 se observa como los máximos de enerǵıa electrostática se dan

en el momento en que dos ondas contrapropagantes coinciden en el espacio, y co-

mo los mı́nimos de enerǵıa electrostática se dan cuando estas ondas se encuentran

completamente desfasadas.

Llegado a este punto es de esperar que los fenómenos no lineales deformen las

ondas viajeras, y con ello, que rompan la onda estacionaria, lo que explica el cambio

de comportamiento de las enerǵıas electrostáticas al saturarse, como se observa en

las Figuras 3.1. De todos modos, ese análisis se escapa del alcance de este trabajo.
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(a) Frecuencia de oscilación

(b) Tasa de crecimiento

(c) Velocidad de fase

Figura 3.3: Soluciones de la relacion de dispersión lineal para la simulación (i). Rom-

bos rojos denotan la configuración de la onda más excitada.
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(a) Frecuencia de oscilación

(b) Tasa de crecimiento

(c) Velocidad de fase

Figura 3.4: Soluciones de la relacion de dispersión lineal para la simulación (ii).

Rombos rojos denotan la configuración de la onda más excitada.
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(a) Frecuencia de oscilación

(b) Tasa de crecimiento

(c) Velocidad de fase

Figura 3.5: Soluciones de la relacion de dispersión lineal para la simulación (iii).

Rombos rojos denotan la configuración de la onda más excitada.
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(a) 3 corrientes. E0 = 3,3 · 10−17

(b) 4 corrientes. E0 = 1,2 · 10−17

(c) 5 corrientes. E0 = 9 · 10−17

Figura 3.6: Comparación de las enerǵıas electrostáticas simuladas y las predichas

mediante la ecuación (2.14). En cada caso se muestra el rango temporal correspon-

diente a su propia fase de crecimiento exponencial. Además, se ajustó la amplitud

inicial, E0, además de añadir una fase constante.
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Figura 3.7: Función de distribución en instantes cercanos a máximos locales, (a), (c),

y (e), y mı́nimos locales (b), (d) y (e), de enerǵıa electrostática. Rango de tiempo

posterior a la fase de crecimiento exponencial de la simulación (i).
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En el Caṕıtulo 3 se verificó el crecimiento oscilatorio recientemente reportado

por Hou et. al. [3] en simulaciones de Vlasov-Poisson durante la fase de crecimiento

exponencial de la enerǵıa en plasmas con múltiples corrientes. Adicionalmente, se

propuso un mecanismo para explicarlo basado en la formación de ondas estaciona-

rias producto de la superposición de modos idénticos y contrapropagantes levantados

por una función de distribución simétrica en velocidad, y se evidenció por medio de

la teoŕıa cinética lineal que este mecanismo predice con exactitud el comportamiento

observado, confirmando la hipótesis de trabajo. Además, se comprobó que la libreŕıa

desarrollada para realizar simulaciones de Vlasov-Poisson funciona correctamente, y

se mostró discrepancias explicables con respecto a una de las simulaciones presenta-

das en el reporte de Hou et. al. [3], debido a que su distribución inicial presenta un

modo preferente que condiciona el comienzo de la simulación.

A futuro, resulta interesante considerar la estabilidad y superposición de los mo-

dos contrapropagantes excitados una vez que estos crecen lo suficiente para deformar

la distribución, y cómo esto podŕıa definir un estado estacionario post saturación.
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Apéndice A

Convenciones

A lo largo del documento, todas las expresiones utilizarán el Sistema Cegesimal

de Unidades, CGS, excepto por la Sección 2.3 Simulaciones de Vlasov-Poisson, en la

cual se trabaja con cantidades adimensionalizadas.

A.1. Cantidades útiles

En el estudio de la f́ısica de plasmas, es común encontrarse con la frecuencia de

plasmas de una especie j,

ωpj =

√
4πnjq2

j

mj

,

que describe la frecuencia caracteŕıstica de la respuesta de un plasma de esa especie

ante una perturbación infinitesimal, donde nj corresponde a la densidad espacial de

la especie, y qj y mj a la carga y masa de una part́ıcula de la especie.

Junto con la frecuencia de plasmas, es también un parámetro caracteŕıstico de la

especie su velocidad térmica,

vtj =

√
2kBTj
mj

,

que corresponde a la velocidad más probable de una part́ıcula que se mueve en el
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plasma. Tj corresponde a la temperatura de la especie y kB ≈ 6,381 [erg ·K−1] es la

constante de Boltzmann.

Notar que es común también encontrar esta cantidad definida como la ráız cuadráti-

ca media de la velocidad de las particulas a lo largo de una de las dimensiones,

vtj =

√
kBTj
mj

,

pero en este trabajo se utilizará la primera definición.

Otra cantidad importante es la longitud de Debye,

λDj =

√
kBTj

4πnjq2
j +

∑
i κ

2
ini/T i

,

donde i suma sobre todas las especies del plasma y κi es la razón entre la carga de

la especie i y la especie j. La longitud de Debye representa la distancia t́ıpica en la

que un campo eléctrico es apantallado por el plasma.

En un plasma de electrón-protón, es común despreciar la dinámica de los protones

y expresar la longitud de Debye electrónica como

λDe =

√
kBTe

4πneq2
e

,

A.2. Gradiente con respecto a un vector

En general, dado un vector ~a = axx̂+ ayŷ+ az ẑ, se utilizará la expresión ∂
∂a

para

denotar al gradiente con respecto a ese vector. Es decir,

∂

∂~a
= x̂

∂

∂ax
+ ŷ

∂

∂ay
+ ẑ

∂

∂az
.

De esta manera, ∂
∂~x

es el operador gradiente usual, y ∂
∂~v

corresponde al gradiente en

el espacio de velocidades.
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A.3. Transformada de Fourier

Dada una función f(x), su transformada de Fourier, f̂(k), será definida a lo largo

de este documento según

f̂ (k) = F {f(x)} (k)

=

∫ ∞
−∞

dx e−ikxf (x) , (A.1a)

f (x) = F−1
{
f̂(k)

}
(x)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

dk eikxf̂ (k) , (A.1b)

donde k es la variable conjugada de x.

Notar que x es una variable arbitraria, y no necesariamente representa la posición.
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Apéndice B

Validez de simulaciones realizadas

En este capitulo se muestra, a modo de control de calidad de las simulaciones,

la conservación de la enerǵıa total, Etot, y el número de particulas, N , de cada

simulación realizada.

De las Figuras B.1, B.2 y B.3, se verifica que en ninguna de las simulaciones

presentadas se obtiene una variación porcentual de la enerǵıa total mayor al 5·10−3 %,

y el número de part́ıculas se mantiene siempre con variaciones del orden de 10−14 %.

Aśı, se puede decir que las cantidades efectivamente son conservadas.

(a) Enerǵıa total (b) Cantidad de part́ıculas

Figura B.1: Variación relativa de la enerǵıa total (a) y el número de part́ıculas (b)

en la simulación (i).
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(a) Enerǵıa total (b) Cantidad de part́ıculas

Figura B.2: Variación relativa de la enerǵıa total (a) y el número de part́ıculas (b)

en la simulación (ii).

(a) Enerǵıa total (b) Cantidad de part́ıculas

Figura B.3: Variación relativa de la enerǵıa total (a) y el número de part́ıculas (b)

en la simulación (iii).
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[17] H. Yoshida. ((Construction of higher order symplectic integrators)). En: Physics
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