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RESUMEN

Estimacion de caracteristicas de baja dimensionalidad utilizando tomografia

de impedancia eléctrica.

Samuel Alejandro Vergara Rojas, Doctor

Universidad de Concepcion, 2019

La tomografia de impedancia eléctrica es una tecnologia que permite estimar la distribucion de
conductividad de un drea o un volumen. En ésta un conjunto de electrodos son ubicados en el exterior
del cuerpo a medir. Por medio de estos se realizan varias inyecciones de corriente y los voltajes
resultantes son medidos en el contorno. Debido a que el nimero de mediciones es limitado, la
obtencion del campo con alta resolucion es un problema indeterminado de alta dimensionalidad. Sin
embargo, algunos procesos no requieren la obtencion detallada del campo de conductividad, sino que
por medio de este estiman otras caracteristicas de baja dimensionalidad.

Los aportes de esta tesis son nuevos meétodos de estimacion de caracteristicas de baja
dimensionalidad, los cuales pueden ser divididos en los directos y los basados en optimizacion. Los
primeros se basan en la obtencion de caracteristicas utilizando modelos, cuyos pardmetros se obtienen,
por ejemplo, mediante entrenamiento. Se desarrolld un ejemplo para la estimacion de posicion de un
objeto circular. Para esta se utilizaron tres modelos, el primero lineal basado en coordenadas
cartesianas, el segundo en polares y el tercero es una combinacion de ambos, aprovechando las zonas
de mayor precision de cada uno.

Los métodos basados en optimizacion requieren la formulacion de modelos que aprovechan la
informacion previa. Esta se incorpora también como restricciones del problema de optimizacion. Se
utilizaron los métodos numéricos de elementos finitos y de contorno. Utilizando este ultimo se
determin6 un método algebraico para el calculo de las derivadas de las caracteristicas, con las cuales
se obtuvo el Jacobiano y Hessiano. Estas matrices fueron utilizadas para la estimacion de posicion de
una a cuatro inclusiones circulares con el método de Newton. Ademas, se propuso un método
heuristico para manejar las restricciones de un problema de optimizacion con una region factible

concava.
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1 INTRODUCCION

1.1 Introduccion General

La tomografia de impedancia eléctrica (TIE) es una tecnologia que permite obtener las propiedades
eléctricas de una region o volumen a partir de distintas mediciones de voltaje o corriente frente a
estimulaciones eléctricas conocidas. Sus principales ventajas ante sus similares son su bajo costo, que
es libre de radiacion ionizante y que puede usarse de modo no intrusivo.

Esta tecnologia cuenta con estudios y aplicaciones dentro del ambito médico e industrial [1]-[3]. En
general estas se basan en obtener informacion del sistema a partir de la imagen del perfil de
conductividad (o impedancia). Para esto es necesario reconstruir completamente la distribucion en la
seccion o volumen. Desafortunadamente el problema es no lineal y mal condicionado dado a que el
numero de mediciones es limitado. Estas limitaciones conllevan a que sea dificil obtener imagenes de
alta calidad, sobre todo en tiempo real. Sin embargo, existen aplicaciones que no requieren una
reconstruccion detallada de la distribucion, debido a que la informacion requerida se encuentra en un
conjunto de caracteristicas de baja dimension, como por ejemplo tamaiio o forma.

Algunas de estas aplicaciones a nivel industrial son los cambios en resistividad debido a eventos [4]—
[6], deteccion de burbujas [7], [8], cambios de fase [9]-[11] o deteccion de objetos sélidos entre otras
(2], [12].

Teniendo esto en cuenta, en este trabajo de tesis se implementaron técnicas de estimacion de

caracteristicas de baja dimensionalidad utilizando tomografia de impedancia eléctrica.

1.2 Trabajos Previos

La tomografia de impedancia eléctrica es una tecnologia que determina el perfil de conductividad en
una seccion transversal o del volumen (en el caso 3D) de un cuerpo. El problema y modelo matematico
de la TIE fue presentado por Calderén en 1980 [13], [14], en donde se demuestra que es posible
obtener la conductividad de un cuerpo a partir de mediciones en su contorno. Estudios posteriores
demostrarian la unicidad de la solucion del problema [15]-[17]. Sin embargo, estos trabajos asumen
conocido el valor del potencial en todo el contorno, lo cual en la practica no es posible, dado que es
necesario ubicar electrodos en el contorno para realizar las mediciones y estimulaciones [18]. Esto

implica que y nimero de mediciones esta limitada por el nimero de electrodos.



El modelo matematico de Calderén fue expandido para considerar los electrodos y la corriente
inyectada por estos en el llamado “gap model”, en donde se considera nulo el potencial y corriente en
los espacios inter-electrodos. Posteriormente se incorporo el efecto de los electrodos considerando su
potencial constante y se incluyé ademas su impedancia de contacto en el llamado “Modelo completo”.
La solucién de estos modelos para obtener los voltajes de contorno para un perfil de conductividad
dado es conocido como el problema directo, mientras que la obtencion de la conductividad a partir de

los voltajes medidos es conocido como el inverso.

1.2.1 Problema directo

El problema directo consiste en obtener los voltajes en los electrodos de medicion a partir de una
estimulacién conocida en un campo de conductividad conocida. Para su solucion se utilizan por lo
general métodos numéricos, porque estos tienen facilidad para adaptarse a distintas geometrias [19],

[20].

1.2.2 Meétodos numéricos

Existen distintos métodos numéricos que permiten resolver ecuaciones diferenciales parciales. Dentro
de las mas utilizadas para la TIE se encuentran los métodos de diferencias finitas (FDM), elementos
finitos (FEM) y de elementos de frontera o borde (BEM). El primero deriva de una aproximacién
mediante el teorema de Taylor y es el mas sencillo de implementar. Consiste en discretizar la region
con una malla uniforme y encontrar la solucion evaluando la funcién en cada nodo de esta. Este
método sin embargo no se adapta facilmente a distintas geometrias y requiere mallas de alta densidad.
El método de los elementos finitos es el mas usado y consiste en discretizar el dominio en una malla
de elementos. Estos tienen tamafios variables, por lo que puede adaptarse con facilidad a distintas
geometrias. Su uso ha sido impulsado por el desarrollo de EIDORS, el cual es un paquete de
herramientas para Matlab y Octave donde las ecuaciones y modelos tipicos de un sistema de TIE ya
se encuentran programados, lo que simplifica en gran medida el desarrollo de simulaciones e
investigaciones. Por ultimo, el BEM se basa en el desarrollo de integrales segun la segundad identidad
de Green. Esto permite reducir la dimension de los elementos y discretizar solo en las fronteras [21].
Es decir, en un problema de dos dimensiones, los elementos corresponden a segmentos
unidimensionales. Una desventaja de este método es que solo puede ser utilizado cuando se sabe que
las propiedades son homogéneas al interior de fronteras, como por ejemplo en la estimacion de limites

en flujos multifasicos [22]-[24].



En particular en este trabajo se utiliz6 FEM y BEM, los cuales son explicados mas detalladamente en

el Capitulo 2.

1.2.3 Problema inverso

El problema inverso consiste en obtener la conductividad de la region a partir de estimulaciones
conocidas y las mediciones en el contorno. Este problema es no lineal debido a la forma en que se
desplaza la corriente [2], [25]. Ademds, es mal condicionado, porque para obtener soluciones
numéricas se subdivide la region de interés en un numero finito de elementos, cuya cantidad es mayor

al numero de mediciones.

1.2.4 Soluciones al problema inverso

Distintos algoritmos han sido propuestos para resolver este problema. La estrategia mas utilizada
consiste en resolver un problema de optimizacion, donde se estima la conductividad de los elementos.
Existen dos formas principales de abordar esta solucion. La primera es el método absoluto, donde se
busca reducir la diferencia entre la medicién y un modelo de elementos finitos minimizando una
funcion de costo. La segunda busca encontrar los cambios de conductividad a partir de una medicion
anterior con una conductividad conocida, usualmente homogénea. Una alternativa a estos métodos
esta dada por los observadores de estados, los cuales presentan la ventaja de reaccionar mas
velozmente frente a cambios de conductividad. Sin embargo, todas estas estrategias tienen la

desventaja de estar sujetas a la dimension y distribucion de tamafio de los elementos de la malla FEM.

1.2.4.1 Método absoluto
Se plantea un problema de optimizacién donde se busca minimizar el error cuadratico de la norma-L2
de los voltajes medidos y la salida del modelo [26],

min&llLl(Um(O_) - Us(6)||2r (1)

donde L, es una matriz de ponderacién, U,, los voltajes medidos, U, los simulados por el modelo, o
la conductividad real y & la estimada. Dado que el problema es generalmente indeterminado por el

numero limitado de mediciones, se requiere incorporar al problema una matriz de regularizacion L,,
ming||Ly(Upn(0) — Us(O)I* + a?[IL,5]1%, 2

donde L,,a son la matriz y parametro de regularizacion, los cuales tomaran distintos valores

dependiendo de la estrategia de optimizacién [27]-[31].



1.2.4.2 Problema linealizado

En este planteamiento se aproxima la medicion a una serie de Taylor de primer orden. El problema se
linealiza en torno a una conductividad conocida gy, la que generalmente corresponde a una condicion
homogénea. Se plantea entonces un problema diferencial U = U,,(0) — Up,(0,) donde el objetivo
es determinar 60 = 6 — g,. El problema de optimizacion consiste en la busqueda del cambio de

conductividad en torno a la condicion conocida,
mins, ||L1(6U — Jo80) || + allL 60|, 3)

donde J, es el Jacobiano de U evaluado en ;. Distintos métodos de solucion han sido propuestos
[32]-[37] los cuales modifican la estrategia de busqueda o la matriz de regularizacion. El valor de esta
matriz se ha asociado a una forma de incorporar conocimientos previos en el problema de

optimizacion.

1.2.4.3 Observadores de estados

Otras soluciones a este problema son encontradas en torno al modelo linealizado. Por ejemplo, al
considerar la conductividad de los elementos como estados de un sistema, se puede plantear el uso de
observadores para determinar los cambios de conductividad. Algunos ejemplos se encuentran en [22],
[38], [39] donde se han utilizados algunas variaciones del filtro de Kalman, mientras que en [40] se

estudia la observabilidad y se comparan distintos estimadores de estados.

1.2.5 Reduccion de dimension

La reconstruccion del campo de conductividad es un problema no lineal y mal determinado. Al
resolverlo mediante las técnicas antes descritas se incorporan errores debido a las matrices de
regularizacion. Estas dificultades impiden obtener imagenes de alta calidad con la TIE [2], [25].
Debido a esto, otras aproximaciones buscan incorporar mas informacién previa con el fin de reducir
la dimensién del problema y de este modo obtener problemas bien determinados y estimar

directamente las caracteristicas de interés sin necesidad de incorporar términos de regularizacion.

1.2.5.1 Reduccion a bases

Un ejemplo de esto se aprecia en [41], [42] donde los cambios de conductividad son limitados a una
serie de funciones base, por lo que la estimacion se reduce a los coeficientes de estas, mismo objetivo

perseguido en [43] pero con el uso de redes neuronales.



1.2.5.2 Regiones de interés

Otro método de reducir la dimension del problema es restringir la reconstruccion a ciertas regiones de
interés (ROI). En [44] es aprovechada la informacién previa de la conductividad del medio y que los
cambios se restringen a un numero indeterminado de inclusiones. Se realiza entonces una
reconstruccion para encontrar los limites de las ROI y se asume que los elementos fuera de esta
pertenecen al medio conductivo. Con esto se reduce la conductividad de elementos finitos a estimar.
De manera similar en [45] se considera solo estimar los cambios de conductividad en una region
especifica. Una aproximacion distinta se ve en [46] donde se obtienen coeficientes relacionados con
la ventilacion pulmonar a partir de una determinada region de interés. De la misma manera en [47] se
busca determinar el volumen de una vejiga a partir de la reconstruccion, para esto se considera

solamente el valor de conductividad en la ROI.

1.2.5.3 Caracteristicas discretas

Otro tipo de caracteristicas a medir pueden ser de valor discreto, como en [48], donde se utilizan redes
neuronales para clasificar la posicion de anomalias en pulmones, sean estas en posicion posterior,
anterior o en pulmon izquierdo o derecho. En [49] se utilizan maquinas de soporte vectorial para
identificar los regimenes de flujo en una cafieria. Este estudio se fundamenta en que esta variable es
importante para determinar otras caracteristicas del flujo, es decir, a partir de determinar una cierta
condicion discreta, definir estrategias para determinar otras variables, como por ejemplo la

concentracion de solidos o nivel.

1.2.5.4 Estimacion directa

Una aproximacion mas directa aparece al evitar la reconstruccion y relacionar ciertos cambios en el
proceso a coeficientes obtenidos a partir de las mediciones[50]. En [43] se comparé la estimacion
basada en reconstruccion del espacio utilizado por burbujas con una basada en los voltajes medidos,
mientras que en [47] se realizd lo mismo con el volumen de una vejiga. Ambos estudios obtuvieron

mejor estimacion con los métodos directos.

1.2.5.5 Estimacion mediante parametrizacion

Otra forma de estimacion se obtiene al parametrizar modelos en funcion de caracteristicas conocidas.
En [51] se realizo la estimacion del tamafio de pulmones mediante métodos no derivativos,
especificamente Powell y Simplex. En [21] se realiza la estimacion de radio y posicion de objetos

circulares utilizando los métodos no derivativos de Powell y Nelder-Mead. También se utilizé el



método de gradientes conjugados, pero utilizando un Jacobiano obtenido mediante el método de
diferencias finitas. Ambos trabajos requirieron de un gran numero de iteraciones para encontrar el
optimo y presentan pocos resultados experimentales. Otros estudios buscan determinar fronteras
utilizando BEM , como [23], [52], [53] donde se busca determinar la interfaz entre dos fases, mientras

que [54], [55] busca determinar la frontera de inclusiones

1.2.6 Sumario

Los estudios muestran que existe un interés en determinar distintas caracteristicas utilizando TIE. Sin
embargo, los problemas inherentes de resolucion de esta tecnologia no permiten su determinacion de
manera rapida y precisa [56]. Las estrategias basadas en obtener la informacion a partir de imagenes
reconstruidas quedan sujetas a problemas de resolucion. Sin embargo, existen aplicaciones que
requieren la informacion que reside en un conjunto de baja dimensionalidad [1], [6], [47], [49], [57]—
[59] los cuales podrian ser obtenidos evitando reconstruccion detallada del perfil de conductividad.
En este trabajo se desarrollaron estrategias y algoritmos para la estimacion de caracteristicas de baja

dimensionalidad.

1.3 Hipotesis de Trabajo

Es factible la implementacion de algoritmos de estimacion de caracteristicas de baja dimensionalidad

utilizando tomografia de impedancia eléctrica.

1.4 Objetivo General

Implementar algoritmos para la obtencion de caracteristicas de baja dimensionalidad a partir de

mediciones con tomografia de impedancia eléctrica.

1.5 Objetivos Especificos

e Desarrollo y validacién de modelos numéricos para simulaciones de un tomografo.
e Desarrollo y simulacion de algoritmos que permitan la obtencion de variables de baja
dimensionalidad.

e Pruebas experimentales de algoritmos desarrollados.



1.6 Alcances y Limitaciones

En este trabajo se consigui6 la estimacion de caracteristicas utilizando TIE. En particular se definid
como caso de estudio la estimacion de posicion de inclusiones en estanques. Los algoritmos fueron

validados experimentalmente.

1.7 Temario

Este documento se divide de la siguiente forma. El segundo Capitulo aborda la representacion
matematica y solucion al problema directo de la TIE mediante métodos numéricos. El tercer Capitulo
es una revision bibliografica en torno a la solucion del problema inverso. En el Capitulo cuatro se
presenta la investigacion de la estimacion mediante métodos basados en datos y en el Capitulo cinco
mediante métodos basados en optimizacion mediante modelos parametrizados. Finalmente, el
Capitulo seis presenta un sumario del trabajo realizado, desarrolla las conclusiones y propone trabajo

futuro.



2 TOMOGRAFIA DE IMPEDANCIA ELECTRICA

2.1 Introduccion

En este Capitulo se describe el hardware que compone un sistema de tomografia de impedancia

eléctrica y se explican conceptos asociados, asi como también su modelacion matematica.

2.2 Arquitectura de un tomografo

Un sensor de un TIE consiste en un conjunto de electrodos montados en la periferia de un cuerpo en
contacto con el medio a medir. La distribucidon y cantidad de electrodos a utilizar dependera del

proceso, el objetivo de la medicién y la forma del area o cuerpo a medir en el caso 3D.

Electrodos
Inyeccién de Medicién de _ o
corriente voltaje Visualizacion
Sistema de Sistema de reconstruccion
adquisicion de datos > de imagen

Fig. 2-1. Arquitectura de un TIE. Fuente: Elaboracion propia

En la Fig. 2-1 se puede apreciar la arquitectura tipica de un tomégrafo [60]. Esta se puede dividir en

tres partes: sensores, sistema de adquisicion de datos y sistema de reconstruccion de imagen. Estas
pueden describirse como:

e Sensores: Consisten en el arreglo de electrodos utilizados para realizar la inyeccion y

medicion. Su disefio y ubicacion puede variar segun la aplicacion o criterios de disefo.

Por ejemplo la medicion de mezclas en un estanque puede tener los electrodos en sus

paredes o en una sonda [1]. Otro caso puede ser la medicion en tuberias en donde se

puede asumir una distribucion uniforme o despreciar el efecto en un eje para obtener

una visualizacion en 2D de fluidos bifasicos [61]. Otra caracteristica importante es el



material del electrodo, cuyas propiedades eléctricas requeridas dependeran del medio
a medir.

e Sistema de adquisicion (DAQ): Consiste en las partes involucradas en la medicion de
voltaje, inyeccion de corriente y todos los componentes necesarios para la correcta
transmision de esta informaciéon a la unidad encargada de ejecutar el algoritmo de
reconstruccion. Este sistema de adquisicion puede estar constituido por dispositivos
como DSP, FPGA o utilizando hardware de adquisicion comercial como NI o Arduino.

Los componentes tipicos de este sistema pueden observarse en la Fig. 2-2.

| Médulopor ~ | Amplificador
Mediciones | electrodo : diferencial
ks : Buffer de 1 Multiplexor Ganancia
I Voltaje 1 ﬁ programable
| I Sefial Sefial de
' I | en fase cuadratura
—| Multiplexor  |<} Demodulador
Sefiales de | ! sensitivo de
corriente | ' fase
Tomdgrafo de | Generador ;
impedancia eléctrica | de corriente J
| constante ! Filtro pasa
| - e _' bajo
Generador \% Conversor
de voltaje Microcontrolador analogo
sinusoidal digital
A sistema de

reconstruccion de imagen

Fig. 2-2. Ejemplo de sistema de adquisicion para un TIE. Los componentes en lineas segmentadas son individuales para

cada electrodo. Fuente: Elaboracién propia.

e Sistema de reconstrucciéon de imagen: Unidad de procesamiento de datos donde se
implementan los algoritmos para la obtencion de la conductividad. Este puede ser un
PC u otro dispositivo de céalculo. Los algoritmos de reconstruccion dependeran de los

requerimientos de la aplicacion, como velocidad, precision e informacidon necesaria.

El disefio del tomografo entonces dependera del objetivo de la medicion. Si es importante obtener
datos de alta precision, se necesitara una gran cantidad de electrodos y un sistema de medicion mas
sofisticado. Sin embargo, si se requiere obtener imagenes a alta velocidad, se puede reducir el nimero
de electrodos y priorizar en cambio un sistema de reconstruccion con mejor capacidad de

procesamiento.
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2.3 Estimulacion eléctrica

Durante el ciclo de operacion del tomografo se realizan varias estimulaciones y mediciones eléctricas.
Esta estimulacion puede realizarse con corriente o voltaje. En el primer caso, el voltaje sera medido
en los electrodos de contorno, y al revés en el caso de estimulacion con voltaje. En este trabajo solo
se utilizé estimulacion mediante inyeccion de corriente, por lo que la explicacion de esta seccion
corresponde a ese método, sin embargo, es valida para la estimulacion con voltaje realizando las
inversiones correspondientes.

En el ciclo de operacion se inyecta una corriente conocida a través de un par de electrodos y se mide
el voltaje diferencial en los restantes, luego se selecciona otro par de electrodos para la inyeccion y se
repite la medicion. Esto se repite hasta que se haya realizado la inyeccion en todos los electrodos
definidos para la estimulacion en el denominado “patron de inyeccion”, y las mediciones
correspondientes, agrupadas en el “patrén de medicion”.

Se han propuesto distintos patrones de inyecciéon y medicion para la tomografia de impedancia
eléctrica. Los distintos patrones ofrecen distinta distribucion de sensibilidad en la region, por lo que

se seleccionan de acuerdo con la aplicacion [62].

2.3.1 Inyeccion adyacente

Es el método mas ampliamente utilizado. En este caso la corriente es inyectada por los electrodos que
se encuentran adyacentes mientras en el resto de los electrodos se realizan mediciones de voltaje.
Dependiendo del hardware, para un tomoégrafo de L electrodos, se pueden realizar un total de L
distintas inyecciones, con lo que se obtienen L? mediciones si el sistema permite medicién y
estimulacién simultanea por los electrodos. En caso contrario se obtiene un total de L(L — 3)

mediciones, es decir 3 mediciones menos por cada inyeccion (Fig. 2-3). El nimero méaximo de

L(L-3)

mediciones linealmente independientes en el tltimo caso es de . Es decir, para un tomoégrafo de

16 electrodos se pueden obtener como maximo 104 mediciones linealmente independientes.
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Fig. 2-3. Inyeccién de corriente y medicion de voltaje adyacente. Fuente: Elaboracion propia

2.3.2 Electrodos opuestos o inyeccion polar.

Como su nombre lo indica, la inyeccion de corriente se realiza por electrodos diametralmente opuestos
(en el caso de un tomdgrafo circular), mientras que la medicion se realiza diferencialmente utilizando
como referencia uno de los electrodos mas cercano al punto de inyeccion. El ciclo se repite con el

siguiente par de electrodos hasta que todos los electrodos hayan inyectado o drenado corriente. En un

_3)

, . L(L . . .
tomografo de L electrodos se obtiene un total de (T mediciones, sin embargo solo la mitad son

linealmente independientes [18], [63]. La ventaja del método es que presenta mejor sensibilidad en
las partes centrales del tomoégrafo. La medicion de voltajes también puede realizarse de manera

diferencial en los electrodos adyacentes.

2.3.3 Inyeccion pseudo-polar

La inyeccion pseudo polar es similar a la polar, solo que el drenaje de la corriente se realiza en un
electrodo anterior al que se encuentra diametralmente opuesto. Esto permite incrementar el nimero
de inyecciones y las mediciones linealmente independientes son iguales a las del método de inyeccion

adyacente.

2.3.4 Inyeccion skip-n

Abarca los tres tipos de inyeccidon antes nombrados. Consiste en realizar la inyeccion usando dos
electrodos, pero dejando n electrodos de distancia entre ellos. El método de inyeccion adyacente por

ejemplo es el skip-0.
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2.3.5 Protocolos de inyeccion optimos

En [64] se introdujo el concepto de distinguibilidad como criterio de disefio para el desarrollo de
patrones de inyeccion. El fundamento es que al perturbar con una inclusion un medio de conductividad
homogéneo, las corrientes inyectadas deben maximizar la diferencia de voltajes entre el caso
homogéneo y el perturbado, Para esto se plantea un funcional dado por la norma-L2 de la diferencia
de estos voltajes dividido por la norma-L2 de las inyecciones de corriente. En base a esto [27] propone
el uso de patrones trigonométricos, sin embargo todos estos desarrollos resultan ser un caso particular

de los patrones de corriente 6ptimos desarrollados en [65].

2.4 Formulacion matematica

Se considera que un arreglo de electrodos se encuentra en la periferia de un cuerpo () y que se inyectan
pequenas corrientes alternas por dos electrodos y que los voltajes son medidos en los electrodos
restantes.

Las ecuaciones de Maxwell en un medio homogéneo pueden ser escritas como:

ot
VxH=]+a—D 5
ot’

donde E es el campo eléctrico, H el campo magnético, B la induccion magnética, D el desplazamiento
eléctrico y J la densidad de corriente. Si las corrientes inyectadas son armdnicas con frecuencia w, el

campo eléctrico y el magnético estaran dados por soluciones del tipo:

E = Eel™ (6)

B = Bel® (7)

Ademas, si el medio es isotropico, es decir que sus propiedades son idénticas en todas direcciones, se

cumplird al interior de () que:

D = €E, ®)
B = uH, ©)

] =0E (10)
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donde € representa la permitividad, u la permeabilidad y o la conductividad del medio.

Asumiendo que las corrientes son armonicas en el tiempo, se obtiene:

VXE = —iauH = —iwB, )

VXH=]+iwD =] + iweE. (12)

Para la modelacion de la TIE se realizan algunas simplificaciones, la primera es que se asumen
condiciones estaticas, la segunda es que la induccion magnética (B) es despreciable y que la
frecuencia de alimentacion es tal que iwe = 0. Estos supuestos son validos en este estudio donde se

utilizd una frecuencia de alimentacion maxima de 10 [kHz] en agua, cuya permeabilidad es

1

aproximadamente y = U, y permitividad € = gy = = 8.85 - 10712 [%], con ¢ la velocidad de la

c?uo B
luz en el vacio. Considerando ademas que:
J=J]°+] 13)
J° =0E,€Q, (14)

donde J° es llamada la corriente 6hmica al interior de Q y J° la estimulacion desde el exterior. Dado

que el campo eléctrico es conservativo se cumple (15). que : y (12) quedan dadas entonces por:

E = —-Vu, (15)

VX H=0E +]°. (16)

Luego, tomando la divergencia en ambos lados de (16), reemplazando E desde (15) en la misma
ecuacion y considerando ademas que J° es nula al interior de (), se obtiene que al interior del

tomografo se cumple que:

V-(oVu) =0 enq, (17)
la cual es conocida como ecuacion de Laplace. El llamado modelo completo de los electrodos se
obtiene a partir de la misma derivacion, pero considerando el efecto de la resistencia en los electrodos

y que ¢l valor de la densidad de corriente J° en la frontera dQ): electrodos y espacios inter-clectrodos.

De esta manera se obtienen las siguientes condiciones de borde:

ou
u+ZlO'£:Ul, erleaQ,l=1,2,...,L (18)



14

Ju
f o—dS = Il' X € (5] € 6Q,l = 1,2, ,L (19)
e, OV
My € 00 UL 20
Uav =0, X \ 1=1el (20)

Donde x denota coordenadas espaciales (pertenencia), z; es la impedancia de contacto efectiva entre
el electrodo "I" y el medio. La solucion al problema existe solo si se cumplen las condiciones de
conservacion de carga y que exista una referencia de potencial. Esto se asegura con las siguientes

ecuaciones:

zll —0y 1)
Z U =0 22)

El problema inverso de la tomografia de impedancia eléctrica, es decir obtener los valores de
conductividad o en Q) a partir de las mediciones de voltaje, consiste entonces en la ecuacion de Laplace
mas una serie de condiciones de frontera. Estas condiciones son llamadas mixtas porque incluyen
condiciones de valor de la funcion (18) y de su derivada (18)-(20) en distintas partes del contorno.
Esta solucion puede ser obtenida de manera exacta para ciertas geometrias especificas [66]-[68], sin

embargo, para poder aplicar el método a casos generales se utilizan métodos numéricos [69]-[72].

2.5 Solucion al problema directo mediante métodos numéricos

Las técnicas mas conocidas son el método de diferencias finitas (FDM), el de elementos de frontera
(BEM) y el de elementos finitos (FEM). Los dos tltimos son los mas utilizados debido a que permiten

trabajar con geometrias complejas y condiciones de contorno no triviales [69].

2.5.1 Meétodo de diferencias finitas

Este es el método mas facil de implementar. Consiste en aproximar las derivadas parciales por medio

del teorema de Taylor [70]. Se tiene por ejemplo que la ecuacion de Laplace en 2D estd dada por:

Uy + Uyy = 0. (23)
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Para solucionar el problema se divide la region a analizar en una malla uniforme de puntos
distanciados en la region a distancias Ax y Ay. En la Fig. 2-4 se aprecia la discretizacion de una region

cuadrada.

12 + O Nodos de contorno | |
Nodos interiores
Limites de la region

0 2 lj« 6 €I3 10 1I2
Fig. 2-4. Discretizacion de una region mediante FDM. Fuente: Elaboracion propia
Esta ecuacion puede ser redactada mediante el FDM segun (24), donde los sub indices i, j denotan la
ubicacion del nodo en la region discretizada. Para solucionar el problema se construye un sistema de
ecuaciones, en donde se reemplazan los valores conocidos de los nodos del contorno, y se calculan
los valores de los nodos interiores:

Uity — 2Upj + Uimqj | Wijer = 2Ug5 + U jq
2 + 2 =
Ax Ay

24

Las desventajas del método son que debido a la distribucion uniforme de los nodos presenta
dificultades para trabajar con geometrias complejas y condiciones de frontera no uniformes y presenta

una lenta convergencia a la solucion [69].

2.5.2 Método de elementos finitos
El método es obtenido a partir de la identidad de Green,
[ weo= [ woo- [ vy -vg, es)
U ou U

y la formulacion débil de Galerkin [71]. A continuacion, se explicard brevemente su obtencion para

la ecuacion de Laplace (23).
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Primero la ecuacion (23) es multiplicada por una denominada funciéon de prueba v que cumple con
V={veH(Q)|v=00nTy}, donde H' es un espacio de Sobolev definido como H(Q) =
fvecClL,v eClv=00nTy} y Iq es el contorno de un dominio € R? donde se cumple la

ecuacion de Laplace. Se procede a integrar en el dominio () la ecuacion para obtener:

jﬂ vV2u = 0. (26)

Aplicando el teorema de Green sobre (26) se obtiene:

vazudef vVu—va ‘Vu. (27)
Q 20 Q

Dado que el valor de v en la frontera I es igual cero por definicion, el primer término de la izquierda

se anula, por lo que es lo mismo que resolver:

f Vv -Vu = 0. (28)
Q

Para aplicar el método primero debe discretizarse la region. Para esto el domino Q es dividido en una
serie de elementos de la misma dimension de (), por ejemplo, en la Fig. 2-5 se divide una seccion
circular en dos mallas distintas. Una malla mas fina entregara resultados mas precisos, pero como se
vera mas adelante, la formulacion matematica esté ligada al nimero de elementos, por lo que implica

un mayor costo computacional.

N
VAVAY/ O

/\
VA
0
| = = A

=

]

W
N
<
=

il N
fustes

VW
AN
W

A

A\

®

Fig. 2-5. Malla elementos finitos tomografo circular obtenido con EIDORS a) 576 elementos, b) 3136 elementos.

Fuente: Elaboracion propia
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h

Los vértices de los elementos se denominan nodos. El valor de u es aproximado por u" un elemento

triangular:
ul = z ule;, (29)

donde ¢; es la funcidon de forma de los nodos y N,, es el nimero de nodos. En cada funcion se cumple
la condicion (pi(xj, yj) = 1 sii=j y cero en los otros casos. Para el caso de elementos triangulares, se

pueden definir las siguientes funciones de forma lineales en los tres nodos del elemento:

1

P11 = ﬁ{x(}’z - y3) + y(X3 - xz) + (x2y3 - x3y2)}’ (30)
1

Y = ﬁ{x(y3 - yl) + Y(xl - X3) + (.X'3y1 — x1y3)}, (31)
1

Y3 = g{x(yl - }’2) + y(xz - xl) + (xlyz - xz}’1)}- (32)

Donde S es el area del elemento, dada por:

1
S = E((xz —x1) (3 = ¥2) + (13 — %) (71 — ¥2)). (33)

Para el desarrollo la forma débil del problema o también llamado método de Galerkin [71], la funcién
de prueba v es reemplazada por una aproximacion utilizando las funciones de forma ¢; para

finalmente obtener.
u” f Vo - Vo; = 0. (34)
Q

Para la tomografia de impedancia eléctrica, los voltajes U en los electrodos se aproximan por

L-1
Uh = Z am;, (35)
j=1

donde n, =[1,-1,0,...,0]",n, = [1,0,—1,0,...,0]" € RE. Luego la ecuaciéon del FEM queda

descrita por
Ab =f. (36)

Donde se tiene que:
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B(0) c]
A= , 37
[CT D 37
b = [u q"], (38)

= [Z;:}I,(nj)l] =3 ¢9)

A saber se tiene que A € RWntl-DWntl-1) p ¢ RWDWA) v p ¢ RE-DE-D donde N, es el

numero de elementos y L el nimero de electrodos. Las matrices que componen A estan dadas por:

L
1
B (o) = GJV%-V%- da + Zz—f @i @jds  ,j=12,..,N, (40)
Q = tJe
1 1
Cij=-— f @;dS ——— (pde i=12,..,N, j=12,..,L—-1, (41)
Z1 Je, Zji+1Jej,,
e
L el
1 Z1 .
= Z—j (ny), (n]) as = J,j=1,2,..,L—1. (42)
2y Je, @_'_lejﬂl *

Z1 Zj+1
La solucién a los voltajes medidos en los electrodos se obtiene aplicando las condiciones de borde
para luego despejar b en (36) y aplicando luego las condiciones impuestas por (35).
El tamafio de la malla determinara la precision de la solucion, sin embargo, también determinara el

tamafio de las matrices involucradas, implicando a su vez un mayor costo computacional.

2.5.3 Método de los elementos de contorno

Este método requiere que las propiedades sean homogéneas dentro de regiones delimitadas. Su ventaja
sobre el FEM que solo se discretizan los contornos de esas regiones (y de ahi el nombre del método).
Ademas, la dimension de los elementos es una menos que la del problema. Es decir, para un problema
en 2D se obtienen eclementos unidimensionales, los cuales discretizan las fronteras. Esto conlleva
entonces a una reduccion del tamafio de las matrices comparado con el FEM.

Existen distintas formulaciones para el método de los elementos de contorno. En este documento se
explicara el llamado método de las integrales, el cual es obtenido a partir del teorema de Green-Gauss

y el uso de la solucion fundamental para obtener

£u+f
r

uq*dl":f qu*dr, (43)
r

Q Q
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en donde se tiene que € es un coeficiente geométrico cuyo valor es 0.5 para un punto de contorno
suave. Las variables u*, ¢* son la solucion fundamental y su derivada respectivamente. Su valor para

la ecuacion de Laplace en 2D estd dado por las ecuaciones (44) y (45).

*

=——Ilfz—2|=—— 44

u 27Tldz z'| 27Tllrlr, (44)

g 1o Goz)w (45)
ov 2nr 0v smrz '

con z y z' los llamados puntos de campo y fuente respectivamente, y r su distancia Euclidiana. Para

aplicar el método se deben discretizar los contornos de las regiones homogéneas.

Nodo 2 del
@ elemento (x,,y,)
Punto fuente (x;,yi)
Punto de
r=y(x—x)*+ Q- y)? €ampo(x,y)
Elemento de frontera
y o de campo
0
] Nodo 1 del

elemento (X1,¥1)

Fig. 2-6. Definicion de elementos de integracion para el método de elementos de frontera. Fuente: Elaboracion propia

En la Fig. 2-7 por ejemplo, se puede apreciar una discretizacion simple de un tomografo circular con
16 electrodos y una inclusion circular utilizando el método de los elementos de contorno. En la figura
se encuentran numerados los electrodos dibujados con color verde. Cada electrodo se encuentra

discretizado por un segmento, mientras que en los espacios entre los electrodos por tres.

6 4 g
08
06
04r 8
0.2

-0.2
-0.4r
06t i

Fig. 2-7.

-0.8

1

15

-1

08 -06 -04 -02

02 04

06 08 1

Ejemplo de discretizacion con BEM. Fuente: Elaboracion propia
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Una manera de solucionar la ecuacion de Laplace (17) es ubicar los puntos fuente y de campo en los

elementos. Al aplicar las condiciones de contorno se tendréd que en algunas secciones u = 0, mientras
du . <y , J
que en otras q = —— = 0. Una vez obtenida la solucion, estas se puede utilizar para calcular los valores

de u, g para cualquier punto en el interior de ). Debe destacarse que finalmente los coeficientes de
las matrices son funcion de la distancia entre los nodos [72].

Al aplicar el BEM al problema descrito por un tomégrafo con conductividad homogénea se obtiene

L L
OpEoU + aof uq*ds + oy Zf uq*ds = JOZI qu*ds. (46)
e i=1 " Lel; i=1 " Lel;

Para el calculo de las integrales se realiza una parametrizacion a lo largo de cada elemento, lo que al
resolver las integrales lleva a un sistema de ecuaciones lineales, el cual es resuelto aplicando las

condiciones de borde (18)-(20).
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3 PROBLEMA INVERSO

3.1 Introduccion

A partir de la solucion al problema directo mediante FEM (ver Capitulo 2.5), se puede obtener la
solucioén al problema inverso. Para esto por lo general se plantea un problema de optimizacién dado
por (2) o (3). La dificultad radica en que este problema generalmente tiene mas incdgnitas que
ecuaciones, por lo tanto, mal determinado (sub determinado). Debido a esto, para obtener una solucion
adecuada es necesario incorporar informacion previa.

La incorporacion de esta data ha sido abordada desde distintos angulos. En este Capitulo se presentan
una serie de alternativas para la solucion del problema inverso y referencias a su aplicacion en
problemas de TIE. En las estrategias basadas en optimizacion con FEM, el uso de matrices de
regularizacion y peso representan la informacion previa en la busqueda de la solucion. También se
presentan alternativas que incorporan estos antecedentes de modo mas directo, y que consiguen asi

reducir la dimension del problema y en algunos casos prescindir de términos de regularizacion.

3.2 Optimizacion

La optimizacidn consiste en determinar los valores de una variable que minimicen o maximicen una
funcion de costo. Sin pérdida de generalidad, dado que minimizar un funcional es igual buscar el

maximo del negativo de un funcional [26], un problema de optimizacién esta dado por:
m nf(x) (47)

Conx =[x1 Xz .. Xp]T.Las condiciones necesarias para que un punto x* sea 6ptimo vienen

dadas por las condiciones de primer y segundo orden[26], [73].

3.2.1 Condicion de primer orden
La condicion de primer orden indica que un punto x* es un 6ptimo si y solo si
Vf(x*) =0. (48)

Sin embargo, esta condicion no es suficiente para asegurar que el punto sea Optimo, se requiere

cumplir ademas con las condiciones de segundo orden.
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3.2.2 Condicion de segundo orden

Esta indica que si un punto x* cumple con la condicion de primer orden y K(x) es el Hessiano de
f (x) dado por:
9°f(x) 9°f(x)

dx? 0x,0x,,

K(x) = (49)

02f(x) 0% (x)

0x,0x, 0x2

Entonces si la matriz K(x*) es definida positiva, entonces x* es un minimo local, y si es definida

negativa, x* es un maximo local. En otro caso x* es un punto de silla[26], [73].

3.2.3 Minimos cuadrados

Un problema optimizacion de minimos cuadrados busca encontrar el valor de un pardmetro
desconocido en torno a un modelo que minimice los residuos cuadraticos con respecto de una variable
dependiente o medicion. Por lo general el método es utilizado en regresion lineal para determinar los
parametros que ajustan una serie de datos a una medicion b. Sin embargo, si la relacion entre la
medicion b y una serie de parametros o variables independientes 6 es conocida, este método puede

ser utilizado para estimar sus valores. En forma general este problema se plantea como
1| 2
mi n Ly (b =h(0))] " (50)

con b una serie de mediciones, 8 los parametros por estimar, L; una matriz de peso y h(-) la relacion
conocida entre los parametros por estimar y la salida. Si la relacion conocida es lineal, entonces h(*)

corresponde a una matriz de coeficientes H, en cuyo caso, el problema queda dado por

mi nf|Ly (b - HO)|". 51)

3.2.4 Solucion al problema linealizado

La solucion 8™ al problema de minimos cuadrados lineales (51) viene dada aplicando las condiciones

de primer orden. Considerando LI L; = W, se obtiene
2HTWy (b — HE*) =0, (52)
6* = (H"W,H)""H" W, b. (53)

En el caso de la TIE, al utilizar FEM, @ corresponde a los valores de conductividad en los elementos

y el problema puede ser planteado de manera lineal (3) considerando el Jacobiano. Sin embargo, esta
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solucion requiere que la inversa de HT W, H exista y dado a que el nimero de elementos es, por lo
general, mayor al nimero de mediciones, el problema es indeterminado y la matriz inversa (HT H) ™!
no existe. Para solucionar el problema entonces es necesario implementar otro tipo técnicas como por

ejemplo regularizacion.

3.2.4.1 Regularizacion en el problema lineal

Cuando el problema es mal determinado, la inversion del Hessiano no es posible, se incorpora
entonces un término de regularizacion en el problema de optimizacion. En el caso absoluto el

problema queda dado por
. AN 12 A2

mi nf|Ly (b — HO)||" + a?||L6]|", (54)
donde a? es un parametro de regularizacion y L, una matriz de regularizacion. Aplicando la condicion
de primer orden y considerando que L5L, = W,, la solucién regularizada viene dada por

2HTWy (b — HE*) + a2W,0" =0, (55)

é* = (HTW1H Sl afWZ)‘lHTwlb. (56)
Por lo tanto, el término a? determina cuanta regularizacion es incorporada a la solucion y L, el tipo
de regularizacion. Un caso es cuando W; =1, el cual corresponde a la regularizacion de

Tikhonov[32], [74]. Otras regularizaciones utilizadas para resolver el problema inverso estan

tabuladas en el Capitulo 3.2.5.4.

3.2.5 Solucion al problema no lineal

La solucidon del problema no lineal puede ser obtenida mediante distintas técnicas. La mayoria de estas

pueden ser aplicadas también para solucionar el problema lineal.

3.2.5.1 Newton
En este, el funcional a optimizar esta dado por
R A\ 12
mi nf(6) = (ACEG)E (57)

El cual es aproximado utilizando una serie de Taylor a un sistema de segundo orden en torno a un

valor de referencia 6.,

R of (6rer) , ~ 1, T02f(6yer) ,
£0) = 160+ LoD (56, )4 2(0-0,0) L 0D (g p,)

Si consideramos las condiciones de primer orden entorno a una solucion 8* del problema se tiene que
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af(gref) azf(eref) A
— 0" — Orer), (59)
00 952 (0"~ Orer)
-1
b =0 . — 0*f(Orer)\  Of (Brey) (60)
el 007 00

En la practica, no es posible asegurar que 6., s sea un punto lo suficientemente cercano a la solucion

como para que (60) sea la solucidn, por lo que se reemplaza por la iteracion

~ -1 ~
o —g _ (28 97(6:) (61)
k+1 k P §2 P é .
Sin embargo, este método requiere calcular la matriz ;g k) , también llamado Hessiano, y que

este sea invertible.

3.2.5.2 Quasi-Newton

El célculo del Hessiano es por lo general numéricamente costoso y ademas este es inestable. Debido
a esto, los algoritmos llamados Quasi-Newton estan basados en el método de Newton, pero evitan su
calculo en cada iteracion y lo reemplazan por una aproximacion basada en el valor del gradiente y el
paso anterior, reduciendo el costo computacional de cada iteracion. Los métodos mas utilizados son

el de Davidon—Fletcher—Powell (DFP) y Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) [26], [73].

3.2.5.3 Gauss-Newton

En este método el Hessiano es aproximado en funcion del Jacobiano J de la funcion no lineal h(:).

Para esto primero tomamos el gradiente del funcional (57),

of (6x) oh(8y) -
—~\ * = — — 62
- 2— W, (b= n(8)) = —2ws (b — n(D)) (62)
donde J;, = ( k) . Luego el Hessiano esta dado por:
0* (gk) 0%h ( k) T
=2 Z (b~ 1(9)) w, 0%) e |+ W 63)
Despreciando la segunda derivada de h(-) se obtiene que
d%f (6
% ~ 2iWii, (64

Lo cual luego se reemplaza en (61) para obtener
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. . af (o
Ok1 = Ok — UL W)™ f(Ak), (65)

que corresponde al algoritmo iterativo de Gauss-Newton. El segundo término a la derecha de la
igualdad corresponde a la direccion de busqueda. Usualmente se modifica el algoritmo para incluir un

término que regula en avance en la actual direccidon, quedando entonces
Or1 = Ok — ac JE W) ™! M, (66)
a6

donde «;, es el tamafio del paso en la direccion actual. Algunas modificaciones de este algoritmo
incluyen la normalizacion de la direccion de busqueda, paso de avance fijos y paso de avance variable.
Este ultimo puede ser calculado mediante una busqueda unidimensional o calculado iterativamente en
funcion por ejemplo del valor del funcional. Estas modificaciones también pueden ser usadas en los
algoritmos de Newton y Quasi-Newton.

Este método sin embargo requiere que 1 W, J; sea invertible, lo cual no siempre es posible y es el caso

particular de la TIE, por eso, al igual que en el problema lineal, se utilizan técnicas de regularizacion.

3.2.5.4 Regularizacion en el problema no lineal

Se incorpora un término de regularizacion en el funcional, este queda dado por
~ ~ 2 ~
mi n,(6) = |22 (b =r@))||" + a2I|L.0]", 67)

con lo que la solucién del problema mediante el método de Newton-Raphson queda dada por

df,(6k) (68)

Oxs1 = Ok — @ UEW ] + a2W,) 72 Y

Al igual que en el caso lineal, el término a? cuantifica la regularizacion y L, determina el tipo de
regularizacion. En la siguiente tabla se especifican algunas regularizaciones utilizadas para resolver

el problema inverso.

Tabla 3-1. Tipos de regularizacién usados en la TIE. Fuente: Elaboracion propia

Nombre Tipo de regularizacién Referencias
Tikhonov L,=1 [32]
SVD con umbral Inversa obtenida mediante la inversa [75]

generalizada de Moore-Penrose
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Diagonal del Hessiano.  LYL, = diag(#), con H el Hessiano o su [27],[76]

aproximacién mediante Gauss-Newton.

Maximum a posteriori L;y L, toman valores estadisticos como funciéon [22], [38], [38],
(MAP), filtro de Kalman del ruido/ error de modelacién, distribucion [40], [77]-[83]
y otros métodos esperada de conductividad, varianza y otros

estadisticos. parametros estadisticos.

Variacion total Reemplaza la norma [, utilizada en el término [33], [34], [37],
de regularizaciéon por norma l;. Esto permite [84], [85]
reconstruir de mejor manera la conductividad

entre regiones limites.

3.2.5.5 Tecnicas no derivativas

Ademés de los algoritmos mencionados existen otros que no requieren conocer el valor de la derivada
para minimizar el funcional. Sin embargo, estos métodos tienen por lo general un mayor costo
computacional y no son considerados en este trabajo. Entre estos métodos se pueden nombrar el
método de Nelder—Mead (o simplex), de variables conjugadas de Powell, algoritmos genéticos,

enjambres de particulas y otros algoritmos no derivativos.

3.2.6 Reduccion de dimension

Una desventaja de la regularizacion es que impone ciertas caracteristicas a la solucion, como por
ejemplo suavizar los cambios de conductividad entre los elementos. Una alternativa es reducir la

dimension del problema utilizando informacidn disponible o posible de obtener desde la aplicacion.

3.2.6.1 Reduccion a bases

Si se dispone de suficiente informacidén acerca del proceso es posible que se pueda determinar

aproximacion de 8 o de h(8) que describa linealmente como cambia el proceso:

M
~ (69)
0 = Zwiai = Wa.

i=1
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Esta base entonces es dependiente de la aplicacion y puede ser obtenida mediante el uso de técnicas
de minado de datos como por ejemplo el analisis de componentes principales (PCA). El problema de

optimizacion queda reducido entonces a encontrar los valores de a que minimizan el funcional:
: 2
man”Ll(b — h(Wa))” . (70)

La ventaja radica en que puede seleccionarse una cantidad de bases mucho menor a dimension de 6,
reduciendo entonces la dimension del problema. Ademas, la base W es obtenida a partir de mediciones
de proceso, por lo que esta incorpora informacién adicional que permite evadir el uso de

regularizacion [41]-[43].

3.2.6.2 Regiones de interés

Esta técnica resuelve el problema inverso en una cantidad reducida de elementos de 8 y aprovecha
informacion previa para determinar el valor en el resto de los elementos. En el caso de la TIE donde
6 = & se puede conocer el valor de conductividad en el medio sin perturbar. En [44] por ejemplo se
asume que la reconstruccion se realiza en un medio homogéneo con donde existe un numero
indeterminado de inclusiones. La reconstruccion se realiza en dos etapas. La primera consiste en
resolver el problema utilizando algin algoritmo de reconstruccion y de regularizacién como los
mencionados anteriormente. Luego a partir de los valores de conductividad obtenidos se determina el
area donde es probable que se encuentre la o las inclusiones segun un umbral de conductividad. Los
elementos cuyo valor de conductividad estén sobre el umbral pertenecerdn a la region de interés,
mientras que para el resto se asume que su valor de conductividad es conocido e igual a la
conductividad del medio homogéneo.

De igual manera en [45] se considera que los cambios de conductividad ocurridos en mediciones V, V,
en distintos instantes de tiempo sobre una misma region, ocurren en una region una region especifica
conocida. En otras palabras, la medicion V; corresponde a una conductividad o; y la medicion V, a
una conductividad o, = g4 + M§agg;, donde M §ogy; es un vector de igual dimension que oy, pero
que vale cero para todo elemento fuera de la region de interés. Mediante este método es posible
entonces utilizar ambas mediciones tanto como para mejorar la reconstruccion en la region de interés
como fuera de esta al utilizar la igualdad de (71) para plantear un problema de minimos cuadrados.
De esta manera se incrementa el nimero de mediciones disponibles y se reduce la razon entre el

numero de incdgnitas y ecuaciones disponibles, es decir,
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é] - [U(U1 lj‘(;j[)‘SUROI] * [2]

(71)

Otra manera distinta de aplicar las regiones de interés es realizar la reconstruccion, pero obtener las
caracteristicas de interés a partir de los cambios de conductividad en una region especifica [78]. En
[46], [86], [87] se definen regiones de interés a partir de reconstrucciones del pecho de pacientes,
obtenidas utilizando tomografia de impedancia eléctrica. Mediante esta técnica se asocian los cambios
de conductividad en estas regiones con mediciones de ventilacion y perfusion pulmonar. Otros
estudios han utilizado estrategias similares para determinar el volumen de algin o6rgano [47] o la
posibilidad de existencia de cancer en algin area [88]. Para determinar la region de interés distintas
técnicas son utilizadas. Algunos estudios las determinan a partir de un umbral de conductividad

mientras en otros son seleccionadas manualmente a partir una imagen reconstruida.

3.2.6.3 Estimacion directa

Relacionar ciertos cambios en el proceso directamente a mediciones evita plantear un problema de
optimizacion. En este caso se busca encontrar una relacion entre las mediciones y alguna caracteristica
del proceso. Estas pueden ser por ejemplo, la concentracion de algiin compuesto en un fluido [50], la
fraccion de vacio (cantidad de aire en un fluido bifasico) [43], [89], o el tamafio de algun objetivo
[47]. Algunos estudios incluso muestran que la estimacion de caracteristicas a partir de su relacion
directa con las mediciones presenta menor error que la obtenida a partir de reconstrucciones de

conductividad [43], [47], [50].

3.2.6.4 Caracteristicas discretas

Una reduccion del problema se produce al cambiar el objetivo de la medicion por determinar la
existencia o clasificar ciertas caracteristicas discretas del proceso, como la presencia o ausencia de
alguna inclusion. Esta aproximacion puede considerarse como un caso particular de la estimacion
directa. Los estados discretos pueden ser obtenidos a partir de entrenamiento utilizando técnicas de
clasificacion de minado de datos como redes neuronales o PCA. Esta estrategia puede no requerir de
una funcidon de costo. Una caracteristica discreta interesante es el régimen de flujo de fluidos
multifasicos en una tuberia, cual consiste la distribucion espacial de las fases [49], [90]-[94], [94],
[95]. Esta variable puede ser luego utilizada como informacién previa en la reconstruccion del perfil
de conductividad, calculo de concentracion de sélidos, fraccion de vacio [89] o directamente en el

control de proceso si cierto régimen es deseado o debe ser evitado. Desde el punto de vista médico,
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algunos ejemplos son la deteccion de hemorragia en pulmones y cerebro [48] [96], los cuales pueden
clasificarse como caracteristicas discretas al considerar simplemente su presencia/ausencia y/o una
referencia general de su ubicacion como izquierda o derecha. Otro tipo de caracteristicas pueden ser

la clasificacion de algun tejido, o la presencia y tipo (benigno/ maligno) de algun tumor [96]-[101].

3.2.6.5 Estimacion mediante parametrizacion

Si existe suficiente informacion del proceso, puede ser posible utilizar las caracteristicas conocidas
para obtener un modelo paramétrico y estimar las desconocidas. De esta manera el problema consiste
en determinar estas caracteristicas, lo que reduce la dimension del problema y evita la necesidad de
realizar una reconstruccion. Esta aproximacion ha sido ocupada para estimar el tamafio y posicion de
inclusiones circulares [21], pulmones [51], nivel en fluidos bifasicos [24] y el contorno de inclusiones.
En este Gltimo caso, se ha propuesto describir el contorno de las inclusiones mediante una serie de
parametros ajenos al proceso, que describan la frontera [23], [52], [53], [55], [102] y permitan de esta
manera reducir la dimension del problema de optimizacion. Sin embargo, los trabajos antes
mencionados, utilizan métodos no derivativos como gradientes conjugados, Nelder-Mead, filtros de
particulas, o calculan la derivada numéricamente utilizando diferencias finitas, lo que aumenta el costo
computacional de los algoritmos. Destaca en algunos de estos trabajos el uso del método de elementos
de contorno (BEM) [23], [52]-[55]. Este método permite expresar de manera mas exacta la forma de
un objeto y con un menor nimero de elementos comparado con el método de elementos finitos, sin

embargo, requiere que la conductividad sea contante entre las fronteras.
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4 ESTIMACION BASADA EN DATOS EXPERIMENTALES

4.1 Introduccion

Como se vio en el Capitulo anterior, el problema inverso es no lineal y mal determinado. Sin embargo,
en algunos procesos se busca obtener el valor de algunas caracteristicas y no es requerido el campo
completo de conductividad, como por ejemplo la densidad de fluidos[40], interfaz de fluidos bifasicos
[22], [23], [55], o la forma-posicion de una inclusion [21], [51] entre otras. Con el objetivo de estimar
estos valores, se estudid su calculo directo mediante de modelos basados en las mediciones de TIE
[103], [104]. Esta aproximacion evade el uso de modelos numéricos que resuelvan el problema
directo, por lo tanto, son libres del error de modelacion. Por otro lado, el rango de validez de los
modelos puede ser limitado espacial y temporalmente si los parametros del proceso sufren
modificaciones en el tiempo.

En esté capitulo se presentan los resultados del estudio del uso de modelos basados en datos para

estimar caracteristicas.

4.2 Descripcion del problema

Como caso de estudio se definidé determinar la posicién de una inclusidon circular en un tanque.
Matematicamente corresponde a tener una seccion bidimensional de un cuerpo con propiedades
eléctricas uniformes definida como Q € R%. La conductividad en € tiene un valor igual a g, (o
resistividad p, = a5'!) excepto en una subregion de D c Q donde la conductividad es oy, (o
resistividad p;, = a;,,"). Por lo tanto, es posible definir que la conductividad en Q es igual a ¢ = g +
(0in — 09) X (2), con z € Q. € R%. Donde z corresponde a las coordenadas de posicién en Q y X (+) es
una funcidn cuyo valor es uno si z € D y cero en otro caso. El problema queda reducido a determinar

las coordenadas z;,, = [X;n, Yin]" que describen la posicion del centro de la inclusion.
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Fig. 4-1. Regiones, contornos y distribucién de conductividad en tomdgrafo para el caso de estudio. Fuente: Elaboracion

propia

4.3 Modelo lineal

Sea U(o) el vector que contiene las mediciones de voltaje en el contorno de () segin el patron de
medicion del equipo. Una relacion linealizada del problema se ve en (72), en torno a un punto ¢, €
R2, con ¢ las caracteristicas, en este caso la posicién z de la inclusion. Sea entonces sea ¢ € R4, con

q el nimero de caracteristicas a estimar:

V@) - V(o) = 2D (g _ 4, )

Despejando ¢ mediante la pseudo-inversa, es posible obtener la relacion entre ¢ — U(¢):

_[00(()]' 0U(5(¢0))]'
= [Tl U(p) — “Tl U(Xo) — Xo|, (73)
en donde se obtiene que
¢ =0U,, (74)
o(Po U(e 0 T T T
con @ = “6U( @ )) “%f)) U(po) — Zo” YU(P)=[u(p) -1l

Los parametros para el modelo de pueden ser obtenidos a partir de mediciones experimentales
realizando una identificacion, por ejemplo, mediante el método de minimos cuadrados.

La ventaja de este método radica en su simpleza y velocidad de estimacidn, sin embargo, para que el
modelo tenga validez espacial se requiere tener una gran cantidad de datos de entrenamiento. Mas
aun, el modelo puede tener una validez limitada debido a que la curva no se ajuste al comportamiento

de la caracteristica.
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4.3.1 Modelo cartesiano

Utilizando datos experimentales es posible identificar los pardmetros para el modelo (74)
considerando ¢ = z = [x;, YinlT ¥ o = 2o, con z,z, € R? coordenadas cartesianas de la inclusion

y del punto de referencia de la derivada respectivamente.

4.3.2 Modelo polar

. . . . A ~ A1T . .
Este describe la posicién de la inclusion en torno a coordenadas 2,5 = [,8] , con r la distancia

desde el origen y 0 el angulo con respecto al eje de las abscisas. Debido a que 8 no es continua, su
estimacion se realiza utilizando las coordenadas del método cartesiano

0 =can’(32), (75)

Xin
con Z = [X;, )A/in]T la posicion estimada utilizando el modelo linear con coordenadas cartesianas. La
magnitud r es modelada utilizando (74) segun
7 =6,U,, (76)

con 0, € R>*Wm*1) T yego se tiene que estas coordenadas pueden expresarse en el eje cartesiano

mediante

2 (77)

7,

) _[?cos(é)
o T lrsigd)]

4.4 Simulaciones y evaluacion

Hay varios factores que podrian afectar la estimacion de posicion utilizando el método propuesto. En
particular se evaluaron, utilizando simulaciones, tres situaciones:

e El efecto del namero de electrodos.

e Ruido en los datos de entrenamiento.

e Error debido a cambios en los parametros del proceso.
Para esto se realizaron simulaciones utilizando el método de los elementos finitos con el Toolbox
EIDORS [105]-[107] en Matlab.
Los resultados fueron cuantificados usando el promedio de los errores cuadraticos (Mean Squared

Error, MSE)
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Nm
1
MSE = _Z(Zi —2)7(2; — 2)), (78)
Np, £
L

donde N, es el namero total de muestras evaluadas

Las simulaciones bajo ruido se evaluaron considerando la razén sefial/ruido (signal to noise ratio,

SNR)
A

SAR = 201 oi—) (79)
Ay

con A es la amplitud de la sefial y A,la maxima amplitud del ruido. En las simulaciones se configurd
un valor méximo de SNR y luego aleatoriamente se incorpor6 el porcentaje de ruido correspondiente
a cada medicion de voltaje simulada.

Para simplificar la comparacion de los resultados, las distancias fueron normalizadas segun el radio

del tomografo, por lo que no tienen unidades.

4.4.1 Efecto del numero de electrodos.

Para esto se realizaron simulaciones con tanques utilizando 8, 16 y 32 electrodos. Se utiliz6 la misma
malla de elementos finitos, la que tenia un total de 6400 elementos. En cada caso estudiado se utilizé
el mismo conjunto de datos para el entrenamiento de los modelos polar y cartesiano. Este consistia en
1100 puntos de entrenamiento por cada caso de nimero de electrodos. De la misma manera se
utilizaron datos para su evaluacion, sin embargo, estos no pertenecian al set de entrenamiento. Los
resultados obtenidos indicaron que la estimacion tenia un menor utilizar mas electrodos y en general

el error del modelo polar fue menor al del cartesiano.

Tabla 4-1. MSE de la posicion estimada utilizando 8, 16 y 32 electrodos. Fuente: Elaboracion propia.

Modelo 8 electrodos 16 electrodos 32 electrodos

Polar 3.1380E-4 2.9088E-5 2.4964E-5

Cartesiano 1.1327E-2 2.5803E-4 4.5674E-5
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4.4.2 Ruido en los datos de entrenamiento.

Los parametros de los modelos fueron obtenidos usando 1100 puntos de entrenamiento aleatorio
utilizando una malla de 6400 elementos en un sistema de 16 electrodos. Los modelos fueron obtenidos
y evaluados con datos libres de ruido y con un SNR de 40 dB, 30.46 dB and 26.02 dB. Los modelos
fueron evaluados usando un conjunto separado de 400 posiciones aleatorias. Los resultados se

encuentran en la siguiente tabla.

Tabla 4-2. MSE con diferentes niveles de ruido. Fuente: Elaboracion propia.

. MSE - SNR:40 MSE - MSE -
Modelo MSE-Sinruido SNR:30.46 dB SNR:26.02 dB
Polar 2.55E-05 1.22E-04 4.48E-04 9.62E-04
Cartesiano 1.37E-04 2.47E-04 5.89E-04 1.13E-03

Con respecto al ruido, ambos modelos muestran dependencia como es de esperar (Tabla 4-2). También
indican un menor error con el método polar, sin embargo, al analizar la distribucion espacial del error,
encontramos valores elevados del MSE para el modelo polar en zonas cercanas al origen. De manera

opuesta, el modelo cartesiano presenta mayores errores en zonas cercanas al contorno del equipo.

La distribucion del error mostrada por el modelo cartesiano es inesperada, porque esta reportado que
la sensibilidad de un TIE es menor en el centro y mayor cerca de los electrodos [67], [108], [109], sin
embargo, el método presenta su peor estimacion en el contorno (Fig. 4-2). Esto puede deberse a que
la aproximacion utilizada es lineal, mientras que la sensibilidad en el tomdgrafo es mayor en las

cercanias del contorno, en especial en las cercanias de los electrodos [67], [108], [109].
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Fig. 4-2. MSE segtin la posicion radial de la inclusion. Fuente: Elaboracion propia.

4.4.3 Error debido a cambios en los parametros del proceso.

Si el proceso sufre cambios y el modelo no ha sido adaptado ante estos, este esta sujeto
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a

errores de estimacion. En el caso de estudio se analizo el error obtenido en la estimacion debido a

cambios de conductividad en el medio entre un +5% con respecto al valor del set de entrenamiento,

en donde se utilizaron datos libres de ruido. Los pardmetros de la simulacion para entrenamiento estan

en la Tabla 4-3. Los resultados arrojaron un error incremental debido a cambios positivos y negativos

de conductividad (Fig. 4-3). El modelo polar resultd ser mas sensible a estas variaciones.

Tabla 4-3. Parametros de simulacion para entrenamiento. Fuente: Elaboracion propia.

Parametro

Valor

Conductividad del
medio
Conductividad
inclusion
Didmetro de
inclusion

1.8e-2

6e-5

0.2
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0.025 MSE en estimacion debido a cambios de conductividad del medio

Modelo polar
— — — -Modelo lineal

0.02

0.015

0.01

MSE en estimacion de posicion

0.005

Cambio porcentual de conductividad del medio[%]

Fig. 4-3. Error medio cuadratico debido a cambios en la conductividad del medio. Fuente: Elaboracion propia.

4.5 Modelo combinado

Los resultados obtenidos en 4.4.2 con respecto a la distribucion espacial del error en ambos modelos
(Fig. 4-2) sugiere que una combinacidn de estos podria mejorar la estimacion de posicion. Para esto
se selecciona la estimacion a usar basada en un limite de valor radial. Como el valor real no es
conocido a priori, utilizamos el valor estimado por el modelo polar # = 0,. U,. Luego fijamos un limite
77 para seleccionar la salida del modelo combinado. Basado en los resultados de las simulaciones se

utiliz6 un valor r; = 0.5. La salida Z; del modelo combinado esta dada entonces por

. { Z (Cartesianmodel output) 0,U,<mn (80)

Zc = Zpp (Pol armodel output in cartesiancoordinates) ©,U, > 1 °

4.6 Montaje experimental

Se utiliz6é un tomoégrafo de 225mm de diametro, el cual tenia 16 electrodos de acero inoxidable de
30mm de didmetro. Como medio homogéneo se utilizd agua y como inclusion un tubo plastico relleno
con arena. Utilizando un conductimetro se obtuvo que la conductividad del agua utilizada era de 2.66 -
10‘4[S/m]. Como estimulacion se utilizé el patron de inyeccidn/medicion adyacente con una
corriente de 6.5 mA a una frecuencia de 1 kHz, que eran la corriente maxima y frecuencia nominal

del equipo.



37

Céamara USB

a ) ] UsB {E
Adaquisicion de imagen PC

Deteccién de posicion
Adaquisicién de
voltajes medidos

Ethernet Controlador de
tomobgrafo
(inyeccién y medicion)

1

Fig. 4-4 a) Diagrama de adquisicion de informacion. b) Montaje experimental. Fuente: Elaboracion propia.

La extraccion de datos se realizd desplazando manualmente el objeto, tras lo cual se obtenian los
voltajes en el contorno. Para realizar el entrenamiento era necesario obtener la posicion real del objeto.
Para esto se obtuvo una imagen por medio de una cdmara situada sobre el tomografo de la cual se
extrajo la posicion real del objeto utilizando procesamiento de imagenes

Para lograr una buena estimacion, primero se realizé un procedimiento de calibracion de la camara
[110], [111] mediante un toolbox para Matlab [112]. Un set de 20 imégenes fue utilizado para este
proceso con un patrén estilo tablero de ajedrez. Este proceso remueve la distorsion que pueda estar
presente en las imagenes debido al lente de la camara.

Una vez terminada la calibracion se obtuvo la posicion de la inclusion. Para esto se utilizé un patron
ubicado en la parte superior como se puede ver en la Fig. 4-4. Una etapa de binarizacion mediante un
umbral se llevo a cabo para reducir la posibilidad de identificacion errénea de circulos. La posicion
estimada de los objetos fue obtenida mediante la funcion de Matlab imfindcircles [113]. También se
obtuvo el contorno del tomdgrafo para obtener el centro y asi poder expresar la posicion en
coordenadas normalizadas del radio del tomodgrafo con origen en su centro.

Las posiciones obtenidas fueron verificadas visualmente. Un conjunto de 1496 posiciones con sus

respectivos voltajes de contorno fue finalmente obtenido.

4.7 Resultados experimentales

Los modelos fueron obtenidos utilizando un total de 1100 puntos de entrenamiento aleatorios y
396 para utilizados para la evaluacion. Los mismos datos se utilizaron para el entrenamiento de los
modelos polar y cartesiano. En la evaluacion se considerd también el modelo combinado explicado

en el Capitulo 4.5. Los resultados obtenidos se encuentran en la siguiente tabla.
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Tabla 4-4. MSE de posicion en caso experimental con modelos propuestos. Fuente: Elaboracion propia.

Modelo MSE de posicion
Polar 4.00E-04
Cartesiano 4.63E-04
Combinado 3.98E-04

Los valores obtenidos se asemejan a los de la simulacion. El modelo combinado obtuvo una
leve mejora respecto al polar. Esto puede ser explicado a partir de la distribucion espacial del error
que se ve en la Fig. 4-5. La distribucion obtenida del error es similar a la de las simulaciones (Fig.
4-2), sin embargo, el error entre los modelos polar y cartesiano en el contorno es menor. Esto puede
deberse al efecto del ruido sobre la estimacion radial.

% 10° Distribucion de MSE segun posicion radial

M \odelo polar
[ Modelo cartesiano
[C—_"]Modelo combinado

MSE

<01 0.1-0.2 0.20.3 0.30.4 0.4-0.5 0.5-06 06-06 0.7>
Rangos de posicion segunradio

Fig. 4-5. Distribucion del MSE para el caso experimental. Fuente: Elaboracion propia.

4.8 Conclusion

Es posible estimar caracteristicas espaciales en tomografia de impedancia eléctrica utilizando modelos
basados en datos. Sin embargo, la aplicacion de estos modelos esta limitada por la accesibilidad al
proceso para el entrenamiento de datos, la existencia de una relacion entre la caracteristica y los
voltajes. Ademas, la validez del modelo puede ser limitada debido a la calidad, cantidad y
representatividad de los datos utilizados. Es posible ademés obtener mejoras en la estimacion
considerando la no linealidad del proceso y la distribucion espacial de los errores utilizando la

combinacion de distintos modelos.
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5 ESTIMACION BASADA EN PARAMETRIZACION

5.1 Introduccion

A pesar de que la estimacion mediante modelos que relacionan directamente los voltajes
medidos con caracteristicas es veloz (toma solo una iteracion y requiere solo la multiplicacion de las
mediciones por una matriz de pardmetros) y presenta un bajo error, tiene desventajas como la cantidad
de datos necesarios para el entrenamiento y su baja adaptabilidad a cambios en el proceso. Una
alternativa viene dada por los métodos basados en estimacion. Para evitar la reconstruccion del campo
de conductividad completo es posible utilizar la informacion previa para realizar solamente la
busqueda de las caracteristicas de interés (densidad, forma, posicion, etc.).

En este Capitulo se realiza la estimacion de posicion de una inclusion mediante optimizacion
utilizando un modelo FEM parametrizado. Para esto se utilizo el toolbox EIDORS [105]-{107] en
Matlab. Este simplificd en gran manera el trabajo requerido para las simulaciones, debido a que las
ecuaciones y las mallas ya se encuentran programadas.

Tras los resultados obtenidos se observo que gran parte del tiempo utilizado por iteracion era
debido al célculo del Jacobiano mediante métodos numéricos. Para reducir los tiempos de busqueda
se desarrollo su calculo basado en las integrales del método de los elementos de contorno. Se presentan
resultados de simulaciones estimando posicion-conductividad de una inclusion y la de posicion de

multiples inclusiones.

5.2 Descripcion del problema

El problema consiste en procesos cuya conductividad pueda ser descritas por un conjunto de
parametros y en los cuales las conductividades puedan ser consideradas homogéneas al interior de una
region delimitada. Por ejemplo, la Fig. 5-1 presenta el caso de dos inclusiones en un tanque de seccion
circular.

En esta situacion las caracteristicas que definen el campo de conductividad son los contornos
Tet, T, Tings Tin, y las conductividades oy, 0y, y 0in,. Algunas de estas caracteristicas pueden ser
conocidas a priori, como por ejemplo el contorno del tanque, las conductividades envueltas en el
proceso o alguna informacion acerca de la forma de las inclusiones. Estos antecedentes pueden ser

usados para obtener un problema de optimizacion sobre las p caracteristicas a estimar.
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Fig. 5-1 Representacion grafica del problema. Fuente: Elaboracion propia.

5.3 Optimizacion de modelo parametrizado

El problema descrito puede ser resuelto mediante un problema de optimizacion,
- T T 2 . Ins
ménf(qb) = ”L1 (Um — Us(¢))” sujetoa: c(qb) <0, (81)

donde para L, se utilizé una matriz con los valores inversos de los voltajes medidos en su diagonal y
cero en otro caso, ¢p € RP son las caracteristicas por estimar, Us;(¢) son los voltajes simulados
mediante un modelo parametrizado, U,,, son los voltajes medidos en el contorno y c(¢) corresponde

a un conjunto de restricciones que representan informacion previa.

5.4 Solucion con elementos finitos

Para plantear el problema de optimizacion segiin el método propuesto es necesario un modelo
parametrizado. Este puede ser obtenido utilizando el método de los elementos finitos, donde la
conductividad en cada elemento en el problema directo dependerd del area de interseccion que
comparte con la inclusién. Considerando solo una inclusion de conductividad oy, que cubre una
region D; € (), podemos usar la siguiente definicion para la conductividad en (), gq = gy +
(O’in L~ GO)Xl-n (2), con z € R?, en donde X, (+) una funcion no lineal cuyo valor esuno si z € D; y
cero en otro caso.

Este modelo es de facil implementacion, sin embargo, esta sujeto a problemas intrinsecos del

método, los que se exploraron por medio de simulaciones en el Capitulo 5.4.1.



41

5.4.1 Simulaciones

Para las simulaciones se utilizaron dos modelos distintos para plantear el problema de
optimizacion. Esto es necesario para evitar un “crimen de inversion”, el cual ocurre cuando los mismos
o practicamente los mismos ingredientes tedricos son utilizados para generar la data del problema

directo e inverso. [2], [25], [77]. Los parametros de los modelos se encuentran en la siguiente tabla.

Tabla 5-1. Parametros de modelos FEM para simulacion del problema de optimizacion. Fuente: Elaboracion propia.

Modelo real (U,,) Modelo para estimacién (U)
Niimero de nodos 3281 1625
Nimero de elementos 6400 2304
Nodos por elemento 3 3

5.4.1.1 Deformacion de la inclusion

Las mallas del FEM son fijas e independientes de la posicion de la inclusion. Para representar
un objeto, a estas se les asigna un valor de conductividad proporcional a la region de interseccién con
esta. Esto produce que, al usar mallas con un menor numero de elementos, estos sean mas grandes.
Este efecto puede apreciarse en la Fig. 5-2, donde una inclusion circular es representada en distintas
mallas. No hay duda que un mayor nimero de objetos de malla otorgan una mejor representacion del
objeto, sin embargo, esto implica aumentar el costo computacional debido a que el tamafio de las

matrices involucradas aumenta (ver 2.5.2 Método de elementos finitos).

a)

|3

Impedance Lglcm2]

Impedance /¢
Impedance p/cmzl

Fig. 5-2 Deformacion de un objeto debido al tamafio de los elementos. La linea oscura muestra el contorno ideal del
objeto. a) Malla de 576 elementos. b) Malla de 1600 elementos. ¢) Malla de 3126 elementos. Fuente: Elaboracion

propia.
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5.4.1.2 Deformacion de la superficie de costo

Dado que el uso de distintas mallas para los modelos afecta su precision, es importante saber
como estos afectaran la estimacion. Una forma de realizar este analisis es observando los cambios en
la superficie de la funcion de costo. La Fig. 5-3 muestra estos cambios al cambiar malla utilizada para
la estimacion. En estas graficas se puede apreciar que la curva se mantiene, sin embargo, la pendiente

disminuye, mientras que el valor de la funcién de costo en el minimo aumenta.
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Fig. 5-3. Superficie de costo con distintas mallas FEM para resolver el problema directo. En el plano z = 0 se graficaron
curvas de nivel. El 6ptimo se encuentra en el origen. a) Malla de 576 elementos. b) Malla de 1024 elementos. c) Malla
de 2304 elementos. d) Malla de 3136 elementos. Fuente: Elaboracion propia.

5.4.2 Resultados experimentales

La primera aproximacion a la solucion fue realizada utilizando el montaje experimental descrito en
4.6. Los parametros requeridos para el modelo fueron medidos o estimados mediante optimizacién
para poder calibrar el modelo.

El problema fue resuelto en primera instancia usando la funcién fminunc de Matlab [114]. Esta

implementa el método Quasi-Newton “BFGS” y calcula la derivada mediante diferencias finitas. Los
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resultados obtenidos mostraron un error elevado, con un error absoluto medio de posicion de 0.149
como se puede ver en la Fig. 5-4.

Sin embargo, al evaluar la superficie de costo es posible encontrar la existencia de un minimo en las
cercanias de la posicion real de la inclusion (Fig. 5-5), por lo que los errores son atribuidos a

inexactitudes del modelo y ruido.
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Fig. 5-4. Error de estimacion de puntos de prueba con método de optimizacion. Fuente: Elaboracion propia.
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Fig. 5-5. Curvas de nivel para un punto de prueba. Fuente: Elaboracion propia.

Un trabajo posterior [103] explor6é la solucion mediante distintos algoritmos, donde los

mejores resultados fueron obtenidos por los métodos no derivativos de la siguiente tabla.

Tabla 5-2. Descripcion de algoritmos de busqueda. Fuente: Elaboracion propia.

Método Descripcién

PSWARM Resuelve el problema utilizando un algoritmo de patrén dual y enjambre de particulas [115].

PATTERNSEARCH Algoritmo de patréon de biisqueda generalizado [116].
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Los resultados obtenidos (ver Tabla 5-3) entregaron errores bajos, lo que indica que los errores
de modelacion debido a la discretizacion podrian estar afectando el calculo de las derivadas por medio
de técnicas numéricas. A pesar de los buenos resultados de los métodos no derivativos, los tiempos
que estos requieren para realizar la busqueda son muy elevados, comparados por ejemplo con el
método lineal visto en el Capitulo 4, el cual tiene un tiempo medio de estimacién de 9.831E-6 [s].
Este tiempo elevado de busqueda es debido al extenso nimero de evaluaciones del problema directo

que deben realizar.

Tabla 5-3. Resultados con algoritmos de biisqueda no derivativos. Fuente: Elaboracion propia.

Método Tiempo medio de MSE
busqueda [s]

PSWARM 4.808E+01 1.034E-03

PATTERNSEARCH 2.632E+01 9.881E-04

5.5 Solucion con el método de elementos de contorno

En la busqueda de reducir los errores de modelacion se comenzo el trabajo con el método de los
elementos de contorno (BEM). Esta técnica solo requiere discretizar los contornos de las inclusiones,
simplificando el problema de varias maneras:

e Al discretizar solo el contorno reduce el nimero de elementos que se requiere para
representar el domino.

e [a dimensién de los elementos es reducida, ya que en un problema 2D se requieren
elementos unidimensionales para describir el contorno.

Sin embargo, para considerar objetos al interior de (2 deben considerarse nuevas ecuaciones.

5.5.1 Incorporando inclusiones

Para incluir una nueva region en el dominio con conductividad arbitraria se deben incluir las
ecuaciones de dentro de las nuevas fronteras. Se tiene por ejemplo el tomografo de L electrodos de la
Fig. 5-6, donde al interior de () existen n inclusiones de regiones Dy, contorno [,y conductividad
Oin,, cada una y sin contacto entre ellas. Se tiene que el contorno de la region (), se puede dividir en

Iq =T, + I}, donde I, el contorno compuesto por los electrodos y T; es el contorno sin electrodos.
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Fig. 5-6. Regiones, contornos y distribucion de conductividad en tomografo. Fuente: Elaboracion propia.
Dentro de cada region D,, se cumple la ecuacion de Laplace. La relacion entre el potencial en
el contorno de la inclusién queda definida por:
V- (GinjVu) =0, onD;,j = 1,..,n (82)
0o .
Qin; = — 4o, on Finj:] =12,..,n (83)
Uinj
uln] = Uy, on Fm]'] — 1,2,...,7’7. (84)

(85)

Por lo tanto, aplicando (43) se obtiene que
qi‘nju*ds

-
uinjq 3 _O_injf
Lin;
]

O-injginuinj - O-injf
1—‘inj
El signo negativo representa la unificacion con los flujos saliendo de Q. Considerando las relaciones

de (76), (77) y el modelo completo de los electrodos, finalmente es posible describir el problema con

inclusiones
n L
opE'u + UO_[ uq*ds + o, Z(l — Kj) j uqds + o .[ (Vi = Zopqo)q’ds
e = Tin; i=1 "Tel;
L
= 0y qu*ds (56)
i=1 " Lel;

on Finj,j =12,..,p

& + Kj‘gin
otherwise

e = {
£o»
in; . . . . . .
con k; = —. Resolviendo estas integrales sobre los contornos discretizados se obtiene un sistema de

0o

ecuaciones de la forma
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Hu = Gq, (87)

el cual es posible resolver utilizando las condiciones de contorno para calcular los voltajes en el

contorno debido a una excitacion para una distribucion de conductividad conocida.

5.5.2 Solucion discreta

Para obtener el sistema de ecuaciones es necesario resolver las integrales de (86) utilizando los
contornos discretizados. Esto se realiza utilizando n, elementos que corresponden a segmentos rectos
con nodos ordenados en sentido antihorario de coordenadas z; y z,. Los n, elementos se dividen en

n,; elementos en los electrodos, n; en los espacios entre electrodos y N, con j=1..nen las

inclusiones.

Para resolver las integrales es mas sencillo parametrizar los segmentos. Cualquier punto en una z =
T 1 d d

[x,y]" en un elemento puede ser representado por

z7(1—t) z,(1+1t)
z= +
2 2

,t=[-1,1] (88)
y el largo de cada elemento por

Le =z —2,)°. (89)
El diferencial en el contorno esta dado por

d |rdx\®  dy\: o Le
- (= %) (90)
ds dt <dt) +<dt> 2 dt,

con L, el largo del elemento j. El cuadrado de la distancia 7 entre un punto fuente z'=[x",y'] yun

punto de campo esta dado z puede ser expresado en funcion de sus nodos y t utilizando (88) como
r’=(x—-x)+(y—y") =a+bt+ct? 1)

donde a, b, ¢ son coeficientes que dependen de las coordenadas de nodos del punto de campo z; =

[x1, V117, z; = [x,y,]7 y del punto fuente z’. Estos estan dados por
1 1
a= Z(xl +x, +—2x")% + Z()ﬁ +y, +—-2y")?, 92)

b=(x;+x;—2x)x; —x2) + 1 +y2— 2y )1 —¥2), (93)

1
c= Z((x1 —x2)% + (y1 — ¥2)%). ©4)
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En este trabajo se utilizaron elementos constantes, los puntos fuente se ubicaron al medio de cada
elemento. Finalmente las integrales (43) pueden ser calculadas para cada elemento con t = [—1,1]

utilizando las ecuaciones (95)(96) [54], [117].

L, —di
—8—z{glr(e)+hlr(f)+ Cls(ataﬂi)—ataﬁi))—ll}, dis < 0,i #j
Lo,
Gi;=fu*=< —8—:{4c+201r(c)—klr(k)+4clr(2)+mlr(m)}, dis=0,i#j , 95)
l".
| e 1 2 +1 =
2m Le}. t=J
5 + d (ataii) —atagjj)), dis<0,i#j (96)
£0;; + ———=(atafii) —ata ) s , 1
H.. =g+fu*: 7 2n=dis g g
ij r 0, dis=0,i #j
0, i=j

Con §;; el delta de Kronecker. La definicion de las otras variables utilizadas en (95)(96) se encuentra

en la Tabla 5-4.

Tabla 5-4. Definiciones de variables para solucion de integrales BEM. Fuente: Elaboracion propia.

d =291 —x1Y, + X' (Vo = y1) + ¥'(x; — x;) | dis = b* — 4ac

e=a+b+c f=a-b+c
g=1+£ h = —i
2c 2c
ii=b+ % jj=b-— 2
V=dis V=dis
k=»b+2c m=b>b—2c

5.5.3 Condiciones de contorno y reduccion del sistema.

Las condiciones de contorno pueden ser utilizadas para reducir la dimensién del problema al
establecer ¢ = 0 en [;. Ademas, existen otras modificaciones que pueden ser realizadas para reducir
el tamafio de las matrices [54]. Se tiene inicialmente que H,G € R™*™e para la solucion usando
elementos constantes. Primero el potencial en cada electrodo es considerado igual para todos los
elementos que lo discretizan, por lo tanto, pueden ser unificados en una variable. Para esto las
columnas que corresponden a los elementos de cada electrodo son sumadas para formar una matriz
Hg. Luego la reduccion de la matriz H, denominada H, corresponde a (97), donde la funcioén

Remg(H) remueve las columnas correspondientes a los electrodos de la matriz H.
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H, = [Remy(H) Hg] ©7)
La matriz G es reducida a G, primero considerando q = 0 en [;. Al remover las columnas de

elementos que corresponden a I[; (columnas cero), se obtiene la matriz G,. El sub indice e indica

extraer los elementos correspondientes a los electrodos, finalmente:
G, = G, + ZoyH, (98)

Con esto H, € R"eX(e~mei*l) y G € R™el, Al considerar las ecuaciones de borde en los electrodos
del modelo completo de la TIE se usan las ecuaciones discretas Bq, = I, y Cu, = 0. Donde g, es el
flujo en los elementos en [y, ug el potencial de los elementos en I, Uy, ... Uin, €l potencial en los
elementos de contorno de cada inclusion y v, en los electrodos con la inyeccion actual de densidad de

corriente I.

- e -
Ug
—6, H|y 0
inq
0 clfy, | Lo
L VU, |

117
] Q) In,xn,» ® el producto tensor de Kronecker y C =
1

Con B = el ementospor el ectrod

[1...1]1x;. La dimension de la matriz Az € R(tetLHDX(Me+L)

Debe destacarse que esto permite obtener los potenciales del contorno de solo una inyeccion de
corriente. Para obtener la solucion de un set completo de inyecciones es necesario despejar X para las
distintas condiciones de borde cambiando el valor de las densidades de corriente en I;. Sin embargo,
debe tenerse en consideracion que la matriz Ag no sufre cambios. La solucion al problema directo es
obtenida aplicando las condiciones de contorno y resolviendo X en (99)[6]. Debido a las
manipulaciones hechas para obtener Ap es posible utilizar la descomposicion QR y asi calcular

solamente los ultimos elementos de X, correspondientes a los voltajes en los electrodos.

5.5.4 Validacion del modelo

Una vez programado el modelo se contrastd con mediciones experimentales y con el método
de los elementos finitos utilizando EIDORS. Primero se calibraron ambos modelos utilizando una
medicion de un medio homogéneo. Luego se realizoé una simulacion de una medicion real utilizando

los mismos parametros en ambos modelos para los electrodos, conductividad del medio e inclusiones.
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El primer caso consistié en una inclusion circular en un medio homogéneo. Los pardmetros
utilizados en los modelos se pueden ver en la Tabla 5-5 mientras que en la Fig. 5-7 se puede ver una

comparacion de los modelos con el montaje experimental.

Tabla 5-5. Parametros de modelos en primer caso de validacion. Fuente: Elaboracion propia.

Modelo EIDORS Modelo BEM
Numero de elementos 1024 196
Orden de solucion Primer orden Constante
Nodos por elemento 3 2
a),
08
06
04
02
0
-02
-04
-06
-0.8
1k 14
|13 1

L L L L L L I I I L L I
0.5 0 0.5 1 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Fig. 5-7. Validacion del codigo de modelo BEM con un objeto en un medio homogéneo. a) Modelo FEM. b) Modelo

BEM. ¢) Montaje experimental. Fuente: Elaboracion propia.
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Fig. 5-8. Resultado de simulacion para validacion con un objeto. Fuente: Elaboracion propia.
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Los resultados de la simulacion se ven en la Fig. 5-8. Se puede apreciar que con menos de un
quinto de elementos el modelo BEM obtuvo un resultado similar al del modelo FEM con EIDORS.
El segundo caso de validacion se realizo utilizando tres objetos (ver Fig. 5-9). Para incluir nuevos
contornos el modelo BEM requiere incorporar mas elementos, por lo que para este caso se utilizaron
236, lo que corresponde a 20 elementos mas por cada nuevo objeto (196+20+20=236). El resto de los

parametros de la Tabla 5-5 se mantuvo igual.

b)

1F

a)

1

08
08}
06
06}
04 aak

02 ) 02}
0 of

02 02r
Py 04
06
06
08|
08
Ak

«OI5 0 0‘5 % ‘Il —D.IB -0‘6 -0‘4 -0‘2 0 0!2 0‘4 0’6 0‘8 ‘;
Fig. 5-9. Validacion del codigo de modelo BEM con tres objetos en un medio homogéneo. a) Modelo FEM. b) Modelo
BEM. c) Montaje experimental. Fuente: Elaboracion propia.

Los resultados de este caso se ven en la Fig. 5-10. Se puede apreciar que los resultados de ambos

modelos concuerdan con el resultado experimental, con lo que queda validado el modelo.

O FEm 1l
x BEM P
Experimental

°
=

~Voltaje [V]

03

00 6 6 6 0 b , 5 06 60608 5 0

05 6 © s ‘
50 200 250

. 100 150
Numero de medicion

Fig. 5-10. Resultado de simulacion para validacion con tres objetos. Fuente: Elaboracion propia.
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5.5.5 Derivadas de caracteristicas

A partir de las integrales (95),(96) es posible obtener la derivada de caracteristicas que describan
alguna relacion entre los nodos o la conductividad en (). Para esto los contornos (o la conductividad)
de las regiones deben ser parametrizados en funcion de estas. En este trabajo se desarrolld la

parametrizacion para objetos de seccion circular, pero el método es extensible a otro tipo de formas.

5.5.5.1 Parametrizacion de una inclusion circular

Sea una region circular Dy, discretizada por n;, elementos de igual largo. Los nodos que discretizan

la inclusién pueden ser expresados por las caracteristicas ¢ = [Xjp, Vin, Tinl " :

z(¢); Z[

T c0S(0;) + x;
in €05(6;) ‘”], ziEN,i=1..n, (100)

Tin Sin(@i) + YVin
con z las coordenadas de los nodos, I}, en contorno, (X;,, ¥in) €l centro en coordenadas cartesianas,

) ) ., 21 (nip—-1)2m]T , .
Tin €l radio de la inclusion y 0 = [O,n—_, ,—] un vector con angulos que distribuyen de
n

Nin
manera uniforme los nodos en el contorno. Este vector tiene valores constantes que dependen del
numero de elementos con que se decide discretizar el objeto. Los nodos de un elemento de la inclusion

se pueden expresar como:

Tinlox 13t /X

2 Gt i) = [ o1
Tin Cxz2 + X;

) (xin; Yin rin) = [ri: C;C/Z + yz:] (102)

Donde Cyq, Cxz, Cyq, Cy, denotan los valores constantes resultado de evaluar los elementos de ©.
Mediante esta parametrizacion las variables a, b, ¢ en (92)-(94) para un elemento j en el contorno de

la inclusion con respecto a un punto fuente z’ cualquiera se pueden reescribir como:

a(iny Yiny Tin,) = %(rini (Cary + Caay) + 21, + —2x')2 + %(rini (Cys, + Cyz)) + 2Yim, + —2y’)2 (103)
b@ins Ving Ting) = (tim, (Crr, + Cxz, ) + 2%im, = 2¢") (in, (Gt — Czy)) (104)

+ (Tin, (Cy, + Cyzy) + 29im, = 29") (im, (G, = Cy2,))
(g Vinp Tin,) = %((rmi (e, = €2,)) + (i (601, ©02))) ) (105)

En el caso particular donde z" € D;;,, en un elemento k:

, x1 (21, +22,)  1[rin;(Ce1p + Cazp) + 2%
4 (xin'Yinrrin) = | = T = E
Y rini(Cylk + C}’Zk) + 2Yin

Se tiene que los valores de a, b, ¢ estan dados por:

(106)
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1 2 2
a(‘r‘m ) l%'ll Cxl- + sz. - (Cxlk + szk) + Cyl- + Cyz. - (Cylk + Cyzk) (107)
J J J J
b(rini) = rizni <((Cx1j + szl) (Cxlk + szk))( x1] x2]-)
(108)
+ ((Cyl,- + Gy, ) (Cyr, + Cyzk) Cya; — )
1 2
(rin) = 37 (G, = Ceay) + (6, = Co) ) (109)

Donde se puede observar a, b, ¢ son independientes de la posicion del objeto. De la misma manera,

los parametros en la Tabla 5-4 quedaran expresados en funcion de x;p, Vi, tin.

5.5.5.2 Derivada

Luego de la parametrizacion, la matriz Ag queda en funcion de las caracteristicas ¢. Derivando (99)

se obtiene:

0Ap(¢)
d¢ ¢>

. X | Y . .
Donde se puede despejar 267 extraer los ultimos elementos corresponden a la derivada de los voltajes

— X+ AB(¢>) (110)

aUg(p . .y .
de contorno con respecta a %, lo que corresponde al Jacobiano /5. Esto también puede realizarse

usando la factorizacion QR.

5.5.5.3 Observaciones para el caso de la inclusion circular

Algunas consideraciones pueden tenerse en cuenta al calcular la derivada de la matriz Ag(¢) con
respecto a una inclusion circular. Para esto primero se debe tener en cuenta la estructura y el sentido
de los coeficientes de la matriz. Recordando que en el vector X = [de Uc  Uin; - Uin, Ve]T
esta compuesto por la densidad de flujo g, en los electrodos, el potencial u; en los espacios entre los

electrodos, el potencial Uip CON j = 1 ...n en las inclusiones y el potencial en los electrodos v,. Dado

que los puntos fuente se encuentran localizados en los elementos, supondremos que las ecuaciones
corresponden ordenadamente primero a los elementos ubicados en el contorno y luego a los elementos
en las inclusiones. Sin pérdida de generalidad consideraremos dos inclusiones. Para simplificar la
explicacion se dividid la matriz superior de Ag dada por [—G, H,]X = 0 segln la relacion entre

puntos fuente y de campo segun la Fig. 5-11.
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z' €Tq My, My, My M,

=G Hy]=|z¢ lin, My, My, Mz My,

z' €Ty, Mz, Mz, M3z Msy

Fig. 5-11. Division de matriz superior de Ag para explicacion. Fuente: Elaboracion propia.

Es importante recordar que los coeficientes de las sub-matrices de la Fig. 5-11 dependen de la distancia
entre los puntos fuente y de campo (ver Capitulo 2.5.3), por lo que la derivada con respecto a la
posicion de una inclusion indicara como cambia esa distancia debido a un cambio en Zin,- Podemos

0Ag(9)

azinl

analizar lo que sucede por ejemplo con , con z;,, el centro de la inclusion circular delimitada

por Ij,,. Las sub-matrices M, 1, M;, no sufren variaciones debido a cambios en z;,, porque

corresponden puntos en I, por lo que su derivada es cero. Lo mismo sucede con las matrices
M, 4, M; 3, M3 1, M3, y M3 4. La derivada de las matrices B, C en Ap (99) también es cero, por lo tanto

. . 0A . -
los tnicos elementos distintos de cero en L2 seran M, 3, M 1, M, 5, M, 4 y M3 3. Esto resulta util

azinl
para reducir la velocidad de calculo de la matriz.
En el caso de la derivada de la conductividad de la inclusion oy, , las matrices distintas de cero seran

6M1,3 6M2,3 6M3,3

solo . Esta derivada se obtiene a partir de (86). Dado que la conductividad se

)
6ain1 6ain1 6ain1

encuentra fuera de la integral, la derivada consiste en multiplicar las matrices M; 3, M, 3 y M3 3 por

-
Uo(l_kinj)'

5.5.6 Simulaciones con una inclusion

Se simularon dos casos de estimacion de pardmetros para una inclusion circular en un tanque con 16
electrodos. Los casos simulados fueron:
e Estimacion de posicion de una inclusion

e Estimacion de posicion y conductividad de una inclusion
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Los voltajes fueron simulados usando un modelo de elementos de contorno. Para evitar un crimen de
inversion se utilizaron dos modelos distintos. Los parametros utilizados para estos se encuentran en

la Tabla 5-6.

Tabla 5-6.Parametros de modelos BEM para la simulacion. Fuente: Elaboracion propia.

Modelo para Modelo de optimizacidn
simulacién de voltajes
Elementos por electrodo 12 6
Elementos entre electrodos 5 3
Elementos por inclusién 20 10
Total de elementos 292 154

En estas simulaciones se evalud la efectividad del método propuesto en la estimacion de
caracteristicas, asi como también la reduccion de tiempo obtenida en el calculo de las derivadas con

respecto a su determinacion mediante diferencias finitas.

5.5.6.1 Estimacion de posicion de una inclusion circular

En este caso se asumen como conocidas las formas, dimensiones (radios g, 73, )y conductividades oy,

oin del medio y de la inclusion respectivamente. El problema por resolver esta dado por:
) 202
min||Ly (U = Us@))] (1)
Sujeto a: |[[Zin, Pinl " ll2 — (g —1in)* < 0 (112)

Donde ¢ = [Ri, Pin]”- La restriccion (112) indica que la inclusion debe permanecer al interior de (.

Los valores usados en la simulacion estan en la siguiente tabla:

Tabla 5-7.Parametros de estimacion de posicion de una inclusion circular. Fuente: Elaboracion propia.

Tin Oin Tt Op

Valor 02 05 1 1

5.5.6.2 Estimacion de posicion y conductividad de una inclusion

En este caso se asumen como conocidas las formas, dimensiones (radios 7, 7;,) vy la conductividad
0y- Se incluye como conocimiento previo que la conductividad de la inclusién es menor a la del medio.

El problema por resolver esta dado por:
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mafn”h(Um - Us(<l3))||2 (113)

Sujeto a: ||[£in, Vinl"ll2 — (ra — 1n)* <0
R (114)
0< 6,y <o
Donde @ = [Rin, Pin, Oin]”. Los parametros usados en la simulaciéon corresponden a los que se
encuentran en la Tabla 5-7, excepto para la conductividad o;,,, donde se simul6 su valor aleatoriamente

entre 1073 y un 80% de la conductividad del medio, para evitar problemas de deteccion.

5.5.6.3 Resultados de simulacion con una inclusion

El tiempo requerido para obtener la derivada de los voltajes de contorno con respecto a las
caracteristicas fue obtenida mediante el método algebraico propuesto y comparado con el método

numérico de diferencias finitas posterior y central, definidas segiin (115) y (116) respectivamente.

ofx) fG+h)—fG)

115
0x h (1)

af(x)zf(“%)‘f(x‘%) (116)
ox h

El modelo BEM utilizado contenia 144 elementos. Los resultados estan en la siguiente tabla:

Tabla 5-8.Parametros de estimacion de posicion de una inclusion circular. Fuente: Elaboracion propia.

Método Diferencia finita Diferencia finita
Algebraico [s] central [s] posterior [s]
au 0.343 0.697 0.524
(X, 91)
au 0.345 1.075 0.715
9(Xi, Vi, Gin)

El método redujo entre un 35% a un 67 % el tiempo requerido comparado con lo métodos numéricos.
La estimacion de caracteristicas fue resuelta utilizando el método de Gauss-Newton sin
regularizacion. Para cada caso se simularon 50 muestras de valores a estimar. Se perturbaron las
mediciones de contorno con un SNR de 40 dB, 30.46 dB and 26.02 dB. La evaluacion fue realizada
calculando la desviacion estandar del error de estimacion y el nimero de iteraciones requeridas para

encontrar el optimo.
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Los resultados del caso de estimacion de posicion se encuentran en la Tabla 5-9 y Tabla 5-10. El punto

inicial de la estimacion para todas las muestras fue el punto ¢, = (0,0).

Tabla 5-9. Desviacion estandar (STD) del error en estimacion de posicion bajo ruido de 50 muestras. Fuente:

Elaboracion propia.

Libre de ruido STD con STD con STD con
SNR=40dB SNR=30.46dB SNR=26.02dB
Xin 6,711E-04 7,071E-04 1,255E-03 2,645E-03
Vin 8,746E-04 9,337E-04 1,441E-03 2,184E-03

Tabla 5-10. Iteraciones méaxima y promedio requeridas para estimacion de posicion bajo ruido de las 50 muestras.

Fuente: Elaboracion propia.

Nimero de Libre de ruido  SNR=40dB SNR=30.46dB  SNR=26.02dB
iteraciones

Promedio 2,28 2,32 2,38 2,58

Mdximo 4 6 4 5

Los resultados del caso de estimacion de posicion y conductividad se encuentran en la Tabla 5-11 y

Tabla 5-12. El punto inicial de la estimacion para las 50 muestras fue el punto ¢, = (0,0, 0.5).

Tabla 5-11. Desviacion estandar (STD) del error en estimacion de posicion y conductividad de inclusion bajo ruido de

50 muestras. Fuente: Elaboracion propia.

Libre de ruido STD con SNR=40dB STD con SNR=30.46dB STD con SNR=26.02dB

Xn 6,61E-04 1,58E-03 3,11E-03 4,64E-03
Yin  9,47E-04 1,43E-03 3,03E-03 5,30E-03
0in  2,02E-03 2,27E-03 3,93E-03 6,33E-03

Tabla 5-12. Iteraciones maxima y promedio requeridas para estimacion de posicion y conductividad de inclusion bajo

ruido de las 50 muestras. Fuente: Elaboracion propia.

Niuimero de iteraciones Libre de ruido SNR=40dB SNR=30.46dB SNR=26.02dB

Promedio 5,42 5,44 5,46 55

Mdximo 15 15 15 15
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Ambas simulaciones presentaron una buena estimacion. El maximo de iteraciones requeridas
aumento aproximadamente al triple al incluir la estimacion de la conductividad, pero el promedio solo

al doble.

5.5.7 Montaje experimental con una inclusion

Se replico experimentalmente el primer caso simulado (estimacion de posicion) utilizando el mismo
método. El montaje consistié en un tanque con 16 electrodos. Se utilizé un objeto cilindrico como
objetivo y su posicion real fue estimada a partir de imagenes obtenidas por una camara montada en la
parte superior. Las mediciones se realizaron utilizando el dispositivo KIT4 de la UEF, Kuopio,
Finlandia. Se utilizé un patron de inyeccion adyacente y a su frecuencia nominal que es de 10 kHz

[4], [119].

-

Fig. 5-12. Montaje experimental usando KIT4 y la camara para obtener la ubicacion de inclusiones. Fuente: Elaboracion

propia.

5.5.7.1 Resultados experimentales con una inclusion

Una muestra de 100 distintas posiciones y sus respectivos voltajes de contorno fueron obtenidos. Los
resultados estan tabulados en la Tabla 5-13 mientras que el nimero de iteraciones estan en la Tabla
5-14. Donde 2;,, = [Xin, Yin]" y cuyo error se mide como la norma-L2 de la diferencia entre la posicién

real y la estimada.

Tabla 5-13. Desviacion estandar del error de estimacion. Fuente: Elaboracion propia.
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STD del error de

estimacion
Xin 1,45E-02
Vin 1,10E-02
Zin 6,60E-03

Tabla 5-14. ITteraciones maxima y promedio requeridas para localizar la posicion en el caso experimental. Fuente:

Elaboracion propia.

Numero de
iteraciones

Promedio 2,64

Mdximo 4

La desviacion estandar del error obtenido experimentalmente fue superior al de las simulaciones,

aun asi, se obtuvo un bajo valor en pocas iteraciones.

5.5.8 Derivadas de Segundo orden

Los resultados obtenidos en torno a la derivada de caracteristicas por medio de los elementos
de contorno abren la posibilidad de obtener también las derivadas de segundo orden para calcular el
Hessiano. Este célculo es generalmente evitado, derivando en métodos Quasi-Newton o Gauss-
Newton, donde desprecia la informacién de la segunda derivada para aproximar el Hessiano. Sin
embargo, en esto proceso hay una pérdida de informacion, la cual podria mejorar las direcciones de
busqueda. Esta podria tener un efecto positivo en la optimizacion reduciendo el nimero de iteraciones,

a costa de incrementar el costo numérico en cada iteracion.

5.5.8.1 Calculo del Hessiano

El Hessiano de una funcion de costo f(¢) como la (111) es obtenida a partir de la derivada del

gradiente:
9Bk = V<||L1 (U - U, (¢3(k)))||2> =2 ($G0) Wi (Un - U5 (800)) a1
Donde W, = LTL,,] (43 (k))es el Jacobiano (113). El Hessiano estd dado entonces por:

M
~ 0%U;
K@) =) (W)W (600) + ) (Wi (U~ 0:(6()))) 5255 (119)
- L 3 ]

j=1
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, .. .. T 02U;
Donde M es el nimero de mediciones, (i,j) son indices y .

26109, son las segundas derivadas de las

caracteristicas, las cuales se obtienen a partir de la derivada de (113).

L X 940X 940X A
0p;0¢; 0¢;0¢p; 0JdPp;jdp; 0¢;0¢;

Al despejar y reemplazar g—i desde (113) en (119), las segundas derivadas se obtienen resolviendo

0 (119)

(120).

92X <6A_6A A 94 62A>
X (120)

A = A1 + Al —
dp;0¢; \0¢; 0d¢; 0¢; 0¢; 0¢;0¢;
Esta tltima ecuacion puede resolverse utilizando la descomposicion QR vy asi calcular solo el valor de

2

. . . ) 0%U;
los ultimos L elementos, correspondientes a las derivadas de los potenciales en los electrodos 6.0 <jp -
LS

5.5.8.2 Anadilisis de direcciones de busqueda.

Para analizarlas ventajas de calcular el Hessiano y obtener la direccién de busqueda mediante
el método de Gauss por sobre su aproximacion y busqueda mediante Gauss-Newton, se define la
direccion ideal de busqueda como la recta que une el punto estimado actual con el dptimo buscado.
El error angular § de la direccion esta dado entonces por el angulo entre la direccion evaluada y la

ideal (Fig. 5-13).

~.. . Direccion

vo.. evaluada

<X‘“‘m:7,::7,:““:[6"::""'"
b* bisqueda ideal (ﬁ

Fig. 5-13. Desviacion de direccion de busqueda. Fuente: Elaboracion propia.

La Fig. 5-14 muestra un mapeo de esta desviacion para la busqueda de posicion de una
inclusion para direcciones de busqueda con el método de Gauss-Newton y Gauss. Es posible observar
que en las regiones centrales del tomografo el método de Gauss presenta menor error en la busqueda,
sin embargo, en la cercania del contorno aparecen mayores desviaciones, que asemejan a los fractales
de Newton [120]. También se observa un area de elevado error, donde las direcciones del método

apuntan en sentido opuesto al minimo.
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a) - IMe’tvl.)do qe Glaussl-Nev‘vton‘ . b) o Me’tqdo d}a Neyvtoq
1 1 s +0-12°
- ozl B 12240
. : ®m 124 — 36°
06 06 B 36 —48°
B 48 — 60°
04 04 r a +60 — 72°
0.2 021 s 172 -—84°
B 84 — 96°
or or @ £96 — 108°
-0.2 0.2 @ +108 — 120°
B £120-132°
04 04y o £132 - 144°
206 06} o +144 — 156°
o +156 — 168
0.8 08¢ o +168 — 180°
-1 g R X Optimal location
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 -1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

Fig. 5-14. Mapa de desviacion de direcciones de biisqueda. a) Método de Gauss-Newton. b) Método de Newton. Fuente:

Elaboracion propia.

Al analizar la desviacion de las direcciones de busqueda con un dptimo cerca del contorno, el

método de Gauss presenta una gran area de gran desviacion, como se puede ver la figura Fig. 5-15.

a) Método de Gauss-Newton b) Método de Newton
1 1 - s +0-12°
| B +12-24°
0.8 0.8 | 494 36°
0.6 0.6 | s +36 —48°
| +48 — 60°
04 04 & +60— 72°
0.2 02F B +72-84°
B +84 —96°
0 or @ £96 - 108°
02+t 02} e  £108 — 120°
o +120 —132°
04 041 @ £132- 144°
0.6 06| o +144 — 156°
o +156 — 168°
s 087 o +168 — 180°
At 4 At X Optimal location
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 -1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

Fig. 5-15. Mapa de desviacion de direcciones de btisqueda con objetivo cerca del contorno. a) Método de Gauss-
Newton. b) Método de Newton. Fuente: Elaboracién propia.
Estas zonas de alta desviacion son debidas a que el Hessiano completo, a diferencia del
aproximado por el método de Gauss-Newton, no siempre es definido positivo. Por esto se utilizara el

método de Newton modificado presentado a continuacidn para asegurar que esta condicion se cumpla.
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5.5.9 Meétodo de Newton modificado

Para que la direccion de busqueda del método de Newton sea descendiente, el Hessiano debe
ser definido positivo, es decir, todos sus valores propios deben ser positivos. Debido a que el Hessiano
completo es inestable, esto no siempre se cumple. Una forma de solucionar este problema es calcular
los valores propios del Hessiano y reemplazar aquellos negativos por un valor § mayor a cero [73].

Sea entonces el método de Newton dado por:
~ ~ ~ _1 ~
Pl +1) = (k) + a(OK ($(k)) g (d(k)), (121)

donde g ((ﬁ(k)) ,K ((ﬁ(k)) son el gradiente y Hessiano del funcional f(¢;) y @y es el tamafio del

paso de busqueda en la actual direccion. Para asegurar que todos los valores propios del Hessiano sean

positivos [73], este se descompone en
K (¢3(k)) V =VA,
donde V es una matriz con los vectores propios como columnas y A es una matriz diagonal con los

correspondientes valores propios en su diagonal y cero en otro lado. El Hessiano modificado K¢ (k)

esta dado por
K (qS(k)) = VAV, (123)
con A una matriz diagonal donde los valores negativos son reemplazados por § > 0 segiin
A = Ay, A >0
A={ A;;=8 A;<0 (124)
/_\i,j = O, Vi 7‘:]

Queda claro que si todos los valores del Hessiano original son positivos, entonces K(¢p(k)) =

K (p (k).
Al analizar las direcciones de busqueda con este método en los dos casos simulados

anteriormente se obtuvo el mapa de la siguiente figura.
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a) Método de Newton modificado b) Método de Newton modificado

+0 - 12°
+12 — 24°
+24 — 36°
+36 — 48°
+48 — 60°
+60 — 72°
+72 — 84°
+84 — 96°
+96 — 108°
+108 — 120°
+120 — 132°
+132 — 144°
+144 — 156°
+156 — 168°
+168 — 180°
Optimal location

0.8
0.6
04
0.2

-0.2
-0.4
-0.6

-0.8

X o0OooooSs e e e 88888

41 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1
Fig. 5-16. Mapas de desviacion de direcciones de busqueda con método de Gauss-Newton modificado. a) Caso Fig. 5-14

b) Caso Fig. 5-15. Fuente: Elaboracion propia.

En esta figura se aprecia que las zonas de alto error que presentaba el método de Newton
fueron corregidas, presentando mejores direcciones de busqueda que el método de Gauss-Newton en

los casos graficados.

5.5.10 Estimacion posicion de multiples inclusiones iguales
Para este problema se asumen como conocidas las formas, dimensiones (radios 7q, 7y, = rinj)y
conductividades ¢y, g;, = gjp, i del medio y de las j = 1,...,n inclusiones respectivamente. En

particular estas tienen las mismas dimensiones y las mismas propiedades eléctricas. El problema por

resolver estd dado por
. ~ 12
mafn”Ll(Um ~Us(P)]|" (125)

Sujeto a: ”2m}.”2 —(rq—1in) <0, j=1,..,n,
(126)
”zinj —Zl-nk”2 > 2T, j=1..nk=j,..,nj*k,
7 A T ~ 11T A s~ ~ 17 . ., ..
donde ¢ = [Zinl, ...,zinn] Y Zin; = [xl-ni,yini] . La primera restriccion en (126) indica que las
inclusiones deben permanecer al interior de (), mientras que la segunda evita que superposicion. Se
tiene que el niimero de restricciones aumenta con n. Para n = 1, se tiene una restriccion, n = 2 son

tres, con n = 3 son seis, y con n = 4 las restricciones aumentan a diez.
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5.5.11 Manejo de las restricciones

Es importante definir como abordar las restricciones en el problema de optimizacion. Existen
distintas alternativas [26], por ejemplos funciones de penalidad o métodos de punto interior. El
problema de estas es que requieren que el problema de optimizacion sea convexo. En particular
cuando en namero de inclusiones es mayor a uno, la restriccion que evita la superposicion se encuentra
al interior de (1, transformando la region factible de solucion en concava. Otras alternativas como el
método de Lagrange implican aumentar la complejidad del problema, por lo que en este caso es mas
conveniente utilizar una estrategia heuristica.

Para lidiar con las restricciones se realizo el siguiente procedimiento. Primero se dividio la direccion
de busqueda para obtener la que corresponde al movimiento de cada inclusion. Luego, se determind
el valor méximo de paso de avance que cumple la restriccion de permanencia al interior de (). El
minimo de estos valores es fijado como limite para el paso de avance 4, (k). Luego se realiza una
exploracion discreta con el fin de determinar los rangos de valores de a (k) que permiten obtener una
solucién en la region factible de acuerdo con la restriccion de superposicion. Con esto se determinan
rangos validos para a(k). Finalmente, se realiza una busqueda unidimensional de a(k) para el
problema de optimizacion sin restricciones en cada uno de estos rangos validos y se selecciona el

valor del paso dptimo que reduzca mas el valor de la funcion de costo.

5.5.12 Evaluacion del método algebraico del calculo del gradiente y

Hessiano

Para evaluar la mejora en el tiempo de calculo del gradiente g(¢) y Hessiano K (¢), usando el método
algebraico, se realiz una comparacioén con la aproximacion §(¢) y K(¢) obtenida mediante la
técnica de diferencias finitas (127). En esta se aproxima el gradiente considerando la diferencia con

un punto evaluado en un pequefio valor € mas adelante:

NONLORY (CEL}

donde i denota el i-ésimo componente del vector. De la misma manera, el Hessiano puede ser obtenido

(127)

como

(128)

_ §(p) — (¢ +
K(¢)i,j:g(¢) §(¢] g),
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donde lo subindices i,j denotan las filas y columnas de la matriz. Los tiempos de calculo con el
método propuesto y el algebraico fueron obtenidos para el problema propuesto (ver Capitulo 5.5.10)
se encuentran en la Tabla 5-15. En esta se puede apreciar una reduccion del tiempo para todas las
matrices en todos los casos simulados.

Tabla 5-15. Comparacion de tiempos de calculo de método algebraico y diferencias finitas en calculo de Hessiano y

gradiente. Fuente: Elaboracion propia.

Inclusiones Elementos del Matriz Método Meétodo de Reduccion
modelo algebraico[s] diferencias porcentual (%)
finitas[s]
1 154 Gradiente 0,355 0,553 35,8%
Hessiano 0,901 1,672 46,1%
2 164 Gradiente 0,720 1,133 36,5%
Hessiano 1,906 5,807 67,2%
3 174 Gradiente 0,997 1,676 40,5%
Hessiano 2,779 11,69 76,2%
4 184 Gradiente 1,389 2,372 41,4%
Hessiano 3,945 21,331 81,5%

5.5.13 Simulaciones con multiples inclusiones

Se realizaron simulaciones con una a cuatro inclusiones circulares de igual radio en un tanque de area
circular. Para cada caso se utilizaron 50 sets de datos, un modelo para simular los voltajes medidos y
otro distinto para realizar la estimacion de posicion, de esta forma se evita cometer un crimen de

inversion.

5.5.13.1 Resultados de simulaciones con multiples inclusiones

Los resultados obtenidos estan en la Tabla 5-16. Se puede observar que se obtuvo un bajo error
promedio, sin embargo, para los casos con mas de una inclusion se obtuvieron altos valores en el error
maximo.

Tabla 5-16. Resultados de estimacion de posicion en simulacion para entre una y cuatro inclusiones. Fuente: Elaboracion

propia.
Numero de Error de posicion estimada Iteraciones
inclusiones | promedio ~ STD Min. Mdx. | Promedio  STD Min. Mdx.
1 1,44E-03 6,56E-04 2,40E-04 2,89E-03 3 0,53 2 4
2 3,38E-02 1,69E-01 2,34E-05 1,10E+00 6,68 1,85 4 12
3 2,01E-02 9,16E-02  4,82E-05 8,55E-01 9,86 2,46 4 18
4 4,57E-03  2,56E-02  5,09E-05  3,14E-01 9,32 2,31 5 14
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Sin embargo, se puede apreciar en la Tabla 5-17 que la frecuencia porcentual de estos valores es baja.
Es mas, al analizar los valores finales de estimacion se encontrd que los valores de la funcion de costo
eran desde 38 veces superior a los obtenidos en las posiciones con bajo error de estimacion, por lo
que estos puntos pueden ser detectados usando este valor al final de la iteracion. No se encontrd el
mismo tipo de relacion en torno al valor de la norma del gradiente.

Con respecto la velocidad del algoritmo, en la Tabla 5-16 se aprecia un resumen del nimero de

iteraciones.

Tabla 5-17. Frecuencias de error de estimacion de posicién en simulacidon para entre una y cuatro inclusiones. Fuente:

Elaboracion propia.

Rangos de error de posicion

———
umero ge incusiones 00,05 00501 01015 01502 02-025 |avores

simuladas que 0,25
1 100,00%  0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
2 95,00% 1,00% 0,00% 0,00% 1,00% 3,00%
3 94,67% 0,00% 0,67% 0,67% 0,00% 4,00%
4 98,00% 0,50% 1,00% 0,00% 0,00% 0,50%

Para probar si distintos puntos iniciales podrian llevar al minimo, se prob¢ incluir un paso de reinicio
en el algoritmo si no se cumple cierto valor minimo en la funcién de costo en la solucion final. Este
valor fue obtenido a partir de la observacion del valor de la funcidn de costo de los puntos que tenian
un bajo error de estimacion de posicion.

Los resultados de la biisqueda con reinicio se pueden ver en la Tabla 5-18. Puede apreciarse que los

valores maximos se vieron reducidos para el caso de multiples inclusiones.

Tabla 5-18. Resultados de estimacién de posicion con reinicio en simulacion para entre una y cuatro inclusiones. Fuente:

Elaboracion propia.
Numero de Error de posicion estimada
inclusiones | promedio ~ STD Min. Max.

1 1,44E-03 6,56E-04  2,40E-04  2,89E-03
2 1,42E-03 5,81E-04  2,34E-05  2,64E-03
3 1,43E-03 6,06E-04  4,82E-05  2,76E-03
4 1,43E-03 6,21E-04  5,09E-05  3,17E-03
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Se realiza luego una estimacion con un SNR=26.02dB para probar el comportamiento del método bajo
ruido. Primero se realiza la prueba de estimacion sin el algoritmo de reinicio para observar la frecuencia de los
distintos rangos de errores. Los resultados se pueden apreciar en la Tabla 5-19 y la frecuencia en los distintos

rangos de error en la Tabla 5-20.

Tabla 5-19. Resultados de estimacion de posicion en simulacién con SNR=26.02dB para entre una y cuatro inclusiones.

Fuente: Elaboracion propia.

Numero de Error de posicion estimada
inclusiones | promedio ~ STD Min. Madx.
1 5,24E-03  3,17E-03  7,64E-04  1,25E-02
2 1,81E-02  1,13E-01  3,54E-04  1,12E+00
3 2,12E-02 8,83E-02 4,08E-04 8,46E-01
4 4,80E-03 3,14E-03 1,16E-04 1,50E-02

Tabla 5-20. Frecuencias de error de estimacion de posicion en simulacion con SNR=26.02dB para entre una y cuatro

inclusiones. Fuente: Elaboracion propia.

Rangos de error de posicion

Nimero de inclusi
umero deinclusiones 0,05 0,05-01 01015 01502 0,2-0,25 avores

simuladas que 0,25
1 100,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
2 98,00% 0,00% 0,00% 0,00% 1,00% 1,00%
3 96,00% 0,00% 0,00% 0,67% 0,00% 3,33%
4 100,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%

Se observa que la frecuencia de error para una y cuatro inclusiones se encuentran en el rango mas
bajo, sin embargo, como era de esperar, los valores medios del error de estimacion son mayores a los
de la situacion sin ruido. Al analizar los valores de la funcion de costo, se observa que los valores de
la funcion de costo obtenidos en los puntos correctamente estimados tienen un valor mas de 10 veces

mayor con respecto al caso sin ruido, por lo que se debe fijar un valor distinto para el parametro de
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reinicio. Al aplicar el algoritmo de reinicio se logra reducir en valor méximo para todas las inclusiones,

de modo que todas estas se encuentran en el rango de error entre 0-0.05 en los cuatro casos simulados.

Tabla 5-21. Resultados de estimacion de posicion con reinicio en simulaciéon con SNR=26.02dB para entre una y cuatro

inclusiones. Fuente: Elaboracion propia.

Numero de Error de posicidn estimada

inclusiones | promedio  STD Min. Mdx.
524E-03 3,17€-03  7,64E-04  1,25E-02

1

2 4,89E-03  3,31E-03  3,54E-04  1,67E-02
3 5,40E-03  3,55E-03  4,08E-04  1,78E-02
4 4,80E-03  3,14E-03  1,16E-04  1,50E-02

Sin embargo, el aumento en el valor de la funcion de costo en posiciones de bajo error indicaria que
algunos puntos con un error de posicion elevado podrian no ser diferenciados de puntos con buena

estimacion en situaciones con un mayor nivel de ruido.

5.5.14 Montaje experimental con multiples inclusiones

Se utiliz6 el mismo montaje descrito en 5.5.7, pero utilizando de una a cuatro inclusiones iguales.
Se obtuvieron 500 mediciones para cada caso de nimero de inclusiones, sumando un total de 2000
mediciones. Para obtener una referencia de la eficacia del método heuristico propuesto para la
optimizacion, se realizd la comparacion con un método tradicional descrito en el Capitulo

Optimizacion no lineal con restricciones mediante método tradicional

5.5.14.1 Optimizacion no lineal con restricciones mediante método tradicional

El método tradicional utilizado corresponde a una técnica de punto interior [121], [122]
implementada en la funcion fmincon [123], parte del toolbox de optimizacion de Matlab. En este las
condiciones de KKT son resueltas utilizando el algoritmo Quasi-Newton de BFGS, sin embargo, si
alguna restriccion no se cumple o el no Hessiano es definido positivo, este es reemplazado por una
busqueda mediante gradientes conjugados. En este caso se resuelve una aproximacion cuadratica del

problema sujeto a la derivada de las restricciones originales.

5.5.14.2 Resultados experimentales con multiples inclusiones

Para la optimizacion se asumi6 conocido el nimero de inclusiones a estimar. Los resultados con el

algoritmo estandar fmincon se encuentran en la Tabla 5-22.
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Tabla 5-22. Resultados de estimacion de posicidon experimental para entre una y cuatro inclusiones con finincon. Fuente:

Elaboracion propia.

Numero de Error de posicion estimada Iteraciones

Inclusiones | promedio  STD Min. Mdx. | Promedio  STD Min. Méx.
1 1,81,E-02 4,60,E-02 5,89,E-04 1,04,E+00 13,180 3,373 8 34
2 1,22,E-01  2,15E-01 1,78,E-03 1,26,E+00 24,278 17,693 6 333
3 7,93,E-02 1,44,E-01 2,87,E-04 1,56,E+00 40,960 26,699 3 299
4 8,40,E-02 1,10,E-01 1,19,E-03 8,72,E-01 37,444 30,822 4 274

Los resultados con distintos nimeros de objetos con el método de Newton modificado sin un
paso de reinicio se encuentra en la Tabla 5-23 y la frecuencia de los distintos rangos de error en la

Tabla 5-25.

Tabla 5-23. Resultados de estimacion de posicion experimental para entre una y cuatro inclusiones. Fuente: Elaboracion

propia.
Numero de Error absoluto de posicidn estimada Iteraciones
Inclusiones | promedio STD Min. Mdx. | Promedio STD Min. Max.
1 1,61E-02 6,83E-03 4,44E-04 3,16E-02 3,102 0,477 2 6
2 1,72E-02  9,53E-03 1,28E-03 1,43E-01 5,43 1,267 2 10
3 3,94E-02 6,47E-02 6,70E-04 9,42E-01 9,624 1,977 4 18
4 4,40E-02  6,99E-02 1,03E-03  8,59E-01 8,118 2,109 2 16

Una comparacion de las reducciones de error y numero de iteraciones con el método propuesto y el
algoritmo de Matlab se encuentra en la Tabla 5-24. Se puede apreciar una reduccion para todos los

casos en el valor promedio del error absoluto y en el nimero de iteraciones.

Tabla 5-24. Reduccion porcentual de error mediante método propuesto comparado con estandar. Fuente: Elaboracion

propia.
. Reduccién porcentual en Reduccién porcentual
Numero de ; .
. . promedio de error del niimero de
inclusiones ;
absoluto Iteraciones

1 -11,05% -76,46%

2 -85,90% -77,63%

3 -50,32% -76,50%

4 -47,62% -78,32%

Con respecto a las simulaciones, los resultados experimentales presentan un mayor error
absoluto promedio de error de posicion que los obtenidos en las simulaciones. También las frecuencias

con errores mayores fueron mas altas (Tabla 5-20 y Tabla 5-25 respectivamente). Esto podria indicar
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un mayor nivel de ruido, sin embargo, en mediciones homogéneas este ruido fue estimado en un SNR
maximo de 32,044 dB. Una alternativa es que el ruido proviniera del movimiento del medio

conductivo (agua) debido al movimiento de los objetos.

Tabla 5-25. Frecuencias de error de estimacion de posicidn experimental para entre una y cuatro inclusiones. Fuente:

Elaboracion propia.

Rangos de error de posicion

Numero deinclusiones 0,005 00501 01015 01502 020,25 Z/Laeygr;;
1 10000%  000%  000%  000%  000%  000%
2 99,50% 0,40% 0,10% 0,00% 0,00% 0,00%
3 78,73% 16,07% 2,67% 0,33% 0,60% 1,60%
4 80,80% 12,80% 1,90% 1,00% 0,60% 2,90%

Al probar la estrategia de reinicio se lograron aumentar el nimero de inclusiones en el rango de menor
error, sin embargo, no fue posible realizar esto con todos los puntos. Esto probablemente debido a las
diferencias existentes con el modelo y/o el ruido, esto es comprobado dado que el valor de la funcion

de costo en el 6ptimo ideal en algunos casos es mayor al 6ptimo obtenido.

Tabla 5-26. Error de posicion estimada con reinicio. Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 5-27. Frecuencias de error de estimacion de posicion experimental con reinicio para entre una y cuatro

inclusiones. Fuente: Elaboracion propia.

Numero de Error de posicidn estimada

inclusiones | promedio ~ STD Min. Max.
1 1,61E-02  6,82E-03  4,44E-04  3,16E-02
2 1,70E-02  8,63E-03  1,28E-03  9,90E-02
3 3,28E-02  3,66E-02  6,70E-04  6,61E-01
4 3,38E-02  3,65E-02  1,03E-03  5,46E-01

Rangos de error de posicion

Namero denclusiones 6,005 00501 01015 01502  0,2:025 (';/L'Jaeygr;;
. 10000%  000%  000%  000%  000%  0,00%
2 99,60%  040%  000%  000%  000%  0,00%
3 80,67% 16,20% 2,27% 0,07% 0,27% 0,53%
4 8390%  13,00%  180%  040%  025%  065%
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A pesar de esto el método propuesto es capaz de estimar correctamente la posicion de las inclusiones

en sobre el 80% de los casos presentados.
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6 CONCLUSIONES

6.1 Sumario

En el presente documento se realiz6 una explicacion de lo que es la tomografia de impedancia
eléctrica, su modelo fenomenologico y las técnicas numéricas utilizadas para su solucion numérica.
También se presentaron las dificultades que presenta la obtencion de reconstrucciones de alta
resolucion debido a que el problema inverso es indeterminado. En base a que no siempre es necesario
obtener una reconstruccion detallada del perfil de conductividad se propusieron métodos de
estimacion de caracteristicas de baja dimensionalidad utilizando tomografia de impedancia eléctrica.
Estos se dividieron en métodos directos basados en modelos y en los basados en optimizacion, en
todos estos se realizaron pruebas experimentales para medir su eficacia.

En el caso de los métodos directos se desarrolld su fundamento matematico y se presentaron
modelos, cuyos parametros se obtuvieron por medio de datos de entrenamiento. Se utilizd como
ejemplo la estimacion de posicion de un objeto circular conocido. Lo modelos utilizados fueron tres;
el primero basado en coordenadas cartesianas, el segundo en polares y el tercero es una combinacion
de ambos, aprovechando las zonas de mayor precision de cada uno.

En el segundo caso, los métodos basados en optimizacion, se desarrolld el marco teodrico y se
presentaron desarrollos basados en elementos finitos y de contorno. Estas técnicas aprovechan de
manera directa la informacion previa mediante la formulacion de modelos paramétricos basados en
caracteristicas. Parte de esta informacion también puede ser incorporada como restricciones del
problema de optimizacion. En el caso de los elementos finitos se desarroll6 la estimacion de posicion
de un objeto conocido en un medio conductivo mediante el método de GN.

En el caso de los elementos de contorno se desarrolld un método algebraico para obtener las
derivadas de las caracteristicas. Con estas es posible obtener el gradiente y Hessiano de la funcion de
costo. Este fue comparado con el método numérico de diferencias finitas en términos de tiempo de
calculo. Las matrices fueron utilizadas para estimar la posicion de una a cuatro inclusiones. Para la
estimacion ademas se incorpord informacion previa como restricciones del problema de optimizacion.
Se utilizaron los métodos numéricos de elementos finitos y de contorno para su representacion.
Utilizando este ultimo se determind un método algebraico para el célculo de las derivadas de las
caracteristicas, con las cuales se obtuvo el Jacobiano y Hessiano. Estas matrices fueron utilizadas para

la estimacion de posicion de una a cuatro inclusiones circulares con el método de Newton modificado.
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Para manejar las restricciones se propuso un método heuristico, cuyo desempefio fue comparado con

el de un algoritmo estandar.

6.2 Conclusiones

Fue posible implementar algoritmos que estimen caracteristicas de baja dimensionalidad utilizando
mediciones de tomografia de impedancia eléctrica.

Los métodos basados en modelos que relacionan la salida directamente con la entrada son mas rapidos
que los basados en algoritmos de optimizacion, sin embargo, requieren de multiples datos para ser
obtenidos, ademads su validez esta sujeta a que los parametros del proceso se mantengan constantes.
Los métodos basados en optimizacidon también se encuentran sujetos esta ultima condicion, pero su
recalibracion requiere menos muestras.

Utilizar las integrales del método de los elementos de contorno permitio obtener algebraicamente las
derivadas de primer y segundo orden de caracteristicas. Este calculo redujo los costos
computacionales con respecto a los métodos numéricos. Especificamente se obtuvo una reduccion de
tiempo con respecto al método de diferencias finitas en el célculo del gradiente entre un 35,8-41,4%
y del Hessiano entre un 46,1-81,5% para casos de estimacion de posicion de entre una y cuatro
inclusiones circulares.

El uso de la informacién de segundo orden permitié mejorar las direcciones de busqueda con respecto
al de método de GN al utilizar el método modificado de Newton.

La informacién previa usada como restriccion convirtio en conjunto de busqueda en convexo, lo que
llevo a plantear una alternativa heuristica para manejarlas. Esta junto al método de Newton modificado
redujeron el error absoluto promedio de la estimacion entre un 11,05-85,90% y el niimero de
iteraciones entre un 76,46-78,32% al ser comparados con un algoritmo estandar de bisqueda no linear
con restricciones.

Fue posible estimar la posicion de multiples inclusiones, sin embargo, al aumentar el nimero de
inclusiones las restricciones impuestas transforman la region factible en concava y esto dificulté al

algoritmo encontrar las soluciones.

6.3 Divulgacion

Los resultados de esta tesis fueron presentados en el WCIPT (siglas en inglés de “World Congress on
Industrial Process Tomography”) en su 8% y 9 edicion los afios 2016 en Brasil [104] y 2018 en el

Reino Unido [124] respectivamente. Estos congresos fueron organizados por ISIPT [125] (siglas en
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inglés de "International Society for Industrial Process Tomography’’), que es una sociedad compuesta
por investigadores con interés en principal en encontrar problemas e implementar soluciones para
aplicaciones industriales utilizando tomografia. El objetivo es lograr hacer ver que los procesos
pueden verse beneficiados con este tipo de mediciones transversales en vez de las mediciones
puntuales utilizadas comunmente. La importancia de estos congresos radica en que cuentan no solo
con la presencia de representantes de la academia maés relevantes del area, sino que también con
representantes de la industria y desarrolladores de instrumentacion.

También se publicaron resultados [103] en la revista “Measurement Science and Technology”.

Actualmente hay otra publicacion en desarrollo.

6.4 Trabajo Futuro

La continuacion de esta investigacion puede estar dada en la optimizacion de los algoritmos para su
implementacion en procesos de tiempo real. Otra alternativa es la extension y evaluacion experimental
de los métodos propuestos en 3D, principalmente los métodos basados en optimizacion.

Los métodos de optimizacion propuestos también podrian ser utilizados en la estimacion de
caracteristicas fisioldgicas como la ventilacion pulmonar por medio del tamafio de los pulmones;
latidos mediante el del corazon o busqueda de anomalias como edemas o tumores. Para los casos de
monitoreo continuo la entrega de informacion en tiempo real podria aprovechar las ventajas de la
estimacion directa con modelos.

El calculo numérico de caracteristicas permite mejorar la velocidad de algoritmos existentes que
utilizaban métodos de diferencias para calcular los gradientes o Jacobianos. Algunos de las
aplicaciones beneficiadas pueden ser la estimacion de la interfaz el fluidos bifasicos o la deteccion de

burbujas.
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