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RESUMEN

Se propone un método que permite medir directamente y en linea la altura de la cama de sedimento
para fines de control en el espesador piloto disponible en el laboratorio, basado en un analisis de
imagenes en linea y las propiedades de la sedimentacion ideal, se desarrolla un método para
determinar tedricamente la altura de la cama de sedimento medida, se demuestra la existencia de una
solucidn a las ecuaciones propuestas y se presenta un método matricial que simplifica la evaluacion

de la funcién a anular.

La forma de las respuestas escalon obtenidas en las simulaciones de lazo abierto permite estipular una
linealizacion para pequefias perturbaciones, cuyas funciones de transferencia pueden asimilarse a un
integrador, una ganancia y un retardo. Se muestra como pueden medirse y calcularse sus parametros
en base a las simulaciones, y también conociendo ciertos parametros de una prueba escalén realizable

en laboratorio.

Se ilustra como la informacion de las pruebas de lazo abierto puede ser utilizada para realizar procesos
de sintonizacidn de un controlador Pl en base a dos modelos simplificados de un sistema, se demuestra

gue ambos representan casos limites de un sistema simplificado mas general.

Se propone una estrategia de control de la cama de sedimento basadas en el control Pl, se clasifican

los tipos de respuestas y se estudian las causas de los comportamientos observados.

Se realiza un resumen de diversos limites impuestos a las acciones de control con la finalidad de
cumplir simultdneamente una serie de objetivos de rendimiento, estabilidad, evitar cambios abruptos,

y sostener la operacion 6ptima en el espesador.

La clasificacion propuesta para las respuestas al control Pl es esencialmente dependiente del tiempo
de estabilizacion del sistema y el retardo del sistema en la zona de sedimentacion, se observa
convergencia en un controlador de accion rapida, inestabilidades en algunos casos de accion lenta y

convergencia para la accion ultra lenta.

En una gran mayoria de los casos las respuestas observadas pueden ser entendidas mediante una
comprension adecuada de los retardos en la operacién, ya sean estos retardos asociados a la zona de
sedimentacion como a la zona de sedimento, dando lugar a las dos clases de falsos estados

estacionarios observados.



ABSTRACT

A method is proposed that allows to measure directly and in-line the height of the sludge-blanket for
control purposes in the pilot thickeners available in the laboratory, based on an online image analysis
and the known properties of the ideal sedimentation, a method is developed to theoretically determine
the height of the sludge blanket, the existence of solutions to the proposed equation is demonstrated

and a matrix method that simplificates the evaluation of this equation is presented.

The shape of the step responses obtained in the open-loop simulation allows the stipulation of a
linearization for small disturbances, whose transfer functions can be assimilated to an integrator, a
gain and a delay. It was shown how its parameters can be measured and calculated based on
simulations and also knowing certain parameters of a step response that can be porformed in
laboratory.

It is illustrated how the information of the open-loop tests can be used to perform tunning processes

of a P1 controller based on two simplified versions of the linearized model.

A sediment bed control strategy base don P1 control is proposed, the types of responses are classified

and the causes of the observed behaviors are studied.

A summary of various limits imposed on control actions is performed in order to simultaneously
achieving a series of secondary objectives, stability, avoid abrupt changes, and sustain the optimal

operation in the thickener.

The proposed classification for the responses to the Pl controller is essentially dependen ton the
stabilization time of the sistema an the delay time caused by the travelling waves in the sedimentation
zone, convergence is observed in the fast-action and the ultraslow-action controller and unstabilities

could emerge in the slow-action controller.

In the large majority of cases, the observed responses can be understood by an adequate understanding
of the delays in the operation, wheter these delays are associated with the sedimentation zone or the
sediment zone, giving rise to the two kind of flase-steady states observed.
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NOMENCLATURA

Sistemas y unidades de medida

En las secciones teoricas y simulaciones se procuré siempre utilizar unidades del sistema internacional

de medidas Sl, sin embargo, en algunas descripciones experimentales se opt6 por utilizar unidades

distintas para dar una impresion mas adecuada del orden de magnitud de los equipos y capacidades

involucradas.

m: Metros.

s: Segundos.
kg: Kilogramos.
ton: Toneladas.
L: Litros.

min: Minutos.
hr: Horas.

A: Amperes.
V: Volts.

Deben considerarse también los prefijos utilizados para alterar los érdenes de magnitud de una unidad:

L micro (10°).
m: mili (10°3).
c: centi (107?).
d: deci (101).
k: kilo (10%).
M: mega (10°).

Notacion.

Se presentan los simbolos utilizados para representar las magnitudes fisicas més relevantes para el

desarrollo de este trabajo, ademas de los simbolos que se utilizaran para las funciones mas importantes

y las unidades en el sistema internacional Sl en que estas se miden.

Q: Caudal volumétrico o flujo (m%/s).



q: Velocidad de flujo o densidad de flujo convectivo (m/s) el subindice f, u y e significan
alimentacion, descarga y efluente respectivamente.

p: Densidad (kg/m?3).

U: Promedio de celda de la fraccion volumétrica de sélidos (adimensional).

u: Fraccion volumétrica de solidos (adimensional).

u.: Fraccion volumétrica de sélidos conjugada (adimensional).

Uy, Fraccion volumétrica de sélidos conjugada de estado estacionario (adimensional).

uy,. Fraccion volumétrica de sélidos en la zona de sedimento de estado estacionario
(adimensional).

Umax. Maxima fraccion volumétrica de solidos posible.

Ui Fraccion volumétrica de solidos asociada al punto de inflexion de la funcion de flujo
batch.

Umq. Fraccion volumétrica de solidos asociada al maximo de la funcién de flujo batch.
u™**: Méxima fraccion volumétrica de solidos deseada en la descarga del espesador.

u™": Minima fraccion volumétrica de solidos deseada en la descarga del espesador.

up: Fracciéon volumétrica de solidos en el limite inferior del espesador.

b: Vector de fuerzas de cuerpo (kg/s>m?).

m: Fuerza de interaccion entre componentes (kg/s’m?).

T: Tensor de esfuerzos (kg/s’m).

fp: Funcion de flujo batch (m/s).

f: Funcidn de flujo total en la zona de sedimentacion. (m/s)

F: Funcion de flujo total (m/s)

Zgp- Altura de la cama de sedimento (m).

L: Longitud total del espesador (m).

D: Distancia entre la alimentacion del espesador y el rebalse (m).

H: Distancia entre la alimentacién al espesador y la descarga (m), se usa también como una
funcion proporcional a la sumatoria de fuerzas.

A: Area del espesador, se utiliza también como una funcion que representa el area transversal
de una esfera (m?), o como matriz (m?).

Vs Pardmetro en la correlacion de Richardson y Zaki (m/s).



Xi

c: Parametro en la correlacion de Richardson y Zaki (adimensional).

e: Diferencia entre el valor real y referencia de la altura de la cama de sedimento (m).
M,: Masa de solidos en el interior del espesador (kg).

K;: Constantes de diversos tipos,

R: Radio de la esfera utilizada para medir la altura de cama de sedimento (m).

o, S¢: Velocidad de propagacion de una discontinuidad de salto (m/s).

E: Vector columna cuyas componentes son 1.

6: Retardo (s).

s: Densidad de alimentacion de sélidos (m/s).

S: Alimentacion de solidos (m®/s)

€: Funcion de flujo en exceso (m/s).

U: Zonas del plano Q tales que se produce un vaciado del espesador.

0: Zonas del plano Q tales que se produce el llenado del espesador.

£: Zonas del plano Q tales que el espesador quede criticamente cargado.

v: Velocidad relativa solido-fluido (m/s)
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1.1. INTRODUCCION.

1.2. El problema del agua en la mineria.

Uno de los principales desafios que enfrenta no solo la industria minera en Chile, si no la humanidad
en su totalidad es mejorar la eficiencia en la utilizacion de los recursos hidricos, si bien es cierto, la
mineria consumia un 4.5% de los recursos hidricos nacionales al afio 2005 [1], si se considera la
importancia de la agricultura como actividad econdémica para el pais®, se deduce que esta cifra
enmascara el verdadero impacto que tiene la industria minera, que al afio 2010 consumio un total de
300 millones de metros cubicos, mientras se estima que durante al afio 2026 se consumiran 631

millones de metros cubicos [2].

Respecto de las lineas de procesamiento, considerando la industria metaldrgica extractiva del cobre
en Chile, en particular, la linea de procesamiento de minerales sulfurados de cobre, la necesidad de
grandes cantidades de agua en los procesos de molienda y flotacion? [2] determinan que la eficiencia
hidrica de este proceso tenga una enorme relevancia en el consumo de agua fresca de la linea de

procesamiento en su totalidad.

Las pérdidas de agua en una planta concentradora se deben principalmente a dos factores de
importancia, la evaporacion y el agua residual en la pulpa de descarga de los espesadores, que termina

depositada en tranques de relaves.

AUn sin pensar en incrementos de produccién, este requerimiento de agua no hara sino aumentar con

el tiempo debido entre otros a los siguientes factores:

1. Disminucion de las leyes minerales: Obliga a incrementar el tonelaje procesado para mantener
una produccion constante, lo que implica una mayor necesidad de agua.

2. Incremento en la presencia de minerales de ganga complejos: ElI aumento de la presencia de
minerales de arcilla en los minerales a tratar, trae una serie de problemas en el procesamiento
de minerales, que en general son resueltos inyectando méas agua al proceso.

Por otra parte, en el contexto nacional, la mayoria de las plantas de procesamiento de minerales se

emplazan en el norte del pais, donde el agua es un recurso muy escaso, ademas las comunidades y la

! La agricultura requiere de grandes consumos de agua, en 2005, el 84.6% del consumo de recursos hidricos fue a parar a
esta actividad [1].

2 Estimaciones dictan que en el proceso de flotacion se requieren 0.72 metros clibicos por cada tonelada de mineral
procesado, mientras en la linea hidrometallrgica se requiere de 0.30 metros cubicos de agua por tonelada de mineral
procesado [2].



legislacion ven cada vez con peores 0jos la extraccion de las escasas aguas locales con fines mineros,

asi, queda claro que la industria debe buscar una solucién a estos problemas.

Se han propuesto diversas soluciones para este problema, una posibilidad es ocupar un recurso
“inagotable” como es el agua de mar, opcidon que esta siendo estudiada, donde incluso en el afio 2010
se abrio la planta concentradora Esperanza, operada completamente con agua de mar, pero hacer uso
de este recurso en las faenas ya operativas requiere de enormes inversiones y posee elevados costos
asociados, para ilustrar esta idea, se adjuntan en la tabla 1 los costos aproximados del agua para una
faena emplazada en el desierto chileno en el afio 2010 [2], por otro lado los efectos de este cambio de
insumo sobre la eficiencia del proceso de flotacion estdn aun siendo estudiados, la necesidad de
infraestructura y tecnologia para posibilitar el traslado y adecuacion del agua de mar al proceso,

condicionan que esta solucion solo sea aplicable en el mediano-largo plazo.

Tabla 1. Costos del agua industrial para una faena ubicada en el desierto Chileno en el ano 2010

Insumo Precio (US$/m?3)
Agua fresca 0.50
Agua recuperada de proceso 0.18
Agua de mar 1.20
Agua de mar desalinizada 2.20

Respecto del corto plazo, una solucién que puede tener un gran impacto es mejorar la utilizacion de
los recursos hidricos actuales, es decir, disminuir la necesidad de agua fresca en las plantas
concentradoras mediante la optimizacién del uso de agua en el proceso, o bien, incrementando las

tasas de recirculacion de agua [3].

En las plantas de procesamiento mineral, esta recirculacion depende de la eficiencia de los procesos
de espesamiento, filtrado de concentrados y disposicion de relaves, debido a que la razén
relave/concentrado es aproximadamente 25/1 [3], es la optimizacion de la recuperacion de agua de los
relaves el foco que ofrece mayores oportunidades de mejorar las tasas de recirculacion de agua en el

proceso.

Si bien se han dedicado grandes esfuerzos en esta area logrando en el periodo 2005-2014 una
reduccion del 33% en los requerimientos de agua fresca por tonelada procesada [3], aun restan
esfuerzos que realizar, por ejemplo, se estima que una mejor operacion de la etapa de espesamiento,

permitiria mejorar en un 4% las tasas de recuperacion de agua [4].



Otro problema, esta vez de importancia econdmica, estd asociado a la sensibilidad que manifiesta la
continuidad operacional del proceso de flotacion respecto de la buena operacion de las etapas de
espesamiento de relaves, el porcentaje de solidos de la pulpa mineral a procesar es una variable de
gran relevancia para el proceso de flotacion, asi, un problema en la etapa de espesamiento, podria
comprometer seriamente la disponibilidad inmediata de agua en el proceso, y con esto, ocasionar
desde un aumento en la demanda de agua fresca en el proceso, hasta una paralizacion total de la planta,
pasando por un descenso en la calidad o cantidad de producto con las graves consecuencias

econdmicas que cada uno de estos sucesos puede traer.

Asi, el espesamiento aparece como una etapa crucial para la industria del procesamiento de minerales,
tanto como un proceso de importancia estratégica debido a la importancia que adquiere el agua si se
le considera como un recurso cuyo suministro no es seguro en el largo plazo, como un proceso critico

en la operacion diaria de una planta.

Para el caso de una planta de procesamiento de minerales de cobre, el proceso de espesamiento,
aparece emplazado aguas abajo, lo que implica que esta sometido a grandes perturbaciones, en este

sentido el control automatico del proceso aparece como un problema de gran importancia.

El control de este proceso esta principalmente orientado a evitar sobrecargas y embancamientos® para
asegurar la continuidad operacional del proceso, y a controlar el porcentaje de sélidos en la descarga

a fin de maximizar la recuperacion de agua sin comprometer el objetivo anteriormente mencionado

13].

El control en los espesadores representa un desafio importante para ingenieros y controlistas, esto
debido a que es un sistema de muy lenta respuesta, existe muy poca instrumentacion, su naturaleza no

lineal y las perturbaciones presentes [5].

Segun Concha en el afio 2001 [6], el estudio de la dinamica y el control de un espesador es aun un
problema no resuelto en su totalidad, si bien desde escritas esas palabras, se ha avanzado bastante, por
ejemplo, se han realizado estudios extensivos sobre los estados estacionarios que alcanza un espesador

[7-9], la dindmica de esos procesos [10-12], y se han propuesto pautas de control [10, 13], se han

3 Embancamiento se entiende como el fendmeno en que el esfuerzo de cedencia de la pulpa en la zona inferior de la
columna de sedimentacién aumenta en un grado tal que impide la succion del material en la descarga, y en consecuencia
la descarga de la columna se obstruye deteniendo el proceso.



propuesto también estrategias de control de tipo predictivo [14], sin embargo, resta ain realizar

validacion experimental para muchas de estas ideas.

Con todo, en este trabajo se pretende disefiar y simular sistemas de control para la altura de la cama
de sedimento en una columna de sedimentacion piloto, con material no floculado, mediante una
estrategia de control realimentado del tipo Pl y en los anexos una estrategia de logica difusa, ambos

sometidos a una serie de restricciones que son cumplidas mediante saturacion.

Una estrategia de control proporcional para la cama de sedimento fue propuesta por Diehl en el afio
2007 [15] vy, en gran medida, el presente trabajo es deudor de aquella publicacion, sin embargo,

también se realizaran variaciones sensibles respecto de las propuestas ahi escritas.
1.3. Espesamiento.

1.3.1. Definicion.

El espesamiento es una operacién mecanica continua de separacion de fases cuyo objetivo es lograr,
a partir de una pulpa (mezcla de sélido y liquido) alimentada al equipo, dos corrientes, una de descarga
que contenga la totalidad del sélido con el menor contenido de agua posible y otra de rebalse que

consista en agua clara.

El principio de funcionamiento de un espesador convencional se basa en la sedimentaciéon o
asentamiento de las particulas sélidas en el fondo de tanques cilindricos que reciben el nombre de
espesadores, debido a que el proceso de espesamiento se dificulta al tratar pulpas con particulas finas,

a menudo estas se aglomeran mediante mecanismos de coagulacion o floculacion.

Es importante que este proceso logre el méas elevado porcentaje de sélidos posible en la descarga
debido a que esto asegura una buena recirculacion de agua al proceso, y ademas disminuye los riesgos
de contaminacidn a las napas subterraneas por liquidos percolados en los tranques de relaves donde

los sélidos son dispuestos.
1.3.2. Equipos.

La base de los equipos de espesamiento es esencialmente la misma que del espesador Dorr inventado
en 1905, asi se han mejorado y modernizado algunas de sus partes, pero el equipo no ha cambiado

mucho desde su invencion:



Estanque: En general es de forma cilindrica, con una base semi-conica en la parte inferior, el material
del que se construye depende del didmetro que pueda adquirir el equipo (Son equipos que pueden

Ilegar a medir 120 metros de diametro).

Bandeja de alimentacion: Es un cilindro concéntrico al estanque, que en general se disefia de forma
que permita una buena distribucion de la alimentacion al espesador, otra de sus funciones es lograr

una buena mezcla entre la pulpa y el floculante.

Rastras: Tienen como finalidad llevar el material depositado en el fondo del espesador hacia la
abertura de descarga, ademas de sostener la fluidez del material algunas cuentan con sistemas para

modificar su posicion (altura) para cuando el torque se hace excesivo.

Canaletas de rebalse: tienen por objetivo evacuar el agua recuperada a una velocidad adecuada para

evitar el arrastre de particulas finas.
1.4. Objetivos de este trabajo.

1.4.1. Objetivos generales.

1) Proponer estrategias de control realimentadas que permitan controlar la altura de la cama de
sedimento en una columna de sedimentacion piloto sin la adicion de floculantes.
2) Simular el desempefio de estas estrategias de control, clasificando y explicando los fenémenos

observados.

1.4.2. Objetivos especificos.

1) Desarrollar un método que permita la medicion experimental de la altura de la cama de
sedimento en linea en la columna de sedimentacion presente en el laboratorio, sefialando
recomendaciones y limitaciones.

2) Disefiar un protocolo de operacion para el espesador piloto presente en el laboratorio

3) Programar las pruebas en el PLC disponible en el laboratorio.



2 MODELACION FENOMENOLOGICA.

En el modelamiento tradicional del proceso de espesamiento se toman en cuenta esencialmente dos
fendmenos, la sedimentacion y la consolidacién. El proceso de sedimentacion es producido por
efectos gravitacionales* y el de consolidacion es ocasionado por la compresibilidad del sedimento,

manifestandose por sobre una concentracion que adquiere el nombre de concentracion critica.

Debido a que como hipdtesis de trabajo no se considera el fendmeno de consolidacion, se procede al
estudio de la teoria de la sedimentacion y como se puede utilizar esta teoria para llegar a las ecuaciones

diferenciales que han sido utilizadas con éxito en modelar el proceso de sedimentacion ideal.

El proceso de sedimentacion por efecto gravitacional ocurre siempre que exista la fuerza motriz del
mismo, y el de consolidacion debe ser tenido en cuenta para el caso de sedimentos compresibles y
suspensiones floculadas, esta compresibilidad para el caso de pulpas minerales puede darse tanto
debido a fendémenos de coagulacion® como de floculacion®, el cual es el caso de las pulpas de relaves
provenientes del proceso de flotacion de minerales de cobre, que son floculadas para fomentar la
agregacion de particulas mejorando la recuperacion de agua, y disminuir el esfuerzo de cedencia de

la pulpa, facilitando el trabajo de las rastras.

En el proceso de sedimentacién, el fluido puede siempre ser considerado como un medio continuo
[6], la modelacion fenomenoldgica del proceso de sedimentacion podra en primera instancia
clasificarse segiin cémo se considere la fase sélida, de esta manera, el proceso de sedimentacion puede
ser entendido mediante los llamados enfoque discreto y enfoque continuo [6], el enfoque discreto
entiende la fase sélida como un gran numero de elementos o particulas con formas y tamafios
determinados que sedimentan, mientras el enfoque continuo entiende la fase sélida como un medio
continuo superpuesto sobre el fluido, asi se obvian variables asociadas a la individualidad de las
particulas y la descripcion pasa a realizarse mediante una funcion de flujo que alna estas

caracteristicas.

En la préactica, estos enfoques no son contradictorios, si no complementarios, esto debido a que el

enfoque discreto ha resultado exitoso para determinar funciones constitutivas en procesos de

4 Cualquier fuerza de cuerpo permite realizar esta separacion, también fuerzas inerciales (como la fuerza centrifuga)
pueden ser fuerzas motrices de la sedimentacion.

5 QOcasionado por las interacciones fisicoquimicas entre las particulas en la suspension, mecanismo especialmente
importante en particulas finas.

® Donde la aglomeracion es inducida por un agente quimico externo, llamado floculante, que usualmente consisten en
polimeros de alto peso molecular



sedimentacion, y el enfoque continuo ha resultado exitoso para modelar y predecir patrones de
comportamiento en el proceso haciendo uso de las funciones constitutivas obtenidas mediante el

enfoque discreto.

En cualquier caso, para el modelamiento, simulacion, dimensionamiento, control, y en general el
estudio del comportamiento de un proceso de espesamiento, el enfoque continuo resulta mas
adecuado, esto debido a que al obviar las caracteristicas individuales de las particulas disminuye
enormemente el nimero de pardmetros a considerar, permite una mejor y mas simple interpretacion
de los resultados y simplifica enormemente el problema de determinar experimentalmente los valores

de los parametros relevantes para la prediccion del comportamiento de un proceso.

Ademas, la aproximacion necesaria para el uso del modelo continuo resulta tremendamente acertada,
debido a que las particulas que sedimentan en un proceso de espesamiento industrial son muy

pequefias comparadas con el estanque que las contiene’.

Puede pensarse que aplicar este enfoque obvia algunas variables de enorme importancia en el proceso
de sedimentacion, como es el caso de la distribucion de tamafio de particulas, sin embargo, también
es posible tomar en consideracion esta variable y sus efectos mediante la llamada teoria de
sedimentacion polidispersa, que hasta el momento de escritas estas lineas ha logrado incorporar con
éxito distribuciones discretas de tamafios de particulas [2, 6, 16], también, gracias a herramientas
matematicas modernas como la mecénica de fluidos computacional se han logrado modelar y simular
adecuadamente aspectos detallados del proceso, como por ejemplo el desempefio de la dilucién en la

alimentacion a un espesador [6].

Asi, el modelamiento de los procesos de sedimentacion, puede ser abordado a partir de la teoria de
mezclas inserta en el contexto de la mecanica del medio continuo [6, 17] donde se modela la mezcla
solido-liquido como una superposicion de dos medios continuos, los cuales interactdan con el medio

ambiente, consigo mismos®, y entre si [17].

7 Las particulas tienen un tamarfio del orden de 10 m mientras el espesador puede tener un didmetro del orden de 10> m
8 En el sentido de que partes de un medio continuo, interactiian con partes adyacentes del mismo.



2.1. Mecanica del medio continuo y Teoria de mezclas.

Se remite a [6, 17-20] por una descripcion general, axiomatica y completa de la mecéanica del medio
continuo y la teoria de mezclas, se discuten aqui los conceptos esenciales para la adecuada

comprension de la teoria de la sedimentacion y tener presentes sus limitaciones.

La hipdtesis fundamental que permite el uso de la mecéanica del medio continuo en algin problema
particular, es que el fendmeno que ocurra en el cuerpo de interés pueda ser descrito ignorando los
detalles de la microestructura del material, de las discontinuidades microscopicas y de los

movimientos de las particulas involucradas.

Por su parte, el postulado esencial de la teoria de mezclas es que un mismo punto espacial puede ser
ocupado simultdneamente por un numero finito de particulas distintas donde cada una de estas
representa a alguna de las especies presentes, esto permite entender una mezcla global como una
superposicién de medios continuos, donde la misma cumple las leyes aplicables a los materiales
simples [6].

Se limitara el estudio a una mezcla de s6lo dos especies, una correspondera a la fase liquida, y otra a
la s6lida, la imposicion del principio de conservacion de la masa, la primera y segunda ley de Euler
de la mecanica del medio continuo reformuladas en el contexto de la teoria de mezclas, son suficientes

para establecer las ecuaciones de movimiento para este sistema.
2.1.1. Balance de masa.

La primera ley a considerar es la conservacion de la masa, esta exigencia, impone una serie de
condiciones de tipo integral sobre los campos de densidad y velocidad presentes, y bajo ciertas
hipdtesis de suavidad de los campos involucrados permite obtener una serie de ecuaciones
diferenciales parciales que forman parte del sistema que debe resolverse para estudiar la dindmica del

sistema.

La ley de la conservacion de la masa dice que la variacion en el tiempo de la masa de una especie en
un volumen de control, se debe a generaciones o consumos internos del componente y al flujo de la
especie a través de sus paredes, esta ley puede traducirse matematicamente a una ecuacion de tipo
integral, donde tras aplicar los teoremas de transporte de Reynolds, de Green-Gauss-Ostrogradsky, y
de localizacion [18], bajo la suposicion de continuidad de las variables involucradas, se puede obtener

la llamada ecuaciéon de continuidad para cada componente



du,
at

donde u, corresponde a la fraccion volumétrica de la componente a, mientras v, es la velocidad

+ V- (u,v,) =0, (1)

asociada a esta componente
Se define la velocidad promedio volumétrica, o velocidad de flujo convectivo como

(_j = uﬁﬁ + usis: 2)
si se suman las ecuaciones de continuidad asociadas a ambas componentes, se obtiene la relacion
V-Gg=0, 3
esta version representa al balance de masa global, y puede reemplazar indistintamente al balance de

cualquiera de las dos componentes, en lo venidero reemplazara al balance de masa de la componente
fluida.

2.1.2. Balance de momentum lineal.

La ley de balance de momentum lineal impone que la variacion de momentum lineal de la porcion del
medio continuo encerrada en un volumen de control es ocasionada por el flujo de momentum a través

de las paredes de este volumen y las fuerzas aplicadas sobre éste.

La primera ley de Euler reformulada en el contexto de la teoria de mezclas, es una ecuacion del tipo
integral, si se le aplican manipulaciones muy similares a las realizadas anteriormente al balance de

masa, se obtiene

a — —— 7 —
% (pauava) +V- (paua (vava)) =by+my+V- T, 4)

donde el producto v,v, se entiende en forma diadica, ver [17] por una descripcién adecuada de este
producto, y de la divergencia de un tensor, esta ecuacion recibe el nombre de forma de conservacion

del balance de momentum lineal.
2.1.3. Relaciones constitutivas.

Las ecuaciones derivadas anteriormente (balance de masa y momentum) junto a condiciones iniciales
no bastan para cerrar el problema de determinar el estado mecanico del sistema, puesto que no se ha
caracterizado aun cada material, las ecuaciones que relacionan alguna magnitud de deformacién y los
esfuerzos, o que permitan determinar las forma en que los diversos componentes interactuan entre si

reciben el nombre de ecuaciones constitutivas.
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2.1.4. Balances en discontinuidades.

Resulta de importancia determinar condiciones de salto apropiadas cuando las variables no son
continuas, estas se obtienen suponiendo que la discontinuidad se manifiesta a través de alguna

superficie, se pretende estudiar la velocidad de propagacion de esta discontinuidad denotada por o.

Este problema es resuelto mediante la llamada condicion de Rankine-Hugoniot, que puede obtenerse

a partir de los balances integrales de masa

+ 5 —
(uava - uava) € (5)
o= - — ,
Ug — Uy

donde los valores de u} y u; corresponden a los valores limite del porcentaje volumétrico de la
especie a a ambos lados de la discontinuidad, y e; es un vector unitario normal a la superficie de

discontinuidad.

Existe también una condicion de Rankine-Hugoniot para el balance de momentum, sin embargo, no
tendra uso en este trabajo, por lo que no se discutira, el lector interesado puede encontrarla en [2, 6,
16].

2.2. Teoria de la sedimentacién.

Se considera aqui el problema de la sedimentacion de una suspension ideal bajo efectos gravitatorios,

se siguen aqui las suposiciones hechas por Kynch en 1952 [2, 6, 16, 21], que son las siguientes:

1) Las particulas solidas son pequefias en comparacion con el recipiente que las contiene.

2) Las particulas tienen todas el mismo tamafio, densidad y forma.

3) Elsolido y el fluido en la suspension son incompresibles.

4) No hay transferencia de masa entre los componentes.

5) La velocidad relativa solido-fluido es una funcion exclusiva de la concentracion local de

solidos.
Estas propiedades definen a una suspension ideal.

La suposicidon 1 permite tratar la fase sélida como un medio continuo, y, ademas permite junto a la
suposiciodn 2, estipular una Unica funcion de velocidad de sedimentacion para todas las particulas, la
propiedad 5, por su parte, pasa a reemplazar al balance de momentum [2], el estudio de las

consecuencias de estas suposiciones es el origen de la teoria moderna de la sedimentacion [22].
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La ultima propiedad, implica la existencia de una funcién constitutiva de flujo, que para un sistema
particulado sedimentando en un medio fluido determinado, depende exclusivamente de la

concentracion local de solidos, de modo que

UVs = Ugq + [, (6)
donde f,(us) = us(1 — ug)v(us) recibe el nombre de funcién de flujo batch, y v corresponde a la

velocidad relativa solido-fluido.

El término g tiene relacién con el flujo convectivo de material, es decir, el flujo asociado a los
movimientos globales de materia, y el término f,, tiene relacion al flujo preferencial que tiene el
solido sobre el fluido debido a la gravedad, es una funcion caracteristica de la pulpa y depende de la
concentracion local de sélidos, un problema importante consiste en la determinacion de esta funcién
de flujo batch.

En general el analisis matematico de esta teoria depende sensiblemente del nimero de puntos de
inflexion que tiene esta funcion, de modo que este parametro permite clasificarlas, la mayoria de las

funciones de flujo batch tienen uno o dos puntos de inflexion [23].

La forma especifica que la funcion de flujo batch tiene fue estudiada por diversos autores [22], tanto
de forma tedrica como experimental, sin embargo las versiones mas utilizadas corresponden a las

siguientes dos correlaciones semi-empiricas:

Tabla 2. Expresiones Semi-Empiricas para la funcién de flujo batch.

Correlacion Afo Investigadores Parametros
b =Vvoous(1 —uy)€ 1954  Richardson y Zaki. [24] Voo, C.
ug \° i
£ = vou, <1 U > 1962 Michaels y Bolger. Voor €, Umas-
umax

Donde v, Yy ¢ corresponden a pardmetros que pueden determinarse experimentalmente, en particular
Vo puede interpretarse como la velocidad terminal que una particula adquiriria de sedimentar sola en

un medio fluido infinito, y ¢ es un namero real cualquiera con un valor mayor o igual a uno.

La correlacién de Richardson y Zaki, tiene la ventaja de necesitar s6lo dos pardmetros, sin embargo,
predice gque el flujo de sélidos no se hace cero hasta una fraccion volumétrica de sélidos unitaria,

mientras que en la préctica el valor maximo de fraccion de sélidos oscilan entre 0.6 y 0.7 [22], por su
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parte, la correlacion de Michaels y Bolger soluciona este problema, pero requiere de tres pardmetros
a ajustar, otra correlacion conocida es la de Shannon, quien en 1963 propuso un ajuste polinomial de

cuarto orden para modelar la velocidad de sedimentacion de bolas de vidrio®.

Estos métodos de ajuste son del tipo global-paramétricos, es decir, determinan los pardmetros que
mejor ajustan los datos experimentales sobre una funcion plantilla, estos métodos adolecen de errores
de sensibilidad, otro método es la estimacion local cerrada, y es por ejemplo utilizado por Camilo
Mejias en [25] donde determina una funcién de flujo batch definida por trozos en base a la observacion

de la dinAmica de interfaces como la interfaz suspension-sedimento.

A lo largo de este trabajo se utilizara la correlacion de Richardson y Zaki cuya principal ventaja es su

dependencia de s6lo dos parametros.

2.2.1. Modelo de sedimentacion.

En base a la situacion experimental que se pretende simular, que corresponde a una columna de
sedimentacion cilindrica, y teniendo ademas en consideracion que en muchas ocasiones este sistema
puede simularse muy bien considerando que la concentracion es una funcion de la profundidad y el

tiempo, se afiadiran dos suposiciones para simplificar el modelo:

1) La concentracién de solidos es constante en cualquier superficie horizontal considerada, y
depende exclusivamente de la profundidad y el tiempo.

2) Lasuspension sedimenta en un estanque cilindrico de rea constante.

La primera suposicion permite estudiar el problema como uno espacialmente unidimensional,
mientras que la segunda suposicion permite deducir que la parte convectiva de la funcion de flujo es
independiente de la ubicacion espacial salvo por saltos en el punto de alimentacion y en los bordes

del espesador (Considérese la forma unidimensional de la ecuacion (3)).

2.2.1.1. Tipo Continuo.

En este modelo se admite la presencia de una alimentacion en algun punto al interior del espesador,
ademas, el sistema posee una descarga en la zona inferior y una zona donde se elimina el efluente en

la parte superior.

® La funcion de flujo batch, quedaba expresada entonces, por un polinomio de quinto orden.



13

La existencia de esta alimentacion obliga a tener en consideracion no solo el movimiento de sélido a
causa de la sedimentacion gravitacional, sino también el debido al flujo global de material al interior
de la columna, para evitar introducir condiciones de borde en el punto de la alimentaciéon, se afiade un
término extra que representa este flujo de alimentacion, donde se hace uso de la distribucion delta de

Dirac centrada en el punto en que se alimenta la pulpa.

En la zona de alimentacion, el flujo volumétrico que se introduce en el interior del equipo, se reparte

entre una fraccion que va hacia la descarga y otra que se dirige hacia el efluente.

El modelo de sedimentacion a utilizar, considera que la sedimentacion ocurre en el interior de un
estanque cilindrico de &rea constante A, de altura L, que se separara en dos zonas a cada lado del punto
donde se ubicara la alimentacion, la descarga se ubicara en la zona inferior y el rebalse en la zona
superior, por debajo de la alimentacion, el flujo convectivo de material ira hacia abajo, y arriba de la

alimentacidn, el flujo convectivo de material ira hacia arriba.

Se supondra que la alimentacion, al entrar al equipo, se diluye instantdneamente en toda el area donde

se llega a una concentracion conocida como concentracion conjugada u; .
Asi, el problema matematico de la sedimentacion ideal continua adquiere la siguiente formulacion:

Encontrar una funcion u(z,t) en un dominio R x [0, T] que sea solucion débil (ver anexo 7.10.2 0

las referencias para mas detalles) de la ecuacion diferencial parcial

du(z,t)  0F(u,zt)
5% + PP = s(t)6(2), (7)

donde s(t) corresponde a un término fuente, § corresponde a la distribucion delta de Dirac y F

corresponde a una funcion de flujo total discontinua dada por:

qeu z < —B
F= geu + fp(w) —-B<z<0 (8)
quu + fp(w) 0<z<H
quu H<z

La solucidn esta sujeta a la condicion inicial

u(z,0) = uy(2) 9)
tal que en discontinuidades cumpla con la condicion de Rankine-Hugoniot:
|

x(t) = Tl (10)

—
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donde [G] = G* — G~ representa la diferencia entre los limites laterales de una funcién cualquiera G

a ambos lados de la discontinuidad, y x(t) una curva emplazada en la discontinuidad.
Ademas estas discontinuidades cumplen con la condicion de entropia [26]:

Sw-,ut) <Sw ,v) Vve[u,ut] (11)
Donde S(u, v) corresponde a la velocidad con la que se mueve la discontinuidad en funcion de u y v,
notar que la condicion de Rankine-Hugoniot implica que

S(uv) = F(u) — F(v). (12)
u-—v

Este problema, salvo muy pocas situaciones no puede ser interpretado en la forma clasica en que se

interpreta un problema de valores iniciales y de contorno, esto debido a que se esperan soluciones que

formen discontinuidades como las suspensiones reales, asi, el problema debe interpretarse de forma

débil, asociado a condiciones de entropia apropiadas, que permiten seleccionar de entre las soluciones

débiles al problema, la solucidn fisicamente relevante.

El problema matematico que resulta puede resolverse mediante el método de las curvas caracteristicas,
donde la solucidn estara representada por una serie de curvas llamadas caracteristicas sobre las cuales

la concentracion es constante, y se propagan a partir de los datos iniciales.

En ocasiones estas curvas pueden intersectarse, y formar las conocidas como “ondas de choque”, y en
otros casos, dejar zonas del plano (z,t) sin curvas caracteristicas, donde, gracias a la nocién de
solucion de entropia puede determinarse que la solucion varia continuamente y aparecen las conocidas
como “ondas de rarefaccion”, también pueden aparecer combinaciones de estos dos comportamientos
[27].

Los tipos de soluciones cualitativamente distintas para ciertos pares de problemas de Riemann (Ver
anexo 7.11.5) reciben el nombre de modos de sedimentacidn continua, revisiones de los modos de
sedimentacion continua para una funcion de flujo batch con un punto de inflexion pueden encontrarse
en[2, 6, 16].

2.2.2. Zonas en la operacion de un espesador continuo.

La ecuacion (8) separa el espesador en cuatro zonas distintas definidas segin como se considere la
funcién de flujo, esta distincion es independiente del tiempo y de la operacion, sin embargo, se desea

definir una serie de demarcaciones basadas en las caracteristicas dinamicas del sistema.
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Conchaensu libro [2], separa un espesador en cuatro zonas distintas, otros autores prefieren distinguir
entre tres zonas, o bien considerar otros limites para cuatro zonas como es el caso de Comings [28]
que en su trabajo de 1954 considerd una zona extra para tener en cuenta el efecto de las rastras,
considerando los objetivos de este trabajo, se utilizara la distincion propuesta por Concha, que se

presenta a continuacion:

Zona de agua clara

Corresponde a la zona ubicada por sobre la alimentacion.
Zona de sedimentacion

Esté ubicada inmediatamente por debajo de la alimentacion, el material una vez entra en el espesador,
se diluye inmediatamente hasta alcanzar una concentracion caracteristica Ilamada concentracion

conjugada, o u, a lo largo del texto.
Zona de transicion

En esta zona la concentracion de sélidos pasa de la concentracion conjugada a la concentracion de
sedimento, esto puede ser mediante una onda de choque (discontinua), una onda de rarefaccion
(continua) o una combinacién de ambos comportamientos, en el estado estacionario esta zona

corresponde a una onda de choque, reduciéndose a un punto.
Zona de sedimento

Llamada zona de sedimento, corresponde a una zona ubicada inmediatamente debajo de la zona de
transicion, es una zona de concentracion constante en el estado estacionario, que recibe el nombre de

concentracion del sedimento.
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3 ESTADOS ESTACIONARIOS EN UN ESPESADOR CONTINUO.

3.1. Preliminares.

Numerosos estudios sobre los estados estacionarios en un tanque sedimentador fueron publicados a
lo largo del siglo XX, comenzando con los trabajos fundacionales de Coe y Clevenger [29] en la
primera mitad del siglo y en la segunda mitad por Lev, Bustos, Concha, Barrientos entre otros [30],
se sigue aqui la linea de trabajos publicados por Diehl a partir de 2001 [7, 10, 12, 13] quien estudio
de forma exhaustiva tanto los estados estacionarios como las respuestas dinamicas a cambios escalén

de un tanque sedimentador®.
3.2. Definiciones.

En estos trabajos se supone que la funcion de flujo batch posee las siguientes propiedades:

fo € C2[0, Upsx] (13)

fo(w) >0, u € [0, Upnax] (14)

f5(0) = fp(Umsx) =0 (15)

fb posee un tnico punto de inflexion en uy,r € (0, Upay) (16)
' (w) <0, u € (0,ujnys) (17)

3w >0, u€ (Wnsp Umax) (18)

Notar gque tanto la funcion de flujo de Richardson y Zaki como la de Michelson y Bolgers cumplen

estas propiedades a condicion de que u;,r; < Upay, € la figura 1 se muestra una funcién de flujo

batch y las concentraciones ui, f; Y Uy

9 T r T

8

TN ) = e

6 \

o

4t H

3.

Q‘K H

1 -

0 2 4 6 8 10
Uinfl Umax

Figura 1 Funcién de flujo batch, punto de inflexién y concentracion
maxima.

10 Para una funcién de flujo batch que cumpla ciertas propiedades, considerando un tanque de area constante, y sin tener
en consideracion los efectos de la compresibilidad del sedimento.
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Se definen en base a esto y las velocidades de flujo convectivo los siguientes valores, que son de gran

importancia en el estudio del estado estacionario y la dindamica del proceso:

Gu = —fp (Umax) (19)

Tu = —fp Wing1) (20)
En muchas ocasiones el minimo local uy, a la derecha de u;,f, juega también un rol importante, pues
corresponde a la concentracion estacionaria en la zona de sedimento, sin embargo, esta concentracion

no siempre corresponde a un minimo local, su definicion general para cualquier valor de g, es

Umax 0< Qu = Qu
~—1 - —

uw =1f (C@) T <qu<qu (21)
Uinfi qQu = qu

donde £, es una restriccion de la funcion £, al dominio (Winfi Umax]-
Dado u,, se define ademas el valor u,,, como el valor que satisface la relacion

fum) = f(um), (22)
tal que u,, sea distinto de wu, y ademas u,, < u;,r;, ambos valores junto a las concentraciones

asociadas al punto de inflexion y a la concentracion maxima se muestran en la figura 2.

folw) m/

f(u) = fo(u) + quu

() + g

Um Uinfl UM Umax

Figura 2 Funcién de flujo global y concentraciones relevantes.

Se define también el flujo limitante

h(a) — {f(u) para ucE€ [O' um] U [uM'uméx]

Juim (W) = u min f(uy) para U € (Up,uy)’

SASUmax
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y el flujo en exceso:

E(ur,s) = s = fum(ur), (24)
s corresponde a la velocidad de flujo volumétrica de sélidos en la alimentacion.

3.3. Construccion del estado estacionario.

Se enuncié en [7, 10, 12, 13, 26, 31] un teorema de importancia que menciona que en un tanque
sedimentador, fijas las funciones f y g asociadas a los flujos en las distintas zonas del tanque
sedimentador a cada lado del alimentador, los valores de concentracion de solidos en la descarga y
efluente en el estado estacionario, estan determinados por las variables de alimentacion, es decir, flujo

y concentracion de sélidos en la alimentacion®?.

Mostré también como obtener informacion sobre los estados estacionarios a partir de la grafica de la
funcion de flujo F*2 en funcidn de la concentracion de solidos, en un plano llamado Q el cual quedaba
dividido en distintas zonas, de modo que al graficar en este plano el punto de alimentacion (uy, s),
puede obtenerse, segun la zona del plano Q en que esté ubicado, el comportamiento cualitativo de la

solucion en el estado estacionario.

Otro resultado de importancia es que el flujo en exceso define si la unidad se sobrecarga, se vacia o
se carga criticamente, que corresponde al estado que se desea (con la existencia de una cama de

sedimento), la regla para determinar qué comportamiento se manifiesta es la siguiente:

. >0 La columna se sobrecarga
St €=0 La columna se carga criticamente
E<O

La columna se vacia

De los tres casos mencionados, el tnico que manifiesta una cama de sedimento es el caso criticamente

cargado.

Un teorema central en esa publicacion [7] es el que enuncia que, dado un punto de alimentacion, fijo
el caudal de descarga, los conjuntos recien definidos cubren todas las posibles alimentaciones, y el
estado estacionario al que llegard una columna de sedimentacion, esta determinado de manera Unica

para cualquier punto en los conjuntos U y O, por otro lado, para los conjuntos € se tiene que existe

11 Mas, el perfil estacionario no esta determinado de forma Unica, esto quiere decir que la altura de la cama de sedimento
no esta determinada de manera univoca.
12 Que consiste en la suma de los flujos convectivo y batch para la descarga.
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una solucion estacionaria, que esta determinada excepto por la ubicacion de la cama de sedimento (La

definicion de estos conjuntos del plano  puede encontrarse en el anexo 7.3).

Ademas, es posible obtener valores explicitos para una serie de variables que describen el estado
estacionario, como las velocidades de flujo y concentraciones de solidos en las diversas zonas de la

columna de sedimentacion, asi como las concentraciones de sélidos en el efluente y la descarga:

fenick (g, 8) = mings, fiim (ur)) (25)
uu(uf;s) _ Aftenicr(ur, ) (26)
Qu
As S (27)
Qe(uf's) - u_f_ Qu = u_f_ Qu
A 0, E(uy, (28)
ue(uf, s) = maX(Q Q. 5)) paraQ, >0

Con estos teoremas, es posible determinar de manera Unica las variables externas en estado
estacionario para una columna de sedimentacion dadas la alimentacion, el caudal de descarga y la
altura de la cama de sedimento para el caso criticamente cargado, notar que la altura de cama de
sedimento es un parametro libre, esto es, no esta prefijado por las variables de alimentacion y descarga.

Un problema mas interesante que determinar el tipo de estado estacionario que se alcanza en base a
la alimentacion y la descarga, es determinar qué caudal de descarga permite bajo una alimentacion
determinada alcanzar una operacion que pueda llamarse 6ptima en estado estacionario, para plantear

bien este problema, es necesario primero explicitar que se entiende por operacion optima.
3.4. Operacion optima de una columna de sedimentacion.

Se dice que una columna de sedimentacion opera en forma dptima en un tiempo t si q,,(t) < g, Y la
solucidn al problema dindmico satisface:

1) uy(t) =0 ulx,t)=0 —-H<x<0
2) Existe una altura de cama de sedimento x,,(t) € (0, D) tal que:

[0, uinfl) 0<x< Xsb (t);
uinfl'uméx] Xsb (t) <x <D.

u(x,t) € {[
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En base a esta definicion es posible demostrar que una condicion necesaria (no suficiente) para que

se mantenga la operacién 6ptima en todo tiempo t es:

(uf(t),s(t)) € P, UA,UAs, (30)

Lo cual pone un limite natural a las alimentaciones que puede recibir una columna de sedimentacion

sin perder su operacion optima.

De aqui se obtiene una definicién natural para la altura de cama de sedimento para un tanque
sedimentador operado de forma Optima, como la discontinuidad tal que el salto de concentracion pasa

por el valor u;, ;.

Esta informacién y la mencionada en las secciones anteriores, permite la construccion de un algoritmo
que permite resolver el problema de determinar el caudal de descarga que permita obtener una
operacion optima en el estado estacionario para una alimentacién determinada, en el anexo 7.1 se

presenta el diagrama de flujo de este algoritmo.

Y mediante la aplicacion de este algoritmo es posible construir las siguientes graficas de estado
estacionario, donde, para cada par fraccion volumétrica de sélidos y velocidad de flujo en la
alimentacidn, se entrega el flujo de descarga y concentraciones de sélidos en la zona de sedimento y
sedimentacion en estado estacionario, estos tres graficos de contornos permiten apreciar la forma de
las curvas de nivel, la funcidon de flujo utilizada corresponde a la funciéon de flujo del material

considerado.
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4 SOLUCIONES NUMERICAS Y SIMULACIONES EN LAZO ABIERTO.

Primero se presenta el método numerico a utilizar para resolver las ecuaciones que modelan el sistema
obtenidas en el capitulo 11, luego se procede a mostrar el método a utilizar para determinar la altura

de la cama de sedimento en base a las simulaciones.

Se muestran y estudian las soluciones en lazo abierto del modelo obtenido, y como este responde ante
cambios escalon en las variables de entrada, el capitulo finaliza con un anélisis de estas respuestas y
presenta como esta informacién puede ser correlacionada aproximadamente con pardmetros tipicos

considerados en el estudio de sistemas de control.
4.1. Descripcion del método numérico.
Para més detalles de este punto, revisar las referencias [32, 33].

El método utilizado para obtener simulaciones es un método de diferencias finitas, de paso temporal
de primer orden explicito, el primer paso en este método consiste en discretizar el espacio y tiempo,
el tanque es subdividido en N subintervalos, se consideran ademas n subdivisiones espaciales arriba
y abajo del tanque y por su parte el intervalo de tiempo [0, T] en M subintervalos, de modo que las

longitudes de subintervalos espaciales y temporales seran:

B+H
Mx=—p— Y (31)
T
At=o (32)

asi, el j-ésimo intervalo espacial al interior del tanque, con j = —n, ...,1, ..., N, ..., N 4+ n sera

Iy; =[-H+ (= DAx,—H + jAx) = [xj-1, %)) (33)
Para los puntos exteriores al tanque se consideran subindices negativos asociados a la parte superior

del tanque y subindices mayores a N para los inferiores al tanque.
El i-ésimo intervalo temporal, con i = 1, ..., M estara dado por:

I, = [(i — DAL, iAt) = [t;_q, t;) (34)
Se define la razon entre la longitud del intervalo temporal y el intervalo espacial

At (35)

A:E.
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Se define el promedio de celda en el intervalo espacial j y tiempo i

e (36)
Ui = Ef u(x, t;)dx.
xj_l
Este método numérico estudia la evolucion temporal de estos promedios de celda, asi el método,
conocidos los valores de promedios de celda para un tiempo t; permite calcular el valor de promedio

de la celda en el tiempo t;,, siguiendo el siguiente célculo:

Uji+1 _ Uji _ A(Fnum(Uji, ji+1;xj;ti) _ Fnum(Uji_l’ ji'xj—lrti)) + 85es(t7) (37)

Donde la funcion F™™ es una funcion de flujo numérica que aproxima al flujo real entre celdas, &

corresponde a la funcion delta de Kronecker, y k corresponde al nimero asociado a la celda espacial

que contiene en su interior a la alimentacion.

Los promedios de celda iniciales pueden ser obtenidos a partir del perfil inicial de concentracion:

Xj
Uj0 =f u(x,0)dx (38)

Xj_q
La funcion de flujo numérica puede ser evaluada de diversas maneras [33, 34], un primer paso en este
sentido es separar la parte convectiva de la parte asociada al flujo batch, y tratar a cada una por
separado, debido a que el flujo asociado a la parte convectiva es lineal respecto de la concentracion
puede tratarse sin problemas mediante un método upwind, pero resta determinar un tratamiento
adecuado para la parte batch, aqui se utilizara un flujo numérico del tipo Enquist-Osher, que permite
obtener soluciones consistentes con las restricciones de entropia, el flujo batch entre la celdillajy j +

1 se llamara G; y puede evaluarse siguiendo

1
6 = h(U Upes) = 5

Ujt1
1o (U) + fo(Ujs1) = j Ifb'(f)ldf]- (39)

Asi, el flujo numérico se evaluara siguiendo

[ —4eUjn para j<o0
prum _ J _Qer+1 + Gj para 0<j< k — 1. (40)
! @Ui+G  para  f<j<N

L 0 U; para N<j
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La condiciéon CFL asociada a este método es

At 1

PR (41

max + max u
0<t<T A SUSUpmq |fb( )l

4.2. Determinacion de la altura de la cama de sedimento.

Si bien es cierto, considerando una columna de sedimentacion operada de forma 6ptima en el estado
estacionario, la altura de la cama de sedimento adquiere un valor bien definido, durante el desarrollo
dinamico del proceso, esta cama de sedimento!®, puede desaparecer, dando paso a una onda de

rarefaccién, o bien una combinacién de estos comportamientos.

La teoria de Kynch, segun demostraron los desarrollos matematicos de Diehl [7, 10, 12, 13], permite
determinar un rango de caudales de descarga tales que la cama de sedimento no desaparece, sin
embargo, lo cierto es que la determinacion de este rango de caudales se realiza en base a la funcion
de flujo batch, la cual es determinada empiricamente, y por lo tanto adolece de errores experimentales
y de muestreo, de modo que el rango calculado podria no coincidir exactamente con el rango real,
otras causas para esta diferencia pueden ser modificaciones en la funcion de flujo causadas por
cambios en la dosis de floculante** o por cambios en la mineralogia o granulometria de las especies a

sedimentar y por lo tanto, no se puede suponer que siempre se pueda mantener una operacion optima.

Se justifica asi la necesidad de atribuir a un perfil de concentraciones de sélidos un nimero que esté
asociado a la idea que se tiene de altura de cama de sedimento, y que esté bien definido incluso cuando

la discontinuidad desaparezca.

El método utilizado por Diehl en [15] para dar un valor a la cama de sedimento, que recibira en este
trabajo el nombre de método del inventario, estd basado en la relacion que existe en el estado

estacionario entre la cama de sedimento y el inventario, que es

M (42)
P 2 = (H - Zsb)um + ZspUpy-
s

Esta expresion posee diversas limitaciones que deberian considerarse, en primera instancia, supone

que el perfil de concentraciones al interior del espesador es una funcién constante por trozos, lo cual,

no es en general verdadero salvo en estado estacionario, segin lo demostrado con multitud de

13 Entendida como la posicién donde ocurre la discontinuidad que pasa por la concentracion wu;, ;.
14 O bien cambios en la forma en que el floculante se dosifica, no obstante, este factor, se obvia debido a que en este
trabajo se considera exclusivamente sedimentacion ideal.
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ejemplos por Diehl en [12], otro problema es que de acuerdo a esta expresion, una perturbacion en las
variables de alimentacion genera un cambio instantaneo en la altura de la cama de sedimento, sin
embargo es bien conocido que una perturbacion en las variables de alimentacién sélo puede
propagarse con una velocidad finita dentro del espesador, en consecuencia, se tendra la existencia de
un retardo correspondiente al tiempo de viaje de la nueva concentracion conjugada desde la
alimentacion hasta la cama de sedimento, otro defecto, menor y en principio corregible es que supone
que las concentraciones u,, Y u,, sSon constantes, pero como se vio anteriormente, dependen de las
variables de alimentacion y la descarga, sin embargo este ultimo problema puede resolverse mediante

un re-calculo constante de esos parametros en base a las condiciones de operacion®®.

Otro problema, no inherente a la expresion corresponde a que resulta mas natural medir la altura de
la cama de sedimento para controlar el inventario y no al revés, considerando que lo que se desea en
este trabajo es medir y controlar directamente la altura de la cama de sedimento, se decidi6 no trabajar
con este método y plantear en su lugar otras alternativas de solucién, se presenta aqui la ultima de
ellas, dejando las demas en los anexos 7.4.1 'y 7.4.2 como posibilidades de desarrollo posterior.

En el anexo 7.6 se presentan graficos comparativos de los métodos del inventario, recién descrito, el
método | (Método del punto de inflexion) y el método 111 (Método del flotador) que se describiré a

continuacion.
4.2.1. Método del flotador.

Consiste en el uso de un flotador de densidad controlada que sea mas denso que el material en la zona

de sedimentacién, pero menor a la densidad del material en la zona de sedimento.

Este método posee una contraparte experimental clara, y su expresién numérica genera respuestas

suavizadas en comparacion al método del punto de inflexion.

El objetivo es determinar de manera tedrica en base al perfil de concentraciones donde estaria ubicada
esta esfera, se supone que las Unicas fuerzas que actlan sobre la esfera son el peso y la fuerza de

empuije’®.

15 En realidad, el reajuste propuesto conlleva grandes dificultades, debido principalmente a que las concentraciones de
solidos en el espesador sufren modificaciones con lentitud, de modo que los parametros varian gradualmente con el tiempo.
16 De modo que las fuerzas de arrastre producidas por el movimiento de material se desprecian.
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El desarrollo matematico de esta idea se encuentra en el anexo 7.5, las principales consecuencias del

analisis ahi realizado son las siguientes:

El método posee una limitacion natural, y es que, ignorando errores en las mediciones y
otros, entrega valores para la altura de cama de sedimento que pueden variar en el intervalo
[zg, — 1, 2z5p + 1] donde r es el radio de la esfera y zg;, es el valor real de la altura de la
cama de sedimento.

Cuando se tiene un perfil de concentraciones dado por un conjunto de valores
representativos en subintervalos de tamafos equivalentes, es posible obtener la posicion
de la cama de sedimento mediante la basqueda del punto donde se anula una funcion del
perfil de concentraciones, que puede ser evaluada como

i = b - 5 (24224 o, @3)
3\ps —pL
donde A es una matriz constante que depende de la geometria del flotador, U es un vector

de concentraciones, p, es la densidad masica de la esfera, p, es la densidad del liquido

soporte, y p es la densidad del sélido en suspension, y E es un vector columna de unos.

Por su parte la matriz A cumple la relacion A;; = A; 41 j4+1 -

La etapa siguiente del método es realizar al vector H una interpolacién mediante funciones lineales a

trozos, y determinar el punto donde esta interpolacion intersecta al eje z, este punto correspondera a

la aproximacion de la altura de la cama de sedimento, este método seré el utilizado.

4.3. Simulaciones en lazo abierto.

En el trabajo de Diehl [12] se muestran las respuestas en lazo abierto que tiene una columna de

sedimentacion en operacion Gptima ante una gran variedad de cambios en las variables de entrada,

aqui se replican estos resultados, pero considerando pequefios cambios en las variables de entrada, y

con los parametros determinados experimentalmente.
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Tabla 3 Parametros fisicos y condiciones iniciales para la simulacién en lazo abierto.

Parametro Valor Parametro Valor
A 7.07x102 m? N 9.6
L 2m Zgp Im
D 0.3m us 0.12
Ps 2700 kg/m?® Q; 6.67x10° m%/s
P 1000 kg/m? pa 1500 kg/m?
Yomax 0.65 R 0.015m
Vo 5.05x10° m/s

Tabla 4 Parametros Numéricos para la simulacion en lazo abierto

Pardmetro Valor
Az 0.0020 m
At 0.3300's
T 2000 s

Se estudian por separado los efectos de alteraciones escaldn en cada una de las variables de relevancia,

que seran, flujo de descarga, flujo de alimentacién y porcentaje de sélidos de alimentacion.

Las respuestas para cambios en el porcentaje de solidos en la alimentacidén son cualitativamente
iguales a las respuestas a los cambios en el flujo de alimentacidn, asi que se remite al lector al anexo
7.213y7.74.

Primero se determina el estado estacionario del sistema cuyos valores se muestran a continuacion:

Tabla 5 Estado estacionario determinado

Pardmetro Valor
Uy, 0.0276
Uy 0.3816
Q. 1.743x10"° m%/s

Los cambios siguientes fueron todos realizados en un tiempo t = 200s, debido a las asimetrias del
sistema, aparecen ligeras diferencias cuantitativas entre cambios positivos y negativos, las respuestas

a los cambios escaldn negativos pueden ser encontradas en el anexo 7.2.1.
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4.3.1. Efecto del cambio en el flujo de descarga.

A partir de las condiciones iniciales estipuladas en el apartado anterior, se realiza una modificacion
positiva del 9.5% en el flujo de descarga, es decir de 1.667x107¢ m3/s:
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Cualitativamente, la principal observacién es que, en las condiciones impuestas, ante un cambio
escalon en el flujo de descarga se produce un comportamiento lineal en la altura de la cama de
sedimento, si el cambio escaldn es positivo, como es de esperarse, la cama de sedimento sube y de ser

negativo, la cama de sedimento baja.

Las pendientes de crecimiento no son exactamente iguales con el signo cambiado, aunque la magnitud
del cambio tenga el mismo valor absoluto, puesto que el fendbmeno de incremento (o decremento) de
la altura de la cama de sedimento es un fendmeno asociado a la velocidad de propagacion de shock,
el cual depende sensiblemente de la concentracion, en cualquier caso, la magnitud de ambas
pendientes se parecen, lo cual indica que al tender el cambio escalon a cero, las pendientes de

crecimiento debieran tender a igualarse, como es de esperarse.

Una vez impuesta la perturbacion, el efecto sobre la altura de cama de sedimento es instantaneo, sin
retardo alguno, esto trae como consecuencia que el comportamiento de la altura de cama de sedimento

y el inventario sean analogos.
La concentracién de solidos en la descarga sigue una dindmica sobre-amortiguada.

Se presenta también un grafico de la concentracion conjugada, que sufre un pequefio cambio negativo

instantaneamente.

0.0276 Concentraci?n conjugada

0.0274 — |

0.0272 — =
0.027 — -

0.0268

Fraccion volumétrica de solidos

=3
=<3
()
&

L
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo (s)

=]

Figura 6 Dinamica de la concentracion conjugada ante un cambio escalén positivo en el
flujo de descarga.

Respecto al cambio escalon negativo, se aprecia un comportamiento similar, pero la altura de cama
de sedimento aumenta linealmente en el tiempo, sin embargo, manifiesta una diferencia cualitativa
importante, la disminucién en el caudal de descarga genera una onda de rarefaccion que se propaga

desde la descarga, cuyo principal efecto es aumentar el porcentaje de sélidos en la zona de sedimento.
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4.3.2. Efecto del cambio en el flujo de alimentacion.

Se realiza una modificacion del 25% en un flujo de alimentacion, concretamente de 1.66x10~5m?3/s
en un tiempo t = 200s:
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La respuesta de la cama de sedimento al cambio escaldn en el flujo de alimentacion tiene en esencia
dos caracteristicas principales, un retardo y un crecimiento (o decrecimiento) lineal sostenido durante

un tiempo’.

El retardo es esperado, debido al tiempo que les toma a las curvas caracteristicas propagar la
informacion de la nueva concentracion conjugada desde la alimentacion hasta la cama de sedimento,
y dada la funcién de flujo, depende de la concentracion conjugada anterior, la nueva concentracion
conjugada y la altura de la cama de sedimento, la dependencia respecto de la cama de sedimento en
general es lineal, y la dependencia del retardo con ambas concentraciones conjugadas es mas compleja
y depende de la funcién de flujo y su derivada evaluada en ambas concentraciones.

4.4. Analisis de las respuestas escalén:

El andlisis se divide en dos casos, como se vio en la seccion anterior, las alteraciones en la
alimentacion, ya sea de flujo como de concentracion comparten ambas la caracteristica de poseer un
retardo y luego generar una alteracion lineal a la cama de sedimento, mientras un cambio escalon en
el flujo de descarga si bien genera alteraciones lineales en la altura de la cama de sedimento, sus

efectos son inmediatos, por lo que su analisis sera separado.

Los andlisis de esta seccion consideran solo los casos observados en las simulaciones de lazo abierto,
y no pretenden ser extensivos en el sentido de representar cualquier tipo de cambio escalon en la
alimentacidn, un estudio que si considera todas las respuestas escalon cualitativamente distintas puede
ser encontrado en [12], donde se presentan ademas en los casos en que es posible las expresiones
analiticas para todos los parametros que aqui se estudian, en este sentido, esta seccion no presenta
ninguna novedad salvo la reinterpretacion de estos pardmetros como informacion de utilidad para el

control de procesos.

En [46], Bustos y colaboradores estudiaron el problema del control en términos muy similares a los
que se utilizaran aca, y obtuvieron las ecuaciones aun antes que la citada publicacién de Diehl, aunque

sin toda la generalidad del trabajo de Diehl.

Los respectivos ejemplos de calculo de los pardmetros pueden ser encontrados en el anexo 7.7.

17 Hasta que la cama de sedimento alcance la descarga o bien la alimentacién.
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4.4.1. Alteraciones en la alimentacion

Supdngase que ocurre un cambio en la alimentacion que altera la concentracidn conjugada de un valor
ul, a un nuevo valor u2, se busca obtener expresiones que permitan relacionar las condiciones de
operacion, y los parametros del sistema con las caracteristicas principales de la respuesta escalon en

lazo abierto, esto es, el retardo y la pendiente inicial de modificacion de la cama de sedimento.

El valor de u? puede obtenerse mediante la solucion de

urqr = fo(ud) + quue. (44)
Por su parte, resultara de utilidad debido definir el operador:

(w)* = max(a € [wins, Umax]: Sp(w, @) < Sp(w, B) VB € [U, umax]), (45)

cuya imagen para valores de u € [0, u;, ;] puede ser obtenida mediante la resolucion de

fow) — fr(w) = W —wf, w". (46)
4.4.1.1. Analisis del retardo

El retardo visto en las simulaciones de lazo abierto depende fundamentalmente de la altura de la cama
de sedimento, el punto de alimentacion y la velocidad de propagacién de la perturbacion en la zona
de sedimentacién, el anélisis debe dividirse en dos casos, segun esta propagacion sea mediante una

onda de choque, o una de rarefaccion.

i) Si la onda es de choque:

Las ondas de choque aparecen cuando las curvas caracteristicas en las nuevas condiciones se
intersectan con las que existian anteriormente solapandose, esto fuerza a que las soluciones de
entropia a la ley de conservacion contengan discontinuidades, se caracteriza por una unica
velocidad de propagacion, matematicamente, para el caso que compete, este tipo de soluciones

aparecen cuando f'(ul,) < f'(u?).

Corresponde al caso mas sencillo, la propagacion de la informacion es lineal y su expresion puede

ser obtenida en base a la condicion de Rankine-Hugoniot

fum) — f(ud) (47)
o= ,

ul, — u?
considerando ademas que la velocidad de propagacion de la informacion corresponde a la distancia

recorrida dividida en el tiempo se obtiene que
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_ B — Zsp (48)
g = 9 )

y asi, puede deducirse una expresion para el retardo 8 en base a la funcion de flujo, las condiciones

de operacion, y las respectivas concentraciones conjugadas, que es

ul —u?
 fub) — f(ud)

i) Si la onda es de rarefaccion:

0

(B — zgp). (49)

Este tipo de comportamientos aparece cuando aparece una zona sin curvas caracteristicas, la
solucidén de entropia para este caso corresponde a un cambio continuo de valores, llamado onda

de rarefaccion, matematicamente, el caso que compete, ocurre cuando f'(uk) > f'(u2).

Es un caso mas complicado pues la informacion no exhibe una sola velocidad de propagacion y
se propaga un continuo de valores que varian desde la concentracion ul, hasta la nueva

concentracion u2,.

Para estimar un retardo para este caso, se utilizara un promedio ponderado de las velocidades de
propagacién de ambas concentraciones limite, asi, la velocidad de propagacion de la informacion

estard dada por

o =af' (um) + (1 —a)f'ud), (50)
la estimacion 6ptima a priori del valor del pardmetro a es un problema que excede los alcances de
este trabajo, sin embargo, como puede verse en los anexos, en los casos analizados, un valor de
a = 1 permite estimar con precision la velocidad de propagacion real de la perturbacion, lo que
quiere decir, que el retardo esta esencialmente controlado por la velocidad de propagacién

asociada a la concentracion conjugada inicial.
En este caso, el retardo puede ser estimado mediante la expresion
B — zg, (51)

T af () + (1— a)f (ud)

Un altimo caso, si bien de escasa importancia practica es aquel en que ambas velocidades de

0

propagacion son iguales, aqui se apreciara una discontinuidad similar a un choque propagandose
con una velocidad f'(ul,), la expresion para el retardo permanece inalterada considerando esta

velocidad de propagacion.
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4.4.1.2. Andlisis de la pendiente inicial

Por su lado, el crecimiento lineal es también esperado debido al cambio también lineal del inventario
de soélidos al interior del espesador, considerar que esto motiva la forma utilizada para la
determinacion de la cama de sedimento en la literatura como puede verse en Diehl [15], también es
posible determinar la pendiente de este crecimiento lineal, sin embargo, esta estimacion resulta mucho
mas problematica debido a la gran diversidad de comportamientos que pueden presentarse [12], por
lo que el analisis debe realizarse caso a caso como se hizo en el trabajo referenciado, donde incluso,

se muestra que en algunos casos no se tiene un crecimiento lineal.

Sin embargo, los valores de alimentacion o cambios en el flujo de descarga que pudieran generar esta
clase de comportamientos estan relativamente alejados de la operacion éptima, y representan cambios
drésticos en las variables de alimentacion (especificamente corresponden a cambios escaldn tales que
el nuevo punto de alimentacién queda ubicado en las zonas O,, U, Osj, 0 Os, la definicion de estas
zonas puede encontrarse en 7.3), por lo que si se acota el andlisis a cambios pequefios en torno al
punto de equilibrio, y con g, < g, se pueden generar expresiones para la pendiente inicial del

crecimiento de la cama de sedimento siguiendo las mismas consideraciones anteriores:

) Si la onda es de choque:
Razonando de forma similar a la estudiada anteriormente, se puede estudiar la velocidad de
propagaciéon de esta onda, que corresponderia a la velocidad de crecimiento de la cama de
sedimento mediante la condicion de Rankine-Hugoniot:
[ - F()) (52)
uz — g’

donde el valor (u2)* representa el limite superior de la onda de choque considerando una

concentracion conjugada u?, que puede calcularse resolviendo la ecuacion (46).

i) Si la onda es de rarefaccion:

En todos los casos observados, la altura de cama de sedimento corresponde a una onda de choque,

sin embargo, de no ser ese el caso se puede aplicar una expresion similar a la ecuacion (50).
4.4.2. Alteraciones en el flujo de descarga.

Como se vio en las simulaciones, una alteracién en el flujo de descarga se traducia en una respuesta

inmediata (sin retardo) en la cama de sedimento, la cual crece de manera lineal y sostenida en el
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tiempo, la pendiente de este crecimiento puede ser estimada mediante el mismo método descrito
anteriormente, basado en la condicidon de Rankine-Hugoniot para el caso de una onda de choque, y
mediante una ponderacion entre velocidades de propagacion extremas para el caso de ondas de

rarefaccion.

4.5. Comportamiento dinamico del sistema.

El principal resultado obtenido en base a las simulaciones realizadas en el apartado anterior,
confirmando lo expresado por Diehl en 2007 [15] y reportado en multiples oportunidades por
operadores [35], es que dada una columna de sedimentacion operada de manera Optima en estado
estacionario, el comportamiento de esta columna ante pequefios cambios escalén en las variables de

alimentacion y descarga, se puede resumir como sigue:
q, disminuye o s aumenta = m aumenta,y zg, aumenta
q, aumenta o s disminuye = m disminuye,y zg, disminuye

Junto a la respuesta cualitativa de la respuesta del sistema ante cambios escalon, esta propiedad
permite estipular la forma que poseen las funciones de transferencia asociadas a cada una de las

variables, siendo para el caudal de descarga

K 53
-k (53)
S

y para modificaciones en la alimentacion de sélidos

K'e—0s (54)

s = s )
Esta informacién es fundamental para realizar la sintonizacion del controlador, los valores de las

constantes involucradas se determinan en el anexo 7.7.

Otro comportamiento de importancia es que cualquier cambio en la alimentacion o en el caudal de
descarga genera un cambio en la concentracion conjugada, el cual se propaga desde la alimentacion

con direccion hacia la descarga del espesador.

Un cambio en el flujo de descarga genera una respuesta sobre-amortiguada en la concentracion de
solidos en la descarga, mientras que, cambios en la alimentacion, no generan respuestas en la

concentracion de descarga si no tras pasado mucho tiempo.
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5 SISTEMA DE CONTROL

En este capitulo se describe brevemente la estrategia de control P, la estrategia de l6gica difusa puede
encontrarse en el anexo 7.9, se plantean y desarrollan los objetivos de control deseados, luego se
presentan las respuestas escalon del proceso ante el sistema de control Pl y se realiza un andlisis
cualitativo de las respuestas escalon, un estudio de la sintonizacion de este sistema puede ser

encontrado en el anexo 7.8.
5.1. Preliminares

5.1.1. Tipos de control

Se proponen dos estrategias de control, un controlador PI, y un controlador de Iégica difusa cuyo

desarrollo puede encontrarse en los anexos.
5.1.2. Error

Llamese error a la diferencia actual entre el valor adquirido por una variable de salida y un valor de
referencia deseado para esa variable de salida comunmente llamado set-point, la variable de salida y

la referencia deseada pueden ser funciones del tiempo, y en consecuencia se tiene

e(tn) = y(tn) — ¥ (tn), (55)
también serd de importancia su derivada en el tiempo:

Ae(tn) = e(tn) - e(tn—l): (56)
para el control de légica difusa se consideraran estas dos definiciones, pero normalizadas, dividiendo

el error por la salida de referencia, y la derivada por algin valor de derivada maxima que se desee.
5.1.3. Control PID:

Un primer tipo de control a tener en consideracion es el control proporcional o control P, el cual
determina la accién a ejecutar considerando que la modificacion a la variable manipulada debe ser

proporcional al error, expresado en la forma:

Am(t,) = Kye(t,), (57)
donde K, corresponde a la constante del controlador, cuya magnitud dicta cuan rapido responde el

sistema de control a la perturbacidn, esta constante puede ser positiva o negativa segun las necesidades
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del sistema, un valor alto de |K,| implica una mayor velocidad de respuesta ante los cambios, pero

puede generar inestabilidad.

La principal ventaja de este sistema es su facil implementacion, sintonizacion y programacion, sin
embargo, en el estado estacionario, la variable de salida, puede presentar, de acuerdo a las
caracteristicas del sistema, un error distinto de cero en el estado estacionario, este error, comunmente
llamado off-set puede disminuirse aumentando el valor de la constante | Ky, |, sin embargo, como se ha

mencionado, esto podria ocasionar inestabilidad en el sistema.

El control PID corresponde a una extension natural del control proporcional, que tiene en
consideracién no solo la diferencia entre el valor actual y la referencia, sino también la integral y
derivada de esta diferencia en el tiempo, esto permite solucionar el problema del off-set asociado al

controlador P.

La forma normal que representa a este tipo de control es, para el caso discreto

n

am(ty) = Kpe(ty) + K, Y e(t) + Kphe(ty), (58)
i=1

sin embargo, cuando el control se realiza en base a valores determinados en linea, es frecuente en
muchas industrias que la parte derivativa en este control se omita, debido a que, aunque mejore la

respuesta a la variabilidad, esta tiende a sobre reaccionar ante el ruido en las mediciones.

Por esta razon, se decide aplicar una estrategia de control basada en el control Pl con leves
modificaciones, que no posee parte derivativa, opera razonablemente bien ante el ruido en las

mediciones, y de converger, lo hace al valor de la variable de referencia.
Para el control PI, la forma velocidad es

Am(t,) = m(t,) — m(t,—1) = KpAe(t,) + Kje(t,)At. (59)

Que corresponde a la forma que con leves cambios se programara en las simulaciones.
5.2. Objetivos de control:

El objetivo de control a considerar en este trabajo corresponde a mantener la altura de la cama de
sedimento cerca de un valor estable deseado, sin embargo, en un espesador otros objetivos también

resultan deseables.
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Los objetivos de control méas importantes en un espesador son asegurar la continuidad operacional del
espesador (evitar embancamientos y sobrecargas) y lograr el maximo porcentaje de sélidos en la
descarga que no comprometa el punto anterior, en este sentido los autores [5, 36] proponen los

siguientes puntos como esenciales:

e Producir una baja concentracion de solidos en el rebalse (idealmente cero).

e Producir una concentracion en la descarga que sobrepase cierto valor determinado, pero que
no exceda un valor maximo.

e Ser robusto ante cambios en las variables de alimentacion.

Asi, en orden de prioridad, los objetivos de control que se buscaran en este trabajo, seran los

siguientes:

1) Controlar la altura de la cama de sedimento manteniéndola cerca de un valor de referencia
dado.

2) Sostener una operacion 6ptima en todo tiempo.

3) Producir una concentracion de descarga que no supere cierto valor u™** y que sea mayor a un
valor u™" dado.

4) Que las acciones del controlador no supongan cambios abruptos para el caudal de descarga.

Otros objetivos muy similares pero con distintos drdenes de prioridad pueden encontrarse en [10] o
en [15] donde se proponen controladores sujetos a las condiciones anteriores salvo por la cota superior

al porcentaje de solidos en la descarga.

En general las variables de perturbacion son el flujo de alimentacion Q y la concentracion de solidos
en la alimentacion ug, las variables de salida pueden ser diversas, por ejemplo, el inventario,

concentracion de sdlidos en la descarga, altura de cama o la turbidez en el rebalse, mientras que la
principal variable manipulada es el caudal de descarga, el cual puede ser manipulado mediante una

bomba de desplazamiento positivo [5].

5.3. Limites operacionales.

Previo al planteo de la estrategia de control, resulta esencial determinar los limites de operacion que
puede permitirse el controlador sin sacrificar las condiciones impuestas al control, se estudiaran los

limites impuestos por cada condicion.
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5.3.1. Primera condicion:
“El equipo se mantiene en operacion éptima en todo tiempo t”.

La primera condicion que se exige por esta via corresponde a la limitante presente en la definicién de

operacion éptima en una columna de sedimentacion, cuya expresion es

Qu(t) < Qu, (60)
pues por sobre ese caudal no es posible sostener la operacion 6ptima de la columna de sedimentacion
[12].

Considérese la funcion: f(u) = f, (w) + qyu, llamese uMal maximo local de £, se define la funcién:

fw) o<u<uM
fm() = { f ™) uM <u < fuM)/qy (61)
qutt f@M)/qu < u < Upayx

notar que esta funcion depende también del caudal de descarga.

Esto permite definir las siguientes zonas del plano Q:

S={wy):qu<y<frn)} (62)
$5=8n {(u, y):y < f(uinfl)} (63)

S, = S\$; (64)
D={wy):0<u<uUpy, fm@w <y} (65)

El resultado mas relevante en este sentido, es que una columna de sedimentacion mantendrd una

operacion éptima al menos por un tiempo mientras el punto de alimentacion pertenezca a S, 18.

Entonces, se debe limitar el flujo de descarga de manera tal que el punto de alimentacién siempre

pertenezca al conjunto S,, para simplificar, se permitira que pertenezca también a la frontera.

Esto implica que los puntos cumplen dos condiciones, pertenecen a S y ademas pertenecen a

{(,¥):y < f(wins1)}, entonces deben cumplirse las siguientes condiciones:

s < f(Uing1) ¥ (66)

quir <5 < fu(uy). (67)

18 En realidad, es posible relajar esta condicion, pero en este trabajo no se considerara esa posibilidad, se permitira ademas
que el punto de alimentacion pertenezca a la frontera de S;, segin menciond Diehl en [7], esta distincién tiene importancia
tedrica, pero escasa importancia practica.
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Notar que para que ambas condiciones sean satisfechas, es suficiente exigir que:

quuy < s < min (fm(uf),f(uinﬂ))_ (68)

Lo cual se traduce en dos desigualdades, notar que la primera de ellas no entrega informacién nueva
(pues g, < qr), pero la segunda si ofrece un limite para la operacion, para esto, es importante

considerar que f'y f,, exhiben una dependencia funcional respecto al caudal de descarga.

La condicidn obtenida por esta via correspondera a un limite inferior para el caudal de descarga, para

resolver el problema se calculan las soluciones a las siguientes ecuaciones

fin(Ur; Qminin) =s, ¥y (69)
A (5 —fo (uinfz)) (70)
Qminl,z = ” )
infl

y el limite asociado a esta condicion sera

Qu(t) = Qmin1 = maX(Qminl,l' Qminl,z)- (71)
Notar que los valores de caudales limite obtenidos con este método son funciones del flujo de
descarga'®, considerando que la alimentacion es variable en el tiempo, se deduce que estos limites
operacionales son también funciones del tiempo, por lo que deben ser recalculados en cada instante

en base a la informacién de la alimentacion.
5.3.2. Segunda condicién:
“La concentracion de solidos en la descarga supera cierto valor u™" dado ”.

Esta condicion resulta deseable para asegurar una determinada productividad, esta concentracion
puede determinarse mediante los balances de masa estacionarios, por ejemplo, mediante el uso de la
metodologia de Coe y Clevenger [29] considerando la cantidad de agua minima que se necesita

recircular en el proceso.

El teorema que resuelve este problema puede ser encontrado en [10], la hipotesis esencial es que el

equipo opere en forma Optima en un tiempo t, el teorema tiene dos partes:

e Laconcentracion de solidos en la descarga cumple con: u,, (t) € (U, Umax] Para todo tiempo
t donde &, = (fy (wing1) + Guiing1)/Tu-

19 Recuérdese que la funcién f depende del flujo de descarga.
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e Sea u,;, un valor minimo deseado de porcentaje de sélidos en la descarga, entonces, el caudal
de descarga debe cumplir con

Qu(t) < Qmaxl' (72)

donde Q,,,4x1 €sta dado por la ecuacion:

Qmax1 ymin

f(uM (Qmaxl)r Qmaxl) = T

Luego, el problema de determinar el caudal maximo de descarga se reduce a resolver la ecuacion no

: (73)

lineal (73), esta ecuacion puede resolverse mediante un método de punto fijo, donde u,, puede ser
calculado en base a la calculadora de estados estacionarios comentada anteriormente, notar que Si
u™" no varia con el tiempo, el limite operacional derivado de esta condicion es también independiente

del tiempo.
El valor de u™™ a utilizar es de 0.25.

5.3.3. Tercera condicion.
“El porcentaje de solidos en la descarga no puede superar cierto valor u™* ”,

Esta condicion se impone para evitar embancamientos, dafios en las rastras u obstrucciones en las
tuberias, las variables importantes a tener en cuenta para determinar esta concentracion son el yield-

stress y la viscosidad de la pulpa deseada.

El autor no ha encontrado en la literatura ninguna referencia donde se estudie este problema de manera
dindmica, Betancourt en [5], menciond la necesidad de este tipo de limitantes, sin embargo no se
determind explicitamente una expresion que permita asegurar esta condicion, pues se trabajo fuera de
rangos problematicos, y se limité a mencionar que era posible plantear una condicidn de este tipo, por
otra parte, Segovia y colaboradores en [37], utilizaron un limite de este tipo, basada en ecuaciones
gue se cumplen sélo en estado estacionario, y en propiedades cualitativas de la respuesta dinamica del
sistema, la expresion propuesta es:

_Afp(up) + Quup
Qminz - umax ’ (74)

donde u, corresponde al porcentaje de sélidos en el inferior del espesador, este valor debe recalcularse

en cada instante, basado en el valor de la concentracion de solidos en el punto inferior del espesador.
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La principal deficiencia de esta ecuacién corresponde a su dependencia del valor de concentracion uy,
que si bien en una simulacion es facil de aproximar, en la préctica puede ser dificil de medir a menos

que exista el equipamiento apropiado para ello.
El valor de u™%* a utilizar es de 0.55

5.3.4. Cuarta condicion:
“Limite a la derivada”.

Un controlador de accion rapida (ver anexo ) tiende a reaccionar rapidamente sobre el flujo de
descarga, haciendo que las modificaciones sobre este sean muy abruptas, lo que en la préactica puede
resultar en un dafio al equipo, en este sentido, es deseable limitar la velocidad a la que se imponen
cambios en el flujo de descarga, digase que esta velocidad maxima permitida es un valor v,,,,, las
limitantes por esta via corresponderan geométricamente a un cono en torno al caudal anterior cuya

expresion en tiempo discreto seré:

rir:—alxz = Q& + VUpaxAt Y (79)
111;}13 = Qllt — UmaxAt (76)

De esta manera se evitan acciones abruptas sobre la bomba.

El valor de v,,,, a considerar en este trabajo sera de 1x10~> m3s~2.
5.3.5. Quinta condicion:

“Limites préacticos .

Existen ademas otras cotas de importancia a tener en consideracion, impuestas por las condiciones
reales del equipo, en este sentido la experiencia de operacion, la turbidez deseada en el efluente, los
limites de succion de la bomba, u otras consideraciones no contempladas en los apartados anteriores,
impondrian unos nuevos limites a considerar, que se llamaran Q,,ina Y Qmaxs, Si NO Se presentan, o

No son necesarios, no se consideraran.
5.3.6. Limites globales

Notar que las condiciones anteriores imponen limites al caudal de descarga que varian en funcion del
tiempo, es decir no sélo el caudal de descarga, si no los valores extremos que éste puede adquirir

varian con el tiempo.
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Naturalmente, se desea cumplir con todos los requisitos solicitados a la operacion para cualquier
tiempo t, esto implica que deben cumplirse todas las condiciones para el caudal de descarga

simultaneamente, luego el intervalo final de valores donde el caudal de descarga puede variar estara

dado por:
Qmin (t) < Qu(t) < Qmax(t)' (r7)
donde:
Qmin(t) = max(Qminl(t)» Qminz (t)r Qmin3(t)' Qmin4 (t)) y (78)
Qmax (t) = min(Qmaxl (t), Qmax2(t), Qmaxs, Q=u) (79)

Para que exista la posibilidad de llegar a un estado estacionario, debe darse que Qmin < Qest < Qmax:
donde Q. corresponde al valor estacionario de flujo de descarga, los casos en que esta relacién no
se cumpla, no podran operar cumpliendo todos los criterios que se exigen, sin embargo relajar estos
criterios siempre es posible, por ejemplo, si comprometiera la estabilidad operacional, una buena
opcion seria sacrificar el rendimiento minimo o la operacion Optima durante un tiempo, y una vez
solucionado el problema, es posible recuperar el perfil deseado volviendo a imponer las condiciones

retiradas y esperando un tiempo suficiente.
5.3.7. Control PI.

El control que se utilizara en este item es muy similar al control Pl, sin embargo, tendré una diferencia
importante, y es que tendra limites de accion impuestos externamente, todo sujeto a las

consideraciones estudiadas en el apartado anterior

Dadas las constantes K, y K;, y conocido el error e(t,,) = zg, (t,,) — z,p (t,) Yy laderivada del mismo,

la respuesta de control Pl estara dada por:

Qu(ty) = max(min(Qy(ty—y1 ) + KpAe(ty) + Kie(tn)At, Qmax)  Qmin)- (80)

5.4. Simulaciones.

Con las estrategias de control propuestas y los mismos parametros dados para las simulaciones de lazo
abierto, se realiza la simulacion de la respuesta del sistema ante perturbaciones en el set-point y
posteriormente en las variables de alimentacion, como se muestra en los anexos, debido a que la

respuesta del sistema ante cambios en la alimentacion no depende de u, y Qf por separado, si no del

producto de ambas variables S, sélo se consideran perturbaciones en esta variable.
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5.4.1. Simulaciones para el lazo de control PI.

Se consideran tres controladores Pl con distintas constantes

Tabla 6 Parametros controlador PI.

Parametro Accion Rapida Accion Lenta Accion Ultra-
Lenta
Kp 0.0236 1.18x1073 4.43x10°
K, 0.0143 7.14x10* 1.16x108
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Se presentan las respuestas para el controlador Pl de accion rapida, y los graficos de respuestas de

accion lenta necesarias para las discusiones, el procedimiento seguido para realizar la sintonizacion,

asi como las demas respuestas dindmicas pueden ser encontradas en los anexos.

5.4.1.1. Respuesta a cambios en el set-point.

Se realiza una modificacion del 1% en el set-point de altura de cama de sedimento, concretamente de

0.01m en un tiempo t = 200s:
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Figura 9 Soluciones de la simulacion del lazo de control Pl de accién rapida para
un cambio escalén positivo en el set-point.
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Figura 10 Respuestas dinamicas del sistema ante el cambio escaldn positivo de set-point.

El set-point es alcanzado répidamente tras lo cual la cama de sedimento no sufre alteraciones

importantes, el tiempo de estabilizacion fue mayor a 20s, sin embargo, esto es debido a que el flujo

de descarga alcanzé su limite inferior como se aprecia en el siguiente gréfico:

Fraccion volumétrica de solidos
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Figura 12 Concentracion conjugada.
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Se observa la aparicion de intervalos temporales donde tanto la altura de la cama de sedimento como
el flujo de descarga permanecen relativamente constantes, seguidos de cambios importantes en el flujo
de descarga, asimilables a respuestas de segundo orden que se estabilizan rapidamente, se puede
comprender este fendmeno en base a la propagacion de perturbaciones, en efecto, en cuanto ocurre un
cambio en el set-point, el flujo de descarga se modifica rapidamente hasta alcanzar el limite inferior,
valor en que se queda hasta que la altura de cama de sedimento alcanza el set-point, este cambio en el
flujo de descarga genera cambios importantes en la concentracion conjugada, que mantiene un valor
constante durante un tiempo, una vez alcanzado el set-point, la respuesta del caudal de descarga vuelve

a valores cercanos al equilibrio.

Las modificaciones en la concentracion conjugada se propagan a lo largo de la zona de sedimentacion,
y al alcanzar la cama de sedimento, fuerza al controlador a modificar el flujo de descarga, generando

nuevas alteraciones en la concentracion conjugada las cuales se propagan nuevamente.

Por su parte la concentracion de solidos en la descarga obedece a la dinamica sobre-amortiguada con
leves modificaciones producidas por las distintas formas en que se modifica el caudal de descarga,

cumple las especificaciones de ambos limites impuestos como se ve en la siguiente figura:
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Figura 13 Concentracién de sélidos en la descarga y sus limites.

El inventario logra alcanzar el estado estacionario, esto debido a que, como la alimentacion no sufrié
alteracion alguna, las concentraciones u,, y u,, asociadas al estado estacionario de la zona de
sedimentacion y sedimento respectivamente no sufren alteracion alguna, y tras las acciones de control,
tanto la concentracion conjugada como la asociada a la zona de sedimento permanecen virtualmente

inalteradas.

En la respuesta de accion lenta (Figura 34), el flujo de descarga no logra estabilizarse antes de la
propagacion de las alteraciones en la concentracion conjugada que genera, esto implica que las

acciones ante las nuevas perturbaciones se superponen con las acciones de control anteriores, con la
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consecuencia de que el sistema se mantiene oscilando durante mucho més tiempo, sin embargo, el
control logra que la amplitud de las oscilaciones en general disminuya una vez transcurrido suficiente

tiempo.
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Figura 14 Flujo de descarga y sus limites para accion lenta.

Es decir, las acciones de control generan cambios en la concentracion conjugada a los que el sistema
de control debera enfrentarse una vez estos se propaguen a través de la zona de sedimentacion, y
enfrentar estas modificaciones genera a su vez nuevos cambios en la concentracion conjugada, esto
justifica la importancia de la relacion entre el tiempo de estabilizacion y el retardo inherente a la

operacion de la columna.
5.4.1.2. Respuesta a cambios en la alimentacion.

Se realizan modificaciones en la alimentacién de sélidos del 25%, concretamente de 2.00x10% md3/s

en un tiempo t = 200s, la duracion total de la simulacién fue de T = 1000s:
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Figura 15 Soluciones de la simulacion del lazo de control Pl para un cambio
escalén positivo en el flujo de sélidos.
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Figura 16 Respuestas dinamicas del sistema ante el cambio escaldn positivo en el flujo de
alimentacion.

El comportamiento mas Ilamativo son los peaks en la altura de cama de sedimento, el primero de ellos
ocurre en los 400s, y se debe directamente a la perturbacion, el caudal de descarga reacciona
rapidamente a este cambio, aumentando su valor hasta volverse constante, este cambio en el caudal,
mediante el mismo mecanismo explicado en el caso anterior genera los peaks posteriores, entre peak
y peak, tanto la cama de sedimento como el flujo de descarga permanecen inalterados, el tamafio de

los peaks asi como las modificaciones en el flujo de descarga son cada vez méas pequefios.

Si se considera el orden de magnitud de los peaks observados en la cama de sedimento, se observa
que el tamarfio de estos es mucho menor a la sensibilidad inherente del método experimental elegido
para medir la cama de sedimento, en otras palabras, a efectos practicos los cambios son nulos, sin
embargo, debe observarse que el sistema es capaz de tener este tipo de respuestas a consecuencia de
dos hechos, primero, la lentitud del crecimiento generado por las perturbaciones, y en segunda

instancia, las importantes modificaciones realizadas en el flujo de descarga.

Otro aspecto a tener en consideracion es que el inventario no alcanza un estado estacionario, esto es
debido a la existencia de una onda de rarefaccion en la zona de sedimento que no alcanz6 a propagarse
hasta la descarga del espesador, esta onda de rarefaccién corresponde a un cambio hacia

concentraciones menores, explicando la disminucion sostenida en el tiempo del inventario.



Si bien la concentracion de descarga logré un valor constante en el tiempo, no alcanzé
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realmente el

estado estacionario, esto debido a que la nueva concentracion estacionaria en la zona de sedimento

estd aln propagandose desde la cama de sedimento sin llegar a la descarga, por lo que la concentracion

en la zona inferior del espesador no corresponde a la de estado estacionario, en otras

palabras, la

concentracion en la descarga aun sufrira disminuciones apreciables una vez la onda de rarefaccion

comience a alcanzar la descarga del espesador.

Por su parte la accion lenta (Figura 36) ofrece respuestas muy distintas al caso de la accién rapida,

apareciendo inestabilidad.
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Figura 17 Flujo de descarga y limites para el controlador de accion lenta.

Esta inestabilidad solo esta limitada por la saturacion del controlador, y puede entenderse

10000

su aparicién

considerando que el controlador no alcanza a disminuir lo suficiente la amplitud de oscilaciones para

el momento en que la modificacion en la concentracion conjugada llega a la cama de sedimento, lo

que obliga a incrementar la amplitud de oscilaciones en el flujo de descarga para enfrentar las nuevas

condiciones a las que la cama esta sometida, que a su vez genera un aumento en la

oscilaciones de la concentracion conjugada, explicando la resonancia observada.
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5.5. Analisis de las respuestas escaldn:

Obtener expresiones matematicas para las curvas de respuesta escalon resulta mucho més complicado
que el caso del lazo abierto, en esta seccion se realizard en cambio, un anélisis cualitativo de las

respuestas escalon estudiando las causas de los comportamientos observados.

El control PI de accion répida (Figuras 10 y 16) resultd eficiente y eficaz, alcanzando siempre el
objetivo de control con rapidez, por su parte el control PI de accion ultra lenta alcanza el objetivo,

pero en un tiempo mayor.

Para modificaciones en el set-point (Figura 10), el control Pl de accion rapida logra alcanzar su
objetivo rapidamente, y también alcanzar el estado estacionario para el sistema completo en tiempos

cortos.

Para perturbaciones en la alimentacion (Figura 16), el control PI de accion rapida logr6 mantener la
cama de sedimento en torno al set point con sélo pequefias alteraciones producidas por la llegada de
nuevas concentraciones conjugadas, sin embargo, el inventario no alcanzaba rapidamente el estado
estacionario, la explicacion a esto es en todos los casos que el cambio en la alimentacion, genera
cambios en las concentraciones u,, Yy uy, Y a la zona de sedimento le toma una gran cantidad de

tiempo alcanzar la nueva concentracion estacionaria.

El controlador PI de accion lenta (Figuras 34 y 36) ofrece respuestas lentas pero convergentes para
cambios en el set-point pero un comportamiento inestable limitado por la saturacion del controlador

para perturbaciones en la alimentacion.

El controlador PI de accion ultra-lenta (Figuras 38 y 40) ofrece respuestas lentas pero convergentes
para cambios escaldn en el set-point y en la alimentacion, sin embargo, para el cambio escaldn en la

alimentacidn, el peak que la cama de sedimento presenta es de gran magnitud.

Las respuestas para el control Pl considerando especificaciones de accion rapida son mucho mas
rapidas que para especificaciones de accion ultra-lenta (Comparense las figuras 10 y 16 con 38 y 40),
sin embargo, existe otro factor a considerar, y es que, para obtener las rapidas respuestas que se
aprecian, el control PI de accion rapida realiza grandes cambios en el flujo de descarga, de modo que
la bomba se ve obligada a realizar frecuentemente cambios mas abruptos en el flujo de descarga que
para su contraparte ultra-lenta, lo que en la préctica se traduce en dafios al equipo debido a la reaccion

que este controlador tendria ante el ruido en las mediciones, las simulaciones de accion lenta (Figura
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34y 36) muestran que para considerar especificaciones menos exigentes no conviene seguir utilizando

la sintonizacion de accion réapida.

Un fendmeno de importancia central que aparece en el caso del control P1 de accion rapida®® (Figura
32y 74) es lo que el autor denomina falsos estados estacionarios de primera especie que se definen
como periodos de tiempo en los cuales el caudal de descarga y la altura de la cama de sedimento no
sufren alteraciones apreciables sin ser el caudal de descarga igual al del estado estacionario ni la

concentracion de sélidos constante en la zona de sedimentacion.

Durante estos periodos, el sistema de control no realiza modificaciones en el flujo de descarga a pesar
de que el sistema no esta realmente en el estado estacionario. Su mecanismo de aparicion puede

entenderse teniendo en cuenta los siguientes dos hechos:

1) Cambios en el flujo de descarga generan cambios en la concentracion conjugada.
2) Cambios en la concentracion conjugada se generan desde la alimentacion, y no afectan a la

cama de sedimento hasta que su propagacion alcance este punto.

Y es que, una perturbacién en la alimentacion genera una onda de concentracion que se propaga en el
espacio desde la alimentacion hasta alcanzar la cama de sedimento, este cambio en las condiciones
que afectan a la cama, genera una respuesta rapida del controlador para compensar la perturbacion, y
considerando el primer punto anterior, esta respuesta genera un nuevo cambio en la concentracién
conjugada, que, de acuerdo al segundo punto se propaga hasta la cama de sedimento donde genera
una nueva accion del controlador, repitiendo el ciclo hasta que los cambios en la concentracion

conjugada y el caudal de descarga eran despreciables

Para controladores de accion rapida, esta iteracion de flujos de descarga, convergia efectivamente al
caudal que permite la operacion optima en estado estacionario, sin embargo, la demostracion de la
convergencia o la busqueda de condiciones suficientes para asegurarla, escapa a los objetivos de este
trabajo, otro problema no resuelto aqui asociado al control de accién rapida guarda relacién con los
peaks maximos observados cada vez que la perturbacion alcanzaba la cama de sedimento, y es
demostrar que la magnitud de la amplitud de estos peaks sea siempre decreciente, o bien encontrar

condiciones suficientes para asegurar este comportamiento.

20 En general este fendmeno debiera darse en cualquier sistema de control de accion rapida, entendido este concepto como
un sistema de control que permita una estabilizacion rapida de la cama de sedimento y flujo de descarga ante la llegada de
una perturbacion a la cama de sedimento.
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Respecto del tipo de onda mediante el cual se propague la nueva concentracién conjugada, esta tiene
una gran importancia a la hora de definir la forma en que el caudal de descarga reaccionara ante la
Ilegada de estas nuevas condiciones, el comportamiento dindmico que adquirira el caudal de descarga

puede resumirse en las siguientes dos observaciones:

) Si la onda es de shock: La modificacion en el flujo de descarga sera abrupta y respondera
a una dindmica equiparable a segundo orden (Figura 32).
i) Si la onda es de rarefaccion: La modificacion en el flujo de descarga sera lenta y suave

debido al cambio continuo en la concentracion conjugada (Figura 16).

Los falsos estados estacionarios de primera especie pueden identificarse considerando el valor en el
tiempo de la concentracion conjugada, si esta sufrié alguna modificacion durante el periodo dado por
el tiempo del retardo asociado a las condiciones actuales de operacion, entonces, el equipo tiene esta
clase de falso estado estacionario, es importante considerar aqui la dependencia entre el tiempo de

propagacion de las perturbaciones en la zona de sedimentacion y la concentracién conjugada.

Existe un segundo tipo de falso estado estacionario que aparece en el caso de accidn rapida, que ocurre
principalmente ante perturbaciones en la alimentacion® (Considerar figuras 16, 32 que ilustran el
problema, mientras 42 y 44 muestran lo que ocurre en el largo plazo), que se llamaréa falso estado
estacionario de segunda especie, correspondiente al caso en que la altura de cama de sedimento
alcanza el set-point y el caudal de descarga adquiere un valor constante durante mucho tiempo?2, sin
embargo, el inventario continta su aumento o disminucion, este tipo de falsos estacionarios aparecen
cuando existen ondas de propagacion en la zona de sedimento que aln no acaban de propagarse hasta
su destino, y la lenta velocidad de propagacién de estas, genera que el estado estacionario no pueda
alcanzarse si no hasta mucho tiempo después, deben distinguirse aqui dos casos, cuando la onda se

propaga desde la cama de sedimento, y cuando la onda se propaga desde la descarga:

i) Desde la cama de sedimento: correspondiente al caso en que u,, disminuye su valor, se
alcanza el valor estacionario en el flujo de descarga en un tiempo corto, y el inventario
sufre disminuciones sostenidas durante un largo tiempo, estas perseveran hasta que la onda
llega a la descarga, lo que provoca una lenta disminucion del porcentaje de solidos en la

descarga hasta tender asintéticamente al estado estacionario (Figuras 41y 42) .

21 Sin embargo, este comportamiento podria ocurrir también ante modificaciones muy grandes en el set-point.
22 Entendido esto como un tiempo mayor al de propagacion de las perturbaciones en la zona de sedimentacion.
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i) Desde la descarga: correspondiente al caso en que u,, aumenta su valor, no se alcanza el
valor estacionario en el flujo de descarga en un tiempo corto, el inventario crece
sostenidamente en el tiempo, durante este periodo la concentracion en la zona de sedimento
crece lentamente hasta alcanzar la cama de sedimento, obligando al controlador a
incrementar lentamente el valor del caudal de descarga conforme las nuevas
concentraciones van llegando, comportamiento que se sostiene en el tiempo y converge

asintéticamente al estado estacionario (Figuras 43y 44).

En cierto sentido, y con las debidas limitaciones, puede pensarse que la dinamica de un sistema ante
perturbaciones en la alimentacion estd gobernada por los falsos estados estacionarios de primera

especie en el corto plazo y por falsos estacionarios de segunda especie en el largo plazo.

El gréfico de la funcion de flujo limite y el punto de alimentacion es un test importante para detectar
falsos estados estacionarios de primera especie y falsos estacionarios de segunda especie que se
propaguen desde la descarga, en efecto, para que el sistema esté en estado estacionario, el punto de
alimentacion debe estar ubicado sobre el gréfico de la funcion de flujo limite durante un tiempo mayor
a los retardos promedio en las condiciones de operacién, es importante mencionar que corresponde a

una condicion necesaria, pero no suficiente.

x10*
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Figura 19 Funcion de flujo limite y punto de alimentacién para un estado estacionario.

En este sentido, la observacion de un solo grafico no es suficiente para asegurar un estado estacionario,
la observacién de las simulaciones permite decir que la observacion simultanea de los graficos de
cama de sedimento, inventario, caudal de descarga y funcion de flujo limite permiten decidir si el

sistema esta realmente en el estado estacionario.

Las especificaciones solicitadas al control Pl de acciédn rapida (Figuras 10 y 29) eran respetadas salvo
para modificaciones importantes en el set-point, esto se debe principalmente a que el caudal de

descarga se reduce hasta alcanzar la saturacion mientras la cama de sedimento persigue el set-point,
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el comportamiento posterior, esta principalmente dominado por falsos estados estacionarios de

primera especie.

Para el caso del control PI de accion lenta, ante cambios escalon en la alimentacion (Figura 36), se
aprecia una inestabilidad, que se produce por la lentitud de la accion del controlador sumada a la
relativamente mas répida propagacion de los cambios en la concentracion conjugada generadas por
las propias acciones del controlador, de la respuesta a este controlador puede deducirse la importancia

de tener en consideracion la dinamica interna del espesador en la sintonizacion del controlador.

La sintonizacién de accidn ultra-lenta ofrece el mejor panorama para la sintonizacion industrial de
sistemas de control de la cama de sedimento, puesto que no se observan de forma tan evidente estos
dos tipos de falsos estados estacionarios, y ademas logran los objetivos de control ejecutando un

menor nimero de acciones sobre el sistema, sin embargo, en un tiempo mucho mayor.

Manteniendo constante la banda de estabilizacion, el pardametro adimensional t,/6, donde 6
corresponde al retardo promedio de las perturbaciones en la concentracién conjugada, permite estudiar
la estabilidad del sistema de control PI sintonizado con ambos métodos, un problema importante en
este sentido es estudiar cual es el limite de t;/6 que permite una operacion estable ante cambios en la

alimentacion.

Como 6 es una funcién lineal decreciente de la altura de la cama de sedimento (Ecuaciones 49 y 51),
disminuir la altura de la cama permitiria aumentar la zona de estabilidad del sistema, es decir,

permitiria utilizar constantes de controlador mas bajas.

Las restricciones propuestas para el porcentaje de sélidos en la descarga se mantienen en todo tiempo
t en todos los casos de control.
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6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

6.1. Conclusiones y recomendaciones asociados a los resultados tedricos.

Las comparaciones realizadas en el anexo 7.6 para los métodos de determinacion de la cama de
sedimento muestran que el método I11 obedece muy bien a la respuesta que tiene la cama de sedimento
en el tiempo, mientras el uso del método del inventario muestra falencias importantes, la principal
razon para esto es que el método del inventario no tiene en cuenta la existencia ondas de propagacion
de concentracion en el interior del espesador, con todo, el error absoluto es muy pequefio, por lo que

en la préactica la diferencia cuantitativa es muy pequefia, la diferencia es esencialmente cualitativa.

Una falencia importante del método utilizado tedricamente para determinar la altura de la cama de
sedimento es que se obviaron las fuerzas de arrastre bajo la consideracion de que estas son pequefias
frente al empuje que sufre el flotador, si bien resulta una aproximacion excelente y simplifica
enormemente el problema tedrico, obliga a utilizar esferas de radio considerable?®, desarrollar
tedricamente una expresion que considere también estas fuerzas permitiria mejorar sustancialmente
la fiabilidad del método y determinar pardmetros interesantes como la densidad o el radio que debe

tener el flotador para tener una medicién 6ptima en ciertas condiciones de operacion.

Las simulaciones en lazo abierto resultaron en principalmente tres conclusiones fundamentales que

como se mostro es de mucha utilidad en el trabajo de control:

1) La existencia de un retardo entre la ocurrencia de una perturbacion en la alimentacién y la
emergencia de respuestas en la cama de sedimento, y la no existencia de un retardo para la
respuesta ante un cambio en el caudal de descarga.

2) Un comportamiento lineal de la cama de sedimento posterior a la ocurrencia y propagacion de
una perturbacion (dentro de ciertos limites especificados anteriormente).

3) Una alteracion en el caudal de descarga genera una alteracién en la concentracion conjugada

que se propaga desde el punto de alimentacion.

Como se mostrd, estos fendmenos pueden cuantificarse mediante expresiones simples que los
relacionan con las condiciones de operacion y las funciones caracteristicas, en este sentido, resultan

las siguientes dos posibilidades:

23 Esto con la finalidad de que las fuerzas de empuje sean de mucho mayor magnitud que las de arrastre.
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1) Caracterizada la pulpa, predecir el comportamiento dindmico en base a estas expresiones
simplificando la sintonizacion y la matematizacion del control ante pequefias perturbaciones.
2) Utilizar la informacion dindmica y los fallos de las predicciones para estimar cambios en las

funciones de flujo que caracterizan a la suspension.

Se ofrecen a lo largo del anexos 7.8 algunos ejemplos de aplicacion de estas ideas, por ejemplo se
correlacionan (bajo importantes limitaciones) las variables del proceso con algunas de las constantes
del sistema dinamico, ambas opciones estan interrelacionadas y aparecen como posibilidades de
desarrollo posterior, por ejemplo, permiten simplificar enormemente el trabajo de sistemas de control
predictivo como el sugerido por Aldo Cipriano en [14], incluyendo la posibilidad de utilizar un control

predictivo-correctivo sujeto a restricciones.

El procedimiento de sintonizacion de accion rapida (Ver anexo 7.8.1) permite determinar
adecuadamente las constantes de controladores Pl con pequefios tiempos de estabilizacién, sin
embargo, el uso de este procedimiento de sintonizacion para tiempos de estabilizacion mayores al
retardo del sistema es peligroso, pudiendo aparecer inestabilidades como es el caso de las simulaciones

de accion lenta (Figura 36).

Por otro lado, en el dominio de los tiempos de estabilizacion mayores al tiempo de propagacién de las
perturbaciones se recomienda utilizar la sintonizacidon de accion ultra-lenta, la aplicacion de este
método de sintonizacion para tiempos de estabilizacién pequefios también ofrece buenos resultados,
manteniéndose el mismo comportamiento cualitativo de las respuestas de la accion rapida con la
aparicion de ambas clases de falsos estados estacionarios, en este sentido la sintonizacion de accion
lenta es mas segura que la de accién réapida, sin embargo, la accion rapida cumple de mejor manera

las solicitaciones.

La emergencia de inestabilidades para el controlador de accidn lenta, es una de las consecuencias mas
[lamativas de la dinamica interna del espesador, y habla de la importancia de tener en consideracién

el parametro t, /0 a la hora de sintonizar un controlador.

El efecto del parametro de sobrepaso no fue estudiado en este trabajo, sin embargo, es posible predecir
su efecto en base al conocimiento que se tiene del efecto que esta variable tiene sobre un sistema de
segundo orden general, la ecuacion (176) muestra que el sobrepaso determina al factor de
amortiguamiento, mientras la ecuacion (177) muestra el efecto del factor del factor de

amortiguamiento sobre la frecuencia de natural, indica que menores sobrepasos acercan el factor de
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amortiguamiento a 1, lo que a su vez vuelve lenta la respuesta, es decir aumentar el sobrepaso vuelve

rapida la respuesta y disminuir el sobrepaso, la vuelve mas lenta.

Es importante tener en consideracion que 6 es también una funcién de la operacion, pues depende
linealmente de la altura de la cama de sedimento, asi, constantes de controlador que generen
comportamientos resonantes para una altura de cama de sedimento, podrian no hacerlo para una altura

menor pues darian al controlador el tiempo que necesita para estabilizar el caudal de descarga.

Las simulaciones de los sistemas de control entregan un panorama positivo, bajo las restricciones
impuestas, en muchas ocasiones es posible controlar la cama de sedimento, los casos en que no es
posible, ocurren solo en condiciones extremas, o solicitudes muy restrictivas que no corresponden al

caso de estudio en este trabajo.

Siempre que se cumpla con Qin < Qest < Qmax €S posible utilizar los resultados de este trabajo y
plantear un sistema de control apropiado, ademas la forma en que se define la cama de sedimento
permite relajar bastante las restricciones impuestas, y trabajar en condiciones fuera de la operacion

Optima.

El limite operacional que impone un porcentaje de sélidos méaximo en la descarga, aparece como un
limite importante para asegurar la estabilidad operacional, sin embargo, hay que considerar que esta
no es la Unica variable asociada a la estabilidad en la operacion, y otras condiciones podrian emerger
de considerar otras restricciones, ademas la condicion considerada requiere de la medicién de up, un
problema no menor experimentalmente, es importante imponer un limite tal vez mas restrictivo pero
exclusivamente basado en la medicidn de las variables de alimentacion, operacion y la caracterizacion

del material.

El control de inventario es posible mediante el control de la altura de la cama de sedimento, este
procedimiento puede realizarse mediante el cambio en el set-point de la altura de la cama de
sedimento, asi, dado un inventario de solidos deseado, las variables de alimentacion, y la
caracterizacion de la pulpa, entendida como densidad y funcion de flujo batch, es posible calcular el
set-point que se impondré al sistema de control mediante la ecuacion:
M
psA

(H—z))um + zhuy (81)

Donde MZ es el inventario de sélidos deseado, y z:l’,’ es el set-point a ingresar al control de la cama

de sedimento, los pardmetros u,, y u, pueden ser determinados en base a las condiciones de la
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alimentacion. Controlar el inventario mediante este método tiene la ventaja de que la cama de
sedimento se mantiene controlada mientras el inventario alcanza el valor deseado, pero posee la
desventaja de que el inventario puede tener comportamientos complejos y la respuesta dista de ser

Optima desde la perspectiva del inventario.

Una aclaracion importante es que en este trabajo no se ha mostrado de ninguna forma que el control
de la cama de sedimento sea mejor que el control de inventario para la estabilidad operacional del
sistema, esto debido a que los efectos de la cama de sedimento y el caudal de descarga sobre la
estabilidad no estan considerados en este analisis, resta por lo tanto aln realizar un anélisis
comparativo entre ambas opciones y ponderar qué estrategia de control es mas adecuada a los fines
de la operacion, sin embargo la simpleza de determinar la cama de sedimento mediante el método del

inventario parece ser un factor que juega muy a favor de ese método.

Una limitacion esencial para la aplicabilidad industrial de las conclusiones de este trabajo es el no uso
de floculante, el cual no fue utilizado en este trabajo debido a la gran demanda de material que su uso
implicaria (el material floculado no puede reutilizarse en las pruebas como una mera recirculacion),
sin embargo, esta limitacion experimental, no es una limitacion tedrica, el control de la cama de
sedimento es posible también en suspensiones floculadas, donde ademas, se tiene la unicidad de perfil
(Laaltura de cama de sedimento esta determinada por las condiciones operacionales [38], a diferencia

del caso no floculado, la no unicidad del caso no floculado se demuestra en el anexo 7.2.2.9).

Si se considera el uso de floculante, es posible asegurar la existencia de una cama de sedimento bien
determinada en base a los parametros de operacion y la caracterizacion del material, [38] en claro
contraste con el caso no floculado, donde la altura de cama de sedimento aparece como un parametro
independiente [7], asi, la estrategia de control de cama de sedimento adecuada diferird sensiblemente

en el caso floculado.

Los efectos de la floculacion sobre la compresibilidad del sedimento se manifiestan por sobre un
porcentaje de sélidos llamado porcentaje de sélidos critico que aparece sobre la discontinuidad, en
otras palabras, resultados como el retardo en la respuesta dindmica de la cama de sedimento, o los
efectos de las modificaciones en la alimentacion o caudal de descarga sobre la concentracion
conjugada apareceran inalterados, con el afiadido del efecto de la dosificacion de floculante sobre la
funcién de flujo batch, sin embargo, la forma en que crece la altura de la cama de sedimento ante

perturbaciones, requiere de un estudio distinto.
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El método utilizado para sintonizar el controlador P1, sélo tuvo en consideracion lograr respuestas que
cumplan ciertas especificaciones para la dindmica de la cama de sedimento ante cambios en el set-
point, sin embargo, los resultados para el controlador sintonizado mediante el método de accion
rapida, muestran que también es deseable lograr los objetivos de control realizando un esfuerzo

minimo?.

La solucién planteada para resolver este problema consistio en el uso de una saturacion que limitaba
en cada instante las acciones controlador a fin de no realizar acciones abruptas entre un instante y
otro®®, sin embargo, resulta deseable que este problema sea solucionado de manera inherente
considerando también el esfuerzo durante la sintonizacién, la minimizacion de un funcional que
pondere el error cuadratico y el esfuerzo asociado a una estrategia de control para alcanzar un objetivo

determinado.

Otro objetivo deseable que no se considerd en la sintonizacion corresponde al sobrepaso del sistema
ante perturbaciones en la alimentacion, en el anexo 7.2.2.6 se muestra una simulacién que ilustra esta

necesidad.

El estudio de los falsos estados estacionarios es de una importancia capital en la determinacion de la
estabilidad del control de la cama de sedimento, en este trabajo se identificaron dos clases de falsos
estados estacionarios, sin embargo, esa clasificacion probablemente esté lejos de ser exhaustiva, y sus

implicaciones no han sido completamente determinadas.

El uso de aproximaciones de Pade para aproximar el retardo en los modelos simplificados resulta
delicado pues cuando los retardos del sistema no son pequefios comparados con las constantes de
tiempo del sistema, se necesitan aproximaciones de 6rdenes elevados, que en muchas ocasiones
pueden afiadir polos inestables a las funciones de transferencia aproximadas del sistema, aln sin ser

el sistema en cuestion inestable.

El autor también recomienda al lector probar otros métodos para obtener soluciones numéricas, la
condicion CFL aparece como una restriccion importante para realizar simulaciones suficientemente
largas y de buena calidad, en este sentido, utilizar front-tracking es una excelente opcion para simular

adecuadamente el comportamiento de la columna de sedimentacion, puesto que preserva el

24 Con esto el autor se refiere a realizar un controlador que realice el menor nimero de alteraciones y lo menos abruptas
posibles para lograr los objetivos.
25 Entendido esto como en un corto plazo.
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comportamiento de las soluciones al modelo, en [39, 40], Biirger sefiala esta y otras ventajas del
método de front-tracking, y lo aplica precisamente a la sedimentacion de suspensiones ideales, la
principal desventaja de este método es la dificultad de su implementacién computacional, en este
sentido, otra opcidn es la implementacion de métodos implicitos, mucho menos limitados que los

métodos explicitos.

6.2. Conclusiones y recomendaciones asociados a los resultados experimentales.

La des calibracion del sensor desarrollado para el seguimiento Gptico?® es un problema importante

para el futuro desarrollo de pruebas experimentales, se proponen dos soluciones:

a) Cambio en el método de seguimiento del flotador: se recomienda utilizar otra clase de sensor
que se aproveche de algun otro fendmeno electromagnético, es conocido que tres sensores
ubicados en distintas posiciones permiten determinar la posicion de un objeto.

b) Recalibracion automatica: este procedimiento, puede ser realizado mediante programacion
clésica analizando caso a caso o bien mediante el entrenamiento de una red neuronal sometida
a aprendizaje supervisado manualmente, que reconozca la cama de sedimento y realice la

recalibracion automaticamente.

Los embancamientos producidos por las caracteristicas del material, la falta de floculacion, la tuberia
utilizada en la descarga®’ y el emplazamiento del flujometro Coriollis en la descarga®®, aparecian
constantemente como impedimentos para el desarrollo experimental, o comprometian seriamente la
calidad de los datos obtenidos, cambiar las cafierias utilizadas para la descarga del espesador permitiria
en principio resolver varios de los problemas que impiden realizar las pruebas necesarias, sin embargo,

este cambio de tuberias implicaria un cambio completo en el set-up.

26 Entendido esto como la pérdida del objetivo prefijado.

27 Que consiste en una manguera la cual, ante las presiones producidas por la bomba peristaltica en la descarga, se contraia
acentuando el embancamiento.

28 Que debido al disefio del equipo no podia ubicarse verticalmente directamente bajo la descarga del espesador como el
manual solicita.
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7 ANEXOS.

7.1. Diagramas de flujo importantes.

Debido a la importancia de este problema dentro del desarrollo de este trabajo, se presenta el diagrama
de flujo del algoritmo que permite obtener las condiciones que permiten un estado estacionario
Optimo, estd basado en un método de punto fijo que resuelve la ecuacion por casos y luego comprueba

si la hipdtesis era adecuada.

Tnicio

Solicitud de parametros
Parimetros fisicos del espesador: A,

H, D, Up Qr" Xep> fhl

Parimetros numéricos: ¢

Determinacion de ;7
Determinacién de g v 7,

Up = Uingi .
s—fp (,_umﬂ,)

qu =
Uinfr

_ Tut
Gu =" 5

Gu = Gu? tyy = Wnax + Wing1 Error = ¢
2z

Error =2 +¢

Resolver la ecuacion
fb'(B) + g, = 0 partiendo
desde el valor uy,
a=(s— fp(b))/b

Error

={a—q)%+ b —uy)?
qu=a
uM =b

Resolver la ecuacién

S — F(tn) — Quthy

tomando como puntoe
inicial 28;,7/2

Figura 20 Algoritmo para la determinacion de estados estacionarios.
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7.2. Simulaciones no incluidas.

Se presentan una serie de simulaciones que fueron de utilidad tanto para el estudio como la

generalizacion de las conclusiones.
7.2.1. Lazo abierto.

7.2.1.1. Cambio negativo en el flujo de descarga.

Se realiza una modificacion escalén negativa del —9.5% en el flujo de descarga, es decir de
—1.67x107% m3/s:
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7.2.1.2. Cambio negativo en el flujo de alimentacion.

Se realiza una modificacion del —25% en un flujo de alimentacion, concretamente de

—1.66x10">m?/s en un tiempo t = 200s:
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Figura 23 Soluciones a las simulaciones en lazo abierto para el cambio escalén negativo en el flujo de
alimentacion.
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Figura 24 Respuestas dindamicas a cambio escalén negativo en el flujo de alimentacion.
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7.2.1.3. Cambio positivo en el porcentaje de sélidos en la alimentacion.
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Se realizan un cambio del 16.7% en la fraccion volumétrica de sélidos, concretamente de 0.02 en un

tiempo t = 200s:
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Figura 25 Soluciones de la simulacién de lazo abierto para un cambio
escalon positivo en el porcentaje de sélidos.
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Figura 26 Respuestas dinamicas del sistema ante el cambio escalon positivo
en la fraccion volumétrica de sélidos.
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7.2.1.4. Cambio negativo en el porcentaje de sélidos en la alimentacion.

Se realizan un cambio del —16.7% en la fraccién volumétrica de sélidos, concretamente de —0.02 en
un tiempo t = 200s:
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Figura 27 Soluciones de la simulacién de lazo abierto para un cambio
escalén negativo en el porcentaje de sélidos.
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Figura 28 Respuestas dinamicas a cambio escalén negativo en el
porcentaje de sélidos de alimentacion.
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7.2.2. Control PI.

7.2.2.1. Cambio negativo en el set-point para el control de accién rapida.

Se realizan modificaciones en el set-point del —1%, concretamente —0.01m, en un tiempo t = 200s:
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Figura 29 Soluciones para el cambio escal6n negativo en el set-point bajo control Pl
de accion rapida.
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Figura 30 Respuestas dinamicas a un cambio escalon negativo en el set-point.
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7.2.2.2. Cambio negativo en la alimentacion de solidos para el control de accion rapida.

Se realizan modificaciones en la alimentaciéon de soOlidos del —25%, concretamente de

—2.00x10° m3/s en un tiempo t = 200s.
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Figura 31 Soluciones para el cambio escalon negativo en el flujo de alimentacion
bajo control PI.
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Figura 32 Respuestas dinamicas a un cambio escalén negativo en el
flujo de alimentacion.
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7.2.2.3. Cambio positivo en el set point para el controlador de accién lenta.

Se realiza una modificacion del 1% en el set-point de altura de cama de sedimento, concretamente de
0.01m en un tiempo t = 200s:
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Figura 33 Soluciones para el cambio escalén en el set-point bajo control PI
de accion lenta.
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Figura 34 Respuestas dinamicas a un cambio escaldn positivo en el set-point
bajo control Pl de accion lenta.
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7.2.2.4. Cambio positivo en la alimentacidn de sélidos para el controlador de accién lenta.

Se realizan modificaciones en la alimentacién de sélidos del 25%, concretamente de 2.0x107% m3/s

en un tiempo t = 200s.
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Figura 35 Soluciones para el cambio escalon en la alimentacion de sélidos
bajo control Pl de accion lenta.
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Figura 36 Respuestas dindmicas a un cambio escaldon positivo en la
alimentacién de sélidos bajo control Pl de accion lenta.
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7.2.2.5. Cambio positivo en el set-point para el controlador de accién ultra-lenta.

Se realiza una modificacion del 1% en el set-point de altura de cama de sedimento, concretamente de
0.01m en un tiempo t = 2000s:
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Figura 37 Soluciones para el cambio escalon en el set-point bajo Pl de
accion ultra lenta.
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Figura 38 Respuestas dinamicas a un cambio escalon positivo en el set point
bajo control Pl de accion lenta.
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7.2.2.6. Cambio positivo en la alimentacion de solidos para el controlador de accién ultra-lenta.

Se realizan modificaciones en la alimentacién de sélidos del 25%, concretamente de 2.0x107% m3/s

en un tiempo t = 2000s.
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Figura 39 Soluciones para el cambio escalén positivo en la alimentacion de
sélidos bajo control Pl de accién ultra lenta.

Velocidad de flujo (m/s)
o o o o -
N o @ - N

o

05

0.3

0.2

Fraccion volumétrica de sélidos

04

0.1F

Figura 40 Respuestas dinamicas a un cambio escalon positivo en la
alimentacién de sélidos bajo control Pl de accién ultra lenta.
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7.2.2.7. Cambio positivo en la alimentacion de solidos para el controlador de accion rapida
(Largo Plazo).

Se realizan modificaciones en la alimentacion de sélidos del 25%, concretamente de 2.0x107¢ m3/s

en un tiempo t = 200s, la duracion total de la simulacién fue de T = 40000s.
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Figura 41 Soluciones para el cambio escalén positivo en la alimentacion de
sélidos bajo control Pl de accion rapida, largo plazo.
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Figura 42 Respuestas dinamicas a un cambio escaldn positivo en la
alimentacion de sélidos bajo control Pl de accion rapida, largo plazo.



73

7.2.2.8. Cambio negativo en la alimentacion de sélidos para el controlador de accion rapida

(Largo Plazo).

Se realizan modificaciones en

la alimentacién de solidos del —25%, concretamente de

—2.00x107%m3/s enun tiempo t = 200s, la duracion total de la simulacion fue de T = 40000s.
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Figura 43 Soluciones para el cambio escalén negativo en la alimentacion de
sélidos bajo control Pl de accién rapida, largo plazo.
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Figura 44 Respuestas dinamicas a un cambio escalén negativo en la
alimentacién de sélidos bajo control Pl de accion rapida, largo plazo.
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7.2.2.9. No unicidad de la altura de cama de sedimento.

Se realizan sucesivos cambios en el set point de la altura de cama de sedimento sometidos a un control

de accién ultra lenta con constantes dadas por K; = 1.16x107° y K, = 4.42x107*,
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Figura 45 Respuesta dindmica a cambios en el set point de la altura de cama de sedimento bajo control
de accion ultra-lenta.

Notese que tras cada cambio escaldn en el set-point, una vez estabilizada la cama de sedimento, el
porcentaje de sélidos de la descarga y el caudal de descarga se estabilizan en un valor constante e
independiente de la ubicacidn de la cama de sedimento, es decir, para una alimentacion constante, el
caudal y el porcentaje de sélidos en la descarga en estado estacionario estan prefijados, sin embargo,

no la cama de sedimento.
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Figura 46 Caudal de descarga, sus limites y su valor estacionario.
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7.2.3. Control de logica difusa.

El disefio de esta estrategia se presenta en el anexo 7.9, una vez definidas las funciones de pertenencia,
las reglas de inferencia, y los pardmetros de desfusificacion los Unicos parametros que quedan por
definir son los asociados a la normalizacion del error y su derivada, los cuales estan dados en la

siguiente tabla:

Tabla 7 Parametros controlador de Iogica difusa.

Parametro Valor

Ah,f 0.05m
Vref 0.05 m/s
Zs, 1.0005 m

Las simulaciones consideradas en esta seccion se extendieron por un periodo de tiempo T = 1200s.

7.2.3.1. Respuesta a modificacion en el set-point.

Se realizan modificaciones en el setpoint del 1%, concretamente 0.01m, en un tiempo t = 200s:
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Figura 47 Soluciones de la simulacion del lazo de control de légica difusa para un cambio
escalén positivo en el set-point.
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Figura 48 Respuestas dinamicas del sistema ante el cambio escaldon positivo de set-point.

La respuesta en cuanto se realiza el cambio en el set-point, es similar a lo observado en el control Pl
de accion rapida, el caudal de descarga disminuye rapidamente hasta alcanzar la saturacion, donde
persevera hasta que la cama de sedimento alcanza el set-point, luego, tras un leve sobrepaso, el
comportamiento de la cama de sedimento sigue una dinamica equiparable a segundo orden

convergiendo al set point sin alteraciones apreciables.

Por su parte el flujo de descarga posee oscilaciones mas lentas que el caso del control Pl enmascarando

el efecto de las modificaciones en la concentracion conjugada.

El inventario, la concentracién de descarga y el flujo de descarga logran alcanzar el estado
estacionario, esto es debido a que, al no haber cambios en la alimentacion, las concentraciones u,, y
uy, No cambian, y sélo se altera la posicion de la cama de sedimento, por lo que, una vez realizadas
las acciones de control, no hay ondas de rarefaccion importantes propagandose en la zona de

sedimento.
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7.2.3.2. Respuesta a modificacion en la alimentacion de sélidos.
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Se realizan modificaciones en el flujo de alimentacion de solidos del 25%, concretamente 2.00x10°

m3/s en un tiempo t = 200s:
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Figura 49 Soluciones de la simulacion del lazo de control de l6gica difusa para un
cambio escaldn positivo en la alimentacion de sélidos.
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Figura 50 Respuestas dinamicas del sistema ante el cambio escaldn positivo en
el flujo de alimentacion de sélidos.

Tras la propagacion de la perturbacion, después del segundo 400s, se observa un peak de altura de

cama de sedimento, pero acompafado de oscilaciones posteriores, las cuales se ven alteradas por la
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Ilegada de los nuevos valores de la concentracion conjugada, lo observado en general responde a las
mismas causas que el andlogo en control Pl, s6lo que con una velocidad de respuesta menor.
Se observa un falso estado estacionario de primera especie
7.2.3.3. Cambio negativo en el set-point.

Se realiza un cambio escalon negativo de un -1% en el set-point, concretamente de -0.01m en un

tiempo t=200s:
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Figura 51 Soluciones para el cambio escalon negativo en el set-point bajo control de ldgica
difusa.
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Figura 52 Respuestas dinamicas para el cambio negativo en el set-point bajo
el control de légica difusa.
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7.2.3.4. Cambio negativo en la alimentacion de solidos.

Se realizan modificaciones en la alimentaciéon de soOlidos del —25%, concretamente de

—2.00x10"® m3/s enun tiempo t = 200s:
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Figura 53 Soluciones para el cambio escalén negativo en la alimentacion de sélidos bajo
control de logica difusa.
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Figura 54 Respuestas dinamicas para el cambio negativo en la alimentacion
de so6lidos bajo control de légica difusa.
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7.3. Zonas del plano Q de utilidad.

7.3.1. Zonas para estado estacionario dependientes del flujo de descarga.

Se definen los siguientes subconjuntos de €, adquieren su relevancia pues permiten determinar el tipo

de estado estacionario que se alcanzard en base al conocimiento de la alimentacién y el flujo de

descarga actual:
Up:={wy):0 < quu <y <min(f(uy), f(w))}, (82)
Up={(wy)uy <u<upsge, f(uy) <y <f),y =z quu}l, (83)
= {(u,f(u)): o<u< um}, (84)
Oyi={(w f(u)): um < u < uy}, (85)
0= {(u,f(uM)): Uy <u< f(:M)}, (86)
Cyi={(w f(W): uy < U < Upsx) (87)
'€5: = {(umﬂ )’) y > f(U,)}, (88)
Ov:={(w,y):0<u<uy,,y>fw} (89)
Opi={(wy)um <u<uy,y>f(um)} (90)
Oz3:={(w,¥): uy <uU < Upgy,y > f(W)} y (91)
p:={(wm f (wn))}: (92)

En la siguiente figura se presentan graficamente la funcion de flujo limite y estas zonas para tres casos:

v 143
0y
e

y e f(w)
Fluw) / t
w)l
fiim () 4
o um Umax U U u(:‘:‘" HUmax
Y Y
s O3
43 / O In
(07
3 Uz
0
b, U
i t
Flum) T ‘ ‘ .
U Upnax Uina Hwa) Ummax

Figura 55 Funcion de flujo limite y las zonas que define. Arriba a la izquierda: la funcién de flujo
limite. Arriba a la derecha: zonas definidas para q, < q, < qy, Abajo a la izquierda: zonas definidas
para q, < q,, Abajo a la derecha: zonas definidas para q,, < q,,. Extraido de Diehl 2001.
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7.3.2. Zonas para estado estacionario independientes del flujo de descarga.

Las zonas para estado estacionario independientes del flujo de descarga permiten estudiar si existe un
caudal de descarga que permita lograr una operacion optima en estado estacionario, y estan definidas

como sigue:
Ap:= U £:(Qy), con i=1234 (93)
Qu>0
Pp:= U p(Qu), (94)
0<Qy, <0y
P::P1UP2, (95)
Agg:=A3z N {(u, V):y <fp (uinfl) + ﬁuinﬂ}' (96)
Azp:= A3\Azg, (97)

Se grafican estas zonas en la siguiente figura:

. ‘
Py Asp

Uu

Figura 56 Zonas del plano Q independientes del flujo de descarga. Extraido de Diehl
2006.
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7.3.3. Zonas para determinar respuestas escalon.

Ademaés, existen algunas zonas del plano Q que permiten separar las respuestas cualitativamente

distintas a cambios escaldn en la alimentacion, se presentan sus definiciones:

030 =0, N {(u, y):y < f(u, um)}, (98)
Oap =0, 0 {(w,y): u<uM,y > f(w)}, (99)
Ozc = 0, N {(w,y):u =uM,y > f(u")}, (100)

O3, = 03 n{(w,¥):y < f(W")}, (101)

O35 = 03 N {(w,y): f(W) > fFW")}, (102)
O3c = 03 N{(w,y): f(W) < f(W™) <y}, (103)

Uza = U N{(w,):y < fFW)}, (104)

Uz = U N {(w,y):y > fFW™)}, (109)

oo =L n{(w,y):y<uM} y (106)

Cop =4 N {(w,y):y > uM}. (107)

Su representacion grafica es:

Y £s
@]
01 |Oa Oz Ose SbJ
f( NI) f b
'LLO ~ SEr
O Qs 1 A
flumo) F 4y = = _'a‘-f i Uan,
u2a.
i
4y
Umo Ugi Uno Umax

Figura 57 Zonas del plano Q asociadas a las respuestas escalén.
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7.4. Propuestas para la obtencion de la altura de la cama de sedimento.

Se presentan aqui algunas de las propuestas de solucién que el autor considera relevantes para
determinar la altura la cama de sedimento en base a resultados de simulaciones, se presentan los

métodos 1 y 11, el método 111 es parte del desarrollo del trabajo, y se desarrollara en extenso.
7.4.1. Propuesta de solucion |

Es conocido que la discontinuidad asociada a la cama de sedimento, pasa por la concentracion u;,;,

esto inspira el primer método, que se basa en determinar en qué punto la concentracion alcanza ese

valor.

Para un perfil dado de manera funcional, puede determinarse en qué punto se obtiene esa
concentracion?, y para un perfil dado por valores puntuales, puede realizarse una interpolacion lineal

a trozos y determinar en qué punto la interpolacion pasa por el valor de concentracion u;, ;.

El método tiene la ventaja de ser muy simple de implementar en una simulacion, sin embargo,
experimentalmente, no es sencillo obtener el perfil de concentraciones en linea, por lo que esta

propuesta de solucion se descarta debido a las limitaciones experimentales.

Ademas, se observo durante el desarrollo de las simulaciones que el comportamiento de la solucion
numérica asociada a este método no era suave en los cambios de intervalo espacial, aunque el cambio

en la altura de la cama de sedimento si lo era (\Ver anexo 7.6).
7.4.2. Propuesta de solucion 11

Otra posibilidad consiste en estudiar el comportamiento de la funcién masa de solidos acumulada

hasta cierta altura, definida como:

Mac(z,t) = — j Ys(z,t)dz. (108)
H

Es relativamente claro que para el caso de un perfil estacionario con discontinuidades esta funcidn

sigue el comportamiento de la siguiente figura:

29 De no haber un punto que cumpla esta propiedad, es que existe una discontinuidad que pasa por ese valor, de modo que
la ubicacion de esa discontinuidad serd la altura de la cama de sedimento.
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Inventario Acumulado

Posicion

Figura 58 Inventario acumulado para un perfil estacionario criticamente cargado.

Notese el comportamiento lineal por trozos que se obtiene.

Y, por otro lado, para el caso de un perfil continuo, se tiene un perfil de la forma siguiente:

0.7

0.6

Inventario Acumulado

L L L L L L L
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Posicion
Figura 59 Inventario acumulado para un perfil de concentraciones
continuo.

La idea es tratar un perfil ligeramente alejado del comportamiento lineal por trozos como si lo fuera,
y asi, buscar un perfil continuo, con un nimero lo mas pequefio posible de sub-intervalos que permita
aproximar adecuadamente al perfil real, y asumir que la interseccidn entre las rectas cuyas pendientes

cumplan con w;, ¢, € [m;, m;,4) donde m; es la pendiente de la i-ésima recta de aproximacion.

Este método tiene la bondad de que permite obtener un nimero representativo asociado al perfil de
concentracion, que coincide exactamente con la altura de la cama de sedimento para el caso de un
perfil de tipo estacionario 6ptimo, sin embargo, la medicion del perfil de concentracion en una
columna de sedimentacion no es un problema sencillo y, por tanto, se descarta la aplicacion de este

método como solucion.
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7.5. Estudio matematico y experimental del método del flotador.

Supdngase una esfera de radio R, y una densidad fija p,, la fuerza de empuje que sufre esta esfera al
estar inmersa en un medio de densidad variable coincide con el peso del material que desplaza, asi, el

empuje que sufre estara dado por:

4 Zspt+R
Fe(zsp, t,7) = 3mgpLR® + g(ps — pu)m W(z,6)(R? — (zgp — 2)*)dz. (109)
Zsp—R
Por su parte el peso de esta esfera sera:
4 (110)
E, = §7Tgde3.
La esfera estara en equilibrio mecéanico si ambas fuerzas se igualan, asi se deduce que
ZgptR 4 _
] Y(z,t)(R? — (zg, — 2)*)dz = —(u) R®. (111)
Zsh—R 3 Ps — PL

Se define la altura de la cama de sedimento y se denotard como z,;, como el centro geométrico de esta

esfera.

Para asegurar que el flotador esférico se mantenga en las cercanias de la cama de sedimento, y no se
mueva hacia la descarga o hacia el rebalse de la columna de sedimentacion producto de los cambios
en la fuerza de empuje producidos por posibles perturbaciones y posteriores cambios en el perfil de
concentracion, es importante asegurar, en primera instancia que el flotador tenga un tamafio lo
bastante grande para no verse arrastrado por el movimiento de material y que, ademas tenga siempre
una densidad intermedia entre la densidad asociada a u,, y u,,, valores que se supondra, no se

acercan®, es decir,

sup p(um(t)) < pg < inf p(uy(t)). (112)
o<t<T o<t<T

De acuerdo a lo dicho por Diehl en [7, 10, 12, 13, 15], y lo discutido anteriormente respecto de la
operacion 6ptima de un espesador, una eleccion natural seria que el flotador tenga una densidad igual
a la asociada al punto de inflexion de la funcién de flujo batch, pues ese valor se mantendra siempre
entre los valores deseados, sin embargo, otras factores debieran tomarse en consideracion a la hora de

decidir una densidad adecuada para el flotador.

%0 Como se vio en el estudio de los estados estacionarios, de ser iguales ambos valen u;,; 0 bien no corresponden a un
estado estacionario de una columna de sedimentacion criticamente cargada.
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Por ejemplo, la densidad del flotador debiera ser més cercana a la densidad de pulpa en la zona de
sedimentacion que a la densidad de pulpa de en la zona de sedimento, pues ayuda a evitar que éste
quede enterrado en la cama de sedimento producto de la caida de material sobre su zona superior, y
ademas da mayor preponderancia a las fuerzas de empuje impidiendo que el flotador se vea arrastrado

por el flujo de material.

Este método posee la ventaja de que tiene una contraparte experimental clara, y permite atribuir un
numero a un perfil de concentraciones, sin embargo, para perfiles discontinuos, no entrega
necesariamente el valor exacto de la altura de la cama de sedimento, sino un valor que puede variar
en el intervalo [zg, — R, Zg, + R] donde zg,;, corresponde al valor real de la cama de sedimento, debido
a que el centro del flotador puede no estar ubicado en la discontinuidad, en la figura 60 se ilustra el

problema:

e
e G RO SR ST M Pl

Figura 60 Rango de valores que puede adquirir la posicion del centro del flotador,
la densidad de la esfera es decreciente de izquierda a derecha.

Naturalmente si la esfera es de menor radio, este problema se reduce considerablemente, lo que obliga
a utilizar esferas tan pequefias como sea posible, notar que este problema se acentlia cuando la

densidad de la esfera se acerca a una de las densidades limite.

La ecuacidon propuesta (111) es complicada de resolver, puesto que depende del perfil de
concentraciones y puede no disponerse de una expresion analitica para el perfil en todo tiempo, y ain
disponiendo de una expresion analitica, la resolucion de esa ecuacion sigue siendo un problema
complicado de resolver de manera exacta, sin embargo, puede ser simplificado considerablemente si
el perfil a estudiar corresponde a una aproximacion por subintervalos equi-espaciados donde la
concentracion sea constante como es el caso de los promedios de celda obtenidos por el método de
diferencias finitas, el autor propone el siguiente método numérico que permite resolver el problema

con un costo computacional razonable.
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Considérese un perfil aproximado por una funcion seccionalmente constante con intervalos equi-
espaciados, notar que el flotador puede estar ubicado en cualquier posicion interior a la columna de
sedimentacion, se exigira que el extremo inferior de la esfera no pase a la descarga, y que el extremo

superior no pase del rebalse, es decir, zg;, puede variar entre los valores:

~B+R<z,<H-R (113)

En base a esto definase el nimero natural®::

(R (114)
=5

Fijo un valor de R, y dado un perfil de concentraciones, se puede definir la funcion

Zsp*+R 4 — (115)
Hew) = [ @ O®R = (g - 9z — 5 (2=2) e
Zsp—R 3 Ps — PL
Si ademas se define la funcion
R? — (z,, — 2)? |z =z <R
A ) = sb )
(2 25p) { 0 En otro caso (116)
es posible reescribir la funcion H como sigue:
H 4 _
HGw) = | 900G 2)dz - 5 (225 o (117)
—-B 3 Ps — PL
Si el perfil de concentraciones es aproximado en un tiempo t, puede ser escrito como:
n+N
b@ = ) U, (118)
j=-n

donde x;(z) es la funcién caracteristica del j-ésimo intervalo espacial®, considerando esto, es posible

reescribir la funcion H como sigue:

n+N
H(zgp) = U (4 dz — 2 (PLZPLY g (119)
(Zsb) - ij(Z) (Z; Zsb) Z = § — ’
==n’-B Ps — PL

y, gracias a las propiedades de la funcién caracteristica:

3L El corchete que se muestra simboliza que, para cualquier nimero real dado se seleccione el menor niimero entero mayor
o igual a él.

32 Una funcién caracteristica para un conjunto A vale 1 para los elementos del conjunto y cero para los elementos ajenos
aél.
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n+N zj
H(zg,) = z U]f A(z,z4)dz ——(pd pL>R ) (120)
= Yz 3\ps —pL

Ahora, supongase que zg;, adquiere valores z;, tales que i varie entre j, y N — j, y constriyase un

vector con los valores de H en funcidn de los distintos z,.

Notar que, bajo estas hipdtesis, la i-ésima componente de este vector esta dada por

n+N 4
H; = z Uf A(z Zl)dz——<u>R3. (121)
3\ps —pL
j=—n
Definase
Zj
A =f A(z,z;)dz, (122)
Zj—l
se sigue que
n+N
Pa — PL
z Ai;Uj _(f) R, (123)
Ps PL
j=—n

esto permite escribir el vector H como una funcion lineal del vector U

— — 4
H=AU——<pd PL
3\ps — pL

donde el vector E corresponde a un vector columna cuyas componentes valen uno.

)R3E, (124)

Respecto de la matriz A, si los intervalos son equi-espaciados, solo es necesario obtener la primera

fila de elementos, las demas pueden obtenerse mediante la relacion recursiva

Ajj = Aiy1 1 (125)

los términos no considerados en esta relacién son todos cero, obsérvese que la matriz A depende
exclusivamente de la geometria de la esfera, y la discretizacion espacial considerada, que se supondra
fija, asi que es independiente del tiempo y s6lo debe ser calculada una vez, asi la Unica funcién del

tiempo sera el perfil de concentraciones discretizado.

Este método permite escribir la funcion H como una funcién del perfil de concentraciones, en el que
solo debe aplicarse en cada tiempo una matriz A y luego restar una constante, si se grafica este vector
y la posicion se obtiene una funcion cuya interseccion con el eje x correspondera al valor buscado,

para resolver este problema en la practica se recurre a una interpolacion lineal por trozos.
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En la figura 61 se grafica esta funcion considerando un flotador con radios diferentes y densidades
diferentes, la fuerza se divide en R3 para permitir que la comparacién sea entre parametros

adimensionales del mismo orden de magnitud.

Funcion de fuerza total adimensional Funcion de fuerza total adimensional

03 04

——R=0.015m|
R=0.1m
02! R=0.2m

u=0.1500 |
u=o.1as7i

o2 — u=0.2000]

0.2 |
0.1F

| 01 ‘

Fuerza
o
Fuerza

0

01
-0.1 ‘

-02}
-0.2

-03 t 3 -0.3 . "
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
Altura (m) Altura (m)

Figura 61 Modificaciones en la funcion fuerza ante cambios en los parametros, izquierda:
cambios en el radio del flotador, derecha: cambios en la densidad del flotador.

El efecto del aumento de radio se traduce en una suavizacion de la discontinuidad, mientras el efecto
del cambio de densidad del flotador genera simplemente una traslacion de la funcion sobre el eje y, el
efecto de los cambios en ambos pardmetros sobre las soluciones de la ecuacion (111), excede los

objetivos de este trabajo.
7.5.1. Demostracion de la relacion de recurrencia de la matriz A.

La relacion de recurrencia deseada es

Ajj = Ajs1 jr1 (126)
Escribase la forma integral de la componente A; 1 41
Zj41
Aitq j+1 = f A(z,2i41)dz. (127)
Zj
Una propiedad importante de la funcion A es que
A(z,y) =A(z+h,y+h) Vhe R, (128)

gue puede probarse mediante simple sustitucion en la funcion definida por la ecuacién (116).



88

Como la discretizacion es equi-espaciada, se tiene z;,, = z; + Az, y haciendo uso de la propiedad

recién mencionada, se obtiene

zj+Az
Aip1ji1 = f A(z —Az,z;)dz, (129)
VA

j—11TAz

hagase la sustitucion w = z — Az y se tendra:

zj
Aiy1j41 = f A(w, z))dw = Ay}, (130)

Zj—l

que es la relacién buscada.

7.5.2. Existencia de soluciones para el método propuesto.

Bajo ciertas hipotesis es posible demostrar la existencia de soluciones para la ecuacion (111), no es la
intencion de este trabajo demostrar esto para el caso mas general, si no para las situaciones que
competen a este trabajo, se supondra que la esfera tiene una densidad p;,, asociada a la pulpa cuyo

porcentaje de sdlidos es el asociado al punto de inflexion de la funcion de flujo batch, ademaés de la

existencia de una altura de valor zg, tal que

< Ujnfi zZ > Zg,
u(z) {> Unfi 2 <Zsp (131)

El argumento a seguir puede explicarse sencillamente considerando la siguiente figura:

4 ||

Figura 62 Representacion del argumento a utilizar para demostrar la
existencia de soluciones para el método propuesto.

En efecto, la definicion del método dice que la cama de sedimento esta ubicada donde la fuerza total
sobre la esfera se anule, si se considera en la figura la esfera ubicada en la parte inferior esta posee

una densidad menor al medio que le circunda, en otras palabras, se tendra la existencia de una fuerza
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neta que tiende a levantar la esfera, mientras para la esfera ubicada en la parte superior, al tener una
densidad mayor al medio que le circunda, existira una fuerza neta que tendera a hacer descender al
flotador, es decir, la funcion fuerza neta alcanza valores positivos y negativos, se demostrara en esta
seccidn que la funcion fuerza neta es continua espacialmente, de esto y la demostracion de que la
fuerza neta del sistema alcanza valores positivos y negativos se deducira la existencia de soluciones

para la ecuacion (111).

Ademas, para simplificar la discusion , se considerara que zg;, esta ubicado en cualquier punto en el
intervalo (—H + r, B — r), considérese ahora el valor absoluto de la diferencia entre la funcion H

evaluada en los puntos z* y z* + h ambos pertenecientes al intervalo recién mencionado

z"+R z*+h+R (132)
f u(2)(R? — (z* — 2)¥)dz — j u(2)(R? — ((z* + h) — 2)H)dz|,

*+h—-R

|H(z") —H(z" + h)| =

se puede reescribir esta expresion expandiendo la segunda integral y utilizando las propiedades de las

integrales como sigue

|[H(z*) — H(z* + h)|

(133)
z*+h+R
= ‘—hj u(2)(2(z* —2z) + h)dz
z*+h—R
z*+h+R z*—R+h
+ j u(2)(R? — (z* — 2)?)dz — J u(2)(R? — (z* — 2)?)dz|,
Z*+R zZ*—R

gracias a la desigualdad triangular es posible acotar el término derecho por la suma del valor absoluto
de cada integral
|H(z*) — H(z* + h)|
(134)

z*+h+R
< |h| f u(2)(2(z* —2) + h)dz

*+h—R

z*+h+R

+ f u(z)(R? = (z* — 2)?)dz
z*—R+h

+ f u(z)(R? — (z* — 2)?)dz|.

Considerando que la funcién wu(z) es acotada superiormente por el valor u,,,, ademas

(R? = (z* — 2)?) < R? Y |zy, — z| < R, se tendra:
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z*+h+R
|h| f u(2)(2(z* — z) + h)dz| < |hlupmqe (4R? + 2R|A]), (135)
z*+h—R

z*+h+R
J. u(z2)(R? — (z* — 2)2)dz| < |hlupgxR? y (136)
Z*+R

z*—R+h
J. u(z)(R? — (z* — 2)»)dz| < |h|upq R (137)
zZ*—R
Usando toda esta informacion puede escribirse
0 <|H(z*) —H(z" + h)| < |h|(6umaxR? + 2|h|tpmaxR), (138)

notar que la expresion de la derecha tiende a cero cuando h — 0, luego, gracias al teorema del

acotamiento es posible escribir
lim H(z) = H(z"). (139)
z—-z*

En otras palabras, la funcién H es continua en la variable z, se evalta ahora la funcién H en los puntos

zyyzytalesquez; <z, —R<zg +R< 7z,

Zl+R

4 (pg — pL> R3

u(z)(R? — (2, — 2)*)dz — 3 <Ps vy (140)

H) = |

Zl—R
Considerando la condicién impuesta para el porcentaje de sélidos, se tiene que en el dominio de

integracion u(z) > u;,s; (salvo quizas en un punto, que no aporta a la integral) y por lo tanto:

z1+R 4 —
u(z)(R* — (z, —z)z)dz—§<u> R3 (141)

H(z) = .f Ps — PL

Zl—R

Z1+R 4 (Pinf1 — PL
> u; j (R? — (z; — 2)¥)dz — —(—) R3.
),k ! 3\ ps—pu

La integral presente en la ultima expresion puede resolverse obteniendo:
H(z,) > 3R3 Ui o7 — (M) (142)
! 3 mt ps—pL /)

desarrollando el producto se obtiene:

Uinf1Ps — Uinf1PL — Pinf1 T PL
. (143)

H( )>4R3<
Z —
Y73 ps — P1
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Considérese ademas que pin sy = Uins1ps + (1 — Uing )Py, Para obtener:

H(z) > 0. (144)

Considérese ademas la funcion evaluada en z,:

Ps — PL

En el dominio de integracion considerado, gracias a las imposiciones hechas sobre el porcentaje de

Z3+R 4 (pd - pL) R3 (145)

H(z,) = f w(@D(R? — (2, — 2)?)dz — =

ZZ—R 3

solidos es posible escribir u(z) < u;, s, y por lo tanto:

Z2*R 2 2 4 Pa — PL 3
H(z3) < Uingy (R* — (zy, — 2)*)dz — 3o =5 R>, (146)
Z5—R pS - pL
integral que puede ser resuelta obteniendo:
4 Uinf1Ps — Winf1PL — Pinf1 + PL
H(z)<—R3< ):o,
2) <3 e — (147)
de donde se sigue que:

H(z,) < 0. (148)

Luego, la funcion continua H cumple con H(z;) > 0y H(z,) < 0, gracias al Teorema de Bolzano es
posible asegurar que se anula al menos en un punto z* en el intervalo [z, z,] ¥, ademas considerando
las restricciones impuestas a z; y a z, se puede deducir que z* € (zg, — 1, Zg, + 1), limites deducidos

también mediante un razonamiento fisico.

Esto demuestra la existencia de al menos un punto que puede llamarse altura de cama de sedimento,
sin embargo, no demuestra la unicidad y, ademas, las hipdtesis impuestas son en algunos aspectos
mas restrictivas que la operacion optima de un espesador continuo, ambos problemas quedan como

posibilidades de desarrollo posterior.

Respecto de la unicidad, en caso de no poderse asegurar que la solucién sea Unica, el autor propone,
para el caso en que el conjunto de soluciones sea conexo, considerar el infimo de este conjunto, esta
eleccion tiene su raiz fisica en las fuerzas de rozamiento viscoso que no se consideraron en el
desarrollo matematico, las cuales tenderian a arrastrar el flotador hacia la descarga, justificando la
eleccion del infimo como un buen criterio, al ser el infimo Unico, y siempre existir para conjuntos
acotados de numeros reales (que es el caso pues la cama de sedimento es un nimero mayor o igual a

cero) esta eleccion permite cerrar el problema de la unicidad.
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7.6. Comparacion de métodos para determinar la altura de la cama de sedimento.

Se utilizan algunas de las simulaciones dindmicas para comparar los métodos de determinacién de

cama de sedimento, los cuales se nombraran como sigue:

Metodo del punto de inflexion (Método I): Basado en la busqueda de la posicion donde el perfil de
concentraciones alcanza la concentracion w;,g;, considerado por el autor como el método a utilizar
como punto de comparacion pues resulta ser el que se basa de manera més directa en la caracterizacion

de la cama de sedimento.

Meétodo del flotador (Método I11): Basado en el seguimiento de la posicion de un flotador de
densidad determinada, su método de obtencién y algunos de sus aspectos matematicos fueron
explicados en el apartado anterior.

Método del inventario: que consiste en la aplicacion de la ecuacion (42), que puede reescribirse
como

1 (MS
Zsp =
Uy — Um \PsA

Suponiendo que esta expresion es valida en cualquier instante t, permite calcular la altura de la cama

— Hum>. (149)

de sedimento para un espesador, su principal ventaja es que, conociendo el inventario de solidos en
un instante, permite obtener la cama de sedimento en cualquier instante posterior mediante el mero
conocimiento de las entradas y las salidas de material del espesador, lo que simplifica enormemente
el problema de determinar el comportamiento dindmico de la cama de sedimento volviéndose posible
incluso recurrir a métodos analiticos para la sintonizacion de un controlador, ademas de la simpleza
de su célculo que depende exclusivamente del inventario y el estado estacionario al que llegaria la

operacion.

El método del punto de inflexion (Método I) se considerard como la base para la comparacion entre
el método del inventario y el método del flotador, esto debido a que es el que mejor se asocia a la idea
de cama de sedimento, las simulaciones de esta seccion fueron realizadas con los mismos parametros

de las simulaciones mencionadas en el capitulo 4.

Se muestran 3 graficos comparativos de estos tres métodos para ilustrar sus diferencias, uno en lazo

abierto, uno en control Pl, y otro en control de légica difusa.
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7.6.1. Lazo abierto

Se muestra una comparacion de los resultados para los tres métodos basado en la simulacién de lazo

abierto considerando un cambio escalon positivo en el porcentaje de sélidos.

Comparacion de métodos
[ [
Método Il
1.08 g Método |
2 Inventario

1.06 —

Altura

1.04

102 -

— s 1 1 | | | | Ll
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo (s)

Figura 63 Comparacion de resultados obtenidos para la simulacion de lazo abierto.

La principal diferencia entre el método del inventario y el método de punto de inflexién (método I) es
la existencia de un retardo, o periodo de tiempo posterior a la ocurrencia de la perturbacion en que la
altura medida mediante el método del punto de inflexion, no sufre modificacion alguna, mientras el
método del inventario, que depende de la masa en el espesador comienza a alterarse inmediatamente
después de ocurrida la perturbacion, esto mientras el método del flotador mantiene esencialmente un

comportamiento indistinguible del método del punto de inflexién.

Otra diferencia aparece considerando la pendiente del crecimiento de la cama, esta diferencia se
explica considerando que las concentraciones u,, y u, cambian tras el cambio escal6n en la
alimentacion, alterando sensiblemente la pendiente de la recta, mientras la pendiente asociada al
método del inventario permanece constante, este error es menor, sin embargo es de dificil solucién,
debido a que no es un problema sencillo correlacionar las concentraciones en ambas zonas y el tiempo,
mientras un recalculo simple de u,, y u,, en un momento adecuado generaria dos pendientes distintas

para tiempos no replicando cualitativamente el comportamiento real de la cama de sedimento.
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7.6.2. Control PI

Se muestra una comparacion de los resultados para los tres métodos basado en la simulacion de control

P1 considerando un cambio escaldn positivo en el porcentaje de sélidos.

Comparacion de métodos
1.012 - - T e
Método Il
1.01 Método |
Inventario
1,008 — =

1.006 — -

Altura

1.004

1.002 — = =

1E | —
| |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo (s)

Figura 64 Comparacion de métodos para la simulacion del sistema de control PI.

Segun se aprecia, la cama de sedimento determinada mediante los métodos del punto de inflexion
(Método 1) y el método del flotador (Método I11), apenas sufre modificaciones durante el desarrollo
dindmico del proceso, mientras la altura de cama de sedimento determinada con el método del
inventario sufre modificaciones importantes, esto debido a la propagacion de perturbaciones al interior
del espesador, que mantiene un flujo de descarga constante durante un tiempo apreciable, causando

un crecimiento lineal en el inventario, hasta que la perturbacion llega a la cama de sedimento.

Luego la cama de sedimento determinada en base al método del inventario no alcanza al estado
estacionario apreciandose ademas una diferencia importante entre los valores obtenidos mediante
otros métodos, esto es debido a la aparicion de un falso estado estacionario de segunda especie debido
a la incompleta propagacion de las ondas de rarefaccion en la zona de sedimento.

Es importante notar que en términos absolutos el error por utilizar un método u otro es minimo, sin
embargo, el método del inventario no es capaz de replicar el comportamiento cualitativo de la cama
de sedimento, detectando modificaciones cuando estas alin no aparecen, y perseverando en

alteraciones cuando esta ya alcanzé un valor estatico.
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7.6.3. Control de logica difusa

La siguiente figura est& basada en la simulacion del sistema de control de l6gica difusa para un cambio

escalon negativo en el porcentaje de sélidos en la alimentacion.

Comparacion de métodos

e I I — = = ~ m—

1= === Método IIl |—
Método |
0.998 - Inventario |—

0.996 [~ —

Altura

0.992 —

0.99 - =

0.988 ! | | .~ | l I |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo (s)

Figura 65 Comparacion de los métodos de determinacion de altura de cama de
sedimento para la simulacion del control de légica difusa.

Se aprecian claras diferencias entre lo obtenido por medio del método del inventario versus el método
I, el método del inventario entrega resultados buenos durante los primeros 200s, sin embargo en el
instante en que ocurre la perturbacion, el inventario disminuye instantaneamente mientras la cama de

sedimento permanece inalterada hasta los 420s aproximadamente.

Mientras tanto, el método del flotador (Método I11) replica cualitativamente los resultados del método

del punto de inflexion (Método I) con una diferencia que se mantiene constante en el tiempo.

Es importante remarcar que las diferencias importantes no son cuantitativas si no cualitativas, el
método del inventario no logra captar los fendmenos dinamicos que ocurren con la cama de sedimento

como los retardos y la pendiente de crecimiento.

Una ventaja importante que puede apreciarse si se observa con cuidado la figura 55 es que la altura
de cama de sedimento producida por el método del punto de inflexion (Método 1) no es suave,
sufriendo cambios bruscos en su derivada cuando pasa de un sub-intervalo espacial a otro, mientras
el metodo del flotador (Método I11) ofrece curvas suaves en el sentido de que no sufre cambios bruscos

en la derivada en los cambios de sub-intervalos.

Existen casos en que los tres métodos son casi indistinguibles como, por ejemplo, para el cambio

positivo de set-point bajo control PI de accion lenta:
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Comparacion de métodos
T T I
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Figura 66 Comparacion de métodos para la modificacion del set-point.

Aqui la determinacion por el método del inventario resulta eficaz, esto se debe a tres razones, primero
la escala de las modificaciones, que enmascara los pequefios errores que eran notorios en las
comparaciones anteriores, segundo, que el efecto de los cambios en el flujo de descarga sobre la cama
de sedimento es instantaneo al igual que en el inventario, por lo tanto es de esperar un comportamiento
cualitativamente similar, y tercero, las modificaciones en el set-point, al no ser perturbaciones de la
alimentacion, no generan cambios en los valores estacionarios u,, Yy u,,, por lo tanto estos pardmetros

permanecen constantes.
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7.7. Ejemplos de calculo de los parametros de los cambios escaldn.

En este apartado se aplican las expresiones obtenidas en el capitulo 4 para analizar las respuestas a
cambios escalon en lazo abierto consideradas en el mismo capitulo, se comparan ademas con los
valores obtenidos en las simulaciones, que fueron conseguidos ajustando las curvas obtenidas con

modelos simples en base a métodos de minimos cuadrados.

7.7.1. Cambio escaldn en el flujo de descarga.

Se considera la respuesta escalén a un cambio positivo en el flujo de descarga de valor

8.3x107° m3 /s, impuesto al sistema en un tiempo de 200s, obteniéndose la siguiente respuesta:

Altura de la cama de sedimento
I

095 ; -

09

Altura (m)

085 — ) E

08—

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo (s)

Figura 67 Respuesta escalon ante cambio escalon positivo en el
flujo de descarga.

A esta respuesta se le realiza un ajuste lineal considerando puntos posteriores a 200s, cuyos

parametros obtenidos son los siguientes:

Tabla 8 Parametros del ajuste lineal.

Parametro Valor
Intercepto 1.028 m
Pendiente -1.26x10% m/s

Como se vio durante el analisis cualitativo de la respuesta escaldn, el retardo asociado a un cambio

escaldn en el flujo de descarga es nulo.

El siguiente paso es obtener el valor de la pendiente inicial en base al conocimiento que se posee de
las soluciones de la ecuacion diferencial, la forma de la curva respuesta obtenida permite afirmar que
la cama de sedimento corresponde a una onda de choque cuya velocidad de propagacion puede

calcularse mediante la condicién de Rankine-Hugoniot
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_ fug) = f(uy)
0= »

U — Uy

(150)

como a ambos lados de la discontinuidad la concentracion permanece esencialmente inalterada tras el

cambio escaldn en el flujo de descarga se calcula:

_ 1»(0.0276) — f,(0.3816) + 3.64x1074(0.0276 — 0.3816)
7= 0.0276 — 0.3816
El signo positivo de la velocidad de propagacion calculado se entiende considerando que el eje

= 1.18x10"*m/s. (151)

coordenado fue considerado positivo hacia abajo.

Por ultimo, considérese el valor del cociente entre la pendiente de crecimiento inicial y la magnitud

de la perturbacion:

. = 1.26x107*m/s
17 8.33x10-m3/s

El autor realiz6 también una simulacion considerando un cambio escalén de menor magnitud, de valor

= 15.1m™2 (152)

1.67x107¢m3/s, el valor de la pendiente obtenida bajo esta imposicion fue de 2.48x107° m/s,

utilizando estos valores para calcular K; bajo este cambio escalén se obtiene:

‘- 2.48x107°m/s
17 1.67x10-5m3/s

Que es muy similar al valor de K; obtenido mediante el otro cambio escaldn, esto dice que el valor de

= 14.8m™2 (153)

K; es con una muy buena aproximacion independiente del cambio escaldn en el caudal de descarga.
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7.7.2. Cambio escaldn en el flujo de alimentacion.

Se considera la respuesta escalén al cambio positivo en el flujo de alimentacién, el cambio
considerado fue de 3.33x10~7 m3/s, el cual fue impuesto al sistema en un tiempo de 200s, la

respuesta es de la siguiente forma:

Altura de la cama de sedimento
I
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Figura 68 Respuesta escalon ante cambio escaldn positivo en el flujo de
alimentacion.

Se inicia realizando un ajuste lineal a los puntos posteriores a los 500s, los parametros de la recta de

ajuste obtenidos fueron los siguientes:

Tabla 9 Parametros del ajuste lineal.

Parametro Valor
Intercepto 0.963 m
Pendiente 8.81x10° m/s

Para obtener el retardo 6 a partir de los datos de la simulacion, se busca el punto en que esta recta

alcanza la altura inicial, es decir, la interseccion con el valor 1m

1m = 8.81x10"°m/s (6 + 200s) + 0.963m, (154)
a 0 se le suman 200s pues la perturbacion fue impuesta al sistema en ese momento, resolviendo esta

ecuacion se obtiene:

0 = 2195, (155)
que corresponde al retardo asociado a esta perturbacion obtenido a partir de las simulaciones.
Ahora se utilizan las expresiones derivadas en el capitulo 4, primero ha de determinarse si la onda de

propagacion correspondiente corresponde a un choque 0 a una onda de rarefaccion, para esto debe

calcularse el nuevo valor de concentracion conjugada u,, este puede ser obtenido igualando la
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velocidad de flujo de alimentacion y la velocidad de flujo en la zona de sedimentacién considerando
que el flujo de descarga permanece constante, de esta ecuacion deben seleccionarse las soluciones

tales que u; < Ujppy:

fo(uy) + quuy = qruy, (156)
los parametros de esta ecuacion estan dados en las tablas 3 y 5, mientras que el valor g, corresponde

al nuevo caudal de alimentacion dividido en el area del espesador, la solucién a esta ecuacion no lineal

€S

u; = 0.0379. (157)

Resta ahora evaluar f” en las concentraciones u}, y u;, cuyos resultados son

f'(ul) = 0.0032 y f'(uZ) = 0.0024. (158)
Notar que se tiene f'(uk,) > f'(u2), es decir, la propagacion de esta perturbacion es mediante una

onda de rarefaccion.

Con todo, puede usarse la ecuacién (51) para estimar una velocidad de propagacion para la onda, se

utiliza un valor de 0.9 para a, obteniendo

~ 17—1m
' = 0.0031m/s * 0.9 + 0.0024 m/s * (1 — 0.9)

Se adjunta un grafico del comportamiento del retardo predicho y el error cuadratico versus a.

= 231.78s. (159)
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Figura 69 Retardo estimado y error cuadratico versus alfa.
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Donde se aprecia que el error cuadratico se hace minimo cercano al valor de « igual a 1, esto se
interpreta como que la velocidad a la que se propaga la perturbacion esta controlada principalmente
por la velocidad de propagacion de la concentracion inicial en la zona de sedimentacion.

El segundo problema es determinar la pendiente de crecimiento inicial en base a los pardmetros del
problema, para esto, en base a la forma de la solucidn, puede estipularse que el tipo de propagacion
asociado a la cama de sedimento es una onda de choque, asi la velocidad puede calcularse mediante
la condicién de Rankine-Hugoniot, sin embargo, para esto deben primero determinarse la
concentracion de solidos limite a ambos lados de la cama de sedimento, se determind anteriormente
que uno de los limites adquiere el valor de u,, el otro limite puede obtenerse mediante el céalculo de

la solucion a la siguiente ecuacion:

fouz) — fo(u) = (uy — ug) fp (u2), (160)
Cuya solucién es:

u, = 0.3512 (161)
Asi, reemplazando ambos valores en la condicion de Rankine-Hugoniot se obtiene lo siguiente:
£,(0.3512) — £,,(0.0379) + 2.43x10"*m/s (0.3512 — 0.0379)
o=

0.3512 — 0.0379
= —8.63x10"°>m/s

(162)

El signo negativo proviene de la eleccion del eje de coordenadas, cuya direccion positiva apunta hacia
abajo, es decir hacia la descarga del espesador, luego, la cama de sedimento sube.

Notar que la pendiente obtenida mediante la simulacion tiene un valor de 8.81x10° m/s, muy cercano

al valor obtenido mediante el método propuesto.

Se calcula, ademas, el resultado del cociente entre la pendiente del incremento en la cama de

sedimento y el incremento en el flujo de alimentacién

. — 8.81x10™°m/s
27 1.67x10~5m3/s

=5.372m™2. (163)
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7.7.3. Cambio escaldn en el porcentaje de solidos de alimentacion.

La perturbacion a considerar consistio en un cambio escalon positivo en la fraccion volumétrica de
solidos de 0.02, impuesta en un tiempo de 200 s, la curva de respuesta para esta situacion es la

siguiente:

Altura de la cama de sedimento

Altura (m)
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo (s)

Figura 70 Respuesta escalén ante cambio escalén positivo en el porcentaje de sélidos
en la alimentacion.

Notar que cualitativamente la respuesta no es distinta al caso anterior, por lo que se seguira el mismo
método, los pardmetros del ajuste lineal a la recta de crecimiento de la cama de sedimento fueron los

siguientes:

Tabla 10 Parametros del ajuste lineal.

Parametro Valor
Intercepto 0.977 m
Pendiente 5.75x10° m/s

El retardo obtenido en la simulacion puede ser calculado en base a estos valores como sigue

1m =5.75x10"5m/s (6 + 200s) + 0.977m, (164)

cuyo resultado corresponde a un valor de retardo de 8 = 202 s.

Lo siguiente es estimar el valor de los parametros retardo y pendiente en base a los datos del problema,

para el retardo, debe primero determinarse el nuevo valor de concentracion conjugada u,, que es

u; = 0.0342. (165)
Ahora, debe determinarse si la propagacion de la perturbacion es mediante una onda de choque o

rarefaccion, para esto resulta necesario calcular los valores:

f'(ur) = 0.0031 y f'(uy) = 0.0026, (166)
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y como f'(ul) > f'(u2), la propagacion de esta perturbacion ocurre mediante una onda de

rarefaccion.

Para calcular el retardo se supone un @ = 0.9, lo que permite calcular el retardo como sigue

6 =
0.9 ¥0.0031 m/s + 0.1 x0.0026 m/s

0.7m

= 230s.

(167)

Se adjunta también un grafico del comportamiento de el retardo estimado y el error cuadratico versus

alfa.
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Figura 71 Retardo estimado y error cuadratico en funcion de alfa.
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Por ultimo, es de importancia calcular el valor de la pendiente de crecimiento de la cama de sedimento

dividida por la magnitud de la perturbacion

Ks =

_ 5.75x107°m/s

0.02

= 2.88x1073m/s.

(168)
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7.7.4. Reduccion de variables.

El comportamiento cualitativamente parecido de los cambios escalon en porcentaje de sélidos y en
caudal de alimentacion permiten pensar que ambas variables son expresiones de una misma realidad
fisica, la alimentacion de solidos por unidad de tiempo, que, considerando cambios escalon pequefios,
permitiria unificar ambos efectos en esta Unica variable, inspirado en la ecuacion (10), se estipula que

la variable buscada es S = Qruy, para confirmar esto, se consideraran los siguientes cocientes:

KI - = ! -
1 U 2 Qf (169)

De ser ambos iguales, permitiria afirmar que para el estudio de la dinamica de la altura de la cama de
sedimento en torno al punto de equilibrio y considerando horizontes temporales pequefios comparados

con el retardo de las perturbaciones, basta sélo con considerar la variable S.

Los valores numéricos de ambas constantes son K; = 44.75m™2 y K, = 43.19m™2, es decir,
aproximadamente iguales, en otras palabras, trabajar s6lo con la variable S para fines de la

sintonizacion esta bien justificado, y su constante asociada sera renombrada K'.

Recuérdese que esto es desde la perspectiva de la dindmica considerando pequefias perturbaciones,
como se vio en el estudio de los estados estacionarios, en realidad el estado estacionario al que el

sistema llega depende de ambas variables por separado.
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7.8. Sintonizacién del controlador Pl

Puede utilizarse la informacion obtenida a partir de las simulaciones de lazo abierto para obtener un
modelo lineal simplificado del sistema de control, que puede ser utilizado para sintonizar el
controlador Pl de acuerdo a algunos objetivos, en particular, aqui se hara en base al sobrepaso y el

tiempo de estabilizacion.

Las caracteristicas esenciales que seran utilizada para linealizar el sistema, son las deducidas a partir

de las respuestas escalon obtenidas en el capitulo 4, que son las siguientes:

1) Para las variables de alimentacion se manifiesta un retardo, que no se manifiesta cuando ocurre
un cambio en el caudal de descarga.
2) Para todos los cambios escaldn, se aprecian comportamientos lineales una vez propagadas las

perturbaciones al interior del espesador.

Estas caracteristicas permiten proponer funciones de transferencia asociadas a cada variable de

entrada, que en base a las caracteristicas 1) y 2) adquieren la forma

e—Sei
G = Ki— (170)

donde 6; corresponde al retardo asociado a la i-ésima variable de entrada, y k; corresponde a la
pendiente de crecimiento inicial estudiada en el capitulo 4 dividida por la magnitud de la perturbacion

en la variable de entrada.

Los valores asociados a cada variable de entrada fueron obtenidos en el apartado anterior, donde
también se mostré como obtenerlos en otros casos, los valores asociados a cada entrada se presentan

en la siguiente tabla:

Tabla 11 Parametros de las funciones de transferencia asociadas a las variables de entrada.

Variable de entrada K; 0;
Caudal descarga (i=1) 15.12 0
Caudal alimentacién (i=2) 5.37 219

Porcentaje de solidos alimentacion (i=3) 2.88x10°3 202
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Y el diagrama de bloques para el sistema en lazo abierto seria el siguiente:

Pl
@—» ! —»j\/ ()
uf Zsb
p 1

Qu

Figura 72 Diagrama de bloques linealizado del sistema en
lazo abierto.

Por su parte, se desea estudiar el sistema de control, basado en un control PI, que tiene una funcion de

transferencia dada por

c =Kps+K,

c

. (171)

Y el diagrama de bloques asociado al sistema de control simplificado seria:

’ N
>
D il
Q PI(s)—»E—»;J

Figura 73 Diagrama de bloques del sistema de control
linealizado simplificado 1.

Notar que se ignora la saturacion del controlador (los limites de accion impuestos al controlador), y
ademas se omiten las perturbaciones generadas por las acciones de control del sistema, esta ultima
omision se justifica bajo la suposicion de pequefias perturbaciones, y bajo la hip6tesis de accion

rapida.
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La expresion matemaética de este modelo linealizado sera

Y Sy VAR Y SO
T14G.G, P 1+4G,.G, Qr 1+ GG,

Se renombran las funciones de transferencia asociadas al lazo cerrado como sigue

Aug. (172)

L GG (sK,+ KK, 173
14+G.Gy 5%+ sKyK; + KKy’
G K,se02s
2. _ "2 _ 2 y (174)
1+G.G; s?+sK,K; + KK,
G Kise0ss
=2 = > . (175)
1+G.G; s?+sK,K; + KK,
Los polos de estas funciones de transferencia pueden obtenerse resolviendo la ecuacién
52 + SKpKl + KIKI == O, (176)
en este punto es conveniente escribir esta ecuacién en su forma estandar
s2 4+ 2wpés + wZ =0, (177)

comparando ambas ecuaciones se obtienen los valores de cada uno de los parametros

on=KE ¥ 78)

K K,

F=—E— 179
2K K, (179)
Polos con parte real negativa permiten asegurar la estabilidad®® del sistema ante perturbaciones

acotadas.

Tras denotar la ecuacion de esa manera, los polos adquieren la forma

P12 = —wpé T wpy/ §%—1, (180)

como los pardmetros w,, y ¢ son positivos pues en su definicion intervienen solo productos, cocientes
y raices de cantidades positivas, se impondra que 0 < ¢ < 1 de modo que los polos sean complejos

conjugados con parte real negativa y se tenga la estabilidad del sistema, esta condicion se traduce en

0 < K, JK; < 2K (181)

33 El sentido de la estabilidad mencionada es que entradas acotadas produzcan salidas acotadas.
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El segundo problema corresponde a realizar la determinacion de las constantes en base a determinadas
especificaciones, en particular, en este trabajo dos especificaciones se tendran en cuanta, asociadas al
sobrepaso S, y al tiempo de estabilizacion t, para alcanzar una determinada banda 535, como es bien

conocido estas caracteristicas se asocian a los parametros del modelo de segundo orden como sigue

__nd
S=e V1§ y (182)
ty; = ln< ! ) ! , (183)
81 —¢&2)Swn
ambas son de simple despeje pudiéndose obtener
§ = DN y (184)
JZ + In(S)?
1 1
W, = 1n <51—m> a (185)

Notar que el calculo de w,, se realiza en base al conocimiento de ¢, finalmente es posible obtener las

constantes de controlador en base a los parametros de segundo orden mediante las siguientes

relaciones
K, = a),% 1
= K, y (186)
2w,€
K, = .
p K, (187)

La relacion 0 < K,/K; < 2,/K; impone limites a las especificaciones que pueden solicitarse al

controlador, en efecto, de esta desigualdad puede deducirse ./ w,,é < 1 que corresponde a la condicién

buscada.

Siguiendo este método, se consideran dos tipos de especificaciones diferentes, una para cubrir la
accion répida utilizada en las simulaciones, y otra para accién lenta, mas adecuada para la

experimentacion, como se discute durante este trabajo.

34 Este valor corresponde a un sobrepaso respecto del cambio escalén del set-point.
% Esta banda se calcula respecto del cambio escalén en el set-point.
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7.8.1. Sintonizacion de accion rapida.

Se define para este caso un controlador de accion répida como aquel que considera tiempos de
estabilizacion pequefios comparados con los retardos asociados a las perturbaciones del sistema, en

este caso, se observo que los retardos fueron del orden de 210 s, las solicitaciones realizadas son:

Tabla 12 Solicitaciones para control Pi de accion rapida.

Solicitacion Valor
Sobrepaso 0.271
Tiempo de estabilizacion 17.2s
Banda de estabilidad 0.05

Se sigue ahora el método recién presentado para obtener el factor de amortiguamiento y la frecuencia

natural como sigue:

In(0.271)|
= = 0.384 y (188)
Jm? +1n(0.271)2
=1 ( - ) . = 0.4655 "
On = 005V — 03842/ 0.384 x17.25 00 (189)

Notar que el producto del factor de amortiguamiento y la raiz de la frecuencia natural tiene un valor
de 0.262 que es menor a 1, lo que implica que las solicitaciones son factibles, se calculan ahora las

constantes del controlador asociadas a estas solicitaciones son

(0.465s71)?
I~ 1512m2
2 % 0.465s5~1 + 0.384
P= 15.12m"2

= 0.0143m?s™2 y (190)

= 0.0236m?s 1. (191)
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7.8.2. Sintonizacidn de accion lenta.

Por su parte la accion lenta considera tiempos de estabilizacion del orden de los retardos asociados a

las perturbaciones del sistema, las solicitaciones para este caso fueron las siguientes:

Tabla 13 Solicitaciones para control Pi de accién lenta.

Solicitacion Valor
Sobrepaso 0.763

Tiempo de estabilizacion 336.1s
Banda de estabilidad 0.05

Siguiendo el mismo método utilizado en la seccion anterior, se obtienen los valores para el factor de

amortiguamiento y la frecuencia natural

OIS oee .
Jm2 +1n(0.763)2
1 1
@n =In (o_osm) 008633615~ V1047 (193)

Notar que el producto del factor de amortiguamiento y la raiz de la frecuencia natural tiene un valor
de 0.0089 que es menor a 1, lo que implica que las solicitaciones son factibles, se calculan ahora las

constantes del controlador asociadas a estas solicitaciones

(0.104s571)?2
I~ 15.12m2
2%0.104s~1 + 0.086
P= 15.12m"2

=7.14x10"*m?s2 y (194)

= 1.18x103 m?s 1, (195)
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7.8.3. Generalizacion del modelo.

Es importante considerar que la sintonizacion de accion lenta no entrega constantes de controlador
que se correspondan con la respuesta dinamica de segundo orden dada por el modelo simplificado de
control, esto debido a que la propagacion de las perturbaciones producto de las acciones de control es
mas rapida que la estabilizacion en si, generando multitud de soluciones cualitativamente distintas en
base al tiempo de propagacion de las perturbaciones, los tiempos de estabilizacion y las condiciones

de operacion.

El autor propone como siguiente paso en el estudio de este control el trabajo sobre el siguiente lazo,

que representa mucho mejor la realidad del sistema:

POt

B
>

»|=

A

|-

Figura 74 Diagrama de bloques del sistema de
control linealizado simplificado 2.

Donde K, corresponde a la constante que cuantifica el efecto de un cambio en la alimentacion de
solidos sobre la concentracion conjugada, K, cuantifica el efecto del caudal de descarga sobre la
concentracion conjugada, K, cuantifica el efecto de un cambio en la concentracién conjugada sobre
la cama de sedimento, y K, cuantifica el efecto de un cambio en el caudal de descarga sobre la altura

de la cama de sedimento.
Diagrama que puede ser planteado ante las siguientes suposiciones:

1) Laaccién de control no alcanza en ningiin momento la saturacion.

2) EIl tiempo de simulacion es pequefio comparado con el tiempo que toma a las ondas de
rarefaccién de la zona de sedimento propagarse hasta alcanzar su destino.

3) Eltiempo de propagacion de las perturbaciones es constante, es decir independiente del caudal
de descarga, de la concentracion conjugada y de la altura de cama de sedimento, esto implica

que las modificaciones en estas tres variables no pueden ser de gran tamafio.
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4) La propagacion de perturbaciones en la zona de sedimentacion se realiza mediante ondas de

choque (es decir, los cambios en la concentracion conjugada serén abruptos).

La figura 6, la figura 67 asi como la ecuacion (44) justifican que la dependencia funcional de la
concentracion conjugada con el caudal de descarga corresponda a una ganancia multiplicada por la
magnitud del cambio en el caudal de descarga, la dependencia de esta constante con las condiciones

de operacidn y los parametros de la funcion constitutiva del material se abordan también més adelante.

Este diagrama de bloques tiene en consideracion el efecto del caudal de descarga sobre la
concentracion conjugada y debiera, en principio, permitir estudiar la estabilidad de sistemas de accion
lenta, y si cabe, realizar una sintonizacion adecuada, sin embargo, la sintonizacién de este sistema,
salvo para casos limite donde 6 es muy pequefio o muy grande, es de una complejidad mayor al

sistema propuesto anteriormente.

Este diagrama permite observar de mucho mejor manera la aparicion de falsos estados estacionarios
de primera especie, sin embargo, producto de las suposiciones hechas para construirlo, no considera

la aparicién de falsos estados estacionarios de segunda especie.

Se propone aqui un analisis de la estabilidad de este sistema, para esto se realiza primero un célculo

de los valores de las distintas constantes presentes en él:

7.8.3.1. Calculo de Ksy Ks

La constante K tiene en consideracion el efecto de la alimentacion de so6lidos sobre la concentracion
conjugada, para calcularla, se hard uso de la siguiente figura, que muestra cémo cambia la

concentracion conjugada ante un cambio escalon en la alimentacion de sélidos:

Concentracion conjugada
0.038 -

0.036
0.034 — =

0.032 — —

Fraccion volumétrica de sélidos

1 1 1 1 |
0 100 200 300 400 500 600
Tiempo (s)

Figura 75 Concentracion conjugada ante cambio escalén en la
alimentacion de sélidos.
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Se calcula la constante como el cociente entre la magnitud de la modificacion en la concentracion

conjugada y la modificacion en la alimentacion de sélidos

o 0037900276 _ (196)
S 2.00x10"6m3s~1 moess

Por su parte, la constante K, tiene en cuenta el efecto de un cambio en la concentracién conjugada en

la cama de sedimento una vez propagada, para calcular esto, basta considerar que la constante
calculada en la seccion 7.7.4 representa el efecto que un cambio en la alimentacién de sélidos tiene

en la cama de sedimento

Crecimiento en la cama de sedimento (197)

K'= - =~ -
Cambio en la concentraciéon conjugada

Cambio en la concentracion conjugada

. . ; = K4K
Cambio en la alimentacion s

luego:

Ko am (198)
T Ky 5150m-3si oY MmS

7.8.3.2. Célculo de K1y Kq

K,

El valor de K;, que corresponde al efecto de un cambio escalon en el caudal de descarga sobre la
pendiente de crecimiento de la altura cama de sedimento con el signo cambiado, no sufre alteraciones
respecto de lo calculado en la seccion 7.7.1, por lo que su valor permanece inalterado por este cambio

en el diagrama de bloques, por otro lado, el valor de K, puede ser calculado a partir de la figura 6

_0.0276 — 0.0266
7" 8.33x10~6m3s-1

Debido a la no linealidad de (44), la constante K, es bastante sensible respecto de los valores iniciales

= 120m™3s. (199)

y finales de Q,,, se utilizara el valor recién calculado, sin embargo, es posible plantear un recélculo

mas preciso en base a la ecuacién mencionada.
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7.8.3.3. Funciones de transferencia, aproximaciones y analisis de estabilidad.

Se puede matematizar el diagrama de blogques propuesto en la figura 66 de la siguiente manera

Zsp = 615 + Gzzsp, (200)
recordar que en este contexto, S, zs, Y zg, corresponden a la transformada de Laplace de las
modificaciones en las variables en el tiempo, aqui las funciones de transferencia G, y G, adquieren la

siguiente forma especifica:

G — K.K,se 9 y 204)
P sz 4 (K + Kys) (Ky + K Kye™%)
K; + K,s)(K, + K,K,e %

(Kt Kys) (K + Kofre™) 02

T 57 (K + Kys) (K + KoKye )
Estudiar la estabilidad de este sistema es estudiar el signo de los polos de estas funciones de
transferencia, sin embargo, el término exponencial impide hacer esto de forma sencilla, una primera
solucion es aproximar la exponencial por alguna funcion racional, se utilizara la aproximacién de Pade

de primer orden, que esta dada por

L _0s
e~0s — 2 (203)
Os’
1+
Ambas funciones de transferencia poseen los mismos polos, asi que se considerard solo G, en el
analisis
_9s
(K + Kps) | Ky + K K, 5
1+ (204)
G, = )
2 L 95
s2 + (K, + Kyps) | Ky + K K, <
1+

desarrollando esta expresion se obtiene

(K; + K,s) <K1(1 + %) + KoK, (1 - %))
G, = (205)

52 (1 + %) + (K + Kys) <K1 (1 + %) + K K, (1 - %)) |
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En este punto sélo es necesario considerar el denominador de esta funcién de transferencia:

) Os Os Os
p(s) =s (1 + 7) + (K + K,s) | Ky (1 + 7) + KK, (1 - 7) ) (206)
desarrollando este polinomio se obtiene
0 K,6 K,6
p(s) = s3 (E) + 52 (1 + % [k, — KqK4]) +s (% [Ki — K Ku] + K, [Ky + KqK4]> (207)
+ K (Ky + K Ky) -

Se definen los siguientes términos:

6

az = > (208)

K,0
ay = 1+ ——[K = KKu], (209)

K, 6
a =— [Ky — K Ko+ Kp[Ky + K K] (210)
ao = K, (K, + K,K,), (211)
de modo que el polinomio queda escrito como sigue:

p(s) = azs® + a,s? + a;s + a,. (212)

Se debe estudiar el signo de la parte real de los ceros de este polinomio, para esto se utilizar el criterio
de Ruth-Hurwitz, cuya primera exigencia es que cada coeficiente de este polinomio sea positivo, lo
cual esta asegurado para as Y a,, Sin embargo no necesariamente es el caso para a, y a4, por lo que

debe imponerse como condicidn (se hara explicito al final).

El segundo paso en la aplicacion de este criterio es la construccion de la siguiente tabla:

53 a3 a1
SZ az aO
sl a2
11 B
Donde:
a,a; — azdp (213)
= —
a,
O*az_o*a3 (214)
az = =0 y
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_(ayap — aza;) (215)

p1= Q.

241

El criterio de Ruth-Hurwitz asegura que el nimero de polos con parte real positiva es igual al nimero
de cambios de signo, de los elementos de la primera columna, es decir, que debe exigirse que as, a,,
a, Y B sean todos mayores a cero, es sabido que a; > 0, y que 8, = a, > 0, ademas a, > 0 por una

imposicion anterior, luego, la aplicacion del criterio s6lo suma una condicion mas que es:

a,a; — asap
2

(216)

En resumen, la estabilidad para este modelo simplificado mediante la aproximacion de Padé de primer

orden exige las siguientes condiciones:

a, >0, (217)
a, >0 y (218)
a,a, — asa
201 3o >0 (219)
a,

Se aplica ahora este criterio a los sistemas de accion rapida y accién lenta como sigue:

Tabla 14 Parametros de la tabla de Ruth-Hurwitz

Parametro Accién Répida Accidn Lenta
a, 0.231 0.012
a, 21.15 1.06
a, 35.93 2.74
as 105 105
a, 20.47 0.616

Lo que predice que tanto el sistema de accion rapida como el de accion lenta son estables, esto esta
de acuerdo con las simulaciones basadas en el sistema linealizado a realizarse en la préxima seccién,
sin embargo, en desacuerdo con lo obtenido en las simulaciones no lineales, es decir, no es capaz de

reproducir adecuadamente la aparicion de inestabilidades en el sistema.

Por su parte es importante considerar el pequefio valor que tiene a; y a, para el controlador de accion
lenta, es decir, la estabilidad o inestabilidad predicha por este método para el controlador de accidn

lenta es muy sensible a modificaciones en las constantes que modelan el sistema, asi cambios de un
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orden de magnitud en las constantes K, o K, generan inestabilidades del sistema, la dependencia de
estas constantes con la operacion actual puede ser sefialada como una causa de este comportamiento.
Se desarrollan ahora las expresiones para aproximaciones de Pade de un orden arbitrario.

La aproximacion de Pade de orden n para la exponencial se basa en la siguiente reescritura de esta
funcion
_0s Os
ez _m(-7)
6s ~ s
ez p(7)

donde p,, corresponde al polinomio de Taylor de orden n para la exponencial, se reemplaza esta

-0s _

e » (220)

aproximacion en la ecuacion (201) y se obtiene

G, = — (221)
52+ (K, + Kys) | Ky + KoKy P(7)

m(7)

si se desarrolla esta expresion se obtiene:

KsKyspn (_ %)
— p” PERY (222)
@)+ 21 s () e ()

Y el polinomio cuyo estudio interesa sera:

Gl=

Os Os Os
qn(s) = s’y (7) + (K + Kps) <K1pn (7) + Ko Kapn (— 7)) (223)
Polinomio de grado n + 2, el tratamiento algebraico de esta expresion puede ser engorroso para
polinomios p,, de grado alto, sin embargo, gracias a programas de algebra computacional como Matlab
0 Maple, es posible obtener rapidamente expresiones para el polinomio g,,, se adjunta un algoritmo
programado en el paquete simbdlico de Matlab Symbolic Math Toolbox que, dado un n y las
constantes del sistema, calcula la expresidn analitica del polinomio q,,, los valores numéricos de los

coeficientes del polinomio, las raices numéricas del polinomio, ademas de una matriz que representa
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la tabla del criterio de Ruth-Hurwitz, debido a las limitaciones de los nimeros double-precision y la

presencia de factoriales en las ecuaciones, el algoritmo es adecuado para 6rdenes menores a 21.

Algoritmo 1 Programa en MATLAB para el estudio de la estabilidad del
sistema con una aproximacion de Pade de orden n.

%$Se definen las variables simbdlicas$
syms s Ki Kp K1 Kg K4 theta
%Se solicita un valor n de entrada correspondiente al orden de la aproximacidn
de Pade%
n=12; %Ingrésese el orden del polinomio%
%Se solicita el valor numérico de las constantes del sistema$
[VKi vKp vK1l vKg vK4 vtheta]=[0.0143 0.0236 15.12 120 0.00854 210];
%Se construye el polinomio de Taylor de orden n para la exponencial$
p =1;
for i=l:n
p=p+s~i/factorial (i) ;

end
%$Se construye y reporta el polinomio g%
q:

collect (expand (s”2*subs (p, s, theta*s/2)+ (Ki+Kp*s) * (K1*subs (p, s, theta*s/2) +Kgq*K4~*
subs (p, s, -theta*s/2))),s)
%Se extraen y reportan los coeficientes del polinomio g%
a=coeffs(q, s)
$Se evallan numéricamente las constantes del sistema en el polinomio g, y se
reporta el polinomio con los coeficientes numéricos$
gg=subs (subs (subs (subs (subs (subs (g, theta, vtheta) ,Ki, vKi) , Kp, vKp) ,K1l,vKl) ,K4,vK4
) » Kq, VKq)
%$Se determinan los valores numéricos de las raices del polinomio g%
r=double (solve (gqg,s)) ;s
%Se busca determinar la mayor parte real de entre las raices del polinomio g%
rmax=max (real (r)) ;
%Se define una matriz que representa los coeficientes de la tabla de Ruth-
Hurwitz$
M=sym (zeros (n+3,n+3)) ;
for i=l:ceil ((n+3)/2)

M(1l,1i)=a(n+3-2*(i-1));
end
for i=1l:floor ((n+3)/2)

M(2,1i)=a(n+3-2*(i-1)-1);
end
for i=3:n+3

for §j=1:n+3-i+1

M(i,3)=(M(1-1,1)*M(1-2,3+1)-M(i-2,1)*M(i-1,3+1))/M(i-1,1);

end
end
M=simplify (M) ;
Mnum=double (subs (subs (subs (subs (subs (subs (M, theta, vtheta) ,Ki, vKi) , Kp, vKp) , K1, vK
1) ,K4,vK4) ,Kq, vKq) ) ;
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Se construye ahora la tabla de Ruth-Hurwitz con aproximacion de Pade de cuarto orden para el control

Pl de accion rapida y accion lenta:

Tabla 15 Tabla de Ruth-Hurwitz con una aproximaciéon de Pade de cuarto orden para accion rapida.

s®] 5.06x10° 1.24x10° 1.31x10%® 0.231
s®| 2.12x10® 4.11x10* 21.5

s*| 1.14x10° 1.23x103 0.231

s3] 3.88x10% 21.1

s?| 6.36x10%2  0.231

S 7.04

1 0.231

Tabla 16 Tabla de Ruth-Hurwitz con una aproximacién de Pade de cuarto orden para accioén lenta.

s®| 5.06x10° 6.71x10* 66.2 1.15x1072
s®| 2.89x10°> 2.15x103 1.08

s* 2.94x10* 475 1.15x1072

s3| 1.69x10° 0.962

s? 30.6 1.15x1072

s 0.329

11 1.15x1072

Hasta orden 4 el método predice estabilidad para ambos controladores, al aumentar el grado de

aproximacion®, el método predice inestabilidad para el control de accion réapida y la accion lenta.

Mas adelante se propondra un tercer tipo de control, el controlador de accion ultra-lenta con un método
de sintonizacién levemente distinto, la accion ultralenta considera tiempos de estabilizacion mucho
mas grandes que el retardo del sistema, esta propiedad permite en principio utilizar el método
propuesto para estudiar la estabilidad del sistema en este caso, se probard este método para

aproximaciones de Pade de primer y cuarto orden con la finalidad de verificar esta hip6tesis.

Tabla 17 Coeficientes polinémicos, y parametros de la tabla de Ruth-Hurwitz primer orden para accion
ultra lenta.

s3 105 7.32x10~%
s? 1.07 1.87x1077
s| 7.14x10™*
11 1.87x1077

36 El autor utilizé el algoritmo con 6rdenes menores o iguales a 15 para confirmar esta afirmacion.
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Tabla 18 Tabla de Ruth-Hurwitz con una aproximacién de Pade de cuarto orden para accion ultra lenta.

s®| 5.06x10° 5.63x103 1.07 1.87x1077
s5| 1.97x10° 1.09x10? 7.32x107*

s*| 2.83x103 1.05 1.87x1077

s3 36.1 7.19x107*

s2 0.99 1.87x1077

s| 7.13x107*

11 1.87x1077

En ambos casos los téerminos de la primera columna de la tabla son positivos, es decir, este método
predice estabilidad en ambos casos, es importante mencionar que para orden cinco y superiores, pierde

esta propiedad.
7.8.3.4. Simulaciones con el lazo de control propuesto.

Se programa el lazo de control propuesto mediante el software Simulink de Matlab, los parametros
utilizados son los dados en las secciones anteriores, y los cambios escalon son los mismos

correspondientes a las simulaciones realizadas anteriormente.

x107 Altura de |la cama de sedimento = <10 Caudal de descarga E
T T T T

" Altura Caudal descarga
0 A
10 !

Set-Paint

L 1 L
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Time Time

Figura 76 Respuestas dinamicas para un cambio positivo en el set-point para el controlador Pl de
accion rapida.
Si bien cumple los objetivos de control y representa relativamente bien a la dindmica del sistema
mostrando los falsos estados estacionarios de primera especie, la falta de saturacion genera que las
respuestas sean inconsistentes con las condiciones impuestas al sistema, prediciendo incluso caudales

negativos, sin embargo, la version es adecuada para pequefias variaciones en el set-point.



121

105 Altura de la cama de sedimento =
T T

2 10°® Caudal de descarga .
T T

Caudal descarga| |

Altura
Set-Point| |

Time

Time

Figura 77 Respuestas dinamicas para un cambio positivo en la alimentacion de sélidos para el
controlador Pl de accién rapida.

Considérense como punto de comparacion las figuras 18 y 37, notar que reproduce de manera casi
exacta la respuesta cualitativa de la figura 37, mientras que no reproduce bien los resultados de la
figura 18, este fallo es debido a que la propagacion de la nueva concentracidn en ese caso es mediante
una onda de rarefaccién, es decir, la concentracion conjugada que llega a la cama de sedimento varia

continuamente hasta alcanzar el nuevo valor estacionario.

w10 Altura de la cama de sedimento L= <A0s Caudal de descarga E
T T T T T T

T
Altura q Caudal descarga

Sat-Point
18 E

L L I I I L
] 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Time Time

Figura 78 Respuestas dinamicas para un cambio positivo en el set-point para el controlador Pl de
accion lenta.

Aqui el sistema manifiesta un comportamiento muy similar al que puede observarse en la figura 40.

w10 Altura de la cama de sedimento B «10% Caudal de descarga L
T T T T T T

T
Altura 1 0 Caudal descarga

Set-Paint

L s @ @
T T T T T T T T

I L L L L L L
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 o 500 1000 1500 2000 2500 3000
Time Time

Figura 79 Respuestas dinamicas para un cambio positivo en la alimentacién de sélidos para el
controlador Pl de accién lenta.

Se aprecian diferencias importantes respecto de lo que puede observarse en la figura 42, el modelo no

lineal presenta inestabilidades mientras el modelo linealizado si las presenta.
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7.8.3.5. Sintonizacion de Accion Ultra Rapida y Ultra Lenta

Los estudios de estabilidad y las simulaciones recién realizadas demuestran que la aproximacion de
Pade para la exponencial es inadecuada para la aproximacion de los retardos presentes en el sistema,
sobre todo en el caso del controlador de accidn lenta, esto se debe a que para este controlador la
propagacion de las perturbaciones es del orden de los tiempos de accion del sistema, mientras la
aproximacion de Pade funciona bien para retardos pequefios, sin embargo, aun es posible estudiar el
sistema en casos limites, cuando el retardo es muy grande y cuando es muy pequefio comparado a la
accion del sistema, como se verd el modelo estudiado en el primer apartado de la seccién 7.8

corresponde a uno de estos casos:
i) Accion Ultra rapida.

Corresponde al caso limite en que las acciones del controlador son mucho mas rapidas que la

propagacion de perturbaciones en el espesador, el limite a aplicar es & — oo, lo que genera que

e~95 — 0, y las funciones de transferencia se convierten en

G,=0 vy (224)

K, (K; + Kps)

= . 225
s2 + Ky (K; + Kps) (225

2

Notar que G, permanece inalterada respecto de la obtenida en la ecuacion (173), al ser esta la
funcién de transferencia utilizada en la sintonizacién, el método seguido permanece igual, por lo

que la sintonizacion de accion ultra rapida coincide con la de accion rapida.
i) Accion Ultra lenta.

Este caso limite corresponde al sistema en que las acciones del controlador son mucho mas lentas
que los retardos del sistema, en otras palabras, este sistema considera que los efectos de sus propias
acciones de control se propagan instantdneamente en el espesador, corresponde al caso en que

6 — 0, lo que se traduce en que e~ — 1, y las funciones de transferencia del sistema serfan:

G = K,K,s y
YT 524 (K + Kyps) (Ky + KKy (226)
K + K.s)(K: + K.K
, = ( 1t ps)( 1+ &g 4) (227)

s2 + (K, + Kps) (K, + K,K,)
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Se consideraran nuevamente especificaciones del mismo tipo considerado para la sintonizacion
de accidn répida, es decir, tiempo de estabilizacion y sobrepaso, se sigue el mismo procedimiento,
asimilando el denominador de la funcion de transferencia G, a una ecuacion cuadréatica de forma

candnica

s+ K,(Ky + K Ky)s + K (K, + KgKy) = 5% + 20,8 + w3 (228)

Obteniéndose las siguientes expresiones

Wy = \/K,(Kl +K,K,) v (229)

K, |(Ky + K,K,) (230)

2K,

E:

Estas ecuaciones pueden reescribirse como

2
K =—2n y (231)
=
(K1 + K,K,)
28wy,
(232)

K,=—"—"—.

P (Ky + K K,)

Las especificaciones siguen las mismas ecuaciones (202) y (203) que permiten cerrar el problema
de la estabilizacion, considérese el siguiente ejemplo:

Tabla 19 Solicitaciones para control Pi de accion ultra lenta.

Solicitacion Valor
Sobrepaso 0.01
Tiempo de estabilizacion 10000 s
Banda de estabilidad 0.05

Siguiendo el mismo método utilizado en la seccion anterior, se obtienen los valores para el factor de

amortiguamiento y la frecuencia natural:

In(0.01)]
¢ = =0.826 (233)
Jm? +1n(0.01)2
=1 ( - ) - = 4.32x107*s~!
@n = 0 05v1 — 08262/ 0.826 100005 <0 ° (234)
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Notar que el producto del factor de amortiguamiento y la raiz de la frecuencia natural tiene un valor

de 0.017 que es menor a 1, lo que implica que las solicitaciones son factibles, se calculan ahora las

constantes del controlador asociadas a estas solicitaciones:

B (4.32x107%s71)2
~ (15.1m=2 + 120m~3 % 8.54x10 3ms~1)

B 2 %0.826 * 4.32x10 *s™1
~ (15.1m~2 4 120m~3 * 8.54x10"3ms1)

El desempefio de la aplicacion de estas constantes se grafica a continuacion.

= 1.16x10"8 m?s~2 (235)

K;

Kp = 4.43x10"° m?s7?! (236)

=107 Altura de |la cama de sedimento L w107 Caudal de descarga
T T T T T

T
Caudal descarga

Altura
Sat-Point

. . ) )
05 1 5 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
Time x10 Time 10t

Figura 80 Respuestas dinamicas del sistema de control Pl de accion ultra lento
a un cambio positivo en el set-point.

Altura de la cama de sedimento & Pl Caudal de descarga
T T T T T

T 3
Caudal descarga

0.08 |-
Altura
0.08 - Set-Point | 4

. . . J .
0 05 1 15 2 25 3 o 05 1 15 2 25
Time <10 Time

Figura 81 Respuestas dinamicas del sistema de control Pl de accién ultra lenta
a un cambio positivo en la alimentacion de sélidos.

x10*

Las respuestas a este tipo de control poseen excelentes propiedades, el sistema es estable, y muy
respetuoso respecto a modificaciones en el caudal de descarga, sin embargo, su respuesta es mucho
mas lenta que su par de accion rapida, prolongandose la dindmica del proceso durante varias horas,
con todo, el espesamiento es un proceso lento, por lo que un controlador de accion ultra-lenta aparece
como una excelente aproximacion para el disefio y sintonizacion de sistemas de control para

espesadores industriales.
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7.8.3.6. Dependencia de las constantes del modelo con los parametros de operacion.

El modelo simplificado es capaz de reproducir con éxito comportamientos cualitativos importantes
del sistema como la existencia de falsos estados estacionarios de 1ra especie, Yy
estabilidad/inestabilidad para casos limites, sin embargo, posee una serie de limitaciones a tener en
consideracién, la limitacion que se tendra en cuenta aqui corresponde a la expresion funcional de las
funciones de transferencia representadas por Ks y K, y es que, para el tipo de respuestas que genera
el sistema de control en las simulaciones consideradas, no corresponden realmente a funciones lineales
de las entradas, y en su lugar muestran cierta dependencia funcional con la variable de entrada x, la

variable de salida y, y de otras variables del sistema de modo que

Ay = K;i(x,y,z,...)Ax. (237)
La determinacion de expresiones funcionales simples para estas constantes aparece como un problema

de importancia no menor si se desea mejorar el modelo considerado.

Para K, que cuantifica el efecto de la alimentacion de sélidos sobre la concentracion conjugada, se
parte desde la ecuacion (44), que se multiplica por el area y posteriormente se deriva implicitamente

respecto de S, obteniendo

Ju, 1
S  Afy(ur) +Q,
Una primera aproximacion seria considerar esta derivada evaluada en el punto de operacién como la

(238)

constante deseada, el valor derivado de esta asuncion es

K, = 4627m™3s. (239)
Valor cercano al obtenido en 7.8.3.1, sin embargo, depende del valor de la concentracion conjugada,
se desea correlacionar esta constante con variables de operacion de simple medicion como las

variables de alimentacion y descarga, y los parametros de las funciones constitutivas.

Asi, considérese un pequefio cambio dS en la alimentacion de sélidos, este genera una pequefia

alteracion du, en la concentracion conjugada, dada por

1
=———F———dS,
Afy(uc) + Qy
integrando esta expresion entre las alimentaciones S; y S, se obtiene:

du, (240)
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52 1
Au, = f — — _ds. 241
s, ARG + O (24

Esta expresion permite evaluar de forma exacta la modificacion en la concentracion conjugada ante
un cambio en la alimentacion, esta integral en general no es simple de evaluar, sin embargo, puede

resolverse aproximadamente bajo una serie de consideraciones:

Se calcula la derivada de la funcion de flujo de Richardson y Zaki, obteniéndose:

fr@) = fp(w) (242)

u(l —u)

1—(c+ 1)ul

si se supone que la concentracién es pequefia comparada con el valor de concentracién asociado al

maximo de la funcidn de flujo batch, se puede suponer que (1 —u) =~ 1, luego

, 1-(c+Du
fo() = f(w) [T : (243)
ademas, de la ecuacion (60), se tiene que Af,(u) = S — Q u:
, S—-Quu[1—-(c+Du
fo(w) = AQu - l (244)

Se considera en este punto que la funcion de flujo de Richardson y Zaki previo a alcanzar su maximo

manifiesta un comportamiento aproximadamente lineal, en particular se ensaya una funcién de forma

f(w) = Kv,u. (245)

El valor de x puede ser obtenido en base a la minimizacién de la siguiente funcion

1
y() = fzm(’cvoou — fo(w)?du, (246)
0

donde el limite superior de integracién se eligié de modo que llegue hasta la mitad de la concentracion
asociada al maximo de la funcion de flujo batch, se desarrolla el cuadrado de binomio en el integrando

y se utiliza la linealidad de la integral para escribir lo siguiente

1 1 1

y(k) = Kk? fm(voou)zdu — ZKf

0 0

Zc+sz (W) veudu + fZHZfb (w)?du, (247)
0

se renombran los pardmetros de modo que la funcién queda escrita como sigue:

y(x) = a’k? — 2abk + c? (248)



127

Los valores de cada constante pueden ser obtenidos por simple inspeccién, se realiza una completacion
de cuadrados, quedando

y(k) = (ak — b)? + c? — b?, (249)

funcién que se hace minima al hacerse cero el término elevado al cuadrado, entregando la solucién:

1
b _ S fe(udu (250)
= — = T 3
Voo f02c+2 u2du

Se calcula el valor numérico de k para la funcion de flujo que compete, obteniéndose:

k = 0.7103. (251)

Se adjunta un grafico que permite visualizar la pertinencia de esta aproximacion:

25 X 104 Aproximacion a la funcion de flujo
: T : T

Richardson y Zaki
Aproximacion Lineal

Funcion de flujo (m/s)
\

051 s

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Fraccion volumétrica de solidos

Figura 82 Comparacion entre la funcion de flujo de Richardson y Zaki
y la aproximacioén lineal propuesta.

Utilizando esta forma funcional para la funcién de flujo batch se obtiene

S
U =—,
¢ Akve + Qy (252)
se reemplaza esta expresion para la concentracién conjugada en la ecuacion (244), y tras
manipulaciones algebraicas se obtiene:

(c+1)S

fr(W) = kv [1 " e+ 0| (253)
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Si se reemplaza esta expresion en la ecuacién (240) se puede escribir tras aproximar los diferenciales

por diferencias

Akvy, + Qy

Ate = [(Akve, + Q)% — S1AK Vs, (¢ + 1)] aS. (254)

Notese la dependencia de esta expresion respecto a Sy, si se calcula su valor numérico para los

pardmetros considerados en las simulaciones se obtiene un valor de:

K, = 5219m73s, (255)

que es un valor muy similar al obtenido en la seccion 7.8.3.1.

Un atractivo importante en esta expresion es que ofrece una dependencia funcional entre la constante

K y la alimentacion de solidos:

a

Ks=7—% (256)

donde a y b son parametros ajustables positivos.

También esta expresion permite evaluar la integral analiticamente, asi, se reemplaza (253) en la

integral a resolver obteniéndose

SZ 1
Au, = Ll y [1 RGN ds, (257)
oo | 1 = Tlicvg, + Quy| T

que tras algunas manipulaciones algebraicas se puede escribir como:

Au, = (Arcver + Qu) (% ! ds 258
Ue = Axv,(c + 1) s [S ~ (Arve, + Q%] (258)
Akv,(c+ 1)

integral que puede resolverse obteniendo:

(AKve + Q)2
2 Akve(c+ 1)

(Arve, + Qy)?
" Akvg, (c+1)

Au, =

Akvy, +
Qu [, < s,

_AKUOO(C +1)
Ahora bien, S, = S; + AS:

)

2
(Arves + Qu)” ASD - 1n<

|
) o

(Axve, + Qy)?
B Axkv,(c+ 1)

Au, = Sy

1 Akv,(c+ 1)

AKvy, + Qy l
Axkv,(c+ 1)
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En este momento, considerando que

(Akve + Qu)?
In <51 B TTNCESY + AS (261)
AS (Akvs + Q)2
=In| 1 In(S; — ,
n + [S _ (Akve + Qy)? + n( L Akve(c+ 1)
L Akve(c+ 1)
es posible escribir lo siguiente:
AKv,, + AS (262)
Au, = ——Qu Inl 1+ 5
Axkve,(c + 1) [S _ (Akve, + Q)
L Akve(c+ 1)

Puede recuperarse la expresion (254) utilizando la aproximacion de Taylor In(1 + x) = x para x

pequefos.

También interesa disponer de un método para obtener la constante K, que dependa de las condiciones
de operacion, este método también se basara en la ecuacion (44) y las mismas consideraciones, en
efecto, si se multiplica esta por el area del espesador y luego se deriva implicitamente respecto de la

variable Q,, se obtiene

ou, u du,

00, Afj(uo) +Qn €3S

Si se utiliza el valor absoluto de esta derivada evaluada en el punto de operacion como aproximacion

(263)

para la constante se obtiene:

K, = 143.8m73s, (264)
que corresponde a una buena aproximacion al valor obtenido, pero es de interés estudiar la
dependencia funcional de esta constante respecto de las condiciones operacionales, para esto, se
seguird un enfoque analogo al considerado anteriormente, si se considera un cambio pequefio dQ,, en
el flujo de descarga, este generard un cambio pequefio du, en la concentracién conjugada, ambos
cambios estan relacionados por

u

e =~ Ty + 0n L (265)
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integrando esta expresion para un cambio que va desde Q, hasta Q. se obtiene:

QZ u
A c:_f ¢ 40, 266
Y= AR T 0, (266)

Las mismas consideraciones anteriores permiten escribir

S
Au, = AQ,,
Ue (Q; + Akve)?2 — (¢ + 1)SAKV Qu (267)
Asi es posible decir que
K - S
17 (Qy + Akvs)? — (¢ + 1)SAkvy (268)
Reemplazando los valores numéricos correspondientes se obtiene que
K, = 154.1m™3s. (269)
La dependencia funcional de este parametro con el caudal de descarga es:
K _ a
q(Qu) = O T b2 —c? (270)
donde a, b y c son pardmetros ajustables.
Por su parte, la integral (266) puede reescribirse como sigue:
Q2 S
Au, = — dQ,,
e 0, (Qu + Akvy)? — (¢ + 1)SKkAv,, Qu (@71)
integral cuya solucion es:
S + Akv,, —+/(c + 1)SKkAv,,
Au, = — (& Vet (272)
2./(c + 1)SkAv,, Q1 + Akve — /(¢ + 1)SKAv,,

1 Q, + Axvy, ++/(c + 1)SKkAv,
— In
Q1 + AkVg + /(¢ + 1)SKkAV,,

Puede aqui utilizarse también la expresion de Taylor In(1 + x) = x para recuperar la expresion (267).

Para determinar K, constante que representa el efecto que un cambio en el caudal de descarga tiene
sobre la velocidad de la altura de cama de sedimento, se considerard la condicion de Rankine-
Hugoniot, que modela la velocidad de propagacion de una onda de choque
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fWH—f@w")  fru’) = fr(u")
- = - +
u- —ut u- —ut
Tras derivar parcialmente esta expresion respecto de Q,, = Aq,, Se obtiene:

Gu- (273)

do —1—1(
0. —a K (274)

al ser un valor constante e independiente del caudal de descarga se obtiene que K; corresponde

precisamente a este valor, el valor numérico de esta constante corresponde a 14.1 m™~2 de acuerdo con
los valores obtenidos en la seccion 7.7.1.
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7.9. Control de logica difusa.

7.9.1. Definicién y conceptualizacién del control de l6gica difusa:

La idea esencial tras este tipo de control es traducir a un lenguaje inequivoco expresiones
matematicamente vagas como “mucho” o “poco” que pasaran a llamarse variables linguisticas,
logrando que una méaquina emule de cierta manera la forma en la que los seres humanos toman

decisiones.

Este tipo de control basa su funcionamiento en informacion dada, la cual puede basarse en la

experiencia de operadores humanos reales, o el conocimiento de los procesos.

La forma en que se traducen las expresiones de “mucho” o “poco” en datos inequivocos se realiza
mediante funciones de pertenencia u(x), que miden en qué grado una variable adquiere un valor
lingiiistico®, luego, esta informacion de pertenencia a los conjuntos difusos de entrada pasa por un
bloque de inferencia que determina los valores difusos de salida en base a los de entrada de acuerdo
a una serie de reglas de inferencia, y finalmente, la variable difusa de salida obtenida pasa por un

proceso de desfusificacion que determina la respuesta de control.

Este tipo de controladores ha demostrado una enorme eficacia a la hora de enfrentar problemas reales
de control automatico, sin embargo, su analisis matematico es un tema muy reciente y no ha alcanzado
un grado de avance satisfactorio, la determinacion de convergencia o su sintonizacion optima de

acuerdo a ciertos objetivos es un problema de una dificultad considerable y no se ha resuelto.

El tipo de accion de control es de la forma

Am(t,) = h(e(ty), De(ty)), (275)
donde h es alguna funcion, cuya obtencién se estudiard mas adelante, este esquema sera ligeramente

modificado méas adelante para considerar los limites que deben imponerse a la accidn del controlador.

37 Es decir, en qué grado se asocia lo medido a lo que se llama “mucho”, “poco”, “demasiado”, etc.
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7.9.2. Disefio del controlador de logica difusa.

Las ecuaciones que definen al error y su derivada para el controlador de légica difusa seran las

siguientes
e(t ) _ Zsh (tn) - Zssg(tn) y (276)
n Ahyop
e(tn) - e(tn—l) (277)
Ae(t,) = .
n At Uref

Las entradas que se admitiran, serén el error experimental y la derivada de este, los valores de las
variables linguisticas que se admitiran seran las cinco siguientes, ambas entradas admitiran esta misma

representacion difusa:
U ={PA,PB,Z,NB,NA},

donde U correspondera al conocido como universo de discurso, las salidas, estaran definidas dentro

de este mismo universo de discurso.

Las funciones de pertenencia asociadas al error serdn de tipo triangular, y estaran dadas por:

Uo(PA) = max(min(1,4e — 2),0), (278)
Uo(PB) = max(min(—4e + 3,2¢),0), (279)
Ue(Z) = max(min(2e + 1,—2e + 1), 0), (280)
Ue(NB) = max(min(—2e, 4e + 3),0) y (281)
Uo(NA) = max(min(1, —4e — 2),0). (282)

Las funciones de pertenencia asociadas a la derivada del error serdn también de tipo triangular, y
estaran definidas de forma equivalente por

tae (PA) = max(min(1,4Ae — 2),0), (283)

Upe (PB) = max(min(—4Ae + 3,2A¢),0), (284)
Upe(Z) = max(min(24e + 1, —2Ae + 1),0), (285)
tae (NB) = max(min(—2Ae, 4Ae + 3),0) y (286)

Upe(NA) = max(min(1, —4Ae — 2),0). (287)



Se grafican estas funciones (Se omite el grafico asociado a la derivada del error pues es analogo):

Funcion de pertenencia

o
w

o
o

o
n

o
o

0
-1

-0.5 0
Error

PA| |
PB

NB
NA| |

0.5 1

Figura 83 Funciones de pertenencia en funcién del error.
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Asi, dados el error y su derivada, es posible obtener los datos difusos de entrada, el problema siguiente

es determinar una regla de inferencia adecuada, la cual se resume en la siguiente tabla:

Tabla 20 Reglas de inferencia propuestas para la obtencién de la salida del controlador.

e | PA PB Z NB NA
Ae
PA PA PA PA PB ‘PB
PB PA PA PB PB NB
Z PA PB Z NB NA
NB PB NB NB NA NA
NA NB NB NA NA NA

Esto define cualitativamente al control propuesto, resta obtener nimeros gque asocien los valores de la

funcidn de pertenencia para la salida con los valores difusos de las entradas, esto se realizara mediante

la agregacion de las reglas difusas recién propuestas.

us(NA) = max

min(g, (NA), piae (NA))
min(u, (NA), tipe(NB))
min(g, (NB), p. (NA))
min(, (2), e (NA))
min(u, (NA), ipe(2))
min(g, (NB), p. (NB))

| ’ (288)

us(PA) = max |

K

min (e (2), pae (PA))
min(u (PB), pae (PA))
min (e (PA), upe(PA))
min (. (PA), upe (PB))
min(p (PA), tine(Z))
min (e (PB), e (PB))

-

(289)
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min(u, (NA), tp (PB)) min(ue (NB), uar (PA))
min(, (NB), tpe(2)) min(, (2), #ae (PB))
_ min (g (2), ae (NB)) (290) _ min (e (PB), pipe (Z)) (291)
BB = X (e (PB), e (NA)) | HlPB) = | (e (PA), ao (NB))
min (g, (PB), tae (NB)) min (g (NA), e (PA))
min (e (PA), tiae (NA)) min(ue (NB), iae (PB))
Y us(Z) = min(ue(2), nae(2)) (292)

El problema que resta, es transformar la informacion difusa de la salida en un valor de salida que
represente esta informacion, este proceso recibe el nombre de desfusificacion y se realizara en base al

método del centro de gravedad.

Asi la accion de control sera de la forma

Qu(ty) = max <min (Qu(tn_1 ) + Z";Z:j ,Sa()ff =At, Qmax> : Qmin>, (293)
Donde los valores AQ,, se definen como sigue:
AQps = 0.1Q,, (294)
AQpp = 0.03Q,s:, (295)
AQ; =0, (296)
AQnp = —0.03Q5¢ y (297)
AQna = —0.1Q.4 (298)

Se presenta a continuacion un grafico de superficie que representa las respuestas que el sistema tendria

ante cualquier combinacién de entradas normalizadas considerando Q,; unitario.

Figura 84 Acciones de control para el
controlador de légica difusa.
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7.10. Desarrollo experimental.

7.10.1. Montaje experimental

En la figura siguiente se aprecia el montaje del equipo:

\
A1 T2
B3
V4 V5
‘ N
E1 ‘
M1
T1 -
V1 1l B2
B1 F1 V2

"R

Figura 85 Diagrama del montaje experimental del espesador piloto, representa las conexiones
entre los diversos equipos, no sus dimensiones.

7.10.2. Descripcion de los equipos y operacion.

El equipo central (E1) corresponde a la columna de sedimentacion de 2 metros de alto y 30 centimetros
de diametro, la cual es alimentada por una tuberia concéntrica al cuerpo cilindrico del espesador, cuya
boca abre ubicada 30 centimetros debajo de la canaleta de rebalse, y alimenta directamente en el

interior del mismo.

El equipo cuenta con una rastra, cuyo eje de rotacidn es concéntrico a la columna de sedimentacion,
esta rastra es puesta en movimiento por un motor ubicado en la parte superior del montaje y ademas
Se cuenta con un visor que permite observar en tiempo real el voltaje y amperaje al que opera este

motor con la finalidad de detectar y prevenir situaciones como embancamientos.
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Figura 86 Plano del espesador piloto disponible en el laboratorio.
Cortesia de Edgardo Lorza.

La bomba B1, cuya funcion es bombear el material en la descarga del espesador, consiste en una
bomba peristaltica, cuya capacidad oscila en torno a los 4.2 L/min, una vez atravesada la bomba, el
material pasa por F1 que corresponde a un flujometro Coriollis, que entrega en tiempo real mediciones

de flujo volumétrico y densidad de pulpa.

Tras pasar por el flujometro, el material avanza hacia un estanque agitador (La valvula V1 permanece
normalmente cerrada salvo situaciones de emergencia) donde es mezclado con agua, sélido y pulpa
recirculada del estanque, cuyas dimensiones son 50 cm de alto, 40 cm de diametro en su zona mas

ancha.
El estanque es alimentado desde cinco fuentes distintas:

e Alimentacion del material proveniente de la descarga del espesador

e Alimentacién de agua proveniente del tanque T2 impulsada por la bomba centrifuga B3, cuyo
funcionamiento esta sujeto a las instrucciones del controlador, el tanque también puede ser
alimentado con agua de forma manual mediante una manguera.

e Alimentacion de solido mediante el alimentador A1, que consta de una parrilla vibratoria, cuyo
funcionamiento esta sujeto a una sefial analdgica que

e Dos recirculaciones que pueden ser reguladas mediante sendas valvulas V3, V4 Y V5.

El material en el estanque agitador es succionado y enviado a la alimentacion del espesador gracias a

la bomba B2 de tipo centrifuga cuya méxima capacidad oscila en torno a los 140 L/min, parte
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importante de este material se recircula al estanque agitador mediante la apertura de la véalvula V3,
mientras la fraccion restante va al flujometro F2 de tipo coriollis que entrega informacion de flujo y
densidad de pulpa, la valvula V5, salvo emergencias, permanece cerrada y la valvula V4 se mantiene

abierta, por lo que durante la operacion, este flujo alimenta directamente al espesador.
7.10.2.1. Descripcion de los sensores y actuadores utilizados, calibracion y control:

Se dispone de dos flujometros de efecto coriollis conectados a la corriente de alimentacion y descarga
a la columna de sedimentacion, los cuales entregan mediciones de flujo volumétrico y densidad de
pulpa en tiempo real, para el flujometro de la descarga F1, ambas sefiales son de 4-20 mA y se

determin6 mediante diversas pruebas que las curvas de calibracion son

p = 261.011 — 1044.1 y (299)
Q = 0.2571 — 1.1308, (300)
donde p es la densidad medida en kg/m®,Q es el caudal en L/s e I es la intensidad de corriente asociada

a la sefial en mA.

Por su parte, el flujometro F2 que mide flujo volumétrico y densidad de descarga para la corriente de
alimentacion del espesador genera sefiales de 4-20 mA para la densidad, y una sefial en frecuencia

para el flujo volumétrico

p =99.111 + 67.37. (301)
La sefial de densidad de alimentacién, es comparada con el valor deseado de densidad de alimentacién
y se digitaliza, quedando en cero cuando la densidad es menor a la deseada, y uno cuando la densidad

es mayor o igual a la deseada.

El contador entrega una medida proporcional al volumen total alimentado al espesador, se calcula en
cada instante la derivada temporal de este valor, y se imprime este valor como flujo volumétrico de

alimentacion.
Por su parte, la curva de calibracion del actuador, es decir la bomba peristaltica B2 esta dada por:

Q = 0.38761 — 1.8304, (302)

Donde el caudal se mide en L/min mientras la sefial es una sefial de corriente y oscila en 4-20mA.

La medicion del nivel del estanque agitador es realizada mediante un sensor de conductividad, este
fue ingresado en el interior del estanque y entregaba una sefial analogica de 4-20 mA, esta sefal
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analdgica se convertia a digital mediante un umbral del 20% de la medicién méaxima, valor que fue
determinado introduciendo el sensor en el interior de distintos materiales y pulpas, comparando los
valores obtenidos en estos materiales con los obtenidos en el aire, este proceso de digitalizacion es
automatico y forma parte de lo programado en el equipo, se asigna 1 a la deteccion de material y 0 a

la no deteccion de material®®.

El equipo Al correspondiente a un alimentador de sélidos recibe sefiales digitales, las cuales interpreta
como instrucciones de activar o desactivar una parrilla vibratoria, cuyas vibraciones generan la caida

de material al estanque.

El equipo B3 correspondiente a una bomba centrifuga recibe sefiales del tipo analdgicas de 4-20 mA,
sin embargo, como se verg, el tipo de sefial mas adecuado es digital, la solucién planteada es que la
sefial digital sea interpretada como la activacion de la bomba a un 20% de su capacidad maxima.

Las sefiales de densidad del flujémetro coriollis F2 y la sefial del sensor de conductividad digitalizada

son utilizadas para activar o desactivar los equipos Al y B3, del modo siguiente:

Tabla 21 Acciones de control para el tanque agitador.

Sensores Actuadores
Digital altura Digital concentracion | Alimentacion sélido (Al) | Alimentacion agua (B3)
Alto (1) Alto (1) Desactivar (0) Desactivar (0)
Alto (1) Bajo (0) Activar (1) Desactivar (0)
Bajo (0) Alto (1) Desactivar (0) Activar (1)
Bajo (0) Bajo (0) Activar (1) Activar (1)

El sensor utilizado para medir la altura de la cama de sedimento fue un disefio propio que consiste de
un flotador esférico hueco cuya densidad podia controlarse mediante la adicién de bolitas metélicas
al interior, este flotador tenia adherida una argolla lo que permitié ubicarlo en torno a un eje que se

introdujo en el interior del espesador con el objetivo de mantener el flotador en una posicién estable.

38 Notar que la deteccion de material implica que el nivel estd por sobre los detectores del sensor de conductividad (el
nivel es adecuado), y la no deteccion de material implica que el nivel esta por debajo del detector (el nivel esta por debajo).
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A este flotador se le realizd un seguimiento Optico en tiempo real mediante una cdmara Microsoft
LifeCam Studio, cuya informacién en video era analizada en tiempo real mediante un programa
realizado gracias a las funciones incorporadas en el médulo Vision del software LabView2014 de
National Instruments, que permite seleccionar una porcién de imagen y posteriormente realizar un
seguimiento de esta porcion de imagen en el video, entregando la posicion del centro geométrico de
la porcién de imagen considerada en tiempo real, el programa tiene ventajas importantes, como la
posibilidad de seleccionar un nuevo objetivo en tiempo real, permitiendo recalibrar el sensor en tiempo
real, resolviendo parcialmente problemas como los generados por cambios en la iluminacion y la
pérdida del objetivo de seguimiento, este flotador tenia adherida una argolla lo que permitia ubicarlo
en torno a un eje con la finalidad de mantener una posicion estable, pero también tiene limitaciones
importantes como la dificultad de visualizar el flotador ante alta turbidez, la descalibracién no es
anunciada, lo que obliga a estar pendiente del programa, por otro lado, la recalibracion no es
automatica, ademas de la nula capacidad de responder de manera robusta a cambios importantes de

dimensiones (es decir alejamientos 0 acercamientos) y rotaciones.

Camara Imagen
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Figura 87 Interfaz grafica del software de analisis de video.

La bomba B2 se opera de forma manual.
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7.10.2.2. Descripcion del controlador:

El sistema completo es controlado por un PLC Allen Bradley Logix5564, con los siguientes modulos

instalados:

Tabla 22 Médulos disponibles en el PLC del laboratorio.

Ubicacién en el Funcion Modelo
Chasis.

0 Controlnet 1756CNB-E
1 Conexion ethernet 1756-EN2T\B
2 CPU Controlador 1756-L64B
3 - MBI56
4 Entrada digital 1756-1B32\B
5 Contador de alta velocidad 1756-HSC\A
6 Salida digital 1 1756-0B16D\A
7 Salida digital 2 1756-0B16D\A
9 Entrada analoga 1756-IF8H
11 Salida analoga 1756-OF8H\A

La programacion del controlador fue realizada de acuerdo a las necesidades del protocolo de operacion

en el programa RSLogix5000.

La interfaz humano-maquina (HMI por sus siglas en inglés) fue desarrollada en el software
FactoryTalk, mediante ella es posible activar y desactivar el equipo, modificar sus parametros
principales, realizar monitoreo en tiempo real, dar instrucciones para saltar entre las distintas etapas

de operacion y activar y desactivar los distintos protocolos de emergencia.

Figura 88 Pantalla principal de la HMI desarrollada por el
autor para el control de la altura de la cama de sedimento.
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7.10.3. Caracterizaciéon del material.

El material inicial, corresponde a cuarzo comercial, fue molido y posteriormente fue puesto en
suspension y sometido agitacion, de esto se extrajo una muestra de material, y se procedio a su

caracterizacion.
7.10.3.1. Densidad:

Medida con un picnémetro, en tres pruebas separadas la densidad obtenida es de 2700+10 kg/m?.

7.10.3.2. Distribucién granulométrica:

Obtenida mediante difraccion de rayos laser en el equipo Sympatec Helos, el p80 es de 158+4

micrones.
7.10.3.3. Velocidad de sedimentacion:

Determinada mediante el uso del equipo Sedirack, se prepararon pulpas de 1.2L cuyas fracciones
volumétricas de sélidos eran: 0.05, 0.1, 0.15, 0.20 y 0.25, se ingresaban en el equipo, se iniciaba la
toma de datos y tras la espera de un tiempo que oscilaba en torno a los 20 minutos se tenian las curvas
de sedimentacion, que permitieron obtener los siguientes valores para los parametros de la funcion de

flujo de Richardson y Zaki:

Tabla 23 Parametros de Richardson y Zaki obtenidos a partir de las mediciones de velocidad de
sedimentacion.

Parametro Valor
Vo 5.05x107° m/s
N 9.6

7.10.4. Pruebas continuas:

Resulta esencial definir un protocolo de operacion para el espesador, el autor con este fin, plantea un

protocolo basado en cinco fases de operacion distintas con 2 protocolos de emergencia:

7.10.4.1. Inicio.

Se prenden las luces traseras del espesador, se activa el trabajo de las rastras, se prende la bomba de
descarga (aunqgue no se activara hasta que se envie la orden desde la HMI), se vigila que las valvulas
V2 y V3 estén abiertas, las valvulas V1, V4 y V5 deben estar cerradas, se alimenta agua dentro del

estanque agitador M1, luego se energiza el PLC y la bomba B2, se prende el equipo en la HMI y se
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inicia la secuencia 1 mediante el boton cambiar secuencia, la valvula V4 se abre lentamente
manteniendo una observacion constante sobre el valor entregado por el flujometro F2, que no debe
superar los 3 L/min, esto activara lentamente a la bomba B1, que igualara el flujo de alimentacién, se

espera hasta que todas las mediciones sean estables previo a avanzar a la siguiente secuencia.

7.10.4.2. Llenado.

Se ingresa el flotador al sistema y se inicializa la medicion de la posicion del mismo cuidando la
calibracion del programa, se inicia la secuencia 2 en la HMI, esto activa la alimentacion de solidos y
se reduce lentamente el flujo de descarga hasta el valor estacionario, si la alimentacion de sélidos
resulta muy lenta para los intereses del usuario, pueden alimentarse s6lidos manualmente directamente
al estanque agitador M1, se espera a la formacion de la cama de sedimento, se puede modificar la
altura de la cama mediante la regulacion de la valvula V4, debe sostenerse un monitoreo constante
sobre el visor de las variables eléctricas del motor de la rastra, el cual no debe superar bajo ninguna
circunstancia los 4 A, de ocurrir, activese la secuencia Emergencia 2, cuando se alcance un estado

estacionario, puede pasarse a la siguiente fase de la operacion.
7.10.4.3. Operacion.

Se escriben en la HMI los valores de las constantes del controlador y set-point de altura de cama de
sedimento deseados, se inicia la secuencia 3 en la HMI, se aplican los cambios escalon deseados, sSi
se desea modificar el flujo de alimentacion, se abre la valvula V4, y si se desea modificar la
concentracion de sélidos en la alimentacidn se altera el set-point de concentracién de so6lidos en la
HMI, si se desea acelerar este proceso para simular mejor un cambio escalon, se recomienda alimentar

de forma manual.

Una vez finalizada la prueba, puede volverse a iniciar volviendo los set-point de la HMI a sus valores
originales, si se necesita retirar pulpa del sistema, puede abrirse la valvula V1 hasta llegar a las
condiciones iniciales deseadas, si se desea otra accion pueden seguirse los lineamientos del punto

anterior.

7.10.4.4. Vaciado.

Una vez finalizada la operacion se procede a activar la secuencia 4 en HMI, esta secuencia finaliza el
control de la altura de cama de sedimento e iguala el caudal de alimentacion y descarga, la pulpa debe

retirarse completamente del sistema cambiandola por agua, para esto puede abrirse la valvula V1, o
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bien retirar la alimentacién de pulpa de descarga al tanque agitador mientras se alimenta con agua ya
sea mediante la bomba B3y asistida de ser necesario con una manguera, esta alimentacion se sostiene

hasta reducir el contenido en sélidos al minimo.

Desde la fase de vaciado siempre es posible volver a la fase de llenado mediante el bot6n saltar a fase
2 enla HMI.

7.10.4.5. Fin de la operacion.

Se pulsa el botdn activar apagado que habilita la posibilidad de apagar el equipo, y luego el botdn de
encendido, en la HMI, esto apaga las bombas y los sistemas de control, luego se procede a apagar la

bomba B2, cerrar la valvula V4, des energizar el PLC, apagar las luces y apagar el motor de las rastras.

7.10.4.6. Protocolo de emergencias.

En todos los casos, para activar el protocolo de emergencias debe pulsarse el botén activar
emergencias previo a pulsar el botdn del protocolo de emergencia indicado, Emergencia 1 se utiliza
para emergencias leves como peligro de embancamiento, subidas de amperaje leves en el visor de las
rastras, errores en la determinacion de los parametros o finalizacion de la operacion, por su parte,
Emergencia 2 se activa cuando la medida de amperaje del visor del motor de la rastra presenta

alteraciones graves, ante embancamientos, o errores graves de determinacion de parametros.

Emergencia 1

Emergencia 1 permite saltar en cualquier momento a la fase de vaciado, activa la bomba de descarga

a su maximo y cesa la toma de datos y el sistema de control de la cama de sedimento.

Emergencia 2.

Emergencia 2 activa la bomba de descarga a su maxima capacidad, y envia una sefial al variador de
frecuencia de labomba B1 que permite invertir el flujo de la descarga, lo que permite en muchos casos
destapar el sistema, una vez solucionado el problema se pulsa Fin emergencia en la HMI, lo que activa

la secuencia de vaciado.
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7.11. Anexo matematico.

Se resumen en este apartado los elementos fundamentales que a juicio del autor son necesarios para
obtener una comprension béasica de las herramientas matematicas y conceptos utilizados para realizar

las simulaciones y los analisis.

No se adjuntan las herramientas para el analisis mateméatico de estas cuestiones, se remite a las

referencias [31, 38, 41] para el lector interesado en cuestiones de existencia y unicidad de soluciones.

Para revisiones méas profundas y discusiones mas generales de los conceptos presentados se remite a

las siguientes referencias: [32, 33, 42].
7.11.1. Leyes de conservacién hiperbolicas y el método de las caracteristicas:

Se considerara aqui el caso de leyes de conservacion hiperbolicas escalares, para el caso no escalar se
remite a [27, 33, 43].

Las leyes de conservacidn son ecuaciones de la forma

u +V-(f(w) =0, (303)
donde u es la solucion a la ecuacidn diferencial, f es una funcion (posiblemente un vector de funciones
escalares) de la funcidn incognita u, y V, - corresponde al operador diferencial divergencia calculado

respecto de las coordenadas espaciales.

Este tipo de ecuaciones surge generalmente de considerar localmente ecuaciones integrales que
representan la variacion de cantidades observadas que se conservan en volUmenes de control

arbitrarios.
Esto puede entenderse como sigue:

Considérese un volumen de control fijo pero arbitrario B en el espacio tal que encierre alguna cantidad
de algun observable que se conserve (En otras palabras, que la variaciéon de este observable en el
volumen de control se deba exclusivamente), la densidad volumétrica de este observable sera u, y la
funcién que representa la densidad superficial de flujo sera f luego, la conservacion de esta cantidad
implica que

d

— | wdv = —56 f-Aads, (304)
dt Jg oB
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donde 71 es un vector unitario normal exterior (que apunta hacia afuera de la superficie cerrada definida

como la frontera de B).

Esta es la forma integral de la ley de conservacion y es la mas general y fundamental debido a que
permite funciones u y f discontinuas, si se supone regularidad suficiente para estas funciones, puede
utilizarse el teorema de Green para la integral de superficie e introducir la derivada temporal dentro
del signo integral para obtener una segunda forma

f u, + dive(f)dv = 0. (305)
B

Como el volumen de control B es arbitrario, la ley de conservacion se sigue de esta ecuacion gracias

al teorema de localizacion [18].

Se dice que una ley de conservacion unido a condiciones iniciales (es decir, los valores de la funcién
u en todo el espacio para algn tiempo en especifico) para la funcidn incognita es un problema de

Cauchy.

Toda ley de conservacion escalar puede ser entendida como una ecuacion cuasi-lineal en la variable

u, que es de la forma

a(t, x,w)u; + b(t, x,wu, = c(t,x,u), (306)
donde a, b y ¢ son funciones dadas, la solucion a este problema puede ser entendida como una
superficie u(t, x) que cumpla determinadas restricciones dadas por las condiciones apropiadas (que

coincida con alguna curva I" dada por las condiciones).

La teoria de ecuaciones diferenciales parciales permite determinar soluciones a este tipo de problemas
mediante el método de las caracteristicas, que pide encontrar soluciones al siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales:

dat _ dx _p 0z _ S
s % g b FgTE . S>S (307)
Junto a condiciones iniciales
t(se,v) =t(w) , x(so,v)=xw) , z(se,v)=2z(V) , s>, (308)

donde los parametros s y v se definen por conveniencia.



147

Esto permite parametrizar la solucion como sigue:

S ={(t(s,3),x(s,),2(s, )| (s, ¥) € R?}. (309)
Y de ser posible invertir las funciones t(s, y) y x(s, y) para obtener s(t, x) e y(t, x), se puede obtener

la solucion:

u(t,x) = z(s(t, x), y(t, x)). (310)
Sin embargo cuando las funciones a, b y ¢ son no lineales, no es posible en general afirmar que las
funciones t(s,y) y x(s,y) sean invertibles, esto lleva a dos tipos de situaciones, zonas donde las

curvas caracteristicas se intersectan, y zonas donde no llegan las curvas caracteristicas [43].

xr
Figura 89 Zonas donde no llegan las curvas caracteristicas.
Extraido de Renardy (2004).

t

T

Figura 90 Zonas donde las curvas caracteristicas se intersectan.
Extraido de Renardy (2004).

El problema de las curvas caracteristicas que se intersectan puede ser sorteado “cortando” la solucion
en los puntos en los que resulta multivaluada, sin embargo, esto trae una serie de problemas, el primero
a considerar es que este proceso de cortado de la solucién implica que la solucién podria ser
discontinua y, por lo tanto, no sera solucion de la ecuacion diferencial en un sentido clasico, es decir,
la funcion obtenida mediante este procedimiento, no sera solucion de la ecuacion diferencial, este

problema da origen al concepto de solucion débil.
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7.11.2. Soluciones débiles:

Como se vio anteriormente, no siempre se pueden obtener soluciones clasicas® a las leyes de
conservacion no lineales, y esto obliga a definir una nueva nocion de solucion que permita que las
soluciones del problema sean funciones discontinuas, para obtener esta nueva definicion de solucion,
se multiplica la ley de conservacion por una funcién g, suficientemente suave y de soporte compacto*®
contenido en el conjunto sobre el que se busca la solucion ([0, o0)x(—oo, ©)), se integra la expresion
obtenida en este dominio, luego se integra por partes y, como g tiene soporte compacto, esta se anula

en las posiciones espaciales extremas y en tiempos infinitos y se sigue la ecuacion

[ | “(uge + g dxdt = [ uag(x0)ax G311)
Es importante notar que esta formulacion no depende de que u y f () sean continuas o diferenciables.
Definicion:
Sea u una funcién medible de la posicién y el tiempo, se dice que u es una solucion debil del Problema

de Cauchy, si para toda funcion test i se cumple que:

f j (u¥; + f(w)¥,) dxdt =f uyW(x,0)dx. (312)
—o0 Y0 —0o0

No resulta dificil probar que una solucién clasica es solucion débil, sin embargo, como se ha discutido,

no siempre una solucién débil es una solucion clésica.

Esta nocion mas general de solucion permite aceptar soluciones discontinuas a un problema de
Cauchy, sin embargo, producto de esto, se pierde en muchos casos la unicidad, en este sentido deben
hacerse dos preguntas, primero, qué tipos de discontinuidades son compatibles con la nocién de
solucidn débil y la conservacion de la cantidad, y segundo, determinar un criterio que permita de entre
las soluciones posibles la que sea fisicamente relevante, la primera cuestion se responde con la

condicion de Rankine-Hugoniot, y la segunda se responde con el concepto de solucién de entropia.

39 Entendida solucidn clasica como una funcién suave, continua y diferenciable en el dominio de interés.
40 Soporte esta definido como el conjunto de puntos donde una funcién es no nula, por su lado, en R*, un conjunto
compacto es tal que es cerrado y acotado, una funcidn con las propiedades de g adquiere el nombre de funcion test.
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7.11.3. Condicion de Rankine-Hugoniot:

La condicion de Rankine-Hugoniot permite determinar qué clase de discontinuidades son compatibles
con la conservacion de la cantidad y con la nocién de solucion débil, nace del estudio de la formulacion

débil de la ecuacion diferencial parcial en torno a la discontinuidad.

El método de deduccion de la ecuacion pasa por seleccionar un volumen de control que encierre a la
discontinuidad, y estudiar qué ocurre con las variables en los bordes de este volumen al acercarse a la

superficie de discontinuidad.

Asi, en general la condicién de Rankine-Hugoniot ofrece una expresion para la velocidad de
propagacién de una discontinuidad que pasara a llamarse s (0 o segun el autor) en funcion de los

valores que la cantidad y el flujo alcancen en los bordes de la discontinuidad.

La condicién para el caso que compete a este trabajo es

_fh)-fw)
S = .

ut —u-

(313)

Que es equivalente a la obtenida a partir de los balances integrales de masa.
7.11.4. Condiciones de Entropia:

No hay consenso general acerca de cuales son las condiciones de entropia mas adecuadas para cada
problema particular [43], Asi existen multitud de condiciones de entropia, Las mas utilizadas son las
condiciones de entropia de Lax, y de Olienik, las cuales, si bien suelen coincidir relativamente bien,

existen algunos casos “patologicos” donde se distinguen sensiblemente.

La idea esencial detras de las condiciones de entropia, es que la solucion fisicamente relevante se
puede obtener como el caso limite de una ecuacion con efecto de la difusién, se puede encontrar una

idea de la deduccion en los textos de Diehl [44] y Blrger [27].

Con todo, la condicion de entropia que se utiliza en este trabajo es la siguiente:

sz(v)—f(u")

— , vv € [ut,u”] (314)
V—Uu

Para todos los valores de v contenidos entre u* y u~ (o al revés).

La interpretacion de esta idea es que la linea que conecta a los puntos (u™, f(u™)) y (u*, f(uh))

debe estar ubicada por debajo del grafico de f.
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7.11.5. Problema de Riemann.

Considérese el problema de resolver la ecuacion:
U+ f(wy =0, (315)
sujeto a:

- x<0,
u(x,0) = u;(x) = {ZJ, x>0

Este problema sujeto a condiciones de entropia especificas corresponde al problema de Riemann y su

(316)

estudio es de importancia fundamental en el estudio matematico de las leyes de conservacion, y base

para métodos de resolucion como el front-tracking [27, 45].
7.11.6. Ondas de rarefaccion.
Considérese el problema de Riemann planteado en la seccion anterior:

Si f' es monotona decreciente, y u~ < u*, entonces la solucion de entropia de este problema sera:

u-

o ix x < fllu)t
ux ) =107 (G Paor<x<fane (317)
u? x 2 f'(uh)t

donde £ es la envolvente convexa inferior de f’en el intervalo [u~,u*], esta solucién es continua, y
representa a las conocidas como ondas de rarefaccién, donde se manifiesta una variaciéon continua
entre u~ y u™, notar que las curvas de nivel de esta onda corresponden a curvas de la forma x/t =

cte, es decir, rectas que se extienden desde el punto conflictivo.

7.11.7. Funciones de flujo numeérico.

Si bien durante el trabajo se utilizé una funcion de flujo numérico de Enquist-Osher, una opcién a
tener en cuenta por su mayor rapidez de célculo, corresponde a la funcion de flujo numérico de
Godunov, que esta definida de la forma siguiente:

min U aralU;, < U:,.,

max f,(U) paraU; > Uj,;.

Ujy1sUsU;

Gi =G}, Ujyq) =

Cuyo cdmputo puede simplificarse mucho si se considera una funcion de un solo maximo en U,,, [34],

en este caso es posible proceder de acuerdo al siguiente algoritmo:
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Se solicitan las entradas: Uj, Uj+1, Um, fh.
Si U; < Uju1, entonces:
Gj=min(fo(U;),fo(Uj+1))
En otro caso:
Si (Un-Uj)(Um-Ujs1) <0
Gj=fo(Um)
En otro caso:
G=max(fo(Uj), fo(Uje1))
Finalizar ciclo condicional.

Finalizar ciclo condicional.

Imprimir G;.

Algoritmo 2 Algoritmo para determinar el flujo
numeérico de Godunov.

7.11.8. Condicion CFL

Representa un limite al valor que puede tener la relacion entre las discretizaciones espaciales y
temporales, tal que las soluciones numéricas por métodos explicitos puedan converger efectivamente
a las soluciones reales [32, 33], la condicion CFL corresponde a una condicién necesaria, no

suficiente.

Para leyes de conservacion, esta condicion puede entenderse mediante la idea de la velocidad de
propagacion de las perturbaciones, si se observa la ecuacion (39), es posible notar que esta define el

valor de Uji+1 en base a tres concentraciones, ljji_l, Uji y U]-"+1 en otras palabras, depende de los valores

de concentracion en las celdas aledafias, y solo recibe informacion de estas tres celdillas, asi la

velocidad maxima de propagacion numérica de velocidad sera

Ax
A=— (319)

At’
Ahora, supongase que la velocidad de propagacion real de la informacion asociada a la solucion real
de la ecuacion diferencial es v tal que A < |v|, se tendria entonces que la celda U]-i+1 en realidad

dependeria también de celdas mas lejanas, pero el método no tendria esto en consideracion, de donde
se deduce que la solucién numérica no es adecuada, debido a esto debe exigirse que la velocidad de
propagacion de la informacion numeérica sea igual o mas rapida que la velocidad de propagacion real

de la informacion, y asi
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X
A > sup(|v]), (320)

At
que es llamada condicion CFL, y corresponde a una condicion necesaria para la convergencia de las
soluciones numeéricas cuando Ax tiende a cero, sin embargo no siempre es una condicion suficiente,

por lo que a menudo conviene ser aln mas restrictivo.
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