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Resumen

Las formas de transgresion nos dan informaciéon de como los elementos del grupo
de simetria sobre el fibrado se mapean sobre el espacio-tiempo o la variedad
base M. Es decir, estas formas son proyectables y nos permiten identificar las
trayectorias sobre la variedad n—dimensional y, para ello, analizaremos la teoria
de Gauge a través de estas formas de transgresion para un grupo de simetria
arbitrario. Para ello, consideraremos dos conexiones sobre un fibrado principal
totalmente independientes y propias de las formas de transgresion, en este caso,
el vielbein y la conexién de spin para contextualizarlo con la Relatividad General.
Usando el método de separacion de subespacios, el cual nos permite dividir la
accion transgresora en términos del bulk(volimen) y de borde, para luego separar
cada uno de ellos en trozos que reflejen la fisica asociada con una cierta eleccion de
grupo de simetria. Cabe destacar que en esta tesis estudiaremos un caso particular
de las formas de transgresion, llamadas las formas de Chern-Simons, y cual es
la dinamica cuando imponemos para una de las conexiones independientes es
A =0y a través del Método de Separacion en Subespacios encontrar la acciéon

correspondiente al lagrangeano de CS.
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Abstract

The transgression forms give us information on how the elements of the symmetry
group on the fiber bundle map about the space-time or M-base manifold. That
is, these forms are projectable and allow us to identify trajectories on the
n—dimensional manifold and, for this purpose, we will analyze Gauge theory
via these transgression forms for an arbitrary symmetry group. For this purpose,
we will consider two connections on a principal fiber bundle totally independent and
proper to the transgression forms, in this case, the vielbein and the spin connection
to contextualize it with General Relativity. Using the subspace separation method,
which allows us to split the transgression action in terms of the bulk(volume) and
boundary, and then separate each of them into chunks that reflect the physics
associated with a certain choice of symmetry group. It is worth nothing that
in this thesis we will study a particular case of the transgresion forms, called
the Chern-Simons forms, and what the dynamics is when we impose for one of
the independent connections A = 0 and through the Method of Separation in
Subspaces find the action corresponding to the CS Lagrangian.



Indice general \%

Indice general

AGRADECIMIENTOS I
Resumen 11
Abstract v
1. Introduccién 1
1.1. Introduccion . . . . . . . . ... 1
2. Marco Teoérico 2
2.1. Relatividad General y Geometria Diferencial . . . . . ... .. .. 2
2.1.1. Meétrica. . . . . . ... 3
2.1.2. Vectores covariantes . . . . .. .. ... ... ....... 3
2.1.3. Accién de Einstein-Hilbert con A #0 . . . ... .. .. .. 4
2.2. Geometria de Riemann-Cartan . . . . . . ... ... ... .. ... 5
2.2.1. Relatividad en geometria a la Cartan: Espacio-Tiempo como
variedad . . . ... L L 5)
2.2.2. Elvielbeine . .. ... .. .. ... ... . . . .. ... 6
2.2.3. Conexién de Lorentz . . . . .. ... ... ... ...... 8
2.2.4. Tensores invariantes . . . . . . . . .. ... oL, 9
2.2.5. Torsion y curvatura . . . . . . . .. ..o 10
2.2.6. Teoria de Grupos y Gruposde Lie . . . . .. ... ... .. 11
2.2.7. Fibrados . . . . . . . . ... 18
2.2.8. Funciones de Transicion . . . . ... ... ... ...... 19
2.2.9. Seccion Local . . . . ... oo 20
2.2.10. Transformaciones de Gauge . . . ... ... .. .. .... 21
2.2.11. Derivada covariante y Curvatura . . .. ... ... .. .. 22
2.2.12. Polinomios invariantes . . . . . . . .. .. ... ... ... 22
2.2.13. Proyecciéon de Formas . . . . . .. ... oL 23
2.3. Teorema de Chern-Weil y Método de Separacion de Subespacios en
Teoria de Chern-Simons. . . . . . . ... . ... ... ....... 23
2.3.1. Demostracion del teorema de Chern-Weil . . . . . . .. .. 24
2.3.2. Teorfas de Chern-Simons y formas de transgresion . . . . . 27
2.3.3. Formas de Chern-Simons . . . . . . ... ... ....... 27

2.4. Homotopia . . . . . . . . . . . 28



VI Indice general
2.4.1. Operadores de homotopia . . . . .. .. ... ... .... 28

2.4.2. Formula de homotopia extendida de Cartan . . . ... .. 30

2.5. Accion de Chern-Simon Gravitacional . . . . . . . . .. ... ... 35
2.5.1. Simetrias . . . . .. Lo 36

2.5.2. Formas de Transgresion como Lagrangiano . . . . . . . .. 36

2.5.3. Formulacion del Método . . . . .. . ..o 38

2.5.4. Gravedad en Teorfa de Transgresion y Chern-Simons. . . . 39

2.5.5. La Accién de Chern-Simons . . . . . . . ... ... .... 40

2.5.6. Lagrangeano Transgresor Gravitacional . . . . . . . .. .. 44

3. Conclusiéon 46
Referencias 47
Apéndices 49
A. 49
Al. Formas Proyectables . . .. ... ... ... ... ... ..., 49
A2. Variaciéon de Lagrangiano Transgresor . . . . . . . . .. ... ... 50



Indice de cuadros

VII

Indice de cuadros



Capitulo 1. Introduccién 1

Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introducciéon

Esta tesis describen una clase de teorias de gauge en espacio-tiempos de
dimensionalidad impar cuyo funcional de acciéon es la integral de una forma
de transgresion. Las formas de transgresion son funciones de dos potenciales de
gauge (uno-formas conexiones) independientes, cada uno con su correspondiente
intensidad de campo (dos-forma curvatura). Su principal caracteristica es su
invariancia bajo transformaciones de gauge para un grupo o supergrupo de Lie
arbitrario. Los lagrangeanos transgresores pueden ser considerados como una
generalizacion de los lagrangeanos de Chern—Simons (CS). Por un lado, la forma
de CS corresponde al caso particular de una transgresion en que una de las
conexiones es puesta igual a cero; por otro, una forma de transgresion puede, en
general, ser escrita como la diferencia entre dos formas de CS, una para cada
conexion, mas una forma exacta. Escogiendo apropiadamente el grupo de gauge, los
lagrangeanos transgresores y de CS permiten realizar, si bien sélo en dimensiones
impares, el viejo anhelo de interpretar la gravitaci“on como una teoria de gauge.
Debe destacarse que esta realizacion es lograda no en el contexto de una teoria de
Yang—Mills, sino para una accién carente de una métrica de background, en el

espiritu de Relatividad General.
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Capitulo 2

Marco Teoérico

2.1. Relatividad General y Geometria Diferencial

En la Teoria de Einstein se asume que el campo gravitacional viene descrito
por un espacio-tiempo curvo cuadridimensional, esto quiere decir que de las
ecuaciones de campo debe tener un tensor de curvatura no nulo y una métrica que
no tiene componentes linealmente independientes. Cuando estudiamos la ondas
gravitacionales, por lo general se usa la métrica linealizada con perturbaciones
de orden mayor, que la desarrollaremos més adelante. Pero esta teoria, la
llamada Teoria de Gauge-Poincaré el cual existen poderosos métodos de geometria
diferencial describir los fenémenos gravitatorios en términos de propiedades
geométricas del espacio-tiempo de cuatro dimensiones colector. Técnicamente, la
estructura métrica y la curvatura de Riemann formaron el nicleo de GR como
teoria de un campo gravitatorio macroscopico. Mas tarde, se reconocioé que las
otras tres interacciones fisicas (electromagnética, débil y fuerte) también pueden
geometrizarse haciendo uso del enfoque tedrico de norma de Yang-Mills, y surgio
una pregunta natural. Si la teoria de la gravedad puede ser consistentemente
formulado en el marco de referencia. La respuesta no es tan simple como podria
parecer al principio. El punto sutil es que el modelo estandar se basa en los grupos
de simetria fundamental que acttian en los espacios internos, mientras que la
gravedad estd meramente relacionada con la simetria del propio espacio-tiempo.
En el GR de Einstein, el papel central lo juega el grupo de las traducciones
locales del espacio-tiempo (difeomorfismos), que es directamente reflejado en el

hecho de que la correspondiente corriente de Noether de traslacion —el tensor de
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energia-momento— es la fuente fisica del campo gravitatorio. Al mismo tiempo,
el grupo de Poincaré (producto semidirecto del grupo de Lorentz por el grupo
de las traducciones) juega un papel importante en la teoria de alta energia fisica,;
recordemos que las particulas elementales se clasifican por masa y espin en la
teorfa de la representacion de la Grupo Poincaré. La teoria de Yang-Mills, es una

teoria explicitamente construida en base de conexiones.

2.1.1. Meétrica.

Cuando hablamos de lo que es métrica, se denomina como al espacio métrico que
cuenta con una ley para para poder definir una distancia sobre una variedad
Riemanniana M(? d—dimensional, pero méas que un concepto es un objeto
gedmetrico como tal. Generalmente, su notacién viene dada como g,,, donde
los indices nos indican que esta definida sobre un espacio-tiempo curvo. En el mas
estudiado es el que supone que la distancia entre dichos puntos esta dada por la
siguiente expresion:

ds® = g, (v)dz"dz” (2.1.1)

donde g, son componentes de un tensor covariante de segundo orden, simétrico y
es el que recibe el nombre de tensor métrico. En consecuencia, se asegura que el

ds sea una cantidad escalar y se le denomina elemento de linea.

2.1.2. Vectores covariantes

Consideremos un campo escalar ¢ definido en una region de la variedad. En un SC
x tendremos una dependencia explicita ¢(x), y podemos calcular las derivadas de
¢ respecto a las coordenadas x?, es decir, el gradiente del campo ¢, d¢/dx’, que

define nuevos campos. Analogamente, si usamos un nuevo SC z, tendremos otras

funciones explicitas ¢(Z) y podemos calcular el correspondiente gradiente gg;. En
un punto P dado, podemos relacionar estos gradientes usando la transformacion

coordenada la regla de la cadena:

09, _ ox? 0o
o5 F(P) = o (P) 55 (x(P)). (2.1.2)

Veamos que en esta expresion, las derivadas respectoa las nuevas coordenadas

de un campo escalar definen un nuevo tipo de objeto, que llamaremos vector
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covariante [15]. Sin embargo, es mejor definir estas nuevas cantidades en otro
lenguaje, llamado en el lenguaje Riemann-Cartan, en donde la geometria
diferencial juegan un papel importante. En geometria diferencial, el concepto
de paralelismo esta codificado por una conexién llamada conexiéon affin 6 que
dentro de la literatura son los llamados simbolos de Christoffel I'“,. No obstante,
sabemos que la derivada parcial de un tensor no define un nuevo tensor bajo
transformaciones generales de coordenadas (TGC’s) (esto es debido a que la
resta de los vectores definidos en distintos puntos, implica que si las derivadas
de un vector se anulan en un Sistema Coordenado, entonces éstas no se anulan
necesariamente en otro). Ahora necesitamos definir una nueva cantidad tensorial
que nos diga el como cambian estos vectores de forma paralela. Es decir, una
nueva derivada que apartir de la conexion affin y campo vectorial es posible definir

la siguiente derivada
V.A, =0,A, —T,A, (2.1.3)

donde el operador V, es llamada derivada covariante.

En Relatividad General se asume que hay un minimo nimero de campos dinamicos,
por lo que dentro la teoria los tnicos grados de libertad son los grados de libertad
métricos, para esto en necesario imponer un constraint. El cual en términos

matemaéticos este tensor es el llamado Torsién
T;“V = Ffw — Fl‘fﬂ. (2.1.4)

La conexion affin que viene a satisface el paralelismo y es conocida como los

simbolos de Christoflel

1
F)\,uu = §g>\p(augup + al/gup - 8pg;w)

Donde nos damos cuenta que el paralelismo esta codificado a través de la métrica
guv- Por lo tanto, en las siguientes secciones véremos un nuevo formalismo

matematico llamado el de Riemann-Cartan .

2.1.3. Accién de Einstein-Hilbert con A # 0

Existe una densidad lagrangiana invariante que nos entrega las ecuaciones de
campo. Dado esto, Hilbert tilizo el escalar de curvatura de Ricci R, la linealidad

de las ecuaciones de las derivada de segundo orden de g,,. De manera que la
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accion de Einstein-Hilbert con constante cosmologica

Sgll){ = /d4x\/—g(R —27).
Tal que su variacién nos conduce a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio

1
G,uu + Ag,uu = R;w - ig,uz/R + Ag;w =0

Donde G, es el llamado tensor de Einstein.

2.2. Geometria de Riemann-Cartan

En 1922 Elie Cartan conjeturé que la relatividad general debe ser extendida
incluyendo la torsion afin, que permite un tensor de Ricci asimétrico. La extension
de la geometria de Riemann para incluir torsiéon afin ahora se conoce como
geometria de Riemann-Cartan. Una geometria de Riemann-Cartan se determina

univocamente por:

1. una eleccion del campo tensorial métrico (que especifica todas las longitudes

de los vectores y los angulos entre los vectores), un campo de torsion afin, y

2. el requisito de que las longitudes y los angulos se preserven por traslacion

paralela (como en la geometria de Riemann donde la torsion es cero).

Una geometria de Riemann es una geometria de Riemann-Cartan con la torsion

cero, asi que es determinada univocamente por un tensor métrico.

2.2.1. Relatividad en geometria a la Cartan: FEspacio-

Tiempo como variedad

El principio de equivalencia define al espacio-tiempo como una variedad M®
d-dimensional, donde es suave, diferenciable y con singularidades aisladas. Tal
que en cada punto x € M® corresponde a un espacio vectorial, en este caso un
espacio tangente D-dimensional con notacion 7, con una signatura Lorentziana
(—,+,..,+). Este principio se ve cuando pasamos de un abierto M a un abierto
del espacio tangente T}, esto significa que se hace un cambio en el sistema de
referencia a la de un observador cuando experimenta caida libre. A esto es lo que

llamamos isomorfismos, la cual nos da la manera de relacionar el espacio M y


https://es.wikipedia.org/wiki/Tensor_de_Ricci
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T,.. También, no esta demés decir que la estructura de variedad y el conjunto de
todos los espacios corresponde al fibrado tangente T, M/ (@),

La estructura métrica del espacio tiempo
g = gu(x)ds" ® dx”,

podemos considerar las matrices de cambio de base dz* = e*e*,. La metrica nos

queda que
g =nwe"(x)® e(z).
En particular, un observador inercial corresponde la funciones de un embebimiento
X:R— MW
los cuales en un cierto parche coordenado puede escribirse como

X' = X"(r) (2.2.1)

2.2.2. El vielbeine

Este isomorfismo es el alma de la teoria ya que nos asegura la validez del
principio de equivalencia, por ello es sumamente importante y el nombre que le
otorgamos dependeré de la dimension en que estemos trabajando, por ejemplo,
en D-dimensiones (para un numero arbitrario D), son llamados vielbeine, del
aleman viel=muchas y bein(e)=piernas, es decir, muchas patas. En 1-dimension
es llamado einbein, en 2- dimensiones zweibeine, en 3-dimensiones dreibeine, en
4-dimensiones vierbeine. Este isomorfismo tiene la misma cantidad de patas tanto
en la base ortonormal (la cuél estaré representada por indices latinos) como en la

base coordenada (con indices griegos).

Este isomorfismo es justo un cambio de coordenadas en el espacio-tiempo, con el
conjunto de cada espacio tangente de todos los puntos de la variedad T,. Con
esto, podemos definir una transformacion de coordenadas locales z* en un abierto

en la variedad M con el marco ortonormal de coordenadas z® en el espacio de
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Minkowski T).. La matriz jacobiana es

0z%

— =e
Oz o

podemos definir 1 a 1 los tensores correspondientes a cada espacio.

Si consideramos una separaciéon en las coordenadas de M con el espacio
de Minkowski T}, entre dos puntos de forma infinitesimal sobre la misma variedad
nos queda la 1-forma

dz* = e, dz". (2.2.2)

Asi, la longitud de de arco T}, sera ds* = 1,,dz"dz", lo cual empuja a una métrica

sobre M, ya que nos lleva a la métrica
ds® = e . (2)e’,, (v)dr*dz”
donde la métrica en M es definida como
G = N (@) (), (2.2.3)
esto implica también, para la métrica inversa en el espacio plano
N = g"e ey, (2.2.4)

donde ¢g" es el inverso de g, y n® es el inverso 7,,. Multipliquemos a ambos
lados de 2.2.4 por m.e©)\ con el objetivo de mostrar que ambas ecuaciones son

equivalentes entre si,

ab c v_a b c
T Moc€ X = gﬂ € 1€ vbc€ X

a_c v_a b ¢
6c€)\:gu € uTbc€ vE A
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donde el término m;.e’,e€y es la métrica g,

a C vV _a
deefy = g'e pux
a a
€ X= € vgur

€a)\ = Ga)\.

Observemos la ec. 2.2.3, vemos que determina la métrica, por consiguiente, el

vielbein codifica toda la informacién de metricidad y del tamano sobre la variedad.

2.2.3. Conexion de Lorentz

Sea una u®(z) € T, un vector de Lorentz, es decir, esta transformacion esta
definida como
u® = A%u® (2.2.5)

Sin embargo, la derivada de sus componentes no varia como el vector de Lorentz,

es decir, la expresion (2.2.5) bajo la acciéon de la derivada,
du® = A"%du® + dAu’.

Recordemos que la Relatividad General es una teoria que no contiene
observadores de forma privilegiada, es decir, el término dA%,. Necesitamos que sea
invariante bajo el grupo de Lorentz.

Lo primero es que transportaremos de forma paralela un vector de la forma

u®(x + dx) sobre el espacio tangente T, operacionalmente hablando

u(r + dz) = u®(r) + wpu’(z)da"
u(z) + da* [9,u(z) + wp(2)u’(2)] (2.2.6)
u(x) + da" D,u’(x)

donde la 1—forma w®,, es la conexién que define el transporte paralelo en el grupo
de Lorentz es un espacio tangente. Asi, definimos la derivada covariante en funcion

de la nueva conexioén como

D,u’(x) = 9,u’(x) + wpu(x)u (2.2.7)
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de la ecuacion (2.2.7) notamos que el operador D, mide la taza de cambio de
un tensor al transportar de forma paralelamente entre dos puntos infinitamente
cercanos 6 ¢y « + dx.

Consideremos la transformacion para w®,(z) bajo el grupo de Lorentz
W (7) = N (2) A (2)w o (1) + A%(2)0, A (). (2.2.8)

Por consiguiente, hemos demostrado que el término w?y, transforma como conexion.
Lo relevante, es que nos proporciona la informacion del transporte paralelo en

cada punto de la variedad.

2.2.4. Tensores invariantes

El grupo SO(D — 1,1) contiene dos tensores invariantes bajo transformaciones,
el tensor métrico de Minkowski y el simbolo de Levi-Civita el cual es un tensor
completamente antisimetrico. Ademés, estos tensores estan definidos con una
estructura algébraica sobre el grupo del Lorentz, el transporte sobre una variedad
bien definida debe ser constante, es decir, que la derivada covariante debe de

satisfacer

dnab - Dnab =0

dealaz...ap = D€a1a2...aD =0

al desarrollar la primera expresion
Dijgp = —w e — W aleb (2.2.9)
como dng, = Dny, = 0, entonces
0 = —w%MNac — W alep

wcbnac = wcancb (2210)
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asi, nos damos cuenta que la conexién de spin satisface las siguientes identidades

tanto como para la métrica de Minkowski y los simbolos de Levi-Civita

Wabp = —Wha

b

b1 2 b —
6b1a2...CLDw ail + Ealbg...apw ail + + €a1a2..‘bDw Da1 - 0

Nos damos cuenta que la conexiéon de spin es totalmente antisimétrica en los

indices espacio temporales.

2.2.5. Torsién y curvatura

La geometria de Riemann-Cartan subyace en el corazon de las teoria actuales de
la gravedad. Nos da una nocién mas explicita y una comprensiéon méas completa
de nuestro universo, el estudio del espacio-tiempo y su interaccion con la materia
a nivel geométrico. En el convencionalismo de la Teoria de la Relatividad General,
al mencionar las conexiones involucradas, los simbolos de Christoffel, el término

de torsidn es
™, =0. (2.2.11)

Recordemos que esto viene de la definicién transporte paralelo, al transportar
paralelamente un vector V= V?0, en donde el paralelogramo no se “cierra” [véase
Refs. [15]], esto significa que se llegan a puntos distintos sobre la variedad. Viene

descrita por la expresion
LMMY [NV, Vo VP = LPMY R,V — LEMYT? VA VP,

Consideremos una variedad bien definida, notemos que las derivadas covariantes
no conmutan, es decir, D = D, ,dz", para que sea covariante, la conexién de espin

w?, debe transformar bajo las transformaciones de Lorentz como
W = A% (wq + 65 A7, (2.2.12)

cabe recordar que la conexion w®, no transforma como tensor en el grupo
SO(d —n_,n_). Para el formalismo de primer orden, vamos a definir unos objetos

geométricos llamados curvatura y torsion.
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Se define como la 1-forma 7 la derivada covariante del vielbein

T = De® = de” + w™ A €. (2.2.13)
Mientras que la derivada exterior de la 1-forma de la torsion es

DT® = D(De®) = D(de® + w™, A e°),
con un poco de algebra, demostramos que
DT* = (dw" + w® A w’.) A e,
con esto, definimos la 2-forma la expresion anterior como curvatura
R = dw®, + w®. A W, (2.2.14)
por lo tanto, la ecuacion (2.2.13) podemos reescribirla como
T = R% A e’

las expresiones (2.2.14) y (2.2.13) son las llamadas ecuaciones de estructura

de Mauren-Cartan.

2.2.6. Teoria de Grupos y Grupos de Lie

Un grupo es un conjuto de elementos dotado por de un producto que satisface
cuatro hipoétesis basicas, las cuales dan coherencia interna al sistema. Son las
propiedades bésicas de un conjunto razonable y reversible de transformaciones.
Debido a ello, el concepto de grupo captura en forma aparamente paradojica el
concepto de simetria: un objeto simétrico es el aquel que no cambia bajo la
accion de un grupo. Es un invariante bajo la accién del mismo. Por ejemplo, en
una esfera simétrica con respecto de rotaciones en torno a su centro.

Los elementos de un grupo, cumplen axiomas bajo una operaciéon binaria
G xG

el cual satisfacen el siguiente axidoma
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1. Va,b € G,a-b e G = Cerrado.

2. Ya,be G,(a-b)-c=a-(b-c) = Asociativo

3. de€e G,Vae G, e-a=a-e=a—=— Identidad

4. VaecG,JateG,a-at =a! a=e = Inverso

Algo importante a notar que el conjunto de transformaciones consecutivas, no

necesita ser conmuntativo
a-b#b-a

existen los llamados grupos que cumplen la propiedad de conmutatividad, los
grupos abeliano.

Empezaremos describiendo los grupos de Lie, estos grupos son continuos y sus
elementos esta en relaciéon 1 a 1 con los elementos de una variedad diferenciable

n—dimensional.

Consideremos una variedad diferenciable, se definen como elementos de
un espacio vectorial g, en donde los elementos del grupo Lie, pueden escribirse
como g = eX en donde X son elementos de un espacio vectorial sobre un campo

K. Si consideramos el producto cerrado sobre GG

se cumple que Z € &. Sin embargo, esta operacion viene descrita por la formula
de Dykin-Poincaré-Baker-Campbell-Hausdorff. Por otro lado, el algebra debe ser
cerrada bajo el conmutador [, -] : & x & — &. Esto es a la que llamamos el algebra
de Lie & asociada al grupo de Lie G. Estos elementos X, Y, Z € & satisfacen la
identidad de Jacobi, ademaés, es comiin elegir una base l.ie dentro de & y son las

llamadas bases generadoras del algebra de Lie expresadas como

{TA}le
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donde cada elemento de & de la base puede escribirse como X = 247T,. Podemos

describir el algebra con constantes de estructura C45¢ en la misma base como
[T, Tg] = Cap“Te

estas constantes de estructura satisfacen también la identidad de Jacobi.

Una interpretacion geométrica de los grupos de Lie, no es algo trivial poder
responder de como se "ven'"de manera fisica, para ello es necesario comprender
que existe una herramienta llamada pushforward de bracktes de Lie y se
define como un embebimiento de una variedad N™, M@ de menor a mayor

dimension, respectivamente. Donde viene definido el corchete de Lie como
U, V] = X.[u, ]

dado esto, el grupo G para que se comporte como una variedad debe cumplir
algunas propiedades (para el caso del grupo de Lie), existe un embebimiento en el
lado izquierdo. Sus caracteristicas, dicen que si se define sobre toda variedad un
campo vectorial sobre el grupo GG, un campo U@ izquierdo de la variedad, este

debe ser invariante ante un pushforward,
Lg*[j(b) =W,

al igual que que cada vector, los campos vectoriales contienen un dual, para el caso

de un campo vectorial invariante izquierdo, también tiene un dual 4 € Q'(Q)
04 = T4, dz"

es la llamada 1-forma de Mauren-Cartan sobre el grupo G. El conjunto de las
1-formas forman una base para el espacio de las 1-formas sobre GG. Si consideramos

los coeficientes constantes, la forma de Mauren-Cartan satisface la ecuacion

1
doP = —§CABD9A A 6B (2.2.15)
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si despejamos la ecuacion
1
RA = doP + 5CABCGA ANOB =0 (2.2.16)

esta es la llamada curvatura de gauge y es una 2-forma R4 € Q?(G). Este campo,

satisface la identidad de Jacobi,
d(do®P + %CEPDHE ANOT) =0
d*0P + %CEPD(dGE ANOF — 07 NdOF) =0
al desarrollar esta expresion, con las propiedades del producto exterior

1 1
50" Carn™ 5004507 N 02 N 07 = 0
1 .

3 (Ca®Crc® + CpcPCpa®P + Coa®CrpP)0 ANOP A O° =0

nos damos cuenta que la identidad de Jacobi, vienen expresados en funcién de
las constantes de estructuras. Esto quiere decir que todo grupo y éalgebra de Lie

pueden ser expresadas como matrices mediante la expresion
Cup”Crc” + Cpc"Cra® + Coa”Cpp® =0,
reescribimos con una conmutacion de indices,
CapZCrc? = CapPCrc® — CupPCac”. (2.2.17)
Podemos definir las matrices T4 de componentes
[Tal’s5 = Cag® (2.2.18)
si usamos la ecuacion (2.2.18) en la ecuacion (2.2.17),

Cas”[Te)"c = [Tal"&[Ts]"c — [TB"r[Tal"c,

[Ta, Tp] = Cap"Te.

Aqui, encontramos la representacion adjunta T4 = Ad(T4) del algebra de Lie,

por lo tanto, el algebra siempre puede representarse como una base n X n de
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matrices. Lo relevante de todo esto es que la acciéon adjunta sobre el algebra, deja

invariante el algebra, como se muestra en el siguiente conmutador
[Ady(T4), Adg(Tp)] = g~ ' Tagg 'Tg — g 'Tngg 'Tag (2.2.19)

vemos que en el lado derecho de la ecuacion (2.2.20), son los conmutadores de Lie

[Ady(T 4), Ady(Tp)] = g~ [T, Tslg
= Cup%gTeg™? (2.2.20)
= Cap“ Ady(T¢)

dada esta operacion, demostramos que ante la accién adjunta deja invariante el
algebra.
Podemos definit un p-forma, es decir, a® € Q® (M@)® & valuada sobre el mismo
algebra de Lie. Entonces, consideraremos una variedad de M@ y un algebra de
Lie &

a=a(z)® Ty

1
= 2gozAm._.Mp(x)dx’“ A AdeP? @ Ty

el corchete de Lie también se puede generalizar oara una p y ¢-forma diferenciales,

y de forma explicita, viene dado por
[a(p)’ﬁ(q)] = a® A 5((]) _ (_1)pq5(q) N2
=o' AP @ TATE — (—1)PB° Ao @ TT,
=a* A BP @ [Ta, Tl

= o A BPCuBY ®@ Te

seguimos la misma logica de las demés expresiones cuando calculamos los corchetes

de Lie. Vamos a definir sobre la variedad una 1-forma 6 € Q'(G) ® & como

0 = gdg™* (2.2.21)
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dada la ecuacion (2.2.21) la derivamos exteriormente

df = d(gdg™")
=dgNdgt—d*¢ Ag
=dgNdg?

ahora si, calculamos el producto exterior entre la as 1-formas

ONO=—gdg™ " A gdg™*
= —df

al despejar la ecuacién nos queda lo siguiente
dd+0N0=0 (2.2.22)

notemos que la expresion es identica a las ecuaciones de Mauren-Cartan.
Hemos comprendido que se pueden describir algebras de Lie usando campos
vectoriales invariante, las matrices de la representacion adjunta y 1-formas de
Mauren Cartan.

Vamos a considerar la 1-forma de Mauren-Cartan,
6=-6",de"®J 2.2.23
9 o " ® ab ( R )

para calcular la forma explicita de las ecuaciones de Mauren-Cartan, si tomamos

la ecuacion (2.2.22), entonces

1
df =

= 58#9%@# Adr” @ Jap (2.2.24)
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asi, para el producto

(;eab dr* ® Jab> (%QCdde” ® ch)
ieab 0, da" A da’ @ Jopd e
;(9“ 0, — 0°4,0° ) dxt A dr” @ Japdea
= édx“ Ada¥ @ (0°,0° T ca — 07,0 T v J )
- %dm“ Adx’ @ 0,0 (T ea — Jeadap)
1

= SO0 da A dat © [Tap, Ted)

asi, concluimos que
1
ONO= geabuecdydx“ Adz” @ [Jap, ed] (2.2.25)
usando las matrices podemos desarrollar el dlgebra de Lie en so(d —n_,n_)

[Jab7 ch] - ndeca - nadJeb + 77bCJad - nachd
1
— (0a020] — aad26] + i)~ Macth0) Jer = SCatea”Tos

=2 (a0 — ngadl507)) s
si reemplazamos en la ecuacion (2.2.25)

OAG =6 ,0%, E4 (miadl 6 = neadlof ) da A da” @ 3,

— Z—Leab,ﬁ% (nbdagj 8¢ — 1cadC0] ) dzt A dz” @ 3.

1
= Z—leabuecdy (1600105 + Mpadss!) dat A da” @ Jep
1
= EQ“bMQCanbddf(Sida:“ A dx” &® Jef
1
- éefb#ﬂedynbddx” Adx¥ @ Jey
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al reemplazar en la ecuacion (2.2.22) de Mauren-Cartan

dd+0N0=0

1 1
58#9“bl,dx“ ANdz” @ Jop + §9bdﬂecd,,nbddx“ ANdz” @ T =0

1
5 (aﬂeabV + ebdMHCdl/nbd) dz" Ndx” @ Jgp =0

notemos que dzx* A dz” ® J,, es una base para las 1-formas dentro del grupo
QW(SO(d—n_,n_))®s0(n—n_,n_), en consecuencia, vemos que las componentes

explicitas 8% en las ecuaciones de Mauren-Cartan son

a/ﬂab,, + deMQCdl,nbd = O

2.2.7. Fibrados

La definicién de un fibrado consiste en elementos a un conjunto espacios topologico
como el que llamamos F, M,y F'y ademas, incluye un mapeo continuo y biyectivo

de la forma
T E— M

en donde FE es el espacio total, M es el espacio base y F' es la fibra y 7 la proyeccion
[vease Refs. [7] y [I1]]. Es importante notar que los fibrados deben cumplir un

trivializacion de localidad
proy,ogon H(z) =2 (2.2.26)

donde proy; se define como proyeccion natural entre el producto de los espacio U

y F', de forma mas explicita
proy, : U X F —U

se exige para x € U en la ecuacion (2.2.26) (ver el articulo) . Cada uno de los

conjuntos abierto U, tiene asociado un homeomorfismo de la forma

b : T N (Uy) = Uy x F
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el conjunto de pares {U,, ¢} forma una trivializacion local del fibrado. Asi, para

todo z € M la pre-imagen 7~ !(z) es homeomoérfica a F' y serd llamado fibrado.

2.2.8. Funciones de Transiciéon

Para describir el fibrado completo en términos de la trivializacion local |, es
necesario encontrar condiciones de juntura en las intersecciones no vacias entre
distintos abiertos. Dos abierto U, y Ug de interseccion no nula U, N Ug = & , sus
respectivos homeomorfismos ¢, y ¢z en general mapearan en formas distintas en

forma 7= H(U; N U;) en (U;NU;) X F,

en donde x € U, N Ug, yo € F. Se componen los homeomorfismos de ¢, y agl,

tenemo que
$a © Op(x,ys) = (¥.Tap(2)ys) (2.2.27)

donde 7,5(x) le llamaremos funciéon de transicion [véase Refs. [? ||, estas vienen
definidos como lo siguiente y deben satisfacer algunas condiciones de consistencia,

respectivamente:
Top(z) : F — F

1. Taa(x) = 1F (operador identidad sobre F'),
2. Tap(x) = Tﬂ_al(l’)

3. Tany(T) = TupTsy ().

la condicion 3 es la llamada condicion de cociclo y debe cumplirse para el caso de
U,NUgNU, # @. Cabe destacar que los operadores forman un grupo G el cual
corresponde a un grupo de Lie. Corresponde a un grupo de simetria que acttia por
la derecha de la fibra, el cual le llamaremos fibrado principal. Este tipo de fibrado

representa el bloque béasico de construccion de la teoria de gauge [veéase [11]].
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2.2.9. Seccion Local

Dado un encubrimiento sobre el abierto {U,} se define como seccion local o,

como un mapeo sobre sobre P (ver articulo|7])
0o Uy, — P
tal que Vx € U, se cumple que
Too,(r) =x

las secciones locales o, y 03 sobre U, N Ug estén relacionadas entre si a través de

las funciones de transiciéon
Taf - Uu,nNnU, 8 — G

se dice que es una secciéon natural cuando un homeomorfismo local en la
trivializacion ¢, : 7 1(Uy) — U, X G. En efecto, dado un homeomorfismo ¢,, se

ve Ccomo

0a(7) = ¢, (w,¢€)

en donde e es la identidad G. Es importante que el inverso es cierto, por ende
induce a un homeomorfismo local reciproco. En consecuencia, las secciones locales

naturales

0a(7)Ya(p) = 05(x)ys(p)
y por lo tanto,

05(7) = 0a(2)ya(p)ys " (2) (2.2.28)
como Yo (p) () = Tap(x)ys(x) entonces

05(2) = 04(2)Tap() (2.2.29)
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2.2.10. Transformaciones de Gauge

En este caso, el fibrado siempre tendra una estructura del tipo U x G. Dado
esto, es posible descomponer el espacio tangente en una suma directa como
1,P =V,P® H,P en donde V, P corresponde al espacio tangente o subespacio
vertical a la fibra y H,P es el dual o el subespacio horizontal. Dado esto, nos
centraremos en el subespacio vertical de la fibra, demostrando que podemos definir
una conexion A sobre el fibrado que debe satisfacer algunas condiciones en relacion
con el algebra de Lie.

Sea A € QY(P) ® g I-forma sobre la fibra P valuada en el dlgebra de Lie, debe de

satisfacer las siguientes condiciones
1. La 1-forma A es continua y suave sobre P,

2. para todo Y € V,,P se cumple que

AY) =0(ya(P)(yaxY) =Y

3. y la accion derecha del grupo viene dada por
Ry(A(pg)) = g~ Alp)g

Es importante notar que la segunda condicién implica que A se le asocia a
cada vector del espacio V,P su correspondiente elemento del algebra de Lie. Por

consiguiente, una transformacion de gauge A, € Q! (U,) ® g como
A, =0.(A) (2.2.30)

Por lo tanto, sobre los abiertos U, y Ug, en su intereseccion U, N Ug tenemos dos
conexiones de gauge A, y Ag. Esto significa, que las secciones locales o, y 0p se
relacionan a través de la funciones de transiciéon 7,4, ambas conexiones de gauge,
deben de estar relacionadas igualmente [ver |? ||. Las conexiones de gauge en la

interseccion no nula de ambos abiertos se relacionan en la siguiente expresion:

Ag = T;ﬁlAQTOz,B + TczﬁldMTaﬁ (2.2.31)
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esta ecuacion en Fisica es la que llamamos transformaciones de gauge. Notemos
que desde el punto de vista del fibrado siempre existe una funcién de transicion
Top(2)que pertenece al grupo de simetria G'y que podemos descomponer el espacio
tangente en cada punto de P. A partir de ahora, durante la tesis, ocuparemos la

notaciéon no tan sobrecargada y més popular en la literatura en donde escribiremos

para T,g = g
A—A=g'Ag+46 (2.2.32)

donde anteriormente habiamos definido en la ecuacién 2.2.22 la 1—forma de

Mauren-Cartan.

2.2.11. Derivada covariante y Curvatura

2.2.12. Polinomios invariantes

Consideremos un algebra de Lie & y su correspondiente campo K. Nos enfocaremos

en mapeos multilineales del tipo
(o0,....,0) : &" = K|

lo que llamaremos polinomios, pues la naturaleza multilineal de estos, implica que

su estructura
(Zy, - Zn) =Z" - Z Ky, 4,
donde el campo K
Kajon, =(Ta,, -, Ta,) € K
también se cumple la propiedad adjunta de (??), es decir
(9Z1g7". - 920g7") = (21, - L)

Es por esto, que dada cualquier parte antisimétrica dentro del polinomio va a
crear un conmutador que mapea la misma &algebra sobre el mapeo multilineal,
anteriormente mencionado. En general, sélo sobrevive la parte simétrica del

polinomio.
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Dada una representacion matricial para cualquier grupo y su algebra, es

posible demostrar que la traza siempre provee un tensor invariante

tr (gTA1g_lgTA2.g_1 T gTAn71g_lgTAng_1) =tr (gTA1TA2 T TAnflTAng_l)
tr (9Ta,9 ' 97,9~ - 9Ta, 19 ' gTa,97") =tr (Ta, -+~ Ta,)
si consideramos un elemento del grupo de Lie cercano a la identidad ¢ = 1 4+ A

y Z € & el termino de primer orden junto con el corchete de Lie, nos lleva a la

condicién de invariacia para un polinomio para el algebra de Lie
(MNZ1Zy---Z,)) =0

pues, es una de las maneras mas elegantes de introducir la invariacia de algin

objeto.

2.2.13. Proyecciéon de Formas

Sea una forma H, se dice que es proyectable cuando satisface la condicion
DH = d,H (2.2.33)

[Ver Apéndice A] donde D es la derivada covariante y d, es la derivada exterior
sobre el fibrado P, es importante notar que la forma H sobre el fibrado P debe
de ser invariante ante la accion derecha del grupo de simetria R;H = H, por
consecuencia, la proyeccion H debe de estar definido localmente sobre el espacio
base M. Asi, provistos de la definicion de polinomio invariante y proyeccion de
formas, consideraremos ahora un importante resultado conocido como Teorema

de Chern—Weil.

2.3. Teorema de Chern-Weil y Método de
Separacion de Subespacios en Teoria de Chern-

Simons.

El teorema de Chern-Weil nos provee un manera de calcular invariantes topoldgicos
para variedades de dimension par y formas lagrangianas quasi-invariantes en

dimensiones impares, relacionando el campo de la gravedad y la teorias de gauge.
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A continuacion, haremos la demostracion del teorema a partir de los fibrados
principales y la conexiones que comparten el grupo de simetrias con las variedades

diferenciables.

2.3.1. Demostracion del teorema de Chern-Weil

Consideremos un fibrado principal 7 sobre el grupo de simetria GG, directamente
desde una conexion A € Q'(P) ® g y la curvatura como una F € Q*(P) ® g.
También, consideremos un tensor invariante simétrico bajo el grupo de simetria

G.Sea (T4, --- Ty

)
(F™) = (F - F)

(F"*1) siempre es cerrada sobre el fibrado, es decir, dp(F"*!) = 0 y proyectable,
por lo que, satisface la ecuacion (2.2.33). Dado esto, la proyecciéon (F"*!) también
es cerrada sobre el espacio base M (Espacio-Tiempo), andlogamente se cumple
dp (F™T) = 0.

Consideremos dos conexiones sobre el fibrado A y A, sus respectivas curvaturas
F y I, la diferencia (F**!) — (F"*!) es una forma exacta y proyactable sobre el
fibrado. La forma (F"*1) al ser proyectable, es directo mostrar que es invariante

ante la accion derecha del grupo de simetria. En efecto,
* n+1\ __ n+1
Ry (F") = (F"™)

Por otro lado, como la forma F es un tensor, se le asocia los vectores sobre TpP,

debe de satisfacer la condicion (2.2.33)
dp<]Fn+1> — D<Fn+1>

Es directo probar que el polinomio (F"™!) es la proyeccion de (F"*!) sobre M. Se
puede demostrar que que mediante la identidad de Bianchi que la forma es cerrada.
Como (F™*!) es proyectable, esto implica que (F7*!) es proyectable sobre M,

dandole una nueva notacion (F**1). Esta forma, corresponde a la (n + 1)—ésimo
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cardcter de Chern,

choaF) = o () ey

(n+ 1) \ 27

vamos a considerar las conexiones sobre le fibrado A y A, la diferencia

O=A-A

representa los vectores verticales sobre la diferencia de la conexion sobre el fibrado.

También, podemos reescribir una nueva conexion en términos de esta, que interpola

aAyA
A, =A+t0O

podemos escribir la curvatura aplicando la derivada la derivada covariante sobre
Ay
Ft - DAt

1
=dpA, + i[At’ Ay

como [Ay, A;] = 2A?, nos queda que
F; = dphA; + A?
al desarrollar d,A; junto a la interpolaciéon de las conexiones
F, = F +tDO + t*0? (2.3.1)

el término tDO sale al desarrollar la derivada exterior de A; y considerando
la condicion (2.2.33). Veamos que si derivamos de forma total respecto a t la

expresion de la curvatura (2.3.1), nos queda que

dF, -
— = DO + 2t0Q?
dt + ’
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pero como Q% = (0, 0),

dF, -
— = DO +t[0, O]
dt (2.3.2)
— Dt©

donde DO = dpQ + [A, Q). Dado esto, la diferencia de los polinomios se da como

lo siguiente

(FHY — (FY = (4 1) /Ol<dii+l >dt

L/ dR,
= 1 —TF" \dt
(n+ >/O<dt >

habiamos visto de la ecuacion (2.3.2) nos queda que

— (4 1) /0 DOt

al aplicar la identidad de Bianchi, es decir D;(F™) = 0, entonces

— (4 1) / ' DUOF
— (4 1) /1 dp (OF™dt

el cambio de la derivada resulta de la condicién de invarianza de un polinomio. Por
otro lado, también (OF,) al ser una cantidad tensorial, es proyectable globalmente
sobre el fibrado
n+1 mn4+1\ (2n+1)
(") — (F"7) = dpQ, "%

donde Qf‘ffg) es la llamada (2n + 1)— forma transgresion sobre el fibrado. Por

otro lado, es directo probar que la forma de transgresion sobre el espacio M. Dado
+1)
A

transgresion sobre el espacio M o simplemente transgresion,

que sobre el fibrado, la forma Qg es proyectable, por lo tanto, las formas de

n
<

<Fn+1> . <Fn+1> _ dQ(2n+1) (233)

A+A
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2.3.2. Teorias de Chern-Simons y formas de transgresion

2.3.3. Formas de Chern-Simons

Como habiamos visto anteriormente, en la definicion de transgresion, se
interpolaron dos conexiones y con ellas se contruyo una nueva conexion

parametrizada sobre el fibrado

Sucede que, sobre el fibrado, ninguna conexién puede ser nula, pues si imponemos

que A =0,

At = tA
F, = tdpA + t*A®

estas dos no corresponden ni a una conexioén ni a una curvatura sobre el fibrado,
respectivamente. Sin embargo, la segunda parte del desarrollo del Teorema de

Chern-Weil sigue siendo valido, es decir,
(F"+) = aQiy”

donde nggl) es la llamada forma de Chern-Simons sobre P. Como habiamos
mencionado anteriormente, debido a que A; = tA, no es conexion y F, = tdpA-+t2A
no es una curvatura, la forma de Chern-Simons no es invariante y por ende, no es
proyectable sobre el espacio-tiempo, esto quiere decir que dada los pullback’s de

. 2n+1
secciones locales o7, y o} sobre la forma Q‘(AX 0 )

son distintos en cada uno de los
abiertos respectivos U, y Ug. De esta manera, solo esta definido sobre un abierto
en particular sobre el espacio-tiempo M, es decir, estan definidos solo de manera

local sobre el espacio-tiempo, dada las constribuciones [13]

(2n+1) _ _xnmy\(2n+1)
A0 — O A0

=+ 1) [ drAGdA + PAT)
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Si consideramos el abierto U, lo podemos expresar como la derivada exterior de

la forma de Chern-Simons sobre U, de manera loca,
<Fn+1> — dMleQTLJrI)’ <234>

es importante recordar que para el abierto U se define de manera analoga.

2.4. Homotopia

Cuando consideramos un espacio base M de dimensiéon par, d = 2n y carece
de bordes, la integral del n-ésimo caracter de Chern sobre el espacio base es un

invariante topologico. en efecto, integrando la expresion (2.3.3) con OM = &,

/M<F>:/M<F>:cte.

donde F y F son curvaturas provenientes de dos conexiones totalmente

entonces

independientes. En la siguiente seccién extenderemos la definicién de invariante

topoloégico para variades con borde.

2.4.1. Operadores de homotopia

El lagrangiano de la transgresion
1
L2 (Ay, Ag) = k(n + 1) / a0
0

tiene, en principio, toda la informacién necesaria acerca de la teoria. Sin embargo,
se trabaja con grupos o subgrupos de gauge bien determinados que contienen
diferente subgrupos, los cuales tienen un claro significado fisico. Por esta razon,
resulta necesario desdoblar el lagrangiano £3'1! (A, Ay) en partes que reflejen
de explicitamente del la estructura del grupo. Este desdoblamiento describe las
formas de Chern-Simons y transgresiéon. Una manera de ver, de un modo intuitivo,
la relacién entre los lagragianos de Chern-Simons de transgresion, es considerar el

teorema de Chern-Weil. Ademaés, la ecuacion describe la dindmica de una teoria
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con dos campos independientes: las 1—formas conexion de gauge Ay y A;.

dQaon+1(A1, Ag) + dQapnt1(Az, Ay) + dQant1(Ag, A2) =0 (2.4.1)

donde Aq, Ay, Ap son tres 1—formas conexién independientes, evaluadas en una
misma algebra de Lie. Desde el lema de Poincaré se tiene que la suma de las tres
formas de transgresion y estas pueden escribirse localmente como una derivada

total

Qan+1(A1, Ag) + Qant1(A2, A1) + Qont1 (Ao, As) = —dQan(Az, Ay, Ag)  (2.4.2)

Cabe destacar que no se puede determinar una forma explicita Qo,(As, A1, Ag)
con el teorema de Chern-Weil. Con la expresion de la identidad triangular. Es
importante notar que, usaremos el cambio de notacion de Qa,1+1(A1, Ag) a Qf?:go
, de manera génerica, la flecha nos indica el sentido de orientacion del bulk.

El caso que analizaremos ahora, es que el teorema de Chern-Weil es un caso especial
de la formula extendida de homotopia de Cartan. Para mostrar esto vamos a
considerar los siguientes elementos. Sea una {A}/*} un conjunto de 1—formas
conexion de gauge sobre el un fibrado d-dimensional basado en una variedad M.
Sea ademés 7,1 un simplex (r + 1)—dimensional orientado, parametrizado por el

conjunto de {t'}/1; donde estos parametros satisfacen,

r+1

t e [0,1], dot=1
=0

Esta ultima expresion implica una combinacién lineal de la forma

r+1

A=) A,
=0

Transforma como una conexién de gauge en la misma forma que hace cada A;. Estas
conexiones pueden venir asociados como elementos del simplex 7,1 y se pueden
denotar como 7,41 = {Ao, A1, ..., Ary11}. Por otro lado, las derivadas exteriores
sobre la variedad y el simplex M y T, 4, respectivamente, son denotadas por d y
d; y ademés, cabe destacar que son operadores impares y por ende, anticonmutan.

Consideraremos un operador par de antiderivacion [y, el cual incremetan el grado
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de dt y disminuye el grado de dz, de forma maés formal [vease Refs. [11]]
i - QP(M) x QUTryy) — QPH(M) x QU N(T,44),

al igual que las derivadas anteriores mencionadas, este operador también satisface
la regla de Leibniz. Este es definido de modo que constituya un algebra gradada

junto a las derivadas dy dt

& =d ={d,d;} =0 (2.4.3)
[l d] = d; (2.4.4)
[dy,1,] =0 (2.4.5)

Este operador puede actuar [; sobre los polinomios {A;, F;, d;A,.d,;F,}, es decir,
para l; (m,q) — (m —1,q + 1), los demés operadores, estan definidos sobre el
algebra de forma usual mientras que se satisfagan las ecuaciones y ademés, el

algebra de los polinomios cerrada es dada por

ltAt = 0
ltFt = tht

En la siguiente seccion, vamos a considerar la férmula de homotopia extendida
de Cartan para demostrar que para un caso en particular, se puede reproducir

el teorema de Chern-Welil.

2.4.2. Formula de homotopia extendida de Cartan

Sea f(l;) una funcion del operador [;, utilizando la expresion en serie de potencias
de f, podemos escribir conmutador de f(I;) junto con la derivada exterior como

[vease Refs. [10]]

[f(le), d] = [Z %ﬂ”)(out, d]
=3 O
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Por otro lado [l;, d] = d;, entonces
e, d) = [L, d) I} + ..+ L, d] (2.4.6)
al desarrollar el conmutador
[l d] = dly ™1 + Ldy 772 + o+ 12yl + 171, (2.4.7)

del 4lgebra tenemos que [d;, [;] podemos escribir [I?,d] = nl}*"'d,, y por lo tanto,

podemos reescribir el corchete [f(l;),d] como

(n)(0)
7). d) = (Z = ml;“) = [/(l)de = duf' (1) (2.4.8)

En particular, podemos hacer la eleccién para f(I;) = e't, dicha derivada, f'(l;) =
el asi el conmutador

[, d] = diet = ed, (2.4.9)

Luego, dada una (m,q)—forma sobre M x T,,;; podemos aplicar sobre los

polinomios 7 en las formas (A;, F}, d; Ay, d, F}) se tiene que
dieltm = eltdr — deltr
reescribimos la identidad como
dt% Z ;' P Z l!zg’dyr - dz l!zg’w
; dtng’—lw = Z —lpdﬂ - Ep: d—l”

1 1 1
dtmlf_lﬂ' = Hltpdﬂ- — dalfﬂ'
1 1
————dl! = =l d
Ry R TR

Esta ecuacion es la version diferencial de la formula extendida de homotopia de
Cartan.
Sea 7 un polinomio invariante de la forma {A;, F}, d;A;.diFi} vy una (m, q)—forma

sobre M x T, 1, es decir, es una m—forma en dx* y una g—forma en dt, por lo
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tanto, el polinomio queda definido como
™= (F")

Utilizando las relaciones del &lgebra definidas en unas péginas anterior,
consideramos la version diferencial de la formula extendida de la homotopia

de Cartan

1
—dtlfﬂ' =
p!

TR [P d)w (2.4.10)

donde m > p ya que el operador [; disminuye el grado de la forma diferencial

sobre la variedad M. Si integramos la ecuacién anterior sobre el simplex T},

1

p' T’r+1

1
: r+1

al utilizar el teorema de Stokes sobre el mismo, podemos integrar directamente el

lado izquierdo de la ecuacion

1

1
Pr = / (P dr — diPt' ) (2.4.12)
Tr+1

P! Jor,, (p+1)!

Ahora notemos que, dado que 7 es una (m, g)—forma, la cantidad lf+17r debe de
ser (m — p,q + p + q)—forma. Denotando r = ¢ + p, se tiene que lfﬂﬁ es una

(r + 1)—forma sobre el simplex T4, asi, la ecuaciéon toma la forma

1 p 1 p+1 (_1)T+1 p+1

—~ r= ' Ly dm — ——=7d B (2.4.13)
p' aTr+1 (p + 1) T»,»Jrl (p + 1) Tr+1

Si consideramos por (2n,0)—forma diferencial (F}') se tiene que ¢ =0y p = r.

Entonces el polinomio viene expresado como la traza simetrizada 7 = (F}),

entonces tomando (2.4.13) nos queda que

1 P/n\ (_1)p p+1 n
P(F7) = (p+1)!d/mq PHHET) (2.4.14)

!
p: 0Ty 41

Para el caso en el que .

Para ello, el borde del simplex es dado por los puntos extremos y ademas, las
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conexiones de gauge T} = (A, A1). Asi, la conexion homotopica es dada por
At = tOAO + tlAl - AO + tl(Al - Ao)

nuestra integral (2.4.14)

é/ﬂlmw— 0+1 /
/8T1<F“>— / J(FD)

al aplicar el operador antiderivada de homotopia en el lado derecho de la integral

y al integrar sobre el borde del simplex en el lado izquierdo de la ecuacion
)~ (3) = d [ n(Fyt )
Ahora bien, las derivadas para el parametro de modo que
diAy = (A — Ap)dt,
F, =tF + (t* —t)A?

Asi, la formula extendida de homotopia de Cartan, toma la siguiente forma

) - ) =d (v [ (R (A A0))

0
o 2n+1
- dQAl <—A()

aqui hemos reproducido el Teorema de Chern-Weil.

Ahora analicemos el caso para , nuestra ecuacion (2.4.14) queda

de la siguiente manera

1 1
by = —ga [ e
T

U Jor s

1
/ L) = L / 2(FT)
Ty 2 I

Si aplicamos el operador antiderivada [; Resolviendo la integral del lado izquierdo

de la ecuacion, la conexion A, = t°Ay + t'A; +t2A,, por lo que en el borde del
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simplex, junto a las conexiones de gauge Th = (AgA1A,), esta corresponde
3(A0A1A2) — (AlAQ) - (A[)AQ) + (AOAl)

entonces

[owwrny= [ e [y [ wEr) (2419)
0T (A1Az) (AoA>2) (A2Aq)

en el lado derecho de la ecuaciéon anterior, cada integral corresponde a una forma

de transgresion sobre
n 2n+1 2n+1 2n+1
[)T LF = QY — Qi) + QS (2.4.16)
2

en la expresion (2.4.16) para la forma de transgresion sobre las conexiones A y

A07

n 2n+1 2n+1 1 n
/ L) = QRIER, + QRIER, + 5d / (FHY, (2.4.17)
0T T

al desarrollar junto con la derivada homotdpica
1 2 n+1 1 2 n
§lt (FyT) = 5”(” + 1) (F.FY)
1
= gnln + D{(dA)FY),
donde d(t° +t' +t*) =0

dA = dt°Ag + dt* A, + dt’A,
dA; = di®(Ag — Ay) + dt*(Ay — A))

al desarrollar (d;A)?, debido a que d*> = 0 nos queda lo siguiente
(d;Ay)? = 2dt°dt" (Ag — A1) (Ay — Ay),
dado esto,

%z§<Fg+l> — —n(n + Ddi%de (Ay — Ay)(As — AL)FD) (2.4.18)
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ahora bien, es conveniente, definir nuevos pardmetros de integracion

t=1-—1¢
(2.4.19)

s = t?

por lo tanto, la integral sobre T, queda como

| mn = [t varas((a - A1) (80 - A)FE)

1 s
= n(n + 1)/ dt/ <(A0 — Al)(AQ — Al)F?t_1>
0 0
2n
= Q(AQ?—Al%AO
donde Fy; es la curvatura de la nueva conexion parametrizada,

At == tOAO + tlAl + t2A2
= AO + t(Al - Ao) + 8(A2 - A1>

al reemplazar en la expresion (2.4.17) obtenemos la famosa ecuacion triangular

2n+1 2n+1 2n+1) on
QEA%—I{O = QEAQ(—A)l + Q(A1<_A2 + dQE&Q?—AU—AO‘ (2420)

2.5. Accion de Chern-Simon Gravitacional

El que bajo transformaciones de gauge una forma de Chern—Simons varie
localmente en un término de borde implica que una acciéon de Chern—Simons

puede definirse s6lo médulo términos de borde

g5tV = / LAy + [ xen (2.5.1)
M oM

Esto significa que la accion de Chern—Simons tiene asociadas las ecuaciones del

movimiento para A
(TAF™")[ar =0 (2.5.2)

pero no resulta posible definir condiciones de borde s6lo a partir del principio de

acclon.
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2.5.1. Simetrias

La accién considerada presenta dos simetrias. La primera, es la invariancia bajo
difeomorfismos sobre M, debida a la utilizaciéon de formas diferenciales para llevar a
cabo la construccion. La segunda, es la invariancia bajo transformaciones de gauge
del grupo de simetria, garantizada por el hecho de que estamos usando una forma
de transgresion como Lagrangeano. Dadas estas simetrias, el teorema de Noether
nos garantiza la existencia de cargas conservadas asociadas a ellas. Como veremos
a continuacion, para el caso de la forma del lagrangeano Transgresor las cargas de
Noether asociadas a difeomorfismos y a simetrias de gauge son no sélo conservadas
on-shell (i.e., sobre estados que satisfacen las ecuaciones del moviemiento), sino
que en general en forma off-shell (i.e., para cualquier configuracion). Esto esta
de acuerdo con el hecho de que, ya que el Lagrangeano completo corresponde
a una anomalia, la teoria deberia ser en principio libre de anomalias. Por otra
parte, es interesante senalar que estas cargas de Noether conducen a resultados
finitos y consistentes con el formalismo Hamiltoniano en el caso de gravedad y en
particular en el caso de Agujeros Negros, haciendo asi de gravedad en dimensiones
impares una teoria tan consistente como su contraparte en dimensiones pares en

este sentido.

2.5.2. Formas de Transgresién como Lagrangiano

Las teorias de gauge de Yang—Mills son teorias de conexion. Esto quiere decir que
su campo fundamental, es decir, el potencial de gauge, es una conexién. Estas
teorias dependen directamente de la existencia de una variedad espacio-tiempo sin
dindmica que tiene una métrica background fija, es decir, sin grados de libertad.
En contraposiciéon, en Relatividad General, la teoria que describe la cuarta
interaccion fundamental, la construccion difiere de las teorias que constituyen el
modelo estandar en, a lo menos, dos puntos fundamentales.

Cabe destacar que la Relatividad General no es una teoria de gauge dado
que el campo fundamental no esta descrito por potenciales, sino por el tensor
métrico g,,,. Aunque en esta teorfa existe la conexion de Levi-Civita que queda

completamente determinada [17] [6] [2][7] -

Podemos considerar una teorfa de gauge sobre una variedad (2n + 1)—dimensional
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M la accion

(2n+1 (2n+1)
SETIIALA] = k/ QY (2.5.3)
k es una constante y Q ) es la forma de transgresion definida en la expresion

(2.3.3). En esta accion, podemos ver la presencia de dos conexiones de gauge
totalmente independientes A y A. La interpretacion fisica de esto se aclarara en
la siguiente seccion (para construir una accion de Chern-Simons para la gravedad).

Se define el lagrangiano transgresor como
1
LE  in 4 1) / 4t (OF™), (2.5.4)
0

dado esto, es posible construir un lagrangiano en base a la identidad triangular
(2.4.20)
ngnﬂ _ kQ (2n+1) kQ 2n+1 ) 4 de(Qn (2.5.5)

A—A A—A+A’

Por otro lado, si realizamos variaciones independientes en (2.5.3) para ambas
conexiones independientes A y A obtenemos después de un poco de algebra [Ver
Apéndice B|

58SV = (n+ 1)k / ((6AF}) — (SAF!)) + (n+ 1) / / (60FT), (2.5.6)
M oM

en la accion (2.5.3) es directo desmotrar que es un invariante de gauge, tanto
como la conexiones independientes y las respectivas curvaturas. Esto nos lleva a
que (0F}) es un polinomio invariante. Por ahora, lo consideraremos el caso més
general con dos conexiones independientes.

Recordemos que que la forma de Chern-Simons, tomamos el caso en particular
cuando A = 0

1
Crt) — (n 1)/ dt(A(tdA + t2A)")
0

El lagrangiano de Chern-Simons en d = 2n + 1 dimensiones es definido como la

funcion local en presencia de la conexion de gauge A o cuando A =0

1
L8 — (n+ 1)k/ dt(A(tdA + 2 A)") (2.5.7)
0
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Es importante recalcar que las formas de Chern-Simons estan definidas de forma
local sobre el espacio base y el lagrangiano trangresor esta definido globalmente
sobre toda la variedad M. Asi, es posible reescribir el lagrangiano transgresor

CcOomo

£(2n+1) ﬁ(cgngl)(A) _ £(2n+1 (A) + kdQP" (2.5.8)

AeOeA

(2n+1)
A+—0+A

de movimiento para las conexiones independientes de A y A pero, si juega un rol

Es interesante observar que el término kdQ no contribuye a las ecuaciones

regularizador, el cual, nos asegura la invariancia completa del Lagrangeano.

2.5.3. Formulacion del Método

El método de separacion de subespacios para el lagrangeano transgresor (2.5.4),

consiste en una aplicacion iterativa de la identidad triangular

(2n+1)  ~(2n+1) (2n+1)
QYY) =QY + QYY) +dQlY L. (2.5.9)

Aqui QSZJ};L 5 esta dada por

QYY) L =n(n+1) / dt/ (A —A)A—-AF (2.5.10)

donde F™! es la curvatura asociada a la conexion.

Es importante saber que, si bien cada término en el lado derecho de (2.4.20)
depende de la conexion A, esta conexion “intermedia”’ cobra especial relevancia al
analizar propiedades de invariancia de la forma de transgresion. Recordemos que

para CS imponemos que A = 0
2n+1 2n+1
Seia) = Q. (2.5.11)

La no preservacion de la igualdad A = 0 bajo transformaciones de gauge es la
raiz de la pseudo-invariancia del lagreangeano de CS. Dado esto, al analizar la
curvatura Fg asociada a la conexion A, nos da una clara forma de desacoplar
las ecuaciones de movimiento, mostrando en efecto la accién puede escribirse
como la suma de dos acciones de CS mas un término de borde. La presencia

de este término de borde es crucial para asegurar la invariancia de la forma de
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transgresion, razon por la cual no puede ser ignorado.
Para el método de separacion en subespacios puede ser usado para encontrar
versiones explicitas de lagrangeanos transgresores en el contexto de teorias de

gauge en dimensiones impares y SUGRA en d = 11 [vease []].

El método puede ser descrito esqueméticamente por medio de la siguiente serie de

pasos (véase Refs. [10]):

1. Identificar los subespacios relevantes presentes en el dlgebra de gauge , i.e.

escribir g=1p ® - - - ®@ V.

2. Escribir las conexiones A y A como como sumas de trozos valuados en cada

uno en un subespacio distinto, A =ag+---ap , A = aGo + - - -ay.
3. Usar la ecuacion (2.4.20),

AO :A,
Ay =ag+ a1,

A, =A.

4. Repetir el paso 3 con la transgresion Qa,« a,

Como un ejemplo del método, mostraremos a continuaciéon como es posible escribir

un lagrangeano transgresor o de Chern-Simons para gravedad [vease [10]].

2.5.4. Gravedad en Teoria de Transgresion y Chern-Simons.

En esta seccion, consideraremos brevemente como puede reobtenerse gravedad a
través de las herramientas matemaéticas desarrolladas en las secciones anteriores.
Para un analisis de la fisica asociada a gravedad en dimensiones mas altas. La
gravedad de Transgresion y Chern-Simons contiene en forma natural altas
potencias de la curvatura, por lo que resulta interesante notar en este punto una
interesante relacion con teoria de cuerdas [1%]. En el contexto de teoria de cuerdas,
se genera una teoria efectiva para gravedad en D = 10 , considerando el algebra

en semigrupos abelianos resonante para la teoria M [Vease Refs. [167 |[1] [5] [1]]-
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2.5.5. La Accion de Chern-Simons

El 4lgebra y el tensor invariante para construir seré el algebra de (A)dS, generada

por J,, v P,, con las relaciones de conmutacion

1
[P, Py] =55
[Jab> Pc] :ncha - ncan

[Jab7 ch] :nchad - ncand + ndeca - ndanc
la eleccion del polinomio invariante dado las matrices de Dirac [vease Refs. [[3]]],

(Jaraz-azn-1a20Paznsr) = 2"€ar a0 (2.5.12)

Con las deméas componentes igual a 0. Recordemos que el lagrangeano de Chern-

Simons se escribe,
8 — Qi (2.5.13)

con k una constante adimensional arbitraria. Por otro lado, tenemos que
el lagrangeano de Chern-Simons corresponde al lagrangeano de Love-Lock.

consideremos las conexiones valuadas en el algebra

A=w+e
A=w+e
donde la componentes
L w
w=—w®J,
5 b
e =e‘P,
L
S —ig®],
w 5 b
& =e"P,

Bajo transformaciones de gauge valuada en el subgrupo de Lorentz, SO(2n, 1),
las conexiones de spin w® y @® transforman como conexién de Lorentz, y e®, &

transforma como vector de Lorentz, es decir, lo podemos identificar como wvielbein.
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Para el caso de Chern-Simons, consideremos la conexiones [vedse Refs. [12]]

AO :0
Al =W
A, =w+e

bajo esto, de la identidad triangular (2.4.20) nos queda lo siguiente

L (w+e) = kQUTY, + QU + kdQTT) (2.5.14)
Veamos que el término fogl = 0, esto se debe a la forma del tensor invariante

contraido con el simbolo de Levi-Civita y como el lagrangeano de Chern-Simons

esté escrito solamente en términos de borde, podemos escribir lo siguiente
LET (w+e) = kQUILY, (2.5.15)
entonces al desarrollar
2n+1 !
Q=+ 1) [ (0FY) (2.5.16)
0

nos va a quedar lo siguiente,

1
QY —(n+ 1) / 0t ((w + e — W)FY)
0

=2"(n+1) /1 dt(eFy).

En general, para dos conexiones A y A, las respectivas curvaturas vienen dada

por la identidad
F, =F +tDz0 + 0*

con 8 = A — A. Ademas, sabemos que para todas las distintas conexiones sobre
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el espacio-tiempo A; = A +t(A — A), entonces
Ft :DtAt
=D(w + e + 6%)
1 1
=dw + é[w, w] + tDye + t2§[e, €]

notemos que aparece T = D e y R, donde es la torsiéon y la curvatura de Lorentz,

respectivamente. Por lo tanto, de manera méas compacta, podemos expresar como

F, = R +tT + t%¢? (2.5.17)
con las componentes,
1
R :_RabJaba
2
T =T°P,,,
1
2 b
=3 ']a )
e 2e e dy

Por otro lado, recordemos que las componentes de la curvatura R%® = w® + w®.w

y la torsion T = de® + w%e’, por lo tanto, la forma de Chern-Simons, nos queda

que

1
Q) =2"(n+1) / dt(e(R + tT + t?e?)")
0

wte|+w

! 1 1 "
:2n<n + 1)/ dt<e (§Rab']ab ++T°P, + t2§ecedch) >
0
dado los polinomios invariantes, nos queda que
1
RQEEY | = 2k (n + 1) / dt(e(R + £26%)")
0

o de forma mas explicita, tenemos que el lagrangeano gravitacional para Chern-

Simons

. k !
L2t e) = pnt 1) /0 ey (R 4 £26592) A -

Ao A (ROm-1920 4 t2ea2n71a2n) 2n+1 dX(2n)
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Notemos que tenemos lagrangeano de Gravedad de Lanczos-Lovelock generalizado
para 2n + 1 [vedse Refs. [2]]. En este caso, el lagrangeano corresponde a una forma
de transgresion, esta es solamente cuasi-invariante bajo transformaciones de gauge.
Debido a que w + e no es una conexion e invariante de gauge pero, al contrario, e
si es una conexion. En efecto, haciendo las transformaciones de gauge infinitesimal,

para un elemento arbitrario A € SO(2n, 2)

d(w+€) =Dyie(w +e)
= —\%e’ + DAY 4+ DAY + e \b — eP\?

Esta ecuacion corresponden a las transformaciones de gauge infinitesimales para w+

e, pero el término de 6w = D AP +e* AP —eP A% no corresponde a una transformacion
(2n+1)
[wte]+w”

(2n+1)
El hecho de que Q[w::] .., sea cuasi-invariante estd intimamente ligado con la

de gauge. En consecuencia, estas transformaciones no dejan invariante Q

forma del tensor invariante. En realidad, seguimos el mismo razonamiento que el
teorema de Chern-Weil, la curvatura

(R+T+e)" ) —(RM)= Q! (2.5.18)

wHel+w’

Como vimos anteriormente, dw = Dy A% + e2\b — e®\? no es un invariante de
gauge, entonces, <R"+1> no es invariante. En general la forma Qw +e1<)_w varia
en términos no cerrados. Sin embargo, dada la eleccion del tensor de invariante
<R”+1> =0. Por lo tanto, tenemos que

(R+T+e)")=dqQ ! (2.5.19)

wHe]—w’

+1)

y dado que ((R+ T +€?)"™) es invariante de gauge, Qﬁie] ., es cuasi-invariante.

Por otro lado, la accién de Chern-Simons nos queda que

2n+1 7’L+ aia aia
Serrl) — //g camys (RO 4 120192 A

(Rtmn 1a2n —I—tQ a2n— 1a2n) 2n+1 + X(Qn)
OM
Para obtener esta accién consiste en visualizar la forma de CS como un caso
particular de objetos formas de transgresion vistos anteriormente. El formalismo

del lagrangeano transgresor facilita enormemente la obtenciéon de expresiones
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invariantes de Lorentz para lagrangeanos gravitacionales de CS, y permite

encontrar una forma explicita para el término de borde X%

2.5.6. Lagrangeano Transgresor Gravitacional

Habiamos visto anteriormente que el lagrangeano transgresor es

LED(w+e,m) =kQETH)  +kQETEY + de(2n+1) (2:5.20)

[wte]+w [wte]+w+w

(2n+ )
w+e —w

donde el término k:Q corresponde al lagrangeano de Chern-Simons, dada

la forma del tensor invariante lo que nos queda es

Eggn-i-l)(w ted) = E(C2g+1)(w te)+ de (2n+1) (2.5.21)

w+e —w—w”

El lagrangeano transgresor y el de Chern-Simons, solo difieren en el término de
borde 6 una derivada total en el caso particular de CS. El término de borde
podemos calcularlo gracias a la formula de homotopia de Cartan, nos queda que

para el método de separaciéon de subespacios

Ay =w,
A =w,
Ay, =w +e.
donde el término de borde
kazf,)erew = kn(n+1) /1 dt /1 ds(elF7, " (2.5.22)
0 0

con la interpolacion § = w — @ , Fy; la curvatura asociada a la conexion Ay =

W+ th + se

F,, = R+ Dgy(se + t0) + s?e* + st[f), e] + t?6*. (2.5.23)

Con (2.2.14) en (2.5.22), nos queda que

1 1
X2 = k:ng:eewHu = kn(n + 1)/ dt/ ds{e§(R + Dyt + s*e® + 126°)" ).
0 0
(2.5.24)
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Reuniendo los trozos, el lagrangeano transgresor toma la forma

1
ﬁg%nJrl) — 2nk<n+1)/0 dt(e(R+t2€2)">
1 1
+kn(n+1)/ dt/ d3<99(R+'D@t9—|—3262+t292)"_1>
0 0

Este lagrangeano corresponde a un lagrangeano de Chern-Simons més un término
de borde que incluye un campo dindmico extra en forma de conexién w. Al variar

el lagrangeano anterior, tenemos que las ecuaciones de movimiento

(Jup(R — €*)"'T)

=0
(Po(R+€%)"T)=0

La forma mas explicita de las ecuaciones de movimiento, dada la forma del tensor

Invariante

1 1
0= Eabag-2m—1 (Ralaz + l_zealeaz XX | R¥2n—302n-2 4 l_26a2n—3€a2n—2 Ta2n—1

1 1
0 = €aay-2n (R“1a2_|_l_26a16a2) X - o .0 X (Ra2n1a2n+l_26a2n1€azn>

Dado esto podemos construir una accion generalizada para 2n + 1 dimensiones

A . 2n+1 _
con un término de borde extra para las conexiones de Ség - )[w + e, ]

1
Ses ™ w + e,@] = k(n + 1)/ / dt{e(R + t*¢*)")
M JO
1 1
+kn(n+1)/ / dt/ ds(ef(R + Dyth + s°¢* + 126%)" ).
oM JO 0

Finalmente, hemos construido la acciéon de Chern-Simons gravitacional con el

término de borde apartir del método separaciéon de sub espacios.
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Capitulo 3
Conclusion

En este capitulo final resumimos los resultados principales obtenidos en la Tesis. Las
formas de transgresion permiten definir teorfas de gauge en dimensiones impares
con un funcional de acciéon completamente invariante bajo transformaciones de
gauge. La conexion con los lagrangeanos de CS es analizada en detalle, poniendo
énfasis en los aspectos relacionados con la pérdida de la invariancia de gauge. La
formula extendida de la homotopia de Cartan es utilizada como base para un
método de separacion en subespacios para lagrangeanos transgresores. El método
permite separar un lagrangeano en lagrangeanos parciales para los distintos
subespacios del algebra de gauge. Las identidades involucradas, derivadas de la
FEHC, son también de ayuda para clarificar la conexién entre transgresion y CS.
En trabajos futuros, esto se puede extender a una generalizacion de mas de 2
conexiones independientes, cuando entramos en el area de la supergravedad de
Chern-Simons (SUGRA CS), podemos encontrar ntimeros de Grassman evaluados

en la variedad espacio-tiempo, lo que implica la existencia de campos fermiénicos.
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Apéndice A

Al. Formas Proyectables

Sea la 1—forma H, debemos de considerar los vectores (X;...X,) € T,P que se

satisface la condiciéon de d,H = DH,

dpH(X, - - X,) = dpmH(X, - - - X,)
= dyH(X; - X,)
=dyH(m" X, - 7X,)
= m*dyH(X} - - X))
= d, (X" .- XZ)
— d,Ho h(X; - X,)
= DH(X, - - - X,)

por lo tanto, verificamos que la expresion

dpH = DH
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A2. Variacién de Lagrangiano Transgresor
Consideremos las transformaciones infinitesimales:

A— A'=A+6A
A—A=A+/A

Para 60 = A — A ; A, = 6A + t80 . El lagrangeano transgresor varfa como
(2n+1) !
0L, & =k(n+ 1)/ dté(0F})

—k(n+1) t(5OFT) + dt e(an}

dt 7 A ) ]

=k(n+1) dt(60F}) +

I
=k(n+1) /dt (00F}) +
I

\\\

dt QDtéAtF”>}
Completando la derivada
(0D SAFT ) = (DWOSAF ) + d(SAOF] ) (A2.1)

La identidad de Bianchi: Derivada covariante a lo largo de la curva

Usando las siguientes identidades:
d
%Ft =D,0
d
—0A,; =00
e
Dada la regla de Leibniz
n—1 d n n
n{0D,OAF} ) = o —(0AF}) — (50F}) (A2.3)
Al sustituir
d
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En el lagrangeano transgresor

. 1 d 1
LD _p(n 1) { /0 it (30F}) + /0 dt(éAtQF?‘l)]

=k(n+1) ((JAF) — (JAF")) +n(n+ 1)d /1 dt(SA0F71)

Donde las ecuaciones de movimiento

(F'Ga)lp =0

(B Gl = 0 429

y las condiciones de borde

1
/ dt(SALOF] ") o = 0. (A2.6)
0
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