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Resumen

El objetivo de este trabajo es disefiar, implementar y validar de forma experimental
estrategias de control para un sistema de péndulo invertido montado sobre un carro movil. Se
abordan los problemas de swing-up y estabilizacion del movimiento del péndulo.

Para esto, se desarrollé un modelo fenomenolédgico del sistema mediante dos enfoques: el
método de Euler-Lagrange y mediante un andlisis de fuerzas basado en las Leyes de Newton. El
primero permite un tratamiento desde el punto de vista energético, mientras que el segundo permite
una interpretacion a partir de las fuerzas involucradas. Ambos métodos entregan el mismo modelo
dindmico, demostrando su correcta formulacion. Este modelo es linealizado en torno a los puntos
de operacion estable e inestable, para obtener representaciones del sistema como funciones de
transferencia y de espacio de estados.

A partir del modelo, se disefiaron dos estrategias a para abordar el problema de swing-up:
una basada en el control de energia del péndulo y otra en el control de la posicion del carro. Para
el problema de estabilizacion se disefiaron otras dos estrategias: un controlador 6ptimo Regulador
Cuadratico Lineal (LQR) y un esquema basado en controladores PID en cascada.

Cada uno de los controladores disefiados fueron validados utilizando simulaciones en el
entorno Simulink de MATLAB y posteriormente implementadas en un prototipo fisico disefiado
y construido en el laboratorio.

Los resultados experimentales muestran que el controlador por posicion para el problema
de swing-up y el controlador LQR para el problema de estabilizacion ofrecen un desempefio

superior a las otras estrategias presentadas.
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Summary

The objective of this work is to design, implement and experimentally validate control
strategies for an inverted pendulum system mounted on a movable cart. This study addresses both
the swing-up and stabilization problems of the pendulums motion.

For this purpose, a phenomenological model of the system was developed using two different
approaches: the Euler-Lagrange method and a force-based analysis derived from Newton’s laws.
Th first one provides an energy-based formulation, while the second one provides an interpretation
based on the acting forces. Both methods result in the same dynamic model, demonstrating its
correct formulation. The model was then linearized around both the stable and unstable equilibrium
points to obtain system representations in the form of transfer functions and state-space models.

Based on the obtained model, two strategies were developed to solve the swing-up problem:
one based on the energy control of the pendulum, and another based on controlling the position of
the cart. For the stabilization phase, two additional strategies were designed: an optimal Linear
Quadratic Regulator (LQR) and a control scheme based on cascaded PID controllers.

Each of the proposed controllers was validated through simulations in MATLAB’s Simulink
environment and then implemented on a physical prototype designed and built in the laboratory.

The experimental results show that the position-based swing-up controller and the LQR

stabilization controller outperform the other presented strategies.
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Abreviaciones

Mayusculas

A : amperaje en Ampere.
A% : voltaje en Volt.

Hz : frecuencia en Hertz.

: fuera en Newton.

T : energia cinética.
A% : energia potencial.
E : energia.

PID : proporcional integral derivativo.
SISO : single input single output (sistema de una entrada y una salida).
DCL : diagrama de cuerpo libre.

PWM : pulse width modulation (modulacioén por ancho de pulso).

Minusculas

cm : centimetros.
m . metros.

] : segundos.

kg : kilogramos

mA  : miliamperios.

rev : revolucion.

ppr  : pulsos por revolucion.
rad : radianes.

Q : resistencia en ohm.
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1. Introduccion

1.1. Introduccion General

En el proceso de formacion de un ingeniero, la compresion de los sistemas dindmicos, y en
particular aquellos de naturaleza inestable, representa un desafio y oportunidad fundamental para
aplicar conocimientos de modelado, simulacion y control. En este contexto, el péndulo invertido se
destaca como una plataforma de pruebas ampliamente utilizada en el dmbito de la ensefianza y la
investigacion debido a las caracteristicas del sistema y su naturaleza inherentemente inestable. Su
estudio no solo permite reforzar conceptos fundamentales de la teoria de sistemas dindmicos y de la
teoria de control, sino también explorar y evaluar soluciones practicas mediante la implementacion de
controladores en plataformas fisicas.

El andlisis y control del péndulo invertido es importante dado que tiene aplicaciones directas en
el desarrollo de tecnologias avanzadas como lo son los robots bipedos, vehiculos autonomos y
mecanismos de estabilizacion de cohetes que utilizan principios similares para mantener la estabilidad
en el sistema. Las técnicas y algoritmos empleados en los sistemas mencionados estan estrechamente
relacionados con aquellos utilizados para mantener al péndulo en su posicion invertida, de esta forma,
el péndulo invertido representa una base de estudio simple pero valiosa para luego enfrentar desafios
que por su naturaleza son mas complejos de prototipar en areas de la robotica, automatizacion y la
industria aeroespacial.

Si bien se han desarrollado extensas herramientas de simulacion avanzada, la implementacion
fisica de un sistema sigue siendo una etapa critica para evaluar el comportamiento real de un sistema
y evidenciar errores de modelado y restricciones propias del hardware. Con esta premisa, la
construccion de un prototipo de una planta de péndulo invertido adquiere especial relevancia para
integrar todos los conocimientos de la teoria y la practica.

Dada la importancia de contar con plataformas experimentales que permitan contrastar la teoria
con la practica, este proyecto busca desarrollar una herramienta didactica de facil acceso que
contribuya tanto a la ensefianza como a la investigacion en el area del control automatico,
consolidando en el camino conocimientos tedricos y practicos, y promoviendo soluciones creativas

frente a sistemas dindmicos complejos.



1.2. Trabajos Previos

K. Stimac, “Standup and Stabilization of the Inverted Pendulum”, Bachelor dissertation, Dept.
Mech. Eng., MIT, Cambridge, MA, 1999. [1]

En este trabajo se plantea una solucion completa al control de un péndulo invertido con carro
movil, detallando el proceso desde el modelado con el método de Lagrange, linealizacion del sistema
y disefio de los controladores la representacion de espacio de estados. El autor disefia dos rutinas, una
para elevar el péndulo (swing-up) basada en un enfoque de energia y otra para estabilizarlo utilizando
un controlador de realimentacion de estados, también describe una estrategia para cambiar entre las
dos rutinas. La implementacion fisica la realiza con Simulink y una tarjeta dSPACE para comunicar

sefiales con su prototipo de planta.

K. Sultan, “Inverted Pendulum, Analysis, Design and Implementation”, MATLAB Central File
Exchange, July 25 2003. Available: https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3790-

inverted-pendulum [2]

En este articulo se describe un enfoque de control clésico para el sistema de péndulo invertido
simple basado en un PID. Se comienza con el modelado del sistema que se desarrolla a partir de un
diagrama de cuerpo libre, y se detalla el proceso de control hasta la implementacion con componentes
reales. El autor disefia un PID analdgico con amplificadores operacionales. También muestra una
metodologia para realizar una compensacion en lazo cerrado utilizando SISO Design Tool de

MATLAB.

S. Nundrakwang, T. Benjanarasuth, J. Ngamwiwit and N. Komine, "Hybrid Controller for
Swinging up Inverted Pendulum System," 2005 5th International Conference on Information
Communications & Signal Processing, Bangkok, Thailand, pp. 488-492, 2005. [8]

En este trabajo se aborda tanto el problema de swing-up como el de estabilizacion del péndulo
invertido, para esto se propone el uso de un controlador hibrido que consta de un controlador PD para
el movimiento de swing-up y un controlador LQR para la estabilizacion. Los autores detallan el
proceso de disefio de cada controlador, como también de la condicion de cambio de uno a otro. El
controlador PD controla la posicion del carro y mediante una secuencia de movimientos predefinidos
hace al péndulo oscilar cada vez con mas energia hasta acercarse a su estado inestable donde el

controlador de estado entra en accion. El disefio del controlador PD tiene la limitante de que fue



sintonizada en base a prueba y error, al igual que la trayectoria predefinida. En sus resultados

experimentales se evidencia que la estrategia utilizada funciona correctamente.

K.J. Astrém, K. Furuta, “Swinging up a pendulum by energy control,” Automatica, Volume 36,
Issue 2, 2000, Pages 287-295. [12]

En este articulo se introduce el enfoque del control por energia para resolver el problema de
swing-up. Este trabajo ha sido ampliamente citado en la literatura y presenta un analisis profundo de
la dindmica del sistema, estableciendo criterios para aumentar de forma arbitraria la energia presente
en el sistema y hacer al péndulo oscilar a partir de su posicion estable. Este enfoque energético difiere
de las metodologias clasicas que buscan controlar la posicion y el angulo de forma directa, ya que se
basa en modificar el nivel de energia total del sistema a través de la entrada de fuerza del sistema, sin
requerir la linealizacion del modelo. El articulo no explora el control para estabilizar el péndulo en su

posicion inestable, sino que tnicamente el control para llevarlo a esa posicion.

S. Sehgal and S. Tiwari, "LQR control for stabilizing triple link inverted pendulum
system," 2012 2nd International Conference on Power, Control and Embedded Systems, Allahabad,
India, pp. 1-5, 2012. [14]

En este trabajo se aborda el problema de la estabilizacion del triple péndulo invertido (TIPS)
con carro moévil, para esto se propone un controlador de estado LQR. A pesar de que el sistema que
se estudia es de dindmicas mas complejas que el péndulo invertido simple, la metodologia que utilizan
para modelar el sistema y disefiar el controlador sirve como referencia dado que presentan en detalle
los criterios de disefo utilizados. Los resultados demuestran que el controlador propuesto es exitoso
con un pequefo tiempo de asentamiento, sin embargo, el alcance de su estudio se limita a simulaciones

en MATLAB.



1.3. Discusion

El péndulo invertido es un sistema dindmico clasico y extensamente estudiado por sus
complejidad y caracteristicas en el &mbito de la teoria de control en ingenieria. Fundamentalmente, el
péndulo es un sistema mecanico que consiste en una masa suspendida de un punto pivote que oscila
producto una fuerza externa aplicada y la accion de la fuerza de gravedad. El control de este sistema
consiste en desarrollar algoritmos que permitan equilibrar al péndulo en una posicion invertida, la cual
corresponde a una posicion inestable del sistema, esto implica que sin una accion externa el sistema
tiende siempre a no mantener aquel estado. Las rutinas de control a disefiar tienen en consideracion
dos aspectos del problema, el posicionamiento controlado del péndulo desde su posicion natural hasta
la posicion invertida inestable (movimiento swing-up) analizado en [11], y la estabilizacion del
péndulo en esta ultima posicion, equilibrando el péndulo frente a perturbaciones.

En la literatura, este sistema puede verse configurado de distintas maneras, lo que varia en gran
medida sus propiedades y en particular, el enfoque y tipo de la propuesta de control. En el sistema de
péndulo invertido con carro movil (CIP), el péndulo pivota sobre un eje montado en un carro que se
desplaza linealmente en un eje. En contraste, el sistema de péndulo invertido rotacional (RIP en la
literatura) en [10,11] consiste en un péndulo que pivota unido a un brazo que se mueve en un plano
horizontal como consecuencia de la aplicacion de un torque. También, basadas en estas dos
configuraciones existen sistemas de péndulos invertidos multiples, como el doble en [13] o triple
péndulo invertido (TIP) en [14], donde en el extremo de un péndulo se agrega el pivote para el
siguiente. En estos sistemas las dinamicas son considerablemente mas complejas debido al mayor
nimero de grados de libertad. También, existe también el péndulo invertido flexible en [16] donde la
barra que sujeta la masa presenta propiedades eldsticas que introduce nuevos movimientos y
dindmicas al problema. Por ultimo, en [18] se explora el control de un péndulo mediante el
accionamiento de un volante de reaccion que permite cambiar el momento angular del péndulo
mediante su giro, el estudio de esta configuracion es especialmente interesante para el rechazo de
perturbaciones en naves espaciales.

Independiente de la configuracion de sistema de péndulo que se utilice el problema tiene
caracteristicas definidas en todas sus variaciones. El sistema es altamente no lineal, por la naturaleza
del movimiento oscilatorio del péndulo, las ecuaciones del movimiento contienen términos
trigonométricos en fuerzas y momentos. Si bien es posible linealizar los modelos para obtener una
versién simplificada, la validez del modelo resultante serd Ginicamente en un rango de movimiento

limitado. También es un problema multivariable, las variables de estados presentan términos como
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posicion, velocidad, y sus contrapartes angulares. Es especialmente dificil trabajar con esta multi
variabilidad dado el alto nivel de acoplamiento dindmico entre las variables. Se considera también que
el sistema es subactuado, es decir que hay menos actuadores que variables a controlar, lo que implica
que el control directo de cada variable de estado no es posible. Por ultimo, el sistema es inherentemente
inestable en la zona que se trabaja, lo que implica que, sin un control adecuado cualquier perturbacién
har4 que el sistema decaiga a su posicion estable.

Existe una metodologia general de solucion al problema del control del péndulo invertido la
cual consta de tres grandes pasos: modelado del sistema, disefio del controlador y validacion de la
propuesta de control.

El modelado del sistema es un proceso fundamental que permite un mejor entendimiento del
comportamiento dindmico del sistema, la propuesta de control a realizar esta altamente ligada a la
informacion que se pueda extraer en este paso. Los métodos utilizados generalmente para modelar al
sistema de forma fenomenologica son: los diagramas de cuerpo libre y el método de Euler-Lagrange.
Por una parte, los diagramas de cuerpo libre se reservan para las configuraciones mas simples como
CIP o RIP de un solo péndulo. En este enfoque se utiliza el diagrama para determinar las fuerzas y
momentos que actian sobre los elementos del sistema. A partir de esto y de la segunda ley de Newton
es posible generar equivalencias de fuerzas que dan paso a las ecuaciones de movimiento del sistema.
Por otra parte, el método de Euler-Lagrange esta basado en los principios de energia del sistema. Para
este enfoque se busca en una primera instancia expresiones para la energia cinética y energia potencial
del sistema, lo que permite en una segunda instancia reemplazar en la ecuacion Lagrangiana y obtener
las ecuaciones del movimiento. Al ser este ultimo método un tanto mas abstracto que el enfoque de
fuerzas, suele utilizarse mas comunmente para las configuraciones de multiples péndulos o de péndulo
flexible. Para el caso del péndulo invertido flexible son necesarias herramientas adicionales para su
modelado, por ejemplo, ecuaciones que modelen el comportamiento de resortes u otros elementos
elasticos; en particular en [16] se utiliza la ecuacion de Rayleigh para modelar el soporte flexible como
un conjunto de resortes que sujetan a la masa. Esta etapa suele concluir con una etapa de simulacion
del sistema para validar las ecuaciones obtenidas.

El disefio y propuesta del controlador esté ligado a las caracteristicas del sistema en particular y
también a los objetivos de control que sean impuestos. En algunos casos [4,5,6] solo se busca controlar
el péndulo una vez que ya esta en su posicion invertida. Mientras que en otros casos [8,10] se busca
controlar el movimiento de swing-up, como también el equilibrio en la posicion invertida. Esto da

paso a propuestas de controladores hibridos en donde actue uno en la primera parte y luego se
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transiciones a otro tipo de controlador, lo que permite tener un mejor desempeio. Definir los objetivos
de control de antemano permite proponer concretamente el uso de un controlador clasico, alguno mas
avanzado o alguna combinacion de controladores hibridos. Es necesario tener presente que la mayoria
de los controladores necesitan ser sintonizados, este proceso puede realizarse con métodos de prueba
y error, como también resolviendo problemas de optimizacion.

La validacion de la solucion propuesta es el ultimo paso de la resolucion del problema. En la
mayoria de los casos esto se hace utilizando softwares de calculo matematico como MATLAB y
Simulink antes de pasar a un entorno real. Las simulaciones son una herramienta importante dado que
permite probar el desempefio del controlador en diferentes escenarios como perturbaciones externas,
cambios en los pardmetros del modelo o probar para condiciones iniciales especificas.

Los enfoques de control mas utilizados en la bibliografia se pueden resumir como controladores
clasicos (PID y LQR), controladores avanzados (SMC y basados en energia), controladores difusos,
controladores basados en datos (ANN) y métodos de controladores hibridos. Los controladores
clasicos PID que son analizados en son efectivos para estabilizar sistemas linealizados, sin embargo,
sufren ante las altas no linealidades e incertidumbres del sistema. Frente a esto suele proponerse el
LQR que mediante una retroalimentacion de estado completo mejora en gran medida la estabilidad
del sistema siendo necesario un modelo dindmico preciso del sistema. Algunos controladores
avanzados como SMC son comparados con los métodos clasicos ya mencionados en [10] y
demuestran una mayor robustez frente a las perturbaciones, esto a cambio de vibraciones indeseadas
las cuales deben ser manejadas de forma aparte. Investigaciones recientes abordan este problema, por
ejemplo en [21], se comparan tanto en simulacidn como en un prototipo experimental distintas
variables de controladores SMC para suavizar la accion de control, logrando reducir
significativamente el efecto de las vibraciones en los resultados. En cuanto al control difuso estudiado
en [4,13] se observa que los de tipo 1 manejan de mejor forma las no linealidades en comparacién a
los controladores clasicos, sin embargo, siguen viéndose afectados por la incertidumbre del sistema.
Se demuestra en [13] que un controlador difuso intervalar de tipo 2 tiene un mejor comportamiento
frente a los de tipo 1. Una estrategia mas actual explorada en [20] busca combinar estas estrategias,
utiliza un controlador LQR para generar datos de entrenamiento a una red neuronal la cual es integrada
luego con un controlador difuso en cascada, resultando en mayor estabilidad y robustez en el control
del péndulo. Otras alternativas como las exploradas en [6,7,9] proponen controladores basados en
datos, los cuales son 1tiles cuando los modelos no estan disponibles o no son de buena calidad, esto a

cambio de procesamiento computacional intensivo y altos tiempos de entrenamiento. Finalmente, un
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controlador hibrido es propuesto en [8] donde se utiliza una combinacién de controlador PD para
swing-up y LQR para la estabilizacion, esto permite aprovechar las fortalezas de ambos enfoques, sin
embargo, es necesario tener especial cuidado con la implementacion del cambio de uno a otro para
garantizar una transicion estable, algo que se estudia en [11]. Un enfoque més moderno a la transicion
de controladores se estudia en [19], en donde buscan optimizar matematicamente las ganancias de
control como los angulos de conmutacion, sin embargo, demuestran que el enfoque méas complejo no

muestra necesariamente mejores resultados en la implementacion.

1.4. Hipotesis de Trabajo

En este trabajo se plantea que es posible desarrollar e implementar controladores basados en
estrategias de control de energia, posicion, LQR y PID que permitan resolver los problemas de swing-
up y estabilizacion en una planta experimental de desarrollo propio de péndulo invertido con carro

movil.

1.5. Objetivos
1.5.1. Objetivo General
Investigar, disefiar, implementar y comparar estrategias de control para la resolucion del
problema de swing-up y estabilizacion de un sistema de péndulo invertido con carro movil, utilizando
controladores basados en energia y posicion para el swing-up, y controladores LQR y PID para la
estabilizacion.
1.5.2. Objetivos Especificos
1. Desarrollar un modelo matematico del sistema utilizando dos enfoques fenomenoldgicos,
diagrama de cuerpo libre (DCL) y ecuacion de Euler-Lagrange (E-L).
2. Diseiiar y validar controladores.
3. Implementar lazos de control en planta y evaluar su desempefio utilizando métricas definidas
tales como: tiempo de asentamiento, robustez ante perturbaciones, requerimiento de
desplazamiento del carro y suavidad en la sefial de control con el fin de identificar limitaciones

y estrategias de mejora.



1.6. Alcances y Limitaciones

Se realizara un estudio comparativo entre dos controladores para cada problema, de swing-up y
de estabilizacion, en un sistema de péndulo simple invertido con carro movil.

La implementacion sera realizada en el ambiente de trabajo Simulink de MATLAB.

Se utilizaran diversos métodos para medir el desempefio de los controladores y se validaran las
estrategias disefiadas y las simulaciones realizadas de forma experimental en la planta disefiada en el
laboratorio.

Se realizara un exhaustivo analisis de los resultados obtenidos con el fin de identificar fortalezas

y aspectos de mejora en el trabajo realizado.

1.7. Temario y Metodologia

El trabajo realizado se presenta en este informe en una estructura de siete capitulos. En el
Capitulo 1 se establece la base tedrica del proyecto como también los objetivos y alcances. En el
Capitulo 2 se realiza el modelado dinamico del sistema utilizando los métodos de Lagrange y de
Newton, luego se obtienen versiones linealizadas. En el Capitulo 3 se describe la implementacion
fisica del prototipo y sus caracteristicas, detallando los componentes utilizados. En el Capitulo 4 se
aborda el disefio de los controladores para la etapa de swing-up y de estabilizacion. En el Capitulo 5
se presenta el funcionamiento y la implementacion de los controladores realizada en Simulink. En el
Capitulo 6 se exponen los resultados obtenidos de la implementacién de los controladores. Finalmente,

en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones del trabajo y lineas de trabajo futuro.



2. Modelacion Fenomenologica del Sistema

2.1. Introduccion

Para el desarrollo de este trabajo, resulta fundamental contar con un modelo matematico que
describa con precision las dindmicas del sistema del péndulo en carro movil. En esta seccion se
presentan dos metodologias para la obtencion de un modelo: el enfoque basado en energias, mediante
la formulacion de la Ecuacion de Lagrange, y el enfoque basado en fuerzas, utilizando las Leyes de
Newton. El uso de do dos enfoques distintos permite validar la formulacién del modelo, reforzando
su consistencia y confiabilidad. El resultado en ambos casos es un mismo modelo no lineal, el cual es
posteriormente linealizado en torno a dos puntos de operacion. Por tltimo, se obtiene la representacion

del sistema en espacio de estados, considerando su punto de operacion inestable.

2.2. Analisis dinamico Lagrangiano

El método de Lagrange es una herramienta analitica que permite obtener las ecuaciones de
movimiento de un sistema fisico a partir del andlisis de las energias que gobiernan al sistema. El
procedimiento inicia determinando un sistema de coordenadas generalizadas, correspondientes a las
variables minimas necesarias para describir por completo el estado del sistema. Luego se determinan
la energia cinética y potencial del sistema, con las cuales se construye el Lagrangiano como la
diferencia entre ambas. Finalmente se derivan las ecuaciones del movimiento aplicando la ecuacion
de Lagrange para cada coordenada generalizada, incorporando si corresponde, las fuerzas

generalizadas externas aplicadas al sistema.

Figura 2.1: Diagrama del sistema carro y péndulo.
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El sistema tiene dos grados de libertad, por lo que puede ser descrito utilizando dos coordenadas
generalizadas. Para este analisis se escoge la posicion horizontal del carro x y el dngulo del péndulo
con respecto a la vertical 0. La direccion positiva de la posicion del carro es hacia la derecha, mientras
que la direccion positiva del dngulo del péndulo es en sentido antihorario.

& =x,0 (2.1)

La energia cinética total del sistema es la suma de la energia cinética del carro, del movimiento
traslacional del péndulo y de su movimiento rotacional. La energia cinética del carro se obtiene a partir

de la masa y su velocidad en la Ecuacion (2.2).

Tcarro = EMXZ (22)

La energia traslacional del péndulo se obtiene a partir de su masa y las componentes de
velocidad, para esto se expresa en la Ecuacion (3.3) su posicion en el espacio.
{xp = x + Isin(0) {a'cp = x + lcos(0)0

Yp = —lcos(6) ¥, = Isin(6)8 (23)

Por tanto, la energia cinética de traslacion del péndulo es expresada como se observa en la

Ecuacion (2.4) y luego al desarrollar utilizando (2.3) se obtiene (2.5).
1 . .
Ttras.pend. = Em(xpz + ypz) (24)

1 . .
Teraspend. = Em[a’cz + 2xlcos(8)6 + 1262] (2.5)

La energia cinética rotacional del péndulo se obtiene a partir de su momento de inercia alrededor

del centro de masa I, y su velocidad angular, como se observa en la Ecuacién (2.6).

1 .
Trot.pend. = 5162 (26)
De esta forma, la energia cinética total del sistema se obtiene de la suma de las Ecuaciones (2.2),

(2.5)y (2.6).
T = Tcarro + Trot.pend. + Ttras.pend. (27)

1 .1 .
T = > (M + m)x? + mlxcos(0)0 + 3 (I + ml*)6? (2.8)

La energia potencial del sistema se obtiene considerando la posicion vertical del péndulo,

definida en la Ecuacion (2.3), su masa y la aceleracion de gravedad.
V = —mglcos(6) (2.9)
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Utilizando las expresiones de energia cinética del sistema, Ecuacion (2.8), y la de energia
potencial, Ecuacion (2.9), se define el Lagrangiano del sistema a partir de la resta como se muestra en
la Ecuacién (2.10).

L=T-V (2.10)

1 .1 .
L= E(M + m)x?% + mlxcos(6)0 + E(I + ml?)8% + mglcos(8) (2.11)

Las ecuaciones del movimiento se obtienen a partir de la ecuacion de Lagrange, de la Ecuacion
(2.12), para cada coordenada generalizada, donde Q; representa las fuerzas generalizadas como la

fuerza aplicada al carro y los momentos disipativos del roce.

d 6L> oL 0 (212)

dt\o¢,) 9§ '
Para la primera coordenada generalizada x, se tiene la ecuacion de Lagrange en (2.13).

d 0L\ 0L

at(5:) 3= O @13)

Utilizando la Ecuacién (2.11) y sustituyendo en (2.13) se obtiene (2.15), la cual corresponde a

la primera ecuacion de movimiento del sistema.

d .
E((M +m)x + mlcos(e)e) —0=F—bx (2.14)
(M + m)¥% + mlé cos(0) —ml6?sin(9) + bx = F (2.15)
Para la segunda coordenada generalizada 6, se obtiene la ecuacion de Lagrange en (2.16).
d <6L) oL (2.16)
dt\36) 38~ V0 '

Nuevamente al utilizar la Ecuacién (2.11) y sustituyendo en (2.16) se obtiene (2.18), la cual

corresponde a la segunda ecuaciéon de movimiento del sistema.
d . . .
E(mla’c cos(0) + (I + mi?)0) — (—mlx6 sin(0) — mglsin(6)) = —b,0 (2.17)

mli cos(8) + (I + mI?)6 + mglsin(8) + bpé =0 (2.18)

Las Ecuaciones (2.15) y (2.18) en el sistema (2.19) representan el modelo que describe el

movimiento completo del sistema, donde se evidencia la no linealidad del sistema, dado que incluye

términos de senos y cosenos en una de sus variables. También es posible apreciar el acoplamiento de
las variables de posicion y angulo, dado que ambas ecuaciones las involucran.

{(M +m)¥ + mlé cos(0) —mlo?sin(@) + bx = F

. . 2.19
mlx cos(0) + (I + ml*)0 + mglsin(6) + b,0 = 0 (2.19)
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2.3. Analisis dinamico Newtoniano

En contraste al método de andlisis dindmico de Lagrange, es posible desarrollar un modelo
dindmico del sistema de péndulo invertido sobre carro movil utilizando las leyes de Newton, es decir,
con un enfoque basado en las fuerzas y torques que actan en el sistema.

La Ecuacion (2.20) describe las fuerzas que actian sobre el carro, esta tiene cuatro componentes.
M3 corresponde a la fuerza inercial debido a su masa y aceleracion, bx es la fuerza de roce que se
opone al movimiento del carro determinada por una constante y la velocidad del carro, N es la fuerza
horizontal que genera el péndulo sobre el carro producto de su rotacion y F es la fuerza aplicada al
carro de forma externa.

MX+bx+N=F (2.20)

Para calcular la fuerza horizontal N que ejerce el péndulo sobre el carro se deben considerar el
momento de fuerza 7 y la fuerza centripeta F,. Ambos elementos estan determinados por la masa y la
longitud como también por la velocidad y aceleracion angular del péndulo. Estas fuerzas se

determinan en las Ecuaciones (2.21) y (2.22).

" 16 mi*6 )
T=r><Fm=19:>Fm=7= l = ml6O (2.21)
162 ml*6? :
c = T = ] =mlo? (222)

Los componentes de estas fuerzas en el eje x, F,, y F, se obtienen al descomponer utilizando

identidades trigonométricas. N es la suma de los efectos de ambos componentes, como se expresa en
la Ecuacién (2.23).
N = Fy_ + F,, = m¥ 4+ mlf cos(8) — ml6? sin(6) (2.23)
La primera ecuacion de movimiento del sistema se obtiene al reemplazar la Ecuacion (2.23) en
(2.20) como se observa en (2.24). Al factorizar se obtiene la Ecuacion (2.25).
M3 + bx + m# + mlf cos(9) — mlB?sin(9) = F (2.24)
(M + m)i + bx + mlf cos(9) — mlB?sin(d) = F (2.25)
La Ecuacioén (2.26) describe la suma de torques alrededor del pivote. En el lado izquierdo se
encuentran tres términos, 7, corresponde al torque generado por la accion de gravedad, 7 al torque
de friccion en el pivote y 7., al torque generado a partir de la fuerza externa. La suma es igual al

torque total del péndulo calculado en base a su momento de inercia y aceleracion angular.
z T = (I +ml?)f (2.26)
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Ty + Tp + Toxe = (I + mI?)0 (2.27)
Si se determina la expresion para cada torque, se tiene que:
—mglsin(0) — b,6 — ml¥ cos(6) = (I + mi?)6 (2.28)
Reordenando y agrupando (2.25) y (2.28) se observa en (2.30) el modelo que engloba el
movimiento del carro y del péndulo del sistema.

{ (M +m)% +ml - cosd —mlh? -sind + bx = F (2.30)

ml% cos(0) + (I + mi?)6 + mglsin(0) + b,0 = 0

Comparando el modelo obtenido a partir del andlisis newtoniano (2.30) y el obtenido a partir

del analisis Lagrangiano (2.19) se observa que son idénticos, e implica que ambos enfoques fisicos
son consistentes. A pesar de que ambos métodos comiencen de un enfoque distinto, de energias o
fuerzas, convergen al mismo conjunto de ecuaciones que describen el movimiento del sistema. De
esta forma, es posible utilizar el analisis mas conveniente con la certeza de tener coherencia fisica y

matematica en el resultado final.
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2.4. Linealizacion del sistema

El modelo dinamico obtenido es no lineal, dado que contiene términos trigonométricos y
productos en sus variables. Para aplicar estrategias de control es necesario linealizar el modelo
alrededor de un punto de operacion. El sistema en cuestion tiene dos: cuando 8 = 0 el péndulo cuelga
hacia abajo y representa la posicion estable, y cuando 6 = 7 el péndulo se encuentra en su posicion
vertical invertida y representa la posicion inestable. Para esto, se considera una pequefia variacion €

del angulo 6 alrededor del punto de operacion 6o.
0=0,+¢ (2.31)
0=¢ (2.32)
Utilizando la Serie de Taylor es posible aproximar funciones como se muestra en la Ecuacion

(2.33). También se desprecian los términos de mayor orden.

0) =~ f(6 4f 2.33
£(6) ~ f(6) + e (2.33)

§2 =0 (2.34)
2.4.1. Linealizacion del punto de operacion estable
Para 8 = 0 se pueden aproximar las funciones trigonométricas utilizando la Ecuacion (2.33)

como se muestra en (2.35).

cos(8) = cos(0) + 6(—sin(0)) =~ 1

sin(@) = sin(0) + 6(cos(0)) ~ 6 (2.35)

Si se sustituyen estos resultados en el sistema de ecuaciones de (2.31) y se desprecian los

términos de mayor orden, se obtiene el sistema de la Ecuacion (2.36).

(M +m)i+ml +bx =F (236)
ml% + (I + mli?)6 + mgld + b,0 =0 '
Luego se aplica la transformada de Laplace al sistema resultante de la Ecuacion (2.37).
(M + m)s?X(s) + mls?0(s) + bsX(s) = F(s) (2.37)
mis?X(s) + (I + mi*)s*6(s) + mglO(s) + b,s0(s) = 0 '

Para obtener la funcion de transferencia del dangulo 6 se despeja X(s) de la primera ecuacion
(2.38) y se sustituye en la segunda (2.39).

F(s) —mls?0(s)

X(s) = (M + m)s? + bs

(2.38)

X {F(s) — mls?0(s)
ls

(M +m)s? + bs } + (I +ml*)s*0(s) + mglo(s) + bps0(s) = 0 (2.39)

Reordenando la expresion se obtiene la funcidn de transferencia de tercer orden.
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o(s) —mls
F(s)  {(I+ml2)(M +m) — m?l2}s3 + {b(I +mi2) + b,(M + m)}s2 + {mgl(M + m) + b,b}s + {mglb}

(2.40)

Para obtener la funcién de transferencia de la posicion del carro x se despeja O(s) de la segunda
ecuacion (2.41) y se sustituye en la primera (2.42).

—mls?X(s)

0(s) = (I + ml?)s2 + mgl + b,s (2.41)
5 5 —mls?X(s) B
(M +m)s?X(s) + mls {(1 DS+ mgl bps} + bsX(s) = F(s) (2.42)

Reordenando la expresion se obtiene la funcién de transferencia de cuarto orden.

X(s) (I + mi*)s? + (b,)s + mgl
F(s)  {(I+mli®>)(M+m) —m22}s* + {bU +ml?) + b,(M + m)}s? + {mgl(M + m) + b,b}s? + {mglb}s

(2.43)

El mapa de polos y ceros, lugar geométrico de raices y diagrama de bode de las funciones de

transferencia de las Ecuaciones (2.40) y (2.43) se muestran en la Figura 2.2.

15



PZ Map Posicién Carro

Linealizacion Punto de Operacién Estable

PZ Map Angulo Péndulo

X B x
8 8
et USROS 4 B 0 b e
Z Z
> >
g g
£ g
- X - X
“32 0.1 0.1 0.12 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0 JCI.Z‘ 0.18 0.12 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02
Real Axis (seconds™') Real Axis (seconds™')
RLocus Posicién Carro . RLocus Angulo Péndulo
10
- \ -
8 5 \ 38
§ ( :
Z 0 % - E 0
z ‘ z /
> >
! £ /
o 7 =4
£ | £ f
|
- | i 4
0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 2 1 0 2
Real Axis (seconds™) Real Axis (seconds™")
. Bode Posicién Carro Bode Angulo Péndulo
g g 20 T
T 50 e g . J\
— 0 _
§ ’ B } § 20 - N
E Y — e [~ - ~—
8 50 — w0 ~
= ~ = ~
100 60
0 270 —_
I | . —
90 b— ~ \
o ~— \ o
— L

180

109
Frequency (rad/s)

>
o
. ©
=)

10°
Frequency (rad/s)

Figura 2.2: Mapa de polos y ceros, lugar geométrico de las raices y diagramas de bode de las funciones de
transferencia del punto de operacién estable.

La funcién de transferencia de la posicion del carro presenta cuatro polos y dos ceros en el
semiplano izquierdo, mientras que la funcion de transferencia del angulo del péndulo presenta tres
polos en el semiplano izquierdo y un cero en el origen, reflejando el orden de las Ecuaciones (2.43) y
(2.40) respectivamente. Dado que todos los polos estan ubicados en el semiplano izquierdo, se
confirma que el sistema es estable en esta bajo esta condicion.

El lugar geométrico de las raices confirma que ante un controlador de ganancia proporcional los

polos de la posicion del carro se mantienen estables para cualquier ganancia, mientras que el angulo
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del péndulo comienza estable, pero existe un valor que torna al sistema inestable cuando los polos
cruzan al semiplano derecho.

En los diagramas de Bode se observa que la funcion de transferencia de la posicion del carro
presenta una respuesta mas atenuada en alta frecuencia, mientras que el angulo del péndulo presenta

un pico de resonancia asociado a la oscilacion del péndulo.

2.4.2. Linealizacion del punto de operacion inestable
Para 8 = m se pueden aproximar las funciones trigonométricas utilizando la Ecuacién (2.33)

como se muestra en (2.44).

cos(8) = cos(m) + 6(—sin(m)) = —1

sin(@) = sin(mw) + 6(cos(mw)) =~ —6 (2.44)

Si se sustituyen estos resultados en el sistema de ecuaciones de (2.31) y se desprecian los

términos de mayor orden, se obtiene el sistema de la Ecuacion (2.45).

(M +m)i —mlé +bx =F (2.45)
—ml% + (I + ml?)d —mgl6 + b,0 = 0 '
Luego se aplica la transformada de Laplace al sistema resultante de la Ecuacion (2.46).
(M + m)s?X(s) —mls?0(s) + bsX(s) = F(s) (2.46)
—mls?X(s) + (I + m1*)s*0(s) — mglo(s) + b,sO(s) = 0 '

Para obtener la funcion de transferencia del dngulo 6 se despeja X(s) de la primera ecuacion
(2.47) y se sustituye en la segunda (2.48).
_F(s) + mis?6(s)

B 2.47
X(s) (M +m)s2 + bs ( )
F(s) + mls?0(s)
—mls? { QT 7957 bs + (I + ml?)s20(s) —mglo(s) + b,sO(s) =0 (2.48)
Reordenando la expresion se obtiene la funcion de transferencia de tercer orden.
Toh o (2.49)

F(s)  {U +ml2)(M +m) — m2[2}s3 + (b +ml2) + b,(M + m)}s? + {bpb —mgl(M + m)}s + {—mglb}
Para obtener la funcion de transferencia de la posicion del carro x se despeja O(s) de la segunda
ecuacion (2.50) y se sustituye en la primera (2.51).

mls?X(s)
0(s) = (I + ml?)s2 —mgl + b,s (2.50)

mls?X(s)
(I + ml?)s? —mgl + b,s

(M + m)s?X(s) — mls? { } + bsX(s) = F(s) (2.51)
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Reordenando la expresion se obtiene la funcion de transferencia de cuarto orden.

X(s)

(I +ml?)s? + (bp)s —mgl

(2.52)

F(s)  {(I+mli®>)(M+m) —m22}s* + {bU +mI?®) + b,(M + m)}s? + {b,b — mgl(M + m)}s? + {—-mglb}s

El mapa de polos y ceros, lugar geométrico de raices y diagrama de bode de las funciones de

transferencia de las Ecuaciones (2.49) y (2.52) se muestran en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Mapa de polos y ceros, lugar geométrico de las raices y diagramas de bode de las funciones de
transferencia del punto de operacién inestable.
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La funcion de transferencia de la posicion del carro presenta dos polos y un cero en el semiplano
izquierdo, un polo en el origen y un polo y cero en el semiplano derecho, mientras que la funcion de
transferencia del d&ngulo del péndulo presenta dos polos en el semiplano izquierdo, un cero en el origen
y un polo en el semiplano derecho, reflejando el orden de las Ecuaciones (2.52) y (2.49)
respectivamente. Dado que existen en ambos casos polos en es semiplano derecho, se confirma que el
sistema es inestable bajo esta condicion. El lugar geométrico de las raices también refleja este
comportamiento ante un controlador de ganancia, dado que existen ramas de polos que se mantienen
en el semiplano derecho y nunca cruzan el eje imaginario.

El diagrama de Bode de la posicion del carro muestra que su respuesta se atenta a medida que
se aumenta la frecuencia, mientras que el del angulo del péndulo ya no presenta un pico de frecuencia

y la respuesta se atentia a frecuencias muy bajas y altas.
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2.5. Modelacion Motor DC

Para completar el modelo dindmico del sistema completo, es necesario modelar la accion del
actuador, en este caso un motor de corriente continua. Se busca un modelo que permita relacionar la
fuerza generada sobre el carro con la tension aplicada al motor.

Se considera el modelo eléctrico clasico de un motor DC, donde se relaciona el voltaje
aplicado V,,, con la corriente del motor i, la constante de torque k; y la constante de fuerza
electromotriz k;. Se considera ademas la resistencia interna del motor R,,, y la velocidad angular del
eje de salida 6,,. La ecuacion es:

Vip = Ryl + kpOp (2.53)

El torque entregado por el motor esta dado por:

T = K¢l (2.54)

Si el torque es transmitido a través de una reduccion mecanica como una relacion de engranajes,

con un radio de reduccion r, el torque transmitido produce una fuerza lineal F' sobre el carro tal que:
T T,
F=-" donde r=— (2.55)
r N

Donde 1, es el radio del eje de salida de la reduccion y N es la relacion de reduccion.
Si se reemplaza la Ecuacion (2.54) y (2.55) en la Ecuacion (2.53) tal que se elimine la corriente
i, se tiene que:

k.V, —k,k,0
R, 7

Luego considerando que la velocidad lineal del carro x se relaciona con la velocidad angular del

eje del motor mediante:
x=r60,=>0,= . (2.57)

Se tiene que la Ecuacién (2.56) puede escribirse como:

k Vr — kyk %
F=-tm b (2.58)
R, 1?

Obteniendo asi una expresion que relaciona la fuerza generada por el motor al carro del conjunto

carro péndulo en base a la tension aplicada.
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2.6. Representacion de Espacio de Estados
Para realizar control lineal es necesario obtener la representacion en espacio de estados del

modelo dindmico del péndulo invertido. Esta representacion es de la forma:

x=Ax+ Bu (2.59)
Donde,
Xy X
x= 2| _ (X
x| |0 (2.60)
X4 0
u=V(t)
Cabe notar que,
X, =Xy
s = x, (2.61)

A partir de la forma linealizada de las ecuaciones de estado para el péndulo en su posicion
invertida de la Ecuacion (2.45), se reemplazan las variables segtin la Ecuacion (2.60) para encontrar

expresiones para las variables de estado restantes.

milx, + (I + mi?)x, — mglx; + bpx4 =0 (2.62)

{ (M + m)x, + mlx, + bx, = u
De la segunda ecuacion de (2.62) es posible despejar x, para luego reemplazar en la primera y

obtener una expresion para X,.

. —byxy + mglxs — mlx,

X, = [ (2.63)
u(l + ml?) + mlb,x, — m?gl?x. — b(I + ml»x
X, = ( ) pX4 gl=xs3 ( )X, (2.64)
(M + m)(I + ml?) — m?1?

Se forma similar, es posible despejar x, de la primera ecuacion de (2.62), para luego reemplazar

y obtener una expresion para x,.
u—mlx, — bx,
= 2.65
*2 M+m ( )
. —mlu— b,(M + m)x, + mgl(M + m)x; + mlbx,

e = (M +m)(I + ml2) — m2[2

(2.66)

Luego utilizando las Ecuaciones (2.61), (2.64) y (2.66), es posible representar al sistema en la

forma de espacio de estados de la Ecuacion (2.59).
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0 1 0 0 0
X1 0 —b(I + ml?) —m?gl? mlb, X1 (I +ml?)
d |x; d d d Ll d |y
dt [ X3 0 0 0 1 X3 0
X4 0 mlb mgl(M +m) —b,(M +m)||x, —ml
L d d d d
Donde se tiene un denominador comun d y matrices A y B, tal que
d=M+m)UI+ml?) —m?l?
0 1 0 0
0 —b(I +ml?) —m?gl? mlb,
A= d d d
0 0 0 1
0 m_lb mgl(M +m) —b,(M +m)
L d d d
— 0 -
(I +ml?)
_ d
b= 0
—ml
d

(2.67)

(2.68)

Si a este sistema se le agrega el modelo del motor DC obtenido en la Ecuacion (2.58) tal que:

_ kour — kpkx;

R, 1?

Se tiene que la representacion en espacio de estados del sistema completo es:

X1
X2
X3
X4

0

0

0

1 0 0
—(I +mlL?) ( kik, ) m2gl? —mlb, x4
d R, 1? d d X2
0 0 1 X3
—ml b+ k.k, mgl(M +m) —b,(M +m)||x,
d ( Rmrz) d d

Donde se tiene un denominador comun d y matrices A y B, tal que

o~
[l
"o o o o

d=M+m)U +ml?) —m?l?

0

(I + ml?)k,

dR,,r
0
_mlkt

dR,,r

1 0 0
—(I + mL?) ( k.k, ) m?gl? —mlb,
d Rr? d d B
0 0 1 B=
—ml (b N ki ky ) mgl(M +m) —b,(M +m)
d R, 12 d d
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— 0 -
(I + ml®)k,
dR,,r
0
—mlk,

dR,,r

(2.69)

u(2.70)

(2.71)



3. Prototipo de Planta en Laboratorio

3.1. Introduccion

Para el desarrollo de este proyecto se utiliz6 un prototipo real de un sistema carro-péndulo. Este
fue construido por el autor en el contexto de una asignatura anterior, en el Laboratorio de Control de
Sistemas de la Universidad de Concepcion, utilizando componentes electronicos variados y diversas
piezas provenientes de kits de robdtica de la marca Makeblock.

Durante el desarrollo de esta memoria de titulo, el sistema fue adaptado y mejorado para cumplir
con los requerimientos de control y experimentacion. El prototipo cuenta con el equipamiento
necesario para permitir el accionamiento y movimiento del péndulo, la medicion del estado completo
del sistema y la implementacion lazos de control. En la Figura 3.1 se observa una imagen del prototipo

en cuestion.

Figura 3.1: Prototipo fisico del sistema carro-péndulo.

3.2. Componentes del prototipo

Un diagrama de bloques del sistema y sus componentes electronicos se observa en la Figura 3.2.
El sistema esta compuesto por: el conjunto carro/péndulo, un motor DC con un engranaje reductor,
un controlador de motor, una fuente de voltaje, dos sensores encoder incrementales, un Arduino Mega

y un computador ejecutando Simulink.
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Figura 3.2: Diagrama en bloques de los componentes del prototipo.

A continuacion, se detallan los componentes del sistema.

3.2.1. Conjunto Carro-Péndulo

El carro del sistema se desplaza de manera lineal sobre un riel de aluminio, guiado por cuatro
rodamientos tipo ranura en V ubicados en su parte inferior. Estos rodamientos encajan sobre el perfil
del riel, restringiendo el movimiento del carro a una sola dimension, como se observa en la Figura
3.3. El riel sobre el cual estd montado el carro tiene una extension de 43.1cm, mientras que el carro
tiene una longitud de 7.2cm, es decir, si el carro se encuentra en el centro puede moverse libremente
17.95cm hacia cada extremo.

En la parte superior y a un costado del carro se encuentra montado un sensor encoder, sobre
cuyo eje se fija una vara rigida, recta y homogénea, que actia como péndulo del sistema. De esta
forma, se permite el movimiento libre del péndulo en un plano vertical respecto del eje del encoder.

El desplazamiento del carro es generado a partir de un motor DC que transmite el movimiento
mediante un engranaje reductor y una correa de distribucion dentada acoplada al carro.

El carro posee una masa de 220g, mientras que la vara del péndulo tiene una masa de 48g y una
longitud de 39.5cm, al extremo del péndulo se encuentra una masa de 48g. Considerando que el
péndulo se modela como una vara uniforme con masa puntual girando alrededor de un extremo, su

momento de inercia I se calcula segun la siguiente ecuacion:

1 1
I = §‘mL2 +ml? = 3 0.048 - 0.395% + 0.048 - 0.395% = 0.01 [kg - m?] 3.1)
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Figura 3.3: Imagen de costado del conjunto carro-péndulo.

3.2.2. Microcontrolador Mega 2560

Para la adquisicion de datos, 16gica de control y comunicacion entre el computador y el prototipo
se utiliza un microcontrolador Mega 2560 (placa genérica analoga al Arduino Mega 2560), como el
que se observa en la Figura 3.4. Este microcontrolador ejecuta en bucle el programa compilado por
Simulink y comunica los datos al mismo software para monitorizacion del sistema.

Este microcontrolador estd basado en el chip ATmega2560, 16 pines de entrada/salidas
analdgicas y tiene 56 pines de entrada/salidas digitales, de los cuales 15 tienen la capacidad de ser
salidas PWM. También cuenta con 256kB de memoria para programa. En particular se usa este
microcontrolador dado que tiene 6 pines que permiten interrupciones, a diferencia de las placas mas
comunes como Arduino Uno o Nano que solo cuentan con 2. De estos puertos, se utilizan 4 para

obtener las mediciones de los dos sensores encoder.

2l=l
iR T T Pt
' ‘:., :ﬂlo“all AT
= RU Gl )y S
% 52 ”““l‘mzﬂwl il
RI3§=1§

Figura 3.4: Microcontrolador Mega 2560.
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3.2.3. Controlador de Motor IBT?2

El controlador de motor utilizado en el prototipo es un mdédulo IBT2 que implementa un puente
en H mediante dos circuitos integrados BTS7960B. Esta configuracion permite el accionamiento del
motor DC en ambas direcciones utilizando dos sefiales digitales PWM provenientes del
microcontrolador.

Este modulo permite trabajar con voltajes de entrada en un rango de 6 a 27V y soporta altas
corrientes de hasta 43A, limitado por su capacidad de disipacion de calor. La logica de control trabaja
en un rango de voltaje de 3.3 hasta 5V, lo cual lo hace compatible con la mayoria de
microcontroladores, y en especifico, con la placa Mega 2560. Los circuitos integrados que contiene
permiten frecuencias de trabajo hasta 25kHz e implementan protecciones ante voltajes de entrada

mayores y menores que el rango de operacion normal.

Microcontroller Voltage Regulator Reverse Polarity
Protection

High Current H-Bridge

Figura 3.5: Imagen del controlador de motor IBT2 (izq.) y esquematico del circuito interno (der.).

En la Figura 3.5 (izq.) se observa el controlador de motor en cuestion, y en (der) se observa el
circuito que implementa en su interior. En esta figura, se observa que el controlador tiene un
microcontrolador interno que estd alimentado de forma estable por un regulador de voltaje con
proteccion de polaridad inversa. Este se encarga de generar las sefiales 16gicas INH (inhabilitar) e IN
(entrada) para controlar los dos CIs BTS 7960B que implementan de forma individual un semipuente
con dos MOSFETs internos de tipo P y N. Cuando IN se es colocado en alto e INH en bajo, entonces
el transistor superior es activado y conecta la salida OUT al voltaje de la fuente, mientras que en el
caso contrario, cuando IN se es colocado en bajo e INH en alto, se activa el transistor inferior y conecta
la salida OUT a tierra GND. De esta forma es posible polarizar de forma arbitraria el motor DC que

se encuentra conectado a los pines OUT de cada CI.
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3.2.4. Motor DC RCXAZ TLTAN 35T 550

El motor utilizado para accionar el carro del sistema carro-péndulo corresponde a un motor DC
cepillado modelo RCXAZ TLTAN 35T 550, observar Figura 3.6, utilizado comiinmente en robdtica
debido a su alta capacidad de torque. El motor es alimentado con un voltaje nominal de 7.4V, y

presenta una resistencia interna de 1.5Q.

Figura 3.6: Imagen del motor DC RCXAZ TLTAN 35T 550.

El eje de salida del motor se encuentra acoplado a un engranaje con un radio 7,3 de 6mm. Este
engranaje impulsa un segundo engranaje de radio 7;..4 de 2.86cm con una relacion de transmision
determinada por el nimero de dientes de cada engranaje. El engranaje de salida cuenta con 18 dientes,

mientras que el eje reductor cuenta con 88 dientes tal que se tiene una relacion de transmision N:
88
18

Utilizando la relacion de la Ecuacion (3.2) se determina el radio efectivo sobre el que actfia la

N = 4.89 3.2)

fuerza lineal como:

roq  0.0286
= [red _ — 0.058 3.3
Tea =N~ T "489 (33)

Las constantes de torque y fuerza electromotriz del motor fueron estimadas a partir de los

pardmetros entregados por el fabricante que se observan en la Tabla 3.1, considerando el punto de
maxima eficiencia. La constante de torque k; se calcula utilizando la conversion de unidades como
sigue:

T _310g-cm 0.0098N 0.01m Nm

= - = ~ . - 3.4
ke i 384 1g Tem 00087 (3.4)
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Mientras que la constante de fuerza electromotriz se calcula como:

74—15-3.8

kb:

Vems  Vip — Rpni

Tabla 3.1: Hoja de datos del motor DC RCXAZ TLTAN 35T 550 entregada por el fabricante.

o _ 2m-RPM ~ 2m-6830

60

60

Vs

=0.024—

rad

No load Max efficiency MAX HP Rotor blocked
Current(A) 06 38 12.5 24.3
Efficiency(%) 76.1 49.7
Horse Power(W) 22 46
RPM 7900 6830 3950
Torque(G.CM) 310 1130 2260
Voltages(V) 7.4V-11.1V
Temperature(C) | -10-507C

3.2.5. Sensores Encoder 3856G5-B-G24N

(3.5)

Para la medicion de estado completa del sistema se utilizan dos encoder incrementales 38S6G5-

B-G24N de 1000ppr, observar Figura 3.7. Un encoder se encuentra montado sobre el eje de la polea

que mueve el carro, lo que permite medir la posicion y velocidad lineal del carro en el riel, mientras

que el otro encoder se encuentra montado en el eje de giro del péndulo, lo que permite medir el angulo

y la velocidad angular del péndulo.

Figura 3.7: Imagen del encoder incremental 38S6G5-B-G24N.
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Estos sensores funcionan en un rango de 5 a 24V, y entregan sefiales en dos fases A y B, donde
la relacion entre estas fases permite detectar la direccion del giro. Si la lectura del sensor se realiza en
cuadratura, es decir, detectando flancos de subida y bajada en ambas fases, es posible obtener una
resolucion de la medicion 4 veces mayor a la cantidad de pulsos por revolucion del sensor. Para este
tipo de medicion se tiene en cuenta que las sefiales del canal A y del canal B estan fundamentalmente
desfasadas 90° grados entre si, entonces si se observa que el canal A se adelanta al canal B, se
considera que el eje gira en una direccion, y viceversa, si se observa que el canal B se adelanta al canal
A, se considera que gira en la direccion contraria. Esto permite conocer la posicion de giro del encoder,
y a partir de la derivada de esta medicion en el tiempo se obtiene la velocidad de giro del sensor.

Al tratarse de encoders incrementales, y no absolutos, es necesario definir una posicion arbitraria
para iniciar el sistema, esto es, con el péndulo apuntando hacia abajo en su posicion estable, y el carro
en el punto medio del riel. A partir de esas posiciones se realiza la lectura en cuadratura y se incrementa

o decrementa un contador para realizar la medicion.

3.3. Esquema de conexiones

En la Figura 3.8 se muestra el esquema de conexiones eléctricas del sistema, donde estan
representados mediante bloques los componentes electrénicos mencionados. Este esquema permite
una visualizacion del flujo de sefiales y alimentacion de potencia dentro del sistema.

Se observa que el motor DC es accionado mediante el controlador de motor, el cual recibe las
sefiales de control del microcontrolador y es alimentado a su vez por una fuente de voltaje externa. En
el controlador, las conexiones RPWM y LPWM corresponden a las entradas de sefial PWM para el
sentido directo e inverso, respectivamente, mientras que R_ EN y L EN son habilitan la conduccioén
en cada uno de los semipuentes internos y se mantienen activos al estar conectados a 5V. La parte
digital del controlador es alimentada a partir del microcontrolador. Estas conexiones se hacen en base

a la Tabla 3.2 donde se muestra la funcién de los pines obtenidas a partir de la hoja de datos.
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Figura 3.8: Esquema de conexiones eléctricas de los componentes del prototipo.

Tabla 3.2: Descripcion de los pines del controlador de motor DC.

Pin No Function Description
1 RPWM Forward Level or PWM signal, Active High
2 LPWM Reverse Level or PWM signal, Active High
3 R_EN Forward Drive Enable Input, Active High/ Low Disable
4 L_EN Reverse Drive Enable Input, Active High/Low Disable
5 R_IS Forward Drive, Side current alarm output
6 L_IS Reverse Drive, Side current alarm output
7 Vcce +5V Power Supply microcontroller
8 Gnd Ground Power Supply microcontroller

El microcontrolador esta conectado mediante el puerto USB al computador, desde donde se
alimenta de 5V y también recibe el programa a ejecutar. Una vez cargado y ejecutada la rutina de
control en el microcontrolador, este se mantiene conectado al computador de forma que se puedan
monitorear las variables internas. El microcontrolador recibe también los pares de sefales

provenientes de los dos sensores encoder en sus pines que permiten interrupciones.
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4. Diseino de Controladores

4.1. Introduccion

En este capitulo se abordara el disefio matematico de los controladores que seran posteriormente
implementados en el prototipo del laboratorio. Se abordan dos problematicas principales en el control
del sistema: el movimiento de swing-up, encargado de llevar al péndulo desde su posicion natural
estable hasta la posicion invertida inestable, y el control de estabilizacion, encargado de mantener al
péndulo en equilibrio alrededor de dicha posicion.

Para cada uno de estos problemas se proponen dos estrategias de control con el objetivo de
evaluar su desempefio y determinar cudl es el enfoque més adecuado para controlar el sistema segiin
distintos criterios como: robustez ante perturbaciones, velocidad de respuesta, suavidad de la accion
de control y la complejidad en su implementacion y sintonizacion. Los controladores se disefian de
forma independiente dado que los objetivos de cada uno son significativamente distintos.

Para la etapa de swing-up, se disefian dos controladores. En una primera instancia se disefia un
controlador basado en la energia del sistema siguiendo el enfoque propuesto por Furuta en [X],
demostrado de ser eficaz en la transferencia de energia al sistema en cuestion. Adicionalmente, se
incluye una estrategia de swing-up basada movimientos controlados de la posicion del carro de forma
predefinida, esto con el fin de comparar su desempeio frente al método clasico de abordar el problema.

En el caso de la estabilizacion, se propone un controlador LQR por su amplio uso en la literatura
y buen desempefio demostrado en este sistema. Frente a este, se plantea una alternativa basada en
controladores PID en cascada como una propuesta clasica y mas simple que no requiere un modelo
del sistema.

En el diagrama de la Figura 4.1 se propone un esquema de control incluyendo los bloques de
control estabilizador y swing-up, como también un bloque selector encargado de conmutar entre

ambos segun el estado actual del sistema.
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Figura 4.1: Diagrama del esquema de control general para problema de swing-up y estabilizacion.

4.2. Control de Energia para Movimiento de Swing-Up

El control por energia es una estrategia ampliamente utilizada en la literatura para resolver el
problema de swing-up en sistemas de péndulo invertido. Este tipo de control tiene por objetivo
modificar la energia mecénica del sistema tal que alcance el valor asociado a la posicion invertida, no
requiriendo asi una trayectoria de referencia predefinida.

La formulacion de la estrategia que se detalla a continuacion se basa en el enfoque propuesto
por Furuta en [12], adaptado al caso de un péndulo montado sobre un carro que se desplaza de forma
lineal. En el trabajo de Furuta se presenta un analisis desde un marco referencial de un péndulo que
oscila en torno a un punto pivote accionable, tal que no se restringe la topologia de un prototipo fisico.

El procedimiento comienza determinando la energia total del péndulo, definida como la suma
de la energia cinética y la energia potencial.

E=T+V (4.1)
E(6,0) = %(1 + mi?)6?% + mgl(1 — cos(8)) (4.2)

Si se definen 6; = y 8, = 0 correspondientes a la posicion invertida deseada, entonces la

energia deseada Eq en aquel punto es:
. 1
E; =E(84,6,) = S +mi?)0? + mgl(1— (-1)) = 2mgl (4.3)

Calcular la derivada de la energia con respecto del tiempo permite observar su comportamiento:
dE - .
T (I + ml?)66 + mglO sin(6) (4.4)

A partir de la Ecuacion 3.19 (2da ecuacion de movimiento) y considerando u = X, se tiene que:
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b - —bpé —mglsin(6) — mlu cos(0)
(I + ml?)

(4.5)

De esta forma, al reemplazar 4.5 en 4.4 y despreciando el efecto de roce dado que b es muy
pequeiio, se tiene que:

dE

dt

La expresion obtenida implica que la energia del sistema es controlable a partir de la aceleracion

=F = —b8% — mlucos(8) 8 ~ —mlucos(0) 6 (4.6)

del carro. El sistema est4 representado como un integrador con ganancia variable. Para valores 6 = 0

s . , . . .y .
yo =% 2> €8 decir, cuando el péndulo cambia de direccién o se encuentra en la horizontal, el lado

derecho de la expresion se anula y el sistema se torna incontrolable. Para aumentar la energia del
sistema la aceleracion del carro u debe ser positiva cuando el término cos(8) 6 resulta negativo.

Si se define el error de energia y una funcion de Lyapunov V (x) como sigue:

AE =E — E, (4.7)
V(x) = %(AE)2 (4.8)

Donde V (x) mide la distancia cuadratica entre la energia actual del sistema y la energia deseada.
Esta funcion es siempre positiva, excepto cuando se anula el error de energia en el estado deseado. Si
se deriva V respecto del tiempo se obtiene:
V = AEE (4.9)
Y reemplazando la Ecuacién 4.6 en 4.9 se tiene:
V = —AE - mlucos(0) 6 (4.10)
Si luego se escoge una ley de control arbitraria de la forma:
u=k-AE -6 cos(0) (4.11)
Donde k > 0 es una ganancia ajustable, se tiene que la derivada de la funcién de Lyapunov

establecida es:
V = —kml(4E - cos(8) §)* < 0 (4.12)
Lo que implica que la funciéon V (x) decrece siempre y cuando 8 # 0 y/o 8 # 0, llevando la
energia del sistema al valor deseado E;. Para hacer variar la energia del sistema de la forma mas

rapida, se utiliza la magnitud de control maxima u,,,, en la direccidén correcta como sigue:

U= Upgy sign(k -AE -6 cos(@)) (4.13)
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Furuta en su trabajo establece que, si la ley de control de la Ecuacion 4.13 da lugar a vibraciones
indeseadas en el control, se puede modificar para reducirlas tal que:

u = sat (k - AE - sign(6(cos(6))) (4.14)

Umax

Donde sat,  _representa una funcion lineal que se satura en Uy, q,. En €l documento de Furuta

[12] se presenta una deduccion para determinar la cantidad de balanceos b, en términos de U4y, que

debe hacer el péndulo para lograr la posicion deseada. Si se establece la aceleracion maxima del punto
pivote como:

Unpax =N g (4.15)

Donde n es un real positivo y g la aceleracion de gravedad. Entonces la relacion entre b y n es

como se muestra en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Relacion entre n y b segiin el documento de Furuta.

n 1.33 | 0.577 | 0.388 | 0.296 | 0.241 | 0.128
1 2 3 4 5 10

De la Tabla 4.1 se deduce que el nimero de balanceos necesarios aumenta con un n menor. Para

lograr un movimiento de swing-up en un solo balanceo se necesita un n = 1.33, es decir, la

aceleracion maxima del punto pivote sea como minimo U4, = 1.33 - g = 13.03 [sz]

4.3. Control de Posicion para Movimiento de Swing-Up

En un prototipo de péndulo invertido con carro movil donde el recorrido del carro estd
fisicamente restringido, la estrategia de swing-up por control de energia del Capitulo 4.2 puede resultar
ineficaz, dado que no considera la posicion ni velocidad del punto pivote, de forma que no es posible
confinar el movimiento. Como alternativa, se presenta a continuacion una estrategia de control para
el movimiento de swing-up basada en el articulo de Stefan Brock [17].

La idea principal tras la estrategia de control de Stefan es hacer que el carro alterne entre dos
posiciones predefinidas de manera controlada, conmutando en momentos en que el péndulo se
encuentra en el estado 6ptimo para la inyeccion de energia. De esta forma, el controlador cuenta con
dos partes principales: un control de posicion y una parte de logica que se encarga de decidir cudndo
enviar la sefial para que el carro cambie de posicion. Esta idea esta representada de forma grafica en

la Figura 4.2.
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Figura 4.2: Diagrama del control por posicién propuesto para el problema de swing-up.

En base a esto, es necesario deducir cuales son las condiciones bajo las cuales se hard conmutar
la posicion del carro. Para esto es posible recurrir a la Ecuacion 4.6 la cual describe la variacion de
energia en el sistema segun la aceleracion del carro u. Se analizan los casos es que u es positiva (el

carro se mueve hacia la derecha) y cuando u es negativa (el carro se mueve hacia la izquierda):

dE .
T —mlu cos(0) 6 (4.16)

1.- Si u es negativa: se afiade energia al sistema si 8 > 0y es optimo cuando cos(#) se acerca
a 1, es decir 6 es cercano a 0.

2.- Si u es positivo: se afiade energia al sistema si § < 0 y es 6ptimo cuando cos(8) se acerca a
1, es decir @ es cercano a 0.

Estas condiciones sugieren que existe un angulo ideal 6,., para realizar la conmutacion,
definido como el punto en el que péndulo puede aprovechar mejor la aceleracion del carro para

incrementar su energia. Esta idea se observa de manera grafica en la Figura 4.3.

: 0 es -6 es :
9=0 best pest 9=0

Figura 4.3: Casos de conmutacion para estrategia de swing-up basada en control de posicion.
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Stefan en su documento propone que el angulo 8,,,; sea calculado como sigue:

2T

gbest = emax sin <? tacc) (417)

Donde T es el periodo de oscilacién fundamental del péndulo calculado en base a la longitud
del péndulo, como se muestra en la Ecuacion 4.18, 6,,,, es la amplitud méxima actual de la oscilacién

del péndulo y t,.. es el tiempo que le toma al carro en llegar a su velocidad maxima.

T =2m,/Lg (4.18)
Cabe mencionar que, si bien el carro debe desacelerar al final de cada trayectoria y perder parte
de su energia, si el balance neto de energia por ciclo es positivo, entonces el péndulo alcanzara

progresivamente la energia necesaria para lograr la posicion invertida.

4.4. Control Estabilizador LQR

El controlador LQR (Linear Quadratic Regulator), o regulador cuadratico lineal es una técnica
que permite estabilizar sistemas lineales mediante una ganancia en la realimentacion de estados que
minimiza una funcion de costo cuadratica. Esta estrategia resulta adecuada para el problema del
péndulo invertido ya que como fue demostrado en el Capitulo 2.4 el sistema puede ser linealizado
alrededor del punto de operacion inestable, permitiendo obtener un modelo lineal controlable. El

controlador en cuestion se observa en la Figura 4.4.

Sistema

v

> x = Ax+ Bu
y=x

A

Figura 4.4: Diagrama del control LQR propuesto para el problema de estabilizacién.

El modelo linealizado del sistema en espacio de estados se expresa de la forma:
x=Ax+ Bu (4.19)
La dindmica del sistema estd determinada por los valores propios de la matriz A, obtenidos

como las raices A del polinomio caracteristico
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Al —A| =0 (4.20)
Para intervenir el comportamiento del sistema, se propone una ley de control por realimentacion

tal que la entrada u es proporcional a los estados mediante una ganancia k:

u=—-Kx=—(kix; +kyxy + -+ kpxp) (4.21)
Tal que,
K=1[ky ky, .. kil (4.22)
Sustituyendo la ley de control en la ecuacion del sistema se tiene que
X =Ax+ Bu=Ax — BKx = (A — BK)x (4.23)

Entonces se puede definir la nueva matriz de estado controlado como sigue,
A.=(A—BK)=>x=Ax (4.24)
La estabilidad del sistema dependerd entonces de los valores propios de la matriz A,
determinados por el polinomio caracteristico
Al —A.| =0 (4.25)
Luego es posible, mediante un disefio correcto de la matriz de ganancias K, asignar
arbitrariamente los valores propios de A., siempre que el sistema determinado por las matrices Ay B
sean controlable. Es posible verificar la controlabilidad de un sistema lineal mediante el rango de la
matriz de controlabilidad C como sigue:
C =[B AB A*B ...A"'B] (4.26)
Tal que
rank(C) =n (4.27)
Donde n es el nimero de estados del sistema.

La matriz de ganancia K se calcula de forma que se minimice el siguiente funcional de costo
J= f (xTQx + uTRu)dt (4.28)
0

Donde Q es una matriz simétrica positiva que penaliza las desviaciones de estado respecto del
equilibrio, y R es una matriz simétrica positiva que penaliza el esfuerzo de control. Un valor grande
en un valor de Q implica que se buscara que el sistema llegue a la estabilidad con mayor rapidez,
mientras que un valor grande en R significa que el controlador utilizara un menor esfuerzo de control,
haciendo la respuesta mas lenta, pero con menor demanda del actuador.

La solucion al problema de optimizacion de la ecuacion X(J) se obtiene resolviendo la Ecuacion
de Riccati Algebraica (ARE)

ATP + PA—PBR™'BTP+(Q =0 (4.29)
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Donde P es la tnica soluciéon simétrica. Una vez obtenido P, la matriz de ganancia de
retroalimentacion K se calcula como:

K =R'BTP (4.30)

Esta metodologia asegura que el controlador utiliza la realimentacion de los estados de forma

Optima, buscando el mejor equilibrio en base a los pardmetros definidos de penalizacion de estados y

accion de control en las matrices Q y R. En la practica este calculo es resuelto de forma numérica en

softwares como MATLAB utilizando la funcion Ilgr(4,B,Q,R), que resuelven internamente la

matematica presentada y entregan la matriz de ganancias K.

4.5. Control Estabilizador PID
Como alternativa al controlador LQR ampliamente utilizado en la literatura, se propone una
estrategia de estabilizacion del péndulo basada en el uso de controladores PID dispuestos en cascada.
Este tipo de controladores son ampliamente utilizados por su simplicidad y facil implementacion.
Un controlador PID (Proporcional Integral Derivativo) calcula la accion de control u(t) a partir
de la diferencia entre la sefial de referencia r(t) y la sefial de salida del sistema y(t). Su expresion en

tiempo continuo es:

u(t) = Kye(t) + K; f o0t + k, 2O

(4.31)

Donde e(t) = r(t) — y(t) es el error, K,,, K; y K4 son las ganancias proporcional, integral y
derivativa respectivamente. La Figura 4.5 muestra un diagrama esquematico del funcionamiento de

un controlador PID.

Control PID
’—V P Kpe(t)
t) ¥ t
Ul LUNEN » 1K [fe(t)dt s> 31 Acador P Planta y®) >
) L :
K
y() de(t)
D K,%0

Sensor [

Figura 4.5: Diagrama del control LQR propuesto para el problema de estabilizacién.
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Dado que un controlador PID es una estrategia de control para sistemas SISO, es decir, de una
entrada y una salida, no es apto para controlar un sistema subactuado como el péndulo invertido ya
que este cuenta con una entrada y dos salidas (el angulo del péndulo y la posicion del carro). Por esta
razén se propone el uso de dos controladores PID tal que exista un lazo de control interno y uno
externo como sigue:

- Lazo de control externo (4ngulo del péndulo): su funcion es estabilizar el péndulo en la
posicion invertida 8 = m, mediante la sefial del sensor de angulo. Su salida genera una sefial de
referencia de posicion para el carro.

- Lazo de control interno (posicion del carro): su funcion actuar sobre el motor para suplir la
referencia deseada por el lazo de control externo para mantener el péndulo invertido.

Esta estrategia se ve representada en el diagrama de bloques de la Figura 4.6.

) ) PID PID o
Angulo del " Posicién del »  Actuador > Planta »
+ Péndulo Carro

Sensor Posicion Carro [€

Sensor Angulo Péndulo [

Figura 4.6: Diagrama del control PID propuesto para el problema de estabilizacion.

Cabe mencionar que, al tener el lazo de posicion del carro como esclavo del lazo de angulo del
péndulo no es posible mantener al carro en una posicion determinada. Para mitigar la deriva del carro,
y evitar que llegue a los limites fisicos del sistema, se afiade una componente proporcional a la
posicion x(t) del carro en la entrada del controlador de posicion. Esta correccion permite que el carro
vuelva al centro del riel cuando el angulo del péndulo estd cerca de la vertical. En base a esto, la
referencia de posicion es:

x(t) = vy + K, x(t) (4.32)

Donde vg es la salida del controlador de dangulo y K, es una ganancia proporcional ajustable.
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5. Implementacion en Simulink

5.1. Introduccion

Las rutinas de control descritas en el capitulo anterior fueron validadas e implementadas
mediante el entorno Simulink. Para ello, se trabajo con dos modelos distintos segtn el objetivo, uno
orientado a realizar simulaciones utilizando el modelo obtenido del sistema y otro destinado a el
control en tiempo real del prototipo fisico. Ambos modelos comparten una arquitectura similar,
compuesta por los bloques de control, un sistema selector que decide que estrategia aplicar y un
sistema representando la planta, ya sea la conexion al prototipo o el modelo simulado.

El entorno grafico de Simulink permite representar sistemas de manera modular como un
diagrama en bloques con enrutamiento de sefiales, esto facilita el disefo, prueba y monitoreo de las
estrategias de control. Ademas, este software cuenta con la extension “Simulink Support Package for
Arduino Hardware”, que permite compilar programas para que sean ejecutados en tiempo real en
microcontroladores tipo Arduino. Esta funcionalidad convierte a Simulink en una herramienta versatil
e interesante para el desarrollo de este proyecto.

En el caso de la implementacion, la planta es representada mediante un subsistema que se
comunica directamente con los sensores y actuadores del prototipo. En cambio, para la simulacion,
dicho subsistema es reemplazado por un modelo en bloques que resuelve de manera numérica las
ecuaciones dinamicas del sistema carro-péndulo.

Este capitulo presenta y describe en detalle el funcionamiento de los modelos implementados

en Simulink.

5.2. Descripcion de los Modelos de Simulink

La Figura 5.1 muestra el modelo general desarrollado en Simulink, utilizado tanto para la
simulacion del sistema como para la implementacion de los controladores en el prototipo fisico. Este
modelo esta conformado por ocho subsistemas. De forma general, estos son:

- Un subsistema encargado de definir la referencia del sistema (Set Point).

- Cuatro subsistemas que implementan de forma independiente cada una de las estrategias de
control descritas en el Capitulo 4 (LQR, PID, Swing-Up por Energia y Swing-Up por Posicion).

- Un subsistema que implementa la logica de conmutacion entre el controlador de estabilizacion

y el de swing-up en base al estado actual del sistema.
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- Un subsistema final que representa la planta, el cual puede ser configurado para simular,
ejecutando el modelo matematico no lineal del sistema o para implementar, interactuando
directamente con el prototipo fisico.

El vector de estado actual X que alimenta a los controladores, proviene de las sefiales de salida
del subsistema planta. El vector de estados estd compuesto por: la posicion del carro (x), la velocidad
del carro (xdot), el angulo del péndulo restringido al rango [0, 2w) (thmod) y la velocidad angular del
péndulo (thdot).

La estructura general del modelo se asemeja a un esquema de control clasico, en donde una
referencia es comparada con la salida del sistema para realizar una accion de control que es luego
ejecutada por el actuador. Sin embargo, dado que en este caso se tiene multiples estrategias de control
para dos problematicas distintas, se incorpora un bloque adicional que permite conmutar entre el
controlador de swing-up y el controlador de estabilizacién. Ademas, se tienen dos selectores manuales
que permiten escoger que estrategia implementa el swing-up y cual implementa la estabilizacion.

Las constantes utilizadas en el modelo son definidas en el espacio de trabajo de MATLAB.

@ ]
e €CH
L - P error
-\J xdot
Set Point » X = ik e '—P-
ab ——
sp N omod
—»-c
6dot »- [thdot]
i —I—P STAB : : V I
Planta
P X {
Stab
sP )
PID
> x Swingup ———p-0 —
WINGUP
theta Energia —)@ o
’—L, SW Energia
X
theta Swingup Selector Control
@_,—b Energia
SW Posicion
X

Figura 5.1: Estructura general del modelo de Simulink.

A continuacion, se presenta y detalla el funcionamiento de cada subsistema.
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5.2.1. Subsistema “Set Point”

SP x
x_d(2)
SP xdot
x_d(3)

SP 6
x_d(4)
SP 6dot

Figura 5.2: Subsistema “Set Point” del modelo de Simulink.

El subsistema mostrado en la Figura 5.2 define el estado deseado del sistema a través los valores
del vector x_d, compuesto por cuatro elementos que corresponden en a: la posicioén del carro, la
velocidad del carro, el angulo del péndulo y la velocidad angular del péndulo.

Para que la linealizacion realizada del sistema sea valida, se requiere que los valores de la
posicion del péndulo y velocidad del péndulo sean © y 0, respectivamente. Los otros dos estados,
posicion y velocidad del carro, se fijan en 0. Estos valores son agrupados mediante un bloque Mux,
lo que permite encapsularlos en una unica sefal vectorial dentro del modelo de Simulink. Los valores
deseados pueden ser indexados en otra parte del modelo utilizando un bloque Demux respetando el

orden otorgado en este subsistema.

5.2.2. Subsistema “SW Energia”

Swingup

Figura 5.3: Subsistema “SW Energia” del modelo de Simulink.
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El subsistema mostrado en la Figura 5.3 implementa el controlador de swing-up basado en
energia, descrito en el Capitulo 4.2. Las entradas a este subsistema son el vector de estado actual X'y
el angulo del péndulo no restringido, es decir, sin modular en el rango [0, 2), la cual es necesaria para
evitar discontinuidades en el célculo de la energia.

La sefial de control es generada a partir de la diferencia entre la energia deseada en la posicion
vertical y energia la total del sistema, la cual es calculada a partir de la Ecuacion 4.2 implementada
mediante bloques matematicos. La ley de control de la Ecuacion 4.13 requiere multiplicar este valor
por el signo del producto de la velocidad angular del péndulo y su angulo, para esto se utiliza un
bloque Sign. Ademas, se resta una componente proporcional a la posicion del carro, para reducir el
desplazamiento acumulado del carro durante el movimiento y evitar que alcance los limites fisicos.
Por ultimo, a la salida del controlador se encuentra un bloque saturador que limita la accion de control

en un rango de [-ng, ng].

5.2.3. Subsistema “SW Posicion”
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(2) n n Energia
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cos p >‘> )
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8dot
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theta_max
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sin(((2°pi)/1.27)0.1)

ExRete

Figura 5.4: Subsistema “SW Posicion” del modelo de Simulink.
El subsistema mostrado en la Figura 5.4 implementa el control de swing-up basado en posicion,
descrito en el Capitulo 4.3. Las entradas a este subsistema son el vector de estado actual X y el angulo

del péndulo no restringido, la cual es restringida al rango [—180,180] utilizando bloques

trigonométricos.
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En la parte central del modelo se implementa la l6gica descrita en el Capitulo 4.3. Se evaltian
condiciones basadas en el angulo y velocidad angular del péndulo para determinar la direccion en la
que debe moverse el carro. Esta logica activa un Flip-Flop RS que establece el estado de un bloque
Switch, el cual conmuta la referencia de posicion del carro entre la posicion maxima y minima definida
del riel.

El controlador de posicion en este subsistema es de tipo proporcional. La ganancia aplicada se
modula restando una componente proporcional a la energia actual del sistema, la cual proviene del
calculo realizado en el subsistema de la Figura 5.3. Esta modulacion permite que la accion de control
sea mas leve cuando el péndulo ya posee gran energia, evitando que sobrepase la vertical.

Para mantener el valor de angulo maximo utilizado en la ley de control presentada en el Capitulo
4.3, se utiliza un bloque funcion de MATLAB que monitorea la sefial de angulo y mantiene su valor
maximo. Esta funcion también recibe una senal de reset que permite reiniciar el funcionamiento del

controlador.

5.2.4. Subsistema “LOR”

Figura 5.5: Subsistema “LQR” del modelo de Simulink.

El subsistema de la Figura 5.5 implementa el controlador estabilizador por realimentacion de
estados desarrollado en el Capitulo 4.4. Las entradas al subsistema son el vector de referencia SP
(estado deseado) y el vector de estado actual X.

En primer lugar, se calcula el error entre el estado deseado y el estado actual del sistema,
mediante la resta de los vectores correspondientes. A continuacion, el vector de error es multiplicado
por la matriz de ganancias K. Dado que el estado actual fue restado en un comienzo, esta operacion

describe la ley de control de la Ecuacién 4.21.
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Los valores del vector de ganancias K se obtienen mediante el comando lgr(4,B,C,D) en

MATLAB, donde las entradas al comando son las matrices de estado del sistema.

5.2.5. Subsistema “PID”

Controlador Angulo

PID(z) ——

Controlador Posicion

—,?._, Piz2) ! _/_ »(1)
Stab

Figura 5.6: Subsistema “PID” del modelo de Simulink.

A 4

A

El subsistema de la Figura 5.6 implementa el controlador de estabilizacion basado en
controladores PID en cascada descrito en el Capitulo 4.5. Las entradas al subsistema son el vector de
referencia SP y el vector de estado actual X.

El recuadro superior (Controlador Angulo) recibe el error entre el angulo actual del péndulo y
la referencia. Este valor es procesado mediante un controlador PID compuesto por una ganancia
proporcional, una integral y una derivativa. La salida del controlador de 4ngulo actiia como sefial de
referencia para el controlador de posicion (Controlador Posicidn) a la cual se le suma una componente
proporcional a la posicion del carro, lo que permite compensar la desviacion del carro, la suma de
estas sefiales es comparada con el valor actual de la posicion del carro. Este Gltimo controlador genera

la senal de control final, siendo enviada al subsistema “Selector Control”.

5.2.6. Subsistema “Selector Control”
El subsistema mostrado en la Figura 5.7 implementa la l6gica de decision que permite conmutar
entre el controlador de swing-up y el de estabilizacion. Su funcién es garantizar que el sistema utiliza

el controlador adecuado segun el estado actual del sistema.
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Figura 5.7: Subsistema “Selector Control” del modelo de Simulink.

Las entradas de este subsistema son el error del estado actual con el deseado, y las sefales de
control de ambos controladores. La salida es la sefial del controlador escogido. La logica interna del
sistema verifica dos condiciones:

- Que el valor absoluto del error del angulo del péndulo sea menor a 25° de la vertical.
- Que el valor absoluto de la velocidad angular del péndulo sea menor a 4.5%.

Cuando ambas condiciones se cumplen, se interpreta que el péndulo esta suficientemente cerca
de la vertical y con baja velocidad angular, por lo que se habilita el controlador de estabilizacion. Las
condiciones se evalian mediante bloques comparadores y un bloque AND. La salida de este tltimo
bloque, establece el estado de un bloque Switch que conmuta entre la sefial del controlador de

estabilizacion cuando su entrada es positiva, y la sefial del controlador de swing-up cuando es nula.

5.2.7. Subsistema “Planta”

El subsistema que representa la planta en el modelo de Simulink puede tomar dos
configuraciones distintas, seglin el objetivo: una orientada a la implementacion en el prototipo fisico
mediante el uso del microcontrolador, ver Figura 5.8, y otra orientada a realizar simulaciones mediante
el modelo no lineal, ver Figura 5.9. A partir de las figuras se aprecia que la estructura interna de los
subsistemas cambia, pero las entradas y salidas son las mismas. La entrada es la sefial de voltaje que
se aplica para generar una fuerza en el carro, mientras que las salidas corresponden al estado completo
del sistema: posicion y velocidad del carro, d&ngulo y velocidad angular del péndulo, ademaés se incluye

una sefial del angulo del péndulo restringida al rango de [0, 27).
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Figura 5.8: Subsistema “Planta” del modelo de Simulink para control del prototipo.

En la Figura 5.8 se muestra el subsistema de planta utilizado para la implementacion en el
prototipo. En particular, se observan dos principales secciones, la seccion superior de adquisicion de
sefiales de medicion de los sensores encoder, y la seccion inferior que implementa la l6gica de control

del actuador.

5.2.7.1. Lectura de Sensores

La lectura de los sensores encoder se realiza mediante dos bloques Matlab System que ejecutan
una rutina llamada Encoder arduino.m obtenida de la pagina File Exchange de MATLAB, ver Anexo
A, la cual interpreta en cuadratura las sefiales A y B de cada sensor. Esta sefial es convertida a una
variable tipo double utilizando un bloque Data Type Conversion. Posteriormente, los valores son
convertidos a unidades de ingenieria utilizando bloques Gain como sigue:

- Para el sensor de la posicion del carro:
X _ 1rev 2mrad 0.0286m) (5.1)
Encoderl <4000cuentas)< 1rev )( 1rad '
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- Para el sensor del 4ngulo del péndulo:

0 _ ( 1rev ) <2nrad) (5.2)

Encoder2  \4000cuentas 1rev

Tras la conversion, las sefales son filtradas para reducir el ruido mediante un filtro de primer
orden de tipo IIR, con la siguiente funcion de transferencia en el dominio z:

(1-095)z  0.05z
z—095 z—0.95

Las mediciones de velocidad (lineal y angular) se obtienen a partir de las mediciones de posicion

H(z) = (5.3)

y angulo mediante bloques Discrete Derivative, que calculan la derivada discreta segin la siguiente

ecuacion:
dx Ax x[n] —x[n—1]
R 5.4
dt At T, 54)
5.2.7.2. Control del Actuador

La parte inferior del subsistema de la Figura 5.8 implementa la 16gica de control del motor en
base a lo descrito en la Tabla 3.1. El motor se acciona mediante dos sefiales PWM aplicadas a los
pines RPWM y LPWM del controlador, siguiendo las siguientes condiciones:

- El motor gira en sentido horario si: RPWM = PWM y LPWM = 0.

- El motor gira en sentido antihorario si: RPWM =0y LPWM = PWM.

La sefial de control recibida en este subsistema esta en el rango del voltaje de motor [—V,,, ],
por lo que para aplicar correctamente la sefial al motor primero se evalta el signo de la sefial, se calcula
su valor absoluto, se escala al rango [0, 255] y se envia al pin correspondiente dejando el otro en cero.

Ademas, se incluyen limites de seguridad para restringir el movimiento del carro dentro del
rango fisico permitido [—0.12, 0.12]m. Si se determina que la posicion excede estos limites, se anula

la sefal de control en aquella direccion, de forma de detener el motor y evitar dafios al prototipo.
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5.2.7.3. Subsistema para Simulacion

Motor DC

Carro-Péndulo : B
> / F

7[}» >
=

0
@_

Bdot

de/dt -> 8

-]
o
emod

Figura 5.9: Subsistema “Planta” del modelo de Simulink para realizar simulaciones.

El subsistema mostrado en la Figura 5.9 corresponde al modelo utilizado para simular el
comportamiento dindmico del sistema carro-péndulo. Este modelo resuelve de manera numérica las
ecuaciones diferenciales no lineales obtenidas en el Capitulo 2 y de esta forma poder analizar el
desempefio de las estrategias de control de manera previa a su implementacion en el prototipo.

En la parte superior izquierda se observa el modelo utilizado para el motor DC, este convierte
la senal de voltaje proveniente de los controladores en una fuerza que actta sobre el carro. El resto del
modelo representa el modelo dindmico del sistema carro-péndulo, donde las ecuaciones de
movimiento se implementan utilizando operadores matematicos en forma de bloques. También se
emplean bloques Integrator para obtener las variables de estado a partir de sus derivadas. Su valor
inicial se puede definir de manera arbitraria mediante un vector de cuatro elementos x0 establecida en
el espacio de trabajo de MATLAB.

El uso del modelo no lineal del sistema, a diferencia de los modelos lineales que solo son
vélidos en torno al punto de operacion, permite validar los controladores en todo el rango de
movimiento del péndulo. Esto es especialmente importante para simular de forma continua ambos

controladores, de swing-up y de estabilizacion.
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6. Resultados

6.1. Introduccion

En este capitulo se presentan y analizan los resultados obtenidos de la validacion de los
controladores disenados en el Capitulo 4. Se busca comparar el desempefio de cada estrategia, para
los problemas de swing-up y de estabilizacion, y destacar las ventajas y limitaciones de cada una.

Al final del capitulo, se presenta el desempefio de la estrategia control hibrido mediante swing-
up por control de posicion y el estabilizador LQR, la cual se identifico como la mejor configuracion

para el sistema.

6.2. Metodologia de las Pruebas

Para evaluar el desempefio de cada controlador se definen dos pruebas estandar aplicadas en
tanto en simulacién como en la planta real, donde se utilizan en ambos casos las mismas condiciones
iniciales. Estas pruebas son:

- Prueba de Swing-up: el péndulo comienza en su estado estable (6 = 0) y debe alcanzar la zona
del punto de operacion estable. Las métricas en esta prueba son: tiempo para alcanzar la zona de
equilibrio, cantidad de movimientos requeridos, requerimiento de desplazamiento del carro y suavidad
en la senal de control.

- Prueba de estabilizacion: el sistema comienza cerca de la posicion vertical (8 = ) y debe
mantener el equilibrio del péndulo sin que el carro se desplace fuera del riel. Las métricas en esta
prueba son: error en régimen permanente, estabilidad frente a perturbacion, y suavidad en la sefial de
control.

En cada prueba se analizan las senales de: angulo del péndulo (6 en rad), posicion del carro (x
en m) y sefal de control aplicada al motor (V en V). Para todos los controladores la sefal de estado

deseado o referencia es igual, tal que:

6.1)

DD KRR
oq ©O
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6.3. Resultados de Control de Swing-up
6.3.1. Control por Energia

En la Figura 6.1 se observan los resultados al aplicar la prueba de swing-up al controlador por
posicion en el prototipo, en donde el movimiento es realizado de forma exitosa.

En la grafica de desplazamiento del carro se observa un patrén oscilante de amplitud creciente,
lo que genera que el d&ngulo del péndulo aumente progresivamente llevandolo desde la posicion estable
a la zona de equilibrio. El carro se desplaza alrededor del punto medio del riel alcanzando dentro de

un rango de +0.10m, y requiere solo de 5 movimientos para elevar el péndulo realizados en 4.51s.

Sefial de Voltaje [V] ) Posl_cién del Carro[m] I'\ngu!o del Péndulo [rad] )
0.15 - 1 15

0.1F

0.05+ 1 0

Voltaje [V]
o
Posicién [m]

o
Angulo [rad]

-0.05 -

-01 + 4 -2

-015

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.1: Resultados de control de swing-up con controlador por energia.

Si bien en la Figura 6.1 se observa una prueba exitosa, el funcionamiento del controlador es en
general erratico e inconsistente. En las pruebas realizadas, se logré un éxito aproximadamente 1 de
cada 6 intentos, manteniendo las ganancias del controlador sin cambios. En la mayoria de los casos,
el péndulo sobrepasa la vertical con un exceso de energia, lo que impide la transicion a la
estabilizacion.

Ademas, se evidencid que el controlador es altamente sensible a los parametros de sintonia, tal
que pequefias variaciones generan grandes cambios en el comportamiento del sistema, esto dificulta
el proceso de sintonizacion y limita la robustez del método. La falta de restricciones fisicas en el
desplazamiento del carro también contribuye a que en algunos casos se alcancen los extremos del riel
imposibilitando el movimiento.

En la Figura 6.2 se observa una prueba caracteristica en donde el controlador de swing-up no

logra elevar el péndulo correctamente. Si bien lo lleva a la vertical, lo hace con demasiada energia y

51



el controlador estabilizador incluso saturandose, no es capaz de corregir el movimiento y mantener el

péndulo en la posicién invertida.

Seiial de Voltaje [V] Posicién del Carro [m] Angulo del Péndulo [rad]

0.1

0.05

Voltaje [V]
o
Posicion [m]
Angulo [rad]
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-0.05 1 -6F

-0.15

Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.2: Resultado fallido de control de swing-up con controlador por energia.

El controlador de swing-up por energia fue sintonizado mediante un ciclo iterativo de pruebas
ajustando progresivamente las ganancias que regulan su funcionamiento. Inicialmente, se fij6 una
saturacion en la sefial de control de forma arbitraria, segun lo indicado en la Tabla 4.1, con el objetivo
de un control suave que requiera de 5 a 10 oscilaciones para alcanzar la vertical. A continuacion, se
establecieron todas las ganancias en 1 y se evaluo la respuesta del sistema. Luego, se aumento la
ganancia k de forma progresiva tal que el péndulo alcance una posicion cercana a la vertical. Este
aumento provoca un mayor desplazamiento del carro sobre el riel, por lo que se ajusta de forma
creciente la ganancia de correccion de posicion. Dado que esta ultima tiende a disipar la energia del
sistema se compensa aumentando levemente la ganancia proporcional a la salida del controlador.

Los parametros utilizados para la sintonizacion del controlador se ven de forma resumida en la
Tabla 6.1.

Tabla 6.1: Parametros de sintonizacion del controlador de swing-up por energia.

Ganancia k 4.2
Ganancia correccion posicion 2.5
Ganancia proporcional salida 1.31

Saturacion del controlador n 0.18

52



6.3.2. Control por Posicion

La Figura 6.3 muestra los resultados al aplicar la prueba de swing-up al controlador por posicion
en el prototipo. En base a la sefial de voltaje aplicada al motor que presenta una forma oscilatoria con
amplitud decreciente, y al angulo del péndulo que tiene una forma oscilatoria creciente, se observa
una inyeccion de energia controlada al sistema. El movimiento oscilatorio del carro y el péndulo son
suaves.

El desplazamiento del carro muestra un movimiento oscilante alrededor del punto medio,
alcanzando un maximo de +0.075m, lo cual corresponde en gran medida a las referencias impuestas
al control de posicion. A medida que el péndulo gana energia se disminuye la ganancia del controlador
y se observa que la oscilacion del carro pierde magnitud.

El 4ngulo del péndulo demuestra el proceso de acumulacion de energia. Se observa que el
péndulo oscila con un aumento gradual en la magnitud. El controlador realiza 15 movimientos en el
carro que toman 12.9s en llevar al péndulo desde la posicion colgante la zona de equilibrio. Este
movimiento puede hacerse mas rapido aumentando la ganancia del control de posicion, sin embargo,

hacer esto puede afectar la estabilidad del sistema.

Sefial de Voltaje [V] Posicién del Carro [m] Angulo del Péndulo [rad]
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Figura 6.3: Resultados de control de swing-up con controlador por posicion.

El controlador de swing-up por posicion fue sintonizado mediante un ciclo iterativo de pruebas
ajustando progresivamente las ganancias que regulan su funcionamiento. Inicialmente se fijaron las
referencias de posicidon minima y maxima del carro de forma arbitraria, tal que el movimiento sea
acotado dentro de los limites permitidos, dejando un margen de seguridad. A continuacion, se fijo la
ganancia proporcional en 1 y se fijo en 0 la ganancia de la componente moduladora. Para inducir

oscilaciones mds amplias que permitan al péndulo acercarse a la posicion vertical, se aumenta
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progresivamente la ganancia proporcional. Sin embargo, se observa que esto provoca un exceso de
energia en la ultima parte del movimiento que hace que el péndulo sobrepase la vertical. Para mitigar
este efecto, se ajusta la ganancia moduladora, de modo que el desplazamiento del carro se haga mas
suave a medida que aumenta la energia del péndulo.

Los pardmetros utilizados para la sintonizacion del controlador se ven de forma resumida en la

Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Parametros de sintonizacion del controlador de swing-up por posicion.

Ganancia proporcional 12.7
Ganancia componente moduladora —9.52
Referencia posicion minima —0.08

Referencia posicion méxima 0.08

6.4. Resultados de Control de Estabilizacion
6.4.1. Control LOR

La Figura 6.4 muestra los resultados obtenidos al aplicar la prueba de estabilizacion al
controlador LQR en el prototipo. Como se observa en la grafica del angulo del péndulo, el controlador
es exitoso en estabilizar al péndulo alrededor de la posicion inestable con minimas desviaciones de
angulo.

La sefal de control oscila alrededor de OV y contiene una componente de alta frecuencia, sin
embargo, no alcanza niveles de saturacion (+7.4V) y se mantiene acotado a un rango de £1.6V
aproximadamente. El desplazamiento del carro se mantiene acotado a un rango de +0.046m respecto
del centro del riel, lo que implica una oscilacién constante del carro, sin embargo, el movimiento se
encuentra dentro de los margenes de operacion y no compromete la estabilidad del sistema. De forma

similar, el d&ngulo del péndulo oscila alrededor de & = 0 con un error maximo de +0.025rad.
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Figura 6.4: Resultados de control de estabilizacion con controlador LQR.

En la figura 6.5 se muestran los resultados del control LQR ante una presencia de perturbaciones
externas. En el desplazamiento del carro se observa que el controlador estaba en régimen estable
cuando responde ante perturbaciones en el angulo del péndulo, para luego volver a régimen estable.
En el 4ngulo del péndulo se observa que el rango de oscilacion se amplia a £0.07rad en comparacion
al régimen estable, sin embargo, el sistema actia con suficiente rapidez para mantener el péndulo
estable. También, se observa que la sefial de control oscila alrededor de OV con una mayor magnitud

de £3.8V, sin embargo, no se llega a saturar.

Sefial de Voltaje [V] i qulclén del Carro [m] ] : Angulo del Péndylo [rad]

4 1 o . ] 3.25f
32f

3150 A A

Voltaje [V]
o
‘
%
e
— =
—
——
=
j_gs
———
|
——
—
=
—_—
—
"
T—
Posicién [m]
o
Angulo [rad]

31F

3.05}
-0.1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.5: Resultados de control de estabilizacion con controlador LQR ante perturbacion externa.

El controlador estabilizador LQR fue sintonizado mediante un ciclo iterativo de pruebas
ajustando progresivamente las ganancias de las matrices de ponderacion de estado Q y penalizacién

de accion de control R, que regulan su funcionamiento. Inicialmente, se todos los elementos de Q y R
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en 1 y se evalud la respuesta del sistema. Luego, se incrementaron las penalizaciones de estado en
pasos de 10 poniendo énfasis en los estados de angulo del péndulo y posicion del carro, con el fin de
mejorar la estabilidad del péndulo y reducir el movimiento del carro. Una vez definidos los pesos de
la matriz Q, se ajust6 progresivamente la ganancia R con el fin de que la respuesta sea mas suave sin
comprometer la rapidez del sistema.

Los pardmetros utilizados para la sintonizacion del controlador se ven de forma resumida en la

Tabla 6.3.

Tabla 6.3: Parametros de sintonizacion del controlador estabilizador LQR.

Q diag([100,1,150,1])
R 0.2

6.4.2. Control PID

La Figura 6.6 muestra los resultados obtenidos al aplicar la prueba de estabilizaciéon al
controlador PID sin correccion de posicion del carro en el prototipo. Como se observa en la grafica de
angulo del péndulo, el controlador es exitoso en un principio pero luego el péndulo cae, esto se debe

a que el carro se desplaza hasta el limite del riel.
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Figura 6.6: Resultados de control de estabilizacion con controlador PID sin correccion de posicién.

La Figura 6.7 muestra los resultados obtenidos al aplicar la prueba de estabilizacion al
controlador PID con correccién de posicion del carro en el prototipo, es decir incorporando la

componente de posicion en la referencia del controlador de posicion. Se observa en la grafica de
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angulo que el controlador es exitoso en mantener al péndulo cercano a la vertical con un error de
+0.08rad. En la grafica de desplazamiento del carro, se observa que se mantiene en una oscilacion
constante de gran magnitud (0.175m), desplazada del centro del riel. Esto provoca que el carro llegue
al extremo del riel y el péndulo caiga. La sefial de control oscila alrededor de OV y contiene una
componente de alta frecuencia, sin embargo, no alcanza niveles de saturacion (£7.4V) y se mantiene

acotado a un rango de +2V aproximadamente.
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Figura 6.7: Resultados de control de estabilizacion con controlador PID con correcciéon de posicion.

En la Figura 6.8 se observa el desempeiio del controlador ante una minima perturbacion externa,

se observa que no es capaz de mantener el péndulo en la posicidn invertida, incluso saturando la sefal

de control.
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Figura 6.8: Resultados de control de estabilizacion con controlador PID ante perturbacion externa.
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Para sintonizar el controlador PID en cascada, se sintonizé primero el lazo interno de posicion
utilizando el lugar geométrico de las raices de la respuesta del sistema de orden reducido, luego se
sintonizé mediante pruebas iterativas el lazo externo de dngulo y finalmente se ajust6 la ganancia de
correccion de posicion.

Para obtener el modelo reducido de la posicion del carro se realizé una prueba en el prototipo

aplicando un impulso y se identifico un sistema integrador, con ganancia y constante de tiempo de la

forma:
6(s) = ——— = 2 (62)
S) = = .
s(zs+1) V(s)
2 ‘Entrada del Experimento‘ ‘ ‘ 008/ Salida del Experimento
Sefial de voltaje

1.8 4 X1.21

0.07 - Y 0.0667057
i’ X1.72
16 1 Y 0.0707461
0.06 -
141
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o
= =
I L
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Figura 6.9: Experimento realizado en el prototipo para identificar sistema de orden reducido.

Al observar los resultados del experimento de la Figura 6.9 se determina que la entrada comienza
en el segundo 1, tiene una magnitud de 2 durante 0.1s y la salida del sistema se estabiliza en 0.070
aproximadamente, se observa también que el sistema alcanza el 95% del valor final en el instante

1.21s. De esta forma se calcula K y T como sigue:

v  0.070

K= = =0.35 (6.3)
Apuiso 202

37 =0.21s = 7 = 0.07s (6.4)

Si luego se aproxima esta funcidon de transferencia a tiempo discreto utilizando el retentor de

orden cero como sigue:

S

G(z) = Z{l_—e_STG(s)} (6.5)
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Donde T es el tiempo de muestreo y es igual a 0.001s, se tiene:

. :K.z T+T<e_$—1) +<T<1;6’_$)—T€_£) 66
(z—-1) <z — e_?)

El lugar geométrico de las raices de la funcion de transferencia discreta (6.6) se observa en la

Figura 6.10. De éste se determina que el sistema reducido es estable ante un controlador de ganancia,

y dado que se desea una respuesta sin sobre impulso se selecciona una ganancia alrededor de 10.2.
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Figura 6.10: Lugar geométrico de las raices de la funcion de transferencia discreta identificada.

El lazo exterior se sintonizé mediante un proceso de pruebas iterativas comenzando con la
ganancia proporcional para obtener una respuesta rapida del sistema, cuidando que no se generen
oscilaciones. Luego se incorpor6 la ganancia integral para disminuir el error en régimen permanente.
Finalmente se ajusto levemente la ganancia derivativa para mejorar la estabilidad del sistema.

Una vez sintonizados los controladores PID se aumenta la ganancia de correccion de posicion
tal que el carro vuelva al centro a medida que se desvia a los extremos del riel.

Los parametros utilizados para la sintonizacion del controlador se ven de forma resumida en la

Tabla 6.4.
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Tabla 6.4: Parametros de sintonizacion del controlador estabilizador PID.

Ganancia proporcional Posicion 13
Ganancia proporcional Angulo 6
Ganancia integral Angulo 5
Ganancia derivativa Angulo 0.4
Ganancia correccion posicion 3.6
Saturacion correccion posicion +0.8
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6.5. Resultado de Control Completo Swing-up y Estabilizacion

La Figura 6.11 muestra la respuesta del sistema al aplicar la estrategia de control hibrida
compuesta por el controlador de swing-up por posicion y el controlador de estabilizacion LQR. A
partir de los resultados mostrados en este capitulo, se determind que estas dos estrategias son las que
entregan un mejor desempeilo en cada problema.

En la figura se observan distintas dos fases, cuando actia el controlador de swing-up, los
primeros once segundos, y cuando actlia el controlador estabilizador. Durante la primera etapa se
observan los movimientos controlados del carro entre las referencias de posicion, que generan un
movimiento en el péndulo de manera creciente, lo que acumula energia e invierte al péndulo. En la
segunda fase, que comienza cuando el péndulo pasa por la vertical, se activa el controlador de
estabilizacion y lo mantiene en la posicion invertida. Cuando ocurre la conmutacion, se observa un
pico a saturacion en la sefial de voltaje al motor, esto sucede para contrarrestar la trayectoria del
péndulo, de lo contrario el péndulo pasa por la vertical y cae.

Este resultado demuestra una integracion exitosa entre ambas estrategias, logrando completar la
maniobra de swing-up y mantener el equilibrio de forma estable. La transicion entre los controladores
ocurre sin desestabilizar el péndulo, lo que implica un correcto funcionamiento de ambos

controladores en juego.
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Figura 6.11: Resultados de control de hibrido con LQR y swing-up por posicion.
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7. Conclusiones

7.1. Sumario

Este trabajo abord6 el problema del control de un sistema de péndulo invertido montado sobre
un carro movil, una plataforma ampliamente estudiada por sus caracter no lineal, multivariable,
subactuado e inestable. En particular, se trabajé de forma diferenciada con el problema de elevar el
péndulo desde la posicion estable a la posicion invertida (movimiento de swing-up) y el problema de
estabilizar el péndulo en la posicion invertida (estabilizacion del péndulo).

Para resolver los problemas de control, se comenzd desarrollando un modelo matematico del
sistema mediante dos enfoques fenomenologicos: el método de Euler-Lagrange y un analisis basado
en las leyes de Newton. Ambos enfoques permitieron obtener un conjunto de ecuaciones no lineales
que describen el comportamiento del sistema. Posteriormente se linealizé el modelo en torno a los
puntos de operacion estable e inestable.

A partir del modelo, se disenaron e implementaron cuatro estrategias de control. Dos estrategias
estan orientadas al movimiento de swing-up, una basada en control de energia y otra basada en el
control de la posicion del carro. Las otras dos estrategias estan orientadas a la estabilizacion del
péndulo en la posicion inestable, una basada en control 6ptimo LQR y otra basada en controladores
PID en cascada. Estas estrategias fueron validadas utilizando Simulink e implementadas en un
prototipo real construido en el laboratorio.

Las pruebas realizadas fueron evaluadas segtin un set de métricas que permitieron comparar las

estrategias y determinar cudl presenta un mejor desempefio para controlar el sistema.

7.2. Conclusiones

Se desarrolld de forma exitosa un mismo modelo matematico a partir de dos enfoques distintos
del sistema carro-péndulo, esto entrega coherencia fisica y matematica a la formulacion del sistema.
El sistema de ecuaciones obtenido refleja la dindmica del sistema, y su linealizacién permiti6 obtener
funciones de transferencias para comprender de mejor forma el sistema.

Se implementaron lazos de control en el prototipo del laboratorio utilizando una arquitectura
basada en Simulink y Arduino. El sistema logr6é operar en tiempo real utilizando un tiempo de
muestreo determinado, que permitié el control del sistema.

Se disefiaron, validaron e implementaron dos esquemas de control para el movimiento de swing-
up del péndulo. El controlador basado en control de energia logrd realizar el movimiento de forma
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exitosa, sin embargo presenta poca repetibilidad y la mayoria de las veces se comporta de manera
erratica, generando un movimiento rapido que es dificilmente controlable por el controlador
estabilizador. En cambio, el control de swing-up por posicion logréd elevar el péndulo de manera
exitosa en multiples pruebas, presenta un comportamiento mucho mas suave y controlado, algo
deseado para un sistema inestable.

Se disefaron, validaron e implementaron dos esquemas de control para la estabilizacion del
péndulo. El controlador LQR presentd un comportamiento adecuado y robusto ante perturbaciones,
logrando controlar al péndulo con una respuesta rapida, utilizando un menor desplazamiento del carro.
En contraste, el controlador PID en cascada mostrd la tendencia a desplazar el carro a los extremos
del riel y una mayor sensibilidad ante perturbaciones.

El sistema de control hibrido compuesto por swing-up por posicion y estabilizacion LQR es el
mas efectivo entre los evaluados. Esta configuracion entrega una gran precision y permite el control
completo del sistema.

En conclusion, se valida la hipdtesis demostrando que si es posible desarrollar e implementar
controladores basados en estrategias de control de posicion y LQR que permitan resolver los

problemas de swing-up y estabilizacion en una planta de péndulo invertido con carro moévil.

7.3. Trabajo Futuro

En base a lo expuesto en este trabajo, se identifican diversas lineas de investigacion que
permitirian profundizar en el estudio del sistema péndulo invertido. Una de ellas es la implementacion
de controladores predictivos basados en modelo, que permitirian anticipar el comportamiento del
sistema. Desde un enfoque mas moderno, se propone evaluar el desempefio de controladores
inteligentes, como redes neuronales o de 16gica difusa, que no requieren un modelo exacto del sistema
y pueden adaptarse a condiciones variables. En esta misma linea, podria investigarse el uso de
controladores adaptativos que sean robustos ante cambios en los parametros del sistema como cambios
en la masa del péndulo o las fricciones del movimiento.

Por otro lado, se sugiere explorar el desempeio del sistema utilizando un actuador de mayor
precision, lo que permitiria mejorar el desempefio de la estabilizacidon en régimen permanente y
realizar movimientos mas definidos en la etapa de swing-up. También se propone incorporar un
control directo sobre la corriente del motor, con el fin de lograr una actuacion mas precisa y

consistente.
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Anexo A. Codigo MATLAB

analisis_fdt.m

%% Punto Estable

a2 = mxL"2 + I;

al = bp;

a0 = mkgxl;

b4 = (M+m)*k(mkxL"2+I)-m 2%L"2;
b3 = (M+m)xbp+(m*xL"2+I)*b;
b2 = (M+m)xmxgxL+bpxb;

bl = mxgxLxb;

C2 = —-mxL;

%Ec. (2.40)

num2 = [c2 0];

den2 = [b4 b3 b2 bil];

G2 = tf(num2,den2);
pole_G2 = pole(G2)

zero_G2 = zero(G2)

%Ec. (2.43)
numl = [a2 al a0d];
denl = [b4 b3 b2 bl 0];
Gl = tf(numl,denl);
pole_G1 = pole(G1)
zero_Gl1 = zero(G1)

figure()

subplot(3,2,1);pzmap(Gl); title('PZ Map Posicién Carro');
subplot(3,2,2);pzmap(G2); title('PZ Map Angulo Péndulo');
subplot(3,2,3);rlocus(Gl); title('RLocus Posicién Carro');
subplot(3,2,4);rlocus(G2); title('RLocus Angulo Péndulo');
subplot(3,2,5);bode(G1l); title('Bode Posicién Carro');
subplot(3,2,6);bode(G2); title('Bode Angulo Péndulo');
sgtitle('Linealizacién Punto de Operacién Estable', 'FontWeight', 'bold');

%% Punto Inestable

mxL™2 + I;

bp;

—mxg*L ;

(M+m) k (mxL"2+1) -m"2%L"2;
(M+m) *xbp+(mkL"~2+I ) *b;
—(M+m) *xmxgxL+bxbp;
—mxgkLxb;

mxL ;

(o
w
| 1 1 1 O O A A

2.49)

[c2 0];

[b4 b3 b2 bll;
(num2,den2);
pole(G2)
zero(G2)

numl [a2 al aol;
denl [b4 b3 b2 bl 0];
Gl = tf(numl,denl);
pole_G1 = pole(G1)
zero_Gl = zero(G1)

%Ec. (2.52)

66



figure()

subplot(3,2,1);pzmap(Gl); title('PZ Map Posicidén Carro');
subplot(3,2,2);pzmap(G2); title('PZ Map Angulo Péndulo');
subplot(3,2,3);rlocus(Gl); title('RLocus Posicién Carro');
subplot(3,2,4);rlocus(G2); title('RLocus Angulo Péndulo');
subplot(3,2,5);bode(G1); title('Bode Posicidén Carro');
subplot(3,2,6);bode(G2); title('Bode Angulo Péndulo');

sgtitle('Linealizacién Punto de Operacidén Inestable', 'FontWeight', 'bold');

parametros.m

% Sistema Carro/Pendulo

F=0; % Fuerza de entrada

m = 0.048; % Masa del péndulo

M= 0.220; % Masa del carro

L = 0.395; % Longitud del péndulo

g = 9.81; % Gravedad

b = 0.043; % Coeficiente de friccidén carro
bp = 0.0003; % Coeficiente de friccion de rotacion
Tosc = 2xpixsqrt(L/g); % Periodo de oscilacidn
I = (1/3)%0.048%xL"2+mxL~2; % Momento de inercia

x0 = [0; 0; 0.1; 0]; °
x_d = [0; 0; pi; 0.0];

[x, dx, @, d@] Condiciones iniciales
[x, dx, @, d@] Estado Deseado

o of

% Motor DC

Vm = 7.4; % Voltaje de motor

Rm = 1.5; % Resistencia interna

kt = 0.008; % Constante de torque

kb = 0.024; % Constante FEM

rm = 0.012/2; % Radio engranaje motor

N = 88/18; % Relacién de dientes engranaje

re = 0.0572/2; % Radio engranaje salida motor y encoder
r_equiv = re/N; % Radio Equivalente

poleplace carpend.m

% Matrices de estado (u = Vm)
ds = (M+m)*(I+m%kL"2)-m*2%L"2;
A=1([010 0;

0 —(I+mxL~2)*(b+(ktkkb)/(Rmkr_equiv”~2))/ds m~2xg*L"2/ds —mkxLxbp/ds;

000 1;

0 —-mxLx(b+(ktxkb)/(Rmxr_equiv”~2))/ds (M+m)xmxgxL/ds —bpx(M+m)/ds];
B = [0; (I+mkL"2)xkt/(ds*xRmxr_equiv); 0; mxLxkt/(ds*xRmxr_equiv)];

eig(A); % Autovalores de la matriz A
rank(ctrb(A,B)); % Controlabilidad del sistema

Q = diag([100, 1, 150, 1]1); % Penalizacidn de estado

R = 0.2; % Esfuerzo de control
K = 1qr(A,B,Q,R)
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Encoder_arduino.m

classdef Encoder_arduino < realtime.internal.SourceSampleTime ...
& coder.ExternalDependency ...
& matlab.system.mixin.Propagates ...
& matlab.system.mixin.CustomIcon

Read the position of a quadrature encoder.

o o of o°

% Copyright 2014 The MathWorks, Inc.
%#codegen
Ss#ok<xEMCA>

properties (Nontunable)
Encoder = @
PinA = 2
PinB = 3

end

properties (Constant, Hidden)
% AvailablePin specifies the range of values allowed for Pin. You
can customize the AvailablePin for a particular board. For
example, use AvailablePin = 2:13 for Arduino Uno.

AvailablePin = 0:53;

MaxNumEncoder = 3
end

o® o of

methods
% Constructor
function obj = Encoder_arduino(varargin)
coder.allowpcode('plain');

% Support name-value pair arguments when constructing the object.
setProperties(obj,nargin,varargin{:});
end

function set.PinA(obj,value)
coder.extrinsic('sprintf') % Do not generate code for sprintf
validateattributes(value,...
{'numeric'}, ...
{'real', 'nonnegative', 'integer"', 'scalar'},...
'PinA');
assert(any(value == obj.AvailablePin),
'Invalid value for Pin. Pin must be one of the following: %s'
sprintf('sd ', obj.AvailablePin));
obj.PinA = value;

’

end

function set.PinB(obj,value)
coder.extrinsic('sprintf') % Do not generate code for sprintf
validateattributes(value,...
{'numeric'}, ...
{'real', 'nonnegative', 'integer"', 'scalar'},...
'PinB');
assert(any(value == obj.AvailablePin),
'Invalid value for Pin. Pin must be one of the following: %s'
sprintf('sd ', obj.AvailablePin));
obj.PinB = value;

’
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end

function set.Encoder(obj,value)
validateattributes(value,...
{'numeric'},...

{'real', 'nonnegative', 'integer"', 'scalar', '>="',0, '<=',0bj.MaxNumEncoder}, ...

end

'Eﬁcoder');
obj.Encoder = value;
end

methods (Access=protected)

end

function setupImpl(obj)
if coder.target('Rtw')
% Call: void enc_init(int enc, int pinA, int pinB)
coder.cinclude('encoder_arduino.h');
coder.ceval('enc_init', obj.Encoder, obj.PinA, obj.PinB);
end
end

function y = stepImpl(obj)
y = int32(0);
if coder.target('Rtw')
% Call: int enc_output(int enc)
y = coder.ceval('enc_output', obj.Encoder);
end
end

function releaseImpl(obj) %#ok<MANU>
end

methods (Access=protected)

%% Define output properties

function num = getNumInputsImpl(~)
num = 0;

end

function num = getNumOutputsImpl(~)
num = 1;
end

function flag = isOutputSizeLockedImpl(~,~)
flag = true;
end

isOutputFixedSizeImpl(~,~)

function varargout =
= true;

varargout{1}
end

function flag = isOutputComplexityLockedImpl(~,~)
flag = true;
end

function varargout = isOutputComplexImpl(~)
varargout{l} = false;
end

function varargout = getOutputSizeImpl(~)
varargout{1} = [1,1];
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end

function varargout = getOutputDataTypeImpl(~)
varargout{l} = 'int32';
end

function icon = getIconImpl(~)
% Define a string as the icon for the System block in Simulink.
icon = 'Encoder';
end
end

methods (Static, Access=protected)
function simMode = getSimulateUsingImpl(~)
simMode = 'Interpreted execution';
end

function isVisible = showSimulateUsingImpl
isVisible = false;
end
end

methods (Static)
function name = getDescriptiveName()
name = 'Encoder';
end

function b = isSupportedContext(context)
b = context.isCodeGenTarget('rtw');
end

function updateBuildInfo(buildInfo, context)
if context.isCodeGenTarget('rtw')
% Update buildInfo
rootDir = fullfile(fileparts(mfilename('fullpath')),'.."', 'src');
buildInfo.addIncludePaths(rootDir);
buildInfo.addIncludeFiles('encoder_arduino.h');
buildInfo.addSourceFiles('encoder_arduino.cpp', rootDir);
end
end
end
end

encoder_arduino.h

#ifndef _ENCODER_ARDUINO_H
#define _ENCODER_ARDUINO_H
#include "rtwtypes.h"

#ifdef _ cplusplus
extern "C" {
#endif

void enc_init(int enc, int pinA, int pinB);
int enc_output(int enc);

#ifdef _ cplusplus
¥

#endif
#endif //_ENCODER_ARDUINO_H

encoder_arduino.cpp
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#include <Arduino.h>
#include "encoder_arduino.h"

typedef struct
{

int pinA;
int pinB;
int pos;
int del;
} Encoder;
volatile Encoder Enc[3] = {{¢0,0,0,0}, {0,0,0,0}, {0,0,0,0}};

// Auxiliary function to handle encoder attachment
static int getIntNum(int pin)
{
// Returns the interrupt number for a given interrupt pin
// See http://arduino.cc/it/Reference/AttachInterrupt
switch(pin) {
case 2:
return 0;
case 3:
return 1;
case 21:
return 2;
case 20:
return 3;
case 19:
return 4;
case 18:
return 5;
default:
return -1;

}

// Auxiliary debouncing function
static void debounce(int del)

for (int k = 0; k < del; k++) {
// can't use delay in the ISR so need to waste some time
// perfoming operations, this uses roughly 0.1ms on uno
k =k +0.0 +0.0 -0.0 +3.0 -3.0;

}

// Interrupt Service Routine: change on pin A for Encoder 0
static void irsPinAEn@(void)
{

// Read pin B right away

int drB = digitalRead(Enc[0].pinB);

// Possibly wait before reading pin A, then read it
debounce(Enc[0].del);
int drA = digitalRead(Enc[@].pinA);

// this updates the counter
if (drA == HIGH)
{
// low—>high on A?
if (drB == LOW) { // check pin B
Enc[0].pos++; // going clockwise: increment
}
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else {
Enc[0].pos——; // going counterclockwise: decrement

b
else {
// must be high to low on A
if (drB == HIGH) { // check pin B
Enc[0].pos++; // going clockwise: increment

}
else {

Enc[0].pos——; // going counterclockwise: decrement
}

} // end counter update

} // end ISR pin A Encoder 0

// Interrupt Service Routine: change on pin B for Encoder 0
static void isrPinBEn@(void)

{

// read pin A right away
int drA = digitalRead(Enc[@].pinA);

// possibly wait before reading pin B, then read it
debounce(Enc[0].del);
int drB = digitalRead(Enc[@].pinB);

// this updates the counter
if (drB == HIGH) { // low—>high on B?
if (drA == HIGH) { // check pin A
Enc[0].pos++; // going clockwise: increment
} else {
, Enc[0].pos——; // going counterclockwise: decrement

} else { // must be high to low on B
if (drA == LOW) { // check pin A
Enc[0].pos++; // going clockwise: increment
} else {
, Enc[0].pos——; // going counterclockwise: decrement

} // end counter update

} // end ISR pin B Encoder 0

// Interrupt Service Routine: change on pin A for Encoder 1
static void irsPinAEnl(void)

{

// read pin B right away
int drB = digitalRead(Enc[1].pinB);

// possibly wait before reading pin A, then read it
debounce(Enc[1].del);
int drA = digitalRead(Enc[1].pinA);

// this updates the counter
if (drA == HIGH) { // low—>high on A?
if (drB == LOW) { // check pin B
Enc[1].pos++; // going clockwise: increment
} else {
Enc[1].pos——; // going counterclockwise: decrement

¥
} else { // must be high to low on A
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if (drB == HIGH) { // check pin B

Enc[1].pos++; // going clockwise: increment
} else {

Enc[1].pos—-—; // going counterclockwise: decrement
¥

} // end counter update

} // end ISR pin A Encoder 1

// Interrupt Service Routine: change on pin B for Encoder 1
static void isrPinBEn1(void)

{

// read pin A right away
int drA = digitalRead(Enc[1].pinA);

// possibly wait before reading pin B, then read it
debounce(Enc[1].del);
int drB = digitalRead(Enc[1].pinB);

// this updates the counter
if (drB == HIGH) { // low—>high on B?
if (drA == HIGH) { // check pin A
Enc[1].pos++; // going clockwise: increment
} else {
Enc[1].pos—-—; // going counterclockwise: decrement
}

} else { // must be high to low on B
if (drA == LOW) { // check pin A
Enc[1].pos++; // going clockwise: increment
} else {
Enc[1].pos—-—; // going counterclockwise: decrement
}

} // end counter update

} // end ISR pin B Encoder 1

// Interrupt Service Routine: change on pin A for Encoder 2
static void irsPinAEn2(void)

{

// read pin B right away
int drB = digitalRead(Enc[2].pinB);

// possibly wait before reading pin A, then read it
debounce(Enc[2].del);
int drA = digitalRead(Enc[2].pinA);

// this updates the counter
if (drA == HIGH) { // low—>high on A?
if (drB == LOW) { // check pin B
Enc[2].pos++; // going clockwise: increment
} else {
, Enc[2].pos——; // going counterclockwise: decrement
}

else { // must be high to low on A
if (drB == HIGH) { // check pin B
Enc[2].pos++; // going clockwise: increment
} else {
Enc[2].pos——; // going counterclockwise: decrement
}
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} // end counter update

} // end ISR pin A Encoder 2

// Interrupt Service Routine: change on pin B for Encoder 2
static void isrPinBEn2(void)
{

// read pin A right away

int drA = digitalRead(Enc[2].pinA);

// possibly wait before reading pin B, then read it
debounce(Enc[2].del);
int drB = digitalRead(Enc[2].pinB);

// this updates the counter
if (drB == HIGH) { // low—>high on B?
if (drA == HIGH) { // check pin A
Enc[2].pos++; // going clockwise: increment
} else {
Enc[2].pos——; // going counterclockwise: decrement
}
¥

else { // must be high to low on B
if (drA == LOW) { // check pin A
Enc[2].pos++; // going clockwise: increment
} else {
, Enc[2].pos——; // going counterclockwise: decrement

} // end counter update
} // end ISR pin B Encoder 2

// Initialization function called by Encoder System object
extern "C" void enc_init(int enc, int pinA, int pinB)
{

// enc is the encoder number and it can be 0,1 or 2

// if other encoder blocks are present in the model

// up to a maximum of 3, they need to refer to a

// different encoder number

// store pinA and pinB in global encoder structure Enc
// they will be needed later by the interrupt routine
// that will not be able to access s—function parameters

Enclenc].pinA=pinA; // set pin A
Enc[enc].pinB=pinB; // set pin B

// set encoder pins as inputs
pinMode(Enc[enc].pinA, INPUT);
pinMode(Enc[enc].pinB, INPUT);

// turn on pullup resistors
digitalWrite(Enc[enc].pinA, HIGH);
digitalWrite(Encl[enc].pinB, HIGH);

// attach interrupts
switch(enc) {
case 0:
attachInterrupt(getIntNum(Enc[@].pinA), irsPinAEn@, CHANGE);
attachInterrupt(getIntNum(Enc[@].pinB), isrPinBEn@, CHANGE);
break;
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case 1:
attachInterrupt(getIntNum(Enc[1].pinA), irsPinAEnl, CHANGE);
attachInterrupt(getIntNum(Enc[1].pinB), isrPinBEnl, CHANGE);
break;

case 2:
attachInterrupt(getIntNum(Enc[2].pinA), irsPinAEn2, CHANGE);
attachInterrupt(getIntNum(Enc[2].pinB), isrPinBEn2, CHANGE);
break;

}

// Output function called by Encoder System object
extern "C" int enc_output(int enc)

{

return (double)Enc[enc].pos;
}
// [EOF]
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Resumen (maximo 200 palabras)

El trabajo presenta el disefio, validacion e implementacion de estrategias de control para un
sistema de péndulo invertido sobre carro movil en los problemas de swing-up y de estabilizacion.
Se desarrollé un modelo fenomenologico utilizando dos enfoques distintos, el método de Euler
Lagrange, basado en energia y mediante un analisis de fuerzas basado en las leyes de Newton.
Ambos métodos conducen al mismo modelo dinamico, el cual es linealizado alrededor de los dos
puntos de operacion del sistema para obtener representaciones en funciones de transferencia y
espacio de estados.

En base al modelo se disefian dos estrategias de control para la etapa de swing-up, una mediante
control de energia y otra basada en el control de la posicion del carro. Para la estabilizacion del
péndulo se disefia un controlador 6ptimo LQR y un controlador basado en un esquema PID en
cascada. Cada estrategia fue implementada en un prototipo fisico desarrollado en el laboratorio.
Los resultados obtenidos demuestran que la estrategia de swing-up por posicion tiene un mejor
desempefio para elevar el péndulo en un espacio reducido, mientras que el controlador LQR
presenta un desempefio superior frente al esquema PID, tanto en robustez ante perturbaciones
como estabilidad general del sistema.
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