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1. Introduccion

En la actualidad, la generacién masiva de datos ha convertido su anélisis, visuali-
zacion y representacion en aspectos fundamentales de multiples areas del conoci-
miento. Mas alla de almacenar informacion, el desafio central consiste en dotarla de
una estructura que permita comprender sus relaciones internas, identificar patrones
y facilitar la toma de decisiones. En este contexto, la representacion geométrica de
los datos surge como una herramienta poderosa, ya que traduce informacién abs-
tracta en configuraciones espaciales que pueden analizarse tanto desde un punto de
vista visual como algoritmico, lo que permite detectar agrupamientos, jerarquias, y

relaciones estructurales entre los datos.

Uno de los principales desafios es representar datos de alta dimensionalidad de ma-
nera comprensible, preservando al méximo su estructura relacional. Técnicas clasicas
como el andlisis de componentes principales (PCA) buscan reducir la dimensiona-
lidad conservando la mayor cantidad posible de variabilidad. Sin embargo, existen
enfoques alternativos que no se centran en las coordenadas de los datos, sino de las
relaciones entre ellos, particularmente las relaciones conocidads como medidas de
disimilitud. En estos casos, la informacién no se describe mediante vectores en un

espacio euclidiano, sino a través de diferencias entre pares de elementos.

Las disimilitudes cuantifican el grado de diferencia entre pares de elementos y cons-
tituyen una herramienta fundamental en numerosas disciplinas. En biologia, por
ejemplo, se emplean en filogenética para modelar relaciones evolutivas entre espe-
cies [7]. A partir de estas medidas, es posible construir representaciones geométricas
que reflejan la estructura implicita del conjunto de datos, permitiendo visualizar

patrones y detectar regularidades.

En esta tesis se estudian las representaciones geométricas de espacios de disimili-
tud conocidos como espacios Robinson. Estos espacios admiten un orden lineal de
sus elementos compatible con sus disimilitudes, lo que posibilita su representaciéon
geométrica en estructuras lineales. El objetivo principal de esta tesis es analizar

y desarrollar representaciones geométricas para espacios Robinson en estructuras



arboreas.

2. Definiciones

Denotaremos por S a un conjunto finito de elementos. Una disimilitud p sobre S es
una funcién p : S x S — Rsq tal que p(z,y) = p(y,x) > 0 para todo x,y € S,y
p(x,y) =0 siy solo si z =y. Al par (5, p) se le denomina espacio de disimilitud.

Definicién 2.1 (Espacio Robinson). Un espacio de disimilitud (S, p) es Robinson
si existe un orden total < en S tal que, para todo trio x < y < z en S, se cumple
que

p(z,z) > méx{p(z,y), p(y, 2)}.

A dicho orden se le llama orden compatible. Diremos ademds que un espacio Ro-

binson es estricto si p(x,y) # p(w,z) para dos pares distintos cualquiera {x,y} #
{w, z}, conx #y yw# z.

A partir de los valores de disimilitud de un espacio Robinson, nosotros planteamos
el concepto de centros izquierdos y derechos, buscando representar la estructura que

siguen los valores de las disimilitudes, expresadas en base a las relaciones de orden

entre ellas.

Sea (S, p) un espacio de disimilitud Robinson de n elementos, digamos S = [1,n],
con un orden compatible <. Para cada par de elementos i,j € [1,n] con i < j,
definimos su centro izquierdo, denotado por ci(i, j), como el mayor elemento k entre

1y J que sea mas similar a ¢ que a j, es decir,
ci(i, j) = max{k € [i, 7] : p(i, k) < p(k, j)}-

De manera anéloga, con i < j, definimos el centro derecho cd(i,j) como el minimo

elemento entre 7 y j que es mas similar a j que a .
cd(i, j) = min{k € [i, 5] : p(i, k) > p(k, j)}.

Extendemos la definicién para el caso ¢ = j, donde ci(i, ) = cd(i, i) = 1.



Estas definiciones nos permiten caracterizar los espacios Robinson a partir de las
relaciones entre sus disimilitudes. Eso se puede representar en lo que denotaremos
por matriz de centros izquierdos y derechos, o, de manera més sencilla, por matriz

de centros.

Dado un espacio de disimilitud Robinson (.S, p) de n elementos, definimos su ma-
triz de centros como la matriz cuadrada de tamano n x n que contiene los centros

izquierdos sobre la diagonal, y los centros derechos bajo la diagonal. Esto es,

ci(i,j) sii<j
C(9)j=141i ifi=j
cd(i,j) sii>j.

Para representar geométricamente los espacios de disimilitud, utilizaremos el con-
cepto de dibujo vdlido, que busca llevar los espacios de disimilitud hacia espacios
métricos, de manera que cada elemento esté a menor distancia de aquellos con los

que es mas similar, que de aquellos con los que es menos similar.

Definicién 2.2 (Dibujo valido). Sea (T, A) un espacio métrico y (S, p) un espacio
de disimilitud. Una inyeccion I : S — T es un dibujo vélido si para todo x,y,z € S

que cumplen p(x,y) < p(z, z), entonces A(I(z),I(y)) < A(I(x),I(2)).

Los dibujos validos para espacios de disimilitud han sido estudiados previamente
sobre espacios métricos tales como la recta, la circunferencia, y el plano. Un estudio
hecho por Aracena y Thraves en [I] prueba que no todo espacio Robinson admite
un dibujo valido en la recta, por lo cual buscamos un espacio métrico que dé mas
libertad para representar los espacios Robinson, pero sin ser demasiado complejo.
Asi, elegimos trabajar con drboles reales (real trees), los cuales son espacios métricos

que generalizan la estructura linear presente en la recta real.

Definicién 2.3 (Real tree). Un espacio métrico (T, A) es un real tree si es conexo

por cammosﬂ y para todo trio x,y,z € T, eziste un punto ¢ € T' (llamado centro) tal

1Un espacio métrico se dice conexo por caminos si, para todo par de puntos, existe una curva

continua (o camino) completamente contenida en el espacio, que une a ambos puntos
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Figura 1: Ejemplo de un caterpillar de 9 vértices, cuya columna estéd compuesta por

los vértices ¢;, y sus patas son las aristas que unen a los ¢; con los [;.

que los caminos geodésicos entre los pares (x,y), (y,2) y (z,x) se intersectan en c.

En particular, como los espacios Robinson cuentan con un orden entre sus elementos,
nos centraremos en real trees que nos permitan mantener esta nociéon de orden,

conocidos como caterpillars.

Definimos un caterpillar como un espacio métrico a partir de un intervalo real S =
[0, L] lamado columna, con L > 0. Para un conjunto finito o numerable de puntos
{z;}ier C S, asociamos a cada x; un segmento B; = [0, ¢;], con ¢; > 0, llamado pata,
e identificamos el punto 0 € B; con z; € S. El espacio métrico T" obtenido al unir S

y todas las ramas B;, con una distancia de camino, es un caterpillar.

Ademas, para los caterpillars se puede considerar una versién discreta, representada
como grafos arbol. En su version discreta, un caterpillar es un tipo de arbol en el
cual todos sus vértices estan en un camino principal, o son vecinos de un vértice en
ese camino principal, como se observa en la Figura [l A las aristas del caterpillar
discreto se les pueden asignar pesos, o distancias, que representan las longitudes
entre sus nodos en la version continua. Llamaremos por caterpillar con pesos a un
caterpillar discreto cuyas aristas tienen pesos asociados. Al camino principal sobre
el cual se construye el caterpillar lo denominamos columna, y a las aristas agregadas
a los vértices de la columna las denominamos patas, de manera andloga al caso

continuo.

Tal como se puede apreciar en la Figura[l] a los vértices de la columna los denotamos
por ¢;, siguiendo el orden dado por la columna. Las patas unen vértices en la columna

principal con hojas del caterpillar.



Con estas definiciones, planteamos la hipdtesis central de esta tesis.

Todo espacio Robinson admite un dibujo vdlido en real tree.

Para estudiar esta hipdtesis, nos apoyaremos en una herramienta conocida como un

programa lineal.

Un programa lineal es un problema de optimizacién cuya forma general es

Minimizar c¢'z

sujetoa Ax <b

x>0,

donde x € R" es el vector de variables, ¢ € R" es el vector de coeficientes de la
funcion, A € R™*" es la matriz de restricciones y b € R™ es el vector de términos

constantes.

3. Marco Tedrico

El estudio de representaciones geométricas de datos ha evolucionado con el desarrollo
de técnicas que permiten capturar las relaciones entre elementos de un conjunto, en
especial mediante disimilitudes. En este contexto, surge el interés por representar ta-
les disimilitudes respetando su estructura interna, lo cual ha sido abordado mediante

la nocion de dibujos vdlidos y su relacién con estructuras métricas especificas.

3.1. Dibujos validos

Para comprender los comienzos de los dibujos vélidos, primero definiremos a los gra-
fos con signos. Estos son grafos simples no dirigidos, cuyas aristas tienen etiquetas
positivas (4) o negativas (—). En base a estos grafos, se introdujo el concepto de
dibujo véalido por Kermarrec y Thraves [11] como una forma de representar a estos
grafos en espacios métricos Euclidianos. En este enfoque, los vértices del grafo son
ubicados en un espacio de dimensiéon baja, como la recta real o el plano, de modo
que las relaciones de cercania entre amigos (aristas positivas) y lejania entre enemi-

gos (aristas negativas) se preserven. Ademads, dan una caracterizacion para aquellos



grafos con signos que si admiten un dibujo vélido en la recta real, y mencionan un
algoritmo polinomial para decidir si un grafo completo admite un dibujo valido en

la recta o no.

Después, Cygan et al., en [6], vincularon los grafos completos y con signos que
admiten dibujos validos en la recta real con grafos de intervalo, probando que un
grafo completo con signos admite un dibujo valido en la recta si y solo si su grafo de
aristas positivas es un grafo de intervalo propio. También prueban que el problema
de decidir si un grafo con signos tiene un dibujo valido en la recta es un problema
NP-Completo, y que el problema de determinar la menor dimensién [ para que un

grafo con signos sea representado en R’ es un problema NP-hard.

Trabajos posteriores han buscado profundizar los conceptos de dibujo valido y sus
aplicaciones. Pardo et al. en [I5] estudian el problema de minimizar la cantidad de
errores producidos al asignar un dibujo valido en la recta a un grafo, problema que
llaman minSA, y lo relacionan con el problema de quadratic assignment, probando
que en el caso de grafos con signos completos ambos problemas comparten mini-
mos locales, y proponen dos heuristicas para aproximar soluciones al problema, una

basada en métodos greedy y la otra basada en la metodologia GRASP.

Otra drea de estudio fue visitada por Spaen et al. en [18], buscando acotar la dimen-
sion en la que todo grafo con signos de n vértices admite un dibujo valido, llegando
a la cota de [logs(n—3)] < L(n) < n—2, siendo L(n) la menor dimensién en la que
admite un dibujo vélido cualquier grafo con signos con n elementos. También se ha
estudiado el problema para otro tipo de espacios, con Benitez et. al., en [3], donde se
explora el problema usando como espacio métrico a la circunferencia en lugar de la
recta. Aqui, los autores utilizan la nocién de Circular-Arc Graphs para caracterizar
los grafos con signos que admiten un dibujo en la circunferencia, mostrando que
un grafo con signos completo admite un dibujo en la circunferencia si y solo si su

subgrafo de aristas positivas es un grafo arco-circular propio.

Otro estudio del problema en distintos espacios métricos fue realizado por Becerra y
Thraves el ano 2019, en [2]. En este trabajo, ellos estudian el problema de encontrar

un dibujo vélido para grafos con signos en un real tree. Los autores trabajan con



grafos Neighborhood Subtree Intersection, o grafos NSI, probando que un grafo con
signos completo tiene un dibujo vélido en un real tree si y solo si su subgrafo que

contiene sélo las aristas positivas es un grafo NSI.

Aracena y Thraves en [I] proponen una version mas compleja del problema visto en
[T1]. En lugar de considerar solo grafos con signos, ellos buscan encontrar un dibujo
valido en la recta para un grafo con pesos, planteando este nuevo problema como un
problema de optimizacién, determinando un poliedro convexo a partir de un sistema
de desigualdades, y mostrando la equivalencia entre la existencia de un dibujo y
que el poliedro sea no vacio. Ademds, muestran que si (S, p) tiene un dibujo vélido
para un orden compatible, entonces lo tiene para todos sus o6rdenes compatibles.
También, los autores demuestran que existe relacién con el problema de Seriacién
([I7]), pero que los problemas son diferentes. En particular, ellos prueban que la
seriacion, o propiedad Robinsoniana de un espacio, es una condicién necesaria para

resolver el problema, pero no suficiente.

3.2. Espacios Robinson

Como se mencion6 anteriormente, el problema de encontrar un dibujo valido esta
relacionado con el problema de seriacion, formulado inicialmente para ordenar mues-
tras arqueolégicas en sentido cronolégico. Robinson define este problema en [17]e in-
troduce el concepto de espacio Robinson. Este tipo de espacios ha sido ampliamente
estudiado, ya que permite trabajar con conjuntos de objetos con los que se cuenta
con informacién respecto a la similitud entre pares de objetos, teniendo aplicaciones

en arqueologia [10] y bioinformatica [19], entre otros.

Algunos avances con respecto a este tipo de espacios se relacionan con el recono-
cimiento de espacios Robinson. Fortin y Préa, en [16] dan un algoritmo polinomial
optimo para reconocer espacios Robinson usando arboles de clique y propiedades de
grafos de intervalos, aplicandolos a PQ-Trees, arboles que representan las distintas
permutaciones sobre un conjunto. El algoritmo que proporcionan tiene complejidad
temporal O(n?), siendo n la cantidad de elementos en el espacio. Luego, en el afio

2017, otro método para reconocer espacios Robinson es presentado por Laurent y Se-



minaroti en [12], utilizando un algoritmo basado en Lex-BFS para encontrar érdenes
compatibles. Posteriormente, en [13], los mismos autores proponen una generaliza-
cién de este algoritmo, que llaman Similarity First Search, o SES, para explorar el
grafo con pesos asociado al espacio de disimilitud. Este algoritmo explora el grafo
moviéndose por vértices que sean mas similares a los ya visitados, con una comple-
jidad temporal de O(n? + nmlogn), siendo m la cantidad de aristas en el grafo, y n
la cantidad de vértices. En [I4], Laurent et al. dan una caracterizacién de los espa-
cios Robinson mediante el uso de tripletas asteroidales con pesos, esto es, tripletas
de elementos en el espacio de disimilitud tales que, al considerar un orden entre sus
elementos, para cualquier par dentro de la tripleta existe una secuencia de elementos
distintos que une al par, pero que al agregar el elemento restante de la tripleta entre
dos elementos consecutivos dentro de la secuencia, estos tres elementos no cumplen
con la propiedad de Robinson. Ellos demuestran que un espacio es Robinson si no
tiene tripletas asteroidales. Los autores también proponen un algoritmo que permite
reconocer la existencia de tripletas asteroidales en tiempo O(n?). Después, en el afo
2024, Carmona et al. en [5] muestran otro método para reconocer espacios Robinson,
introduciendo el concepto de mmddulos, que son subconjuntos M de elementos tales
que, para cualquier elemento fuera de M, la distancia a todos los elementos de M es
la misma, utilizando este concepto para encontrar un algoritmo divide-and-conquer,

que también tiene complejidad temporal O(n?).

3.3. Nuestros resultados

En esta tesis estudiamos la representacion de espacios Robinson en real trees. Para
ello, en la Seccién [4] presentamos los resultados desarrollados en el transcurso de esta

investigacion.

En la Subseccién [4.1] presentamos la condicién de los cuatro puntos, la cual permite
caracterizar métricas de arbol, y la utilizamos para formular un programa lineal
(LP1)(S) que permite decidir si un espacio Robinson admite un dibujo vélido en un

real tree, con una cantidad de restricciones de orden O(n?).

Luego, en la Subseccion [4.2] nos enfocamos en los espacios Robinson estrictos. Uti-



lizando la Construccién [£.2] obtuvimos, a partir de espacios Robinson generales,
espacios estrictos que cumplen que todo dibujo valido para el espacio Robinson es-
tricto también lo es para el espacio original, como demostramos en el Teorema [£.4]
Aprovechando esta estructura, introdujimos una nueva condicién sobre las métricas
de un dibujo valido para los espacios estrictos, que llamamos la condicién de los cua-
tro puntos fuerte. Esta condicién caracteriza las métricas de los caterpillars, como
demostramos en el Lema y nos permitié enunciar el Corolario .6} el cual esta-
blece que si un espacio Robinson admite un dibujo valido en un real tree, entonces
dicho arbol debe ser un caterpillar. A continuacion, formulamos el programa lineal
(LP2)(S), que permite decidir si un espacio Robinson estricto admite un dibujo
valido en un caterpillar, con una cantidad de restricciones de orden O(n?), lo cual
nos permite decidir la existencia de un dibujo valido en un caterpillar en tiempo

polinomial.

En la Subseccién [4.3] estudiamos propiedades estructurales de las matrices de centro
y obtuvimos una cota para su cantidad en funcién de n, lo cual demostramos en el
Lema [4.11} Esto nos permitié realizar un analisis experimental exhaustivo sobre
espacios Robinson con menos de 9 elementos, cuyos resultados se presentan en el
Cuadro 1

Luego, en la Subseccién [.4] utilizamos la representacién matricial del sistema
(LP2)(S) para aplicar herramientas clasicas de optimizaciéon. En particular, em-
pleamos un teorema de alternativas para estudiar la existencia de dibujos validos,
como mostramos en el Teorema [£.13] A partir de este resultado, refinamos el progra-
ma lineal identificando restricciones redundantes que pueden eliminarse sin cambiar
la factibilidad del sistema. En el Teorema [4.14] utilizamos las restricciones no re-
dundantes para encontrar una condicién suficiente para que un espacio de Robinson
estricto tenga un dibujo valido en un caterpillar. Ademas, en el Teorema pro-
bamos que todo espacio Robinson que cumple ci(i,j) < (i + j)/2 < cd(i, j), para
todo par ,7, o bien, ci(i,j) < (i + j)/2 < cd(i,j), para todo par i, j, admite un

dibujo valido en un caterpillar.

Finalmente, en el Teorema mostramos mediante un contraejemplo que no todo



espacio Robinson admite un dibujo vélido en un real tree. En la Seccién [, comen-

tamos posibles lineas de investigacién futura.

4. Representacion de espacios Robinson

En esta seccion presentaremos todos los resultados obtenidos en esta investigacion
para la representacién de espacios Robinson en los real trees, utilizando como prin-
cipal herramienta los programas lineales. Comenzaremos planteando un programa
lineal que nos permite encontrar un dibujo valido para un espacio Robinson, y luego
utilizaremos las propiedades estructurales de los espacios Robinson estrictos para

presentar una formulacion alternativa y con una menor cantidad de restricciones.

4.1. Encontrar dibujos validos

Comenzaremos presentando un programa lineal que, dado un espacio Robinson, nos
permita decidir si tiene o no un dibujo valido en un real tree. Para ello, utilizare-
mos una caracterizacion de los real trees a partir de métricas, que presentamos a

continuacion.

Definicién 4.1 (Condicién de los cuatro puntos). Sea A una métrica sobre un
conjunto T'. Diremos que A satisface la condicion de los cuatro puntos si, para toda

tupla de cuatro puntos {w,z,y,z} € T, se cumple que:

A(w,z) + Ay, z2) < max{A(w,y) + Az, 2), A(w, z) + Az, y)}

Esta condicion caracteriza los espacios métricos que pueden ser representados en un

real tree, lo cual fue mostrado por Bunneman en [4] mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea D una matriz de distancias. Fxiste un real tree cuya métrica de
caminos es compatible con D si y solo si la métrica D cumple con la condicion de

los cuatro puntos.

Ademas, en [9] se demostr6 que el real tree que satisface esta condicién es uinico para

cada matriz de distancias.
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Para encontrar un dibujo vélido para un espacio Robinson, utilizaremos un programa
lineal. Para ello, dado un espacio Robinson (.5, p), definiremos las variables d;; como
las distancias entre las imagenes de dos elementos 7,5 € S en un real tree T', con
d;; = 0 para todo 7 € S. Para que estas variables permitan encontrar un dibujo

valido, deben satisfacer tres tipos de restricciones.

El primer tipo corresponde a las restricciones que debe satisfacer una métrica, esto
es, las variables deben ser simétricas, no negativas, y cumplir con la desigualdad

triangular.

El segundo tipo de restricciones estd dado por la definicion de un dibujo valido,
y agregaremos una constante virtual pequena € > 0 para pasar de desigualdades

estrictas a desigualdades no estrictas.

El tercer tipo de restricciones viene dado por la condicién de los cuatro puntos, lo que
nos permite asegurar que el espacio métrico resultante sea un real tree. Como estas
restricciones son nos convexas, utilizaremos el método de big-M junto a variables
indicadoras binarias para agregar estas restricciones al programa lineal. Para ello,
contaremos con variables binarias x};, 27, ¥ 2}, para cada {i,j, k,1} € Q, donde
Q@ denota el conjunto de tuplas no ordenadas de elementos distintos. Asi, con estas
variables indicadoras, podemos identificar cudl de las tres posibles sumas de pares de
distancias dadas por la condicién de los cuatro puntos alcanza el valor minimo, for-
zando simultdaneamente que las otras dos sumas, necesariamente mayores, coincidan

entre si.

Con estos tres tipos de restricciones, formulamos el programa lineal (LP1) para

decidir si un espacio Robinson admite un dibujo valido en un real tree.
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minimizar f(S, p) (LP1)

Sujeto a di; < dj, +¢ Vi, j, k€S, pi,j) < p(ik)
dikgdij+5 Viajakesv p(z,])>p(2,/£)
diy, < dij + djy, Vi, j, ke S
dij = djia dij >0 V{Z,]} es

[(dix + dji) — (di + djx)| <
(dij + dir) — (dig + djr) <
(dij + di) — (dig + dji;) <

(1—aly)  V{i,jki}eQ
(1—aly)  V{i,jki}eQ
(1—aj,)  V{i,jki}€Q

[(dij + dyt) — (da + dj) (1—a35) v{i,j, k,1} € Q

M
M
M
<M
(dz‘k + djl) — (dij + dkl) <M (1 — x?jkl) V{i,j,k,l} € Q
M
M
M
M

(die + dji) — (dy + dj) < M (1 — xfjkl) v{i,jk 1} €Q

(dij + dit) — (dir + djo)| < M (1= 23yp,) v{i,j, k,1} € Q
(1—a3) V{i,j,k 1} €Q

(1 - x?jkl) V{Zm]?kvl} €Q

o iy =1 V{i,j, k)€ Q
s€{1,2,3}
i € {0,1} Vs € {1,2,3}, V{i,j,k,1} € Q

Para encontrar un dibujo vélido, nos interesa que (LP1)(S) admita solucién, no
necesariamente que sea Optima. Por tanto, la funcion objetivo del programa lineal
puede elegirse de manera arbitraria. Sin embargo, también se puede observar que
esta formulacién requiere una cantidad de restricciones y variables de orden O(n?),

de donde puede ser muy costosa computacionalmente.

4.2. Espacios Robinson estrictos

En esta subseccion nos centraremos en los espacios Robinson estrictos. Recordamos

que un espacio Robinson se dice estricto si todos sus valores de disimilitud son
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distintos. Esta caracteristica nos permite reformular el programa lineal necesario

para encontrar un dibujo vélido, reduciendo la cantidad de restricciones necesarias.

Para comenzar, definiremos una matriz de disimilitud M asociada a un espacio de
disimilitud Robinson (S, p) con un orden compatible <. En la matriz M, las filas
y columnas corresponden a elementos de S, ordenados segun el orden <, y la en-
trada M (7, ) de la matriz adopta el valor de la disimilitud p(i, j). Utilizando esta
representacion de un espacio de disimilitud, ahora presentaremos una construccion
de espacios de disimilitud a partir de espacios Robinson, que nos devuelve un espa-
cio Robinson estricto. Esto nos permite extender los resultados obtenidos para los

espacios Robinson estrictos al caso general.

Construccidn 4.2. Sea (S, p) un espacio Robinson con un orden compatible de sus
elementos <, con una matriz de disimilitud asociada M. A partir de M construire-

mos una nueva matriz de disimilitud N, de la siguiente manera.

1. Inictamos todas las entradas de la matriz N como 0, iniciamos un contador
p en 1, y consideramos todas las entradas de la matriz M que estén sobre la

diagonal como no marcadas.

2. Buscamos el menor valor entre las entradas no marcadas en M. St hay mds
de una entrada con el valor minimo, tomamos aquella cuya fila tenga mayor
indice. St sigue habiendo mds de una entrada con el mismo valor en esa fila,

tomamos aquella cuya columna tenga menor indice.

3. En N, rellenamos la entrada correspondiente a la buscada en el paso anterior

con el valor actual del contador p.
4. Marcamos la entrada encontrada en M, y aumentamos el contador p en 1.

5. Repetimos los pasos 2-4 hasta que todas las entradas por sobre la diagonal en

M hayan sido marcadas.
6. Rellenamos las entradas en N que estan bajo la diagonal mediante simetria.

Cabe recalcar que esta construccion no sélo da un espacio de disimilitud estricto,
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n(n—1)

2 g

En la Figura [2| presentamos un ejemplo de una matriz de 5 x 5, las tres primeras

sino que, ademds, estos valores pertenecen al conjunto {1,...,

iteraciones del algoritmo, y la matriz resultante luego de aplicar el proceso.

Una propiedad importante que tienen estos nuevos espacios es que también corres-
ponden a espacios de disimilitud Robinson. Esto lo presentaremos en el siguiente

lema.

Lema 4.3. Sea (S, p) un espacio Robinson con orden compatible <, y (S, p) el espa-
cio obtenido a partir de (S, p) segin la Construccion[4.9 Entonces, (S, p) es también

un espacio Robinson, con el mismo orden compatible < que (S, p).

Demostracion. En efecto, sea, (S, p) un espacio Robinson, < un orden compatble
entre los elementos de S, y (5, p) el espacio obtenido por la Construccién . Con-
sideremos un trio < y < z en S. Como (S, p) es un espacio Robinson, sabemos

que

p(z,z) > méx{p(z,y), p(y, 2)} .

Esto es,

p(x,2) = p(z,y) v plx,2) = ply,2).

Si p(z,y) < p(z, z), por construccién de N sabemos que la entrada correspondiente
a la disimilitud x — y se rellenaria antes que la entrada para x — z. Por tanto, p(z,y)
tendria un valor menor a p(z, z). Por otro lado, si p(z,y) = p(z, z), entonces, como
y < z, la entrada para x — y también se rellenaria antes que la entrada para z — z
(segunda condicién del paso 2), quedando asi con un valor menor. Asi, en ambos

Casos, pA(w7y) < pA(:Ea Z)

Ahora, si p(y, z) < p(z, z), por construccién de N sabemos que la entrada corres-
pondiente a la disimilitud y — z se rellenaria antes que la entrada para x — z, de

donde adoptaria un valor menor. Por otro lado, si p(y, z) = p(z, z), entonces, como
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Figura 2: Evolucién de la construccion paso a paso.

[0 8 10 10 20]
[0 8 10 10 20] 8 0 9 10 19
8 0 9 10 19 0 9 0 9 14
0 9 0 9 14 010 9 0 1
1010 9 0 6 20 19 14 1 0
20 19 14 6 0] ) ]

(b) Primera iteracién. El valor minimo

(a) Matriz de ejemplo original. (6) se reemplaza por 1, marcado en rojo.

[0 2 10 10 20]
[0 2 10 10 20] 29 0 4 10 19
2 0 9 10 19 10 4 0 3 14
09 0 9 14 10 10 3 0 1
1010 9 0 1 20 19 14 1 0
20 19 14 1 0 ) ]

(d) Tercera iteracién. El valor nuevo va-

(c) Segunda iteracién. El nuevo valor lor minimo (9) aparece dos veces y se re-
minimo (8) es reemplazado por 2. emplaza por 3 y 4.
(0 2 6 7 10]
2 045 9
6 4 0 3 8
7 5 3 0 1
(10 9 8 1 0

(e) Matriz final obtenida al concluir la construccién.

xr < y, la entrada para y — z se rellenaria antes que la entrada para = — z (primera
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condicién del paso 2), quedando asi con un valor menor. Asi, p(y, z) < p(x, z).

Combinando ambos resultados, obtenemos que

px,z) = méx {p(z,y), p(y, 2)}

De donde (S, p) es un espacio Robinson, con el mismo orden compatible que (S, p).

O

Ahora, probaremos otra propiedad importante de los espacios obtenidos median-
te la Construccién @.2| Esto es, que cualquier dibujo vélido del nuevo espacio de

disimilitud, también es un dibujo valido para el espacio de disimilitud original.

Teorema 4.4. Sea (S, p) un espacio Robinson, y sea (S, p) el espacio estricto obte-
nido a partir de (S, p) mediante la construccion[{.4 Sea (T, A) un espacio métrico
cualquiera. St (S, p) tiene un dibujo vdlido en (T, A), entonces (S, p) también tiene

un dibujo valido en (T, A).

Demostracion. Sea (T,A) un espacio métrico, y I : S — 7T un dibujo vélido de
(S,p). Esto es, para cualquier trio z,y,z € S que cumple con p(z,y) < p(z, z),
entonces se cumple que A (I(x), I(y)) < A (I(x),1(z)).

Ahora, consideremos un trio p,q,r € S tales que p(p,q) < p(p,r). Por construccién
de la disimilitud p, sabemos que p(p,q) < p(p,r). Asi, usando la propiedad de
dibujo valido para (S, p) se tiene que, si p(p, q) < p(p,r), entonces por propiedad de
la Construccién [4.2] se tiene que p(p,q) < p(p,r), y al ser I un dibujo vélido para
(S, p), también se cumple que A (I(p),1(q)) < A(I(p),I(r)). De donde concluimos
que I también es un dibujo valido para (S, p) en (T, A). ]

El teorema anterior nos permite transformar un espacio Robinson cualquiera a un
espacio Robinson estricto, donde un dibujo vélido para este nuevo espacio también
es un dibujo valido para el espacio original. Cabe recalcar que el conjunto de dibujos

validos para el espacio obtenido por la construccién puede contener menos elementos
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que el conjunto de dibujos del espacio original. Un ejemplo de ello es tomar el espacio

Robinson con las siguientes disimilitudes.

0111
1 011
1101
1110

Dentro de este espacio, todos los elementos tienen un mismo valor de disimilitud
para todos los demas elementos, por lo que cualquier inyeccion a un espacio métrico

de los elementos daria como resultado un dibujo valido. Un ejemplo de dibujo es el

OO

Sin embargo, si aplicamos la Construccién 1.2 obtenemos la siguiente matriz.

siguiente.

045 6
4 0 2 3
5 2 01
6 3 10

Podemos ver que el ejemplo de dibujo vélido para el espacio original no es un dibujo
valido para el espacio obtenido por la Construccién 4.2 para lo cual basta fijarse
en el primer elemento, que deberia estar mas lejos del segundo que el segundo del
cuarto elemento. Pero en el dibujo, el primer y segundo elemento son aquellos mas

cercanos.

Ahora mostraremos una propiedad de los dibujos validos de los espacios Robinson
estrictos. Para ello, consideremos un espacio Robinson estricto (S, p) con n > 4
elementos, y sean w < x < y < z € S cuatro elementos distintos. Como (.5, p) es

un espacio Robinson estricto, se cumple que p(w,z) < p(w,y), v p(y, z) < p(z, 2).

17



Por tanto, en un dibujo vélido, se debe cumplir que A(w, z) < A(w,y), vy Ay, z) <

A(x, z), de donde, se cumple también que

Alw,z) + Ay, 2) < A(w,y) + Az, 2).

Si combinamos esto con la condicién de los cuatro puntos, que nos dice que los dos
pares de sumas de distancias mas grandes son iguales, podemos ver que un dibujo

valido para un espacio Robinson estricto satisface que

Aw,z) + Ay, 2) < Alw,y) + Az, 2) = Aw, 2) + Az, y).

En base a esto, planteamos la siguiente condicién sobre espacios métricos.

Definicién 4.2 (Condicién de los 4 puntos fuerte). Sea (T, A) un espacio métrico
finito con un orden total < en sus elementos. Se dice que (T, A) cumple con la
condicién de los 4 puntos fuerte si, ademds de cumplir la condicion de los cuatro

puntos, se satisface que para todo i < j <k <m en T,

A(i, 7)) + A(k,m) < A(i k) + A(j,m) = A7, k) + A(i,m).

Esta nueva condicion refleja la propiedad sobre las métricas que cumplen los dibujos
validos de los espacios Robinson estrictos. Ademds, nos permite caracterizar un sub-
conjunto de los real trees, conocidos como los caterpillars con pesos. Los caterpillars
con pesos son un tipo de real tree, obtenidos a partir de un caterpillar y asignando
pesos, o distancias, a las aristas que unen los vértices. Esto nos lleva al siguiente

resultado.

Lema 4.5. Sea (T, A) un espacio métrico discreto. Eriste un caterpillar con pesos
T al cual se le pueden inyectar los elementos de (T, A) de manera que las distancias
en T sean iguales a las distancias en (T, A), si y solo si (T,A), con un orden <,

cumple con la condicion de los cuatro puntos fuerte.
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Figura 3: Ejemplo de un caterpillar de 9 vértices, cuyos nodos han sido etiquetados

segun el orden < definido en la demostracion del Lema .

Demostracion. Comenzaremos probando que si existe un caterpillar con pesos al cual
se le pueden inyectar los elementos de (T, A), respetando las distancias en (T, A),

entonces (T, A) cumple la condicién de los cuatro puntos fuerte.

En efecto, sea T tal caterpillar, y sea I la inyeccién de los elementos de T a T.
Consideremos la representacion en el plano de 7, donde las hojas se encuentran por
debajo de la columna principal, y daremos el siguiente orden < entre los elementos de
T'. Los vértices correspondientes a la columna principal en T se ordenan de izquierda
a derecha segun el recorrido de la columna. Para cada vértice de la columna principal,
sus hojas van antes que él en el orden, ordenadas segin su aparicién de izquierda a

derecha. Un ejemplo de este orden se ve en la Figura 3]

Como los caterpillars son un tipo de arbol, se sabe que cumplen con la condicién de
los cuatro puntos. Ahora, sean i < j < k < m cuatro puntos en (7', A). Definiremos
las distancias [(x) como la distancia entre I(z) y su vértice correspondiente en
el camino principal, con {(z) = 0 si I(z) pertenece al camino principal. También
definiremos por d(z,y) a la distancia entre los vértices asociados a I(z) y a I(y)
en el camino principal. Como las distancias d(z,y) estdn definidas sobre el camino
principal, y considerando el orden <, entonces se tiene que, para cualquier z en el
camino principal tal que x < z < y, entonces d(z,y) = d(z, z) +d(z,y). Asi, se tiene

que
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A(i, k) + A(j,m) = (1(i) + d(i, k) + U(k) + 1(§) + d(j, m) + [(m))

=1(0) +d(i,j) +d(j, k) + (k) +1(5) +d(j, k) + d(k,m) + [(m)

= (1(3) + d(i, j) + d(j, k) + d(k,m) + U(m)) + (I() + d(j, k) + I(k))
A(i,m) + A(j, k).

Asi, (T, A) cumple con la condicién de los cuatro puntos fuerte.

Ahora probaremos que si (T, A) cumple con la condicién de los cuatro puntos fuerte,
entonces existe un caterpillar 7 al cual se pueden inyectar los elementos de T' tal

que se respeten las distancias de 1. Para ello razonaremos por contradiccion.

Como (7,A) cumple con la condicién de los cuatro puntos, entonces admite una
representacion en un arbol 7. Supongamos que 7 no es un caterpillar. Esto es,
si eliminamos todas las hojas, el grafo resultante 7’ no es un camino. Por tanto,
existe un vértice v en 7' de grado mayor o igual a 3. Si eliminamos v de T, esto
nos deja con al menos tres componentes conexas distintas A, B 'y C' de T, con al
menos dos vértices en cada una. Esto se debe a que, en 7, v tiene grado al menos
tres, de donde existen esas tres componentes conexas en 7', y al volver a T, estas

componentes incluyen ademas las hojas correspondientes en el arbol.

Ahora, elegimos los vértices w,z € A, y € B,y z € C, con w # z, y de tal manera

que w,x y v pertenezcan a un mismo camino. Definimos las siguientes distancias

= p=Alw,v).
. g = A(z,0).
= = Ay, v).
. 5= A(z,0).

Observamos que la distancia entre dos vértices en componentes conexas distintas
es igual a sumar las distancias de cada uno de esos vértices a v. Ademas, vemos

que A(w,x) = |p — q|, pues pertenecen a un camino en comun con v. Ahora, si
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examinamos las tres sumas de la condicion de los cuatro puntos original aplicadas a

w,x,yY, 2, tenemos que
= Si=A(w,z) + Ay, z) =p—ql+7r+s.
w Sy =A(w,y) + Az, 2) =p+qg+7+s.
» S3=Aw,z) + Az, y) =p+q+r+s.

Como w y x son distintos a v, esto indica que p,q > 0, y por tanto, |[p — ¢q| < p+q.
Asi,

Sl <82253.

Esto nos permite observar que la suma donde uno de los pares corresponde a los dos
vértices de una misma componente conexa es menor a las otras dos. Repitiendo el
proceso, tomando dos vértices en B, uno en A, y uno en C, o tomando dos vértices
en C', y uno en Ay en B, llegamos a la misma conclusién. Ahora veremos que ocurre
al incluir el orden < entre los elementos. Por la condicién de los cuatro puntos fuerte,

para cuatro elementos ¢ < j < k < m, se debe cumplir la igualdad especifica

AGi, k) + AGj,m) = AG, k) + A, m).

En base al orden <, enumeramos los vértices de A por a; < as < - - -, lo mismo para
los vértices de B, by < by < ---,y C, ¢; < ¢y < ---. En base a esto, presentamos los

siguientes casos.

» Existen dos vértices en A, a; y a;, tales que a; < b, < a; < ¢, o bien,
a; < ¢ < aj < by, para algin b, en B, y ¢, en C. Si esto ocurre, la condicién

de los cuatro puntos fuerte nos dice que

Alai, a;) + A(bp, cr) = A(bn, aj) + Alay, cp),

o bien,
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A(CL,‘, (lj) + A(Ck, bh> = A(Ck, (lj) + A(ai, bh)

En ambos casos, una de las sumas involucradas contiene la distancia entre un
par de vértices en un mismo camino pertenecientes a una misma componente
conexa. Por tanto, por lo visto anteriormente, ambas sumas no pueden ser
iguales, llevando a una contradiccién, pues (7', A) cumple con la condicién de
los cuatro puntos fuerte. Para los casos donde by, < a; < ¢, < a;, ¢ < a; <
by < aj, by < a; < a; <cp,yco <a; <aj < by, las sumas involucradas
en la condicién son las mismas ya presentadas, por lo que también llevan a

contradiccion.

De lo anterior, podemos ver que quedan los siguientes casos: Cuando a; < a; <
by < cp, by < ¢ < a; < aj, a; < a; < ¢ < by, obien, ¢, < b, <a; <a; para
cualquier by, y c;. Supongamos ahora que existen by, b, tales que estén en un
mismo camino con v, y exista ¢, con by < ¢, < b,. Asi, tenemos los casos
a; < by < ¢y < by, y by < ¢y < by < a;. En este caso, la condiciéon de los

cuatro puntos fuerte nos dice que

Alas; em) + Alby, bg) = Alby, em) + Alas; by),

o bien,

A(br,by) + A(cm, a;) = A(by, a;) + A, by).

Y, como hay una suma que involucra un par correspondiente a una misma
componente conexa, esa suma debe ser menor a la otra, llevando a una contra-
diccion con la condicién de los cuatro puntos fuerte. Por tanto, no puede haber
un ¢,, como se indic6. Analizar los casos a; < by < by, < ¢, ¥ &y < by < by < @;

nos lleva a las mismas condiciones, llevando también a una contradiccion.

Ahora, los casos que quedan son: Cuando by < b, < ¢,, < a;, 0 bien, a; <

¢m < by < by, para cualquier c,, en C. Asi, tomando ¢, y ¢, en C tal que
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compartan un mismo camino con v, tenemos que, o bien a; < ¢; < ¢, < by, o
bien, by < ¢; < ¢, < a;. En este caso, la condicién de los cuatro puntos fuerte

nos dice que

A(ai, cy) + Alc, by) = Alcr, c) + Alai, by),

o bien,

A(by, cy) + Aler, ai) = A(by, a;) + Aley, cu).

Vemos que, en ambos casos, una de las sumas incluye al par (¢, ¢, ), por lo que

esa suma debe ser menor que la otra, llevando asi a una contradiccién.

Asi, en todos los casos, llegamos a que (7', A) no cumple la condicién de los cuatro
puntos fuerte, lo cual es una contradiccién. Por tanto, existe un caterpillar 7 al
cual se pueden inyectar los elementos de (7, A) de manera que las distancias en T

respeten las distancias en (7T, A).

]

Como vimos al presentar la condicién de los cuatro puntos fuerte, cualquier dibujo
valido de un espacio Robinson estricto en un arbol 7" cumple con la condicién de los
cuatro puntos fuerte, y por tanto, por el Lema 4.5, T" debe ser un caterpillar. Esto

lo enunciaremos en el siguiente corolario.

Corolario 4.6. Si un espacio Robinson estricto (S, p) tiene un dibujo vdldo en un

arbol T', entonces T' es un caterpillar.

Ahora recordaremos la definicion de centros izquierdos y derechos, esto es, para
cualquier par i < j € S, el centro izquierdo del par (i,j) es el mayor elemento
mas similar a ¢ que a j, y el centro derecho es el menor elemento mas similar a
j que a i. Con estas definiciones, mas la condiciéon de los cuatro puntos fuerte,

podemos definir las condiciones necesarias y suficientes para el dibujo valido I de un
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espacio Robinson estricto (S, p) en un espacio métrico (7, A) utilizando sus centros

izquierdos y derechos. Esto es, para todo 7,7 € S se cumpla que
A(I(ci(i, 7)), 1(5)) = A(L(i), I(ci(i, 7)) + €, v,
A(I(cd(i, ), 1(i)) = A(I(j), I(cd(i, j))) + &,

para algin € > 0.

Utilizando estas condiciones, nosotros plantearemos un programa lineal que nos per-
mita encontrar un dibujo vélido de espacios Robinson en caterpillars. Para una
formulacién posible del problema de programacién lineal, y utilizando la notacion

dada para los vértices en el caterpillar, definimos las siguientes variables.
= D;: Es la distancia en el caterpillar entre ¢; y ¢;. Consideramos que D; = 0.
» £;: Es la distancia en el caterpillar entre ¢; y Isr (7).

Con estas variables, las condiciones necesarias y suficientes previamente descritas, y
considerando € = 1, el problema de encontrar un dibujo vélido en el caterpillar se

puede formular de la siguiente manera.
minimizar: Z L; (LP2(S))
i=1

Sujeto a: D; + Dj — 2Dc’i(i,j) — ‘Cz + ,Cj > 1, 1< j,
—D; —Di+2D.qij +Li — L; =1, 1<y,

D;, L; > 0.

A partir del cual obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.7. Sea (S,p) un espacio de disimilitud Robinson estricto de n elemen-
tos, (I',A) un caterpillar con pesos, I : S — T wuna inyeccion, y sea vy =
(Dl,DQ...,Dn,ﬁl,Ez,...,ﬁn) un vector en R*™. El vector vrr es solucidn de
(LP2)(S) siy solo si I es un dibujo vdlido.
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Demostracion. Comenzaremos probando que si I es un dibujo vélido, entonces vy p
es solucién de (LP2).

En efecto, sea (5, p) un espacio Robinson estricto, y sea (7, A) un caterpillar. Como
I es un dibujo valido, tenemos que, para cualquier trio de puntos 7,7,k € S, con
p(k,i) < p(k,7), entonces A(I(k),I(i)) < A(I(k),I(j)). Ahora, consideremos el
par i,j € S, con i < j. Si ci(i,j) # 4, entonces tenemos que A(I(ci(i,7)),1(i)) <
A(I(ci(i, 7)), I(j)), por definicién de centro izquierdo y porque I es un dibujo valido.
Si reescribimos esta desigualdad en términos de las variables del programa lineal,

tenemos que

Dei(ijy + Leiig) — Di+ Li < Dj+ Lj — Deigigy + Leitig)-

Y si agregamos € > 0 a la desigualdad, nos queda

Ahora, si ci(i, ) = i, como (S, p) es un espacio Robinson estricto, tenemos que

Di+£i—pl+£1<Dj+[’j—D1+£1.

O bien, si reducimos los términos semejantes, nos queda

Dz+£z<D]+[']

Y si agregamos € > 0, ademés de sumar y restar D;, la desigualdad resultante es

Y, recordando que ci(i, j) = i, podemos ver que se cumple la restriccién asociada a

los centros izquierdos en (LP2)(S). Ahora, si consideramos el centro derecho del par
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(1,7), con cd(i, j) # j, tenemos que A(I(ed(i,j)),1(j)) < A(I(cd(i, 7)), I(i)) por la
definicién de centro derecho y del hecho que I es un dibujo véalido. Por tanto, si lo

expresamos en términos de las variables del programa lineal, nos queda

Dj + Lj = Deaij) + Led(ij) < Ped(ig) + Leatig) — Di+ Ls.

Agregando € > 0 y simplificando términos, la expresién anterior es equivalente a

—Dj — DZ + 2Dcd(i,j) — ﬁj -+ ﬁz > €.

Por otro lado, si cd(i, j) = j, utilizando nuevamente que (.S, p) es un espacio Robinson

estricto, tenemos que

Dn+£n_Dj+£j<Dn+£n_Di+£i-

O, si eliminamos los términos semejantes,

—Dj —+ Lj < —Di + ﬁz

Agregando € > 0, y sumando y restando D;, nos queda

—Dl—Dj—FQ,DJ—EJ—'—ﬁZZE'

Recordando que ¢d(i, j) = j, podemos ver que se cumplen las restricciones asociadas
al centro derecho de (LP2)(S).

Ademas, utilizando el hecho de que si todas las distancias de un dibujo valido se
amplifican por un mismo factor, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

e = 1, de donde, el vector de distancias definido a partir de I en T es solucién de

(LP2)(95).
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Por otro lado, supongamos que vy 7 es solucién de (LP2)(S). Probaremos que I es

un dibujo valido en el caterpillar (T, A).

Si consideramos el par (i,7 + 1), la restricciéon de centro izquierdo asociada a este

par nos indica que

Dij1+ Liy1 — 2Deiiivr) + Di — Li > 1.

Usando que ci(i,7 4+ 1) = 4, la restriccién se traduce en

Dipv+ L1 —Dy— L; > 1.

Lo que nos indica que

Di+1 + £i+1 > D, + L;.

Y por tanto, se cumple lo siguiente

D1+£1<D2+£2<...Di—i-ﬁi<Di+1+£i<...Dn+£n.

Ahora, si consideramos la restriccion de centro derecho para el par (i,i+ 1), tenemos

—Diy1 — Di+ 2Dg(iiv1) + Li — Liy1 > 1.

Considerando que cd(i,i + 1) =i + 1, esta restriccién nos dice que

Dijy — Liy1 > D; — L.

Esto es, se cumple que

D1—£1<D2—£2<DZ—£1<DZ+1—£l<Dn—ﬁn
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Ahora, consideremos un trio z,y, z € S tales que p(x,y) < p(z, z). Observamos que.
como (S, p) es un espacio de Robinson estricto, no puede darse que * < z < y o

y <z <z Sizx<y< z. entonces se tiene que

Dy+Ly,—D,+ L, <D.+L,—D, +L,.

Aplicando la definicion de distancias en el caterpillar, esta desigualdad es equivalente

a

Az,y) < Az, 2).

Mediante un razonamiento analogo, si z < y < z, se cumple que

D,+L,—Dy+L, <D, +L,—D,+L..

Usando la definicion de distancia, esto es,

Alz,y) < Az, 2).

Ahora, supongamos que y < x < z. En este caso, por la definicién de centro izquier-

do, se tiene que = < ci(y, z), por tanto

Dy + Ly =Dy + Ly < Deityz) + Leityz) — Dy + Ly
< Dz + ‘Cz - Dci(y,z) + ﬁci(i,z)
<D,+L.,—-D,+L,.

Por tanto, al aplicar la definicién de distancia, nos queda A(z,y) < A(x,z). Por
otro lado, si z < & < y, por definicién de centro derecho se cumple que cd(y, z) < z.

Asi, tenemos
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Dy+ Ly =Dy + Lo <Dy + Ly — Deagy,z) + Ledy,z)
< Dcd(y,z) + 'Ccd(y,z) - Dz + 'Cz
<D,+L,—D.+L..

Y, usando la definicién de distancia, nos queda A(z,y) < A(z, 2).

Asi, en cualquier caso, si p(z,y) < p(z, z), entonces A(z,y) < A(z, z), por lo que [
es un dibujo vélido de (S, p) en (T, A).

Por lo tanto, I es un dibujo vélido de (S, p) en (7, A) si y solo si el vector vy es

solucién de (LP2)(S5). O

Podemos observar que (LP2)(S) considera una cantidad de restricciones cuadratica,

presentando asi una mejora en comparaciéon a (LP1)(.S).

4.3. Propiedades de la matriz de centro

Ahora presentaremos algunas propiedades de las matrices de centro, y veremos como
pueden utilizarse para refinar aiin mas el programa lineal, ademéas de usarlas junto

a herramientas clasicas de optimizacién para analizar el problema.

Comenzaremos presentando la siguiente propiedad que nos indica como se relacionan
valores correspondientes a entradas consecutivas dentro de filas de una matriz de

centro .

Lema 4.8. Sea C(S) la matriz de centros de un espacio Robinson (S, p). Para toda
fila i € {1,...,n}, los valores no disminuyen al aumentar el indice de la columna.

En otras palabras, para todo i, si consideramos j < k, se tiene que

C(S)ij < C(S)i-

Demostracion. Primero, supondremos que j < i < k. Esto quiere decir que C(5);;

corresponde a un centro derecho, mientras que C(S);) corresponde a un centro
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izquierdo. Por definicién de centros derechos e izquierdos, vemos que

de donde, C(5);; < C(S);-

Ahora veremos qué ocurre si i < j < k. En este caso, consideremos los centros
izquierdos entre ¢ y j, e i v k, ci(i,5) y ci(i, k). Recordando las definiciones de
centros izquierdos, ci(i, j) es el maximo elemento entre i y j més cercano a i que a
j. Por otro lado, ci(i, k) es el maximo elemento entre ¢ y k més cercano a i que a k.

Ademas, por propiedad de Robinson, como i < j < k, entonces p(i, j) < p(i, k).

Razonando por contradiccion, supondremos que ci(i, ) > ci(i, k). Esto es, tenemos
el siguiente orden entre los elementos: i < ci(i, k) < ci(i,j) < j < k. Por propie-
dad de los espacios Robinson, esto quiere decir que p(i,ci(i,j)) > p(i,ci(i, k)). Si
nos fijamos en ci(i, k), sabemos que debe ser el méximo elemento entre i y k tal que
p(i,ci(i, k) < p(ci(i, k), k). Sin embargo, ya sabemos que p(i, ci(i, j)) > p(i, ci(i, k)).
Ademas, por propiedad de los espacios Robinson, como ci(i, k) < ci(i,j) < k, en-

tonces p(k, ci(i, ) < p(k, ci(i, k)). Por tanto, ci(i, j) cumple con
« ci(i,j) € [i, k].
. ci(i,§) > cili, k).
= p(cili, j), k) < p(ci(i, k), k) < p(cii, k), @) < p(ci(i, j), 1)

Por tanto, ci(7, j) cumple la definicién de centro izquierdo para el par (i, k), de donde
ci(i,j) = ci(i, k), lo cual nos lleva a una contradiccion, pues partimos suponiendo que
ci(i,j) > ci(i, k). Asi, no es posible que ci(i, j) > ci(i, k), de donde, ci(i, j) < ci(i, k),
y por tanto, C(S);; < C(S);-

Finalmente, veremos que ocurre si 7 < k < i. En este caso, debemos considerar los

centros derechos, cd(i, 7) y cd(i, k). Por propiedad de los espacios Robinson, sabemos
que p(i, k) < pli ).

Razonando por contradiccién, supondremos que cd(i,j) > cd(i, k). Esto es, te-
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nemos el siguiente orden entre los elementos: i > cd(i,j) > cd(i,k) > k > j.
Por propiedad de los espacios Robinson, esto quiere decir que p(i,cd(i,j)) <
p(i,cd(i, k)). Si nos fijamos en cd(i,j), sabemos que debe ser el minimo elemen-
to entre ¢ y j tal que p(i,cd(i,j)) > p(cd(i,j),j). Sin embargo, ya sabemos que
p(i,ed(i, j)) < p(i,cd(i, k)). Ademds, por propiedad de los espacios Robinson, co-
mo j < cd(i, k) < cd(i, ), entonces p(j,cd(i, k)) < p(j,cd(i,7)). Por tanto, cd(i, k)

cumple con
a cd(i, k) € [5,1].
a cd(i, k) < cd(i, ).
= pled(i, k), §) < pled(i, ), 5) < pled(i,§),i) < pled(i, k), ).

Asi, cd(i, k) cumple con las condiciones para ser el centro derecho entre ¢ y j, por
tanto cd(i, j) = cd(i, k), lo cual nos lleva a una contradiccién. Asi, no es posible que
cd(i, k) < ed(i, j), y por tanto, C(S);; < C(S);-

De esta manera se prueba que, dado i € {1,...,n}, y 1 < j < k < n, entonces

C(S)ij < C(S)i-

]

Ademas, contamos con una propiedad similar que nos permite relacionar los valores

dentro de las columnas de una matriz de centro.

Lema 4.9. Sea C(S) la matriz de centros de un espacio Robinson (S, p). Para toda
columna i € {1,...,n}, los valores en esa columna no disminuyen al aumentar el

indice de la fila. En otras palabras, para todo i, si consideramos j < k, se tiene que

C(S)5 < ()

Demostracion. Primero, supondremos que j < i < k. Esto quiere decir que C(95);,;
corresponde a un centro izquierdo, mientras que C(S),; corresponde a un centro

derecho. Por definicion de centros derechos e izquierdos, vemos que

31



ci(j,1) <i < cd(i, k),

de donde, C(5);; < C(S)k;. Ahora veremos qué ocurre si i < j < k. En este caso,
consideremos los centros derechos entre i y j, e i y k, que son cd(i,i) y cd(i, k) res-
pectivamente. Recordando las definiciones de centros derechos, cd(i, j) es el minimo
elemento entre i y j més cercano a j que a i. Por otro lado, cd(i, k) es el minimo
elemento entre ¢ y k mas cercano a k que a 7. Ademas, por propiedad de Robinson,

como i < j < k, entonces p(i,j) < p(i, k).

Razonando por contradiccién, supondremos que cd(i, j) > cd(i, k). Esto es, tenemos
el siguiente orden entre los elementos: i < cd(i, k) < cd(i,j) < j < k. Por propiedad
de los espacios Robinson, esto quiere decir que p(j,cd(i, k)) < p(k,cd(i, k)). y, de
la definicién de centro derecho, tenemos que p(i, cd(i, k)) > p(k, cd(i, k)). Por tanto,

cd(i, k) cumple con
= cd(i k) € [i, j).
. cd(i,k) < cd(i, 5).
« plcd(i k), §) < pled(i, k), k) < p(cd(i, k), 7).

Por tanto, cd(i, k) cumple la definicién de centro derecho para el par (i, j), de donde
cd(i,j) = cd(i, k), lo cual nos lleva a una contradiccién, pues partimos suponiendo
que cd(i,7) > cd(i, k). Asi, no es posible que cd(i, j) > cd(i, k), de donde, cd(i, j) <
cd(i, k), y por tanto, C(S);; < C(S)k.-

Finalmente, veremos que ocurre si j < k < 7. En este caso, debemos considerar
los centros izquierdos, ci(i,j) y ci(i, k). Por propiedad de los espacios Robinson,

sabemos que p(i, k) < p(i, ).

Razonando por contradiccion, supondremos que ci(i, j) > ci(i, k). Esto es, tenemos
el siguiente orden entre los elementos: j < k < ci(i, k) < ci(i,j) < i. Por propiedad
de los espacios Robinson, como j < k < ci(i, j), esto quiere decir que p(k, ci(i, j)) <
p(7,cd(i,7)). Ademés, por definicién de centro izquierdo, tenemos que p(7j, ci(i, j)) <

p(i,ci(i, j)). Por tanto, ci(i, j) cumple con

32



. ci(i, j) € [k, i].
v ci(i, k) < ci(i, 7).

w plei(i, g), k) < pleili, ), 5) < pei(i, 3),9)-

Asi, ci(7,7) cumple con las condiciones para ser el centro izquierdo entre i y k, por
tanto ci(i, k) = ci(i, j), lo cual nos lleva a una contradiccién. Asi, no es posible que
ci(i, k) < ci(i, ), y por tanto, C(S),; < C(S),-

De esta manera se prueba que, dado i € {1,...,n}, y 1 < j < k < n, entonces

C(S)ji < C(9)ks-

]

Con ambos lemas, se tiene que, para un par de indices 7, j de una matriz de centros

C(S), se cumpla que

C(8)i-1; < C(S9)i; < C(S)ijr1-

Adicionalmente, en el caso de los espacios Robinson estrictos contamos con una pro-

piedad adicional que nos permite relacionar los centros izquierdos con los derechos.

Lema 4.10. Sea (S,p) un espacio de disimilitud Robinson estricto. Entonces se

cumple que, para cualquier pari,j, coni < j, ci(i,j) = cd(i,j) — 1.

Demostracion. Esta demostracién se sigue de las definiciones de centros izquierdos
y derechos. Sea (S,d) un espacio Robinson estricto, y sea 7, j un par de elementos
en (S,d). Sea k el centro derecho de 4, 7. Por definicién de centro derecho, sabemos
que es el minimo elemento entre ¢ y j méas similar a j que a i. Por tanto, £ — 1 no
puede ser mas similar a j que a 7, o k no seria centro derecho. Asi, k — 1 es mas
similar a ¢ que a 7, o bien, £ — 1 tiene la misma disimilitud con ¢ que con j. Pero, por
hipdtesis, todos los valores de disimilitud son distintos, por tanto, & — 1 no puede

tener la misma disimilitud con ¢ que con j, de donde debe ser mas similar a 7 que
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a j. Asi, k — 1 es el elemento de mayor indice entre ¢ y j tal que es més similar a ¢

que a 7, de donde es el centro izquierdo.

De esta manera, si (9, p) es un espacio Robinson estricto, entonces se cumple que

c(i,7) = cd(i, j) — 1, para cualquier par de elementos 7, j en S. ]

Este lema nos permite definir la matriz de centros de un espacio Robinson esstricto
utilizando sélo las entradas que se encuentran sobre la diagonal. Es mas, este resul-
tado junto a los Lemas y nos permite decir cuantas matrices de centros de
espacios Robinson estrictos posibles existen para una cantidad de elementos n. Esto
puede hacerse viendo las entradas por sobre la diagonal como un triangulo, como se

muestra a continuacion.

C(S)2 C(S)s MC(S)i4 C(S)in-1  C(S)in
C(S)23  C(5)24 C(S)2n-1  C(S)2n
C(S)34 C(S)zn1  C(S)3n

Ahora renombraremos las entradas de la matriz, mediante C(S); ; = ®p—j4i;. Esto
es, C(S)in =211, C(S)1n-1 =221, C(S)2n = T22 , y asi para el resto de entradas.

Con esto, el tridngulo resultante seria el siguiente.

Tn-11 Tp—21 Tp-31 --- T21 T11
Tpn-12 Tp—-22 ... T32 T2.2
Tp-13 ... T34 x3,3
b
Tp—1,n—1

cuya base son las entradas z,_1;, con 1 <7 < n — 1. Asi, podemos expresar las
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propiedades dadas por los Lemas y en términos de los z;;, obteniendo lo

siguiente

Tivlj < Tijg < Tig1541-

Un tridngulo con esta propiedad se conoce como un patron Gelfand—Tsetlin trian-
gular. Ademas, podemos observar que z,_1, = M(r,n — (r + 1) + r), o bien,
Tp_1, = M(r,r + 1), los cuales corresponden a los centros izquierdos de los pa-
res (r,7+1). Esto es z,,_1, = r. Por tanto, los patrones formados tienen como base
los valores 1,2,...,n — 1. Como muestra Zeilberger en [20], la cantidad de patrones
Gelfand-Tsetlin triangulares con esta base es de 2*~D(=2/2 de donde, la canti-
dad de matrices de n elementos que cumplen con esta estructura es de 2(*~1)(=2)/2,
Sin embargo, no todas las matrices que cuentan con esta estructura corresponden a

matrices de centro. Un ejemplo es la siguiente matriz.

1111 3 3
22 2333
233335
234445
444555
44666 6

Podemos observar que esta matriz cumple con las propiedades vistas en los Lemas
4.8 (4.9 y [4.10] Sin embargo, no hay un espacio Robinson de 6 elementos, con todos
sus valores de disimilitud distintos, que tenga esta matriz como matriz de centros.
Esto se debe a que, si observamos el centro derecho entre 2 y 6, este corresponde
al elemento 4, de donde p(4,6) < p(2,4). A su vez, el centro derecho entre 1 y
4 es 2, por lo que p(2,4) < p(1,2). Por propiedad de Robinson, y considerando
que todos los valores de disimilitud son distintos, podemos afirmar que p(1,2) <
p(1,3). Ademds, podemos ver que el centro izquierdo entre 1 y 5 es 3, de donde

p(1,3) < p(3,5). Ahora, tomando el centro izquierdo entre 3 y 6, que es 5, tenemos
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que p(3,5) < p(5,6). Nuevamente, por propiedad de Robinson, y considerando que
todos los valores de la matriz de disimilitud son distintos, podemos afirmar que

p(5,6) < p(4,6). Asi, hemos formado la siguiente secuencia de desigualdades,

p(4,6) < p(2,4) < p(1,2) < p(1,3) < p(3,5) < p(5,6) < p(4,6).

De esta manera, podemos observar que la matriz presentada no corresponde a una
matriz de centros de un espacio Robinson cuyos valores de disimilitud sean distintos,
pues no es posible satisfacer estas desigualdades a la vez. Asi, no toda matriz con
esta estructura corresponde a un espacio Robinson estricto. Esto, junto al resultado

demostrado por Zeilberger, nos permite plantear el siguiente resultado.

Lema 4.11. Sea n € N. La cantidad de matrices de centros distintas correspon-

dientes a espacios de distmilitud Robinson estrictos de n elementos es a lo mads
2(n—1)(n—2)/2'

Con este lema, es posible realizar un anélisis experimental exhaustivo sobre matrices
formadas a partir de los patrones de Gelfand-Tsetlin triangulares, y reconociendo
cuales corresponden a un espacio Robinson estricto, para luego aplicar (LP2) y
determinar si tienen o no un dibujo valido en un caterpillar. A continuacién, presen-
tamos una tabla resumen con los resultados de andlisis exhaustivos sobre las matrices
de centro para espacios Robinson estrictos de 5 a 8 elementos, examinando cuantos
programas lineales tienen solucién al buscar un dibujo valido en el caterpillar, y
comparando con la cantidad de programas que tienen solucién al buscar un dibujo
en el camino ﬂ Los codigos utilizados para los experimentos pueden encontrarse en

el siguiente enlace: https://github.com/Kurufo/tesis.

Como se puede observar en el Cuadro [I], la cantidad de matrices de centro que
admiten un dibujo vélido en el caterpillar es superior a la cantidad de matrices que
admiten un dibujo valido para el camino. Pero, a medida que se aumenta la cantidad

de elementos en los espacios métricos, la cantidad de matrices que admiten un dibujo

2Estos experimentos fueron realizados en el servidor Chome provisto por el departamento de

Informética y Ciencias de la Computacion de la Facultad de Ingenieria.
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) Cantidad de | Total de % de espacios | % de espacios

Cantidad de ) ) o o
matrices por | matrices con dibujo con dibujo en

elementos
Lema |4.11| | de centro | en un caterpillar el camino

5 64 64 100 90.62

6 1024 1020 98.23 67.06

7 32768 32256 91.29 37.14

8 2097152 2018032 76.19 14.39

Cuadro 1: Tabla resumen de andlisis sobre matrices de centro para espacios Robinson
con valores de disimiliud distintos. En la primera columna se muestra la cantidad
de elementos de los espacios de disimilitud. En la segunda columna, se muestra la
cota superior para las matrices de centro dada por el Lema 4.11| correspondiente
a 2(n=D(=2)/2 Enp la tercera columna se muestra la cantidad de matrices de centro
que corresponden a espacios Robinson para cada cantidad de elementos, determi-
nadas mediante un programa lineal. En la cuarta y quinta columnas mostramos el
porcentaje de las matrices de centro para las cuales se encontré un dibujo valido en
un caterpillar y en la recta, respectivamente, utilizando el programa lineal (LP2)(5)

para encontrar los dibujos.

valido, sea en un caterpillar o en el camino, se reduce.

4.4. Representaciéon matricial

Como las restricciones definidas para (LP2)(S) son lineales, es posible describir el
conjunto de restricciones de manera matricial, de la forma Agx > 0 para alguna
matriz Ag € R~ Dx(%) Ademds, como la imagen del primer elemento siempre per-
tenece al camino principal del caterpillar (agregar una pata para el primer elemento
serfa equivalente a alargar el camino principal), tenemos que D; = 0, y £ = 0,

x(2n) Las columnas de Ag tienen como

por lo que podemos considerar Ag € R*"~1)
indices a las variables D; y a las variables £;, con ¢ € {2,...,n}, mientras que las
filas corresponden a las restricciones del programa lineal, y las indexaremos por los

pares ordenados (4, j) € [n]?, con i # j.
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Si vemos las restricciones de (LP2)(S), podemos observar que. para cualquier par
(1,7), las unicas variables que tienen un coeficiente distinto a cero son aquellas aso-

ciadas a i, 7, y a su centro izquierdo o derecho.

Esta formulacion matricial nos permite encontrar una caracterizacién alternativa de
los espacios Robinson estrictos que tienen un dibujo valido en un caterpillar. Para

ello, utilizaremos un teorema de alternativas planteado por Gordan.

Teorema 4.12 (Alternativa de Gordan [§]). Sea A una matriz de tamanio m X
n. Eractamente una de las siguientes proposiciones es cierta. Fxiste v € R™ que
satisface Az > 0, o bien, existe y € R™, distinto al nulo, que satisface ATy =0,y >
0.

En nuestro caso, gracias a la representacion matricial de las restricciones de

(LP2)(S), este teorema puede replantearse de la siguiente manera.

Sea (.S, p) un espacio Robinson estricto. Exactamente una de las siguientes proposi-
ciones es cierta. Existe un caterpillar para el cual (9, p) admite un dibujo vélido, o

bien, existe un vector y € R™™1 distinto del nulo tal que Ag'y = 0.

Esto es, un espacio Robinson estricto (., p) tiene un dibujo vélido en un caterpillar

siy solo si el kernel de Ag' contiene un vector no nulo.

Ahora, consideremos una particion de las filas de Ag de tal manera que se formen
dos matrices, Bs y Ng, donde Bg viene dada por las filas correspondientes a pares
de indices consecutivos {12,...,(n — 1)n, 21,...,n(n — 1)}, y Ng contiene las res-
tricciones restantes. Ademads, para pares consecutivos, tenemos que ci(i,i+ 1) =iy

cd(i+ 1,i) = i+ 1. De esta manera, la matriz Bg tiene la siguiente forma.
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12
. Tnfl Tnfl
(n—2)n
Bg = ,
21
: Tn—l “in-1
n(n — 2)
donde
1 92...... n—1
[ 1
21 —1 0
Tn—l — i
n—1\ 0 11

Se puede ver que esta matriz tiene rango completo, y por lo tanto, es invertible. Es

mas, se puede ver que

1 2 ..... n— 1
(1 1
T, | T '
(BST)_1 = % ,  con Tn__T1 =
T, | =T, 1 o L
n—1 1

Esto también nos dice que Bg viene determinada principalmente por la cantidad de

elementos en S, sin importar las relaciones existentes entre dichos elementos.

Ahora, consideremos un vector y € ker(Ag'), y lo particionaremos como y' =

(yB" | yn'), siguiendo la misma separacién de Ag en Bg y Ng. Con esto, la
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ecuacién Ag'y = 0 puede reescribirse como
T T
Bs yg +Ns yn =0.
Y si definimos Yg := —(Bg')"'Ng', la ecuacién anterior se convierte en

YB = YS YN,

de donde, cualquier vector en ker(Ag') estd determinado por sus componentes en

yn~- Esto puede resumirse en el siguiente lema.

Lema 4.13. Un espacio Robinson estricto (S, p) con n elementos admite un dibujo

valido en un caterpillar si y solo si el siguiente sistema no admite solucion:

YN € R(n_l)(n_Q): YS YN Z O, YN Z 0, YN 7é 0 (LP—S)

Podemos ver que el Lema nos da una expresién equivalente al conjunto de
restricciones de (LP2)(S).

A continuacion, utilizaremos esta representacién matricial para encontrar restric-
ciones redundantes, esto es, restricciones que pueden eliminarse de sin que
cambie su factibilidad. Para ello, recordaremos que el vector yn estd indexado por
las restricciones de la matriz Ag asociadas a los pares (i,7) talles que |i — j| > 1.
Ademas, para cualquier par 1 < ¢ < j < n, la columna correspondiente en Yg
depende del tipo de restriccién que define el par (i, 7). En la Figura [4| mostramos los

cuatro tipos posibles de columnas.

Diremos que una columna correspondiente a un par (i,7), (Yg);; es redundante si
imponer la condicién de yn;; = 0 no afecta la factibilidad del sistema (LP-S)). Visto
de otra forma, la columna (Ysg);; es redundante si, cada vez que exista una solucién

al sistema (LP-S]), entonces también existe una solucién yn, con yni;; = 0.

Un primer tipo de columna redundante corresponde a las restricciones para las cuales
el centro izquierdo o derecho del par coincide con uno de los indices del par, como
se puede ver en la Figura [f{a) y [{b). Sea (Ys);; una columna de este tipo, y
supongamos que el vector yn es solucién del sistema .
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Podemos observar que la columna (Yg);; s6lo contiene entradas no positivas. Por
tanto, (yn);; no puede ser la inica componente de yn distinta de cero, o tendriamos
que

Ysyn = (Ys)i (yn)i <0,
lo que contradice la condiciéon Ygyn > 0, junto a yn # 0.

Asi, si fijamos (yn)i; = 0, obtenemos un vector yy > 0 que sigue siendo no nulo, y

satisface
Ysyn = Ysyn — (yN)ij (Ys)i; > Ysyn > 0.

De donde, (Ys);; es una columna redundante.

El segundo tipo de columna redundante corresponde a las restricciones asociadas a

pares (7,7), con i < j, para los cuales existe otro par (i, '), con i’ < j', tal que

ci(i,j) = ci(i,j), i <i, j<j

Aqui, la columna (Yg);; estd dominada componente a componente por la columna
(Yg)ij. Esto es,
(Ys)ij < (Ys)iy-

Sea yn una solucién de (LP-S)). Definimos un nuevo vector yp al fijar

(Yn)is =0, (Yn)iyr = (YN)ij + (YN)wrjr,s

y dejando las demés componentes sin modificar. Podemos ver que yy > 0, y yn # 0.

Ademas,
Ysyn = Ysyn + ((Ys)ijr — (Ys)i) (yn)ij = Ysyn > 0,
lo que se cumple porque la columna (Yg);;» domina componente a componente a la

columna (Yg);;, por tanto, (Yg)yj» — (Ys)i; es no negativo. Asi, fijar (yn);; = 0 no

afecta la factibilidad del sistema, de donde, la columna (Yg);; es redundante.

Un argumento andlogo nos muestra que una columna (Yg)j;, con ¢ < j, es redun-

dante si existe otro par (j',') tal que

cd(j, i) = cd(j',7), =4, j =]
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Do 0] [ 0] r07 [0
0 0
1| i, ) + 1 =1 | e g) +1 1 —cd(j,i)+1
1|y : —1 |+ ilej
. 0 0
Dl 0 0 0 0
Lo 0 0 0 0
) 0 0
1 |e—i+1 1 |«i+1 -1 [+i+1
—1 | cd(j, i) 1 |« ci(i,)) —1 |+ cd(j,1)
0 0
L, 0] | 0] L 0] L 0]

(@)ci(i,) =i B)ed(yi)=j (cilig) #i  (d)ed(Gii) #

Figura 4: Tipos de posibles estructuras presentes en Yg.

En este caso, la columna (Yg);; estd dominada componente a componente por la

columna (Yg);/, lo que nos permite seguir un desarrollo similar al anterior.

Al eliminar estas columnas redundantes, reducimos de manera significativa la can-
tidad de restricciones en el programa lineal. Para evaluar esta mejora, realizamos
un analisis experimental sobre matrices Robinson generadas de manera aleatoria, y
comparando la cantidad de restricciones en el programa lineal antes y después de
eliminar las restricciones redundantes. Estas mediciones se realizaron para espacios
Robinson de 100 elementos, aumentando la cantidad de elementos de 100 en 100
hasta llegar a 700. Para cada uno de estos tamanos, generamos 100 espacios Robin-
son de manera aleatoria, calculando la cantidad de restricciones para cada uno de

estos espacios. Los resultados se presentan en la Tabla

Como se puede observar, eliminar las columnas redundantes nos permite eliminar al-
rededor de un 80 % de las restricciones del sistema, sin importar el tamano. Ademas,

la desviacion estandar nos indica que esta reduccién es consistente en la practica.

A continuacién, usaremos la caracterizaciéon del kernel dada en el Lema para
identificar estructuras simples que nos permiten asegurar la existencia de un dibujo

valido en un caterpillar. En particular, si la matriz Yg tiene pocas columnas no
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Desviacién
Promedio Porcentaje
Restricciones estandar de
Cantidad de | . restricciones o restricciones
sin eliminar restricciones
elementos _ eliminando o de (LP2)(S5)
redundancias al eliminar
redundancias eliminadas
redundancias
100 9900 2164.27 8.96 % 78.14 %
200 39800 8301.66 7.25% 79.14 %
300 9700 18572.37 5.43 % 79.30 %
400 159600 32696.56 4.67 % 79.51%
500 249500 50963.63 4.46 % 79.57%
600 359400 72597.54 3.52% 79.8%
700 489300 99952.41 3.78% 79.57 %

Cuadro 2: Tabla resumen de la comparacion en cantidad de restricciones del siste-
ma antes y después de eliminar las columnas redundantes. En la primera columna
se muestra la cantidad de elementos de los espacios Robinson considerados. En la
segunda columna se muestra la cantidad de restricciones del sistema sin eliminar
las columnas redundantes, que corresponde a n(n — 1) restricciones. En la tercera y
cuarta columnas mostramos el promedio y la desviacion estandar, respectivamente,
de la cantidad de restricciones obtenidas al eliminar las columnas redundantes. La
quinta columna muestra, en porcentaje respecto del ntimero total de restricciones
previas a eliminar las columnas redundantes, la cantidad promedio de restricciones

redundantes eliminadas.

redundantes, el problema de factibilidad (LP-S) se vuelve demasiado restringido,
y por tanto, no puede admitir ninguna solucién no negativa y no nula. Esto nos
indica que el espacio original admite un dibujo vélido. Esto lo vemos reflejado en el

siguiente teorema.

Teorema 4.14. Sea (S, p) un espacio Robinson estricto. Si la matriz Ys tiene menos
de dos columnas no redundantes de la forma (Yg);;, coni < j, o de la forma (Ys)ji,

con i < j, entonces (S, p) admite un dibujo vdlido en un caterpillar.
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Demostracion. Primero observamos que, para cualquier solucién de (LP-S|), existe
una solucién para la cual Ygyn puede ser escrita como una combinacion lineal de

sus columnas no redundantes:

Ysyn = > (Ys)ij (yn)ij + > (Ys)ji (yn)ji-

i<j—1 i<j—1
(3,7) no redundantes (4,%) no redundantes
Sin pérdida de generalidad, supongamos que Yg tiene menos de dos columnas no

redundantes de tipo (Yg);; con ¢ < j — 1. Asi, distinguimos dos casos.

Si no existe una columna de este tipo, entonces todas las columnas no redundantes
son del tipo (Ys);; con i < j. En cada una de estas columnas, las filas asociadas
con las variables Ly, para k € {2,...,n}, contienen sélo entradas no positivas, y al
menos una de ellas es igual a —1, como se puede ver en la Figura (d) Por tanto,
para cualquier yn > 0, con yn # 0, el vector Yg yn contiene al menos una entrada

negativa.

Por otro lado, supongamos que existe una tnica columna de este tipo (Yg);;, asociada
a un par (z,7), con 7 < 7. Supongamos que existe un vector yn > 0, con yn # 0,
tal que Ysyn > 0. Ahora, si tomamos un par cualquiera (i,7), con i < j, tal que

yn;,; > 0, entonces debe cumplirse que i > 7, y cd(i, j) < ci(3, )

En efecto, sea (i,7), con ¢ < j, un par tal que (yn);; > 0. Recordaremos que las
columnas no redundantes de tipo Yg; ;, con i < j, tienen valor 1 para las entradas
Ly, con k € {i+1,...,ci(i, j)}, mientras que las entradas de tipo Yg;;, con i < j,
tienen valor —1 para las entradas Ly, con k € {i +1,...,¢d(i,j)}. Asi, sii <7, 0
cd(i, j) > ci(z,7), entonces existe una fila £, tal que (Yg)z, ;i =—1y (Ys)z, 5 =0.
Esto nos indica que (Ysyn)z, < 0, lo cual contradice que Ysyn > 0. Asi, debe
cumplirse que, para cualquier par (i,7), con i < j, tal que yn;,; > 0, entonces 7 > 1,

y cd(i, j) < ci(, 7).

Ademas, debemos tener que j < 7. Si se tuviera que 7 < j, entonces, por las pro-
piedades estructurales de las matrices de centro, tenemos que ci(z, 7) < ci(i, j), pues

1<1yJ]<j. A suvez esto también nos dice que cd(z,7) < cd(i,j), por el mismo
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motivo. Sin embargo, ya probamos que cd(i,j) < ci(z,7), y ademds contamos con

ci(i,7) < cd(i, 7). Juntando estas desigualdades, tenemos que

ci(1.]) < cili, ) < ed(i, j) < ci(z,]),

lo cual nos lleva a una contradiccién. Asi, se debe cumplir que j < 7.

Sin embargo, recordemos que las columnas no redundantes de tipo Y, ;, con i < j,
tienen valor —1 para las entradas Dy, con k € {ci(i,j) + 1,...,;j}, mientras que
las entradas de tipo Yg;;, con i < j, tienen valor 1 para las entradas Dy, con k €
{cd(i, )41, ..., j}. Por tanto, si consideramos la fila D, tenemos que (Ys)p, 7 = —1,
y (Ys)p, i = 0, de donde

(Ysyn)n, = (Ys)p,5 (yn)i+ Y (Ys)p,ji (yn)ji = —(yn)sy < 0.

i<j
Asi, Ysyn contiene una entrada negativa.

Por lo tanto, en ambos casos, donde no hay columnas de este tipo, o existe una sola,
no existe un vector yn > 0 tal que Ysyn > 0. Y por el Lema 4.13] se tiene que

(S, p) admite un dibujo vélido en un caterpillar. O

Ahora, utilizaremos este teorema, junto al Lema [.13] para mostrar el siguiente
resultado, que nos permite asegurar la existencia de dibujos validos dependiendo
de la relacién entre los puntos medios de los pares i,j y sus centros izquierdos y

derechos.

Teorema 4.15. Sea (S, p) un espacio Robinson estricto. Si se cumple alguna de las

siguientes condiciones:
» Para todo pari,j, ci(i,j) < % < cd(i,j), o bien,
» para todo par i, j, ci(i,j) < HTJ < cd(i, j),

entonces (S, p) tiene un dibujo vdlido en un caterpillar.
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Demostracion. Sea (S, p) un espacio Robinson estricto. Para todo par i < j deno-
taremos su punto medio m;; = (i + 5)/2. Sea ademas yn € R®"D"=2) con yn > 0,
y consideremos Yg obtenido a partir de la formulacién matricial de (LP2)(S). Ra-
zonando por contradiccién, supondremos que (.S, p) no tiene un dibujo valido en un

caterpillar.

Ahora, consideremos un par ¢ < j — 1. Si sumamos todas las filas de la columna

(Ys)i; que corresponden a una restricciéon de centro izquierdo, tenemos
Sij = —(j — ci(i,§)) + (ci(i, j) — i) = 2(ci(i, ) — my;).
Si sumamos todas las filas (Yg),; correspondiente a una restriccion de centro derecho,
tenemos
Sji = (j — cd(4,1)) — (cd(j, ) — i) = 2(my; — cd(3, 7).
Por tanto, la suma de todas las entradas de Ygyn es

> (Suvng +Sivng) =2 ((€iG,3) = mig)yng + (my; = ed(i)ynyi) (1)

i<j—1 i<j—1

Supongamos ahora que, para todo par i,j, se cumple que ci(i,j) < % < ed(i, j).
Esto nos dice que ci(i,j) —m;; <0, y my;; — cd(7,1) < 0. Como supusimos que este
espacio no admite un dibujo vélido, la suma de las entradas de Ysyn debe ser no
negativa. Para que esto se cumpla, los valores yn;; que acompanan a ci(i, j) — my;
deben ser cero, o el resultado seria negativo, indicando la existencia de entradas
negativas en Ygyn. Sin embargo, esto indica que todas las restricciones de tipo
(Ys)ij, con i < j, son redundantes. Asi, es posible aplicar el Teorema lo que

nos indica que este espacio admite un dibujo valido, llevando a una contradiccion.

Por otro lado, si para todo par i, j, se cumple que ci(i, j) < % < cd(i, j), esto nos
dice que ci(i,5) —mi; <0,y m;; —cd(j,7) < 0. Nuevamente, como suponemos que
este espacio no admite un dibujo vélido, la suma de las entradas de Ygyn debe
ser no negativa, de donde, los valores yn;; que acompanan a m;; — cd(j,1) deben
ser cero. Sin embargo, esto nos dice que las restricciones de tipo (Yg)j;, con i < j,
son redundantes. Asi, es posible aplicar el Teorema [£.14] 1o que nos indica que este

espacio admite un dibujo valido, llevando a una contradiccion.
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En ambos casos, tenemos que no es posible que (5, p) no admita un dibujo vélido
en un caterpillar. Por tanto, si (.S, p) cumple que, para todo par 1, j, ci(i, j) < % <
cd(i, j), o bien, para todo par i, j, ci(i, j) < HTJ < cd(i,7), entonces (5, p) admite un
dibujo valido. ]

Por otro lado, si revisitamos el andlisis experimental exhaustivo realizado para
(LP2)(S), con la formulacién provista en el Lema [4.13| podemos analizar los espa-
cios Robinson estrictos para los cuales el programa lineal no encontré una solucién.

Esto nos lleva al siguiente resultado.
Teorema 4.16. FExiste un espacio Robinson que no admite un dibujo vdlido en

ningun darbol.

Demostracion. Para este resultado, utilizaremos el espacio Robinson con la siguiente

matriz de disimilitud.

0 9 10 11 13 15
0 5 7 8 14

10 5 0 2 4 12

1 7 2 0 3 6

13 8 4 3 0

15 14 12 6 1 0

Esta matriz cuenta con la siguiente matriz de centros.

[ 111 1 3]
2922 23
cs_ 23
2 34 1 4 4
23555 5
445566

Aqui, marcamos en rojo las entradas correspondientes a restricciones no redundantes.
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Por tanto, nos basta con considerar sélo las columnas de Yg que estén asociadas a
estas columnas no redundantes. Si denotamos por Yg a la matriz obtenida luego de

eliminar las columnas redundantes, nos queda

Yie Yss Ys1 Ys2 Y2 Yea

D, 00 0 0 0 0
Dsf 000 1 0 0 0
Dif-1 0 1 1 0 0
Dif -1 -1 1 1 1 0

yyoDo| 7L o0 0 0 1
L0001 0 -1 0 0 0
L0 1 0 0 -1 -1 0
L)oo 1 0 0 -1 0
L0 0 0 0 0 0 -1
Ll 00 0 0 0 0

Ahora, consideremos el vector

yn = (1,1,1,0,1,0)".

Si desarrollamos la expresién Ygyjy, obtenemos que
syn = (0,1,0,0,0,0,0,0,0,0),

el cual es un vector no nulo y no negativo. Asi, el sistema (LP-S|) admite una solucién,
y por el Lema [£.13] este espacio Robinson estricto no tiene un dibujo vélido en un
caterpillar. Es méds, por el Corolario [4.6] no admite un dibujo valido en ningin
arbol. m

5. Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis mostramos que no todo espacio Robinson admite un dibujo valido en
un real tree. Para ello, nos apoyamos de un programa lineal que, dado un espacio

Robinson, nos permite encontrar un dibujo valido en un real tree, si existe. Esta
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formulacién fue luego mejorada al utilizar las nociones de matrices de centros iz-
quierdos y derechos, que buscan capturar la estructura subyacente a los espacios
Robinson, permitiendo analizar de manera mas eficaz la informacién dada por ellos.
Ademas, utilizando herramientas clasicas de optimizacién, pudimos abordar el pro-
blema de encontrar dibujos vélidos como un problema de factibilidad, permitiendo
descubrir estructuras en los espacios Robinson para los cuales se puede asegurar la
existencia de un dibujo valido en un real tree, y también mostrar un contraejemplo
que demuestra que no todo espacio Robinson admite un dibujo valido en un real

tree.

A partir de los resultados encontrados en esta tesis, se han abierto més preguntas
dentro de esta area. Ya que los real trees no permiten captar completamente las rela-
ciones existentes entre elementos de un espacio Robinson, jen qué espacios admiten
un dibujo valido? ;Existe algin k tal que todo espacio Robinson admita un dibujo

valido en R*?
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